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Index de notatii

R(a) - partea reala a numarului complex «
Im(«) - partea imaginara a numarului complex a

Multimi:
C - planul complex
Co = CU {00} - planul complex extins
C* - multimea numerelor complexe nenule
R - multimea numerelor reale
N7 - multimea numerelor naturale nenule in afara de 1
C, - imaginea cercului {z € C: |z| = 7,0 < r < 1}, printr-o functie olomorfa f
U - interiorul discului unitate unde U := {z € C: |z| < 1}
Ug - discul de raza R
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Introducere

Analiza complexa, cunoscuta si sub numele de analiza functiilor de variabile
complexe, are o istorie de-a lungul mai multor secole si este strans legata de dezvol-
tarea matematicii.

Conceptul de numere complexe a inceput sa apara in secolul al XVI-lea, in special
datorita lucrarilor lui G. Cardano, care a abordat solutiile ecuatiilor de gradul trei,
unde a intalnit radicali din numere negative.

Intre secolele X VI si XVII matematicieni precum R. Bombelli au inceput sa ac-
cepte numerele imaginare (i, unde i2 = -1) si sa le foloseasca in calcule. Definitia
numerelor complexe sub forma de perechi ordonate de numere reale a fost introdusa
in anul 1836 de catre W. Hamilton. Dupa cum precizeaza acadamicianul S. Marcus
"Numerele complexe au fost introduse nu dintr-o simpla dorinta de a extinde con-
ceptul de numar, ci pentru ca matematica, mecanica si fizica aveau nevoie de aceste
numere.”

In secolele XVIII si XIX, analiza complexa a inceput sa se contureze ca o parte
esentiala a matematicii, cu contributii semnificative din partea lui L. Euler si A. L.
Cauchy.

Cauchy a formulat teorema fundamentala a analizei complexe care a stabilit
legaturi intre functiile analitice si integralele lor.

Analiza complexa este una dintre disciplinele unde scoala romaneasca de mate-
matica a adus importante contributii si, totodata, ea este una din ramurile clasice
ale matematicii cu largi aplicatii in diferite domenii ale stiintei si tehnicii. Doua
directii importante ale analizei complexe sunt teoria reprezentarilor conforme si te-
oria geometrica a functiilor analitice.

Teoria functiilor de variabile complexe a evoluat in secolul al XIX-lea, cu dezvol-
tarea conceptelor precum functiile olomorfe si teoria rezidurilor. Aceste notiuni
sunt esentiale pentru evaluarea integralelor complexe gi pentru aplicarea analizei
complexe in alte domenii cum ar fi fizica.

La inceputul secolului al XX-lea matematicienii precum H. Poincaré si K. We-
ierstrass au extins teoriile analizei complexe, iar aplicatiile lor s-au extins in fizica
teoretica, inginerie si chiar in teoria comunicatiilor.

Teoria geometrica a functiilor de o variabila complexa s-a conturat ca ramura
aparte a analizei complexe in secolul al XX-lea cand au aparut lucrari importante
in acest domeniu. Acestea sunt datorate urmatorilor matematicieni: P. Kéebe [32]
(1907), T. H. Gronwall [27] (1914), [28] (1916), J. W. Alexander [4] (1915), L.
Bieberbach [8], [9] (1916).

In prezent existd numeroase tratate si monografii dedicate studiului functiilor
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univalente, dintre care amintim pe cele ale lui P. Montel, Z. Nehari, L. V. Ahlfors,
Ch. Pommerenke, A. W. Goodman, P. L. Duren, D. J. Hallenbeck, T. H. Mac
Gregor, S. S. Miller, P. T. Mocanu.

Problema extinderii rezultatelor din teoria geometrica a functiilor de o variabila
complexa la mai multe variabile complexe a fost formulata prima data de catre
H. Cartan in Apendixul la cartea lui P. Montel aparuta in anul 1933. Extinderea
proprietatilor geometrice pentru aplicatiile biolomorfe a fost inceputa intre anii 1960-
1980 de catre matematicienii japonezi I. Ono, T. Higuchi, K. Kikuchi si a fost reluata
in ultimii douazeci de ani de catre J. A. Pfaltzgraff, T. J. Suridge, C. FitzGerald,
S. Gong, I. Graham, G. Kohr, H. Hamada, P. Liczberski, P. Curt, T. Bulboaca, D.
Breaz, M. Acu, Gr. St. Salagean, R. Szasz, L. I. Cotirla, D. Raducanu, B. Arpad,
N. N. Pascu, etc.

In lucrarea [8] (1916), L. Bieberbach formuleazi celebra sa conjecturi, care ii
poarta numele, In care acesta a demonstrat estimarea exacta a coeficientului as
pentru functiile din clasa S, functii normate si univalente in discul unitate U al
planului complex, adica |ag| < 2.

Conjectura lui Bieberbach, gi anume: daca f(z2) = z+asz? +azz’+... € S,z € U,
atunci |a,| < n, cu egalitate daca si numai daca f este o rotatie a functiei lui
Koebe, a fost demonstrata abia in 1984, de catre Louis de Branges [11], timp in care
au fost impulsionate cercetarile in domeniul functiilor univalente, una din directii
fiind obtinerea estimarilor exacte ale coeficientilor pentru diferite subclase de functii
univalente.

Totodata au aparut si s-au dezvoltat noi metode de cercetare, cum ar fi: metoda
parametrica a lui L. Lowner, metodele variationale initiate de M. Schiffer [70], G.
M. Goluzin [25], K. Sakaguchi [69], metodele bazate pe inegalitatile lui H. Grunsky
[29] si G. M. Goluzin [26], metoda functiilor extremale a lui L. Brickman [18], [19]
si T. H. MacGregor [37] etc.

La dezvoltarea acestui domeniu al matematicii, un rol deosebit l-au avut gi ma-
tematicieni romani.

G. Calugareanu este creatorul scolii romanesti de teoria functiilor univalente, care
a obtinut primele conditii necesare si suficiente de univalenta exprimate cu ajutorul
coeficientilor, iar P. T. Mocanu a introdus notiunea de a-convexitate, a abordat
problema injectivitatii pentru functii neanalitice si a elaborat impreuna cu S. S.
Miller binecunoscuta metoda de studiu a unor clase de functii univalente, numita
"metoda functiilor admisibile”, ”metoda subordonarilor diferentiale”, iar mai recent
"teoria superordonarilor diferentiale”.

Teoria functiilor univalente este importanta mai ales datorita multiplelor sale
aplicatii pe de o parte in diferite ramuri ale stiintelor naturii, ca de exemplu fizica
teoretica (in special mecanica fluidelor, electricitate, teoria caldurii) si in tehnica,
iar pe de alta parte la multe ramuri ale matematicii, de exemplu algebra, teoria
analitica a numerelor, ecuatii diferentiale, etc.

Operatorii integrali au fost studiati incepand cu secolul al XX-lea de catre mai
multi matematicieni, printre care amintim pe J. W. Alexander, R. Libera, S. Ber-
nardi, S. S. Miller si, mai recent, P. T. Mocanu, M. O. Reade, R. Singh, R. Sijuk,
E. Deniz, M. Caglar, H. Orhan, G. Murugusundaramoorthy, L. I. Cotirla, A. K.



Transformari integrale pentru anumite clase de functii univalente 9

Wanas, etc.

Studiul operatorilor integrali a cunoscut o continua dezvoltare, obtinadu-se de-a
lungul timpului, multe rezultate remarcabile.

In lucrarea ”Teoria Geometrica a functiilor univalente” [45], autorii: T. Bul-
boaca, P. T. Mocanu si Gr. St. Salagean, mentioneaza rezultate importante obtinute
din clasa functiilor univalente din exteriorul discului unitate, precum: ”Teorema
ariei”, "Teorema de delimitare a coeficientilor functiilor din clasa 7 gi definitiile
claselor de functii stelate, respectiv convexe in exteriorul discului unitate.

Acestea au reprezentat punctul de pornire al lucrarii de fata ” Transformari in-
tegrale pentru anumite clase de functii univalente”, in cadrul careia doua capitole
cuprind in intregime rezultate proprii ale studiului proprietatilor functiilor univa-
lente pe interiorul discului unitate si proprietati ale functiilor meromorfe definite pe
exteriorul discului unitate.

In aceastd lucrare s-au obtinut noi rezultate cu privire la unele subclase de functii
analitice. Sunt studiate proprietati de univalenta, stelaritate gi convexitate, atat
pentru operatorii integrali cunoscuti cat si pentru noi operatori integrali.

Lucrarea cuprinde un index de notatii, o introducere, trei capitole, concluzii si o
bibliografie.

Primul capitol intitulat ”Notiuni si rezultate preliminarii” contine 6 paragrafe in
care sunt prezentate notiuni de baza referitoare la functiile de o variabila complexa
si la operatorii integrali, notiuni care vor fi folosite apoi la demonstrarea rezultatelor
din aceasta lucrare.

Astfel, sunt definite notiunile de: functie olomorfa, functie analitica, functie
univalenta, precum si Lema generala a lui Schwarz care are o deosebita insemnatate
in demonstrarea rezultatelor principale. De asemenea, sunt descrise principalele
notiuni legate de: subordonari, metoda subordonarilor diferentiale si clasa functiilor
admisibile.

In continuare sunt prezentate mai multe clase speciale de functii univalente din
care mentionez: clasa functiilor stelate, clasa functiilor convexe, clasa functiilor
stelate de un anumit ordin si clasa functiilor convexe de un anumit ordin.

In ultimele dou# paragrafe al acestui capitol sunt prezentate cateva criterii de
univalenta si operatori integrali cunoscuti in literatura de specialitate, notiuni care
vor fi folosite In demonstrarea rezultatelor din capitolele urmatoare.

Capitolele doi si trei sunt dedicate contributiilor aduse de catre autoare in do-
meniul Teoriei geometrice a functiilor, unele rezultate fiind publicate, iar altele fiind
trimise sau acceptate spre publicare.

Capitolul ”Proprietati ale unor operatori integrali univalent:” contine in primul
subcapitol studiul anumitor cazuri particulare ale operatorului integral Fs(f, g)()
obtinut in lucrarea ”Properties of a New Integral Operator” de catre R. Bucur,
L. Andrei si D. Breaz. Autoarea acestei teze isi aduce propria contributie prin
imbunatatirea conditiilor de univalenta si de apartenenta ale operatorului Fj(f, g)(2)
la clasa S.

In sectiunea 2.2 se discuta despre conditii de univalenta ale operatorului integral
Fn,ﬁ(2>.

Aplicand Criteriul lui N. N. Pascu gi Lema generala a lui Schwarz s-au gasit noi
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proprietati ale acestui operator care a fost introdus in lucrarea Mapping properties
of a new Integral Operator de catre P. Dicu, R. Bucur gi D. Breaz.

Sunt prezentate cateva conditii de univalenta ale unui nou operator integral
Gp~(f,9)(2) In sectiunea 2.3, a caror demonstratii au fost realizate cu ajutorul
Criteriului lui N. N. Pascu si a Lemei lui Schwarz.

Un criteriu de univalenta pentru operatorul G, s(z) este dat in sectiunea 2.4,
unde este definit ca o generalizare a n functii, a operatorului dat in sectiunea 2.2
din cadrul acestei lucrari.

Capitolul care urmeaza, intitulat ”Proprietati ale anumitor clase de functii me-
romortfe definite pe exteriorul discului unitate”, cuprinde sapte sectiuni, in care sunt
descrise proprietati si conditii de univalenta ale unor functii meromorfe, respectiv
operatori integrali definiti pe exteriorul discului unitate. Autoarea a gasit conditii
suficiente de univalenta, convexitate si stelaritate, conditii asupra coeficientilor unor
clase de functii univalente, meromorfe, definite pe exteriorul discului unitate si pen-
tru diverse subclase de functii analitice, aici fiind date gi exemple.

In sectiunea 3.1, se studiaza proprietati ale unor functii din clasa functiilor me-
romorfe injective, stelate de ordin v, O (%), si functii din clasa functiilor meromorfe
convexe de ordin 7y, O (7). Conditii de univalenta ale unor operatori integrali formati
din functii definite pe exteriorul discului unitate, sunt prezentate in sectiunile 3.2,
3.3, §i 3.6. Operatorii mentionati in sectiunile anterioare s-au format pornind de
la operatorul F,, g(z) introdus de N. Seenivasagan si D. Breaz in lucrarea [71], iar
rezultatele obtinute au fost publicate in jurnale precum Afrika Matematika [55],
Journal of Advanced Mathematical Studies [57], Studia Universitatis Babeg-Bolyai
Mathematica [58].

In sectiunea 3.5 s-au obtinut anumite valori ale coeficientilor operatorului inte-
gral E(z), care reprezintd un caz particular al operatorului Gy, s(z), demonstrand
apartenenta operatorului £(z) la clasa functiilor meromorfe stelate de ordin 0, OF(0).
Aceste rezultate sunt publicate in jurnalul General Mathematics [56].

Ultimul capitol intitulat ”Concluzit” cuprinde o sinteza a rezultatelor obtinute
in anii de studiu.

Lucrarea se incheie cu o bibliografie continand 77 de titluri dintre care noua
lucrari sunt semnate de autoare, patru dintre acestea fiind publicate, iar cinci trimise
sau acceptate spre publicare in reviste de prestigiu din domeniul Teoriei geometrice a
functiilor, din tara sau strainatate, rezultate care au fost prezentate si la conferinte.
Lucrarea ”Univalence properties of an integral operator”, a fost sustinuta la mani-
festarea stiintifica: ”713th Joint Conference on Mathematics and Informatics, ELTE,
Hungary, 1-3 October, 2020.

In incheiere, doresc sa-i multumesc d-lui Prof. Univ. Dr. Valer Daniel Breaz pen-
tru indrumare, sustinere si sprijinul acordat pe tot parcursul elaborarii i redactarii
acestei teze.

De asemenea, doresc sa multumesc colegilor cu care am colaborat in studiul si
dezvoltarea subiectului tratat.



Capitolul 1

Notiuni si rezultate preliminarii

In acest capitol sunt prezentate notiuni si rezultate de baza folosite in elaborarea
si demonstrarea rezultatelor gasite.

1.1 Definitii si notatii

Consideram C multimea numerelor complexe. Se noteaza interiorul discului
unitate cu U = {z € C: |z] < 1}, cuU* ={2 € C:0< |z| < 1} = U — {0} -
interiorul discului unitate perforat i notdm cu U(zp; R) = U(zg, R) — {20} - discul
punctat de centru zg si raza R > 0.

Notam cu H(U) - multimea functiilor olomorfe din discul unitate U, iar cu H, (U)
notam multimea functiilor univalente (olomorfe si injective) din discul unitate U.

Definitia 1.1.1. [45] Fie D C C o multime deschisa. O functie complexa f : D — C
se numeste olomorfa pe D daca f este deriwabila in fiecare punct zy din D.
Multimea tuturor functiilor olomorfe pe D se noteaza H(D).

Definitia 1.1.2. [45] Fie M C C o multime oarecare. O functie f : M — C se
numeste olomorfa pe multimea oarecare M C C, daca exista o multime deschisa D
care include pe M astfel incat f sa fie olomorfa pe D.

O functie olomorfa pe C se numeste functie intreaga.

Definitia 1.1.3. [30] Functia f fiind olomorfa pe multimea deschisa G C C, un
punct a € G se numeste zero al lui f daca f(a) = 0. Daca exista un n € N* astfel
incat f(a) = f'(a) = ... = f@D(a) =0 si f™(a) #0, atunci a se numeste un zero
multiplu de ordinul n al functiei f. Dacan =1, a se numeste un zero simplu.

Definitia 1.1.4. [30] Fiind data o functie olomorfa pe multimea deschisa G C C,
un punct zg € C se numeste punct singular izolat al functier f daca zo ¢ G, dar
erista o vecinatate punctata a lui zy inlcusa in G, adica exista un R > 0 astfel incat

U(ZO; R) C G.

Definitia 1.1.5. [30] Un punct singular izolat zo al functiei f € H(G) se numeste
pol daca ezista lim,_,,, f(z) = o0o; el se numeste punct singular esential izolat daca
f nu are limita in 2.

11
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Daca z este un pol al functiei atunci f se poate prelungi in zy definind f(zo) = 0.

In acest fel functia devine Co continui in punctul z (adica continua in topologia
lui Cy).

Teorema 1.1.1. [30] Daca zy este un punct singular izolat al functier f € H(G),
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) zo este un pol.

b) zy este un punct regular gi anume un zero pentru %

c) Ezista un n € N* unic astfel incat intr-un disc punctat centrat in zy sa aiba
loc dezvoltarea

a_p a_q
f(Z):m—i‘...‘i‘Z_Zo

—i—Zan(z—zo)",a_n # 0, (1.1)
n=0

d) Ezista unn € N* unic i o functie unica g € H(GU{z0}) astfel incat g(zp) # 0
S1
f(z) =(2—2)"g(2),Vz € G. (1.2)

Fie A clasa functiilor analitice definite pe interiorul discului unitate, normate cu
conditiile: f(0) =0 = f/(0) — 1.

Se noteaza cu W = {z € Cy, |1 < |z] < oo} exteriorul discului unitate.

Notam cu O clasa functiilor analitice g definite pe exteriorul discului unitate.

Se noteaza cu X subclasa lui O care contine functiile univalente din W.

Notam cu O; subclasa lui O care contine functiile g : W — C_, meromorfe,
normate si injective cu unicul pol (simplu) z = oo din W, care au dezvoltarea in
serie Laurent de forma

[e'S) bk
9(2) :z+zg,1< 2| < oo, (1.3)
k=3
cu g(o0) = 00, ¢'(00) = 1.
Subclasa lui O contine functiile g de forma

g(z)=z+ Y _ Z—]Z,]GleN—{O,l}, (1.4)
k=j+1
se noteaza cu O;.

Fie S subclasa clasei A, ce contine functii univalente pe discul unitate care
indeplinesc conditiile: f(0) =0 = f'(0) — 1.
Vom nota cu S = {f € A|f univalenta in U}.

Proprietatea 1.1.1. [45] Orice functie f € A admite o dezvoltare in serie de puteri
de forma

f(z)=z+ iakzk,z eU. (1.5)

k=2
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Definitia 1.1.6. [/5] O functie olomorfa si injectiva pe un domeniu D din C se
numeste functie univalenta pe D.
Se noteaza cu H, (D) multimea functiilor univalente pe D.

Definitia 1.1.7. [45] Fie f : D — C,zy € D. Spunem ca functia f este analitica
in punctul zy sau dezvoltabila in serie Taylor in zy daca exista un disc,
U(zo,r) ={z€ C:|z—2| <r} C D astfel incit f sa fie suma unei serii Taylor,
adica: .
f(z)= Z%(Z —20)", 2z € Uz, 7).
n=0

Spunem ca [ este analitica pe domeniul D daca este analitica in fiecare punct
din D.

Teorema 1.1.2. [45] (Teorema analiticitatii functiilor olomorfe) O functie f : D —
C este olomorfa pe D daca si numai daca | este analitica pe D.

Teorema 1.1.3. [45] Daca f € H,(D), atunci f'(z) # 0,¥z € D.

Reciproca acestei teoreme nu este in general valabila, dupa cum se observa din
exemplul dat de functia z — e?, care nu este univalenta pe C desi derivata sa nu se
anuleaza in niciun punct din C.

Remarcam ca pentru functiile reale derivabile, neanularea derivatei pe un interval
este o conditie suficienta de injectivitate dar nenecesara, dupa cum arata exemplul
r— 3(z € R).

Aceasta deosebire esentiala dintre cazul complex si cel real se explica prin faptul
ca pentru functiile complexe nu are loc teorema de medie a lui Lagrange.

Teorema 1.1.4. [/5] Daca functia f este olomorfa in U si |f(z)| < 1 in U, atunci
pentru orice £ € U si z € U au loc inegalitatile:

1O -1C) | |g-2 y
1= ) 1w .
respectiv: )
1—
(2] < %ﬁ" 17)
Au loc egalitatile in cazul tn care functia:
t
f =20,
unde |e| =1 i |t| < 1.
Observatia 1.1.1. [/5] Pentru z = 0 inegalitatile din Teorema 1.1.4 devin:
£(&) = £(0) ‘ <l (1.8)
1= f(0)f(£)
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respectiv €1+ 1£(0)
£+ 1/(0
< 1.9
HOI= o0 g )
Considerand f(0) = a §i £ = z obtinem:
2| + |a]
lf(2)] < W,VZ eU. (1.10)

Un rezultat esential din teoria functiilor univalente este Teorema ariei, obtinuta
de L. Bieberbach [9], [8] si apoi de T. Gronwall [27].

Teorema 1.1.5. [{5] (Teorema ariei) Daca g(z) = z+ >, %, este o functie din
clasa Oy, atunci aria:

E(g)=r (1 - Zk|bk|2> >0, (1.11)
k=1

unde U~ ={2 € Cy : |2| > 1} si E(g) = C — g(U").

Prin urmare Y - k|by|* < 1, aria se intelege in sensul de mdsurd Lebesque bidi-
mensionala.

Utilizand teorema ariei, se deduce urmatoarea delimitare a coeficientilor functiilor
din clasa X.

Corolar 1.1.1. [45] (Teorema de delimitare a coeficientilor functiilor din ¥) Daca
g(z) =z +by+ 2 + .. € 5, atunci |by| < 1, iar egalitatea |bi| = 1 are loc dacd si
numai dacd g(z) =z +by+ <, z€ U™, 7 €R.

Teorema 1.1.6. [45] (Teorema lui Bieberbach relativ la coeficientul ay) Daca f € S,
f(2) =2+ a2 + ..., atunci |ay| < 2.
FEgalitatea |as| = 2 are loc dacd gi numai daca f este de forma
2

K. (z) = REZSE

, unde (1.12)

K. este functia lui Koebe.

Lema 1.1.1. [45/([49]) (Lema Generald a lui Schwarz) Fie f o functie olomorfa in
discul:

Ur={z€C:|z| < R},

cu proprietatea ca:

|f(2)| < M, pentru M fizat. (1.13)
Daca f are in z =0 un zerou de multiplicitate mai mare decat m, atunci:
£ < mrlel” 2 € U (1.14)
Egalitatea din relatia 1.1/ este adevarata pentru z # 0 daca:
f(z) = e”%zm, z € Ug, (1.15)

atunci T este o constanta.
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Lema 1.1.2. (Lema lui Schwarz)([48], [49], [13]) Daca f este o functie olomorfa pe
discul unitate U = U(0,1) care verifica conditiile f(0) = 0 si |f(2)] < 1,Vz € U,
atunci:
[f(2)] < |2], V2 € U,
§i:
[FO) <1
Daca |f(z0)| = |z0|, 20 € U sau |f'(0)] = 1, atunci 3¢ € C,|c| = 1 astfel incat
f(z)=cz,VzeU.
Se stie ca intre clasa S si clasa ¥ exista urmatoarele relatii:

Propozitia 1.1.1. [33]

i) Fiefe S gig(()= @, atunci g € ¥ i g(¢) #£0, ( € W.

ii) Daca g € ¥ i g(C) #0, ¢ € W, atunci f €S, f(z) = 9(1;)? zeU.

1.2 Metoda subordonarilor diferentiale

Metoda subordonarilor diferentiale reprezinta o sinteza intre analiza functionala
si geometria complexa, fiind un instrument puternic pentru investigarea functiilor
analitice. Aceasta metoda are aplicatii semnificative in studiul functiilor univalente,
al cartografierilor conforme si al teoriei geometrice a functiilor, ceea ce permite carac-
terizarea gi constrangerea functiilor analitice prin intermediul relatiilor diferentiale
si al conceptului de subordonare aparut initial in secolului XX.

In 1923, K. Loewner a introdus o ecuatie diferentiala, ecuatia Loewner pentru
a studia functiile univalente. Aceasta a deschis calea pentru aplicarea metodelor
diferentiale in analiza subordonarilor.

Loewner a demonstrat ca functiile univalente pot fi caracterizate ca solutii ale
unei ecuatii diferentiale dependente de un parametru real.

In a doua jumitate a secolului al XX-lea, metoda a fost extins si formalizat
de matematicieni precum J. D. Miller, W. T. Scott si B. Pommerenke. Acestia
au combinat conceptul de subordonare cu ecuatiile diferentiale pentru a caracteriza
clase largi de functii analitice si univalente.

Metoda a devenit un instrument esential in studiul claselor de functii analitice,
cum ar fi functiile stelate, convex-univalente si alte clase asociate.

In teoria moderna, metoda este utilizata in geometria complexa, dinamica ho-
lomorfa si analiza modelelor de fluxuri. Dezvoltarea sa istorica de la conceptele de
subordonare gi ecuatiile Loewner pana la aplicatiile moderne, a demonstrat versati-
litatea acestei metode in intelegerea si clasificarea functiilor complexe.

Definitia 1.2.1. [45] Fie f,g € H(U). Spunem ca functia f este subordonata functiei
g (sau g este superordonata functiei f) si vom nota:

f =g sau f(z) < g(2),
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daca ezista o functie w € H(U), cu w(0) =0 gi |w(z)| < 1, z € U, astfel incat:

f(z) = glw(z)], z € U.

Propozitia 1.2.1. [45/
1) Daca f < g, atunci f(0) = g(0) si f(U) C g(U).

2) Dacd f < g, atunci f(U,) C g(U,), r < 1 egalitatea avind loc dacd si numai
daca f(z) = g(Az), |A\| = 1.

3) Daca f < g, atunci max{|f(2)] : |z|] < r} < max{|g(2)| : |z| < r},r <1,
egalitatea avand loc daca gi numai daca f(z) = g(Az), |A| = 1.

4) Daca f < g, atunci |f'(0)| < |4'(0)], egalitatea avand loc daca §i numai daca
f(z) = g(A2), |Al = 1.

In cazul in care functia g este univalenta, avem urmatoarea teorema ce caracte-
rizeaza relatia de subordonare.

Teorema 1.2.1. [45] [66] Fie f,g € H(U) si presupunem ca g este univalentd in
U. Atunci f < g daca si numai daca f(0) = g(0) st f(U) C g(U).

Corolar 1.2.1. [35] [66] (Principiul subordonarii al lui Lindeldf)
Fie functiile f,g € H(U) astfel incat g este univalenta in U gi f(0) = g(0).

1) Daca f(U) C g(U), atunci f(U,) C g(U,), 0 <r < 1.

2) Egalitatea f(U.) = g(U,), pentru un r < 1, are loc dacd si numai dacd
fU) =g(U), sau f(2) = g(A2), |A| = 1.

Acest corolar este o consecinta a teoremei anterioare si a proprietatilor de mai
sus si reprezinta o generalizare a Lemei lui Schwarz, avand multiple aplicatii in teoria
geometrica a functiilor analitice.

Propozitia 1.2.2. [45]
Fie f,g € H,(U). Daca f < g avem:

1) 19 @) < 1~ w)], pentru orice w € f(U).
FEgalitatea are loc daca si numai daca f(z) = g(Az), |\ = 1.

2) Daca in plus, existd un zy € U cu |zo| = r astfel incat f(zy) € 0g(U,), atunci
f(U) =g(U), sau f(z) = g(Az), A = 1.

In lucrérile [43], [42], S.S. Miller si P.T. Mocanu au inaugurat teoria subor-
donarilor diferentiale, care a fost ulterior dezvoltata in multe alte lucrari.

Metoda subordondarilor diferentiale (sau metoda functiilor admisibile) este una
dintre cele mai noi metode folosite in teoria geometrica a functiilor analitice, avand
un mare merit atat in demonstrarea mult mai simpla a unor rezultate cunoscute
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deja, cat si in obtinerea multor rezultate noi. Aceasta metoda este o tehnica uti-
lizata in analiza complexa si teoria functiilor analitice pentru a aproxima solutiile
unor probleme variate, bazandu-se pe selectia unei clase de functii analitice care
satisfac anumite conditii impuse de problema si pe utilizarea acestor functii pentru
a construi solutii aproximative.

Metoda functiilor admisibile are trei etape:

- definirea unei clase de functii — se alege un ansamblu de functii analitice
care sunt compatibile cu restrictiile impuse de problema (ex. conditii la frontiera,
restrictii de regularitate).

- constrangert — functiile trebuie sa respecte anumite conditii, cum ar fi: sa fie
analitice intr-un domeniu dat si sa indeplineasca cerintele specifice ale problemei.

- optimizare — se cauta o functie din aceasta clasa care minimizeaza sau maxi-
mizeaza o anumita functionala asociata problemei.

Urmeaza metoda subordonarilor diferentiale prezentata in forma generala.

Fie Q,A Cc C,p € H(U) cu p(0) = a,a € C, si v : C* x U — C. Se pune

problema studierii unor implicatii de forma:
{0(p(2), 20'(2), 2p"(2);2) : 2 € U} C Q= p(U) C A, (1.16)

Mentionam faptul ca functia ¢ poate fi considerata si cu valori in C, gi anume
Y : C3 x U — Cq, teoria prezentatd in continuare fiind valabila si pentru o astfel
de functie 1.

In legatura cu implicatia (1.16) se pot formula trei tipuri de probleme:

Problema 1) Fiind date multimile © gi A sa se gaseasca conditii asupra functiei
1 astfel incat implicatia (1.16) sa aiba loc. O astfel de functie 1 se numeste functie
admisibila.

Problema 2) Fiind date functia ¢ si multimea 2 se cauta multimea A astfel
incat implicatia (1.16) sa aiba loc. In plus se cautd ”cea mai micad” multime A cu
aceasta proprietate.

Problema 3) Fiind date functia ¢ si multimea A se cauta multimea 2 astfel
incat sa aiba loc relatia (1.16). In plus se cautd "cea mai mare” multime ) cu
aceasta proprietate.

Daca  si A sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, atunci implicatia
(1.16) poate fi rescrisa in termeni de subordonari.

Se cunoaste ca daca §2 i A sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, si
a € A, atunci exista transformarile conforme:

q:U—= A, qU) =A, q(0) =aq,
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si:
h:U— Q,hU)=Q,h(0) =1(a,0,0;0).

Daca in plus, ¢ este olomorfa in U, atunci (1.16) devine:

V(p(2), 2p'(2), 220" (2); 2) < h(2) = p(2) < q(2). (1.17)
Definitia 1.2.2. [/5]

1) Fiet : C* x U — C, si functia h univalentd in U. Dacd functia p € Hla,n]
verifica subordonarea diferentiala:

V(p(2), 2p'(2), 22" (2); 2) < h(2), z € U, (1.18)

atunci functia p se numeste (a,n) solutie a subordondrii diferentiale (1.18),
sau, pe scurt, solutie a subordonarii diferentiale (1.18).

2) Subordonarea (1.18) poarta denumirea de subordonare diferentiald de ordinul
doi, iar functia q univalenta in U, se numeste (a,n) dominantd a solutiilor
subordonarii diferentiale (1.18), sau mai simplu, dominanta a subordonarii
diferentiale (1.18), daca p(z) < q(z) oricare ar fi functia p care satisface relatia
(1.18).

3) O dominanta G astfel incat G(z) < q(z) oricare ar fi dominanta q pentru (1.18)
se numeste cea mai bund (a,n) dominantd, sau pe scurt, cea mai bund domi-
nantd a subordonarii diferentiale (1.18).

Observatia 1.2.1. [45]

1) Cea mai bunda dominanta este unica, abstractie facand de o rotatie in U, caci
G =@ st <q = q(z)=qg(E?2),0 R

2) Fie Q o multime din C gi presupunem ca (1.18) este inlocuita cu relatia:

U(p(2), 20/ (2), 2°p"(2);2) € Q, 2 € UL

Desi aceasta este o "incluziune diferentiald” si(p(z), zp'(2), 2°p"(2); z) poate sd nu

fie analitica in U, ea se va numi tot subordonare diferentiala de ordinul doi.

In cazul in care Q i A din relatia (1.16) sunt domenii simplu conexe diferite de
C, Problemele 1), 2), 3) pot fi reformulate astfel:

Problema 1’) Fiind date functiile univalente h si ¢, s& se determine o clasa de
functii admisibile W[h, ¢] astfel incat (1.17) sa aiba loc.

Problema 2’) Fiind data subordonarea diferentiala (1.18), sa se gaseasca o do-
minanta q a ei. In plus, sa se gaseasca cea mai buna dominanta a ei.
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Problema 3’) Fiind data ¢ §i o dominanta ¢, sa se determine cea mai larga
clasa de functii univalente h astfel incat (1.17) sa aiba loc.

In anul 1962 K. Sakaguchi a demonstrat in lucrarea [68], ca daca functia p €
H(U), ®(p(0)) > 0 ¢i a € R, atunci:
2/ (2)
p(2)

In continuare vom prezenta un exemplu care este mentionat in lucrarea [45] unde
se justifica alegerea functiei ¥ cu valori in C.

%(p(z)—l—oz )>0,z€U:>§R(p(z))>O,z€U.

Exemplul 1.2.1. Notind Q2 = A ={w € C: R(w) > 0} si considerand (r, s, t; z) =
r+ a2, implicatia de mai sus devine:
2p/(2)

p(2)

iar aceastd implicatie este de forma (1.16).
Se observa astfel ca avem 1 : C3 x U — Co.

{p(z)+a :zeU}CQ:>p(U)CA,

1.3 Teoreme fundamentale ale anumitor clase de
functii admisibile

Teoremele fundamentale asociate clasei functiilor admisibile reprezinta un pilon
al analizei complexe. Ele permit caracterizarea precisa a functiilor analitice gi ofera
instrumente puternice pentru intelegerea proprietatilor geometrice si analitice ale
acestora.

Importanta lor se extinde de la probleme teoretice fundamentale la aplicatii
practice, cum ar fi cartografierea conforma si optimizarea functiilor complexe.

Definitia 1.3.1. [45] Vom nota cu Q multimea functiilor q care sunt olomorfe si
injective pe U \ E(q), unde:

E(q) = {C € 0U : lim¢(z) = OO} ,q'(Q) #0,( € 0U \ E(q). (1.19)

Multimea F(q) se numeste multime de exceptie.

Observatia 1.3.1. [/5] Daca q € Q, atunci domeniul A = q(U) este simplu conex
si frontiera lui este formata fie dintr-o curba analitica inchisa, fie dintr-o reuniune,
posibil infinita, de curbe analitice simple disjuncte doua cate doua si care tind la 0o
in ambele directis.

Definitia 1.3.2. [{2], [41], [45] Fie Q C C, fie functia ¢ € Q,n € N, n > 1. Vom
spune cd ¥,[Q, q] este clasa functiilor 1 : C3 x U — C care satisfac conditia:

W(r, s, t;2) & €, (1.20)
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atunci cand:

r= 4O = e QR L 41| 2w [ 1], (121)

unde z € U, ( € OU \ E(q), m > n.

Multimea W, [€2, ¢] se numeste clasa functiilor admisibile, iar conditia din relatia
(1.20) se numeste conditie de admisibilitate.

Observatia 1.3.2. [/5] Fie 1) : C* x U — Cq,
1) Dacd Q C Q, atunci ¥,[Q, q] € ¥,[Q, q].
2) Va2, q] C Wy [2, g
3) In cazul particular ¥ : C2 x U — C, conditia de admisibilitate devine:
(AY) o(r,s;2) € Q,

atunci cand:
r=q(¢),s =m{q'(C),
unde z € U, ¢ € OU \ E(q), m > n.

4) In cazul particular ¢ : C x U — C, conditia de admisibilitate devine:

(A7) ¥(r;2) € Q,

atunci cand:
r=q((),
unde z € U, € OU \ E(q).

5) Vom nota ¥1[Q, q] cu V[Q, ¢|.
Teorema 1.3.1. [44], [45] Fie € ¥, [, q] unde ¢(0) = a. Daca functia p € Ha, n]

verifica conditia:
Y(p(2), 21 (2), 2°p"(2);2) €Q, 2 €U,
atunci p(z) < q(z).

In cazul special cand Q € C, Q) # C este un domeniu simplu conex, iar h € H, (U),
h(U) = Q, notand ¥, [h(U), q] cu ¥, [h, ¢] obtinem:

Teorema 1.3.2. [{4], [45] Fie h € H,(U), v € U,[h,q] unde ¢(0) = a. Daca
functia p € Hla, n] iar functia ¥ (p(2), 2p'(2), 22p"(2); 2) € H(U), atunci

Y(p(2), 2p/(2), 2" (2); 2) < h(2) = p(2) < q(2).

Teorema 1.3.1 se utilizeaza pentru a arata ca solutiile unor ecuatii diferentiale de
ordinul doi iau valori intr-un anumit domeniu, dupa cum putem observa in urmatorul
corolar:
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Corolar 1.3.1. [}5] Fie functia ¥ € ¥,[Q,q] cu q(0) = a. Daca functia f € H(U)
verifica f(U) C Q si daca ecuatia diferentiala

U(p(2), 20/ (2), 2°p"(2); 2) = f(2),
are o solutie p € Hla,n], atunci p(z) < q(z).
Din Teorema 1.3.1 se obtine rezultatul care urmeaza
Teorema 1.3.3. [/5] Fie functia p € Hla, n], R(a) > 0.
(i) Daca v € V,{Q,a}, atunci:

V(p(2), 2p'(2), 220" (2);2) €Q, € U = R(p(z)) >0, z € U.

(i1) Daca i € V,{a}, atunci:
R(W(p(2), 20'(2), 2°p"(2); 2)) > 0, 2 € U = R(p(2)) > 0, 2 € U.
In continuare se considers un caz particular al Teoremei 1.3.3.
Presupunem ca functia ¢ este definita astfel ¢ : C* x U — C,. Din Observatia

1.3.2 avem conditia de admisibilitate (A’) §i considerand in plus ca ¢ € ¥, {Q, 1},
obtinem din (Af) urmatoarea conditie de admisibilitate:

(AY) w(pi,o;52) € Q,

atunci cand,
n
p,0 €ER o< —5(1+p2),z€ Un>1.

Din Teorema 1.3.3 (punctul (i)) se obtine rezultatul:

Teorema 1.3.4. [45] Fien € N*, Q C C, pe H[1,n] si ¢ : C* x U — Cu. Dacd
este verificatda conditia de admisibilitate (Ay'), atunci:

W(p(2), 2p'(2):2) €, 2 € U = R(p(z)) >0, 2 € U.

In continuare vom prezenta cateva aplicatii imediate ale metodei functiilor ad-
misibile.

Teorema 1.3.5. [/5] Fie p € Hla,n] cu R(a) > 0 si fie P: U — C o functie cu
R(P(z)) >0, z€ U. Daca:

R[p(z) + P(2)zp'(2)] >0, z € U,
atunci R(p(z)) >0, z € U.

Urmatoarea teorema este o generalizare a rezultatului precedent.

Teorema 1.3.6. [/5] Fie h o functie convexd in U gi fie functia P : U — C cu
R(P(z)) >0, z € U. Daca p € H[h(0), 1], atunci:

p(2) + P(2)zp'(2) < h(z) = p(2) < h(2).
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Lema 1.3.1. [45] Fie p € H[a,n] cu R(a) > 0 gi fie « : U — R. Daca:

R |p(z) + a(z)

>0,zeU,

atunci R(p(z)) >0, z € U.

Lema 1.3.2. [{2] Presupunem cd functia ¥ : C? — C verificd conditia:

1 2
R{W(is, 1)} <0, s,t€Rt<

Daca functia p(z) = p(1) + B + ... este analitica in W si
R{V(2*p(2) + 2,22 (2p'(2) + 1)} >0,z € W

atunce,
R(p(z)) >0,z € W.

1.4 Clase de functii

Se noteaza cu T subclasa functiilor univalente care satisfac conditia:

2f'(2)
(f(2))?

T, este subclasa functiilor univalente din clasa T pentru care f”(0) = 0.
Fie T5 , subclasa functiilor univalente din clasa 75 care satisfac conditia:
22f(z
f—(g -1 <pu,zel,
(f(2))
pentru 0 < p <1 si avem ca T = Th;
Pentru un numar real p cu 0 < p < 2 se definegte subclasa lui A, S(p), care
contine toate functiile care indeplinesc conditia:

(7%)

In lucrarea [73] S. Singh a demonstrat c& daca f(z) € S(p), atunci f(z) indeplineste
conditia:

-1

<1,zeU,

"

<pzel. (1.22)

2 f'(2)
(f(2))?
Notam cu V subclasa de functii univalente a lui O pentru care

g'(2)

-1

<plz*,z € U.

+1‘>1,z€W,g(z)EV.
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V; subclasa lui V pentru care g% (00) = 0,k = 2,3, ..., j;
V; . subclasa lui V; ce contine functiile de forma (1.3) care verifica relatia:

9(2)

22

+1‘>u,z€VV,,u>1. (1.23)

Se noteaza V;; = V.
FiepeR,cul <p<2si Zj (p) este subclasa lui O care contine toate functiile
g € O, pentru care

"

(@) >pzeW, (1.24)
J'(2) D
1| > — . 1.2
ZQ + - |Z|] 7.] € Nl ( 5)

Se noteaza Y ,(p) = > (p).

1.4.1 Clasa functiilor stelate

Clasa functiilor stelate este una dintre cele mai studiate subclase ale functiilor
univalente. Ele reprezinta un punct de plecare pentru explorarea altor clase de
functii analitice si ofera o baza solida pentru dezvoltarea teoriei coeficientilor ex-
tremali, utilizata in teoria Bieberbach. Aceasta clasa a fost studiata prima data de
Alexander in lucrarea [4].

La inceputul secolului al XX-lea, prin lucrarile lui L. Bieberbach gi P. Koebe,
functiile stelate au fost identificate ca o subclasa importanta a functiilor univalente.
Bieberbach a demonstrat conexiuni semnificative intre proprietatile functiilor stelate
si coeficientii lor, punand bazele ipotezei Bieberbach, una dintre cele mai importante
conjecturi din analiza complexa.

In a doua jumatate a secolului al XX-lea, matematicieni precum B. Pommerenke
au extins teoria functiilor stelate, explorand conexiunile cu alte clase de functii ana-
litice, cum ar fi cele convex-univalente si spiraloidale. Cercetarile lor au consolidat
pozitia functiilor stelate in analiza complexa moderna, cu aplicatii in geometria
complexa si analiza spatiilor functionale.

Fie f o functie olomorfa in U, care verifica conditiile f(0) = 0si f(2) # 0, pentru
z # 0. Vom nota cu C, imaginea cercului {z € C: |z| = 7,0 < r < 1}, prin functia

£l

Definitia 1.4.1. [45] Spunem ca C,. este o curba stelatd in raport cu originea, sau
mai simplu, stelatd, dacd unghiul p = o(r,7) = arg f(re'™), pe care raza vectoare a
punctului f(z), z=re", il face cu axa reald pozitivd, este o functie crescdtoare de
T, cand T creste de la 0 la 27, adica:

dp 0

5y = Eargf(Z) >0, z=re", 7€ (0,2m). (1.26)

Vom spune ca f este stelata pe cercul {z € C: |z| = r} daca C, este o curba stelata.
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Deoarece f(z) # 0, pentru z # 0 putem scrie:

Logf(z) = log |f(2)| +iarg f(2),2z = re”.
Derivand in raport cu 7 si tinand seama ca:

oz Ore™ .
= = rie'” =iz,

or O

se obtine: .y P 0
szf(;)Z) — Elog|f(2)| +Z'E argf(z)-

Din aceasta egalitate se deduce ca:

0 ' :
srare () = Re T L o — e (1.27

Deci conditia (1.26) se poate scrie sub forma:

*(%

care exprima conditia necesara si suficienta pentru ca f sa fie stelata pe cercul
{zeC:|z| =1}

Deoarece functia o) este armonica, rezulta ca daca aceasta inegalitate este
verificata pentru |z| = r, ea va fi verificata si pentru |z| < r. De aici deducem
ca daca f este stelata pe cercul {z € C : |z] = r} ea va fi stelata pe orice cerc
{zeC:|z|=r"},unde 0 < ' < 7.

) >0,]2] =1, (1.28)

Definitia 1.4.2. [/5] Se numeste raza de stelaritate a functiei f, numarul r*(f)

definit de:
P (f) = sup {r; R (Z]{;S)) >0, 2] < r} . (1.29)

Daca r*(f) > 1, vom spune ca functia f este stelata in discul unitate U, sau pe
scurt, stelata.

Observatia 1.4.1. [/5]

1) Egalitatea R (%) = 0 pentru un punct z € U nu poate avea loc deoarece,

in acest caz, functia f s-ar reduce la o constanta, ceea ce ar fi in contradictie
cu condititle impuse asupra functiei f.

2) Daca f wverifica %<ZJJ:(/«(Z§)> > 0, |z| < 1, atunci in mod necesar f(z) # 0,
pentru 0 < |z| < 1.

3) Din definitie rezulta ca f este stelatda in U daca si numai daca este stelata pe
orice cerc {z € C: |z| =r,0 <r < 1}.
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4) Conditia de stelaritate R (?:Ei’?) > 0,z € U, nu asigura univalenta functier f
in discul unitate, deci se pune problema gasirii unei conditii suplimentare care
sa asigure uniwalenta functiei.

z2f'(2)

Daca presupunem, in plus, conditia f'(0) # 0, atunci condifia R (%) >0,
implica univalenta functiei f, precum si faptul ca f(U) este un domeniu stelat
in raport cu originea, adicd segmentul care unegte orice punct din f(U) cu
originea este continut in f(U).

Teorema 1.4.1. [4}5] Fie f o functie olomorfa in U cu f(0) = 0. Atunci f este
univalenta si f(U) este un domeniu stelat in raport cu originea dacd $i numai daca

J(0) #0 i

Zf@O
R ( > 0, pentru Vz € U. 1.30
e 0

Vom nota cu S* clasa functiilor olomorfe in U, cu f(0) = 0, f/(0) = 1 i care sunt
stelate in raport cu originea in U.

Deci: §* = {fGA,?R(i{Ei?) >0,Z€U}.

Observatia 1.4.2. [45] Folosind definitia subordonarii, clasa S* se poate defini
astfel:
Daca

f(z)=z4a* + ..., z€ U, (1.31)

atunci f € S* daca si numai daca

z2f'(z) 14z
f(2) T

Denumirea teoremelor de deformare relative la functiile univalente, provine din
faptul ca o transformare conforma poate fi vazuta ca o ”deformare” a unui domeniu
intr-un alt domeniu.

Deoarece functia lui Kéebe K, (z) = m, 7 € R pentru o alegere convenabila
a lui 7, este stelata, rezulta ca teorema de deformare relativa la clasa S este valabila

si pentru clasa S*.

z e U. (1.32)

Teorema 1.4.2. [}5] (Teorema de deformare) Daca f € S*, atunci au loc deli-
mitarile evacte:

(1472~ 1f(2)] < 1= (1.33)
1—r / 1+

(1+7r)3 — |f(2)] < A=) (1.34)
1—r _|z2f'(?) L+
L+7 f(2) 11— (1.35)

unde z € U, |z| = r, iar functia extremala este functia lui Kéebe f = K, pentru o
alegere convenabila a lui 7.
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Notam:

b
Mla,b] = ¢ p: [a,b] = Ry, p crescatoare pe |[a, b],/du(t) = pu(b) — pula) =1

a

(1.36)

Teorema 1.4.3. [/5] Functia f(2) = 2+ as2* + ..., z € U apartine clasei S* dacd
st numai dacd exista o functie p € M0, 27| astfel incat:

2
f(z) = zexp —2/10g(1 —ze " MYdu(t) p, z € U. (1.37)
0
1.4.2 Clasa functiilor convexe

Functiile convexe au fost studiate prima data de E. Study in lucrarea [75], apoi
rezultate semnificative in Teoria geometrica a functiilor au fost obtinute de catre K.
Lowner [36], T. H. Gronwall [27] si J. W. Alexander [4] in anul 1915.

Definitia 1.4.3. [45] Curba C, se numesgte converda daca unghiul
™ / T
Y(r,m) = 5+ argf(2), = =rel,
facut de tangenta la curba C,. in punctul f(z) cu semiaza reald pozitiva este o functie
crescatoare de T pe [0, 27].

Definitia 1.4.4. [/5] Functia f se numeste convexda pe cercul {z € C : |z| = r}
daca C, este o curba convexd.
Se arata ca f este convexa pe cercul {z € C: |z| =r} daca i numai daca:

of"(2) .,
R <1+ 0 ) >0, |z =1 (1.38)

Din aceasta definitie deducem ca daca f este convexa pe cercul {z € C: |z| =1},
atunci ea va fi convexa pe orice cerc {z € C:|z| =7"}, unde 0 <1’ < r.

Definitia 1.4.5. [45] Prin raza de convezitate a functiei f intelegem numarul:

re(f) = sup {r;?R (Z/];(S)) + 1) > 0,|2] < r}. (1.39)

Observatia 1.4.3. [45] Daca r°(f) > 1, vom spune ca functia f este convezrd in
discul unitate U sau, mar stmplu, conveza.
Aceasta inseamnda ca f verifica condifia:

2f"(2)
R (1 + ) ) >0, |2 < 1. (1.40)
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Observatia 1.4.4. [/5] Relatia (1.40) implica f'(z) # 0, pentru orice 0 < |z| < 1.
Observatia 1.4.5. [45] Conditia:

R (1+Zfﬂ(z)) >0, z€ U,

f'(2)
nu asigura uniwvalenta functier f in discul unitate dupa cum arata exemplul:
flz) = 2"

Vom prezenta in continuare o conditie suficienta de univalenta:

Teorema 1.4.4. [}5] O functie f olomorfa in U este univalenta si f(U) este un
domeniu convez daca si numai daca f'(0) # 0 i

" (2)
R (1+ o ) >0, ze U. (1.41)

Definitia 1.4.6. [45] Spunem ca S¢ este clasa functiilor f olomorfe in U, cu pro-
prietatea ca f(0) =0, f'(0) =1 gi care sunt convexe in U.

Vom nota ,
SC:{feA,ért<1+zf (z)) >0, z € U}
f'(z)

st S°CS.
Legatura dintre clasele 5 gi S este data de urmatoarea teorema.

Teorema 1.4.5. [{5] (Teorema de dualitate a lui Alexander)

Fie f € A sig(z) = zf'(2). Atunci f € S¢ daca si numai daca g € S*.
Operatorul integral I, : A — A, f=14(g), g € A, unde:

z

t
f(2) :/ﬁdt, zeU,
0

se numeste operatorul lui Alexander.

Cu ajutorul acestui operator putem reformula Teorema 3.7.3 astfel S¢ = 1,4(S*),
iar I, stabileste o bijectie intre S* i S°.

Intre clasele S si S¢ se pot stabili si alte relatii, cum este cea din urmatoarea
teorema.

Teorema 1.4.6. [38], [45], [74] (Teorema lui A. Marz si E. Strohhdcker)
Daca f € A, atunci au loc urmatoarele implicatii:

%(Z;,;ij)—i-l)>0,Z€U$%(Z;;i§)>>%,Z€U=>§R(@)>%,Z€U,

%(Z;I;S)+1>>O,zeU:>§R< f’(z)>>%,zeU:>§R(fiz))>%,zeU.
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Observatia 1.4.6. [45] Functia f(z) = 1= aratd cd toate aceste implicatii sunt
exacte.

Prin urmare, avem S C S*(1/2).
In ceea ce priveste coeficientii functiilor din clasa S¢ are loc urmatoarea teorema.

Teorema 1.4.7. [/5] Dacd f(z) = z + a9z + a32® + ... apartine clasei S¢, atunci
la,| < n, pentru orice n > 2. FEgalitatea are loc dacd si numai daca functia f are
forma:

f(2)

Are loc urmatoarea teorema de deformare.

= — T17€R, zeU.
1+e7z2

Teorema 1.4.8. [/5] Daca f € S¢ atunci au loc delimitarile exacte:

(1.42)

1 1
< | < -
FEgalitatile avand loc pentru functia f(z) =
venabila a lui 7.

zeUl|zl=r <1 (1.43)

4
T2 T € R,z €U, pentru o alegere con-

Din relatia (1.42) rezulta ca S¢ este compacta.

Observatia 1.4.7. [45] Aplicind r — 1 in (1.42) se deduce constanta lui Kdebe a
clasei S°, aceasta fiind 1/2.

1.4.3 Clasa functiilor stelate si clasa functiilor convexe de
un anumit ordin
Dintre submultimile clasei S* amintim clasa functiilor stelate de ordin «,

0 < a < 1, notata cu S*(«) si cea a functiilor tare stelate de ordin o, 0 < o < 1,
notata cu S*(«).

Definitia 1.4.7. [45] Functia f € A se numeste stelata de ordinul o,0 < a < 1,
daca verifica inegalitatea:

R (%) >a, z€U. (1.44)

Notam cu S*(«) clasa acestor functii.
Definitia 1.4.8. [/5] Functia f € A se numeste tare stelata de ordinul o, 0 < o < 1

daca verifica inegalitatea:

RGN
arg e ‘ <ag, 2 el. (1.45)
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Se observa ca S*(0) = S* si S*(1) = 5*.

Definitia 1.4.9. [45] Functia f € A este converd de ordinul o, 0 < a < 1, daca
verifica inegalitatea:

zf”(z))
R(1+ >a,z € U. 1.46
(15 A0
Se noteaza cu S¢(a) clasa functiilor convexe de ordin «,0 < o < 1, unde
Sc(a):{feA:%<1+Z]{,(S))>a,z€U}. (1.47)

Se observa ca pentru a = 0 avem S¢(0) = S°.

Teorema 1.4.9. [/5] (Teorema de dualitate intre clasele S*(«) gi S*)
Fie o un numar real cu 0 < o < 1.
1) Avem incluziunile S*(«) C S*, S¢(a) C S°.
2) Functia f € S*(a) dacd i numai dacd functia g € S*, unde

o]

9(2)23{

1 1

f(zz)] e intelegem ramura olomorfa pentru care [

unde prin [
z=0
Observatia 1.4.8. [/5] Pentru 0 < a < 1 se verifica usor ca functia f € S(«)
dacd i numai daca functia g(z) = zf'(z) € S*(a) si aplicand teorema de mai sus
deducem urmatorul rezultat de dualitate intre clasele S°(«) si S*.

Corolar 1.4.1. [45] Daca 0 < « < 1, atunci functia f € S¢(«) dacd i numai daca
functia g € S*, unde
1
9(z) = z[f'(2))"=,z € U.
Teorema 1.4.10. [45] (Teorema de deformare pentru clasa S¢())

Daca functia f € S(a), 0 < a <1, gi|z| =r < 1, atunci au loc urmdatoarele
delimitari exacte

1 , 1
1+ r)20-a) < [f(2)] < (1—r)2i-a)’
1 (14r)2e—1-1 1—(1—r)2o—1 1
a3, 2a—1 2a-1 aF g
< |f2)l <
a=3, log(l+r) —log(l—r), a=3.

Functia extremala este:

faz) =
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Teorema 1.4.11. [/5] (Teorema de deformare pentru clasa S*(«)) Daca functia
fes(a),0<a<lygilz|=r <1, atunci au loc urmatoarele delimitari exacte:

r T
ESSEED <[f(zx)| < (1= rp2=a)

z

Functia extremala este fo(z) = (SR

1.4.4 Conditii de stelaritate si conditii de convexitate pen-
tru cateva clase de functii meromorfe

Acest paragraf cuprinde notiuni din literatura de specialitate pe care le-am
utilizat in obtinerea de noi rezultate de baza legate de functiile meromorfe.

In diferite probleme de analiza complexa este necesara extinderea multimii C a
numerelor complexe prin adaugarea unui numar impropriu notat cu oo, unde prin
definitie Co, = CU {o0}, 00 ¢ C.

Legatura numerelor din C cu elementul oo se stabilegte prin extinderea la acest
element a operatiilor cu numere complexe punand a + 00 =00 +a =00 gi a - 00 =
00 - a = oo pentru a € Cy, \ {0}.

Prin conventie speciala, referitoare la operatia de impartire vom scrie a/0 = oo
pentru a € C, \ {0} si a/oo = 0 pentru a € C.

Nu se definesc oo — 00,0 - 00,0/0, 00/00.

Deci, in ce priveste structura algebrica a lui C.,, se pot extinde operatiile alge-
brice din C fara a fi peste tot definite.

Conventia |oo| = 400 extinde modulul de la C la C,.

Pentru a studia o functie f intr-o vecinatate a punctului co vom considera functia
g = fokunde k(z) = % Cum k transforma o vecinatate a lui 0 intr-una a lui oo,
prin comportarea lui f la co vom intelege comportarea lui g in 0.

Definitia 1.4.10. [30] Fie G o multime deschisa din C, sau C. Vom spune
ca f este o functie meromorfa pe G daca exista o mulfime E C G astfel incat
f € HG\ E), iar E este formata din puncte singulare eliminabile sau poli pentru

functia f.

Notand cu G multimea punctelor regulare si cu B multimea polilor din G, avem

G =GUB.

Observatia 1.4.9. [17] O functie meromorfa este functie analitica uniforma care
in planul C nu are alte singularitati decat polii.

Functiile intregi, pe de o parte, si functiile rationale, pe de alta parte, sunt cazuri
particulare de functiic meromorfe.

Punctul oo pentru o functie meromorfa poate fi ordinar, pol sau esential, izolat
sau punct de acumulare de poli.

Deoarece polit sunt puncte singulare izolate, rezulta ca o functie meromorfa nu
poate avea in C decat cel mult o infinitate numarabila de poli care se vor acumula
in mod necesar la infinit.
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Observatia 1.4.10. [17] O functie meromorfa intr-un domeniu este o ramurd anali-
tica uniforma corespunzatoare acestui domeniu, care admite ca singularitafi in acest
domeniu numai poli. Acestia pot fi st un numar finit sau o infinitate numadrabila,
dar in acest din urma caz ei se acumuleaza in mod necesar pe frontiera domeniulua.

Vom nota cu M(G) multimea functiilor meromorfe pe G.

Daci f € M(G), atunci f se poate prelungi in orice punct z, € G prin f(z) =
hmz—>zo f(Z)~ B ~

Functia f : G — C, este Cy- continua si f € H(G). Uneori se noteaza tot cu f
functia astfel prelungita.

In continuare sunt prezentate cateva exemple.

Exemplul 1.4.1. [30] Orice functie olomorfa pe G este si meromorfd, adici H(G) C
M(G) N
In acest caz B=10 si G =G.

Exemplul 1.4.2. [30] Orice functie rationala este meromorfa pe Cy.
Exemplul 1.4.3. [30] Functia ctg este meromorfa pe C, avand polii z, = km, k € Z;

Punctul oo este punct de acumulare de poli, deci functia ctg nu poate fi mero-
morfa pe C.

Exemplul 1.4.4. [30] Functia tg: este meromorfd pe Cs \ {0}, deoarece oo este

' 2 : oA .
un punct regular, iar punctele zj, = s sunt poli, care se acumuleaza in origine.

Studiul functiilor meromorfe gi univalente se poate face in paralel cu clasa S,
considerand clasa ¥, a functiilor ¢ meromorfe cu unicul pol (simplu) z = oo si

univalente in U~ = {z € C : |z| > 1}, care au dezvoltarea in seria Laurent de
forma: o o
g(z):z+040+?1+...+z—2+...,\2| > 1. (1.48)

Deci functiile g € ¥, sunt normate cu conditiile g(co) = 00, ¢’(00) = 1.
Notand
E(g) =C\g(UT)
acesta va fi un continuu din C, adica o multime compacta si conexa, care contine
mai mult de un punct.

Se noteaza cu Xy subclasa functiilor ¢ € X, care nu se anuleaza in exteriorul
discului unitate, adica

Yo={g€X,:9(2) #0,z€ U},
si astfel se deduce usor urmatoarea proprietate.

Proprietatea 1.4.1. [/5] Intre clasele S si $o existd o bijectie, deci clasa Ty este
"mas larga” decat clasa S.
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Se observa ca daca g € ¥, §i ¢ € E(g), atunci functia:

f(z) :1;:,2—1—(0—040)22—4—...,26(], (1.49)
9(2) —¢

z
are proprietatea ca f € S.

Definitia 1.4.11. [/5] Spunem ca functia g de forma (1.48) este o functie stelata in
U~ daca g este univalenta in U~ si multimea E(g) este stelata in raport cu originea.

Notam cu X* clasa functiilor stelate in exteriorul discului unitate, adica: ¥*={g €
Yo : g este stelata in U™ }.
Transformarea T este o bijectie, T(S) = Xg 51 T71(3) = S.

Se obtine ca
z9'(z) _ 2f'(2) 1 -
= ,2=—,2€eU",
g9(z)  f(2) z

de unde va rezulta ca functia g € ¥* daca si numai daca f € S*.

Deducem ca g € ¥* daca: R (Z (Z)> >0,z€U.

g/
g(2)

In concluzie, avem Y*={g € &y : R (Zgl(z)> >0,z€ U}, 51 X*=T(5%).

9(z)

Din Definitia 1.4.11 rezulta ca daca functia g este stelata, atunci E(g) este o
multime stelata in raport cu originea, deci 0 € E(g), adica g € ¥y (multimea
functiilor meromorfe normate, univalente care nu se anuleaza in U™).

Definitia 1.4.12. [/6] Spunem ca o functie f € S este meromorfa stelata de ordin
a,0 < a < 1, gi apartine clasei S*(«), daca verifica inegalitatea

Zf’(Z))

—R >

< f(z)

Definitia 1.4.13. [/5] Fie functia g(z) = % +agt+arz+ ... Fa2"+...,0< |z <

1, o functie meromorfa in U. Spunem ca functia g este stelata in U daca functia
g(z)=f (%) ,z € U™, este stelata in U~ .

Teorema 1.4.12. [/5] (Teorema de caracterizare analitica a stelaritatii functiilor
meromorfe) Daca f(z) = % +ap+arz+...,0<|z| <1, o functie meromorfa in U
cu f(z) #0, z € U, atunci f este stelata in U daca si numai daca f este univalentd

in U si /
R (—Z}C<S)) >0,z€eU.

Definitia 1.4.14. [}/5] Spunem ca functia g de forma (1.48) este convexa in U~
daca g este univalenta in U~ si multimea E(g) este convexd.
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Mentionam ca daca g este convexa in U™, atunci nu este in mod necesar stelata,
deoarece g se poate anula in U™, adica 0 ¢ E(g).

Daca g € ¥ si g este functie convexa, atunci evident este si stelata in U~.

Vom nota cu X¢ clasa functiilor convexe in exteriorul discului unitate si care nu
se anuleaza in U™, adica

Y= {g € Xy:g este convexa in U™ }.
Este evident ca ¢ C X*.

Observatia 1.4.11. [45] Se stie ca functia g € Xg este convexa in exteriorul discului
unitate daca st numai daca ea verifica conditia:

R (Z;Ef)) + 1) >0,2eU".

Prin urmare, ¢ = {gGZm%(%%—l) >0,z € U‘}.

Definitia 1.4.15. [45] Fie functia meromorfa in U,
1 n
flz) = ;+a0+alz—|—...+anz +..,0< 2] < 1,
Spunem ca [ este convexa in U daca functia g(z) = f (%) ,z2 € U™ este convexa in
U-.

Teorema 1.4.13. [}5] (Teorema de caracterizare analitica a convezitatii functiilor
meromorfe) Fie f(z) = 2 +ag+ oz +...,0 < |z] < 1, o functie meromorfd in U cu
f(z) #£0, z€ U. Atunci f este convezxa in U daca i numai daca f este univalenta

U gi
éR{— (Zﬁg) + 1)} ~0,z¢eU.

Definitia 1.4.16. [46], [31] Spunem ca o functie f € S este convexd, meromorfa
de ordin o,0 < o < 1, daca f verifica inegalitatea:

—%(l + Zﬂé?) >a,z€U.

Notam cu Si(«) clasa functiilor meromorfe, convexe de ordin «,0 < o < 1,

Si(a) = {f €s: —3%(1 + Z]{C(S)) >a,z€ U} . (1.50)
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1.5 Operatori integrali

Operatorii integrali au avut un rol esential in dezvoltarea analizei complexe,
oferind un cadru puternic pentru rezolvarea problemelor legate de functiile analitice,
transformarile conforme si ecuatiile diferentiale. Debutand cu lucrarile lui Cauchy
in secolul al XIX-lea, cei care au initiat studiul operatorilor integrali sunt: J. W.
Alexander, R. Libera, S. Bernardi, S. D. Miller, P.T. Mocanu, R. Singh, M. O.
Reade, etc.

Studiul operatorilor integrali este de actualitate, dovada stau numeroasele lucrari
din ultimii ani [12], [15], [16], [24], [77], etc. dar si numeroasele citari ale lucrarilor
deja existente.

Spunem ca un operator integral este univalent, daca transforma functiile uni-
valente in functii univalente. Operatorul integral stelat / convex este acela care
transforma functiile stelate in functii stelate/functiile convexe in functii convexe.

O problema centrala in teoria functiilor de o variabila complexa este studiul
operatorilor integrali definiti pe anumite subclase ale lui.

Primul operator integral a fost introdus in 1915 de catre matematicianul J. W.
Alexander in [4]. Operatorul integral Alexander I, este definit in [4] astfel

IA:A%AulA(F):fv

unde:
z

10 = 1) = [

0

@dt, (1.51)

Pentru acest operator integral, Alexander a demonstrat ca 14(S*) C S™.
In 1965, R. J. Libera a definit in lucrarea [34], urmatorul operator integral:

L:A— A Lz) = %/f(t)dt, (1.52)

numit operatorul Libera si a demonstrat ca L4(S*) C S*.
S. D. Bernardi in [7] a introdus o generalizare a operatorului Libera,

I,:A— A I(F)=f,a=1,2,3,..., unde :

fz) = L@ / Py, (1.53)

Z(Z

0

iar acesta a fost denumit operatorul integral Bernardi, demonstrand c& I,(S*) C S*.
Cativa ani mai tarziu, in 1963, W. M. Causey a introdus operatorul:

T(f)(2) = / {@} St (1.54)

t

Operatorul J, a fost studiat de S. S. Miller, P. T. Mocanu si M. O. Reade, care
au dat un an mai tarziu o generalizare a operatorului in lucrarea [40].
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Au fost studiate numeroase generalizari ale operatorilor precedenti dintre care
cea mai generala forma care utilizeaza o singura functie sub semnul integralei este
dat de operatorul L,.

Acest operator integral L, este definit in [52] astfel L, : A — A, L,(F) = f, unde

z

f(z) = 21@ / Flyedt, (1.55)

Z(Z

0

a€C,R(a)>0.

El a fost introdus in aceastd forma generald unde a € C,R(a) > 0, de catre
N. N. Pascu in [52] si a fost numit de D. Blezu in lucrarea [10] operatorul integral
Libera-Pascu.

Operatorul integral I.,5s: A - A,unde 0 < u < 1,1 <d<00,0<c <00,
este definit in [2] astfel:

F6) = TealF)) = (e+0) [ #45-2F(z)ar (1.56)

Observatia 1.5.1. [22] Pentru 6 =1 gi ¢ = 1, 2, ... din operatorul integral I s,
dat prin relatia (1.56), oblinem operatorul integral Bernardi definit in relatia (1.53).

Observatia 1.5.2. [22] Fie F(z) = 2+ Y a;z7. Din relafia (1.56) obtinem:
j=2
> c+9 ;
f(Z) =z + ]22 majz .
Observam ca
< i <1
c+j+d-1 7

unde 0 < c< oo, j>2,1<6§< 0.

Observatia 1.5.3. [22] Pentru F € T, f = I..5(F), avem f € T, unde I.,s este
operatorul integral definit prin relatia (1.56).

Definitia 1.5.1. [22] Fie F € A, F(2) =z +byz® + -+ + b,2" + ..., b; > 0,7 > 2
si a € R*. Definim operatorul integral L : A — A prin relatia:

_l+a
=—

/ F(t)-t* 4+ttt (1.57)
0

In lucrarea (23] P. Dicu introduce un nou operator integral:

I(2) = /Olj [Zf_((tt))} ) dt, (1.58)
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unde parametrii a; € C, R(ay) > 0 gi functiile f;,9; € A,i € {1,2,...,n} sunt
restrictionate (constranse la restrictii potrivite).

Operatorul integral I, generalizeaza operatorul integral:

L(z) = /0 ) [;/f;:)rdt. (1.59)

Fie F,, as....an,3(%) operatorul integral studiat de N. Seenivasagan si D. Breaz in
lucrarea [71]:

Fa17a2,...,am5(z) = {6/0 tﬁ_l H [@} ' dt} , (160)
=1

cu f;(t) € Ty, T, fiind o subclasa a lui 7.
Daca a; = o, Vi = 1,2, ..., atunci F,, 3(z) devine operatorul F, 5(z) [14].

1.6 Criterii de univalenta

Criteriile de univalenta reprezinta o piatra de temelie in analiza complexa, ofe-
rind instrumente esentiale pentru intelegerea si clasificarea functiilor analitice. Ele
permit identificarea si clasificarea functiilor injective (univalente) in regiuni specifice
ale planului complex. Proprietatea de univalenta este esentiala deoarece garanteaza
ca functiile analitice pastreaza structura geometrica locala si sunt fara ambiguitati
in reprezentarile lor. Ele au evoluat de la teoremele clasice ale lui P. Koebe (in jurul
anului 1907, au realizat un progres major prin formularea teoremei de univalenta si
prin studiul functiilor univalente definite pe discul unitate) si Bieberbach la metode
moderne bazate pe geometrie i analiza ecuatiilor diferentiale.

Primele criterii au fost dezvoltate pentru a analiza injectivitatea prin intermediul
derivatelor si al altor proprietati ale functiilor analitice. Printre cele mai cunoscute
criterii de univalenta se numara:

- criteriul lui Schwarz care stabileste univalenta functiilor analitice utilizand
derivata Schwarziana,

- criteriul lui Nehari (1949) care leaga univalenta de conditiile asupra curburii
imaginilor functiei analitice.

Studiul criteriilor de univalenta a dus la descoperirea unor spatii functionale
speciale, cum ar fi spatiul Hardy si spatiul Bergman. Functiile analitice univalente
sunt utilizate pentru a realiza transformari conforme, care pastreaza unghiurile si
structura locala a domeniului. Aceste transformari sunt fundamentale in geometria
complexa si in aplicatii practice, cum ar fi modelarea retelelor electrice si a fluxurilor
de fluide, iar in analiza contemporana, criteriile de univalenta sunt aplicate in stu-
diul dinamicii complexe, al fractalilor si al teoriilor spectrale asociate operatorilor
analitici.
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In anul 1972, S. Ozaki si M. Nunokawa in lucrarea [50] au demonstrat urméatorul
rezultat:

Teorema 1.6.1. (/50]) Daca f € T safisface urmatoarea conditie:

2 f'(2)

SRR |

(2)

atunci functia f este univalenta in U.

<1Vzel,

Urmatoarea teorema demonstreaza o conditie de univalenta data de N. Pascu in
lucrarea [52].

Teorema 1.6.2. [52] Fie o, 5 € C gi R(S) > R(a) > % Daca f € Ty satisface
conditia:

2f'(2)
f*(2)

atunci operatorul integral H, g(z) definit prin
11
ETIORN
Haﬁ(Z) = ﬁ/ tﬁil T dt
0

Referitor la clasa functiilor analitice, Becker in [5] a demonstrat in 1972, folosind
metoda lanturilor Loewner urmatorul criteriu de univalenta.

-1

<L|f(z)]| < LVzeU,

apartine clasei S.

Teorema 1.6.3. [5] Daca functia f este requlatd in discul unitate U, cu proprietatile:
f(2) =24 a2 + ...,

§t
2f"(2)
f'(2)

(1—1z <1,VzeU,

atunci | este univalenta in U.

Un an mai tarziu, Ahlfors in [3] si J. Becker in [6] au realizat o generalizare a
criteriului lui J. Becker, data de urmatoarea teorema.

Teorema 1.6.4. [3] [6] Fie ¢ un numar complex, |c| < 1, ¢ # —1. Daca f(z) =
2+ ap2® + ... o functie requlatd in U i

1
clz)? + (1 - ‘Z|2)zf_(z) <1,Vzel,

f'(2)

atunci functia f este requlata si univalenta tn U.
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V. Pescar in [64] a gasit un nou criteriu de univalenta (o generalizare a criteriului
de univalenta Ahlfors si Becker dat in Teorema 1.6.4), dat de urmatoarea teorema.

Teorema 1.6.5. [6/] Fie « si ¢ doud numere complexe, R(a) > 0,|c| <1, ¢ # —1.
Dacd f(z) = z + a92® + ... este o functie requlatd in U si

2f"(2)
af'(z)

clz]?* + (1 — |2*) <1,VzeUl,

atunci functia

F.(2) = a/ to‘_lf'(t)dt] =2+ a2’ + ...,
0

este regqulata si univalenta in U.
In [53] N. N. Pascu si I. Radomir au obtinut urmétorul rezultat.

Teorema 1.6.6. [53] Fie B si ¢ doud numere complexe, R(B) > 0,|c| <1, ¢ # —1

si f(2) = 2+ asz® + ... o functie requlatd in U. Daca:

e tzf"(e7t2)
Bf'(e7'z)

se pastreaza pentru z € U it > 0, atunci functia

6672t6 + (1 . 67215,8)

1

z B
Fs(z) = [5/0 tﬁlf’(t)dt] =z+ a2+ ...

este requlata si univalenta in U.

Teorema 1.6.7. [51] Fie a € C cu R(a) > 0. Daca f este o functie analitica in U
cu proprietatea ca

1— —2ta —t o £ —t
‘ ¢ e fle’) <1,V2 €Ut >0,

o fletz)

atunci functia

RI=

Fu(z) = [a /0 e f’(u)du] |

este requlata si univalenta in U.
In [52] [51] Pascu a demonstrat urmatoarea teorems.

Teorema 1.6.8. [52] [51] Fie € C, R(5) > v > 0. Daca f € A satisface conditia:

2f"(2)
f'(2)

1— |z

Y

<l1l,zel,

atunci operatorul integral

1
B

Fs(z) = [5 /0 Ty f’(t)dt] €.
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Folosind Teorema 1.6.8 gi Teorema 1.6.2, D. Breaz si N. Breaz in lucrarea [14]
au obtinut urmatoarea teorema.

Teorema 1.6.9. [1/] Fie o, € C g1 R(S) > R(«r) > %, fie fi € Ty cu:

fiz) =z+ Zakizk,z eUVi=1,2..n,VneN"
k=3

Daca |fi(2)| < 1,z € U, atunci operatorul integral

1

Fop(z) = [B /0 tﬂ‘lﬂ (fT(t)) adt] :

Teorema 1.6.10. (/64]) Fie ¢ si f numere compleze cu R(B) > 0, |c| < 1, sic # —1,
fie f(2) = z + a2z + ... o functie regulatd in U. Dacd:

apartine clasei S.

el + (1 - |z|26)’;J;/:((3‘ < 1,VzeU,

Fy(z) = {5 / L f'(t)dt}é ,

este regulata si univalenta in U.

atunci functia

Teorema 1.6.11. [52] Fie a un numar complex, Re(a) > 0, ¢ un numar completz,
le| <1,c#1 gi f € A. Daca:
1 — |z|2Re (a)

2f"(2)
Re(a)

f'(2)

atunci pentru orice numar complex 3, R(3) > RN(«), functia F(z) definitd de

<1-|c,VzeU, (1.61)

1

z B
B = (s [ o)
0
este in clasa S.

Teorema 1.6.12. [52] ( Criteriul de univalentd a lui N. N. Pascu) Fie f € A si
€ C. Daca R(B) > 0 i

1 — [z]|?R)
R(B)
atunci functia Fg(z) definita de:

2f"(2)
| ()

<1Vzel,

1

B = (s [

este in clasa S.
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Pentru ¢ = 0 in Teorema 1.6.11 se obtine criteriul de univalenta obtinut de
N. N. Pascu in lucrarea [52].

Teorema 1.6.13. [51] Fie o € C, R(a) > 0 si f € A. Daca f satisface:

z- ["(z)
f'(2)

atunci, pentru orice numar complez  cu R(5) > R(«), operatorul integral
© 3
R = {5 [ rom)
0

Egalitatea este adevarata daca f(z) = ¢ - Rﬁm - 2™, unde T este constant.

1— |Z|2§R(a)

R(e)

<1,Vzel,

apartine claser S.

In anul 2004, D. Raducanu, I. Radomir, M. E. Gageone si N. R. Pascu in lucrarea
[67] au demonstrat una dintre generalizarile criteriului lui S. Ozaki si M. Nunokawa.

Teorema 1.6.14. [67] Daca f € A si m > 0 astfel incat:

atunci functia f este analitica si univalenta in U.

<

1
%pm“,vg ev,

In urmatoarea teorema observam conditii suficiente pentru univalenta operato-
rului [, folosind criteriul de univalenta al lui J. Becker.

Teorema 1.6.15. [23] Fie functiile f; € A si m; > 0 care satisfac:

(-0 -2

Presupunem, de asemenea, ca M;, N; sunt numere reale pozitive si functiile g; € A
sunt astfel incat:

m;+1

<

mitl vy e Ui € {1,2,...,n}. (1.62)

—|Z
2

()] < M;, |2 (Z)’ < Ni,VzeUsic{l,2..n} (1.63)

9i(2)

Daca:

- 3v3
> lail[(m; + 1)M? + Nj] < T\/_,Vai € C,R(a;) >0,ie€{1,2,...,,n}, (1.64)
=1

atunci operatorul integral I,, din relatia (1.58) apartine clasei S.

Pentru cazul particular m; = 1, M; = M, N; = 1, obtinem urmatorul rezultat.
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Corolar 1.6.1. [23] Fie functiile f;,g; € A si M un numar real pozitiv astfel incat
inegalitatile:

9:(2)

z- fi(2)
2
(fi(2))
sa fie satisfacute pentru orice z € Ui € {1,..,n}.
Daca

<1

— Y

_ 1\ < |42 1£i(2)] < M.

- 3v/3
2M? + 1 oy < =2,
Dl < %
unde oy € C,R(ay) > 0,i € {1,2,...,,n}, atunci operatorul integral I, apartine
clasei S.
In continuare, punand n = 1 in Teorema 1.6.15 se obtine urmatorul rezultat.

Corolar 1.6.2. [23] Fie m > 0 si functia f € A satisfacand ipotezele din Teorema
1.6.14. Presupunem ca o € C,R(«) > 0, M, N sunt numere reale pozitive si functia
g € A. Daca

[f(2)] < M,

S| <

pentru orice z € U 1
3vV3
la|[(m + 1)M? + N] < _‘;

atunci operatorul integral I dat de relatia (1.59) apartine clasei S.



Capitolul 2

Proprietati ale unor operatori
integrali univalenti

Acest capitol, structurat in patru sectiuni, este dedicat studiului unor conditii
suficiente de univalenta, convexitate si stelaritate pentru functii analitice definite pe
interiorul discului unitate. Obtinerea rezultatelor originale s-a bazat pe utilizarea
criteriilor de univalenta obtinute de J. Becker, N. N. Pascu, V. Pescar si altii, unele
rezultate proprii fiind generalizari si imbunatatiri ale celor din lucrarea [23].

In primul subcapitol autoarea acestei lucrari si-a adus propriile contributii asu-
pra conditiilor de apartenetd a operatorului Fs(f,g)(z) la clasa S. Conditii de
univalenta ale operatorului integral F, g(z) sunt prezentate in sectiunea 2.2 unde
aplicand criteriul lui N. N. Pascu si Lema generala a lui Schwarz am gasit noi pro-
prietati ale acestui operator care a fost introdus de catre P. Dicu, R. Bucur si D.
Breaz in lucrarea [23].

Sectiunea 2.3 cuprinde cateva conditii de univalenta ale unui nou operator inte-
gral G, (f,9)(2), a caror demonstratii au fost realizate cu ajutorul criteriului lui
N. N. Pascu si a lemei lui Schwarz, iar in sectiunea 2.4 este ilustrat un criteriu de
univalenta pentru operatorul G, 5(z) care este definit ca o generalizare a n functii,
a operatorului dat in sectiunea 2.2 din cadrul acestei lucrari.

2.1 Conditii de univalenta pentru operatorul in-
tegral Fy(f. 9)(2)

In acest subcapitol vom prezenta conditii suficiente care asigura univalenta ope-
ratorului integral Fj(f,g), definit mai jos.

Pentru functiile f, g € A introducem operatorul integral F(f, g) definit prin:
S CERT:
e = {5 [ smal secvoheen e
0

42
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Observatia 2.1.1. Operatorul Fs(f,g) generalizeazd operatorul

L6 = [ (em )adt, R(o) < 1,

g'(t)

care a fost introdus i studiat in lucrarea [20)].

In urméitoarea teoremi este prezentata o conditie de univalenta a operatorului
integral Fj(f,g) utilizand criteriul de univalenta a lui N. N. Pascu [52].

Teorema 2.1.1. [60] Fie functia f € A care satisface conditia:
21 ()
(f(2))?

Presupunem ca M, N sunt numere reale pozitive si functia g € A astfel incat:

—1<1,z€el. (2.2)

1f(2)] < M, Z((;)‘ <N,zel. (2.3)
Daca € C,R(B) =a >0 gi
c(2M?*+ N) <1, (2.4)

unde )

2 1 2a
C =
1+2a \2a+1 ’

atunci operatorul integral Fz(f, g) definit prin relatia (2.1) apartine clasei S.

Pentru N = 1 obtinem urmatorul rezultat.
Corolar 2.1.1. [60] Fie functia f € A care satisface conditia:

2f'(2)
(f(=))?

Presupunem ca M este un numar real pozitiv si functia g € A astfel incat:

-1

<1,zel. (2.5)

()] < M, fj]((;] <1:el. (26)
Daca € C,R(B) =a >0 gi
c(2M?+1) <1, (2.7)

a1
unde ¢ = 1+L2a . (Tlﬂ) 2 atunci operatorul integral F(f, g) definit prin relatia (2.1)

apartine clasei S.

Daca in Corolarul 2.1.1 luam M = 1 obtinem urmatorul rezultat.
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Corolar 2.1.2. [60] Presupunem ca functiile f,g € A si satisfac conditiile
27()

E)E —1| <L |f(2)] <1, (2.8)
§Z /I( )
g (2

70 <1l,zel. (2.9)

1

Dacd B € C,R(B) =a >0 sic < i undec = L )%, atunci operatorul

L o2 (271
Fs(f,9)(2) definit prin relatia (2.1) apartine clasei S.

Observatia 2.1.2. [60] Pentru f =1 in Corolarul 2.1.2 obtinem ca operatorul
2 o f(O)
196 = [ S
apartine clasei S si constanta c este exacta.

Aceste rezultate sunt o imbunatatire a rezultatelor obtinute in lucrarea [20].

2.2 Conditii de univalenta pentru operatorul in-
tegral F, 5(2)
In acest paragraf vom considera o generalizare a rezultatului din Teorema 2.1.1

luand operatorul integral ca depinzand de n functii apartinand clasei A.
Pentru functiile f;,¢9; € A, i € {1,2,...,n}, introducem operatorul integral F}, s

definit prin:
1
f’L
{ /tﬁ 1H6 } zel, (2.10)

unde f € C\ {0}, a; € C,i € {1,2,...,n}.
Observatia 2.2.1. [61] Operatorul F, s generalizeaza operatorul Fg(f,g) definit
prin relatia (2.1).

Utilizand criteriul lui N. N. Pascu prezentam urmatoarea teorema care asigura
conditii suficiente pentru univalenta operatorului F,, g care a fost introdus si studiat
in lucrarea [23].

Teorema 2.2.1. [61] Fie functiile f; € A, i € {1,2,...,n}, care satisfac conditia:
(fi(2))*
Presupunem ca M;, N; sunt numere reale pozitive si functiile g; € A astfel incat:

g/ (2)
9i(2)

—1' <1,zel. (2.11)

| fi(2)] < M,

’ <N, zel. (2.12)
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Daca € C,R(B) =a >0 gi

¢y (2M} 4+ N;) <1, (2.13)
i=1
unde
2 1 2a
c= : : (2.14)
1+2a \2a+1

atunci operatorul F, 5 definit prin relatia (2.10) apartine clasei S.

Daca luam M; = N; = M, i € {1,2,...,n}, numere reale pozitive in Teorema
2.2.1, obtinem urmatorul rezultat.

Corolar 2.2.1. [61] Fie functiile f; € A, i € {1,2,...,n} care satisfac conditia:
2 fi(2)
(fi(2))?

Presupunem ca M este un numar real pozitiv i functiile g; € A, i € {1,2,...,n}
astfel incat:

—1‘ <1,zel. (2.15)

|fi(2)] < M,
4G e (216)
9i(2)
Daca € C,Re(8) =a >0 si
cM@2M 4+ 1)n < 1, (2.17)
unde ¢ = 1+2—2a (ﬁ)i , atunci operatorul F, g definit prin relatia (2.10) apartine
clasei S.

Luand M =1 in Corolarul 2.2.1 obtinem urmatorul rezultat.

Corolar 2.2.2. [61] Fie functiile f;,g; € A, i € {1,2,...,n} care satisfac conditiile

2fi(z)
Ji(z ? 7
’Jf‘(z()\)i LEE o L ew -
Z Hgi(z) [T
Daca € C,R(B) =a >0 gi ,
c< 3 (2.19)
unde ¢ = H% . (ﬁ)ﬁ , atunci operatorul F,, g definit prin relatia (2.10) apartine
clasei S.

Observatia 2.2.2. [61] Pentrun =1 in Corolarul 2.2.2 se obtine Corolarul 2.1.2.
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2.3 Conditii de univalenta pentru operatorul in-
tegral G, (f,9)(2)

Pentru functiile f, g € A, introducem un nou operator integral definit prin:

Gpo(f,9)(2) = {5‘/0 7! (;f—((;)vdt}é, (2.20)

unde f € C\{0},v€C,z e U.

Si acest operator generalizeaza operatorii introdusi in lucrarea [23] de catre P.
Dicu, R. Bucur si D. Breaz.

In acest paragraf sunt prezentate conditii de univalent pentru operatorul G s~(f,9)-

Pentru a demonstra univalenta operatorului Gg.(f, g) utilizam criteriul lui N.
N. Pascu [52].

Teorema 2.3.1. [62] Fie functia f € A care satisface conditia:
2f'(2)
(f(2))?

Daca M, N sunt numere reale pozitive si g € A sunt astfel incat:

-1

<1l,zel. (2.21)

|f(2)] <M,
! 2.22
g/(z) <N,zeU, ( )
g'(2)
B,y € C,R(B) =a >0 si avem ca
¢yl - (2M*+ N) <1, (2.23)
1
unde ¢ = ﬁ (ﬁ) 2 atunci operatorul Gg(f, g) definit prin relatia (2.20) este
in clasa S.

Daca luam N =1 in Teorema 2.3.1 obtinem urmatorul rezultat.
Corolar 2.3.1. [62] Fie functia f € A care satisface conditia:
2f'(2)
(f(2)*

Daca M este un numar real pozitiv si functia g € A sunt astfel incat:

-1

<1,zeUl. (2.24)

|f(2)| < M,
i 2.25
g,(z) <l,zel, ( )
g (2)
B,v€C,R(B)=a>0 gi avem cd
clyl-2M?+1) <1, (2.26)

1

unde ¢ = H% . (ﬁ)%, atunci operatorul G~ (f,g) definit prin relatia (2.20) este
in clasa S.
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Punand M =1 in Corolarul 2.3.1, obtinem umatorul corolar.

Corolar 2.3.2. [62] Fie functia f € A care satisface conditia:

21

(f(=))?

Daca M este un numar real pozitiv si g € A sunt astfel incat:

<1l,zeU. (2.27)

f(2) <1,
i 2.28
A e (2.28)
g'(2)
B,y €C,R(B) =a>0 gi avem ca
chl < % (2.29)

1
unde ¢ = 5 (2a1+1) 22 Atunci operatorul G (f,g) definit prin relatia (2.20) este

in clasa S.

Observatia 2.3.1. [62] Pentru B =1 si v = « s-a obfinut conditia de univalentd a

operatorului Iy (z) = [ (%) dt din relatia (1.59).

2.4 Conditii de univalenta pentru operatorul in-
tegral G, 5(2)

Pentru functiile f;,g; € A, i € {1,2,...,n}, introducem operatorul integral

G (%) definit prin:
v o) B
> dt} , (2.30)

G BlZ)= 6] / 7 (
! 0 il g;(t)
unde 5,y € C,5# 0,0, € C,i € {1,2,...,n},z € U.

Vom prezenta in acest paragraf generalizarea operatorului din Teorema 2.3.1
considerand operatorul ca depinzand de n functii analitice.

Vom demonstra univalenta acestui operator utilizand criteriul de univalenta a
lui N. N. Pascu.

Teorema 2.4.1. [65] Fie functiile f; € A, i € {1,2,...,n}, astfel incat:
2 fi(2)
(fi())?
Presupunem ca M;, N; sunt numere reale pozitive si g; € A,i € {1,2,...,n} astfel
incat:

g: (2)

9i(2)

- 1‘ <1l,zel. (2.31)

| fi(2)] < M,

‘ < N;,zeU. (2.32)
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Daca p € C,R(B) = a > 0,v; € C, si:

e nul(MP 4+ N;) <1, (2.33)

i=1
unde ¢ = 1+L2a (ﬁ) % , atunci operatorul G, () definit prin relatia (2.30) apartine
clasei S.

Pentru M; = N; = M,i € {1,2,...,n} in Teorema 2.4.1, obtinem:
Corolar 2.4.1. [63] Fie functiile f; € A,i € {1,2,...,n} astfel incat:
2 fi(z)
(fi(2))?

Presupunem ca M este un numar real pozitiv i g; € A,i € {1,2,...,n}, astfel incat:

—1

<1,zel. (2.34)

|fi(2)] < M,
, 2.35
gzl(z) < M,zeUlU. ( )
9i(2)
Daca p e C,R(B)=a>0,v€C,ie{l,2,..,n} si
e M-(M+1)) |l <1, (2.36)

i=1
1

unde ¢ = ﬁ(ﬁ) 2 atunci operatorul G, g(2) definit prin relatia (2.30) apartine

clasei S.

Daca luam M =1 in Corolarul 2.4.1 obtinem urmatorul rezultat.
Corolar 2.4.2. [63] Fie functiile f;,g; € A, i € {1,2,...,n}, astfel incat:
2 fi(2)

———3—4<L
(fi(2))
1fi(2)] <1, (2.37)
gl/(z) <l,zel.
9:(%)
Daca p e C,R(B)=a>0,v€C,ie{l,2,..,n} si
2-c ) |l <1, (2:38)
i=1

1

L )% , atunci operatorul G, 5 definit prin relatia (2.30) apartine

- _2 . (_
unde ¢ = 755+ (577

clasei S.

Observatia 2.4.1. [63] Pentru f = 1 si v = «; oblinem o alta conditie de

univalenta a operatorului
z N fit)\ ¢
e
ne- [T
0 g g;(t)

definit in [23], prima conditie fiind data in Teorema 1.6.15 din lucrarea [235].



Capitolul 3

Proprietati ale anumitor clase de
functii meromorfe definite pe
exteriorul discului unitate si ale
unor noi operatori integrali

In acest capitol ne propunem si studiem si si gisim noi conditii suficiente de
univalenta, convexitate si stelaritate, conditii asupra coeficientilor unor clase de
functii univalente, definite pe exteriorul discului unitate pentru diverse subclase de
functii analitice. Aceste functii meromorfe au unicul pol simplu z = occ.

Rezultatele acestui capitol, care cuprinde sapte sectiuni, sunt originale.

Sectiunea 3.1 cuprinde proprietati ale unor functii din clasa functiilor meromorfe
injective, stelate de ordin v, O (7), si functii din clasa functiilor meromorfe convexe
de ordin v, Ok (7).

In sectiunile 3.2, 3.3, 3.4, si 3.7 sunt prezentate conditii de univalenta ale unor
operatori integrali formati din functii definite pe exteriorul discului unitate. Acesti
operatori au fost formati pornind de la operatorul F,, s(z) introdus de N. Seeni-
vasagan si D. Breaz in lucrarea [71], iar rezultatele originale obtinute de autoarea
acestei teze de doctorat au fost publicate in jurnale precum Afrika Matematika [55],
Journal of Advanced Mathematical Studies [57], Studia Universitatis Babeg-Bolyai
Mathematica [58]. Un caz particular al operatorului G, s(z) este reprezentat de
operatorul integral F(z), pentru care, in sectiunea 3.6 am obtinut anumite valori ale
coeficientilor, demonstrand apartenenta operatorului la clasa functiilor meromorfe
stelate de ordin 0, OF(0), iar aceste rezultate sunt publicate in revista General Ma-
thematics [56).

49



Transformari integrale pentru anumite clase de functii univalente 50

3.1 Proprietati ale unor functii meromorfe din
anumite subclase speciale

Daca in Definitia 1.4.12. aplicam transformarea
1
2 |
1 (3.1)
FG)

—1
dz — ?dz,g(z) =

atunci obtinem:

):_%(f@)) NECREO)

z

(3.2)
—w(9) g (2L,
z-g(z) 2 g(z)

Pentru a ilustra relatia (3.2), consideram b3 = 1,y = 0 in relatia (1.3).
Avem astfel g(z) = z + 5 si

(IO ) g (L g (Lo g (23

z-g(2) z2(z+ 273) 2+ 5 28 4 22
Vom considera cateva cazuri particulare pentru a vedea daca R (Zzﬁtzgz,) are va-
loare pozitiva sau negativa.
Pentru a simplifica calculele vom folosi aplicatia symbolab [76].
z 1+7|12-31|24+3|3—¢|3+2i| —4—-5t | -DH—-4| —-5+4
R(a%) | =0] <0 | <o |[>0]>0] <0 | >0 | >0

Tabelul 3.1: Valorile lui R(2=3

P ) pentru un anumit z.

Observam ca este necesar sa adaugam conditia |R(z)| > [Im(z)|, pentru a putea
formula urmatoarea definitie.

Definitia 3.1.1. [54] O functie g € Oy meromorfa, stelata de ordin v,0 < v < 1,
apartine clasei O(7y) daca satisface inegalitatile:

b(22) -

1R(2)| > [Im(2)], 2 € W.
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Daca in Definitia 1.4.16 aplicam transformarea (3.1) si folosim relatia (3.3) vom

obtine:
—R(1 if”(li)) =R (1 + <9(12)>“) ’
1+ ()

_ "(2)-9%(2)=9'(2)29(2)-9' (2)
__§R<]__’_g Zq(gz) 9(2)-g )7

g(z)g()

Dorim sa ilustram:

%(1+%)>7-

Astfel vom considera bs = 1,7 = 0 in functia definita in relatia (1.3).
Pentru a simplifica calculele am folosit aplicatia symbolab ([76]).

Avem astfel cd g(z) = z + %. Atunci

(oo L) 522 ().

Vom considera cazuri particulare ale lui z pentru a vedea daca §R(1 + ﬁ)

are valoare pozitiva sau negativa.

z I+d | 1+20|2—-30|3—0|3+2i|—4—-5i|—-5—4
§}%<1+Z6 322) >0 >0 | >0 | >0 | >0 >0 >0

Tabelul 3.2: Valorile lui §R<1 + ﬁ) pentru un anumit z.

Se observa astfel ca in toate cazurile considerate mai sus, %(1 + 26i232,2> > 0.

Putem astfel sa formulam urmatoarea definitie.

Definitia 3.1.2. [5// O functie g € O1, meromorfa, converd de ordin ~v,0 < vy < 1,
apartine clasei Ok () daca satisface inegalitatea:
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%<1+ Z?/;,?l)) >y,ze W.

Propozitia 3.1.1. [5/] O functie g € O; este meromorfu, normatd si injectivd

daca:
z-g'(2)
3%( e >< 1, (3.4)
1R(2)| > [Im(2)], (3.5)
St

Rz > 0,Vz € W.

3.2 O conditie de univalenta pentru operatorul
Kap(2)

Pornind de la operatorul F,, s definit in relatia (1.60), putem defini un nou
1
operator K, 5(z) = {6 flz t‘1_6+§g(t)_71dt}ﬁ, pentru care vom prezenta in acest

subcapitol conditii de univalenta.

Teorema 3.2.1. [55] Fie a,5 € C, z € W si R(S) > RN(a) > % Daca f € Ty si
g € Vs, verifica conditiile:

9(2)

22

JOINe

atunci operatorul integral, K, s(z), apartine clasei X.

+1| > 1,

>1lzeW,

3.3 Conditii de univalenta pentru operatorii G,, 3(2)
si Gis(2)
Pornind de la operatorul integral F,,, 3(z), definit in relatia (1.60), putem defini

l
noi operatori pe care si-i notdm cu G, 5(z {B I (g >% dt} si

{ I} fl t—1=h g dt} Pentru acesti operatori vom da in continuare conditii
de umvalen’ga
Fie g;(t) = f( € Oy, cu gi(t) #0,t € Oy, (t #0).

Cum O este subclasa lui O care contine functiile meromorfe si injective g, defi-
nite in relatia (1.3), putem spune ca intre T3 si O; exista o bijectie.
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Pornim astfel de la operatorul F,,s(z) si aplicam urmatoarele transformari:

Loy
t— 210
dt — ;—;dt, (3.7)
1
a:(t) fi(3) RS

Tinem cont de faptul ca trebuie sa aplicam transformari si la capetele de inte-
grare, astfel:
-cand t =0, vom avea t = & = +o00,
—céndt:z,vomaveat:%:%:%>1.
. ¢ o~ ol . . . :
Prin urmare [ se transforma in [, dar z face parte din exteriorul discului

unitate, adica le =— /.

Se defineste operatorul integral:

Gaupl(2) = {B/l t—l—ﬂli[ (g;éﬂ) £ dt}é . (3.8)

Daca 8 = 1, atunci operatorul integral G,, s va avea forma:

1

Go,1(2) = /1 = lj[l (#) Cat, (3.9)

Teorema 3.3.1. [55] Fie € C, Ref3 > v > 0. Daca g € O verifica conditia

9" (2)
zg'(2)

atunci operatorul Gz(z) apartine clasei X.

2 — 1

v|2|*

> 1,

Teorema 3.3.2. [55] Fie a;, p € C si R(B) > R(ey;) > Iiz_?\ Fie g; € Oy, unde O,
este subclasa a lui Oy, cu:

gi(2) =z + Z Z—kk,Vi €{1,2,...,n},n € N*.
k=3

Daca |gi(2)] > 1,z € W, atunci operatorul integral G, g(z) este in Ox.

Teorema 3.3.3. [55] Fiem > 1, g; € Vs .., (Va,,, subclasa definita in relatia (1.23)),
ai, 5 € C, R(B) =2 v ¢
B z": (14 p)m —1

o] s > 1ie{1,2,...,n},n € N".
Q;

=3
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Daca
lgi(2)| >m,z e W,i € {1,2,..,n},

atunci operatorul integral
crsr- (s [ e () )
1 H 9i(t)

Teorema 3.3.4. [55] Fiem > 1,g; € S(p), (g; definit in Teorema 3.3.2 ) si

apartine clasei 3.

n

(1+pm—1 .
T :ZT,@: 1,2,...,n,n € N,
=3

iar p cu proprietatile din relatiile (1.24) si (1.25).
Daca
|g1<2)‘ >m,z € VV77’ =1,2,..,n,

atunci obtinem ca operatorul G, 5(z) apartine clasei X.

Lema 3.3.1. [58] Fie functia analitica g, regqulata pe exteriorul discului unitate
Wgr={2¢€C:|z| > R} si fie g(c0) = 00, ¢'(c0) = 1.
Daca |g(2)| > 1, atunci au loc inegalitatile:

(Il
y4 z
1 1
o] STt

Egalitatea este adevarata doar dacd |g(2)| = K -z 51 K = 1.
In Lema 1.1.1 [58] aplicam transformarile din relatia (3.7) si obtinem urmatoarea
lema.

Lema 3.3.2. [57] Fie functia requlata g pe exteriorul discului unitate Wr = {z €
C:|z| > R}, cu |f(2)| > M, pentru M fizat.

Daca ordinul de multiplicitate al zerourilor este cu unu mai mult decat m pentru
z = 00, atunci:

1 M 1™

Z) < 222

1 Moo1],
— | < —-—() ,zeW
o= S |V

Egalitatea are loc doar daca f(z) = €' - % - 2™ unde T este constant.
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Teorema 3.3.5. [57] Fie g € Oy astfel incat:
g(z)
2

+1' >1,vz e W. (3.10)

Atunci g este univalenta in W.

Teorema 3.3.6. [57] Fie ¢ si  numere compleze astfel incat R{B} > 0,|c| > 1, si
c#—1. Fie k() =2+ % + % + ... o functie requlatd in W. Dacd

c 1 K" (z)
EEh (1‘ wﬂ) e

atunci operatorul G, s(z), definit prin

>1,Vze W,

Gop(z) = {B/lz tPL. k’(t)dt}B 2 €W,

este o functie requlata si univalenta tn W.

Teorema 3.3.7. [57] Fie M > 1 si functiile g; € 01,2’ € {1,2,...,n}, care satisfac
conditia (3.10) $i fie  un numdr real, 5 < > iar ¢ i a; sunt numere
complexe, a; # 0 Daca

i=1 M\al|

1
el > [ = (1= [2*") 5

i=1 3.11
() = M, (31

|z| > M,Vze W,
atunci operatorul G, g(z) definit in (3.8) este din clasa 3.

Teorema 3.3.8. [57] Fie M > 1 si functia g; E Oy, pentru i € {1,2,....,n}, care
satisface relatia (3.10), f un numar real, f < warc,a € C, a # 0.

MI K
Daca:
1 n
le| > |27 = (1= 12*") = ,
(=1 5 3
|z2| > M,z e W,

atunci operatorul G, (=) definit in relatia (3.8) apartine clasei X.

Corolar 3.3.1. [57] Fie functia g; € Oy care satisface (3.10) si 5 un numar real,
<y |O+Z_|, unde c,a € C, a # 0. Dacd relatia

cl > |22 — 2ﬂ
el 2 |2 ) Zm

19i(2)| > 1,Vz € W,
atunci operatorul G, g(z) definit in relatia (3.8) apartine clasei 3.
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Corolar 3.3.2. [57] Fie M > 1 si functia g € Oy ce satisface conditia (3.10),
ﬁeR,ﬁgm si c € C. Daca:

1 1
o > 2% - (1—12*) = - ——,
el 2 2% = (1= |2*) 5 - 370
l9(2)] > M,
|z| > M,Vz e W,

atunci operatorul G, 5(z), z € W, apartine clasei ¥.
Corolar 3.3.3. [57] Fie functia g € Oy care satisface conditia (3.10), B € R,

tar c,a € C, a # 0.
Daca:

VAN
|~

1 1
el > 2% = (1= [2[*") = - .
=) G
l9(2)] > 1,Vz e W,
atunci operatorul G, s(z), z € W apartine clasei X.

Vom da in urmatoarea teorema conditii de aparteneta a operatorului integral
Gp(z) la clasa X.

Teorema 3.3.9. [58] Fie a € C, R(«) > 0 si k € O. Daca k satisface inegalitatile

|Z|29%(a) -1 k”(z)
Ra) 2@ |7 k() >1,Vze W,
k()
W (2) > R(a) - |z],Vz € W, (3.12)

atunci, pentru orice numar complexr B cu R(B) < R(«), operatorul
: :
Gs(z2) = {5/ tht. k:’(t)dt} :
1

In continuare vom da conditii de univalenta a operatorului G, 3(2) la clasa 3.

Teorema 3.3.10. [58] Fie g; definita prin

apartine clasei 3.

o0

b
gi(z) = 2+ Z ol > 1, (3.13)
k=j+1

din clasa V;,1 € {1,2,..n},n € N* j € Nj.
Daca |gi(z)| > M;, M; > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
este in clasa X,

“\ 1
i=1 =t

st R(B) < R(w),a, 5 € C.
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Corolar 3.3.4. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa V;,i € {1,2,..n}, n € N¥,
Jj € Nj.

Daca |gi(z)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, g(z) definit in relatia (3.8)
este in clasa X, si

n

1

< _— < ; .
R(o) < 22; wa H8) < (@), 00 € C
Corolar 3.3.5. [58] Fie g; definita in relaia (3.13) din clasa Vj,i € {1,2,...n},

n e N*, jeNj.
Daca |g;(2)| > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(%) definit in relatia (3.8)
este in clasa X, si

n

R(a) < Mlal R(B) < R(a), o, B € C.

Corolar 3.3.6. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa Va,i € {1,2,...n}, n € N*.
Daca |gi(z)| > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
este in clasa X, si

R(a) < —

< e R < R(@).apeC

Corolar 3.3.7. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa Va,i € {1,2,...n}, n € N*.
Daca |gi(z)| > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8) este in
clasa X3, si

R(a) <+ R(B) < R(a),a, B € C.

o]’
Teorema 3.3.11. [58] Fie g; definit in (3.18) din clasa V},,,i € {1,2,..n}, n € N,
Jj € Nj.

Daca |gi(2)| > M;, M; > 1,z € W, atunci operatorul G,, 3(2) definit in relatia (3.8)
este in clasa X, si

n

1

Corolar 3.3.8. [58] Fie g; definit in (5.13) din clasa V;,,,i € {1,2,..n}, n € N¥,
Jj € Ny

Daca |gi(z)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, g(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $i

n

1
3?(041) S ; m, %(6) S %(O&L),O&L’,ﬁ € (C

Corolar 3.3.9. [58] Fie g; definit in (5.13) din clasa V;,,,i € {1,2,..n}, n € N¥,
je N
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Daca |g;(z)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $i

- 1
R(a) < —— R(B) < R(a),, 8 € C.
(@) = 2 Ty ara M) < M)
Corolar 3.3.10. [58] Fie g; definit in (3.18) din clasa V;,, pentrun € N*, j € Nj.
Daca |gi(z)| > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei 32, §i

n
R(a) < —————,R(B) < R(a),a,p € C.
(@) < T M) < Rla)
Corolar 3.3.11. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa Vs, pentrui € {1,2,...n},

n € N*.
Daca |gi(z)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, g(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $i

n

1
9?(041) S ; m, %(6) S ?R(ozi),ozi,ﬁ € (C

Corolar 3.3.12. [58] Fie g; definit in (3.138) din clasa V3, pentru n € N*.

Daca |g;(2)| > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(%) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, §t

n
(14 p)Mlal’
Corolar 3.3.13. [58] Fie g; definit in (3.138) din clasa V,,, pentru n € N*.

Daca |gi(2)| > 1,z € W, atunci operatorul G, p(z) definit in relatia (3.8) apartine
clasei X2, st

Rla) < R(B) < R(a),a,p €C,

n

Teorema 3.3.12. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa X;(p;),7 € {1,2,..n}, n €
N*, 7 € N}.

Daca |gi(2)| > M;, M; > 1,z € W, atunci operatorul G,, 5(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $i

n

1

R(ay) < ———— R(B) < R(«;), 4,5 € C.
@) < 3 (e ") < e
Corolar 3.3.14. [58] Fie g; definit in (5.13) din clasa ¥;(p;),1 € {1,2,..n}, n €
N*,j € N7
Daca |gi(2)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, g(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $t

n

1
%(Oéz) S Zz:; m,%(ﬂ) S %(ai),ai,ﬁ e C.
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Corolar 3.3.15. [58] Fie g; definit in (3.18) din clasa X(p;),i € {1,2,..n},n €
N*,j e Ny.

Daca |gi(2)| > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei 32, §i

n

R(a) < Z m,m < R(a),a, 8 €C.

Corolar 3.3.16. [58] Fie g; definit in (5.13) din clasa ¥;(p;),1 € {1,2,..n}, n €
N* j € Nj.

Daca |gi(2)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, g(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $t

n

R(o;) < Zmﬂ%(ﬁ) < (), q;, B € C.

=1

Corolar 3.3.17. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa £;(p),i € {1,2,..n}, n €
N*,j € Ny.

Daca |gi(2)] > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, $t

R(B) < R(a),a, 5 € C.

Corolar 3.3.18. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa Xo(p),i € {1,2,..n}, n €
N*,j e Ny.

Daca |g;(z)|] > M,M > 1,z € W, atunci operatorul integral G,, 3(2) definit in
relatia (3.8) apartine clasei X3, gi

n

R0 €3 e RO < Ra.af e C

i=1

Corolar 3.3.19. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa 3Xo(p),i € {1,2,..n}, n € N*.
Daca |g;(z)| > M, M > 1,z € W, atunci operatorul G, 5(z) definit in relatia (3.8)
apartine clasei X3, §i

n

Re) < aparar ™

(B) < R(a),a,5 € C.

Corolar 3.3.20. [58] Fie g; definit in (3.13) din clasa Xo(p),i € {1,2,..n}, n € N*.
Daca |gi(2)| > 1,z € W, atunci operatorul G, p(z) definit in relatia (3.8) apartine
clasei X2, st

n

Re) < T plar

R(B) < R(a),a,f€C
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3.4 Stelaritatea si convexitatea operatorului G, 1(2)

1

Vom defini operatorul G, 1(z) = [t ]\, (g%t))a7 dt. Acest operator este

tot o generalizare a operatorului F,, 3(z), definit in [71].

Teorema 3.4.1. [5}] Fie g; € Oy, € C,i € {1,....,n}.

Daca
29i(2)
R <—gi(z) ) <1, (3.15)
‘?R(Z)} > |Im(z)‘
St

R(Y >0,z W,

atunci Gy, 1(2) apartine clasei O7(0).
Pentru a usura scrierea, vom nota G(z) in locul lui G,, 1(2).

Teorema 3.4.2. [54] Fiei € {1,2,...n}, a; € C gi g; € O(y;),0 < ; < 1.
Daci 0 <"  2(1—) <1l,zeW, i

[R(2)| > [Im(2)],
R (—Zgl—(Z)> > =,z €W, (3.16)
9i(2)
atunci G, 1(2) definit in relatia (3.9) apartine clasei Of (), unde p =37 | a%(l -
Vi)-

Daca luam v; =7, i € {1,2,...,n} in Teorema 3.7.2, obtinem urmatorul corolar.

Corolar 3.4.1. [5}] Fie g; € O01(7),0 < v < L,a; € C,i € {1,2,...,n}. Daca
D<ol

[R(2)| > [Im(2)]

%(”ng)(z)) >y VreW,

atunci Gy, 1 (2) definit in relatia (3.9) este stelat de ordin p, unde pp = (1—y) >0 =
Teorema 3.4.3. [54] Fie g; € Ok(7:),0 < v < 1,1 € {1,2,...,n},a; € C. Daca
0<> a-2vu<lsi

[R(2)| > [Im(2)],

REY >0,V2ze W,
atunci Go, 1(2) definit in relatia (3.9) apartine clasei Of (i), unde p =" a% - 2.



Transformari integrale pentru anumite clase de functii univalente 61

Notand 7; = 7,7 € {1,2,...,n} in Teorema 3.7.3., obtinem urmatorul corolar.

Corolar 3.4.2. [54] Fie g; € Ok(v),—1 < v < 1,1 € {1,2,...,n},a; € C. Daca
0<>0 o <5
(R(2)| > [Im(2)],

St
REY >0,Vze W,

atunci Go,1(2) dat de relatia (3.9) este stelat de ordin pu, unde =2y %" L.

3.5 Proprietati ale coeficientilor operatorului E(z)

Pentru operatorul integral G,, s(z) definit in relatia (3.8) luam cazul particular:
B = ]_, o, = 1.
Pentru simplitate vom scrie E(z) in loc de Gy 1(2), adica

E(z):/lzt_l_l (ﬁ) dt:/jt_;(ﬂdt (3.17)

Conditia (3.4) poate fi rescrisa astfel:

1

§R<1+z

>1
5

g

g’(2)>

(2)

Luéand in considerare conditia din relatia (1.3), adicad 1 < |z| < oo, vom obtine:
R(2?) > 1.

Vom concluziona cu ugurinta ca daca 0 < v < 1, atunci:

5— -
TV >2=> T” > 0. (3.18)

Teorema 3.5.1. [56] Fie g € Oy(,). Daca

atunci E(z) € O7(0), unde E(z) este operatorul integral dat de relatia (3.17).
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Corolar 3.5.1. [56] Fie g € Oy(y). Daca
z- E"(2) 1—7
R———F -2, > —
UEe
atunci E(z) € O7(0), unde E(z) este operatorul din relatia (3.17).
Vom considera cateva exemple.
Exemplul 3.5.1. [50]

Pentru functiile meromorfe, normate si injective g, din relatia (1.3):

b
g2) =2+ 3 1< fe] < o0,
k=3

fie by = 0. Atunci obtinem
g(z) = 2. (3.19)
si dorim sa verificam daca sunt indeplinite conditiile Teoremei 3.5.1. Vom gasi noile
forme ale lui E(g(z) = z), F'(9(2) = 2), E"(9(z) = z) i E"(g(z) = 2).
Aplicam relatia (3.19) in relatia (3.17) si avem

1 1
E =2z)= —dt=1-——. 3.20
e == [ 7 : (3.20)
Dupa diferentierea succesiva a lui F(z) definit in relatia (3.20), vom obtine:
1
o) =2) =
Bg(z) =) = (3.21)
9(z) = 2) = =, .
6
E"(g(z) = 2) = e (3.22)

Vom inmulti relatia (3.22) cu z gi vom imparti rezultatul la relatia (3.21):
2 E"(g(z) = 2)
E"(g(z) = 2)

_m{ = E(z) = z)} e

= -3

Se obtine astfel

E"(g(z) = z)
Deci E(g(z) = z) € O7(0).
Verificam daca conditiile din Corolarul 3.5.1. au loc. Avem ca
2 B"(g(2) = )
E"(g(2) = z)

- 5. E”’(g(z)
%{ E(y(2) =

+2=-3+2=—1,

?)
2)

+2}:1>0,

deci E(g(z) = z) € O5(0).
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Exemplul 3.5.2. [56]

Pentru functiile meromorfe, normate gi injective g, din relatia (1.3):

= b
g(z):z+zz—z,1<|zl<oo,
k=3

fie k = 3 si b, = 1. Gasim astfel functia:

g(z) =2+ % (3.23)

Dorim sa verificam daca Teorema 3.5.1 are loc in acest caz gasind astfel noile

forme a lui E(g(z)), E'(g(2)), E"(9(2)) st E"(g(2)).
Aplicam functia g definita mai sus in relatia (3.23) , operatorului definit in relatia

(3.17) si astfel obtinem:

z 1 z tQ
FE(z) = ——dt = —dt. 3.24
(=) /1 F it ) /1 A (3.24)

Dupa diferentierea succesiva a lui F(z) definit in relatia (3.24), vom obtine:

22 1
E'(2) = -
=1z
2z — 22°
E'(z)= """ 3.25
()= T (3.25)
2(1 — 122% + 32%)
E/I/ — 2
()= =11y (3.26)

Vom inmulti relatia (3.26) cu z gi vom imparti rezultatul la relatia (3.25), obtinand
astfel:

z-E"(2)  22(1 =122+ 32%) (1 + 2)?

E"(z) (1+2%)3 22(1— 24)’
12 8
1424 1—28

(3.27)

=3+

Se gtie ca z este un numar complex de forma z = a + b, cu a,b € R, |z| >
La?+0b* > 1.
Daci luam cazul in care z = 1 414, avem ca |z| = V2 > 1,

2= —4,2% =16,

2+ E"(z) 12 8 97
E'(z) 1—-4 1-16 15

—%{%(;;)} = 46,4(6) > 0.

—6,4(6),
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Am obtinut ca: —%{Z]f,:/é)z)} > 0. Deci E(z) € O5(0).

Verificam daca Corolarul 3.5.1., are loc in acest caz.

E///(Z) B o
E”( ) +2=—-6,4(6) + 2 = —4,4(6),
p 2 E"(Z) _
R {—E”(z) + 2} +4,4(6) > 0.
Obtinem:
B 5. E”/(Z)
%{—E"(z) +2} > 0.

Prin urmare avem ca E(z) € O5(0).

3.6 Conditii de univalenta pentru operatorul 7, 3(z)

Consideram operatorul 7, s(z) definit prin

Touol) = {/tlﬁﬂ( egl(t)“idt}é.

Acest operator este tot o generalizare a operatorului F,, 5(z) dar si a operatorului
Gy, 5(%) definit in relatia (3.8).

Teorema 3.6.1. [59] Fiem > 1, g; € Va .,

gi(z) =z + Zz—kk,‘v’i =1,2,...,n,n e N*
k=3

52 ai76 € C7 §}%(6) > s unde:

n

m —2(p; — 1)

o] - i >1,i=1,2,...,n;n € N*
K3

fy =
=3

Daca:
lgi(2)| >m,ze W,i=1,2,..,n

atunci obfinem ca operatorul integral

Tauale) = { /tlBH( e%(t))tﬂidt} )

apartine clasei 3.

|
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Teorema 3.6.2. [59] Fiem > 1,g; € S(p), (g; definit in Teorema 3.3.2) si:

“m—-2p+2 .
71—;W,Z—1,2,...,H,HEN

st p cu proprietatile din relatiile (1.24) si (1.25), adica
9(2) 9'(2)
z

52
lgi(2)| >m,ze W,i=1,2,..n,

p .

>p,Z€VV, +1'ZW,]€NT
z

Daca:

atunci operatorul

1

=

z n t a;
To () =4 8 / t1s — | at
,ﬁ( ) ) g gi(t) . e9i(t)

apartine clasei 3.

3.7 Stelaritatea si convexitatea operatorului 7, ;(2)

In aceasta sectiune vom introduce operatorul integral:

1

Toip(2) = {5 /1 t—l—ﬁlj (W) g dt} ﬁ , (3.28)

gi(t) # 0;9;(t) € O1,0; € C*, Vi € 1,2,..,n, care este o generalizare a operatorului
F,, p(z) definit in [71] si a operatorului G, () definit in (3.8).
Pentru § = 1, operatorul T, 3(z) devine

n 1
_ [T ; i
Tai,l(Z) = /1 t H (W dt (329)

Urmatoarea teorema ne da conditii de apartenenta a operatorului introdus mai
sus, la clasa O7(0).

Teorema 3.7.1. [59] Fie g; € O1,0; € C*i € {1,...,n}.
Daca

zg;(2) .
R ( S ) < LR+ g:(2) < 1, (3.30)

‘?R(z)| > ’Im(z)},

$t
R(zY >0,z W,

atunci T, 1(z) apartine clasei O7(0).
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Urmatoarea teorema ne da o conditie de aparteneta a operatorului 7,, (%) la
clasa O ().

Teorema 3.7.2. [59] Pentru i € {1,2,...,n}, fie a; € C* 51 g; € O(y),0 <; < 1.
Daci 0 <" (1 —n) <1

[R(2)| > [Im(z)],

R(1+g(2) > 1, (3.31)

St

R (—M) > —;,Vz e W,
9i(2)

atunci operatorul Ty, 1(2) dat de relatia (3.29) apartine clasei O (n), unde p =

Z:‘L:1 a%(l - ’Yi)-

Daca luam v; = v, i € {1,2,...,n} In Teorema 3.7.2, obtinem urmatorul corolar.

Corolar 3.7.1. [59/ Pentru i€ {1,2,..,n}, fiea; € C*, g; € O1(7),0 < v < 1.
Daca 0 < Y7

zla—lw’

[R(2)| > [Im(2)],

R(1+gi(2) > 1,

%(_ZT%)(Z)) > —y,Vz e W,

atunci operatorul Ty, 1(2) dat de relatia (3.29) este stelat de ordin p, unde p =

(1 - ’7) Z?:1 a%-'

Urmatoarea teorema ne da o conditie de aparteneta a operatorului Ty, 1(2) la
clasa OF(p).

Teorema 3.7.3. [59] Pentrui € {1,2,...,n}, fie a; € C* 51 g; € Ok(7:),0 <; < 1.
Daca 0 <" = (2—7) <1,T,,1(2)

[R(2)| > [Im(2)],
R(g:(2)) > 1,
Rz >0,z e W,

atunci operatorul Ty, 1(z) dat de relatia (3.29) apartine clasei Of(n), unde p =

Z?:la% ' (2 _%‘)'
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Notand 7; = 7,7 € {1,2,...,n} in Teorema 3.7.3., se obtine urmatorul rezultat:

Corolar 3.7.2. [59] Pentru i € {1,2,...,n}, fie a; € C* 5i g; € Ok(7),—1 <y < 1.
Daca 0 <) " O%Z < 5,

[R(2)| > [Im(2)],
R(gi(2)) > 1,
0
RY >0,Vze W,
atunci operatorul T,, 1(z) dat de relatia (3.9) este stelat de ordin p, unde p =

2-7)- Y0, L.
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