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Introducere

Teoria optimizarii (alternativ numita optimizare sau programare matematica) este una dintre cele
mai importante ramuri ale matematicii. Teoria optimizarii are un puternic caracter interdisciplinar fiind
intens aplicatd in domenii precum: statistica, informatica, inginerie, economie, finante , managementul
riscului, s.a. Oportunitatea de a efectua cercetari matematice intr-un domeniu atat de atractiv reprezinta
un real privilegiu.

Teza de doctorat abordeaza doua domenii majore de cercetare. Prima parte este dedicata obtinerii
reprezentarilor duale ale invelitorilor monotone si cash invariante pentru functii de risc convexe precum
si obtinerii formulelor de conjugare si subdiferentiere pentru cele mai uzuale méasuri de risc prezente in
literatura de specialitate. Problematica obtinerii formulelor de conjugare si subdiferentiere este abor-
data din doua perspective. Pe de o parte deducem reprezentarile duale pornind de la o masura de risc
generalizata descrisa prin intermediul functiei de utilitate iar pe de altd parte determinam formulele de
conjugare si subdiferentiere utilizand tehnici de lucru din analiza convexa si teoria dualitatii. Rezultatele
furnizate in aceasta parte au o larga aplicabilitate in managementul riscului, optimizarea problemelor
de portofoliu si in analiza financiara. Cea de-a doua directie de cercetare abordata in prezenta teza este
situata la confluenta dintre analiza multivoca si analiza neneteda. Pornind de la lucrarile de pionierat
ale lui H. Hahn si St. Banach [57], [13] care au revolutionat complet analiza functionala, a existat un
interes continuu pentru studiul si obtinerea teoremelor de prelungire a operatorilor liniari dominati atat
de functii vectoriale cat gi de operatori multivoci. Prin urmare, prin capitolul 4, ne propunem sa umplem
golurile existente in literatura si sa obtinem rezultate de prelungire a operatorii liniari si continui dominati
de operatori multivoci sub ipoteze de convexitate. Deasemenea pentru a evidentia aplicabilitatea acestor
rezultate obtinem teoreme de existenta pentru subgradienti ai operatorilor multivoci.

Aceasta teza este formata din patru capitole, care sunt prezentate pe scurt in cele ce urmeaza.

Primul capitol este dedicat notiunilor prelinimarii, si cuprinde o trecere in revista a celor mai
importante definitii si rezultate din analiza convexa si functionala. Pentru rezultate referitoare la spatii
finit dimensionale amintim [24, 80] iar pentru cele referitoare la spatii infinit dimensionale utilizam
[1, 27, 46, 86, 97].

In capitolul 2, obtinem reprezentari duale ale invelitorilor monotone si cash-invariante pentru
functii de risc convexe. Pentru o profunda intelegere a acestui capitol dedicam primele doua sectiuni unei
scurte sistematizari a notiunilor utilizate in managementul riscului si in teoria dualitatii Lagrange. Prin
urmare, in sectiunea 2.1 amintim cele mai importante notiuni de tip interior generalizat, ce intervin in
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expresia conditiilor de regularitate, QC7 — QCy, cu rol important in obtinerea dualitatii tari intre cuplul
de probleme (P)-(D). Sectiunea 2.2 intitulatd ”Functii de risc. Definitii gi interpretari economice”, este
impartita in doua subsectiuni: prima parte este dedicata definitiilor gi proprietatile spatiilor LP (pentru
1 < p < o) iar cea de-a doua sectiune se dezvolta in jurul definitiei i interpretarilor economice ale
functiei de risc. Notiunea de functie de risc este piatra de temelie a investigatiilor efectuate in Capitolul
2 si Capitolul 3 al prezentei lucrari. Definitia 2.2.6 este o adaptare rafinata, imbunatatita, a ceea ce
literatura de specialitate a propus pana acum in domeniu. Functiile de risc au un rol crucial in optimizarea
si analiza riscului si o gamé larga de aplicatii in finante i industria asigurarilor, acesta fiind principalul
motiv pentru care vom analiza aici, proprietatile functiilor de risc atat din punct de vedere matematic
cat si din punct de vedere economic. Rezultatele din sectiunea 2.3 sunt motivate de articolul lui Filipovié¢
si Kupper [49], unde sunt introduse notiunile de invelitoare monotona si cash-invarianta a unei functii.
Aceste invelitori sunt definite in limbaj de convolutie infimald. Pornind de la Definitia 2.3.1 invelitoarea
monotona si cash-invarianta a unei functii nu este nimic altceva decat valoarea optima a unei probleme
de optimizare convexa. Avand ca punct de pornire aceastd observatie vom obtine reprezentari duale
ale invelitorilor monotone si cash invariante prin intermediul teoriei dualitatii. De asemenea in ipoteza
ca functia de risc este inferior semicontinua determindm gi o conditie de regularitate care sa garanteze
dualitatea tare intre cuplul de probleme (2.4) si (2.5). Coincidenta valorilor optime ale celor doua probleme
va garanta validitatea reprezentarilor duale. Toate exemplele discutate In [49] sunt abordate din aceasta
noud perspectiva. Diferit de abordarea din [49, subsectiunea 5.3], utilizarea teoriei dualitatii garanteaza
atingerea supremumului in Exemplele 2.3.9-2.3.14. Ultima sectiune a acestui capitol abordeaza aceeasi
problema a obtinerii invelitorilor monotone si cash-invariante pentru o situatie limita, si anume cazul in
care functia de risc nu mai este inferior semicontinua. Pentru aceasta functie se poate stabili cu usurinta
atat invelitoarea monotona cat si reprezentarea duala a acesteia, utilizand conditii de regularitate de tip
cvasi-relativ interior. De asemenea, facem referiri la limitarile acestei abordari in contextul determinarii
invelitorii monotone si cash-invariante a functiei de risc in discutie.

Realizarile autoarei cu privire la aceasta directie de cercetare au fost publicate in [34] si sunt
urmatoarele: Teoremele: 2.3.4, 2.3.7, Corolariile: 2.3.5, 2.3.6, Observatiile: 2.3.8, 2.3.15, 2.4.1 si Exemplele:
2.3.9, 2.3.10, 2.3.11, 2.3.12, 2.3.13, 2.3.14. De asemenea, sectiunea 2.4 consta in intregime din rezultate
originale, dar deoarece aceasta parte furnizeaza o limitare a problematicii obtinerii invelitorilor monotone
si cash-invariante a functiilor de risc, care nu mai sunt inferior semicontinue, nu putem indica punctual
un rezultat matematic, care intruchipeaza intreg rationamentul. Cu toate acestea, discutia furnizata de-a
lungul acestei sectiuni se bazeaza pe rezultate matematice viabile.

Al treilea capitol incepe, de asemenea, cu o sectiune introductiva, avand drept scop familiar-
izarea cititorului cu cadrul general de lucru si cu rationamentele matematice necesare pentru obtinerea
formulelor de conjugare si subdiferentiere pentru masuri de risc convexe. Subsectiunile 3.1.1 gi 3.1.2 aduna
cele mai importante definitii gi proprietati pentru functii conjugate si subdiferentiala convexa. Existenta
unor formule exacte pentru subdiferentiala cat si existenta unor reprezentari duale sunt fundamentale in
rezolvarea unor clase de probleme de optimizarea portofoliului. Ultima parte a sectiunii 3.1 colecteaza
cele mai importante definitii si proprietati legate de conjugarea si subdiferentierea functiilor subliniare.
Aceasta sectiune este esentiald deoarece pozitiv omogenitatea adesea face diferenta intre principalele clase



Introducere 3

de functii de risc, cele convexe si cele coerente.

Una dintre marile provocari ale analizei convexe este formularea conditiilor de optimalitate pen-
tru probleme de optimizare, in particular gi pentru probleme de optimizarea portofoliului avant drept
functii de scop, masuri de risc convexe. Deoarece pentru aceaste clase de functii diferentiabilitatea
(derivabilitatea) nu este neaparat garantata, pentru caracterizarea optimalitatii este necesar sa utilizam
formule de subdiferentiere . Amintim aici cateva referinte bibliografice relevante pentru acest subiect
[32, 74, 75, 81, 83, 84, 88].

In acest capitol utilizdm doud moduri diferite de obtinere a formulelor de conjugare si
subdiferentiere pentru functii de risc convexe. Pe de o parte obtinem rezultate intrebuitand tehnici de
calcul bazate pe teoria dualitatii iar pe de alta parte furnizam formule de subdiferentiere si conjugare
pornind de la o functie de risc generalizata, descrisa prin intermediul functiei de utilitate. In Sectiunea 3.2
consideram o masura de risc, generalizata, cunoscuta in literatura ca i ” Optimized certainty equivalent”
definita prin intermediul unei functii de utilitate convexa (a se vedea [15, 16]). Aceasta masura de risc,
poate fi exprimatéa echivalent printr-o problema de optimizare convexa, de aceea mai intai obtinem conditii
suficiente pentru atingerea valorii optime. In continuare, deducem formule de calcul pentru functia sa
conjugata (Teorema 3.2.6) si pentru subdiferentiala convexa (Teorema 3.2.8). Aceasta masura de risc gen-
eralizata are avantajul major ca pentru diferite moduri de alegere a functiei de utilitate se obtin masuri de
risc binecunoscute In literaturd. Drept urmare, pornind de la aceste rezultate generale, obtinem formule
de conjugare si subdiferentiere pentru masura de risc entropica (subsectiunea 3.2.1) gi masura de risc
pierdere maxima (subsectiunea 3.2.2).

Din péacate, o multime de functii de risc, larg raspandite in aplicatii practice, nu pot fi nici descrise
cu ajutorul unei functii de utilitate, si nici Inscrise in cadrul general al masurilor de risc coerente. Pentru
toate aceste clase de functii singura modalitate de obtinere a formulelor de conjugare si subdiferentiere
consta in intrebuintarea tehnicilor de calcul bazate pe rezultate din analiza convexa gi teoria dualitatii.
Tehnica de lucru dezvoltata de-a lungul sectiunii 3.3 poate fi aplicata cu succes si functiilor de risc ce
nu sunt caracterizate de proprietati matematice ca gi: pozitiv omogenitate, monotonie gi cash-invarianta.
Obtinem astfel, formule de conjugare si subdiferentiere pentru importante functii de risc generalizate:
-abaterea medie generalizata de ordinul p

p(X) = [[X —EX)|; - E(X), VX € LP,p € [l,00)si a > 1,

introdusa in [31] si
-abaterea medie superioara/inferioara de ordinul p, fata de o tinta data,

pr(X) = (X = 7)]|t = E(X)VX € IP,p € [1,00] and a > 1,7 € R.

Sectiunea 3.4 unfica cele doua abordari propuse pentru obtinera formulelor de conjugare si
subdiferentiere pentru o masura de risc importantd, si anume, functia valoare de risc conditionata,
(CVaR). In subsectiunea 3.4.1 deducem formulele pentru conjugata si sundiferentiala intrebuintand teoria
dualitatii. Obtinem mai intai formula de conjugare si reprezentarea duala a functiei valoare de risc condi-
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tionata generalizata(GCVaR), introdusa de Luthi si Dodge in [65]. Avand aceasta formuld deducem prin
intermediul Teoremei 3.1.19 formula corespunzatoare pentru subdiferentiala convexa a acestei masuri de
risc. In ultima sectiune pornind de la functia de utilitate u : R — R definita prin

Yot, daca t <0,
u(t) = }
v1t, dacat > 0,

obtinem, prin intermediul Teoremelor 3.2.6 si 3.2.8 atat conjugata cat si subdiferentiala functiei valoare
de risc conditionata.. Contributiile autoarei relationate cu aceast domeniu de cercetare sunt distribuite
dupa cum urmeaza: Teoremele: 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8, 3.3.3, 3.3.5, 3.3.18, 3.3.19, 3.3.21, 3.3.22, 3.3.23, 3.3.24,
3.4.4, 3.4.7, Corolariile: 3.4.5, 3.4.6, Observatiile: 3.2.1, 3.2.3, 3.3.4, 3.3.6, 3.3.7, 3.3.13, Propozitiile: 3.2.2,
3.2.5, Lema 3.3.1 si exemplele prevazute in paragrafele 3.2.1, 3.2.2 si respectiv 3.4.3. Rezultatele din acest
capitol sunt partial incluse in 5 lucrari [6, 9, 7, 11, 34].

In capitolul 4 obtinem pe de o parte rezultate de prelungire a operatorilor liniari gi continui
dominati de operatori multivoci convecsi, in contextul spatiilor Frechet iar pe de alta parte extindem la
contextul opeatorilor multivoci, teoremele lui Hahn de prelungire a functionalelor liniare si continue, cu
conservarea normei.

Sectiunile 4.1, 4.2 gi 4.3 sunt sectiuni introductive, unde descriem motivatia pentru alegerea acestui
subiect, precum si cadrul general de lucru. Sectiunea 4.3 rezuma cele mai importante definitii, notiuni si
proprietati ale operatorilor multivoci. Sectiunea 4.4 consta in intregime din rezultate originale.

Unul dintre rezultatele fundamentale ale analizei functionale cu o lara aplicabilitate in toate
domeniile importante ale matematicii este teorema lui Hahn-Banach. Generalizari ale acestei teoreme
au fost dezvoltate in diferite directii in trecut a se vedea [38, 42, 63, 91, 100, 101, 70, 71, 94, 99]. Din
nefericire marea majoritate a acestor extinderi s-a realizat numai, numai in contextul spatiilor liniare,
furnizand extinderi pur algebrice. Pentru contextul spatiilor liniare topologice putem aminti doar, [19]
i [44] . Chiar si asa multe dintre aceste generalizari, pur liniare, contin o serie de greseli, dupd cum
arata Zalinescu in [98], lasdnd loc unor noi cercetari in domeniu. In aceasti sectiune, ne propunem sa
umplem golurile existente in literatura de specialiate in aceasta directie prin obtinerea unor teoreme
de prelungire a operatorilor liniari gi continui dominti de operatori multivoci convecsi (Teorema 4.4.3).
Deasemenea obtinem teoreme de tip sandwich (Teorema 4.4.8) si rezultate referitoare la multiplicatori
Lagrange (Teorema 4.4.11) pentru operator multivoci, in ipoteze, mai slabe, exprimate in limbaj de
interior generalizat.

Paragraful 4.5 este dedicat aplicatiilor, si anume rezultatelor de existenta pentru subgradienti ai
operatorilor multivoci. Dupa o scurta trecere in revista a principalelor tipuri de subgradienti, demonstam
cateva teoreme de existenta pentru doua dintre cele mai importante concepte de subgradienti tari, cei
introdusi de Borwein in [19] pe de o parte si cei introdusi mai recent, de E. Herndndez c si L. Rodriguez-
Martin, in [58], pe de alta parte.

In ultima sectiune furnizam teoreme de prelungire a proceselor convexe inchise, cu conservarea
normei, in contextul spatiilor normate. Astfel prin teoremele 4.6.1 si 4.6.2 extindem prima sgi a doua
teorema a lui Hahn de prelungire a functionalelor liniare si continue. Ca si aplicatie prezentam teoreme
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de caracterizare a elementelor de cea mai buna aproximare, in spatii normate, prin intermediul conurilor
convexe Inchise, utiluzand procese convexe.

Contributiile autoarei relationate cu aceast domeniu de cercetare au fost cuprinse in articolele
[8], [10] and [12] si sunt urmatoarele: Teoremele: 4.4.3, 4.4.8, 4.4.11, 4.5.7, 4.5.8, 4.5.9, 4.6.1, 4.6.2, 4.6.3,
Corolariile: 4.4.10, 4.5.10, Observatiile: 4.4.4, 4.4.5, 4.4.9, 4.5.3, 4.5.6, 4.5.11 si Exemplele: 4.4.6, 4.4.7,
4.4.12.

Cuvinte cheie: analizd convexa, Functii conjugate, subdiferentiala (convexa), dualitate La-
grange, Invelitoare monotona, invelitoare cash-invarianta, conditie de regularitate, functie de risc, masura
de risc convexa, méa sura de risc coerenta, functia de utilitate, optimized certainty equivalent, valoare de
risc, valoare de risc conditionata, operator multivoc, proces convex inchis, teoreme de prelungire Hahn-
Banch, multiplicatori Lagrange, subgradient tare.



Capitolul 1

Preliminarii

Pentru o lecturare mai facila a tezei dedicam primul capitol unei scurte prezentari a celor mai
importante definitii si rezultate din analiza convexa si funtionala. Pentru acesta am utilizat urmatoarele
lucrari [1, 24, 25, 27, 45, 46, 47, 80, 85, 86, 97].

1.1 Notiuni referitoare la multimi
In aceasti sectiune reamintim definitiile si proprietatile conceptelor de invelitoare convexa,
invelitoare conica, con convex, con normal, con asimptotc (sau de recesiune) si con tangent.

1.2 Notiuni referitoare la functii

Fie X un spatiu local convex si X* dualul sa topologic. Avand o multime C' C X, functia sa
indicator este 6¢ : X — R := R U {£o0}, iar functia sa suport este o¢ : X* — R.

Fie f : X — R o functie dat&, reamintim definitiile domeniului dom f si epigraficului epi f, ale lui
f. Tot aici definim si conceptele de funtie proprie, funtie convexa (concava), functie inferior semicontinua
(superior semicontinua) si functie subliniara. Fie f; : X — R, = 1,...,n, functii proprii, date. Convolutia
infimals a Iui f...f, este functia f;0..0f, : X — R, definita prin

fA0..0fn(x) :=inf {Z fi(x;) - le = :L‘} , Vo e X.
=1 =1

Cateva proprietati ale convolutiei infimale sunt deasemenea mentionate.



Capitolul 2

Reprezentari duale ale invelitorilor
monotone si cash-invariante pentru
functii de risc

2.1 Dualitate Lagrange

Teoria dualitatii, mai exact dualitatea Lagrange, este elementul cheie pentru rationamentele
desfagurate in ultimele doua sectiuni ale acestui capitol, drept urmare, alocim prima sectiune, unei
scurte treceri in revista a celor mai imporante rezultate referitoare la teoria dualitatii Lagrange, pentru
cazul problememlor de optimizare cu restrictii geometrice, a se vedea [26, 27, 46, 80, 86, 97]. Prezentam
aici, definitiile celor mai importante tipuri de interioare generalizate, i.e. interiorul algebric, cvasi-relativ
interiorul tare, cvasi-relativ interiorul si cvasi-interiorul, notiuni utilizate pentru descriere unor conditii
de regularitate (a se vedea [30, 28, 29, 37, 55]) menite sa asigure dualitatea tare intre diferite clase de
probleme de optimizare.

2.2  Functii de risc. Definitii si interpretari economice.

Functiile de risc sunt esentiale in optimizarea problemelor de portofoliu dar si in managementul
pierderilor ce pot interveni in domenii ca finante, asigurari si industie. Deoarece rationamentele matemat-
ice ce intervin in cuantificarea riscului, ca de altfel intrega teorie a riscului si incetitudinii, sunt dezvoltate
in spatii de probabilitati, incepem aceasta sectiune cu o scurta prezentare a spatiilor LP, 1 < p < 4o0.
Utilizam pentru aceasta cartile lui Folland [51] i Aliprantis [1].

2.2.1 Spatiile L"- scurti prezentare

In intreaga lucrare prin (©,§,P), notdm un spatiu de probabilitate lipsit de atomi, unde
reprezinta mulfimea evenimentelor, § este o-algebra iar P masura de probabilitate.



8 Reprezentari duale ale invelitorilor monotone si cash-invariante pentru functii de risc

Pentru o variabila aleatoare X : 8 — R U {400} definim expectanta sau valoarea medie a lui X,
prin E(X) := [, X(w) dP(w), cu conventia E(X) = +oco. Deasemenea supremumul esential al variabilei
aleatoare X este dat de essup X := inf{a € R: P(w : X(w) > a) = 0}. In mod similar definim infimimul
esential prin esinf X := — essup(—X). Functia caracteristica asociata unei multimi este 15 : Q — R.

Fie X : @ — R o variabila aleatoare, pentru 0 < p < 400, consideram norma |X|, =

(f, X (w)|PdP)» = (E(|X|?))7 i definim spatiile

3=

LP(Q,5,P,R) := {X : Q — R : X masurabila, / | X (w)[PdP(w) < +oo} .
Q
Pentru valoarea limita p = oo, introducem spatiul functiilor esential marginite, si anume
L>*(Q,3,P,R) :={X : Q — R : X masurabila, essup|X| < +oo},

impreuna cu norma || X ||o = essup | X]|.
Teorema 2.2.2 [1, 51] Spatiile (LP(Q2,§,P,R), || - |), 1 < p < oo, sunt spatii Banach.

Notam dualul topologic al spatiului LP cu (LP)*. Pentru p € [1,00) avem (LP)* = L%, unde
g =p/(p—1) (cu conventia 1/0 = o0). In ceea ce privest dualul topologic al lui L™, acesta poate fi
identificat cu spatiul ba, i.e spatiul masurilor ¢ aditive, marginite si absolut continue in raport cu P. In
general L' C (L*)*, ceea ce reprezinti un real inconvenient in special pentru obtinerea reprezentarilor
duale ale masurilor de risc definite in aceste spatii. Totusi acest inconvenient poate fi inlaturat daca
inzestram L™ cu totologia slabd oo (L, L) si reciproc, L! cu topologia o1 (L', L>).

Fiecare variabila aleatoare X : 2 — R poate fi reprezentata ca X = Xy — X_, unde X4, X_ :
Q) — R sunt variabilel aleatoare definite prin

X4 (w) =max{0,X(w)} si X_(w)=max{0,-X(w)}, Yw € Q.

Toate egalitatile si inegalitatile dintre variabilele aleatoare trebuie interpretate in limbaj de
aproape peste tot (a.p.t.).
2.2.2 Definitii si interpretari economice

In aceasta sectiune introducem definitii ale principalelor clase de functii de risc, pe care le discutam
atat din punct de vedere matematic cat si din punct de vedere economic.

Definitia 2.2.6 Numim functie de risc orice functie proprie p : LP — R, p € [1,00]. Functia de risc p
este:

(1) convexa, daca: p(AX + (1 = AN)Y) < Ap(X) + (1 = N)p(Y),VA € [0,1],VX,Y € LP;
(17) pozitiv omogena, daca: p(0) = 0 and p(AX) = Ap(X),VA > 0,VX € LP;

(i4i) monotona, daca: X >Y = p(X) < p(Y), VX,Y € LP;
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cu expectanta marginita, daca: p(X) > —E(X), VX € LP;

cash-invariantd, daca: p(X +a) = p(X) —a, VX € LP, Va € R;

)
)
(vi) o masurd de risc convexd (cf. [52]),daca: p este convexa, monotona si cash-invarianta,
) o masurd de risc coerenta (cf. [2]), daca: p este o masurd de risc conved si pozitiv omogena;
)

masurd de risc cu expectanta marginita (cf. [83, 84]), daca: p este o functie de risc pozitiv

omogena, convexa, cash-invarianta gi cu expectanta marginita.

Aceasta definitie este o adaptare rafinata, imbunatatita, a ceea ce literatura de specialitate a propus pana
acum in domeniu.

Pentru a evita confuzia numim functie de risc convexd orice functie de risc ce satisface doar ipoteza de
convexitate, dupa cum propun Ruszczynski si Shapiro in [88, 89].

Din punct de vedere economic valoare functiei de risc p(X) poate fi interpretata ca necesarul
de capital pentru a face pozitia X acceptabila din punct de vedere al riscului. Tot aici analizam pe
scurt semnificatia economica a fiecarei proprietati matematice ce intervine in definitia 2.2.6. Pentru
backgroundul economic facem referire la [2, 43, 52, 53, 65, 75, 77].

2.3 Reprezentari duale ale invelitorilor monotone si cash-invariante

Atat In economie cat si in domeniul financiar existd o mare varietate de functii de risc. Alaturi de
masurile coerente sau de cele convexe intalnim o serie de alte functii de risc, cu o mare importanta practica
ce nu sunt nici monotone si nici cash-invariante. Pentru a inlatura inconvenientul creat de lipsa monotoniei
si/sau a cash-invariantei Filipovi¢ gi Kupper au propus in [49] notiunile de invelitoare monotona si
tnwelitoare cash-invariantd. In aceast paragraf obtinem reprezentari duale ale invelitorilor monotone si
cash invariante pentru o gama larga de functii de risc. Mai mult decat atat, pentru a asigura validitatea
reprezentarilor duale furnizam conditii de regularitate care asigura coincidenta valorilor optime ale cupluri
de probleme primalid-duala ce se formeaza exploatand modul de definire al Invelitorilor monotone si cash-
invariante. La final discutam exemplele din [49] din aceastd noud perspectiva, fapt ce perimte, obtinerea
unor reprezentari duale rafinate.

Fie & un spatiu local convex, X* dualul sau topologic, P C X un con convex, inchis si II un
element nenul din X. Consideram deasemenea multimea D := {z* € X™* : (z*,II) = —1} si conjugata
functiei indicator asociate acestei multimi, d7,.

Ca o generalizare a notiunilor de monotie si cash-invarianta definite in contextul masurilor de risc
Filipovi¢ si Kupper introduc notiunile de P-monotonie gi II-invarianta.

Definitia 2.3.1 Fie f : X — R o functie proprie. Spunem c& functia f este:
(i) P-monotond, daca: x >p y = f(x) < f(y), Yo,y € X;

(ii) H-invarianta, daca: f(z + oll) = f(z) —a, Vo € X, VYa € R.
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Pentru X = LP, P = Lﬂ si I = 1, obtinem, in definitia de mai sus notiunile de montonie si

cash-invarianta din Definitia 2.2.6.

Definitia 2.3.3 Fie f : X — R o functie data. Numim

(i) invelitoare P-monotond a lui f functia fp : X — R definita prin
fp(@) = [Obp(x) =t {f(y) -y € X,z >p y};
(ii) invelitoare TI-invariantd a lui f functia fij : X — R definita prin

fn(@) == fO8p() = inf {f(w — all) - a};

(iii) @nvelitoare P-monotond H-invariantd a lui f functia fp: X — R definitd prin

fru(z) == fO6p00p(z) =inf{f(y) —a:y € X,a € R,z >p y + all}.

In mod evident,

dom fp =dom f + P, dom fi1 = dom f + RII

si
dom fp = dom f 4+ P + RIL

Mai mult, f este P-monotona daca si numai daca f = fp, iar f este Il-invarianta daca si numai daca
[ = Jfu.

In cele ce urmeazi considersm o functie convexa proprie f, pentru care furnizim reprezentari
duale ale invelitorii fp 11, prin intermediul teoriei dualitatii. Aceasta abordare are la baza observatia ca
valoare invelitorii P-monotone Il-invariante in punctul considerat coincide cu valoarea optima a problemei

de optimizare convexe ce intervine in definirea acestor invelitori.

Teorema 2.3.4 (R.I. Bot, A.R. Fritean (Baias), [34]) Fie f : X — R o functie convexa, proprie si fie
z € dom f 4+ P + RIIL. Daca una dintre urmatoarele conditii de regularitate

3(y,ad’) € dom f x R astfel incat y +a'Ill —x € —intP (2.1)
si
X este spatiu Fréchet, f este inferior semicontinua si x € sqri(dom f + RII 4 P) (2.2)
are loc, atunci
fru(z) = max {(z%, z) - (")}, (2.3)
z*e—P
(z*,I)=—1

unde prin folosirea maximului atragem atentia asupra faptului ca supremumul este atins.

Cazul in care, functia f este fie P-monotona fie [I-invarianta este discutat in urmatoarele Corolarii.



Reprezentari duale ale invelitorilor monotone gi cash-invariante pentru functii de risc 11

Corolar 2.3.5 (R.I. Bot, A.R. Fritean (Baias), [34]) Fie f : X — R o functie convexa, proprie si
P-monotona si fie z € dom f + P + RII. Daca una dintre conditiile de regularitate (2.1) sau (2.2) este
indeplinita atunci

fru(z) = fu(z) = max {(z%,z) — f" (™)} (2.4)
(z* I)=-1

Corolar 2.3.6 (R.I. Bot, A.R. Fritean (Baias), [34]) Fie f : X — R o functie convexa, proprie si

[I-invarianta si fie € dom f + P + RII. Daca una dintre conditiile de regularitate (2.1) sau (2.2) este

indeplinita atunci

frn(@) = fp(a) = max {(z",2) - (")} (25)

In cele ce urmeazs verificim validitatea conditiilor de regularitate (2.1) gi (2.2) in contextul
masurilor de risc, si anume pentru X = LP si P = Lﬂ. Mai mult decat atat presupunem ca f este inferior
semicontinud. O situatie in care functia f nu mai are aceasta proprietate topologica fiind discutata in
sectiunea urmatoare.

Teorema 2.3.7 (R.I. Bot, A.R. Friatean (Baias), [34]) Fie p € [1,00] si fie f : LP — R o functie
convexa. Daca una dintre urmatoarele conditii de regularitate este indeplinita
e pentru p € [1, o0

f este inferior semicontinud si — L% C dom f; (2.6)

e pentru p = oo
esinf IT - essup IT > 0; (2.7)

atunci pentru fiecare X € LP avem

fpn(X) = max {E(X"X)-— f"(X7)},
X*E—(Lﬁ)*
E(X*I)=—1

unde prin folosirea maximului atragem atentia asupra faptului ca supremumul este atins.

Observatia 2.3.8 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Pentru p = co conditia (2.7) este automat
indeplinita cand Il € L* este o constanta.

In ultima parte a acestei sectiuni discutam exemplele din [49] din aceastd noud perspectiva,
verificam indeplinirea conditiilor de regularitate (2.6) sau (2.7) si furnizam reprezentari duale, pentru
functiile de risc considerate. Notiunile de monotonie si cash-invarianta vor fi folosite n locul celor de
L‘i -monotonie §i 1-invarian{d. Aceeasi observatie se aplica si pentru cazul invelitorilor monotone si cash-
invariante. Mentionam in cele ce urmeaza cateva dintre aceste exemple.

Exemplul 2.3.9 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Fie p € [1, o0) si fie ¢ > 0. Consideram functia
deviatie de risc f : LP — R definita prin

f(X) = e X = E(X)]l, — E(X).
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Aceasta functie este convexa, continua si cash-invariana (II = 1) dar ne monotona, in general. Pentru
formula de conjugare a acestei deviatii de risc facem referire la lucrarea [31], astfel pentru fiecare X* € L9,
avem
(X = { 0, dacadY*elLla ic(Y*—E(Y*))—1=X* [[V*|,<]1,
400, altfel.

Deoarece dom f = LP, conditia (2.6) este verificata gi astfel invelitoarea monotona a lui f are expresia

frp 1 (X) = frp (X) = e cE(YE(X) — E(Y"X)] — E(X).
(Y —E(Y*))<1

In acest mod descoperim formula dati in [49, Subsection 5.1].

Exemplul 2.3.11 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Fie p € [1,00) si fie ¢ > 0. Consideram
functia f : L? — R definita prin

f(X) = ¢/pE(|XP) = E(X) = ¢/pl| X[} — E(X).

Desi convexa si continua, aceasta functie de risc nu este nici monotona si nici cash-invarianta. Pornind
de la formula pentru conjugata

-1
) = LTOR(IX 1 1)9),  VX* e LY,

1
per—1

obtinem prin intermediul relatiei (2.6), urmatoarea invelitoare monotond cash-invariant a lui f

1
p1(X)= E|X*X —
fL+,1() X?éifii ci—1g
E(X*)=—1

IX* 4107

Diferit de abodarea din [49, Subsection 5.3], garantarea dualitatii tari permite atingerea valorii optime.

Exemplul 2.3.14 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Pentru p = oo definim mdsura de risc
logaritmica prin f : L — R,

E(—In(X)) -1, daca X >0,
X) =
F(X) { 400, altfel.

Aceasta este o masura de risc convexd, inferior semicontinua gi monotona, avand conjugata data de

—E(ln(—X*)), daca X* <0,

2>0 400, altfel.

fHXT) = E{Sup{X*er In(z) + 1}} = {

Inainte de a furniza reprezentarea duala a functie de risc logartitmice facem observatia ca desi in acest
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caz conditia (2.6) nu poate fi verificata, totusi validitatea reprezentarii duale este asigurata de conditia
(2.7). Drept urmare, obtinem pentru invelitoarea cash-invarianta a lui f, urmatoarea reprezentare

o 1(X) = f1(X) = E[-X"X + In(X™)].
frpaX) = A(X) = max  EXUX 4 In(x)
E(X*)=1

pentru orice X € L.

Sectiunea urmatoare evidentiaza o situatie interesanta, pentru care nici o conditie de regularitate
de tip interior generalizat nu poate fi verificata.

2.4 O situatie limita

Acest paragraf este format in totalitate din rezultate originale publicate in [34] si are drept scop
obtinerea reprezentarilor duale pentru invelitoarea monotona cash-invarianta a unei situatie limita, si
anume cazul unei functii de risc ce nu este inferior semicontinua.

Pentru p € [1, 00| consideram functia f : LP — R definita prin

X —E(X)|p, daca X_ € L,
00, altfel.

Aceasta functie de risc este in mod evident convexa insa nu este inferior semicontinua pentru valori finite
ale lui p. Se poate observa cu usurinta ca dom f = L™ + Lﬁ’r.

Urméand modelul sectiunii precedente consideram relatia de ordine indusa de Lﬁ si fixam II €
LP\ {0}. Conjugata functiei Y — [|[Y — E(Y)|l,, p € [1,00], este data de

P 0, daca 3Y™* € (LP)*,|[Y*|[(pry)x < 1, ad. X* =Y* -~ E(Y™)
R X*) = 2.
(- —EQ)ll)" () {m o (28)
a se vedea [31, Fact 4.3].
Cazul p = 00. Deoarece dom f = L* iar f este o functie conevexa si continud conditia de

regularitate (2.6) poate fi cu ugurinta verificata, ceea ce conduce la obtinerea urméatoarei reprezentari
duale pentru invelitoarea monotona Il-invarianta a lui f

o (X)) = max E(Y*X)-E(Y"E(X),VX € L*™. 2.9
fren(X)= o mes L EOCX) - B(VEK) (29)
E(Y*II)—E(Y*)E(IT)+1=0

Pentru cazul in care II este o constanta, fLio:H = —o0.

Cazul p € [1,00). Pentru acest caz determinam mai intai invelitoarea monotona a lui f impreuna
cu reprezentarea sa duald evidentiind dificultatile ce apar cand se doreste obtinerae invelitorii Lﬁ_—
monotone Il-invariante. Reamintim ca f 7] n(X) = (f 2] )z (X) pentru orice X € LP.
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Deoarece dom f;» = dom f + L% = L>® + LY | pentru orice X € dom f;» avem
LJr + L+

X)= inf ||Y —E®X)|, 2.10
fn (0= it ¥ -E0)], (210
Y—XG—Li

iar pentru orice X din afara domeniului obtinem ngr (X) = 400. Ceea ce ne conduce la urmataorea
formula pentru invelitoare monotona a functiei considerate, f = Opooy -

Inaninte de a furniza invelitoarea monotond Il-invariantd a lui f studiem pe scurt modul de
obtinere al reprezentarii duale pentru invelitoarea Lﬁ—monotoné.

Pentru X € L™ + L, fixat consideram urméitoarea problema de optimizare convexa

inf [V —E(Y)],, (2.11)
YeL®+LE
Y-Xe-LF
careia 1i atasam duala Lagrange
sup {(X*, X) — (|- —E()llp)"(X*)} = sup  E(Y"X) - E(Y")E(X). (2.12)
X*e-L§ Y*llq<1,

* q
E(Y*)-Y*eL?

Pentru a demonstra ca intre cuplul de probleme primald-duald de mai sus, dualitatea tare are
loc verificam indeplinirea unor conditii de regulariate exprimate In termeni de cvasi-interior i cvasi-
relativ-interior, devreme ce in contextul spatiilor LP, doar aceste interioare raman nevide. Obtinem,
drept consecinta pentru orice X € LP uratoarea reprezentare duala

| mHax E(Y*X) - E(Y*)E(X), dacd X € L™+ L%,
Y*[q<1,
frp (X) =4 Bvo-veeLq
400, altfel.

Invelitoarea monotona Il-invarianta a lui f, este data de

Juyn(X) = irelﬂ%{fLi (X —all) —a} = (Y,a)e(Li?OerLﬁ)xR o
Y +all-X=0
Deoarece f v este valoarea optima a unei probleme de optimizare convexa este natural sa ne
intrebam daca si in acest caz putem obtine o repezentare duala. Din nefericire in situatia in care ipotezele
topologice ale functie de scop lipsesc, nu putem raspunde intotdeauna acestei provocari. Ceea ce putem
Insa spune este ci pentru orice X € L™ + Lf + RII = dom fLi,H are loc fLivH(X) = +00. Pentru
X ¢ L™ + L* + RII duala Lagrange atagati problemei primale

inf —a (2.13)
(Y,a)e(L>+LE)xR
Y +all-X=0
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este

sup |[—(X*, X)+ inf a((X*,II) — 1) + inf (X*Y)| = —oc. (2.14)
X*eLa acR YeLr
Totusi nu putem fi siguri ca aceasta este valoare optima a invelitorii f j7 n(X) devreme ce nu am
putut garanta verificarea nici unei conditii de regularitate.
Pentru cazul in care II € L®, pentru orice a € R exista Y € L™ + Lﬁ astfel incat X = all +Y,
ceea ce implca f 2] (X) = —o0. In acest caz obtinem pentru orice X € LP

—o0, daca X € L™ + Lﬁ_ + RII,
400, altfel.

fLi,H(X) = {

Observatia 2.4.1 (R.I. Bot, A.R. Fritean (Baias), [34]) Faptul c& L + L. nu este inchis, nu face
posibila nici aplicarea conditiilor de regularitate de tip inchidere pentru cuplul de probleme (2.13)-(2.14).

Acest exemplu prezinta o situatie limita pentru care nu putem obtine reprezentari duale nici prin tehnici
bazate pe teoria dualitatii si nici prin alte metode dezvoltate pana acum in aceasta directie.



Capitolul 3

Formule de conjugare si subdiferentiere
pentru functii de risc convexe

3.1 Functii conjugate si subdifferentiabilitate-abordare generala

Pentru o lecturare facila a acestui capitol, dedicim prima sectiune definitiilor, rezultatelor si
notatiilor referitoare la functii conjugate si subdiferentiala convexa.

3.1.1 Functii conjugate
Fie X un spatiu Hausdorff local convex, X* dualul sau topologic inzestrat cu topologia slabd o*
si fie f: X — R o functie data.

Definitia 3.1.1 Funtia f* : X* — R, definita prin

fH(@") = sup{(z”, z) — f(x)} (3.1)

TeEX

se numegte conjugata functiei f.

In mod similar putem, defini biconjugata functiei f, prin

frrX =R, (@) = (f)"(2) = sup {(z",2) - f*(a")}.

TreX*

Cele mai importante proprietéati si rezultate referitoare la functii conjugate sunt colectate in
aceasta sectiune, dintre acestea mentionam aici doar Teorema Fenchel-Moreau.

Teorema 3.1.10 Fie f : X — R o funtie proprie. Atunci f = f** daca si numai daca f este convexa si

inferior semicontinua.

16
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3.1.2 Subdiferentiala convexa

Subdiferentiabilitatea este una dintre notiunile centrale ale analizei matematice avand o larga
aplicabilitate in modelarea matematica, teoria jocurilor si mangementul riscului. In economie si industria
asigurarilor, spre exemplu obtinerea unor formule exacte pentru subdiferentiala masurilor de risc devine

elementul cheie in optimizarea problememlor de portofoliu si implicit in cuantificarea riscului.

Definitia 3.1.16 Fie f : X — R o funtie data si fie x € X astfel incat f(z) € R. Se numeste
subdiferentiala (convezrd) a lui f, in punctul z, multimea

Of(x) ={a" € X" : f(y) — f(x) = (a7, y —x),Vy € X'}

Spunem ca f este subdiferentiabilda in z dacd 9f(x) # (. Elementele subdiferentialei se numesc
subgradienti. Consideram ca df(z) = 0 daca f(z) ¢ R.

Definitia 3.1.17 Fie f : X — R o functie dati, fie ¢ > 0 si fie z € X astfel incat f(z) € R. Se numeste
e-subdiferentiala lui f, in punctul z, multimea

O-f(x) ={a” € X" : f(y) — f(z) = (2", y —x) —e,Vy € X}.
Pentru f(z) = o0, 0. f(x) = 0.

Observatia 3.1.18 Pentru ¢ = 0, e-subdiferentiala coincide cu subdiferentiala convexa, i.e. df(z) =

A f(x).

Urmatoarea legatura dintre subdiferentiala convexa a unei funtii f si conjugata sa f*, va fi des
intrebuintata in cele ce urmeaza.

Teorema 3.1.19 Fie f : X — R o functie data si fie z € X. Atunci
¥ € df(x) <= f(x) + f*(z") = (¥, 2),Vr € X. (3.2)

Tot aici, sunt specificate atat proprietati ale subdiferentialei convexe cat si conditii pentru
obtinerea formulelor exacte de calcul a subdiferentialei sumei gi compunerii unor functii convexe.

3.1.3 Conjugarea si subdiferentiabilitatea functiilor subliniare.

Teorema 3.1.27 [17] Fie f : X — R o functie subliniara. Atunci
(a) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i)  f este subdiferentiabila in 0,
(ii) f este marginita inferior pe o vecinatate a originii,

(7it)  f este inferior semicontinua in 0.
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(b) Daca una dintre conditiile (), (i) sau (ii7) este indeplinita atunci

aar) () = f()-

(c) Fie x € X astfel incat f(x) este finita. Atunci

Of () = {2" € 0f(0) : (z%,2) = f(x)}. (3.3)

Aceasta teorema reprezintd elemetul cheie pentru obtinerea formulelor pentru subdiferentiala
masurilor de risc coerente, a se vedea [74, 88, 83, 84, 89].

3.2 Formule de conjugare si subdiferentiere pentru functii de risc con-
vexe descrise prin intermediul modelului de utilitate

Una dintre marile provocari ale analizei convexe este formularea conditiilor de optim pentru prob-
leme de optimizare, in particular si pentru problemele de optimizarea portofoliului avant drept functii de
scop masuri de risc convexe. Deoarece pentru aceaste clase de functii diferentiabilitatea (derivabilitatea)
nu este garantata, pentru caracterizarea optimalitatii este necesar sa utilizam formule de subdiferentiere,
a se vedea, de exemplu [32, 75, 81, 83, 84, 88].

In acest capitol abordam doua moduri diferite de obtinere a formulelor de conjugare si
subdiferentiere pentru functii de risc convexe. Pe de o parte obtinem rezultate intrebuitand tehnici de
calcul bazate pe teoria dualitatii iar pe de alta parte furnizam formule de subdiferentiere si conjugare
pentru o masura de risc generalizata, the Optimized Certainty Equivalent (OCE) descrisa prin intermediul
functiei de utilitate.

Pentru cercetarile facute in aceasta sectiune, adaptam definitia functiei de risc, ” Optimized Cer-
tainty Equivalent” introduse de Ben-Tal si Teboulle in [15], la contextul analizei convexe. Utilizarea
acestei noi masuri de risc generalizate are avantajul ca permite obtinerea formulelor pentru conjugarea si
subdiferentierea unor importante clase de functii de risc, prin simpla particularizare a functiei de utilitate.

Assumption Fie v : R — R o functie convexd proprie, descrescitoare si inferior semicontinud ce
satisface urmatoarele doud conditii de normalizare u(0) =0 gi —1 € Ju(0).

Avand ca punct de plecare modul de definire al masurii de risc, OCE din [16], definim pentru
p € [1,00] functia de risc geenralizata p,, : LP — R U {400}

pul(X) = inf A+ E(u(X + )}, (3.4)
Cele mai imporatante proprietati ale acestei functii de risc sunt sintetizate in urmatoarele
propozitii.

Propozitia 3.2.2 (A.R. Baias, D. Duca, [9]) Functia de risc generalizata p, : LP — R U {400},
definita prin relatia (3.4), este o masura de risc convexa (i.e. este convexa, monotona si cash-invarianta)
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cu expectanta marginita.

Propozitia 3.2.5 (A.R. Baias, D. Duca, [9]) Functia de risc geenralizata p, : L — RU{+o00}, definita
prin relatia (3.4) este monotona in raport cu dominanta stohastica de ordinul doi.

In cele ce urmeaza prezentam rezultate referitoare la obtinerea formulelor de conjugare si
subdiferentiere pentru masura de risc p,,.

Teorema 3.2.6 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Conjugata functiei p,, este functia p}, : (LP)* —
R, definita prin

E(u*(X*)), daca E(X*)= -1,

3.5
400, altfel. (3:5)

pL(X") = {

Inainte de a furniza formula pentru subdiferentiala functiei p,, obtinem, prin intermediul dualitatii
Lagrange, o conditie suficienta pe care functia de utilitate u trebuie sa o indeplineasca pentru a garanta
atingerea infimimului in definitia lui p,(X). Conform lui Ben-Tal i Teboulle, valoarea optima in definitia
(3.4) este atinsa pentru acele variabile aleatoare X € LP ce au ca suport un interval marginit si Inchis.
Diferit de abordarea lui Ben-Tal si Teboulle, conditia pe care o obtinem prin intermediul teoriei dualitatii,
asigura atingerea valorii optime in relatia (3.4), independent de modul de alegere al variabilei aleatoare.

Teorema 3.2.7 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Daca functia de recesiune a functiei de utilitate
u indeplinesgte conditia
{d € R : uxo(d) = —d} = {0}, (3.6)

atunci pentru orice X € LP exista A\(X) € R astfel incat
pu(X) = MX) + E(u(X + A(X))).

Teorema 3.2.8 (R.I. Bot, A.R. Fratean (Baias), [34]) Presupunand conditia (3.6) indeplinita. Fie
X € L? si fie A(X) € R elementul pentru care se atinge valoarea minima in definitia functiei de risc
pu(X). Atunci subdiferentiala functiei p,(X), este data de

Opu(X) = {X* € (IP)" : X*(w) € u(X (w) + M(X)) apt. we QEX") =—1}. (3.7)

Aceasta teorema poate fi demonstrata utilizand doud metode distincte, pe de o parte aplicand
rezultate din teoria dualitatii iar pe de alta parte aplicand rezultate referitoare la subdiferentiala functiei
valoare infimala.

In urmitoarele subsectiuni aratam cum pentru diferite moduri de alegere a functiei de utilitate
obtinem formulele de calcul aferente conjugarii si subdiferentiereii functiei de risc entropice si a functiei
pierdere maxima.
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3.2.1 Masura de risc entropica

Pornind de la functia de utilitate u; : R — R definita prin u(t) = exp(—t) — 1, obtinem functia
de risc entropicd py, : LP — R, definita prin

pur (X) = inf A+ Efexp(—X = ) — 1)},

sau echivalent p,, (X) = In(E(exp(—X))), a se vedea [14].
Utilizand conventia 01n(0) = 0 deducem pentru orice t* € R urméatoarea expresie a conjugatei
functiei u,
” —t*In(—t*) + t* + 1, daca t* <0,
uy(t) = <
400, daca t* > 0.

Aplicand, Teorema 3.2.6 obtinem urmatoarea formula pentru conjugata functiei de risc entropicé,

. (x*) = ~E(X*In(—X*)), daci X* <0, E(X*) = —1,
Pua ] oo, altfel.

Deoarece (u1)oo = 6[0,400), conditia (3.6) este indeplinita pentru orice X € LP, ceea ce implica atingerea
infimimului in defintia functiei de risc p,, (X). Fie deci A(X) = In(E(exp(—X)) atunci subdiferentiala
functiei entropice este data de

09y () = (T (00} = { S e},

3.2.2 Functia pierdere maxima

Alegand drept functie de utilitate, functia indicator uz = (9, 4.0), Obtinem prin intermediul relatiei
(3.4), functia pierdere maxima (the worst-case risk measure), py, : LP — R U {400}, definita prin

Puy (X) = )1\2}% A = —esinf X. (3.8)
X+A>0

Deoarece uj = §(_o0,0], aplicand Teorema 3.2.6 obtinem pentru X* € (LP)* conjugata

. o 0, daca X* <0, E(X*) = -1,
Py (X7) =
400, altfel.

Deoarece (u2)o0 = J[0,400), conditia (3.6) este evident indeplinita, ceea ce garanteaza pentru orice X € LP
existenta unui A\(X) real pentru care infimimul in definitia (3.8) este atins. Pentru esinf X = —oo, A\(X)
poate fi ales arbitrar in R, iar pentru esinf X € R, alegem A\(X) = — esinf X. Subdiferentiala functiei
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indicator, are expresia

0, dacd t <0,
Oua(t) = ¢ (—00,0], dacat=0,
{0}, daca t > 0,

ceea ce ne conduce, prin intermediul Teoremei 3.2.8, la urmatoarea relatie pentru subdiferentiala functiei
pierdere maxima.

X*(w) € (—00,0], daca X(w) = esinf X
Opuy(X) = ¢ X" € (LP)" 1 E(X™) = -1, T ,
Pua(X) { (%) (x%) X*(w) =0, dacd X (w) > esinf X
pentru orice X € LP cu esinf X € R. Pentru cazul in care esinf X = —oo avem 9py, (X) = 0.

3.3 Formule de conjugare si subdiferentiere pentru functii de risc con-
vexe descrise prin intermediul teoriei dualitatii

Din pacate, o mare parte a functiilor de risc, cu rol important in aplicatiile practice, nu pot fi
nici descrisa cu ajutorul unei functii de utilitate, gi nici inscrise in cadrul general al masurilor de risc
coerente, datorita lipsei unor proprietati matematice esentiale precum: pozitiv omogenitatea, monotonia
sau cash-invarianta.

In aceasti sectiune deducem formule de conjugare si subdiferentiere intrebuintind tehnici de
calcul bazate pe rezultate din analiza convexa si teoria dualitatii, pentru o serie de functii de risc cu rol
semnificativ in aplicatii practice precum: abaterea medie, abaterea medie generalizatata de ordinul p si
abaterea medie generalizata superioara\inferioara de ordinul p fata de o tinta data, 7. Ceea ce prezentam
aici este, de fapt, un algoritm ce poate fi aplicat cu succes atat functiilor de risc ce nu pot fi inscrise in
categora masurilor de risc coerente cat si functiilor de risc ce nu pot fi descrise prin intermediul modelelor
de utilitate. Pentru aceste categorii de functii singura abordare viabila pentru obtinerea reprezentarilor
duale si pentru caracterizarea conditiilor de optimalitate consta in aplicarea rationamentelor bazate pe
rezultate din analiza convexa si teoria dualitatii. Urmatoarea lema este de o reala importanta pentru
deducerea formulelor de conjugare si subdiferentiere pentru semideviatiile medii inferioare i superioare
de ordinul p.

Lema 3.3.1 (A.R. Baias, D.M. Nechita, [11]) Fie functia g : LP — R, definita prin g(X) = X_ si
respectiv functia h : LP — R, definita prin h(X) = X ;. Urmatoarele relatii de legatura intre functiile g
si h au loc:

(@) h(X) =g(=X) st g(X)=h(-X), VXelP
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Deoarece cele mai importante masuri de risc si deviatii de risc folosite in literatura de specialitate
nu pot fi descrise prin intermediul functiilor de utilitate, fiind definte prin intermediul normei || - |,
p € [1,00], dedicam o atentie deosebitda subdiferentiereii normei de ordinul p si respectiv abaterilor
inferioare gi superioare de ordinul p.

Propozitia 3.3.2 Fie functiile f_, f; : LP — R, definite prin f_ = ||X_||,, si respectiv fi = || X4|[,,
pentru p € [1,00]. Atunci obtinem urmatoarele formule pentru conjugatele si subdiferentialele functiilor

J- st fye

0, daca || X*[|; <1,X* >0,
* X* —

(@) JH(X) { 400, altfel;
0 daci | X*[|, < 1,X* <0
b * X* — 9 q I )

O { 400, altfel;
(©) Of s (x) = {(X*eL:|X*|, <1,X* >0}, dacd X =0,
YT AR e L0 | Xy S 1,XF 2 0,(X, X) = || Xy|lp}, daca X # 0
@) 9f_(x) = {(X*eL9:||X*|, <1,X* <0}, dacd X =0,
T X e L | Xy €1, XF <0,(XF, X)) = || X_|l,}, daca X #0.

3.3.1 Abaterea medie generalizata de ordinul p

Consideram functia de risc generalizatd p : LP — R, introdusi de Bot si Lorenz in [31], definiti
prin

p(X) = X — EQO)ls — E(X), VX € L7, (3.9)

unde p € [1,00] sia > 1.

Aceasta functie de risc convexa este una dintre masurile de risc cele mai renumite din literatura,
cu o gama larga de aplicatii practice. Diferite cazuri particulare ale acesteia au facut obiectul cercetarilor
matematice aparute intr-o serie de articole precum [31, 83, 84, 88, 89]. Pentru cazul a = p = 1 re-
descoperim in formula de mai sus, abaterea medie, in timp ce pentru p = 2 gi a = 1 obtinem abaterea
patratica medie.

In mod similar definim abaterea medie inferioari, p—  LP — R gi abaterea medie superioara,
p+ : LP — R de ordinul p astfel

p—(X) = [[(X = E(X))-|; —E(X), VX € L,a > 1,p € [1,00], (3.10)

gl respectiv
p1(X) = (X — E(X))4 ]2 — E(X), VX € I¥,a > 1,p € [1,0]. (3.11)

p— ia In considerare numai abaterea medie negativa. Din acest punct de vedere, p_ poate fi
consideratd o masurd de cuantificare a riscului de investitie. Prin urmare, studiul acstei masuri de risc
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si elaborarea unui aparat matematic riguros este o reala provocare pentru matematicieni si economisti
deopotriva. Cu toate aceastea abaterea medie inferioara p_, nu poate descrie imaginea de ansamblu a
intregii distributii de vreme ce neglijeaza abaterea medie superioara. Responsabila de descrierea acestui
aspect este functia de risc py. In cele ce urmeazi deducem atat formulele aferente functiilor conjugate cat
si formulele pentru subdiferentialele convexe ale abaterilor medii inferioare gi superioare. Pentru cazul
a = 1 mentionam urmatoarele rezultate.

Teorema 3.3.3 (A.R. Baias, D.M. Nechita, [11]) Fie p; : L? — R functia de risc definitd prin
p1(X) = [IX — E(X)]l, — E(X), ¥X € 17 5i p € [1, 0], (3.12)
Subdiferentiala functiei p; este

(14 X*—E(X*): X* € L, | X*||, < 1)}, daci X—E(X) =0,
(3.13)

Ip1(X) = {_1+1p (X_E(X))Z_E((X—E(X))Z)}}, altfel.
XXl

Observatia 3.3.4 (A.R. Baias, D.M. Nechita, [11]) Formula pentru subdiferentiala abaterii medii
a fost obtinutd de Rockafellar et all. in [83], dar numai in contextul spatiilor Hilbert, L2. Multimea
subgradientilor poarta aici denumirea de, invelitoare de risc si este notata prin Q. Relatia de legatura
intre invelitoarea de risc a lui Rockafellar si subdiferentiala functiei p1, este data de relatia

Q = —9p1(0).
Teorema 3.3.5 (A.R. Baias, D.M. Nechita, [11]) Fie functiile de risc p1_, p1, : L? — R definite prin
o1, (X) = (X — E(X))4llp — E(X), VX € 17, pe [1,00] (3.14)

i respectiv
p1_(X) = [[(X — E(X))_||, ~ E(X), VX € IP, p € [L,00], (3.15)

Atunci:
() subdiferentiala abaterii medii superioare p;, este

14X —E(X7): X" € L9, | X7, £ 1,X* 20},  daci X—E(X)=0,

Op1, 0= {—1+1p [(X—E(X)>+]5—E[<X—E<)0)+]5]}, alifel, (3.16)
|X—EX))+l5

(ii) subdiferentiala abaterii medii inferioare p;_ este
14+ X B : X" L9 [ XY, < 1,X° <0}, dach X ~E(X)=0,

o) = {—1+1p[E[(X—E@m_ﬁ—[(X—E(XD_]‘S}}, altfel. (3.17)
| XEX)) |17
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Observatia 3.3.7 (A.R. Baias, D.M. Nechita, [11]) Relatia de legatura dintre formulele de
subdiferentiere relative la abterile medii inferioare gi superioare si invelitorile de risc introduse de Rock-
afellar in [83] pot fi exprimate prin relatiile Q4 = —0p4(0) si respectiv Q_ = —dp_(0).

Prin Teorema 3.3.5, extindem studiul subdiferntiabilitatii abaterilor medii inferioare si superioare
la contextul spatiilor LP, p > 1. Rezultatele obtinute in [83, 84] fiind cazuri particulare ale acestei teoreme,
obtinute pentru p = q = 2.

Observatia 3.3.13 (A.R. Baias, D.M. Nechita, [11]) Pentru cazul a > 1, invelitoarea de risc a functiilor
generalizate p, p_ si p4 consta doar din singletonul {0}, ceea ce nu prezinta interes din punct de vedere

al aplicatiilor practice. Totusi subdiferentiala convexa a normei || poate fi calculata, prin intermediul

: H])

1 _a_
{x e ms oo x) = X + - I X v e

3.3.2 Abaterea medie superioara/inferioara de ordinul p, fata de o tinta data

Fie functia p,, : LP — R, abatere medie superioars de ordinul p, fata de o tinta data definita prin
pre(X) = [[(X = 7)1 [ — E(X), (3.18)

unde 7 € R este tinta data iar ¢ > 1. Similar putem defini functia abatere medie inferioara de ordinul p,
fata de tinta 7, p,_ : L? — R prin

pr(X) = [[(X = 7)_||% — E(X), Va > 1. (3.19)

Pentru cazul a = 1 obtinem abaterea medie clasica inferioara/superioara de ordinul p, fata de o
tinta data introduse in [88, 89].

Aga cum am argumentat deja, in cazul semideviatiilor medii inferioare gi superioare de or-
dinul p, descrise in sectiunea precedenta, suntem intresati si deducem reprezentiri duale si formule
de subdiferentiere atat pentru abaterea medie inferioara cat si pentru abaterea medie superioara.

Deoarece semideviatiile medii generalizate p,, si pr_ nu pot fi inscrise in categoria masurilor
de risc coerente (din cauza lipsei de pozitiv omogenitate) nu putem intrebuinta Teorema 3.1.27 pentru
deducerea formulelor de conjugare si subdiferentiere. Mai mult decat atat aceste functii de risc nu pot
fi descrise nici prin intermediul functiilor de utilitate, deci nici abordarea prezentata in Sectiunea 3.2
nu poate fi aplicata. In consecinta singura abordare posibila pentru obtinerea reprezentarilor duale gi
pentru caracterizarea conditiilor de optimalitate prin intermediul subdiferentialei convexe, raméane in
utilizarea tehnicilor de lucru bazate pe teoria dualitatii. Pentru cazul a = 1 rezultatele autoarei cu privire
la obtinerea formulelor de conjugare sunt urmaétoarele.

Teorema 3.3.18 (A.R. Baias, [7]) Fie p-,, : LV — R functia de risc definita prin

pTlJr(X) = H(X - T)+Hp _E(X)a VX € va
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unde p € [1,00). Atunci conjugata functjiei pri, este functia, pjl+ : L9 — R definita prin

TE(X*+1), daca || X*+1[|;<1,X*>-1
* (XY = ’ =50 =70 3.20
pﬁ+( ) { +00, altfel. (3.20)
Teorema 3.3.19 (A.R. Baias, [7]) Fie p;, : L? — R functia de risc definita prin
pr_(X) = (X = 7)-[lp —E(X), VX € L?,
unde p € [1,00). Atunci conjugata functiei p,, este functia pr, LT— R definita prin
—rE(X*+1), dacd [|X*+1],<1,X*<—1
(X)) = ’ =0 = 3.21
pr_(X7) { +o0, altfel. (3:21)

Pentru cazul a > 1 rezultatele autoarei cu privire la obtinerea formulelor de conjugare pentru
abaterile medii generalizate sunt urmatoarele.

Teorema 3.3.20(A.R. Baias, [7]) Fie pr,, : LV — R functia de risc definita prin
pros(X) = [[(X = 7)4[l; —E(X), VX € LP
unde p € [1,00) si @ > 1. Atunci conjugata functjiei Pr., este functia pju : LY — R definita prin

1 * ﬁ * s * _
ph(X*) = (a=D;(X*+1)||g7" +7E(X* +1), daca X* > -1, (3.22)
+ +00, altfel.

Teorema 3.3.21(A.R. Baias, [7]) Fie p,, : L? — R functia de risc definita prin
pro(X) = [(X = 7)-|[; - E(X), VX € L

unde p € [1,00) si @ > 1. Atunci conjugata functiei p;, este functia p; —: L7 — R definita prin

(X7 = { (a - DIIE(X* +1))3" — 7E(X* +1), dack X* < —1, (3.23)

~+00, altfel.

Utilizand formulele de conjugare ale abaterilor medii inferioare gi superioare de ordinul p, fata
de o tinta data, deducem si caracterizarile duale ale acestor functii de risc. Reprezentarile duale sunt
obtinute ca si o consecinta a aplicarii Teoremei Fenchel-Moreau, deoarece atat p,, cat si pr_ sunt functii
convexe proprii si inferior semicontinue.

In ceea ce priveste subdiferetiabilitatea abaterii inferioare gi superioare de ordinul p fatd de o
tinta data 7 am obtinut urmatoarele rezultate.
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Teorema 3.3.23 (A.R. Baias, [7]) Fie pr, ,pr, : LP — R functiile de risc definite prin
pr (X) = (X = 7)¢ll, —E(X), VX € LP, pell,o0), (3.24)

i respectiv
pr_(X) = (X —7)_|l, —E(X), VX € LP,p € [1,00). (3.25)

Atunci:
(i) subdiferentiala convexa a lui p;,, este data de

{X*—1:X*e L9 || X", <1,X*>0}, daca X =,

(x) = R 2
op 1+( ) {((X)-F)Z_l , daca X # T; (3 6)
(X=7)+I7

(ii) subdiferentiala convexa a lui p;,  este data de

{X*—1: X" e L9 X", <1,X* <0}, daca X =,

Dpry_(X) = { (x-n) )} (3.27)

Eg—l ) daca X # 1.
q
p

3.4 O aplicatie - Functia valoare de risc conditionata (CVaR)

3.4.1 Definitie si interpretare economica

Doua dintre cele mai uzuale masuri de risc sunt functia valoare de risc (VaR) si functia valoare
de risc conditionata (CVaR).

VaR-ul reprezinta pierderea estimata a unui portofoliu de instrumente financiare pe un orizont
fix de timp. Utilizarea acestui indicator implica alegerea arbitrara a doi parametri: orizontul de timp si
nivelul de relevanta.

Definitia 3.4.1 [84] Functia valoare de risc a pierderilor asociate deciziei descrise de variabiala aleatoare
X, pentru nivelul g € (0,1), are expresia

VaRg(X) = —inf{a : P(X < a) > S}

Din nefericire functia valoare de risc nu este convexa, fapt ce o face indezirabila din punc de vedere
al optimizarii matematice. O masura de risc alternativa cu bune proprietati matematice, ce apare ca
o extindere a functiei valoare de risc, este functia valoare de risc conditionati. Spre deosebire de VaR,
CVaR-ul, cuantifica si pierderile situate la sfarsitul curbei de distributie, adica acele pierderi ce depasesc
valoarea de risc.

Pe langa bune prorietati matematice (a se vedea [2]) functia valoare de risc conditionata prezinta
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si un uimitor avantaj computational, fiind definita prin
. 1
CVaRg(X) := inf {77 + -E[(X + n)]} . (3.28)
neRr B
Functia valoare de risc conditionata a fost extinsa in diferite directii in trecut. Una dintre cele

mai importante generalizari ale acesteia, fiind data de Liithi si Doege, in [65]. Functia valoare de risc
generalizata (GCVaR) pastreza atat avantajul computational cat si abilitatea de a gestiona riscurile

extreme. .
GCVaRg (X) := inf n+ =E[(X + n)_]} ,
neR B
E[(X+n)-]<!

unde [ > 0 este un parametru fixat iar 5 € (0, 1) reprezinta nivelul de relevanta.

Observatia 3.4.3 Alegand | > E[(X + nyqr)-] in definitia GCVaR-ului obtinem functia valore de risc
conditionata in timp ce pentru [ = 0 se obtine functia pierdere maxima (the worst case risc measure) i.e.

GCVaRgy = — esinf X = Max Loss.

In cele ce urmeazi furnizim formule pentru conjugata si subdiferentiala functiei valoare de risc
conditionata atat prin intermediul teoriei dualitatii cat si prin intermediul modelului de utilitate dezvoltat
in Sectiunea 3.2.

3.4.2 Formule de conjugare si subdiferentiere pentru functia CVaR descrise prin
intermediul teoriei dualitatii

In acest paragraf obtinem mai intai formulele pentru conjugata si subdiferentiala masurii de risc
generalizate, GCVaR.

Teorema 3.4.4 (A.R. Baias, [6]) Fie GCVaRg;: LP - R, unde p > 1,1>0si 8 € (0,1) functia de
risc definita prin

1
GCVaRg (X) = inf {77 + EIX + n)-]} . (3.29)
E[(X+y)-]<t

Atunci conjugata functie GCVaR, este functia GCVaREJ : L9 — R, definiti prin

—lmin{0, esinf(X* + §)}, daci E(X*)=-1,X* <0,

(3.30)
400, altfel.

GCVaRY (X*) = {

Particularizand acest rezultat pentru I = 0 si respectiv pentru ! > E[(X + ny4r)—] obtinem formulele de
conjugare aferente functiei pierdere maxima si functiei valoare de risc conditionata (CVaR).

Corolar 3.4.5 (A.R. Baias, [6]) Fie functia de risc Max Loss : L? — R, p > 1 definita prin

Max Loss := — esinf X.
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Atunci conjugata functiei Max Loss este functia Max Loss* : L9 — R, definita prin

Max Loss*(X™) =

= * — * <
{ 0, daci E(X*)=—1, X* <0, (331)

400, altfel,

Corolar 3.4.6 (A.R. Baias, [6]) Fie 3€(0,1) si fie functia de risc CVaRg : LP — R, p >1 definitd prin
relatia (3.28). Atunci conjugata functiei CVaR este functia CVaRj : LY — R, definits prin

CVaR}(X*) =

0 dacd E(X*)=—-1, X*<0,(X*+1)>0
{, ack E(X") = —1, X* < 0,(X" +§) >0, (32)

B
400, altfel .

Teorema 3.4.7 (A.R. Baias, [6]) Fie 3€(0,1) si fie CVaRg : L? — R, p >1 functia de risc definita
prin relatia (3.28). Atunci subdiferentiala functiei CVaRg este data de

X*(w)=—-1/p8, daca X (w) <—VaRs(X)
0CVaRg(X) =¢ X" e LT:E(X™) = -1, X*(w)€[-1/B,0], daca X(w) =—VaRg(X), . (3.33)
X*(w) =0, daca X (w) >—VaRg(X)

3.4.3 Formule de conjugare si subdiferentiere pentru functia CVaR descrise prin
intermediul modelului de utilitate

Fie 72 < —1 <1 <03 fie u : R — R functia de utilitate definita prin

t, dacat <0
u(t) = { 2 dack1<0,
v1t, dacat > 0.

Obtinem in baza relatie (3.4) functia de risc p, : LP — R, definita prin

pu(X) = ;ré]%{)\ +NMEX + N4 — REX +A)-}

Se observa cu usurinta ca pentru 73 = 0 si 72 = —1/8, obtinem expresia functiei valoare de risc
conditionata.
Deoarece u* = 0|y, .,], In baza Teoremei 3.2.6 obtinem pentru conjugata lui p,, urmétoarea

expresie
0, dacd v < X* <1, E(X*) = —1,
400, altfel.

pu(X7) = {
Astfel, pentru orice X* € L? conjugata functie CVaR este functia CVaRE : L9 — R definita prin

0, daci — 5 < X* <0,E(X*) = —1,

CVaRj(X™) =
aRs(X7) {—i—oo, altfel.
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Pentru orice d € R, functia de recesiune a lui u este

~vod, daca d <0,
(W)oo(d) =¢ 0, dacd d=0,
v1d, daca d >0,

ceea ce asiguri indeplinirea conditiei (3.6). Deci pentru fiecare X € LP exista A\(X) = VaR(X) astfel incat
pu(X) = MX) + E(X + A(X)): — 2E(X 4+ A(X))_. Subdiferentiala functiei de utilitate are expresia

{712}, dacat<0,
8u(t) = [’)/2, ’}/1], daca t = 0,
{m}, dacat>D0,

ceea ce ne conduce, in baza Teorem 3.2.8, la expresia subdiferentialei functiei CVaR data de relatia
(3.33).



Capitolul 4

Teoreme de prelungire ale operatorilor
multivoci

4.1 Motivatia

In capitolul 4 obtinem pe de o parte rezultate de prelungire a operatorilor liniari si continui
dominati de operatori multivoci convecsi, in contextul spatiilor Frechet iar pe de alta parte extindem la
contextul opeatorilor multivoci, teoremele lui Hahn de prelungire a functionalelor liniare si continue.

Unele dintre rezultatele cele mai importante ale analizei functionale cu o larga aplicabilitate in
toate domeniile importante ale matematicii sunt teoremele de tip Hahn-Banach. Generalizari ale acestor
teoreme au fost dezvoltate in diferite directii in trecut, a se vedea [38, 42, 63, 91, 100, 101, 70, 71, 94, 99].
Multe dintre aceste generalizari, chiar pur algebrice, contin o serie de greseli, dupa cum arata Zalinescu in
[98], ceea ce lasa loc unor noi cercetari in domeniu. Din nefericire marea majoritate a acestor generalizari
s-au realizat numai in contextul spatiilor liniare, pentru contextul spatiilor liniare topologice putem aminti
doar, [19] si [44].

In aceast sectiune, ne propunem sa umplem golurile existente in literatura de specialitate pentru
aceasta directie de cercetare prin obtinerea unor teoreme de prelungire a operatorilor liniari gi continui
dominti de operatori multivoci, in ipoteze de convexitate si conditii de tip interior generalizat.

4.2 Spatii partial ordonate

In aceasts sectiune descriem cadrul general de lucru pentru prezentul capitol. Astfel:
— X si Y sunt spatii Fréchet
— K C Y este un con punctat, convex, inchis, normal cu int K # ()

— spatiul Y este complet ordonat fie in raport cu relatia de ordine tare indusa de conul K,

y2 > y1 daca y2 —y1 € K, Vy1,y2 € ),

30
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fie in raport cu relatia de ordine slaba indusa de int K

y2 >y daca yo —y1 € int K, Yy, y2 € V.

Sectiunea se incheie cu o prezentare detaliatd a celor mai importante prorietati ale spatiilor topologice
ordonate in raport cu relatii de ordine induse de conuri.

4.3 Preliminarii pentru analiza operatorilor multivoci

Aceasta sectiune este dedicata prezentarii celor mai importante definitii gi proprietati referitoare
la operatori multivoci. Reamintim aici definitiile conceptelor de: operator multivoc convex, operator
multivoc K convex, opertaor multivoc strict, proces convex i operator multivoc inferior semicontinuu.

Similar cu modul de definire a normei unui operator liniar si continuu definim norma unui proces
convex inchis A prin

d(0, A
Al ;= sup 7(0’ (z)) = sup inf M
x€Dom A HQ:H z€Dom A UEA(z) ||.%’H

Ca si lucrari de referinta in acest domeniu mentionam [3, 21, 76, 78, 92].

4.4 Teoreme de prelungire a operatorilor liniari si continui dominati
de operatori multivoci

In aceasti sectiune obtinem teoreme de prelungire a operatorilor liniari si continui dominatii de
operatori multivoci convecsi, In ipoteze de interior generalizat. Cadrul de lucru descris in sectiunea 4.2
va fi valabil pentru toate rationamentele si rezultatele obtinute in aceasta sectiune.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este dat de urmatoarea teorema.

Teorema 4.4.3 (A.R. Baias, [8]) Fie A : X = ) un operator multivoc convex. Daca
0 € sqri(Dom(A))  si (4.1)
A(0) >0 (i.e. Yy € A(0) avem y > 0). (4.2)
Atunci existd un operator liniar si continuu 7' : X — ) astfel incat
T(x) < A(z), Vo € DomA. (4.3)

Observatia 4.4.4 (A.R. Baias, [8]) Daca spatiul X’ este inzestrat cu cea mai find topologie convexa
atunci pentru un operator multivoc A : X = Y, urmatoarele conditii sunt echivalente

(a) A este inferior semicontinuu in 0;

(b) 0 € core(Dom(A));
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(¢) 0 € sqri(Dom(A)) N qi(Dom(A)).

Echivalenta dintre conditiile (a) si (b) rezulta din [19, Proposition 2.1, (d)] in timp ce echivalenta
dintre conditiile (b) si (c) este o simpla consecinta a definitiilor conceptelor de cvasi-interior si cvasi-relativ
interior tare.

Pentru a ilustra aplicabilitatea Teoremei 4.4.3 prin comparatie cu conditiile prezentate in

observatia 4.4.5 consideram urmatorul exemplu.

Exemplul 4.4.7 (A.R. Baias, [8])

Fie spatiul Fréchet ¢2(N) si fie X = {(zn)n € N € £2 : 29, 1 + 29, = 0,Vn € N}, un subspatiu
liniar inchis al lui £2(N).

Definim functia multivoca A : £2(N) = R prin

{0}, daci z € X,
A =
(z) { 0,  altfel.

Se verificd cu usurintd ci A este un operator multivoc convex cu DomA = X. Deoarece
cone(DomA) = X # (? conditia (4.1) este indeplinitd si Teorema 4.4.3 poate fi aplicatia. Pe de alta
parte 0 ¢ core(Dom A), ceea ce face imposibila aplicarea rezultatelor similare bazate pe conditii de tip

interior algebric.

Teorema 4.4.8 (Teorema de tip sandwich)(A.R. Baias, [8]) Fie A1, Ay : X = Y doi operatori multivoci
convecsi, cu
0 € sqri(Dom A1 — Dom Ag).

Daca
Ao(z) < Ai(z), Vo e X, (4.4)

atunci exista un operator liniar continuu 7' : X — Y si exista yg € ) astfel incat

Ao(z) <T(z) —yo < Ai(z), VreX.

Observatia 4.4.9 (A.R. Baias, [8]) Teorema 4.4.3 poate fi obtinuta din Teorema 4.4.8 alegand
Gr(A;1) = Gr(A) st Gr(Ag) = 0.

In cele ce urmeazd descriem cadrul de lucru pentru obtinere rezultatelor referitoare la multipli-
catori Lagrange.

Assumption Fie X,), Z spatii Fréchet, cu Y complet ordonat in raport cu relatia de ordine tare indusa
de conul K si fie operatorii multivoci A : X = ) si respectiv' : X = Z.
Consideram urmdtoarea problemda de optimizare

P, inf A(x).
(F) oel?(x) (@)
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Teorema 4.4.11 (Multiplicatori Lagrange)(A.R. Baias, [8]) Pentru problema de optimizare (P, ) con-
sideram operatorul multivoc ® : Z = ), definit prin

B(z) = (AoT7 Y (2) = {A(z) : z € ()}

Daca operatorul ® este convex si 0 € sqri(Dom(®)), atunci pentru fiecare u, solutie a problemei (Py),
exista un operator liniar si continuu 7' : Z — ) astfel incat

pu<Az)+ (Tol)(z), VrelX. (4.5)

4.5 Subgradienti pentru operatori multivoci

Una dintre cele mai importante directii de cercetare ale analizei nenetede consta in obtinerea
unor conditii suficiente care sa garanteze existenta subgradientilor pentru operatori multivoci. Printre
rezultatele de marca ale acestui domeniu mentionam [19, 38, 39, 58, 71, 94].

Pentru o prezentare detaliatd a notiunilor de subdiferentiabilitate pentru functii vectoriale si
operatori multivoci mentionam cartile lui Mordukhovich [67, 68], care pot fi considerate piatra de temelie
a analizei nenetede.

4.5.1 Notiuni generale, definitii si notatii
incepem aceasta sectiune cu o prezentare detaliata a principalelor notiuni de subgradienti.

Definitia 4.5.1 [19] Fie A : X =% ) un operator multivoc. Consideram xy € Dom(A) si yo € Y astfel
incat yo < A(zp). Un operator liniar si continuu 7' : X — ) se numeste subgradient tare in sensul lui
Borwein al opratorului multivoc A in punctul (xo,yo) daca

T(x —x0) < A(z) —yo, Vo &€ Dom(A).

Multimea subgradientilor tari in sensul lui Borwein ai opratorului multivoc A in punctul (xg, yo)

este notata prin 853_5/\(:@).

Definitia 4.5.2 [58] Fie A : X = Y un operator multivoc si fie 9 € Dom(A). Un operator liniar si
continuu 7" : X — ) se numegte subgradient tare al lui A In puntul xy daca

T(x —z0) < A(x) — A(zg), Vo € Dom(A)\ {zo}.
Multimea subgradientilor tari ai opratorului multivoc A in punctul zy este notati prin O°A(zg).

Tot aici prezentam gi cateva notiuni referitoare la conceptul de subgradient slab al unui operator
multivoc. Degi multe dintre aceste notiuni au fost introduse in contextul spatiilor liniare, extindem si
generalizam aceste notiuni la contextul spatiilor vectoriale topologice.
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4.5.2 Teoreme de existenta pentru subgradienti

In acest paragraf furnizam atat rezultate de existenta pentru conceptul de subgradient tare in
sensul lui Borwein cat i pentru conceptul de subgradient tare. Cele mai importante rezultate ale acestei
sectiuni sunt amintite in cele ce urmeaza.

Teorema 4.5.7 (A.R. Baias, [8]) Fie A : X = ) un operator multivoc convex si fie zg € sqri(Dom(A)).
Daca exista yo € Y astfel incat yo < A(zp) atunci Bﬁ)*SA(xo) este nevida.

Teorema 4.5.8 (A.R. Baias, [§]) Fie A : X =% ) un operator multivoc convex si fie xg € Dom(A) astfel
incat zo € sqri(Dom(A)). Atunci 9°A(zo) este nevida.

Ipoteza de convexitate din teorema precedenta poate fi relaxata cu ugurinta, dupa cum vom vedea

In cele ce urmeza.

Teorema 4.5.9 (A.R. Baias, [8]) Fie A : X = ) un operator multivoc si fie 29 € Dom(A). Daca exista
un operator multivoc convex I' : X = ) astfel incat

0 € sqri(Dom(I")), I'(0) > 0 si (4.6)
A(z) — A(zg) C T'(z — o) pentru orice z € X'\ {zo}, (4.7)
atunci 9°A(zo) este nevida.

Teorema 4.5.9 are loc si daca Inlocuim operatorul multivoc I' cu derivata contingenta a lui A.

Observatia 4.5.11 (A.R. Baias, [8]) Aceste teoreme imbunatitesc rezultatele obtinute de E.
Hernéndez, si L. Rodriguez-Martin in [58].

4.6 Teoreme de prelungire pentru procese convexe inchise

In aceast& sectiune obtinem teoreme de prelungire pentru procese convexe inchise in spatii nor-
mate, cu conservarea normei. Drept consecintéd furnizam rezultate pentru caracterizarea elementelor de
cea mai buna aproximare, in spatii normate, prin intermediul conurilor convexe inchise, utilizand procese
convexe.

Teoremele lui Hahn de prelungire a functionalelor liniare si continue sunt extinse la cazul multivoc

prin urmatoarele rezultate.

Teorema 4.6.1 (A.R. Baias, T. Trif, [12]) Fie X un spatiu normat, Ay un subspatiu liniar al lui X, si
fie I'g : Xy = R un proces convex inchis astfel incat

DomTg =Xy si ||To| < oc. (4.8)

Atunci existd un proces convex inchis I' : X = R ce satisface urméatoarele proprietati:
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(1) DomI'=X i |T]| = 1;
(17) I'(x) = T'o(x) pentru orice x € Xp;
(#2) [IT[| = [IToll-

Teorema 4.6.2 (A.R. Baias, T. Trif, [12]) Fie X un spatiu normat, K un con convex inschis din X si
fie xg € X'\ Ko, cu dg := d(zo, Ko) = infzek, ||r — zo||. Atunci exista un proces convex inchis I' : X =2 R,
ce satisface urmatoarele proprietati:

(1) DomT' =X i |T'|| = 1;
(74) minI'(z) = 0 pentru orice x € Ko;
(i4) minT(zo) = do.

Ca si o consecinta a acestei teoreme obtinem urmatoarea teorema de caracterizare a elemetelor
de cea mai buna aproximare.

Teorema 4.6.3 (A.R. Baias, T. Trif, [12]) Fie X un spatiu normat, Ky un con convex inchis din X,
g € X'\ Ko si fie yo € Ko. Atunci yo € prg, (7o) daca si numai daca exista un proces convex inchis
I': X = R, cu urmatoarele proprietati:

(1) DomT' =X i [|T'|| = 1;
(#7) minI'(z) = 0 pentru orice x € Ko;

(443) minT (z) = |0 — vol|-
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