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Introducere

Aceast¼a lucrare prezint¼a în prima parte câteva construçtii algebrice (inele grupale,

extinderi triviale şi extinderi Dorroh), tratate din punct de vedere categorial şi

topologic, respectiv, în a doua parte, câteva construçtii algebrice din aritmetica

numerelor fuzzy.

Capitolul 1. Extinderi de inele. În acest capitol am prezentat unele propriet¼a̧ti
algebrice şi categoriale ale unor extinderi de inele şi este structurat astfel:

1.1. Inele grupale. În acest paragraf am prezentat, pe lâng¼a unele no̧tiuni şi

rezultate de baz¼a din teoria inelelor grupale şi unele rezultate noi. Astfel am introdus

aici categoria RngGrp (care are ca obiecte tripletele de forma (R;G; �) ; unde R este

un inel cu unitate, G este un grup, iar � : G! AutR este un mor�sm de grupuri);

functorul covariant F : RngGrp ! Rng; care asociaz¼a tripletului (R;G; �) inelul

grupal strâmb R �� G şi am demonstrat c¼a acest functor are un adjunct la dreapta

(Teorema 1.1.4): Tot aici am demonstrat c¼a bifunctorul Hc : Rngc�Ab ! Rngc;

(care asociaz¼a inelului comutativ cu unitate R şi grupului comutativ G; inelul grupal

R [G]) are un adjunct la dreapta (Teorema 1.1.7):

1.2. Extinderi ale inelelor comutative. În acest paragraf am tratat extin-

derile triviale din punct de vedere categorial. Astfel, am introdus aici, proprietatea

de universalitate a extinderii triviale RnM (Teorema 1.2.1) şi conseciņtele acesteia

(Corolarul 1.2.2, Propozi̧tia 1.2.4), rezultate care faciliteaz¼a construçtiile categoriale

prezentate în acest paragraf. Tot aici am caracterizat grupul de unit¼a̧ti al produsului

semidirect R �M (Propozi̧tia 1.2.9).

1.3. Produse semidirecte generalizate. Ca şi o generalizare a celor prezen-
tate în paragraful anterior, am introdus aici inelul R n��M (numit (�; �)�produsul

semidirect dintre un inel R şi un R-modul M) şi am studiat unele propriet¼a̧ti alge-

brice şi categoriale ale acestuia. Astfel, am caracterizat grupul de unit¼a̧ti al acestui

inel, am dat proprietatea de universalitate şi am f¼acut unele construçtii categoriale.

De asemenea, tot aici, am studiat unele propriet¼a̧ti topologice, şi anume, problema



INTRODUCERE iv

extinderii normelor de pe R şi M pe (�; �)�produsul semidirect Rn��M .

Capitolul 2:Extinderi Dorroh. În acest capitol al lucr¼arii, am prezentat, pe lâng¼a
unele propriet¼a̧ti de baz¼a ale extinderilor Dorroh şi câteva contribu̧tii originale, legate

de aceast¼a construçtie. Astfel, am introdus aici (pentru simpli�carea expunerii)

dou¼a no̧tiuni, şi anume, cea de pereche Dorroh şi cea de D-mor�sm, proprietatea de
universalitate a acestui inel (Teorema 2.1.6) şi conseciņta acesteia (Corolarul 2.1.8),

no̧tiuni şi rezultate utile în construçtiile categoriale ce urmeaz¼a. Tot aici, am descris

acele inele, care se pot exprima ca şi o anume extindere Dorroh (Teoremele 2.1.10

şi 2.1.11), am caracterizat grupul de unit¼a̧ti al inelului R on M (Teorema 2.3.2) şi

am construit functorul "extindere Dorroh" (D : D! Rng) ; ar¼atând c¼a acesta are

un adjunct la dreapta (Teorema 2.2.1) şi comut¼a cu produsele directe şi cu limitele

inverse (Propozi̧tiile 2.2.2 şi 2.2.3).

Capitolul 3: Numere fuzzy. Generalit¼a̧ti. În acest capitol am prezentat

de�ni̧tia şi unele propriet¼a̧ti de baz¼a ale numerelor fuzzy, precum şi unele reprezen-

t¼ari ale acestora. Astfel, pe lâng¼a binecunoscuta reprezentare LU, am introdus şi

câteva reprezent¼ari noi, ale numerelor fuzzy: reprezentarea multivoc¼a, reprezentarea

CE (core ecart) şi reprezentarea MCE (middle-core ecart). Reprezent¼arile CE şi

MCE faciliteaz¼a construçtia unor noi opera̧tii cu numere fuzzy, opera̧tii prezentate

în capitolele urm¼atoare.

Capitolul 4: Produse de tip Dorroh pe muļtimea numerelor fuzzy. Ca şi
o aplica̧tie a extinderilor Dorroh, am introdus aici o nou¼a structur¼a algebric¼a pe

muļtimea numerelor fuzzy şi am studiat unele propriet¼a̧ti ale acesteia. Folosind

reprezentarea CE a numerelor fuzzy, am introdus un nou produs (notat cu " ~ ")
pe muļtimea numerelor fuzzy, produs care se bazeaz¼a pe extinderea Dorroh, a unui

semiinel printr-un semimodul. Astfel, (F+;+;~) este un semiinel (Teorema 4.2.1),
unde F+ este muļtimea numerelor fuzzy cu nucleul pozitiv. Ca şi o particularizare a

acestei construçtii generale, am ob̧tinut un produs nou, produs pe care l-am numit

"produsul Dorroh". De asemenea, am construit o rela̧tie de echivaleņt¼a, compatibil¼a

cu suma şi cu produsul Dorroh (Propozi̧tia 4.3.2 şi Teorema 4.3.7).

Capitolul 5: Produse complet distributive pe muļtimea numerelor fuzzy.
În acest capitol, folosind reprezentarea MCE a numerelor fuzzy, am introdus dou¼a

produse noi pe muļtimea numerelor fuzzy, produse care sunt complet distributive

fa̧t¼a de adunare. Astfel, în Teorema 5.1.1, am ar¼atat c¼a (Fc;+;�) este un semiinel
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comutativ cu unitate, iar (Fc;+;�) este un semiinel comutativ. Tot aici, am intro-

dus şi un nou produs cu scalari (care pentru un scalar pozitiv coincide cu produsul

cu scalari uzual) şi care, pe lâng¼a propriet¼a̧tile obi̧snuite, are o proprietate nou¼a

(Propozi̧tia 5.1.8.5): Pentru a de�ni structura topologic¼a a multimii Fc; am intro-

dus patru tipuri de norme şi o nou¼a metric¼a pe muļtimea Fc: Propriet¼a̧tile acestora

le-am dat în Propozi̧tia 5.2.1, Teorema 5.2.2 şi Propozi̧tia 5.2.3. În ultimul para-

graf al acestui capitol, am prezentat câteva funçtii elementare, de�nite pe muļtimea

numerelor fuzzy, construçtia acestora �ind posibil¼a (în aceast¼a form¼a), datorit¼a uti-

liz¼arii reprezent¼arii MCE şi a produsului �:

Capitolul 6: Grupuri topologice pe muļtimi cât de numere fuzzy. A.M.
Bica a construit în [11] dou¼a grupuri abeliene izomorfe, de�nite pe muļtimi cât de

numere fuzzy unimodale, care au p¼aŗtile laterale strict monotone şi continue. În

acest capitol din lucrare, am extins rezultatele din [11], la o clas¼a mai larg¼a de

numere fuzzy, ad¼augând şi o structur¼a topologic¼a. De asemenea, am caracterizat

grupurile cât construite, folosind muļtimea BVC [0; 1] a funçtiilor continue şi cu

varia̧tie m¼arginit¼a, de�nite pe [0; 1] :

În încheiere, doresc s¼a muļtumesc îndrum¼atorului ştiiņti�c, d-lui Prof. Dr. Ioan

Purdea pentru sprijinul acordat în elaborarea acestei lucr¼ari. De asemenea, doresc

s¼a aduc muļtumiri şi Colectivului de Algebr¼a de la Universitatea "Babeş�Bolyai"

din Cluj Napoca.
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categoriale
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Capitolul 1

Extinderi de inele

1.1 Inele grupale

Pe tot parcursul paragrafului, prin inel vom îņtelege un inel asociativ cu unitate iar

prin mor�sm de inele vom îņtelege mor�sm unitar.

1.1.1 Inele grupale strâmbe

Fie R un inel, G un grup şi � : G ! AutR un mor�sm de grupuri. Pentru �ecare

g 2 G şi r 2 R; not¼am � (g) (r)
not:
= rg:

Inelul grupal strâmb R �� G (vezi [75],[67]) se de�neşte ca �ind R-modulul

stâng liber, cu baza G; cu produsul de�nit distributiv, pe baza rela̧tiei:

(r1g1) � (r2g2) = r1rg12 g1g2 ;

pentru �ecare r1; r2 2 R şi g1; g2 2 G:

Teorema 1.1.1 ([75], [67]) Fie R un inel, G un grup şi � : G! AutR un mor�sm

de grupuri. Atunci, pentru orice inel A; pentru orice mor�sm de inele ' : R ! A

şi pentru orice mor�sm de grupuri f : G !U(A) ; exist¼a un unic mor�sm de inele

� : R �� G ! A; astfel încât � (r) = ' (r) ; pentru orice r 2 R şi � (g) = f (g)

pentru orice g 2 G dac¼a şi numai dac¼a

' (rg) = f (g) � ' (r) � (f (g))�1

pentru orice r 2 R şi pentru orice g 2 G:

2
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Corolarul 1.1.2 [38] Fie ' : R ! R0 un mor�sm de inele şi f : G ! G0 un

mor�sm de grupuri. Dac¼a � : G ! AutR şi �0 : G0 ! AutR0 sunt dou¼a mor�sme

de grupuri, astfel încât diagramele

R
' - R0

R

�(g)

?
' - R0

(�0�f)(g)

?

(1.1)

s¼a �e comutative (i.e., (�0 � f) (g) � ' = ' � � (g)) pentru �ecare g 2 G; atunci apli-
caţia

�
not:
= ('; f) : R �� G �! R0 ��0 G0

nP
i=1

ri gi 7�!
nP
i=1

' (ri) f (gi)

este unicul mor�sm de inele care extinde pe ' şi f:

Corolarul 1.1.3 (1) [38] Fie R un inel, G şi G0 dou¼a grupuri, iar f : G ! G0,

� : G! AutR şi �0 : G0 ! AutR mor�sme de grup, astfel încât

G
f - G0

AutR

�0
�

� - �0 � f = �;

�
sau echivalent, rf(g) = rg; pentru �ecare g 2 G şi r 2 R

�
: Atunci aplicaţia

f : R �� G �! R ��0 G0
nP
i=1

ri gi 7�!
nP
i=1

ri f (gi)

este unicul mor�sm de inele care-l extinde pe f:

(2) [38] Fie G un grup, R şi R0 dou¼a inele, ' : R ! R0 un mor�sm de inele,

� : G! AutR şi �0 : G! AutR0 dou¼a mor�sme de grup, astfel încât

R
' - R0

R

�(g)

?
' - R0

�0(g)

?

�0 (g) � ' = ' � � (g) ; pentru �ecare g 2 G
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(sau echivalent, ' (rg) = ' (r)g ; pentru �ecare g 2 G şi r 2 R) : Atunci apli-
caţia

' : R �� G �! R0 ��0 G
nP
i=1

ri gi 7�!
nP
i=1

' (ri) gi

este unicul mor�sm de inele care-l extinde pe ':

Rezultatele anterioare ne permit construçtia unor categorii pe care le de�nim

mai jos.

1. Categoria GrpR; unde R este un inel �xat, are ca obiecte perechi (G; �) ;

unde G este un grup şi � : G ! AutR este un mor�sm de grupuri. Dac¼a

(G; �) ; (G0; �0) sunt dou¼a obiecte din aceast¼a categorie,

HomGrpR ((G; �) ; (G
0; �0)) = ff 2 HomGrp (G;G

0) : �0 � f = �g

compunerea mor�smelor �ind compunerea mor�smelor de grupuri.

2. Categoria RngG, unde G este un grup �xat, are ca obiecte perechi (R; �)

unde R este un inel şi � : G ! AutR este un mor�sm de grupuri. Dac¼a

(R; �) ; (R0; �0) sunt dou¼a obiecte din aceast¼a categorie, atunci muļtimea mor-

�smelor HomRngG ((R; �) ; (R
0; �0)) este

f' 2 HomRng (R;R
0) : �0 (g) � ' = ' � � (g) ; 8 g 2 Gg ;

iar compunerea mor�smelor este compunerea mor�smelor de inele.

3. Categoria RngGrp construit¼a astfel:

� clasa obiectelor este format¼a din triplete (R;G; �) ; unde R este un inel,
G este un grup, iar � : G! AutR este un mor�sm de grupuri;

� muļtimea mor�smelor HomRngGrp ((R;G; �) ; (R
0; G0; �0)) este format¼a din

perechile ('; f) ; unde ' : R! R0 este un mor�sm de inele şi f : G! G0

este un mor�sm de grupuri, pentru care (�0 � f) (g)�' = '�� (g) ; pentru
�ecare g 2 G;

� dac¼a

('; f) 2 HomRngGrp ((R;G; �) ; (R
0; G0; �0))

('0; f 0) 2 HomRngGrp ((R
0; G0; �0) ; (R00; G00; �00))

atunci

('0; f 0) � ('; f) = ('0 � '; f 0 � f) 2 HomRngGrp ((R;G; �) ; (R
00; G00; �00)) :
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Costruim în continuare câ̧tiva functori covariaņti între categoriile de�nite ante-

rior:

1. Dac¼a R este un inel �xat, de�nim functorul covariant IR : GrpR ! RngGrp

astfel
(G; �) - IR (G; �) = (R;G; �)

(G0; �)

f

?
- IR (G

0; �) = (R;G0; �)

IR(f)=(idR;f)

?

2. Dac¼a G este un grup �xat, de�nim functorul covariant IG : RngG ! RngGrp

prin
(R; �) - IG (R; �) = (R;G; �)

(R0; �)

'

?
- IG (R

0; �) = (R0; G; �)

IG(')=(';idG)

?

3. Conform Corolarului 1:1:2, putem construi functorul covariant F : RngGrp!
Rng prin

(R;G; �) - F(R;G; �) = R �� G

(R0; G0; �0)

(';f)

?
- F(R0; G0; �0) = R0 ��0 G0

F(';f)

?

= �

4. Dac¼a R este un inel, atunci aplica̧tia �R : U (R) ! AutR, r0 7! �r0 ;unde

�r0 (x) = r0 x r
�1
0 ; pentru �ecare x 2 R; este un mor�sm de grup.

Consider functorul covariant eU : Rng! RngGrp de�nit prin

A - eU(A) = (A;U(A); �A)

B

'

?
- eU(B) = (B;U(B); �B)

eU(')=(';U('))
?

unde U(R) este grupul de unit¼a̧ti al inelului R şi U(') : U (A) ! U(B) este

mor�smul de grupuri indus de mor�smul de inele ' : A! B:

Teorema 1.1.4 [38] Functorul F este adjunct la stânga functorului eU:
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1.1.2 Inele grupale

Dac¼a în de�ni̧tia inelului grupal strâmb, consider¼am � (g) = idR; pentru �ecare

g 2 G; atunci inelul grupal strâmb R �� G devine inelul grupal R [G] :
Particularizând în Teorema 1:1:1; � (g) = idR; pentru �ecare g 2 G; ob̧tinem

proprietatea de universalitate a inelelor grupale, pe care o d¼am în continuare:

Teorema 1.1.5 Fie R un inel, G un grup. Atunci, pentru orice inel A; pentru

orice mor�sm de inele ' : R! A şi pentru orice mor�sm de grupuri f : G!U(A) ;
exist¼a un unic mor�sm de inele � : R [G] ! A; astfel încât � (r) = ' (r) ; pentru

orice r 2 R şi � (g) = f (g) pentru orice g 2 G dac¼a şi numai dac¼a

' (r) � f (g) = f (g) � ' (r) ; (1.2)

pentru orice r 2 R şi pentru orice g 2 G:

Corolarul 1.1.6 Din Teorema 1:1:5, rezult¼a c¼a pentru orice mor�sm de inele ' :

R ! R0 şi pentru orice mor�sm de grupuri f : G ! G0 exist¼a un unic mor�sm

de inele � : R [G] ! R0 [G0] ; astfel încât � (r) = ' (r) ; pentru orice r 2 R şi

� (g) = f (g) ; pentru orice g 2 G:

Din Corolarul 1:1:6, rezult¼a c¼a putem de�ni un functor covariantH : Rng�Grp!
Rng; astfel:

(R;G) - H(R;G) = R[G]

(R0; G0)

(';f)

?
- H(R0; G0) = R0[G0]

H(';f)=�

?

Pentru cazul comutativ, consider functorul Hc : Rngc�Ab ! Rngc de�nit analog

cu functorul H:

De�nim înc¼a un functor bU : Rngc ! Rngc�Ab; astfel:

A - bU(A) = (A;U(A))

B

'

?
- bU(B) = (B;U(B))

bU(')=(';U('))
?

unde U(R) este grupul de unit¼a̧ti al inelului R şi U(') : U (A) ! U(B) este

mor�smul de grupuri indus de mor�smul de inele ' : A! B:

Teorema 1.1.7 Functorul Hc este adjunct la stânga functorului bU:
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1.2 Extinderi ale inelelor comutative

Pe tot parcursul acestui paragraf, prin inel vom îņtelege un inel asociativ.

Consider¼am inelul de endomor�sme (EndM;+; �) al grupului abelian (M;+) ;
inelul comutativ cu unitate (R;+; �) şi � : (R;+; �) ! (EndM;+; �) un mor�sm
unitar de inele. Dac¼a, pentru �ecare a 2 R şi x 2M; not¼am � (a) (x) = ax; ob̧tinem
c¼a M este un R-modul stâng. Reciproc, dac¼a M este un R�modul stâng, atunci
corespondeņta a 7! �a; unde

�a :M !M; x 7! ax

determin¼a un mor�sm unitar de inele � : (R;+; �)! (EndM;+; �) :
Consider¼am de asemenea, o copie multiplicativ¼a

�
M; �

�
a grupului (M;+) ; adic¼a

M = fx : x 2Mg şi
x � y = x+ y; 8 x; y 2M:

1.2.1 Extinderi triviale

Fie inelul comutativ cu unitate (R;+; �) şi M un R-modul stâng. Pe produsul

direct (R�M;+) ; al grupurilor abeliene (R;+) şi (M;+) ; se de�neşte opera̧tia
multiplicativ¼a

(a; x) � (b; y) = (ab; bx+ ay) :

Astfel, (R�M;+; �) devine un inel comutativ cu unitate, numit extinderea triv-
ial¼a a lui R prin M (sau idealizarea lui M) şi care se noteaz¼a cu RnM ([44]; [54]).

Mai mult, RnM este chiar o R�algebr¼a cu opera̧tia extern¼a

R� (RnM) �! RnM; (�; (a; x)) 7�! (�a; �x) :

Consider¼am acum urm¼atoarele aplica̧tii:

iM : M ! R�M; x 7! (1; x) ;

iR : R! R�M; a 7! (a; 0) ;

iM : M ! R�M; x 7! (0; x)

�R : R�M ! R; (a; x) 7! a;

�M : U (RnM)!M; (a; x) 7! a�1x:

Aceste aplica̧tii veri�c¼a urm¼atoarele propriet¼a̧ti:
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1. iM este o scufundare a grupului M în grupul U (RnM) ;

2. iR este o scufundare a inelului R în inelul R nM; iar restriçtia sa iR
��
U(R) =

iU(R) este o scufundare a grupului U (R) în grupul U (RnM) ;

3. iM este o scufundare a grupului (M;+) în grupul (RnM;+) :Dac¼a identi�c¼am
elementul x 2M cu (0; x) 2 R�M; putem considera c¼a M este un subinel a

lui RnM; înmuļtirea pe M �ind cea nul¼a, x1 � x2 = 0:

4. �R este un mor�sm surjectiv de inele, iar restriçtia sa �R
��
U(R) = �U(R) :

U (RnM)! U (R) este un mor�sm surjectiv de grupuri;

5. �M este un mor�sm surjectiv de grupuri;

6. şirurile

1

U(R)
?

1 - M
iM- U (RnM)

iU(R) ?
�U(R)- U(R) - 1

M

�M ?

1
?

sunt exacte iar �M � iM = idM şi �U(R) � iU(R) = idU(R) : Aşadar, U (RnM) �=
U (R)�M �= U (R)�M; izomor�smul �ind dat de

U (R)�M �! U (RnM)
(a; x) 7�! (a; ax)

Extinderea trivial¼a satisface urm¼atoarea proprietate de universalitate:

Teorema 1.2.1 [39] Fie (R;+; �) un inel comutativ cu unitate şi M un R-modul

stâng. Pentru orice R-algebr¼a � şi orice aplicaţie R-liniar¼a f : M ! � cu propri-

etatea

f (x) � f (y) = 0; 8 x; y 2M;

exist¼a un unic mor�sm de R-algebre f : RnM ! � astfel încât
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M
iM- RnM �iR

R

�

f

? i

�
f -

f � iM = f şi f � iR = i:

Corolarul 1.2.2 [39] Dac¼a M şi M 0 sunt dou¼a R-module stângi şi f : M ! M 0

este o aplicaţie R�liniar¼a, atunci exist¼a un unic mor�sm de R�algebre f : RnM !
RnM 0; care extinde pe f şi pe idR; adic¼a diagrama

M
iM- RnM �iR

R

M 0

f

?
iM0- RnM 0

f

?
�iR R

idR

?

s¼a �e comutativ¼a.

Observa̧tia 1.2.3 Din Corolarul 1:2:2 rezult¼a c¼a putem construi un functor covari-
ant F :ModR ! AlgR ; astfel:

M - F(M) = RnM

M 0

f

?
- F(M 0) = RnM 0

F(f)=f

?

Propozi̧tia 1.2.4 [39] Fie R1 şi R2 dou¼a inele comutative cu unitate, M un grup

abelian, �1 : R1 ! EndM şi �2 : R2 ! EndM dou¼a mor�sme unitare de inele.

Dac¼a f : R1 ! R2 este un mor�sm unitar de inele, astfel încât

R1
f - R2

EndM

�2�
�1 -

�1 = �2 � f;

atunci, funcţia
f : R1 nM �! R2 nM

(r1; x) 7�! (f (r1) ; x)

este unicul mor�sm unitar de inele care-l extinde pe f şi pe idM :

Observa̧tia 1.2.5 Fix¼am grupul abelian (M;+) şi consider¼am categoria RngM ; ale
c¼arei obiecte sunt perechi de forma (R; �) ; unde R este un inel comutativ cu unitate,

iar � : (R;+; �)! (EndM;+; �) un mor�sm unitar de inele şi

HomRngM ((R1; �1) ; (R2; �2)) = ff 2 HomRng (R1; R2) : �1 = �2 � fg :
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Din Propoziţia 1.2.4, rezult¼a c¼a putem considera functorul covariant H : RngM !
Rng , de�nit prin

(R1; �1) - H(R1; �1) = R1 nM

(R2; �2)

f

?
- H(R2; �2) = R2 nM

H(f)=f

?

1.2.2 Produsul semidirect al unui inel R cu un R-modul

Aproape-inelele sunt generaliz¼ari ale inelelor, acestea �ind prezentate pe larg în [76].

Acestea pot � descrise în general ca �ind "inele" în care opera̧tia aditiv¼a nu este

neap¼arat comutativ¼a şi are loc distributivitatea doar pe o parte. Aşadar,

De�ni̧tia 1.2.6 [76] Se numeşte aproape-inel drept (stâng), o mulţime nevid¼a A;
împreun¼a cu dou¼a operaţii " + " şi " � "; care veri�c¼a urm¼atoarele condiţii:

1. (A;+) este un grup (nu neap¼arat comutativ);

2. (A; �) este un semigrup;

3. are loc distributivitatea la dreapta (stânga) :

În continuare, prin aproape inel vom îņtelege un aproape inel drept.

Consider¼am produsul direct (R�M;+) al grupurilor abeliene (R;+) şi (M;+)
şi de�nim pe muļtimea R�M opera̧tia

(a; x) � (b; y) = (ab; x+ ay) :

Propozi̧tia 1.2.7 (R�M;+; �) este un aproape-inel drept cu unitate.

De�ni̧tia 1.2.8 Aproape-inelul (R�M;+; �) se numeşte produsul semidirect din-
tre inelul R şi grupul M: Acesta se noteaz¼a R �M:

Consider¼am aplica̧tiile:

iM : M ! R�M; x 7! (1; x) ;

iR : R! R�M; a 7! (a; 0) ;

�R : R�M ! R; (a; x) 7! a:

Atunci:
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1. iM este o scufundare a grupului M în grupul U (R �M) ;

2. iR este o scufundare a inelului R în aproape-inelul R�M şi deci restriçtia aces-

teia iR
��
U(R) = iU(R) este o scufundare a grupului U (R) în grupul U (R �M) ;

3. �R este un mor�sm surjectiv de la aproape inelul R � M; la inelul R, deci
restriçtia acestuia �U(R) = �R

��
U(R) : U (R �M) ! U (R) ; este un mor�sm

surjectiv de grupuri;

Propozi̧tia 1.2.9 [39] Grupul de unit¼aţi U (R �M) ; al aproape-inelului R � M;
este izomorf cu produsul semidirect U (R)�U(�)M; al grupurilor U (R) şi M; unde
U (�) : U (R)! AutM este mor�smul de grupuri indus de c¼atre mor�smul de inele

� : R! EndM:

1.3 Produse semidirecte generalizate

1.3.1 Construçtia produsului semidirect generalizat

Consider¼am un grup abelian (M;+), un inel (R;+; �) ; dou¼a funçtii �; � : R! R şi

un mor�sm de inele � : (R;+; �) ! (EndM;+; �). Pentru �ecare a 2 R şi x 2 M
not¼am, � (a) (x) = a � x.
Consider¼am produsul direct (R�M;+) ; al grupurilor abeliene (R;+) şi (M;+) :

Pe muļtimea R�M construim opera̧tia multiplicativ¼a

(a; x) � (b; y) := (ab; � (b) � x+ � (a) � y) : (1.3)

Propozi̧tia 1.3.1 [37] În condiţiile de mai sus, au loc:

1: Dac¼a � (a) � � (b) = � (b) � � (a), pentru orice a; b 2 R; � 2 End� (R; �) 1 şi
� 2 End (R; �) ; atunci (R�M; �) este un semigrup;

2: dac¼a R este un inel cu unitate şi � (1) = 1; atunci (1; 0) este unitate la dreapta

faţ¼a de operaţia (1:3);

3: dac¼a R este un inel cu unitate şi � (1) = 1; atunci (1; 0) este unitate la stânga

faţ¼a de operaţia (1:3);

4: dac¼a � 2 End (R;+) ; atunci are loc distributivitatea la stânga a operaţiei (1:3)
faţ¼a de adunare;

1adic¼a � este un anti-endomor�sm (i.e., � (a � b) = � (b) � � (a) ; 8 a; b 2 R)
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5: dac¼a � 2 End (R;+) ; atunci are loc distributivitatea la dreapta a operaţiei

(1:3) faţ¼a de adunare.

Corolarul 1.3.2 [37] Fie R un inel, (M;+) un grup abelian şi � : (R;+; �) !
(EndM;+; �) un mor�sm de inele. Dac¼a � 2 End� (R;+; �) şi � 2 End (R;+; �)
veri�c¼a proprietatea

� (a) � � (b) = � (b) � � (a) ; pentru orice a; b 2 R; (1.4)

atunci (R�M;+; �) este un inel. Dac¼a în plus R este cu unitate, iar �; � şi � sunt
mor�sme unitare, atunci (R�M;+; �) este un inel cu unitate.

De�ni̧tia 1.3.3 [37] Inelul (R�M;+; �) (din Corolarul 1:3:2) se numeşte (�; �)-
produsul semidirect dintre inelul R şi grupul M . Acest inel îl vom nota în con-

tinuare cu Rn��M:
De asemenea, în cazul particular R inel comutativ şi � = �; inelul R n��M îl vom

nota simplu Rn�M:

Not¼am în continuare cu:

� 
 clasa tuturor sistemelor ordonate (R;M; �; �; �) ; unde (R;+; �) este inel, (M;+)
este un grup abelian, � : (R;+; �) ! (EndM;+; �) este un mor�sm de inele

iar � 2 End� (R;+; �) şi � 2 End (R;+; �) veri�c¼a condi̧tia (1:4) ;

� 
c clasa tuturor sistemelor ordonate (R;M; �; �; �) 2 
; unde (R;+; �) este
inel comutativ;

� 
1 clasa sistemelor ordonate (R;M; �; �; �) 2 
; unde (R;+; �) este inel cu
unitate, � este un mor�sm unitar de inele iar � 2 End� (R;+; �; 1) şi � 2
End (R;+; �; 1) ;

� 
c;1 = 
c \ 
1:

Observa̧tia 1.3.4 Aşadar, au loc implicaţiile:

1. (R;M; �; �; �) 2 
 =) Rn��M este un inel;

2. (R;M; �; �; �) 2 
1 =) Rn��M este un inel cu unitate;

3. (R;M; �; �; �) 2 
c;1 =) Rn�M este un inel comutativ cu unitate;

Exemplul 1.3.5 Pentru sistemul (R;M; �; idR; idR) 2 
c;1; obţinem extinderea triv-
ial¼a RnM:



CAPITOLUL 1. EXTINDERI DE INELE 13

1.3.2 Grupul de unit¼a̧ti al inelului Rn��M

În acest paragraf vom considera c¼a (R;M; �; �; �) 2 
1: Din Corolarul 1.3.2, rezult¼a
c¼a Rn��M este un inel cu unitate.

Fie de asemenea,
�
M; �

�
o copie multiplicativ¼a a grupului (M;+) ; unde M =

fx : x 2Mg ; şi
x � y = x+ y; 8 x; y 2M:

Propozi̧tia 1.3.6 Dac¼a (a; x) 2 R n��M; atunci (a; x) 2 U
�
Rn��M;+; �

�
dac¼a şi

numai dac¼a a 2 U(R;+; �) şi în acest caz,

(a; x)�1 =
�
a�1;��

�
a�1
�
� �
�
a�1
�
� x
�
:

Consider¼am urm¼atoarele aplica̧tii:

iM : M ! Rn��M; x 7! (1; x) ;

iR : R! Rn��M; a 7! (a; 0) ;

�R : Rn��M ! R; (a; x) 7! a;

�M : U (Rn��M)!M; (a; x) 7! � (a�1) � x:

Se veri�c¼a uşor c¼a:

1. iM este o scufundare a grupului M în grupul de unit¼a̧ti U
�
Rn��M

�
;

2. iR este o scufundare a inelului R în inelul Rn��M , deci restriçtia sa la U (R) ;
iR
��
U(R) = iU(R); este o scufundare a grupului U (R) în grupul U

�
Rn��M

�
;

3. �R este un mor�sm surjectiv de inele, iar restriçtia sa la U (R) ; �R
��
U(R) =

�U(R); este un mor�sm surjectiv de la grupul U
�
Rn��M

�
la grupul U (R) ;

4. �M este un mor�sm surjectiv de grupuri.

Deoarece şirurile

1

U(R)
?

1 - M
iM- U(Rn��M)

iU(R)
?

�U(R)- U(R) - 1



CAPITOLUL 1. EXTINDERI DE INELE 14

sunt exacte şi �U(R) � iU(R) = idU(R); ob̧tinem c¼a

U
�
Rn��M

� �= U (R)��M;
unde � : (U (R) ; �)! Aut

��
M; �

�
; �
�
este mor�smul de grupuri de�nit prin;

� (a) (x) = � (a�1) � � (a) � x; 8 a 2 U (R) ; 8x 2M:

Opera̧tia produsului semidirect U (R)��M este de�nit¼a prin

(a; x) � (b; y) = (ab; x � � (a) (y)) =
�
ab; x+ � (a�1) � � (a) � y

�
;

iar izomor�smul dintre grupurile U (R)��M şi U
�
Rn��M

�
este dat de

U (R)��M �! U
�
Rn��M

�
(a; x) 7�! (a; � (a) � x)

Aşadar, are loc:

Propozi̧tia 1.3.7 Grupurile U (R)��M şi U
�
Rn��M

�
sunt izomorfe.

Observa̧tia 1.3.8 Dac¼a (R;M; �; �; �) 2 
c;1; atunci U (Rn�M) �= U (R)�M:

1.3.3 Aspecte categoriale

Dac¼a (R;M; �; �; �) 2 
; atunci aplica̧tia

�
M
:M ! Rn��M; x 7! (0; x)

este o scufundare a grupului (M;+) în grupul aditiv
�
Rn��M;+

�
: Identi�când

elementele x 2 M cu (0; x) 2 R n�� M , putem considera c¼a M este un subinel al

inelului Rn��M; produsul în M �ind nul, adic¼a

x1 � x2 = 0; 8x1; x2 2M:

Mai mult, M este un ideal în Rn��M:

Teorema 1.3.9 (Proprietatea de universalitate) Fie (R;M; �; �; �) 2 
. Pen-
tru orice inel �; pentru orice mor�sm de inele ' : R! � şi orice mor�sm de grupuri

f : (M;+)! (�;+) ; care veri�c¼a propriet¼aţile:

1. f (� (r) � x) = f (x) � ' (r) ; 8 r 2 R; 8x 2M ;
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2. f (� (r) � x) = ' (r) � f (x) ; 8 r 2 R; 8x 2M ;

3. f (x) � f (y) = 0; 8x; y 2M ;

exist¼a un unic mor�sm de inele � : Rn��M ! � care extinde pe f şi pe '; adic¼a

R
iR- Rn��M ��M M

�

�

? f
�

' -
� � �

M
= f şi � � iR = ':

Dac¼a (R;M; �; �; �) 2 
1, � este un inel cu unitate şi ' este un mor�sm unitar,

atunci şi � este un mor�sm unitar.

Corolarul 1.3.10 Fie (R;M; �; �; �) ; (R;M 0; �0; �; �) 2 
. Dac¼a f : (M;+) !
(M 0;+) este un mor�sm de grupuri care veri�c¼a condiţiile:

1. f (� (r) � x) = � (r) � f (x) ; 8 r 2 R; 8x 2M ;

2. f (� (r) � x) = � (r) � f (x) ; 8 r 2 R; 8x 2M ;

atunci exist¼a un unic mor�sm de inele f : Rn��M ! Rn��M 0 care-l extinde pe f;
adic¼a diagrama

M
f - M 0

Rn��M

�M

?
f - Rn��M 0

�M0

?

este comutativ¼a şi f
��
R
= idR :

Corolarul 1.3.11 Fie (R;M; �; �; �) ; (R0;M; �0; �0; �0) 2 
: Dac¼a ' : R! R0 este

un mor�sm de inele pentru care

1. � (r) � x = �0 (' (r)) � x; 8 r 2 R; 8x 2M ;

2. � (r) � x = �0 (' (r)) � x; 8 r 2 R; 8x 2M ;
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atunci exist¼a un unic mor�sm de inele ' : Rn��M ! R0n�
0

�0M care-l extinde pe ';

adic¼a diagrama
R

' - R0

Rn��M

iR

?
'- R0 n�

0

�0 M

iR0

?

este comutativ¼a şi f
��
M
= idM :

Corolarul 1.3.12 Fie (R;M; �; �; �) ; (R0;M 0; �0; �0; �0) 2 
; ' : R ! R0 un mor-

�sm de inele şi f : M ! M 0 un mor�sm de grupuri. Dac¼a pentru orice elemente

r 2 R şi x 2M; au loc:

1. f (� (r) � x) = �0 (' (r)) � f (x) ;

2. f (� (r) � x) = �0 (' (r)) � f (x) ;

atunci exist¼a un unic mor�sm de inele � : R n��M ! R0 n�
0

�0 M
0 care extinde pe '

şi f; adic¼a

R
iR- Rn��M ��

M M

R0

'

?
iR0- R0 n�

0

�0 M
0

�

?
�
�
M0

M 0

f

?

� � iR = iR0 � ' şi � � �M = �M0 � f:

Consider¼am acum categoria C de�nit¼a astfel:

1. ObC = 
;

2. Pentru orice dou¼a obiecte (R;M; �; �; �) ; (R0;M 0; �0; �0; �0) 2 
; muļtimea

mor�smelor HomC ((R;M; �; �; �) ; (R
0;M 0; �0; �0; �0)) este format¼a din toate

perechile ('; f) unde ' : R ! R0 un mor�sm de inele, iar f : M ! M 0 un

mor�sm de grupuri care veri�c¼a condi̧tiile 1: şi 2: din Corolarul 1:3:12.

3. Dac¼a

('; f) 2 HomC ((R;M; �; �; �) ; (R
0;M 0; �0; �0; �0))

('0; f 0) 2 HomC ((R
0;M 0; �0; �0; �0) ; (R00;M 00; �00; �00; �00)) ;

atunci de�nim

('0; f 0)�('; f) = ('0 � '; f 0 � f) 2 HomC ((R;M; �; �; �) ; (R
00;M 00; �00; �00; �00)) :
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Tot din Corolarul 1:3:12 ob̧tinem c¼a putem construi un functor covariant F : C !
Rng; de�nit astfel:

(R;M; �; �; �) - F(R;M; �; �; �) = Rn��M

(R0; G0; �0; �0; �0)

(';f)

?
- F(R0;M 0; �0; �0; �0) = R0 n�

0

�0 M
0

F(';f)=�

?

1.3.4 Extinderi de norme

De�ni̧tia 1.3.13 Funcţia k�k : A! R+ se numeşte norm¼a pe grupul abelian (A;+)
dac¼a:

1. kak = 0 dac¼a şi numai dac¼a a = 0;

2. ka� bk � kak+ kbk ; 8 a; b 2 A;

Dac¼a în plus,

ka+ bk � max (kak ; kbk) ; 8 a; b 2 A

norma se numeşte nearhimedian¼a.

De�ni̧tia 1.3.14 Funcţia k�k : R! R+ se numeşte pseudo-norm¼a pe inelul (R;+; �)
dac¼a:

1. kak = 0 dac¼a şi numai dac¼a a = 0;

2. ka� bk � kak+ kbk ; 8 a; b 2 R;

3. ka � bk � kak � kbk ; 8 a; b 2 R:

Dac¼a R este inel cu unitate se mai cere veri�cat¼a şi condiţia

4. k1k = 1:

Dac¼a înlocuim condiţia 3: cu condiţia

3�. ka � bk = kak � kbk ; 8 a; b 2 R;

funcţia k�k : R! R+ se numeşte norm¼a pe R:

De�ni̧tia 1.3.15 Fie R un inel pseudo-normat cu unitate. Aplicaţia k�k :M ! R+
se numeşte pseudo-norm¼a pe R-modulul M dac¼a:
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1. kxk = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0;

2. kx� yk � kxk+ kyk ; 8x; y 2M ;

3. ka � xk � kak � kxk ; 8 a 2 R; 8x 2M:

Dac¼a R este inel normat şi condiţia 3: se înlocuieşte cu

3�. ka � xk = kak � kxk ; 8 a 2 R; 8x 2M;

aplicaţia k�k :M ! R+ se numeşte norm¼a pe M:

Consider¼am acum (R;M; �; �; �) 2 
1; unde R este un inel pseudo-normat şi M
un R-modul pseudo-normat. Mai presupunem c¼a

k� (r)k � krk şi k� (r)k � krk ;

pentru orice r 2 R:
Pentru �ecare num¼ar natural k; de�nim aplica̧tiile k�kk : R n��M ! R+ astfel:

dac¼a (a; x) 2 Rn��M; atunci

k(a; x)k0 = max (kak ; kxk)
k(a; x)k1 = kak+ kxk

k(a; x)kk =
k

q
kakk + kxkk; pentru k � 2:

Teorema 1.3.16 [37] În condiţiile de mai sus, k�k1 este o pseudo-norm¼a pe inelul
Rn��M; iar dac¼a pseudo-norma grupului (M;+) este nearhimedian¼a, atunci şi k�k0,
k�kk (pentru k � 2) sunt pseudo-norme pe Rn��M: Toate aceste pseudo-norme extind
pseudo-normele de pe R, respectiv M:



Capitolul 2

Extinderi Dorroh

Peste tot în acest capitol, prin inel vom îņtelege un inel asociativ.

2.1 Extinderi Dorroh

Pentru simpli�carea expunerii vom introduce mai întâi no̧tiunea de pereche Dorroh:

De�ni̧tia 2.1.1 O pereche de inele (R;M) se numeşte pereche Dorroh, dac¼aM este

un (R;R)-bimodul şi pentru orice elemente a 2 R şi x; y 2 M; au loc urm¼atoarele
condiţii (de compatibilitate):

a (xy) = (ax) y; (xy) a = x (ya) ; (xa) y = x (ay) :

Vom nota în continuare cu D, clasa tuturor perechilor Dorroh.
Consider¼am acum o pereche Dorroh (R;M) 2 D: Pe muļtimea R�M privit¼a ca

şi sum¼a direct¼a de grupuri abeliene, introducem opera̧tia

(a; x) � (b; y) = (ab; xb+ ay + xy) :

Astfel, (R�M;+; �) devine un inel, notat cu R onM şi care se numeşte extinderea

Dorroh a lui R şi M: Mai mult, R on M este chiar un (R;R)-bimodul, opera̧tiile

externe �ind de�nite prin

� (a; x) = (�a; �x) ; (a; x)� = (a�; x�) ;

iar perechea (R;R onM) este de asemenea o pereche Dorroh.
Dac¼a inelul R are unitatea 1; atunci (1; 0) este unitatea inelului R onM:

19
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Observa̧tia 2.1.2 Dac¼a M este un inel, atunci el poate � privit ca un (Z;Z)-
bimodul şi astfel, Z�M devine un inel cu unitate în raport cu adunarea (pe componente)

şi înmulţirea de�nit¼a prin

(a; x) � (b; y) = (ab; xb+ ay + xy) :

Dorroh [28] a introdus aceast¼a construcţie pentru a scufunda un inel f¼ar¼a unitate

într-un inel cu unitate.

Observa̧tia 2.1.3 Dac¼a M este un inel de p¼atrat nul, atunci extinderea Dorroh

R onM coincide cu extinderea trivial¼a RnM:

Exemplul 2.1.4 Dac¼a R este un inel, atunci (R;R) ; (R;Mn (R)) 2 D:

Deoarece, aplica̧tiile

iR : R ,! R onM; a 7! (a; 0)

i
M

: M ,! R onM; x 7! (0; x)

sunt scufund¼ari ale lui R şi M în R on M; atât ca inele cât şi ca bimodule, în

continuare vom identi�ca elementul a 2 R cu (a; 0) 2 R on M; respectiv elementul
x 2M cu (0; x) 2 R onM: De asemenea, aplica̧tia

�R : R onM ! R; (a; x) 7! a

este un mor�sm surjectiv de inele care este şi (R;R) liniar¼a.

Astfel, R este un subinel al lui R onM; iar M este un ideal al inelului R onM şi

(R onM) =M ' R:

De�ni̧tia 2.1.5 Fie (R;M) şi (R0;M 0) dou¼a perechi Dorroh. Printr-un D-mor�sm
al perechilor (R;M) şi (R0;M 0) ; vom înţelege o pereche ('; f) ; unde ' : R !
R0 şi f : M ! M 0 sunt mor�sme de inele, care pentru orice elemente � 2 R şi

x 2M; veri�c¼a condiţiile:

f (� � x) = ' (�) � f (x) şi f (x � �) = f (x) � ' (�) :

Teorema 2.1.6 (Proprietatea de universalitate) [35] Dac¼a (R;M) este o pereche
Dorroh, atunci, pentru orice inel � şi orice D-mor�sm ('; f) : (R;M) ! (�;�) ;
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exist¼a un singur mor�sm de inele ' on f : R onM ! � astfel încât

R
iR- R onM �iM M

�

'onf
? f
�

' -

(' on f) � i
M
= f şi (' on f) � iR = ':

Observa̧tia 2.1.7 1: ' on f este injectiv¼a dac¼a şi numai dac¼a ' şi f sunt injective
şi Im' \ Im f = f0g :
2: ' on f este surjectiv¼a dac¼a şi numai dac¼a Im'+ Im f = �:

Corolarul 2.1.8 [35] Dac¼a (R;M) ; (R0;M 0) 2 D şi ('; f) : (R;M) ! (R0;M 0)

este un D-mor�sm, atunci exist¼a un unic mor�sm de inele ' on f : R onM ! R0 on
M 0 astfel încât

R
iR - R onM � iM

M

R0

'

?
iR0- R0 onM 0

'onf

?
�iM0�
iM
0�f

i
R 0 �'

-

M 0

f

?

(' on f) � iR = iR0 � ' şi (' on f) � iM = iM 0 � f:

Observa̧tia 2.1.9 Dac¼a (R;M) este o pereche Dorroh, atunci şirurile

0

R
?

0 - M
iM- R onM

iR

?
�R - R -

idR

-
0

(privite ca şiruri de grupuri abeliene) sunt exacte şi �R�iR = idR (iR este o secţiune):
În plus, toate mor�smele sunt mor�sme de inele, dac¼a R este cu unitate, mor�smele

iR şi �R sunt unitare (dac¼a M este inel cu unitate, atunci iM nu este un mor�sm

unitar).

Teorema 2.1.10 Fie T un inel cu unitate, M un ideal al lui T; iar R un subinel al

lui T: Dac¼a R \M = f0g şi T = R+M; atunci inelele T şi R onM sunt izomorfe.
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Teorema 2.1.11 Fie M un inel, R şi T dou¼a inele cu unitate, � : M ! T un

mor�sm de inele, iar � : T ! R un mor�sm unitar de inele. Dac¼a şirul

0 - M
� - T

� - R - 0

(privit ca şir de grupuri abeliene) este exact şi are o secţiune s : R ! T; care este

un mor�sm unitar de inele, atunci:

(i) M este un (R;R)�bimodul în raport cu operaţiile externe

a � x : = ��10 (s (a) � �0 (x))
x � a : = ��10 (�0 (x) � s (a))

(a 2 R; x 2 M; iar �0 : M ! Im� este izomor�smul indus de mor�smul

injectiv �) şi perechea (R;M) este o pereche Dorroh;

(ii) inelele T şi R onM sunt izomorfe:

2.2 Aspecte categoriale

Consider¼am categoria Rng a inelelor asociative şi categoria D care are ca obiecte

clasa D a perechilor Dorroh, iar drept mor�sme între dou¼a obiecte, muļtimea D-
mor�smelor între acestea:

Conform Corolarului 2.1.8, putem construi un functor covariant D : D ! Rng

de�nit astfel:

� dac¼a (R;M) 2 D; atunci D (R;M) = R onM ;

� dac¼a ('; f) : (R;M)! (R0;M 0) este un D-mor�sm, atunci D ('; f) = ' on f:

Mai consider¼am functorul B : Rng! D; de�nit prin:

� dac¼a A este un inel, atunci B (A) = (A;A);

� dac¼a h : A! B este un mor�sm de inele, atunci B (h) = (h; h) :

Teorema 2.2.1 [35] Functorul D este adjunct la stânga functorului B:
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Propozi̧tia 2.2.2 [35] Fie f(Ri;Mi) : i 2 Ig o familie de perechi Dorroh şi con-
sider¼am produsele directe de inele

Q
i2I
Ri şi

Q
i2I
Mi (având proiecţiile canonice pi şi

�i; respectiv injecţiile canonice qi şi �i): Atunci
�Q
i2I
Ri;
Q
i2I
Mi

�
este de asemenea o

pereche Dorroh, pentru �ecare i 2 I; (pi; �i) şi (qi; �i) sunt D-mor�sme şi Y
i2I
Ri

!
on

 Y
i2I
Mi

!
�=
Y
i2I
(Ri onMi) :

Propozi̧tia 2.2.3 [35] Fie I o mulţime dirijat¼a şi
n
(Ri;Mi)i2I ;

�
'ij; fij

�
i;j2I

o
o

familie invers¼a de perechi Dorroh. Atunci,
n
(Ri onMi)i2I ;

�
'ij on fij

�
i;j2I

o
este o

familie invers¼a de inele şi

lim
 �
(Ri onMi) �=

�
lim
 �
Ri

�
on
�
lim
 �
Mi

�
:

2.3 Grupul de unit¼a̧ti al inelului R onM

Fie (R;M) o pereche Dorroh, astfel ca R s¼a �e un inel cu unitate. Vom descrie

aici grupul de unit¼a̧ti al inelului R on M: Mai întâi, s¼a observ¼am c¼a dac¼a (a; x) 2
U (R onM) ; atunci a 2 U (R) :
Muļtimea M formeaz¼a un monoid în raport cu opera̧tia x � y = x + y + xy;

elementul neutru �ind 0: Fie M� grupul de unit¼a̧ti al acestui monoid.

Observa̧tia 2.3.1 Se poate vedea uşor ca aplicaţia

� : U (R)! AutM�; a 7�! �a

unde,

�a :M
� !M�; x 7! axa�1:

este un mor�sm de grupuri.

Teorema 2.3.2 [35] Grupul de unit¼aţi U (R onM) ; al extinderii Dorroh R on M;
este izomorf cu produsul semidirect U (R)�� M�:

Observa̧tia 2.3.3 Dac¼aM este un inel cu unitate, atunci corespondenţa x 7! x�1;
stabileşte un izomor�sm între grupurile U (M) şi M�; de unde, grupul U (R onM)
este izomorf în acest caz, cu produsul semidirect al grupurilor U (R) şi U (M) :



Partea II

Structuri algebrice pe muļtimea
numerelor fuzzy
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Capitolul 3

Numere fuzzy. Generalit¼a̧ti

3.1 De�ni̧tia numerelor fuzzy

De�ni̧tia 3.1.1 [5] Un num¼ar fuzzy este o funcţie A : R ! [0; 1] care satisface

urm¼atoarele propriet¼aţi:

1. A este normal¼a, adic¼a exist¼a x0 2 R astfel încât A (x0) = 1;

2. A este convex¼a, adic¼a

A (�x+ (1� �) y) � min fA (x) ; A (y)g ;

pentru �ecare x; y 2 R şi � 2 [0; 1] ;

3. A este superior semicontinu¼a pe R; adic¼a, pentru �ecare x0 2 R şi " > 0;

exist¼a o vecin¼atate V0 a lui x0 astfel încât

A (x) � A (x0) + "; pentru �ecare x 2 V0;

4. închiderea mulţimii supp (A) = fx 2 R : A (x) > 0g (numit¼a supportul lui A)
este un interval compact în R:

Vom nota în continuare cu F muļtimea tuturor numerelor fuzzy.

Pentru num¼arul fuzzy A 2 F; consider¼am

suppA = fx 2 R : A (x) > 0g

numit suportul lui A, respectiv

coreA = fx 2 R : A (x) = 1g

numit nucleul num¼arului fuzzy A:
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Observa̧tia 3.1.2 Din De�niţia 3.1.1, rezult¼a c¼a mulţimile suppA şi coreA sunt
intervale reale compacte.

De�ni̧tia 3.1.3 [5] Num¼arul fuzzy A 2 F se numeşte unimodal dac¼a nucleul aces-
tuia, coreA; este format dintr-un singur punct, respectiv, se numeşte plat, dac¼a

coreA este un interval compact netrivial.

Observa̧tia 3.1.4 [5] Din De�niţia 3.1.1, rezult¼a c¼a o funcţie A : R ! [0; 1] este

un num¼ar fuzzy dac¼a şi numai dac¼a exist¼a numerele reale �1; a1; a2; �2 2 R; cu
�1 � a1 � a2 � �2; astfel încât:

1. restricţia funcţiei A; A1 = Aj[�1;a1] : [�1; a1] ! [0; 1] (numit¼a latura stâng¼a a

lui A) este o funcţie cresc¼atoare şi superior semicontinu¼a;

2. restricţia funcţiei A; A2 = Aj[a2;�2] : [a2; �2] ! [0; 1] (numit¼a latura dreapt¼a a

lui A) este o funcţie descresc¼atoare şi superior semicontinu¼a;

3. A (x) = 1; pentru �ecare x 2 [a1; a2] ;

4. A (x) = 0; dac¼a x =2 [�1; �2] :

3.2 Reprezent¼ari ale numerelor fuzzy

3.2.1 Reprezentarea LU a numerelor fuzzy

Dac¼a A : R ! [0; 1] este un num¼ar fuzzy, muļtimile de nivel [A]t (t 2 [0; 1]) ale lui
A sunt de�nite prin:

[A]t =

8<: fx 2 R : A (x) > 0g; dac¼a t = 0

fx 2 R : A (x) � tg ; dac¼a 0 < t � 1

Pentru �ecare t 2 [0; 1] ; [A]t este un interval compact.

Observa̧tia 3.2.1 ([45],[5]) Dac¼a

[A]t =
�
x�A (t) ; x

+
A (t)

�
; t 2 [0; 1] ;

atunci funcţiile x�A; x
+
A : [0; 1] ! R (care de�nesc capetele mulţimilor de nivel [A]t)

satisfac urm¼atoarele propriet¼aţi:
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1. x�A şi x
+
A sunt funcţii m¼arginite;

2. x�A şi x
+
A sunt continue la stânga în �ecare punct din (0; 1] şi sunt continue în

0;

3. x�A este monoton cresc¼atoare, iar x
+
A este monoton descresc¼atoare;

4. x�A (t) � x+A (t) ; pentru �ecare t 2 [0; 1] :

Mai mult, Goetschel şi Woxmann [45] au demonstrat c¼a un num¼ar fuzzy A este

complet determinat de o pereche xA =
�
x�A; x

+
A

�
de funcţii x�A; x

+
A : [0; 1] ! R; care

satisfac cele patru condiţii de mai sus.

Aceast¼a reprezentare a unui num¼ar fuzzy printr-o pereche de funcţii, care satisfac

propriet¼aţile 1� 4 de mai sus, se numeşte reprezentare LU.

3.2.2 Reprezentarea CE a numerelor fuzzy

Fie num¼arul fuzzy A : R ! [0; 1] cu muļtimile de nivel [A]t =
�
x�A (t) ; x

+
A (t)

�
:

Construim funçtiile

��A; �
+
A : [0; 1]! R+;

numite devia̧tia la stânga, respectiv la dreapta, fa̧t¼a de nucleul num¼arului fuzzy A;

unde, (
��A (t) = a1 � x�A (t)
�+A (t) = x

+
A (t)� a2

; pentru t 2 [0; 1] :

Din propriet¼a̧tile funçtiilor x�A şi x
+
A deducem imediat c¼a devia̧tiile ��A şi �

+
A sunt

funçtii m¼arginite şi descresc¼atoare, continue la stânga în �ecare punct din (0; 1] ;

continue în 0 şi ��A (1) = �
+
A (1) = 0:

În conseciņt¼a, num¼arul fuzzy A 2 F poate � reprezentat printr-un sistem ordonat

A =
��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
;

unde

1. a1; a2 2 R; cu a1 � a2;

2. ��A; �
+
A : [0; 1] ! [0;+1) sunt dou¼a funçtii m¼arginite şi descresc¼atoare, con-

tinue la stânga în �ecare punct din (0; 1] şi continue în 0; care satisfac condi̧tia

��A (1) = �
+
A (1) = 0:
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Astfel, punctual, num¼arul fuzzy A se poate reprezenta prin

A =
��
a1; �

�
A (t)

�
;
�
a2; �

+
A (t)

��
t2[0;1] :

Observa̧tia 3.2.2 [36] Dac¼a 
 este mulţimea tuturor funcţiilor f : [0; 1] ! R+
care sunt m¼arginite, descresc¼atoare, continue la stânga în �ecare punct din (0; 1]

şi continue în 0 şi care satisfac condiţia f (1) = 0; atunci, pentru orice num¼ar

fuzzy A =
��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
2 F; perechile

�
a1; �

�
A

�
şi
�
a2; �

+
A

�
sunt elemente ale

produsului cartezian R � 
; deci putem identi�ca mulţimea F a tuturor numerelor

fuzzy, cu o submulţime a lui (R� 
)2 ; adic¼a

F =
�
A =

��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
:
�
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

�
2 R� 
; a1 � a2

	
:

De�ni̧tia 3.2.3 Aceast¼a reprezentare a numerelor fuzzy o vom numi CE-reprezentare
("core-ecart representation"):

Observa̧tia 3.2.4 Dac¼a � 2 
 este funcţia nul¼a (� (t) = 0; t 2 [0; 1]), atunci un
num¼ar real a 2 R se poate reprezenta prin ((a; �) ; (a; �)) 2 F; iar un interval compact
[a1; a2] � R prin ((a1; �) ; (a2; �)) 2 F:

De�ni̧tia 3.2.5 Num¼arul fuzzy A =
��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
2 F se numeşte:

1. cu nucleu pozitiv (coreA � 0), dac¼a a1 � 0;

2. cu nucleu negativ (coreA � 0), dac¼a a2 � 0;

3. cu nucleu strict pozitiv (coreA > 0), dac¼a a1 > 0;

4. cu nucleu strict negativ (coreA < 0), dac¼a a2 < 0:
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Nota̧tii: F+ = fA 2 F : coreA � 0g
F� = fA 2 F : coreA � 0g
F�+ = fA 2 F : coreA > 0g
F�� = fA 2 F : coreA < 0g

3.2.3 Reprezentarea MCE a numerelor fuzzy

Dac¼a num¼arul fuzzy A : R ! [0; 1] are muļtimile de nivel [A]t =
�
x�A (t) ; x

+
A (t)

�
;

funçtiile ��A;�
+
A;�A : [0; 1]! R+ de�nite prin(

��A (t) = a� x�A (t)
�+A (t) = x

+
A (t)� a

; 8 t 2 [0; 1]

respectiv,

�A = x
+
A � x�A = ��A +�+A

unde

a =
1

2

�
x�A (1) + x

+
A (1)

�
este mijlocul nucleului coreA; a num¼arului fuzzy A; sunt m¼arginite, descresc¼atoare,

continue la stânga pe (0; 1] ; continue în 0 şi ��A (1) = �
+
A (1) :

De�ni̧tia 3.2.6 Funcţiile ��A;�
+
A le vom numi deviaţiile la stânga, respectiv, la

dreapta, faţ¼a de mijlocul nucleului, coreA; a num¼arului fuzzy A; iar �A o vom numi

l¼aţimea lui A:

Astfel, num¼arul fuzzy A 2 F poate � reprezentat ca un sistem (ordonat) A =�
a; ��A;�

+
A

�
; unde a 2 R iar ��A;�+A : [0; 1]! [0;+1) sunt dou¼a funçtii m¼arginite,

descresc¼atoare, continue la stânga pe (0; 1] şi continue în 0; care veri�c¼a proprietatea

��A (1) = �
+
A (1) :

De�ni̧tia 3.2.7 [33] Aceast¼a reprezentare a numerelor fuzzy o vom numi în con-

tinuare, MCE-reprezentare ("middle core ecart-representation").
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Punctual, num¼arul fuzzy A se poate reprezenta prin A =
�
a; ��A (t) ;�

+
A (t)

�
t2[0;1]

.

Figura 1:

Consider¼am muļtimile

Fc =
�
A 2 F : x�A; x+A 2 C [0; 1]

	
şi

� = f(f1; f2) 2 CDP [0; 1]� CDP [0; 1] : f1 (1) = f2 (1)g

unde CDP [0; 1] este submuļtimea lui C [0; 1] ; care coņtine toate funçtiile descresc¼a-

toare din [0; 1] în [0;+1).
Astfel, cu aceste nota̧tii, putem identi�ca muļtimea Fc cu produsul cartezian

R� �:
Evident, (CDP [0; 1] ;+; �) şi (�;+; �) sunt semi-inele comutative cu unitate. Dac¼a

� : x 7! 0 şi � : x 7! 1, atunci elementul nul al lui � este perechea (�; �) ; iar unitatea

este perechea (�; �) :

De�ni̧tia 3.2.8 [33] Dac¼a A =
�
a; ��A;�

+
A

�
şi B =

�
a; ��B;�

+
B

�
sunt dou¼a numere

fuzzy, de�nim pe F relaţia " 4 "; prin

A 4 B ()

8><>:
a � b
��A (t) � ��B (t) ; 8 t 2 [0; 1]
�+A (t) � �+B (t) ; 8 t 2 [0; 1]

Este evident c¼a aceasta este o rela̧tie de ordine pe muļtimea F a numerelor fuzzy:
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3.2.4 Reprezentarea multivoc¼a a numerelor fuzzy

Pentru simpli�carea prezent¼arii, vom introduce urm¼atoarele nota̧tii:

Pc [0; 1] = f[�; �] : 0 � � � � � 1g
P�c [0; 1] = f[�; �] : 0 � � < � � 1g

pentru muļtimea subintervalelor compacte din [0; 1] ; respectiv, pentru muļtimea

subintervalelor compacte netriviale din [0; 1] :Mai general, putem considera muļtim-

ile

Pc (I) = f[�; �] � I : � � �g
P�c (I) = f[�; �] � I : � < �g

ale subintervalelor compacte ale unui interval real I: De asemenea, vom identi�ca în

continuare "intervalul" [�; �] 2 Pc (I) cu num¼arul real � 2 I:
Mai consider¼am aplica̧tiile

L : Pc (R)! R; [�; �] 7! �

U : Pc (R)! R; [�; �] 7! �

care de�nesc cele dou¼a capete ale unui interval compact real.

Dac¼a f : I ! R este o funçtie de�nit¼a pe un interval I � R, vom nota cu D(f) ;
muļtimea tuturor punctelor de discontinuitate ale funçtiei f:

Observa̧tia 3.2.9 Este cunoscut faptul c¼a o funcţie monoton¼a f : I ! R are doar
puncte de discontinuitate de speţa I (vezi, [83]). Mai mult, din Teorema lui Froda

[41], mulţimea D(f) a discontinuit¼aţilor lui f este o mulţime cel mult num¼arabil¼a.

Evident, dac¼a mulţimea D(f) este �nit¼a, atunci elementele acesteia sunt puncte

izolate din R; dar, în cazul în care D(f) este in�nit¼a punctele de discontinuitate nu
sunt neap¼arat izolate.

Observa̧tia 3.2.10 Fie f : [a; b] ! [0; 1] o funcţie monoton¼a şi superior semicon-

tinu¼a. Dac¼a D(f) este o mulţime discret¼a (adic¼a punctele de discontinuitate ale lui

f sunt puncte izolate) şi mulţimea fx 2 [a; b] : f (x) = 1g are un singur element,
atunci putem considera funcţia multivoc¼a bf : [a; b]! Pc [0; 1] ; de�nit¼a prin:

bf (x) =
8<: [f (x� 0) ; f (x)] ; dac¼a a < x � b

[0; f (a)] ; dac¼a x = a
; dac¼a f este cresc¼atoare
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respectiv,

bf (x) =
8<: [f (x+ 0) ; f (x)] ; dac¼a a � x < b

[0; f (b)] ; dac¼a x = b
; dac¼a f este descresc¼atoare.

Propozi̧tia 3.2.11 Funcţia multivoc¼a bf introdus¼a în Observaţia 3.2.10 are urm¼a-
toarele propriet¼aţi:

1. bf (x) = f (x) ; pentru �ecare x 2 (a; b)rD(f) ;
2. mulţimea

n
x 2 [a; b] : bf (x) 2 P�c [0; 1]o este discret¼a;

3. �
� bf� = n(x; y) 2 [a; b]� [0; 1] : y 2 bf (x)o este o curb¼a plan¼a continu¼a;

4. dac¼a f este cresc¼atoare, atunci (a; 0) ; (b; 1) 2 �
� bf� ; respectiv, dac¼a f este

descresc¼atoare, atunci (a; 1) ; (b; 0) 2 �
� bf�;

5. dac¼a f este cresc¼atoare (descresc¼atoare), atunci bf este cresc¼atoare (descresc¼atoare);
adic¼a, pentru �ecare x1; x2 2 [a; b] cu proprietatea a � x1 � x2 � b; are loc

t1 � t2 (t2 � t1) ; pentru �ecare t1 2 f (x1) şi t2 2 f (x2) ;

6. imaginea lui bf este [0; 1] ; adic¼a Im bf = S
x2[a;b]

bf (x) = [0; 1] ;
Observa̧tia 3.2.12 Fie A : R ! [0; 1] un num¼ar fuzzy reprezentat ca şi în Ob-

servaţia 3.1.4. Dac¼a A are doar discontinuit¼aţi izolate, atunci mulţimile D(A1) şi

D(A2) sunt discrete, deci putem construi funcţiile multivoce

bA1 : [�1; a1]! Pc [0; 1] şi bA2 : [a2; �2]! Pc [0; 1]

prin

bA1 (x) =
8<: [A1 (x� 0) ; A1 (x)] ; dac¼a �1 < x � a1

[0; A1 (�1)] ; dac¼a x = �1
;

respectiv

bA2 (x) =
8<: [A2 (x+ 0) ; A2 (x)] ; dac¼a a2 � x < �2

[0; A2 (�2)] ; dac¼a x = �2
:
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Propozi̧tia 3.2.13 Dac¼a A : R! [0; 1] este un num¼ar fuzzy, atunci funcţiile mul-

tivoce bA1 : [�1; a1] ! Pc [0; 1] şi bA2 : [a2; �2] ! Pc [0; 1] construite în Observaţia
3.2.12, au urm¼atoarele propriet¼aţi:

1. mulţimile
n
x 2 [�1; a1] : bA1 (x) 2 P�c [0; 1]o şi x 2 [a2; �2] : bA2 (x) 2 P�c [0; 1]

sunt mulţimi discrete;

2. (�1; 0) ; (a1; 1) 2 �
� bA1� şi (a2; 1) ; (�2; 0) 2 �� bA2�

3. Im bA1 = Im bA2 = [0; 1] ;
4. bA1 este cresc¼atoare, iar bA2 este descresc¼atoare;
5. �

� bA1� şi �� bA2� sunt curbe plane continue.
Reciproc, dac¼a �1 � a1 � a2 � �2; iarbA1 : [�1; a1]! Pc [0; 1] şi bA2 : [a2; �2]! Pc [0; 1]

sunt dou¼a funcţii multivoce, care satisfac condiţiile (1) � (5) de mai sus, atunci
funcţiile

A1 : [�1; a1]! [0; 1] şi A2 : [a2; �2]! [0; 1]

de�nite prin

Ai (x) = U
� bAi (x)� ; i 2 f1; 2g ;

pot � considerate ca cele dou¼a p¼arţi laterale ale unui num¼ar fuzzy A.

Astfel, din Propozi̧tia 3.2.13, rezult¼a c¼a un num¼ar fuzzy A care are disconti-

nuit¼a̧tile izolate este bine determinat de perechea
� bA1; bA2� de funçtii multivoce

(construite în Observa̧tia 3.2.12):

De�ni̧tia 3.2.14 Aceast¼a reprezentare a num¼arului fuzzy A printr-o pereche de

funcţii multivoce o vom numi reprezentarea multivoc¼a a acestui num¼ar fuzzy.

Observa̧tia 3.2.15 Dac¼a a1 6= a2 sau dac¼a a1 = a2 = a şi A1 (a� 0) = A2 (a+ 0) ; atunci
funcţia multivoc¼a

bA : R! Pc [0; 1] ; bA (x) =
8>>>>>><>>>>>>:

bA1 (x) ; dac¼a x 2 [�1; a1]

1; dac¼a x 2 (a1; a2)bA2 (x) ; dac¼a x 2 [a2; �2]

0; în caz contrar

are urm¼atoarele propriet¼aţi:
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1. mulţimea
n
x 2 R : bA (x) 2 P�c [0; 1]o este o mulţime discret¼a;

2. exist¼a x0 2 R, astfel încât 1 2 bA (x0) ;
3. U

� bA (�x+ (1� �) y)� � minnU� bA (x)� ;U� bA (y)�o ; pentru orice x; y 2 R
şi � 2 [0; 1] ;

4. pentru �ecare x0 2 R şi �ecare " > 0; exist¼a o vecin¼atate V0 a lui x0; astfel

încât

U
� bA (x)�� U� bA (x0)� � ";

pentru orice x 2 V0;

5. închiderea mulţimii
n
x 2 R : 0 =2 bA (x)o este un interval compact din R;

Reciproc, dac¼a bA : R ! Pc [0; 1] este o funcţie multivoc¼a, ce satisface aceste cinci
condiţii, atunci funcţia A : R! [0; 1] ; de�nit¼a prin

A (x) =

8<:
bA (x) ; dac¼a bA (x) 2 [0; 1]

U
� bA (x)� ; dac¼a bA (x) 2 P�c [0; 1]

este un num¼ar fuzzy şi D(A) =
n
x 2 R : bA (x) 2 P�c [0; 1]o :

Exemplul 3.2.16 În Figura 1, în partea din stânga este reprezentat un num¼ar
fuzzy, iar în partea din dreapta este reprezentarea multivoc¼a a acestuia.

Figura 1.

Se observ¼a c¼a D(A) = f4; 7; 16g şi

bA1 (4) = [0:3; 0:4] ; bA1 (7) = [0:7; 0:8] ; bA2 (16) = [0; 0:2]



Capitolul 4

Produse de tip Dorroh pe
muļtimea numerelor fuzzy

4.1 Preliminarii algebrice

De�ni̧tia 4.1.1 Un semiinel (comutativ) este o structur¼a algebric¼a (S;+; �; 0) ; care
satisface urm¼atoarele condiţii:

1. (S;+; 0) este un monoid comutativ;

2. (S; �) este un semigrup (comutativ);

3. are loc distributivitatea la stânga şi la dreapta;

4. 0 � a = 0 = a � 0; pentru �ecare a 2 S.

Dac¼a (S; �; 1) este un monoid, atunci spunem ca S este un semiinel cu unitate.

De�ni̧tia 4.1.2 Fie S un semiinel comutativ cu unitate. Printr-un S-semimodul
stâng, vom înţelege un monoid comutativ (M;+; 0) ; împreun¼a cu o operaţie extern¼a

S�M !M; (a; x) 7�! a �x; numit¼a înmulţire cu scalari, care satisface urm¼atoarele
condiţii:

1. (ab) � x = a � (b � x);

2. a � (x+ y) = (a � x) + (a � y);

3. (a+ b) � x = (a � x) + (b � x);

35
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4. 0S � x = 0M = a � 0M ;

5. 1 � x = x;

pentru orice a; b 2 S şi x; y 2M:

Observa̧tia 4.1.3 Dac¼a în de�niţia extinderii triviale şi a extinderii Dorroh, con-
sider¼am peste tot în loc de inel un semiinel comutativ S; iar în loc de modul un

S-semimodul M; obţinem c¼a S nM şi S onM sunt semiinele comutative.

4.2 Produsul Dorroh

Consider¼am din nou, muļtimea 
; a tuturor funçtiilor f : [0; 1] ! R+; care sunt
m¼arginite, descresc¼atoare, continue la stânga în �ecare punct din (0; 1] şi continue

în 0 şi care satisfac condi̧tia f (1) = 0 şi �e 
0 submuļtimea lui 
; care coņtine toate

funçtiile continue din 
.

Evident, (R+;+; �) este un semiinel comutativ, iar (
;+) este un R+-semimodul
stâng în raport cu adunarea şi înmuļtirea punctual¼a. Consider¼am acum o structur¼a

de semiinel (
;+; �) pe muļtimea 
; astfel încât

(a � f) � g = a � (f � g); pentru �ecare a 2 R+ şi f; g 2 


şi extinderea Dorroh (R+ on 
;+; �).
Dac¼a A =

��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
2 F şi B =

��
b1; �

�
B

�
;
�
b2; �

+
B

��
2 F sunt dou¼a

numere fuzzy, de�nim suma lor prin

A+B =
� �
a1 + b1; �

�
A + �

�
B

�
;
�
a2 + b2; �

+
A + �

+
B

� �
2 F

respectiv, dac¼a A;B 2 F+; de�nim produsul acestora prin

A~B =
� �
a1; �

�
A

�
�
�
b1; �

�
B

�
;
�
a2; �

+
A

�
�
�
b2; �

+
B

� �
(4.1)

=
� �
a1b1; �

�
A~B

�
;
�
a2b2; �

+
A~B

� �
;

unde 8<: ��A~B = a1�
�
B + b1�

�
A + �

�
A � ��B

�+A~B = a2�
+
B + b2�

+
A + �

+
A � �+B

:

Evident, dac¼a A;B 2 F+ atunci A+B;A~B 2 F+:

Teorema 4.2.1 [36] (F+;+;~) este un semiinel comutativ cu unitate.
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Dac¼a consider¼am c¼a opera̧tia " � " este produsul punctual de�nit pe 
; adic¼a

(f � g) (t) = (f � g) (t) = f (t) � g (t) ; pentru orice t 2 [0; 1]

pentru f; g 2 
; vom nota cu "� " opera̧tia de�nit¼a mai sus pe F+: Astfel, în acest
caz,

A�B =
� �
a1b1; �

�
A�B

�
;
�
a2b2; �

+
A�B

� �
;

unde,8<: ��A�B (t) = a1�
�
B (t) + b1�

�
A (t) + �

�
A (t) � ��B (t)

�+A�B (t) = a2�
+
B (t) + b2�

+
A (t) + �

+
A (t) � �+B (t)

; pentru �ecare t 2 [0; 1] :

De�ni̧tia 4.2.2 [36] Produsul "� " (de�nit mai sus) pe mulţimea F+, se numeşte
produsul Dorroh.

Observa̧tia 4.2.3 În [3], A.I. Ban şi B. Bede au introdus şi studiat propriet¼aţile
de baz¼a ale produsului încrucişat ("cross product") a numerelor fuzzy. Dac¼a A =�
x�A (t) ; x

+
A (t)

�
t2[0;1] şi B =

�
x�B (t) ; x

+
B (t)

�
t2[0;1] sunt dou¼a numere fuzzy pozitive,

produsul încrucişat al acestora se de�neşte prin

A �B =
�
x�A�B (t) ; x

+
A�B (t)

�
t2[0;1] ;

unde 8<: x�A�B (t) = x
�
A (t) � x�B (1) + x�A (1) � x�B (t)� x�A (1) � x�B (1)

x+A�B (t) = x
+
A (t) � x+B (1) + x+A (1) � x+B (t)� x+A (1) � x+B (1)

;

pentru �ecare t 2 [0; 1] :
Dac¼a A =

��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
şi B =

��
b1; �

�
B

�
;
�
b2; �

+
B

��
; atunci

A �B =
� �
a1 � b1; ��A�B

�
;
�
a2 � b2; �+A�B

� �
;

unde 8<: ��A�B (t) = a1 � b1 � x�A�B (t) = ��A (t) � b1 + a1 � ��B (t)

�+A�B (t) = x
+
A�B (t)� a2 � b2 = �+A (t) � b2 + a2 � �+B (t)

deci, produsul încrucişat este un caz particular al produsului de�nit mai sus (4.1) pe

mulţimea F+, produs ce se obţine considerând produsul nul pe 
 (f � g = �):

Dac¼a A =
� �
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

� �
2 F; de�nim opusul s¼au, �A; prin

�A =
� �
�a2; �+A

�
;
�
�a1; ��A

� �
:
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Propozi̧tia 4.2.4 [36] Produsul Dorroh " � " de�nit pe F+ se poate extinde la

mulţimea F+ [ F� prin

A�B =

8>>><>>>:
� ((�A)�B) ; dac¼a A 2 F� şi B 2 F+

� (A� (�B)) ; dac¼a A 2 F+ şi B 2 F�

(�A)� (�B) ; dac¼a A 2 F� şi B 2 F�

şi are urm¼atoarele propriet¼aţi:

1: A�B = B � A; pentru �ecare A;B 2 F+ [ F�;

2: (A�B)� C = A� (B � C) ; pentru �ecare A;B;C 2 F+ [ F�;

3: A�(B + C) = A�B+A�C; dac¼a (B;C 2 F+) sau (B;C 2 F�) sau (A 2 R) ;

Exemplul 4.2.5 [36] Dac¼a A;B 2 F+ unde

A = [t+ 2; 5� t]t2[0;1] = ((3; 1� t) ; (4; 1� t))t2[0;1]
B = [2t+ 3; 7� t]t2[0;1] = ((5; 2 (1� t)) ; (6; 1� t))t2[0;1]

atunci, produsele lor sunt:

1. produsul uzual:

A �B = [(t+ 2) (2t+ 3) ; (5� t) (7� t)]
=

��
15;�2t2 � 7t+ 9

�
;
�
24; t2 � 12t+ 11

��
2. produsul încrucişat:

A �B = [11t+ 4; 34� 10t]
= ((15; 11 (1� t)) ; (24; 10 (1� t)))

3. produsul Dorroh:

A�B =
�
�2t2 + 15t+ 2; t2 � 12t+ 35

�
=

��
15; 2t2 � 15t+ 13

�
;
�
24; t2 � 12t+ 11

��
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Aceste trei produse sunt ilustrate în Figura 4:

Figura 4:

4.3 O rela̧tie de congrueņt¼a pe muļtimea numerelor

fuzzy

Dac¼a A 2 F este un num¼ar fuzzy, atunci devia̧tiile ��A şi �+A sunt funçtii continue
dac¼a şi numai dac¼a p¼aŗtile laterale ale lui A sunt strict monotone (adic¼a, A1 este

strict cresc¼atoare, iar A2 este strict descresc¼atoare).

Consider¼am acum muļtimea F0 a tuturor numerelor fuzzy cu discontinuit¼a̧ti izo-

late şi care au p¼aŗtile laterale strict monotone. Astfel, dac¼a 
0 este muļtimea funçti-

ilor f : [0; 1]! R+ continue şi descresc¼atoare, care veri�c¼a condi̧tia f (1) = 0; atunci

F0 =
�
A =

��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
2 F : ��A; �+A 2 
0

	
:

Evident, (F0;+) este un submonoid al monoidului (F;+) ; iar (F0 \ F+;+;�) este
un subsemiinel al semiinelului (F+;+;�) :

Observa̧tia 4.3.1 Dac¼a f 2 
0; atunci contraimaginea f�1 (x) ; a unui element

x 2 R+ prin aplicaţia f;

f�1 (x) = ft 2 [0; 1] : f (t) = xg ;

este �e mulţimea vid¼a, �e o mulţime format¼a dintr-un singur element, �e este un

interval compact netrivial din P�c [0; 1]. Mai mult, dac¼a x; x0 2 R+ şi x 6= x0; atunci
f�1 (x) \ f�1 (x0) = ;:

Pentru o funçtie f 2 
0 de�nim

V (f) =
[
x�0

�
f�1 (x) : f�1 (x) 2 P�c [0; 1]

	
;
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respectiv, dac¼a A =
� �
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

� �
2 F0; de�nim V1 (A) = V

�
��A
�
şi V2 (A) =

V
�
�+A
�
. Mai general, dac¼a num¼arul fuzzy A 2 F are reprezentarea multivoc¼a� bA1; bA2�, unde

bA1 : [�1; a1]! Pc [0; 1] şi bA2 : [a2; �2]! Pc [0; 1] ;

atunci de�nim

V1 (A) =
[

�1�x�a1

n bA1 (x) : bA1 (x) 2 P�c [0; 1]o
V2 (A) =

[
a2�x��2

n bA2 (x) : bA2 (x) 2 P�c [0; 1]o
Astfel, V1 (A) şi V2 (A) reprezint¼a verticalit¼a̧tile celor dou¼a ramuri ale num¼arului

fuzzy A; verticalit¼a̧ti ce apar doar în punctele de discontinuitate ale lui A şi în

conseciņt¼a, num¼arul fuzzy A este continuu dac¼a şi numai dac¼a V1 (A) = V2 (A) = ;:

Propozi̧tia 4.3.2 [36] Dac¼a A =
��
a1; �

�
A

�
;
�
a2; �

+
A

��
2 F0 şi B =

��
b1; �

�
B

�
;
�
b2; �

+
B

��
2

F0 sunt dou¼a numere fuzzy, atunci relaţia

A s B () V1 (A) = V1 (B) şi V2 (A) = V2 (B) ;

este o relaţie de echivalenţ¼a pe F0:

Observa̧tia 4.3.3 O clas¼a de echivalenţ¼a [A]s relativ la relaţia " s "; conţine toate
acele numere fuzzy care au aceleaşi "verticalit¼aţi" stângi şi drepte.

Lema 4.3.4 [36] Fie f1; f2 2 
0 şi x 2 R+: Atunci (f1 + f2)�1 (x) 2 P�c [0; 1] dac¼a
şi numai dac¼a exist¼a dou¼a numere reale x1; x2 2 R+; în mod unic determinate, astfel
încât x = x1 + x2 şi f�11 (x1) \ f�12 (x2) 2 P�c [0; 1] : Mai mult, în acest caz, are loc

(f1 + f2)
�1 (x) = f�11 (x1) \ f�12 (x2) :

Lema 4.3.5 [36] Fie f1; f2 2 
0 şi y 2 R+: Atunci (f1 � f2)�1 (y) 2 P�c [0; 1] dac¼a
şi numai dac¼a exist¼a dou¼a numere reale y1; y2 2 R+; în mod unic determinate, astfel
încât y = y1 � y2 şi f�11 (y1) \ f�12 (y2) 2 P�c [0; 1] : Mai mult, în acest caz, are loc

(f1 � f2)�1 (y) = f�11 (y1) \ f�12 (y2) :



CAPITOLUL 4. PRODUSE DE TIP DORROH 41

Dac¼a

C = [fCi : i 2 Ig şi C 0 = [
�
C 0j : j 2 J

	
;

unde fCi : i 2 Ig şi
�
C 0j : j 2 J

	
sunt dou¼a familii de elemente din P�c [0; 1] cu pro-

prietatea c¼a Ci1 \ Ci2 = ; şi C 0j1 \ C 0j2 = ;; pentru orice i1 6= i2 şi j1 6= j2 ; de�nim

C u C 0 = [
�
Ci \ C 0j : i 2 I; j 2 J; Ci \ C 0j 2 P�c [0; 1]

	
:

Propozi̧tia 4.3.6 [36] Dac¼a A;B 2 F0; atunci

Vi (A+B) = Vi (A) u Vi (B) ; pentru �ecare i 2 f1; 2g

iar dac¼a A şi B sunt strict pozitive, atunci

Vi (A�B) = Vi (A) u Vi (B) ; pentru �ecare i 2 f1; 2g :

Teorema 4.3.7 [36] Relaţia " s " este o relaţie de congruenţ¼a pe monoidul (F0;+) ;
iar restricţia relaţiei " s " la F0 \ F�+ este o relaţie de congruenţ¼a pe monoidul�
F0 \ F�+;�

�
:

Observa̧tia 4.3.8 Mulţimea Fc � F0 care conţine toate numerele fuzzy continue

din F0 şi mulţimea I a numerelor reale împreun¼a cu toate intervalele compacte din

R, sunt dou¼a clase de echivalenţ¼a importante. Importanţa acestora const¼a în:

1: I este elementul neutru al monoizilor factor (F0=s;+) şi
��
F0 \ F�+

�
=s;�

�
;

2: Fc este un ideal al monoidului (F0;+) ; respectiv, Fc \ F�+ este un ideal al

monoidului
�
F0 \ F�+;�

�
; adic¼a, dac¼a A 2 Fc şi B 2 F0; atunci A + B 2 Fc;

respectiv, dac¼a A şi B sunt cu nucleu strict pozitiv, atunci A�B 2 Fc:

Propozi̧tia 4.3.9 [36] Dac¼a A 2 Fc şi B 2 F0; atunci A+B 2 Fc; respectiv, dac¼a
A şi B sunt strict pozitive, atunci A�B 2 Fc:



Capitolul 5

Produse complet distributive pe
muļtimea numerelor fuzzy

În acest capitol, consider¼am muļtimea

Fc =
�
A 2 F : x�A; x+A 2 C [0; 1]

	
care, folosind reprezentarea MCE, se identi�c¼a cu produsul cartezian R� �; unde

� = f(f1; f2) 2 CDP [0; 1]� CDP [0; 1] : f1 (1) = f2 (1)g :

5.1 Structuri de semiinel pe multimea Fc

Fie A =
�
a; ��A;�

+
A

�
şi B =

�
b; ��B;�

+
B

�
dou¼a numere fuzzy. Construim urm¼atoarele

opera̧tii:

A+B =
�
a+ b; ��A +�

�
B; �

+
A +�

+
B

�
A�B =

�
a � b; ��A ���B; �+A ��+B

�
A�B =

�
a � b; ��A ���B +�+A ��+B; ��A ��+B +�+A ���B

�
Deoarece ��A;�

+
A;�

�
B şi �+B sunt funçtii descresc¼atoare şi cu valori pozitive,

atunci şi funçtiile ��A�B;�
+
A�B; �

�
A�B şi �

+
A�B sunt la fel, iar din �

�
A (1) = �

+
A (1) şi

��B (1) = �
+
B (1) ob̧tinem c¼a �

�
A�B (1) = �

+
A�B (1) şi �

�
A�B (1) = �

+
A�B (1) : Aşadar,

opera̧tiile de mai sus, sunt bine de�nite.

Teorema 5.1.1 [33] (Fc;+;�) este un semiinel comutativ cu unitate iar (Fc;+;�)
este un semiinel comutativ.

42
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Observa̧tia 5.1.2 [33] Dac¼a A;B 2 Fc; atunci �A+B = �A + �B şi �A�B =

�A ��B:

Observa̧tia 5.1.3 Dac¼a a 2 R este un num¼ar real, num¼arul fuzzy "crisp" ea are
reprezentarea MCE ea = (a; �; �) : Deoarece ea + eb = ]a+ b şi ea � eb = ea � eb = ]a+ b;
pentru orice a; b 2 R; corpul R a numerelor reale se scufund¼a în ambele semiinele
(Fc;+;�) şi (Fc;+;�) ; ca subsemiinel, dar unitatea lui R difer¼a de unitatea semi-
inelului (Fc;+;�).
De asemenea, grupul de unit¼aţi al semiinelului (Fc;+;�) este format din toate

intervalele netriviale de forma [a� x; a+ x] = (a;x; x) ; cu a 2 R � f0g şi x > 0:

Evident, inversul lui (a;x; x) este
�
1

a
;
1

x
;
1

x

�
=

�
1

a
� 1

x
;
1

a
+
1

x

�
:

Exemplul 5.1.4 Dac¼a

A = [t+ 2; 7� 2t] = (4; 2� t; 3� 2t)
B = [3t+ 3; 9� t] = (7; 4� 3t; 2� t)

sunt dou¼a numere fuzzy, atunci

A �B = [(t+ 2) (3t+ 3) ; (7� 2t) (9� t)]
=

�
29; � 3t2 � 9t+ 23; 2t2 � 25t+ 34

�
A�B = (28; (2� t) (4� 3t) ; (3� 2t) (2� t))

=
�
�3t2 + 10t+ 20; 2t2 � 7t+ 34

�
A�B =

�
28; (2� t) (4� 3t) + (3� 2t) (2� t) ; (2� t)2 + (3� 2t) (4� 3t)

�
=

�
�5t2 + 17t+ 14; 7t2 � 21t+ 44

�
unde A � B este produsul uzual (de�nit prin A � B =

�
x�A � x�B; x+A � x+B

�
) şi A � B;

A�B sunt cele dou¼a produse de�nite anterior. Acestea sunt reprezentate in Figura
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2

:

Figura 7:

Observa̧tia 5.1.5 Dac¼a A =
�
x�A; x

+
A

�
şi B =

�
x�B; x

+
B

�
, atunci

1:

(
x�A+B = x

�
A + x

�
B

x+A+B = x
+
A + x

+
B

;

2:

(
x�A�B = ab��

�
A�B = a � x

�
B + b � x�A � x�A � x�B

x+A�B = ab+�
+
A�B = 2ab� a � x

+
B � b � x+A + x+A � x+B

;

3:

(
x�A�B = ab��

�
A�B = a

�
x�B + x

+
B

�
+ b
�
x�A + x

+
A

�
� x�A � x�B � x+A � x+B � ab

x+A�B = ab+�
+
A�B = a

�
x�B + x

+
B

�
+ b
�
x�A + x

+
A

�
� x�A � x+B � x+A � x�B � ab

:

De�ni̧tia 5.1.6 [33] Dac¼a � 2 R şi A 2 Fc; de�nim înmulţirea cu scalari prin

�A =
�
� � a; j�j ���A; j�j ��+A

�
Observa̧tia 5.1.7 Deoarece(

x��A = �a� j�j ���A = (�� j�j) a+ j�j � x�A
x+�A = �a+ j�j ��+A = (�� j�j) a+ j�j � x+A

în cazul în care � � 0; înmulţirea cu scalari de�nit¼a anterior coincide cu înmulţirea
cu scalari uzual¼a, adic¼a cu

� �
�
x�A; x

+
A

�
=
�
� � x�A; � � x+A

�
:

Propozi̧tia 5.1.8 [33] Înmulţirea cu scalari are urm¼atoarele propriet¼aţi:
1: � (A+B) = �A+ �B; pentru orice � 2 R şi oricare A;B 2 Fc;
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2: � (A�B) = (�A)�B = A� (�B) ; pentru orice � 2 R şi oricare A;B 2 Fc;
3: � (A�B) = (�A)�B = A� (�B) ; pentru orice � 2 R şi oricare A;B 2 Fc;
4: 1 � A = A; 0 � A = 0;
5: (�+ �)A 4 �A+ �A; pentru oricare �; � 2 R şi orice A 2 Fc;
6: (�+ �)A = �A+ �A, � � � � 0:

5.2 Structura topologic¼a a muļtimii Fc

Pentru �ecare num¼ar fuzzy A =
�
a; ��A;�

+
A

�
2 Fc de�nim hAi prin

hAi = sup
t2[0;1]

max
�
��A (t) ;�

+
A (t)

�
Deoarece ��A şi �

+
A sunt funçtii descresc¼atoare, cu valori pozitive, rezult¼a c¼a

hAi = max
�
��A (0) ;�

+
A (0)

�
� 0:

De asemenea, pentru �ecare n 2 f1; 2; 3; 4g ; de�nim funçtiile k�kn : Fc ! [0;+1) ;
prin:

kAk1 = max (jaj ; hAi)
kAk2 = jaj+ hAi
kAk3 = max (jaj ; 2 hAi)
kAk4 = jaj+ 2 hAi

Propozi̧tia 5.2.1 [33] Pentru orice A;B 2 Fc şi � 2 R; au loc:

1: kAkn = 0, A = 0 pentru n 2 f1; 2; 3; 4g ;

2: kA+Bkn � kAkn + kBkn ; pentru n 2 f1; 2; 3; 4g ;

3: kA�Bkn � kAkn � kBkn ; pentru n 2 f1; 2g ;

4: kA�Bkn � kAkn � kBkn ; pentru n 2 f3; 4g ;

5: k�Akn = j�j � kAkn ; pentru n 2 f1; 2; 3; 4g :

Teorema 5.2.2 [33] Funcţia d : Fc � Fc ! [0;+1) ; de�nit¼a prin

d (A;B) = ja� bj+ sup
t2[0;1]

max
�����A (t)���B (t)�� ; ���+A (t)��+B (t)���

este o metric¼a (complet¼a) pe Fc:



CAPITOLUL 5. PRODUSE DISTRIBUTIVE 46

Propozi̧tia 5.2.3 [33] Metrica d de�nit¼a pe Fc; satisface urm¼atoarele propriet¼aţi:

1: d (A+ C;B + C) = d (A;B) ;

2: d (A+ C;B +D) � d (A;B) + d (C;D) ;
3: d (A� C;B � C) � kCk1 � d (A;B) � kCk2 � d (A;B) ;
4: d (A� C;B � C) � kCk3 � d (A;B) � kCk4 � d (A;B) ;
5: d (�A; �B) = j�j � d (A;B) ;

pentru orice A;B;C;D 2 Fc şi pentru orice � 2 R:

De�ni̧tia 5.2.4 Spunem c¼a şirul (An)n�1 � Fc converge la A 2 Fc dac¼a limn!1 d (An; A) =
0: Vom folosi, în acest caz, notaţia lim

n!1
An = A:

Observa̧tia 5.2.5 Dac¼a An =
�
an; �

�
An
;�+An

�
şi A =

�
a; ��A;�

+
A

�
; atunci lim

n!1
An =

A; dac¼a şi numai dac¼a8>><>>:
lim
n!1

an = a

lim
n!1

��An (t) = �
�
A (t) ; 8 t 2 [0; 1]

lim
n!1

�+An (t) = �
+
A (t) ; 8 t 2 [0; 1]

:

5.3 Câteva funçtii elementare de�nite pe Fc

Consider¼am F�c, muļtimea

F�c =
�
A =

�
a; ��A;�

+
A

�
2 Fc : a > 0; şi ��A (t) ;�+A (t) � 1; 8 t 2 [0; 1]

	
:

Deoarece 1 2 F�c şi A � B 2 F�c; pentru A;B 2 F�c rezult¼a c¼a (F
�
c;�) este un

submonoid al lui (Fc;�) :
De�nim funçtia exponeņtial¼a, exp : Fc !F�c; prin

A 7�! eA =
�
ea; e�

�
A ; e�

+
A

�
şi funçtia logaritmic¼a, ln : F�c ! Fc; prin

A 7�! lnA =
�
ln a; ln ���A; ln ��+A

�
unde A =

�
a; ��A;�

+
A

�
2 Fc şi " � " este compunerea funçtiilor:

Propozi̧tia 5.3.1 [33] Funcţiile exp şi ln, de�nite anterior, stabilesc izomor�smul
dintre monoizii (Fc;+) şi (F�c; �) ; iar ln = exp�1 :
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Observa̧tia 5.3.2 [33] Dac¼a Ak = A� :::� A (k� ori), atunci

lim
n!1

�
1 +

A

1!
+
A2

2!
+ :::+

An

n!

�
= eA:

De�ni̧tia 5.3.3 [33] Dac¼a A =
�
a; ��A;�

+
A

�
şi B =

�
b; ��B;�

+
B

�
sunt dou¼a numere

fuzzy, astfel încât:

1. ab este de�nit (în R) ;

2.
�
��A (t)

���B(t) şi ��+A (t)��+B(t) sunt de�nite pentru �ecare t 2 [0; 1] ;
3. funcţiile

�
��A
���B şi ��+A��+B sunt descresc¼atoare;

atunci de�nim puterea AB; prin AB =
�
ab;
�
��A
���B ; ��+A��+B� :

Observa̧tia 5.3.4 De exemplu, dac¼a A 2 F�c; atunci AB poate � construit pentru
orice B 2 Fc:

Propozi̧tia 5.3.5 [33] Dac¼a A 2 F�c şi B 2 Fc ; atunci:

1: A0 = 1 şi A1 = A;

2: AB+C = AB � AC şi AB�C =
�
AB
�C
:

Dac¼a A =
�
a; ��A;�

+
A

�
2 Fc , putem de�ni, pentru un întreg pozitiv n,

An = A� :::� A| {z }
n

=
�
an;
�
��A
�n
;
�
�+A
�n�

;

şi,
n
p
A =

�
n
p
a; n

q
��A;

n

q
�+A

�
(cu a � 0 dac¼a n este par).

Observa̧tia 5.3.6 [33] Dac¼a A 2 Fc şi suppA � (0; 1) ; adic¼a
�
x�A (t) ; x

+
A (t)

�
�

(0; 1) ; 8t 2 [0; 1]; atunci, evident are loc şi supp (An) = supp (A� :::� A| {z }
n�ori

) � (0; 1) ;

pentru orice n 2 N�: Astfel, pentru orice A 2 Fc cu suppA � (0; 1) ; avem

lim
n!1

�
1 + A+ :::+ An

�
= lim

n!1

 
1� an+1
1� a ;

1�
�
��A
�n+1

1���A
;
1�

�
�+A
�n+1

1��+A

!

=

�
1

1� a;
1

1���A
;

1

1��+A

�
not:
=

1

1� A
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Analog, tot pentru A 2 Fc cu suppA � (0; 1) obţinem

lim
n!1

�
A+

1

2
� A2 + :::+ 1

n
� An

�
= ln

�
1

1� A

�
:

Menţion¼am c¼a
1

1� A
este doar o notaţie şi nu reprezint¼a inversul lui 1 � A; aşa

cum nici 1� A nu reprezint¼a diferenţa dintre 1 şi A.



Capitolul 6

Grupuri topologice pe muļtimi cât
de numere fuzzy

6.1 Preliminarii

În acest capitol, not¼am cu F; muļtimea acelor numere fuzzy pentru care funçtiile x�A
şi x+A (care de�nesc capetele muļtimilor de nivel) sunt continue. Astfel, muļtimea F

poate � privit¼a ca muļtimea elementelor de forma A =
�
x�A; x

+
A

�
; unde:

� x�A; x+A 2 C [0; 1] ;

� x�A este cresc¼atoare, iar x+A este descresc¼atoare;

� x�A (t) � x+A (t) ; pentru t 2 [0; 1] :

De asemenea, mai consider¼am muļtimea F+; a tuturor numerelor fuzzy strict

pozitive A 2 F (i.e., x�A (t) > 0; pentru t 2 [0; 1]):
Consider¼am muļtimile:

� C [a; b]� muļtimea tuturor funçtiilor (reale) continue, de�nite pe [a; b] ;

� C+ [a; b]� muļtimea tuturor funçtiilor din C [a; b] cu valori strict pozitive;

� BV [a; b]� muļtimea tuturor funçtiilor cu varia̧tie m¼arginit¼a, de�nite pe [a; b] ;

� BVC [a; b] = C [a; b] \ BV [a; b] ;

� BVC+ [a; b] = C+ [a; b] \ BV [a; b] :

49
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În teoria funçtiilor cu varia̧tie m¼arginit¼a, sunt binecunoscute urm¼atoarele rezultate:

Teorema 6.1.1 [69] Dac¼a f; g 2 BV [a; b] şi � 2 R; atunci f � g; �f; f � g 2
BV [a; b] : Dac¼a în plus,

1

g
este m¼arginit¼a, atunci

f

g
2 BV [a; b] :

Teorema 6.1.2 [69] O funcţie f 2 C [a; b] este cu variaţie m¼arginit¼a, dac¼a şi numai
dac¼a, exist¼a dou¼a funcţii cresc¼atoare f1; f2 2 C [a; b] ; astfel încât f = f1 � f2:

Teorema 6.1.3 [53] Dac¼a [a; b]
f! [c; d]

g! R unde f 2 BV [a; b] ; atunci g � f 2
BV [a; b] ; dac¼a şi numai dac¼a, funcţia g satisface condiţia lui Lipschitz pe intervalul

[c; d].

Propozi̧tia 6.1.4 O funcţie continu¼a f 2 C+ [a; b] este cu variaţie m¼arginit¼a pe

[a; b] dac¼a şi numai dac¼a exist¼a dou¼a funcţii cresc¼atoare �; � 2 C+ [a; b], astfel încât
f =

�

�
:

Observa̧tia 6.1.5 Dac¼a f 2 BVC [a; b] ; atunci putem alege o funcţie cresc¼atoare

u 2 C [a; b] şi o funcţie descresc¼atoare v 2 C [a; b] ; astfel încât f =
u+ v

2
şi u (t) <

v (t) ; pentru t 2 [a; b] : De asemenea, dac¼a f 2 BVC+ [a; b] ; atunci putem alege o

funcţie cresc¼atoare u 2 C+ [a; b] şi o funcţie descresc¼atoare v 2 C+ [a; b] ; astfel încât
f =

p
u � v şi u (t) < v (t) ; pentru t 2 [a; b] :

Este binecunoscut faptul c¼a (BVC [a; b] ;+) şi (BVC+ [a; b] ; �) sunt grupuri topo-
logice, topologia �ind cea indus¼a de metrica de�nit¼a prin

D(f; g) = sup
t2[a;b]

jf (t)� g (t)j :

Mai mult, corespondeņta f 7! ef stabileşte un izomor�sm topologic între grupurile

(topologice) BVC [a; b] şi BVC+ [a; b] :

6.2 Monoizi cu involu̧tii � considerente algebrice

şi topologice

Fie (M; �) un semigrup. O involu̧tie peM; este o opera̧tie unar¼a x 7! x�; astfel încât:

1. (x � y)� = y� � x�;

2. x�� = x;
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pentru orice elemente x; y 2M: Un element x 2M; care veri�c¼a proprietatea x� = x;
se numeşte element Hermitian.

Consider¼am acum, clasa M a tuturor sistemelor (M; �; e;� ) ; unde (M; �; e) este
un monoid comutativ cu simpli�care, iar � este o involu̧tie pe M: Dac¼a (M1; �; e1;� )
şi (M2; �; e2;? ) sunt din M, un mor�sm de monoizi f :M1 !M2 care veri�c¼a

f (x�) = (f (x))? ; 8 x 2M1

îl vom numi M - mor�sm.

Observa̧tia 6.2.1 Dac¼a (G; �) este un grup abelian, atunci (G; �; 1; ��1) 2 M şi

orice mor�sm de grupuri abeliene este M - mor�sm.

Observa̧tia 6.2.2 Dac¼a (M; �; e;� ) 2M, atunci mulţimea

S (M) = fx 2M : x� = xg

a tuturor elementelor Hermitiene ale lui M; este un submonoid a lui M şi veri�c¼a

urm¼atoarele propriet¼aţi:

1. x 2 S (M), x� 2 S (M) ;

2. x � x� 2 S (M) ; 8 x 2M ;

3. dac¼a x; x � y 2 S (M) ; atunci y 2 S (M) ;

4. dac¼a x; y 2M; atunci x � y� 2 S (M), x � y� = x� � y:

Propozi̧tia 6.2.3 Dac¼a (M; �; e;� ) 2M; atunci relaţia " s� " pe M; de�nit¼a prin

x s� y () x � y� 2 S (M)

este o relaţie de congruenţ¼a pe (M; �; e;� ) :

Pe muļtimea cât

M=s� = cM = f[x] : x 2Mg ;

unde

[x] = fy 2M : x � y� = x� � yg

este clasa de echivaleņt¼a a elementului x 2M; consider¼am opera̧tia indus¼a

[x]� [y] = [x � y]

şi mor�smul canonic p :M ! cM; de�nit prin x 7! [x] :
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Propozi̧tia 6.2.4 Dac¼a (M; �; e;� ) 2M; atunci
�cM;�� este un grup abelian, unde

[e] = S (M) este elementul neutru, iar inversul elementului [x] 2 cM este [x�] 2 cM:
Observa̧tia 6.2.5 Fie (M; �; e;� ) 2 M: Dac¼a exist¼a un grup abelian (G; �) şi un
M�mor�sm surjectiv f : (M; �; e;� )! (G; �; 1; ��1) ; astfel încât, pentru orice x; y 2
M;

x s� y , f (x) = f (y) ; (6.1)

atunci (din prima teorem¼a de izomor�sm) funcţia f : cM ! G; de�nit¼a prin [x] 7!
f (x) ; este un izomor�sm de grupuri şi

M
f - G

cM
p
? f

-

f � p = f:

Observa̧tia 6.2.6 Dac¼a

ker f = f(x; y) 2M �M : f (x) = f (y)g

este nucleul funcţiei f; iar

Ker f = fx 2M : f (x) = 1g

este nucleul mor�smului f; atunci condiţiile: (6:1) ; ker f =s� şi Ker f = S (M) ;

sunt echivalente.

Teorema 6.2.7 [34] Fie (M; d1) şi (G; d2) dou¼a spaţii metrice. Dac¼a
1. (M; �; e;� ; �d1) este un monoid topologic comutativ cu involuţia continu¼a;
2. (G; �; �d2) este un grup topologic abelian;
3. f :M ! G este un M - mor�sm continuu;

atunci
�cM;bd� este un spaţiu metric, unde bd : cM � cM ! R este de�nit prin

bd ([x] ; [y]) = d2 (f (x) ; f (y)) ; 8 [x] ; [y] 2 cM:
Mai mult, mor�smul canonic p : M ! cM este continuu, iar

�cM;�; �bd� este un
grup topologic abelian, care este topologic izomorf cu (G; �; �d2).
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6.3 Grupuri topologice de�nite pe muļtimi cât ale

lui F

Reamintim c¼a, dac¼a A =
�
x�A; x

+
A

�
2 F şi B =

�
x�B; x

+
B

�
2 F; atunci suma lor se

de�neşte prin

A+B =
�
x�A + x

�
B; x

+
A + x

+
B

�
;

iar �A; prin �A =
�
�x+A;�x�A

�
: De asemenea, dac¼a A;B 2 F+; atunci produsul

(uzual) este de�nit prin

A �B =
�
x�A � x�B; x+A � x+B

�
iar A�1; prin A�1 =

1

A
=

�
1

x+A
;
1

x�A

�
: Not¼am 0 = [0; 0] şi 1 = [1; 1] :

Metrica Hausdor¤d : F�F! [0;+1) pe muļtimea numerelor fuzzy, se de�neşte
prin

d (A;B) = sup
t2[0;1]

���x�A (t)� x�B (t)��+ ��x+A (t)� x+B (t)��� :
Propozi̧tia 6.3.1 [34]

�
F;+; 0;�

�
2M şi

�
F+; �; 1;�1

�
2M: Mai mult, sunt chiar

monoizi topologici cu involuţii continue (relativ la topologiile induse de metrica d):

Dac¼a S0 = S
�
F;+; 0;�

�
şi S1 = S

�
F+; �; 1;�1

�
; atunci

S0 = fA 2 F : A = �Ag =
�
A 2 F : x�A + x+A = 0

	
S1 =

�
A 2 F+ : A = A�1

	
=
�
A 2 F : x�A � x+A = 1

	
şi rela̧tiile de congrueņt¼a induse pe

�
F;+; 0;�

�
şi
�
F+; �; 1;�1

�
sunt de�nite prin

A s B , A+ (�B) 2 S0 , x�A + x
+
A = x

�
B + x

+
B

dac¼a A;B 2 F; respectiv

A � B , A �B�1 2 S1 , x�A � x+A = x�B � x+B

dac¼a A;B 2 F+: De asemenea, clasele de echivaleņt¼a corespunz¼atoare sunt

[A] = fB 2 F : A s Bg

dac¼a A 2 F; respectiv
hAi = fB 2 F+ : A � Bg

dac¼a A 2 F+:
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Not¼am în continuare cu bF şi eF+ muļtimile cât corespunz¼atoare (F=s şi F+=�):
Astfel, bF = f[A] : A 2 FgeF+ = fhAi : A 2 F+g :

Conform Propozi̧tiei 6.2.4, avem:

�
�bF;�� este un grup abelian cu opera̧tia de�nit¼a prin [A] � [B] = [A+B] :

Elementul neutru este
�
0
�
= S0; iar opusul lui [A] 2 bF este � [A] = [�A] ;

�
�eF+;�� este un grup abelian cu opera̧tia de�nit¼a prin hAi � hBi = hA �Bi :
Elementul neutru este



1
�
= S1; iar inversul lui hAi 2 eF+ este hAi�1 = hA�1i :

Teorema 6.3.2 [34]
�bF;�� este un grup topologic metrizabil şi este topologic izomorf

cu grupul (BVC [0; 1] ;+).

Teorema 6.3.3 [34]
�eF+;�� este un grup topologic metrizabil şi este topologic

izomorf cu grupul (BVC+ [0; 1] ; �).

Teorema 6.3.4 [34]
�bF;�� �=top �eF+;�� :

Observa̧tia 6.3.5 Clasa de echivalenţ¼a [A] 2 bF; a num¼arului fuzzy A 2 F; este

de�nit¼a de media aritmetic¼a a lui A; respectiv, clasa de echivalenţ¼a hAi 2 eF+; a
num¼arului fuzzy A 2 F+; este de�nit¼a de media geometric¼a a lui A: Acestea sunt
ilustrate (pentru un num¼ar fuzzy pozitiv) în Figura 8:

Figura 8:
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cureşti, (1977).

[81] I. Purdea, Tratat de algebr¼a modern¼a, vol. II, Editura Academiei, Bucureşti,
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