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Introducere

Aceastd lucrare prezintd in prima parte cateva constructii algebrice (inele grupale,
extinderi triviale gi extinderi Dorroh), tratate din punct de vedere categorial si
topologic, respectiv, in a doua parte, citeva constructii algebrice din aritmetica

numerelor fuzzy.

Capitolul 1. Extinderi de inele. In acest capitol am prezentat unele proprietiti
algebrice si categoriale ale unor extinderi de inele si este structurat astfel:

1.1. Inele grupale. In acest paragraf am prezentat, pe lang# unele notiuni si
rezultate de baza din teoria inelelor grupale si unele rezultate noi. Astfel am introdus
aici categoria Rng®rp (care are ca obiecte tripletele de forma (R, G, o), unde R este
un inel cu unitate, G este un grup, iar o : G — Aut R este un morfism de grupuri),
functorul covariant F : BRng®tp — NRng, care asociaza tripletului (R, G, o) inelul
grupal stramb R %, G si am demonstrat ca acest functor are un adjunct la dreapta
(Teorema 1.1.4). Tot aici am demonstrat cd bifunctorul H, : Bng,x2Ab — MRng,,
(care asociaza inelului comutativ cu unitate R si grupului comutativ G, inelul grupal
R[G]) are un adjunct la dreapta (Teorema 1.1.7).

1.2. Extinderi ale inelelor comutative. In acest paragraf am tratat extin-
derile triviale din punct de vedere categorial. Astfel, am introdus aici, proprietatea
de universalitate a extinderii triviale R x M (Teorema 1.2.1) si consecintele acesteia
(Corolarul 1.2.2, Propozitia 1.2.4), rezultate care faciliteazd constructiile categoriale
prezentate in acest paragraf. Tot aici am caracterizat grupul de unitati al produsului
semidirect R * M (Propozitia 1.2.9).

1.3. Produse semidirecte generalizate. Ca si o generalizare a celor prezen-
tate in paragraful anterior, am introdus aici inelul R x? M (numit (a, 3)-produsul
semidirect dintre un inel R gi un R-modul M) si am studiat unele proprietati alge-
brice si categoriale ale acestuia. Astfel, am caracterizat grupul de unitati al acestui
inel, am dat proprietatea de universalitate gi am facut unele constructii categoriale.

De asemenea, tot aici, am studiat unele proprietati topologice, si anume, problema
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extinderii normelor de pe R si M pe («, 3)-produsul semidirect R x? M.

Capitolul 2. Extinderi Dorroh. In acest capitol al lucrérii, am prezentat, pe langs
unele proprietati de baza ale extinderilor Dorroh si cateva contributii originale, legate
de aceastd constructie. Astfel, am introdus aici (pentru simplificarea expunerii)
doua notiuni, si anume, cea de pereche Dorroh si cea de D-morfism, proprietatea de
universalitate a acestui inel (Teorema 2.1.6) si consecinta acesteia (Corolarul 2.1.8),
notiuni si rezultate utile in constructiile categoriale ce urmeaza. Tot aici, am descris
acele inele, care se pot exprima ca gi 0o anume extindere Dorroh (Teoremele 2.1.10
i 2.1.11), am caracterizat grupul de unitati al inelului R x M (Teorema 2.3.2) si
am construit functorul "extindere Dorroh" (D : ® — Mng), aratand ca acesta are
un adjunct la dreapta (Teorema 2.2.1) si comutd cu produsele directe si cu limitele

inverse (Propozitiile 2.2.2 si 2.2.3).

Capitolul 3. Numere fuzzy. Generalitati. In acest capitol am prezentat
definitia si unele proprietati de baza ale numerelor fuzzy, precum si unele reprezen-
tari ale acestora. Astfel, pe langa binecunoscuta reprezentare LU, am introdus si
cateva reprezentari noi, ale numerelor fuzzy: reprezentarea multivoca, reprezentarea
CE (core ecart) si reprezentarea MCE (middle-core ecart). Reprezentarile CE si
MCE faciliteaza constructia unor noi operatii cu numere fuzzy, operatii prezentate

in capitolele urmatoare.

Capitolul 4. Produse de tip Dorroh pe multimea numerelor fuzzy. Ca si
o aplicatie a extinderilor Dorroh, am introdus aici o noua structura algebrica pe
multimea numerelor fuzzy si am studiat unele proprietati ale acesteia. Folosind
reprezentarea CE a numerelor fuzzy, am introdus un nou produs (notat cu ” ® ”)
pe multimea numerelor fuzzy, produs care se bazeaza pe extinderea Dorroh, a unui
semiinel printr-un semimodul. Astfel, (§+,+, ®) este un semiinel (Teorema 4.2.1),
unde §; este multimea numerelor fuzzy cu nucleul pozitiv. Ca si o particularizare a
acestei constructii generale, am obtinut un produs nou, produs pe care l-am numit
"produsul Dorroh". De asemenea, am construit o relatie de echivalenta, compatibila

cu suma si cu produsul Dorroh (Propozitia 4.3.2 si Teorema 4.3.7).

Capitolul 5. Produse complet distributive pe multimea numerelor fuzzy.
In acest capitol, folosind reprezentarea MCE a numerelor fuzzy, am introdus dous
produse noi pe multimea numerelor fuzzy, produse care sunt complet distributive

fatd de adunare. Astfel, in Teorema 5.1.1, am ardtat c& (., +,[J) este un semiinel
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comutativ cu unitate, iar (F., +,X) este un semiinel comutativ. Tot aici, am intro-
dus si un nou produs cu scalari (care pentru un scalar pozitiv coincide cu produsul
cu scalari uzual) gi care, pe langd proprietitile obignuite, are o proprietate noud
(Propozitia 5.1.8.5). Pentru a defini structura topologicd a multimii §., am intro-
dus patru tipuri de norme si o noua metrica pe multimea §.. Proprietatile acestora
le-am dat in Propozitia 5.2.1, Teorema 5.2.2 si Propozitia 5.2.3. In ultimul para-
graf al acestui capitol, am prezentat cateva functii elementare, definite pe multimea
numerelor fuzzy, constructia acestora fiind posibild (in aceastd forma), datoritd uti-

lizarii reprezentarii MCE si a produsului [.

Capitolul 6. Grupuri topologice pe multimi cadt de numere fuzzy. A.M.
Bica a construit in [11] doud grupuri abeliene izomorfe, definite pe multimi cat de
numere fuzzy unimodale, care au pértile laterale strict monotone si continue. In
acest capitol din lucrare, am extins rezultatele din [11], la o clasd mai largd de
numere fuzzy, adaugand si o structura topologica. De asemenea, am caracterizat
grupurile cat construite, folosind multimea BVC [0, 1] a functiilor continue si cu

variatie marginita, definite pe [0,1].

In incheiere, doresc s& multumesc indrumstorului stiintific, d-lui Prof. Dr. Ioan
Purdea pentru sprijinul acordat in elaborarea acestei lucrari. De asemenea, doresc
sd aduc multumiri si Colectivului de Algebra de la Universitatea "Babes—Bolyai"

din Cluj Napoca.
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Partea 1

Constructii algebrice - aspecte

categoriale



Capitolul 1

Extinderi de inele

1.1 Inele grupale

Pe tot parcursul paragrafului, prin inel vom intelege un inel asociativ cu unitate iar

prin morfism de inele vom intelege morfism unitar.

1.1.1 Inele grupale strambe

Fie R un inel, G un grup si ¢ : G — Aut R un morfism de grupuri. Pentru fiecare
not.

g€ Gsire R, notam o (g) (r) = 9.
Inelul grupal stramb R %, G (vezi [75],[67]) se defineste ca fiind R-modulul

stang liber, cu baza G, cu produsul definit distributiv, pe baza relatiei:

(7’191) : (7’292) = 7’17”31 9192,
pentru fiecare r1,79 € R si g1, 92 € G.

Teorema 1.1.1 ([75], [67]) Fie R un inel, G un grup si o : G — Aut R un morfism
de grupuri. Atunci, pentru orice inel A, pentru orice morfism de inele p : R — A
g1 pentru orice morfism de grupuri f : G —U(A), ezistd un unic morfism de inele
O : Rx, G — A, astfel incat ® (r) = ¢(r), pentru orice r € R §i ®(g9) = f(g)

pentru orice g € G daca §i numai daca

() =f(g)-o(r) - (flg)"

pentru orice v € R si pentru orice g € G.
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Corolarul 1.1.2 [38] Fie ¢ : R — R’ un morfism de inele si f : G — G'un
morfism de grupuri. Daca o : G — Aut R gi o' : G' — Aut R’ sunt doua morfisme

de grupuri, astfel incdt diagramele

R L R

a(9) (o'of)(g) (1.1)

R L R

sa fie comutative (i.e., (0’ o f)(g) o =@ oo (g)) pentru fiecare g € G, atunci apli-

catia
"L (o, f) : R+, G — R x5 G

Z:lrigi I 2@(%’) f(9i)
este unicul morfism de inele care extinde pe ¢ gi f.

Corolarul 1.1.3 (1) [38] Fie R un inel, G i G' doua grupuri, iar f : G — G,
0:G— AutR gi o' : G' — Aut R morfisme de grup, astfel incat

Aut R

(sau echivalent, /9 = 19 pentru fiecare g € G gi r € R) . Atunci aplicatia
f @ R¥,G — R, G
>rigi v > rif(9)
i=1 i=1
este unicul morfism de inele care-l extinde pe f.

(2) [38] Fie G un grup, R si R doud inele, ¢ : R — R’ un morfism de inele,
0:G— AutR gi o' : G — Aut R’ doua morfisme de grup, astfel incat

a(9) '(g) d (g)op=poa(g), pentru fiecare g € G
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(sau echivalent, ¢ (r9) = ¢ (r)?, pentru fiecare g € G gir € R). Atunci apli-

catia
® : R+x,G — R=x*x,G
' 17%‘ 9i —— 2190(7%‘) Ji

este unicul morfism de inele care-l extinde pe .
Rezultatele anterioare ne permit constructia unor categorii pe care le definim
mai jos.

1. Categoria &tp,, unde R este un inel fixat, are ca obiecte perechi (G, o),
unde G este un grup si 0 : G — Aut R este un morfism de grupuri. Daca

(G,0),(G',0') sunt doud obiecte din aceasta categorie,
Homegy,, ((G,0),(G',0")) = {f € Homg,, (G,G") : 0’ o f =0}
compunerea morfismelor fiind compunerea morfismelor de grupuri.

2. Categoria Mng., unde G este un grup fixat, are ca obiecte perechi (R, o)
unde R este un inel si 0 : G — Aut R este un morfism de grupuri. Daca
(R,0), (R, 0’") sunt doud obiecte din aceastd categorie, atunci multimea mor-
fismelor Homgpng,, ((R,0), (R',0")) este

{ € Hompng (R, R) : 0’ (g) oo =poa(g), Vg€ G},

iar compunerea morfismelor este compunerea morfismelor de inele.
3. Categoria RngBrp construita astfel:

e clasa obiectelor este formata din triplete (R, G, o), unde R este un inel,

G este un grup, iar o : G — Aut R este un morfism de grupuri;

e multimea morfismelor Homgge. (R, G, 0), (R',G',0')) este formata din
perechile (¢, f), unde ¢ : R — R’ este un morfism de inelesi f : G — G’
este un morfism de grupuri, pentru care (¢’ o f) (g)op = poo (g), pentru

fiecare g € G;
e daca
(907 f) € Hom%ngﬁtp ((R7 Ga 0-) ) (R,7 Gl) OJ))
(SO/, f,) S Hommngﬁtp ((R/7 Gla Ul) ) (R”7 G,/7 Oﬂ))

atunci

(@ o, f)= (¢ op, f of) € Hompngesw ((R,G,0),(R",G",0")).
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Costruim in continuare cativa functori covarianti intre categoriile definite ante-

rior:

1. Daca R este un inel fixat, definim functorul covariant I : Gtpp — Rng&rp

astfel
(G,0) ——— 1 (G,0) = (R, G, 0)
f \ =(idg,f)
(G 0) ————1r(G,0) = (R,G 0

2. Daca G este un grup fixat, definim functorul covariant I : Rng, — RngGrp

prin

(R,0) ——— I (R,0) = (R,G,0)
® \IG(W (piide)
(R,o) ———— I (R = (R',G,0)

3. Conform Corolarului 1.1.2, putem construi functorul covariant F : Rng®&rp —

PRng prin
(R,G,0) —— F(R,G,0) =
(@.f) \
(R/,G/ ) F(Rl Gl l) — Rl
4. Dacd R este un inel, atunci aplicatia op : U(R) — Aut R, ry — o,,,unde

0y (1) =927y ", pentru fiecare x € R, este un morfism de grup.

Consider functorul covariant U : Rng — RngGrp definit prin
A~ U(A) = (A, U(A),04)
® U(p)=(,U())
B+ U(B) = (B,U(B),o5)

unde U (R) este grupul de unitéti al inelului R si U (¢) : U(A) — U (B) este

morfismul de grupuri indus de morfismul de inele ¢ : A — B.

Teorema 1.1.4 [38] Functorul F este adjunct la stinga functorului U.
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1.1.2 Inele grupale

Daci in definitia inelului grupal stramb, consideram o (g) = idg, pentru fiecare
g € G, atunci inelul grupal stramb R %, G devine inelul grupal R [G].
Particularizand in Teorema 1.1.1, 0 (g) = idg, pentru fiecare g € G, obtinem

proprietatea de universalitate a inelelor grupale, pe care o dam in continuare:

Teorema 1.1.5 Fie R un inel, G un grup. Atunci, pentru orice inel A, pentru
orice morfism de inele p : R — A si pentru orice morfism de grupuri f : G —U(A),
existd un unic morfism de inele ® : R[G] — A, astfel incit @ (r) = ¢ (r), pentru

oricer € R 51 ®(g) = f (g) pentru orice g € G daca gi numai daca

p(r)-fg)=f(g) ¢(r), (1.2)
pentru orice v € R i pentru orice g € G.

Corolarul 1.1.6 Din Teorema 1.1.5, rezulta ca pentru orice morfism de inele @ :
R — R’ si pentru orice morfism de grupuri f : G — G’ exista un unic morfism
de inele ® : R|G|] — R'|G'], astfel incat ® (r) = ¢ (r), pentru orice r € R gi
® (g) = f(g), pentru orice g € G.

Din Corolarul 1.1.6, rezulta ca putem defini un functor covariant H : Rngx &rp —

Rng, astfel:
(R, G) H(R,G) = R[G]

(o,f) \H(go,f)@

(R,G") —— H(R',G) = R'[G]
Pentru cazul comutativ, consider functorul H. : Rng,x2Ab — Rng, definit analog
cu functorul H.
Definim incd un functor U : Rng, — Rng, xAb, astfel:

A U(A) = (4, U(A))
@ U(p)=(,U(p))
Bi U(B) = (B,U(B))

unde U (R) este grupul de unitati al inelului R si U(p) : U(A) — U(B) este

morfismul de grupuri indus de morfismul de inele ¢ : A — B.

Teorema 1.1.7 Functorul H. este adjunct la stanga functorului U.
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1.2 Extinderi ale inelelor comutative
Pe tot parcursul acestui paragraf, prin inel vom intelege un inel asociativ.

Consideram inelul de endomorfisme (End M, +,0) al grupului abelian (M, +),
inelul comutativ cu unitate (R,+,-) si 0 : (R,+,-) — (End M,+,0) un morfism
unitar de inele. Dacd, pentru fiecare a € R si x € M, notam ¢ (a) () = ax, obtinem
ca M este un R-modul stdng. Reciproc, daca M este un R—modul stang, atunci

corespondenta a — §,, unde
0g : M — M, zw ax

determind un morfism unitar de inele ¢ : (R, +,-) — (End M, +,0).
Consideram de asemenea, o copie multiplicativa (M, ) a grupului (M, +), adica
M={T:2€ M}si

1.2.1 Extinderi triviale

Fie inelul comutativ cu unitate (R,+,:) si M un R-modul stang. Pe produsul
direct (R x M,+), al grupurilor abeliene (R,+) si (M,+), se defineste operatia
multiplicativa

(a,z) o (b,y) = (ab,bx + ay) .

Astfel, (R x M, +, ) devine un inel comutativ cu unitate, numit extinderea triv-
iala a lui R prin M (sau idealizarea lui M) si care se noteaza cu R x M ([44], [54]).

Mai mult, R X M este chiar o R—algebra cu operatia externa
Rx(Rx M) — Rx M, (a,(a,z))+— (aa,ax).
Consideram acum urmatoarele aplicatii:

i+ M—RxM, T (1,2);
iR : R—-RxM, a— (a,0);
iy © M—RxDM, xw— (0,z)
g : RxM— R, (a,2)— a;
75 @ URXM)— M, (a,2)— alz.

Aceste aplicatii verifica urmatoarele proprietati:
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—_

. i3 este o scufundare a grupului M in grupul U (R x M) ;

2. 1r este o scufundare a inelului R in inelul R x M, iar restrictia sa ip }U( R =

iv(r) este o scufundare a grupului U (R) in grupul U (R x M);

3. iy este o scufundare a grupului (M, +) in grupul (R x M, +) . Dacs identificim
elementul z € M cu (0,x) € R x M, putem considera cd M este un subinel a

lui R x M, inmultirea pe M fiind cea nula, z, @ x5 = 0.

W~

. mg este un morfism surjectiv de inele, iar restrictia sa 7g|yr) = Tur) :
U(Rx M) — U (R) este un morfism surjectiv de grupuri;

ot

. w37 este un morfism surjectiv de grupuri;

6. sirurile

1
U(R)
' LU(R)
1 M2 U(Rx M) 2R U(R) 1
v
M
1

sunt exacte iar 737 0 ig; = idy7 si Ty (r) 0 iv(r) = idu(r) - Asadar, U (R x M) =
U(R) x M = U (R) x M, izomorfismul fiind dat de
UR)xM — U(Rx M)

(a,7)  —  (a,az)
Extinderea triviala satisface urmatoarea proprietate de universalitate:

Teorema 1.2.1 [39] Fie (R,+,-) un inel comutativ cu unitate si M un R-modul
stang. Pentru orice R-algebra A gi orice aplicatie R-lintara f : M — A cu propri-
etatea

f(x)-fy)=0, Vaz,yeM,

existd un unic morfism de R-algebre f : R x M — A astfel incat
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M—™M, Rx MR
¥

\\F\\ i//{// Toiy=f s Ffoin=i.

A
Corolarul 1.2.2 [39] Daca M i M’ sunt doud R-module stingi si f : M — M’
este o aplicatie R—liniard, atunci existd un unic morfism de R—algebre f : Rx M —
R x M’ care extinde pe f si pe idg, adica diagrama

M—" . Rx M-SR

f : f idR
\4
M — M R M <R

sa fie comutativa.

Observatia 1.2.3 Din Corolarul 1.2.2 rezulta ca putem construi un functor covari-
ant F : Modor — Algy , astfel:

M+——FM)=Rx M
i me

M +—FWM')=Rx M
Propozitia 1.2.4 [39] Fie Ry si Ry doud inele comutative cu unitate, M un grup

abelian, 61 : Ry — End M si 95 : Ry — End M doua morfisme unitare de inele.

Daca f : Ry — Ry este un morfism unitar de inele, astfel incdt

R1 ! R2
\:F\\ //42// 01=020f,

End M

atunci, functia
f i RixM — Ryx M

(ri,x) = (f(r),)

este unicul morfism unitar de inele care-l extinde pe f st pe id,; .

Observatia 1.2.5 Fizam grupul abelian (M, +) si consideram categoria Rng,,, ale
carei obiecte sunt perechi de forma (R, 0), unde R este un inel comutativ cu unitate,
iar ¢ : (R,+, ) — (End M, +, 0) un morfism unitar de inele si

HommngM ((Rl, 51) s (Rg, 52)) = {f € Hommng (Rl, RQ) . 51 = 52 o f} .
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Din Propozitia 1.2.4, rezulta ca putem considera functorul covariant H : Rng,; —

Rng , definit prin
<R1,51) f— H<R1,51) = R1 x M

f H(f)=f
<R2,52) P H<R2,52) = R2 x M

1.2.2 Produsul semidirect al unui inel R cu un R-modul

Aproape-inelele sunt generalizdri ale inelelor, acestea fiind prezentate pe larg in [76].
Acestea pot fi descrise in general ca fiind "inele" in care operatia aditiva nu este

neaparat comutativa si are loc distributivitatea doar pe o parte. Asadar,

Definitia 1.2.6 [76] Se numeste aproape-inel drept (sting), o multime nevida A,

7 Ny 7

impreuna cu doua operatin” +7 si” -7, care verifica urmatoarele conditii:
1. (A, +) este un grup (nu neaparat comutativ);
2. (A,-) este un semigrup;
3. are loc distributivitatea la dreapta (stdnga) .

In continuare, prin aproape inel vom intelege un aproape inel drept.
Consideram produsul direct (R x M, +) al grupurilor abeliene (R, +) si (M, +)

si definim pe multimea R x M operatia
(a> l’) ’ (b7 y) = (aba T+ ay) .
Propozitia 1.2.7 (R x M, +,-) este un aproape-inel drept cu unitate.

Definitia 1.2.8 Aproape-inelul (R x M, +,-) se numeste produsul semidirect din-
tre inelul R i grupul M. Acesta se noteaza R * M.

Consideram aplicatiile:

iz © M— RxM, T+ (1,1);
iR : R—>RxXM, ar (a,0);
g : RxM—R, (a,z)— a.

Atunci:
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1. iy7 este o scufundare a grupului M in grupul U (R x M) ;

2. ig este o scufundare a inelului R in aproape-inelul Rx* M si deci restrictia aces-

tela ip }U(R) = iy(r) este o scufundare a grupului U (R) in grupul U (R * M) ;

3. mr este un morfism surjectiv de la aproape inelul R x M, la inelul R, deci
restrictia acestuia my(r) = Tr ‘U(R) :U(R+* M) — U(R), este un morfism

surjectiv de grupuri;

Propozitia 1.2.9 [39] Grupul de unitati U (R* M), al aproape-inelului R x M,
este izomorf cu produsul semidirect U (R) Xy s M, al grupurilor U (R) si M, unde
U (8): U(R) — Aut M este morfismul de grupuri indus de citre morfismul de inele
0: R — End M.

1.3 Produse semidirecte generalizate

1.3.1 Constructia produsului semidirect generalizat

Consideram un grup abelian (M, +), un inel (R, +, ), doud functii o, 8 : R — R si
un morfism de inele 0 : (R,+,-) — (End M, +,0). Pentru fiecare a € R gi © € M
notam, J (a) (z) = a - x.

Consideram produsul direct (R x M, +), al grupurilor abeliene (R, +) si (M, +) .

Pe multimea R x M construim operatia multiplicativa
((l,[E) ’ <b7 y) = (ab’ Q (b) “T A+ 6 (a) ' y) : (13)
Propozitia 1.3.1 [37] In conditiile de mai sus, au loc:

1. Daci a(a)-B(b) = B(b) - a(a), pentru orice a,b € R, « € End* (R,-) ! si
p € End (R,-), atunci (R x M,-) este un semigrup;

2. dacd R este un inel cu unitate gi o« (1) = 1, atunci (1,0) este unitate la dreapta
fata de operatia (1.3);

3. daca R este un inel cu unitate si § (1) = 1, atunci (1,0) este unitate la stanga
fata de operatia (1.3);

4. daca o € End (R, +) , atunci are loc distributivitatea la stdnga a operatiei (1.3)

fata de adunare;

ladici « este un anti-endomorfism (i.e., a(a-b) = a (b) - a(a), Va,b € R)
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5. daca B € End (R,+), atunci are loc distributivitatea la dreapta a operatiei
(1.3) fata de adunare.

Corolarul 1.3.2 [37] Fie R un inel, (M,+) un grup abelian gi 6 : (R,+,-) —
(End M, +,0) un morfism de inele. Daca o« € End* (R, +,-) gi f € End (R, +,)

verifica proprietatea
a(a)-B(b) =p6() ala), pentru orice a,b € R, (1.4)

atunci (R x M,+,-) este un inel. Daca in plus R este cu unitate, iar o, 3 §i § sunt

morfisme unitare, atunci (R x M,+,-) este un inel cu unitate.

Definitia 1.3.3 [37] Inelul (R x M,+,-) (din Corolarul 1.3.2) se numeste («, [3)-
produsul semidirect dintre inelul R si grupul M. Acest inel il vom nota in con-
tinuare cu R 2 M.

De asemenea, in cazul particular R inel comutativ si o = 3, inelul R x& M il vom

nota stmplu R X, M.
Notam in continuare cu:

e () clasa tuturor sistemelor ordonate (R, M, 0, «, ) , unde (R, +, -) este inel, (M, +)
este un grup abelian, § : (R,+,-) — (End M, +,0) este un morfism de inele
iar @ € End* (R, +,) si 8 € End (R, +, -) verificd conditia (1.4);

e (). clasa tuturor sistemelor ordonate (R, M,d,a, 3) € €2, unde (R, +,-) este

inel comutativ;

e () clasa sistemelor ordonate (R, M,d,«, ) € €, unde (R,+,-) este inel cu
unitate, 0 este un morfism unitar de inele iar a € End* (R, +,-,1) si § €
End (R, +,-,1);

o (.1 =0.N0Q.
Observatia 1.3.4 Asadar, au loc implicatiile:
1. (R,M,6,0,3) € Q = RxP? M este un inel;
2. (R,M,d,ca,3) € 2y = R 2 M este un inel cu unitate;
3. (R, M,d,a,a) € Q.1 = R Xy M este un inel comutativ cu unitate;

Exemplul 1.3.5 Pentru sistemul (R, M, ¢,idg,idg) € Q.1, obtinem extinderea triv-
tala R x M.
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1.3.2 Grupul de unititi al inelului R x? M

In acest paragraf vom considera ci (R, M, 6, «, 3) € €. Din Corolarul 1.3.2, rezults

cid R x? M este un inel cu unitate.

Fie de asemenea, (M , ) o copie multiplicativi a grupului (M, +), unde M =
{T:xe M}, si

Proporzitia 1.3.6 Daci (a,z) € R x5 M, atunci (a,z) € U (R x5 M,+,-) daca si

numai daca a € U (R,+,-) gi in acest caz,
(a, x)_l = (ail, —a (ail) - (ail) a:) )
Consideram urmatoarele aplicatii:

is; © M — RxP M, T (1,2);
ir : R— Rx’M, aw (a,0);
R Rx’M — R, (a,2)+— a;
w7 : URX2M)— M, (a,2)— a(al)-z.

Se verifica usor ca:
1. ig7 este o scufundare a grupului M in grupul de unitati U (R x5 M ) ;

2. ip este o scufundare a inelului R in inelul R x? M, deci restrictia sa la U (R),

ir |UrR) = tU(r), este o scufundare a grupului U (R) in grupul U (R x5 M) :

3. mg este un morfism surjectiv de inele, iar restrictia sa la U (R), mg ‘U(R) =
Tu(r), este un morfism surjectiv de la grupul U (R x2 M) la grupul U (R),

4. w7 este un morfism surjectiv de grupuri.

Deoarece sirurile

iU (R)

1 M- U(R <P M) YD U(R)
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sunt exacte si my(g) © iy(r) = idy(r), obtinem ca

U(Rx)M)=U(R) x4 M,

unde ¢ : (U (R),-) — Aut ((M,-) ,0) este morfismul de grupuri definit prin,

¢(a)@ =a(a?)-B(a)-z, VacU(R), YT € M.

Operatia produsului semidirect U (R) x4 M este definit# prin

(a,7) (b,7) = (b7 6 () (7)) = (ab,z+a(a ) Ba)-y),
iar izomorfismul dintre grupurile U (R) x4 M si U (R x5 M ) este dat de

U(R) x4 M — U (RS M)

(a,7)  +— (a,a(a)- x)
Asadar, are loc:
Propozitia 1.3.7 Grupurile U (R) x4, M si U (R x5 M) sunt izomorfe.

Observatia 1.3.8 Daci (R, M,d, o, ) € Q.1 atunci U (R x, M) 2 U (R) x M.

1.3.3 Aspecte categoriale
Daca (R, M, d,«, ) € 2, atunci aplicatia
o, M— Rx?M, z (0,)

este o scufundare a grupului (M, +) in grupul aditiv (R x5 M, +). Identificand
elementele z € M cu (0,z) € R x? M, putem considera cd M este un subinel al
inelului R x? M, produsul in M fiind nul, adici

T1 Xy =0, Va1, 29 € M.
Mai mult, M este un ideal in R x? M.

Teorema 1.3.9 (Proprietatea de universalitate) Fie (R, M,6,a, ) € §2. Pen-
tru orice inel A, pentru orice morfism de inele p : R — A g1 orice morfism de grupuri
f:(M,+)— (A, +), care verifica proprietatile:

1. f(a(r)-z)=f(x)-¢(r), Vr € R, Vax € M;
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2. f(B(r)-z)=¢(r) - f(z), Vr€e R, Yo € M;

S [(x) fly) =0, Vr,y € M;
existd un unic morfism de inele ® : R x? M — A care extinde pe f si pe ¢, adica

M5M<—M

\ / Poo,=f s Poip=¢.

Daca (R, M,6,a,3) € Q1, A este un inel cu unitate §i ¢ este un morfism unitar,

atunci g1t ® este un morfism unitar.

Corolarul 1.3.10 Fie (R,M,d,a,3), (R,M',§',a,3) € Q. Daca f : (M,+) —

(M',+) este un morfism de grupuri care verifica conditiile:
1. f(a(r)-x)=a(r) - f(z), Vr e R, Yz € M,
2. f(B(r)-x)=p6(r)-f(x),Vre R Yz e M;
atunci existd un unic morfism de inele f : R x% M — R x5 M' care-1 extinde pe f,

adica diagrama
f

M M’

O'M\ \O—NI’

RuBM -1 RPN

este comutativa si 7|R =idg.

Corolarul 1.3.11 Fie (R, M,d,a, ), (R, M,§ o/, 3") € Q. Daci o : R — R’ este

un morfism de inele pentru care
1a(r)-z=d(p(r) -z, VreR, VzelM;

2.8(r)-x=p(¢(r)) -z, YreR, YzeM;
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atunci existd un unic morfism de inele o : R x? M — R’ Kfé: M care-l extinde pe p,
adica diagrama

R L R

iR iRt

Rx?M -2+ R &% M
este comutativa §i ﬂM =1idy, .
Corolarul 1.3.12 Fie (R, M,d,a,3),(R, M, ¢, o/,5) € Q, o : R — R un mor-
fism de inele i f : M — M’ un morfism de grupuri. Daca pentru orice elemente
re R size M, au loc:

L fla(r)-z)=a'(e(r) - f(z);
2. f(B(r)-x) =B (p(r) f(2);

atunci existd un unic morfism de inele ® : R x? M — R/ xgi M’ care extinde pe p

st f, adica

R " RS MM M
o B s
' v
/ LR r B A T
R R w2 a2

Poir=ipopsiPoo, =0, 0f

M/

Consideram acum categoria € definita astfel:
1. Ob¢ = Q;

2. Pentru orice doud obiecte (R, M,d,«,3), (R, M' ¢, o/,3) € Q, multimea
morfismelor Home ((R, M, 5, a, 3), (R, M',§',a/,3")) este formatd din toate
perechile (¢, f) unde ¢ : R — R’ un morfism de inele, iar f : M — M’ un

morfism de grupuri care verifica conditiile 1. gi 2. din Corolarul 1.3.12.

3. Daca

(<p7f) S HOIHQ ((R7 Ma 670576)a(R,aM,75,70/76,))
(SOIJf/> e H0m€ ((R/7 M/76/7a/76/) 7 (R//’ M//75//’ a//)ﬁ//))’

atunci definim

(()0/7 fl>o(()07 f) = ((pl © (107 f/ © f) E Homc ((R7 M? 57 a? /8) ? (R/I7 M”7 5//7 a”? 5”)) *
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Tot din Corolarul 1.3.12 obtinem ca putem construi un functor covariant F' : € —
MRng, definit astfel:

(R,M,$,a,8) —— F(R, M, 6,0, 3) = R x? M
(0.0) F(p.f)=®
(R,G'.8 o, 8) —— F(R, M5, 3)=R x2 M
1.3.4 Extinderi de norme

Definitia 1.3.13 Functia ||-|| : A — Ry se numeste norma pe grupul abelian (A, +)

daca:
1. |la]| = 0 dacad si numai dacd a = 0;
2. Nla =0l < flall +[Ib]l , Va,be A

Daca in plus,

la +bf| < max ([lal[, Ib]]), Va,be A

norma se numeste nearhimediand.

Definitia 1.3.14 Functia ||-|| : R — Ry se numeste pseudo-norma pe inelul (R, +, -)

daca:
1. |la]| = 0 daca si numai daca a = 0;
2. |la=bll <llall +[bll, Va,b e R;
8. |la-bll < flall - lo]l, Va,b e R.
Daca R este inel cu unitate se mai cere verificatd i conditia
4- It =1.
Daca inlocuim conditia 3. cu conditia
3. Nla- bl = llall - [Ibll, Va,b e E;
functia ||-|| : R — Ry se numeste norma pe R.

Definitia 1.3.15 Fie R un inel pseudo-normat cu unitate. Aplicatia ||-|| : M — Ry

se numeste pseudo-norma pe R-modulul M daca:
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1. ||z|| = 0 daca si numai daca x = 0;
2. |l =yl < llzll + llyll, Yo,y € M;
3. Nla-z|| < |lal| - ||z||, Va € R, YV € M.
Daca R este inel normat gi conditia 3. se inlocuieste cu
3. a-x|| = ||la|]| - |z]|, Va € R, Vo € M,
aplicatia ||-|| : M — R, se numeste norma pe M.

Consideram acum (R, M, d, a, B) € €1, unde R este un inel pseudo-normat si M

un R-modul pseudo-normat. Mai presupunem ca
lac (M)l < lrfl st 18 ) <l

pentru orice r € R.
Pentru fiecare numér natural k, definim aplicatiile [|-||, : R x? M — R, astfel:
daci (a,z) € R x? M, atunci

I, 2)llo = max(flaf, |l[)
@, 2)lly = llall +[l«]
(@), = lall® + [z, pentru k> 2.
Teorema 1.3.16 [37] In conditiile de mai sus, ||-||,; este o pseudo-normé pe inelul

Rx8 M, iar daci pseudo-norma grupului (M, +) este nearhimediand, atunci i ||||,,
||l (pentruk > 2) sunt pseudo-norme pe Rx? M. Toate aceste pseudo-norme extind

pseudo-normele de pe R, respectiv M.



Capitolul 2

Extinderi Dorroh

Peste tot in acest capitol, prin inel vom intelege un inel asociativ.

2.1 Extinderi Dorroh

Pentru simplificarea expunerii vom introduce mai intai notiunea de pereche Dorroh:

Definitia 2.1.1 O pereche de inele (R, M) se numeste pereche Dorroh, daca M este
un (R, R)-bimodul i pentru orice elemente a € R i x,y € M, au loc urmatoarele

conditii (de compatibilitate):
a (vy) = (ax) y, (vy) a=2z (ya), (va) y==z (ay).

Vom nota in continuare cu D, clasa tuturor perechilor Dorroh.
Consideram acum o pereche Dorroh (R, M) € D. Pe multimea R @ M privita ca

si suma directa de grupuri abeliene, introducem operatia
(a,2) - (b,y) = (ab, xb+ay + xy).

Astfel, (R @ M, +,-) devine un inel, notat cu R x M gi care se numeste extinderea
Dorroh a lui R ¢i M. Mai mult, R X M este chiar un (R, R)-bimodul, operatiile

externe fiind definite prin
A(a,x) = (Aa, Az), (a,x) A = (aX, z)),

iar perechea (R, R x M) este de asemenea o pereche Dorroh.

Daca inelul R are unitatea 1, atunci (1,0) este unitatea inelului R x M.

19
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Observatia 2.1.2 Daca M este un inel, atunci el poate fi privit ca un (Z,7Z)-
bimodul si astfel, Z.x M devine un inel cu unitate in raport cu adunarea (pe componente)

gt inmultirea definita prin
(a,2) - (b,y) = (ab, b+ ay +zy).

Dorroh [28] a introdus aceasti constructie pentru a scufunda un inel fara unitate

intr-un inel cu unitate.

Observatia 2.1.3 Daca M este un inel de patrat nul, atunci extinderea Dorroh

R x M coincide cu extinderea triviala R x M.
Exemplul 2.1.4 Daca R este un inel, atunci (R, R), (R, M,, (R)) € D.
Deoarece, aplicatiile

ir : R—=Rx M, a— (a0)

iy M—Rx M, x— (02
sunt scufundari ale lui R si M in R x M, atat ca inele cat si ca bimodule, in
continuare vom identifica elementul a € R cu (a,0) € R x M, respectiv elementul

x € M cu (0,2) € R x M. De asemenea, aplicatia
TR RXM—R, (a,x)—a

este un morfism surjectiv de inele care este si (R, R) liniara.
Astfel, R este un subinel al lui R x M, iar M este un ideal al inelului R x M si
(Rx M) /M~ R.

Definitia 2.1.5 Fie (R, M) si (R, M') doua perechi Dorroh. Printr-un D-morfism
al perechilor (R, M) si (R',M'), vom intelege o pereche (¢, f), unde ¢ : R —
R si f: M — M sunt morfisme de inele, care pentru orice elemente o € R gi

x € M, verifica conditiile:
fla-z)=¢(a) f(x) s flz-a)=f(z) @(a).

Teorema 2.1.6 (Proprietatea de universalitate) [35] Daca (R, M) este o pereche
Dorroh, atunci, pentru orice inel A gi orice D-morfism (p, f) : (R, M) — (A, A),
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exista un singur morfism de inele o X f: R x M — A astfel incdt

R— R M-\
X“"T/
A

(o™ floiy, =fsi(px f)oigp=¢.

Observatia 2.1.7 1. p X f este injectiva daca st numai daca p st f sunt injective
giImeNIm f = {0}.

2. ¢ X f este surjectiva daca gt numai daca Imp +Im f = A.

Corolarul 2.1.8 [35] Daca (R,M),(R',M') € D si(p,f) : (R,M) — (R',M")
este un D-morfism, atunci exista un unic morfism de inele p X f: R x M — R x
M’ astfel incat

R P, Rx M M M

~ .

| o

%
® % pxf s f
/ iR’\I ! /iM/ !
R—RxM+~—M

(px floip=ipop si (px f)oiy =iy of

Observatia 2.1.9 Daca (R, M) este o pereche Dorroh, atunci girurile

0
R
idg
iR
0 M—", R M- TR 0

(privite ca giruri de grupuri abeliene) sunt exacte §i Troig = idg (ig este o sectiune).
In plus, toate morfismele sunt morfisme de inele, daca R este cu unitate, morfismele
ir §i Tr sunt unitare (daca M este inel cu unitate, atunci iny nu este un morfism

unitar).

Teorema 2.1.10 Fie T un inel cu unitate, M un ideal al lui T, iar R un subinel al
lwiT. Daca RONM = {0} i T = R+ M, atunci inelele T gi R x M sunt izomorfe.
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Teorema 2.1.11 Fie M un inel, R g1 T doua inele cu unitate, o : M — T un

morfism de inele, iar §: T — R un morfism unitar de inele. Daca sirul

00— M-—>.7_" . R 0

(privit ca sir de grupuri abeliene) este exact gi are o sectiune s : R — T, care este

un morfism unitar de inele, atunci:
(1) M este un (R, R) —bimodul in raport cu operatiile externe

a-x : =ay" (s(a)- ag(x))

v-a @ =o' (ap(7)-s(a))

(a € R, © € M, iar g : M — Ima este izomorfismul indus de morfismul

injectiv «) gi perechea (R, M) este o pereche Dorroh;

(17) inelele T gi R x M sunt izomorfe.

2.2 Aspecte categoriale

Consideram categoria Rng a inelelor asociative si categoria ® care are ca obiecte
clasa D a perechilor Dorroh, iar drept morfisme intre doua obiecte, multimea D-
morfismelor intre acestea.

Conform Corolarului 2.1.8, putem construi un functor covariant D : ® — Rng

definit astfel:
e dacd (R,M) € D, atunci D (R, M) = R x M;
e dacid (¢, f): (R,M) — (R, M') este un D-morfism, atunci D (¢, f) = ¢ x f.
Mai consideram functorul B : Bng — ©, definit prin:
e dacd A este un inel, atunci B (A) = (A, A);
e dacd h: A — B este un morfism de inele, atunci B (h) = (h, h).

Teorema 2.2.1 [35] Functorul D este adjunct la stanga functorului B.
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Propozitia 2.2.2 [35] Fie {(R;,M;) :i € I} o familie de perechi Dorroh i con-

sideram produsele directe de inele [[ R; si [[ M; (avdand proiectiile canonice p; i
icl il
i, Tespectiv injectiile canonice q; §i 0;). Atunci (H Ri, 11 Ml) este de asemenea o
i€l i€l
pereche Dorroh, pentru fiecare i € I, (p;, 7;) §i (qi, 0;) sunt D-morfisme gi

<HRi> " <HM> %H(Ri M) .

Propozitia 2.2.3 [35] Fie [ o multime dirijatd i {(Ri?Mi)ieI ;(%j,fij)ijel} 0

familie inversa de perechi Dorroh. Atunci, {(RZ X M;)icr (cpij X fij)ije[} este o

familie inversa de inele i

lim (R; 0 M;) = (1£an-) . <h£1M>

2.3 Grupul de unitati al inelului R x M

Fie (R, M) o pereche Dorroh, astfel ca R s fie un inel cu unitate. Vom descrie
aici grupul de unitati al inelului R x M. Mai intai, s observam ca daca (a,z) €
U(R x M), atunci a € U(R).

Multimea M formeaza un monoid in raport cu operatia r oy = x + y + zy,

elementul neutru fiind 0. Fie M° grupul de unitati al acestui monoid.

Observatia 2.3.1 Se poate vedea usor ca aplicatia
d:U(R) — Aut M°, ar— 0,

unde,

0g: M° — M°, r — azva ',

este un morfism de grupuri.

Teorema 2.3.2 [35] Grupul de unitati U (R x M), al extinderii Dorroh R x M,

este izomorf cu produsul semidirect U (R) x5 M°.

Observatia 2.3.3 Daca M este un inel cu unitate, atunci corespondenta x — x—1,
stabileste un izomorfism intre grupurile U (M) si M°, de unde, grupul U (R x M)

este izomorf in acest caz, cu produsul semidirect al grupurilor U (R) gi U (M).



Partea 11

Structuri algebrice pe multimea

numerelor fuzzy
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Capitolul 3

Numere fuzzy. (Generalitati

3.1 Definitia numerelor fuzzy

Definitia 3.1.1 [5] Un numar fuzzy este o functie A : R — [0,1] care satisface

urmatoarele proprietati:
1. A este normala, adica existda o € R astfel incdt A (xy) = 1;
2. A este convexa, adica
A+ (1= \)y) > min {A (), A ()},
pentru fiecare x,y € R gi A € [0, 1];

3. A este superior semicontinud pe R, adica, pentru fiecare xo € R i ¢ > 0,

exista o vecinatate Vy a lui xo astfel incat

A(x) < A(xo) + ¢, pentru fiecare x € Vy;

4. inchiderea multimii supp (A) = {z € R: A(x) > 0} (numitd supportul lui A)

este un interval compact in R.

Vom nota in continuare cu § multimea tuturor numerelor fuzzy.

Pentru numarul fuzzy A € §, consideram

suppA ={zreR:A(z) >0}
numit suportul lui A, respectiv
coreA={reR:A(z) =1}

numit nucleul numarului fuzzy A.

25
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Observatia 3.1.2 Din Definitia 3.1.1, rezulta ca multimile supp A si core A sunt

intervale reale compacte.

Definitia 3.1.3 [5] Numarul fuzzy A € § se numeste unimodal daca nucleul aces-
tuia, core A, este format dintr-un singur punct, respectiv, se numeste plat, daca

core A este un interval compact netrivial.

Observatia 3.1.4 [5| Din Definitia 3.1.1, rezultda ca o functie A : R — [0, 1] este
un numar fuzzy dacd §i numai daca existd numerele reale oy, ay,as, s € R, cu

a1 < ay < as < o, astfel incdt:

1. restrictia functiei A, Ay = Al .1 lon, a1] — [0, 1] (numata latura stanga a

lui A) este o functie crescatoare gi superior semicontinud;

2. restrictia functiei A, Ay = A|,, ., * [a2, a2] — [0, 1] (numita latura dreapta a

lui A) este o functie descrescatoare gi superior semicontinud;
3. A(x) =1, pentru fiecare x € |ay, as];

4. A(z) =0, daci = ¢ [y, as) .

3.2 Reprezentari ale numerelor fuzzy

3.2.1 Reprezentarea LU a numerelor fuzzy

Daca A : R — [0,1] este un numér fuzzy, multimile de nivel [A], (¢ € [0,1]) ale lui

A sunt definite prin:

Al {reR:A(x) >0}, dacd t=0
. {reR:A(x)>t}, dacd 0<t<1

Pentru fiecare t € [0,1], [A], este un interval compact.
Observatia 3.2.1 ([45],[5]) Daca
[Al, = [22 ()23 ()], te[0,1],

atunci functile x, 27 : [0,1] — R (care definesc capetele multimilor de nivel [A],)

satisfac urmatoarele proprietati:
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— . + . v .. B
1. x4 stz sunt functic marginite;

2. x, st xz sunt continue la stanga in fiecare punct din (0;1] si sunt continue in
0;

3. x, este monoton crescatoare, iar x este monoton descrescatoare;
4. x4 (t) < a2 (t), pentru fiecare t € [0,1].

Mai mult, Goetschel si Woxmann [45] au demonstrat ci un numar fuzzy A este
complet determinat de o pereche x, = (a:;l,ajz) de functii x,z} : [0,1] — R, care
satisfac cele patru conditii de mai sus.

Aceasta reprezentare a unui numar fuzzy printr-o pereche de functii, care satisfac

proprietatile 1 — 4 de mai sus, se numeste reprezentare LU.

3.2.2 Reprezentarea CE a numerelor fuzzy

Fie numarul fuzzy A : R — [0,1] cu multimile de nivel [A], = [z} (t), 2% ()] .
Construim functiile

64,05 :00,1] — Ry,
numite deviatia la stdnga, respectiv la dreapta, fata de nucleul numarului fuzzy A,

unde,

, pentrut € [0,1].

{ 04 (1) = a1 — 75 (t)

04 (t) =2} (t) — a2

Din proprietitile functiilor 2, si 27 deducem imediat ci deviatiile 6 si §7} sunt
functii marginite si descrescatoare, continue la stanga in fiecare punct din (0;1],
continue in 0 si §, (1) = &% (1) = 0.

In consecintd, numirul fuzzy A € § poate fi reprezentat printr-un sistem ordonat

A= ((a1,03) . (a2.5%)) .

unde

1. a1,a9 € R, cu a; < ao;

2. 64,04 :[0,1] — [0, +0c0) sunt dous functii marginite si descrescitoare, con-
tinue la stanga in fiecare punct din (0; 1] si continue in 0, care satisfac conditia
52 (1) = 65 (1) = 0.



CAPITOLUL 3. NUMERE FUZZY. GENERALITATI 28

Astfel, punctual, numarul fuzzy A se poate reprezenta prin

A= ((a1,65 (1)) . (02,05 (6))) g0

Observatia 3.2.2 [36] Daca 2 este multimea tuturor functiilor f : [0,1] — Ry
care sunt marginite, descrescatoare, continue la stinga in fiecare punct din (0;1]
gi continue in 0 gi care satisfac conditia f (1) = 0, atunci, pentru orice numar
fuzzy A = ((al,dz) , (ag,(ﬁ)) € §, perechile (a1,5;1) st (a2,5;§) sunt elemente ale
produsului cartezian R x €, deci putem identifica multimea § a tuturor numerelor
fuzzy, cu o submultime a lui (R x 0)?, adica

5= {A=((a0,67), (02:6%))  (a2.67) . (a2,0%) ER X Q, 0y <}

Definitia 3.2.3 Aceasta reprezentare a numerelor fuzzy o vom numi CE-reprezentare

("core-ecart representation”).

Observatia 3.2.4 Dacd 0 € Q este functia nula (0 (t) = 0, t € [0,1]), atunci un
numar real a € R se poate reprezenta prin ((a,0), (a,0)) € §, iar un interval compact
[a1,as] C R prin ((a1,0), (as,0)) € §.

Definitia 3.2.5 Numarul fuzzy A = ((al, 52) , (ag, 5X)) € § se numeste:
1. cu nucleu pozitiv (core A > 0), daca a; > 0;
2. cu nucleu negativ (core A < 0), daca ay < 0;
3. cu nucleu strict pozitiv (core A > 0), dacd ay > 0;

4. cu nucleu strict negativ (core A < 0), daca ay < 0.
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Notatii: F, ={A € F:coreA >0}
§-={A€F:coreA <0}
§L={A€F:coreA >0}
§t ={AeF:coreAd <0}

3.2.3 Reprezentarea MCE a numerelor fuzzy

Dacé numérul fuzzy A4 : R — [0,1] are multimile de nivel [A], = [z} (t), 2% ()],
functiile ©5,0%, A4 : [0,1] — R, definite prin

07 (t) = a— a3 (1)
{ ot () —ai()—a " COY

respectiv,
Ay=a—1,=0,+0]

unde

0— % (a5 (1) + 275 (1))

este mijlocul nucleului core A, a numarului fuzzy A, sunt marginite, descrescatoare,

continue la stanga pe (0, 1], continue in 0 i ©7 (1) = 6% (1).

Definitia 3.2.6 Functiile ©,07 le vom numi deviatiile la stdnga, respectiv, la
dreapta, fata de mijlocul nucleului, core A, a numarului fuzzy A, iar A4 o vom numi

latimea lui A.

Astfel, numéarul fuzzy A € § poate fi reprezentat ca un sistem (ordonat) A =
(a; 0y, @j) , unde a € R iar ©,0% : [0,1] — [0, 4+00) sunt doud functii marginite,
descrescétoare, continue la stanga pe (0, 1] si continue in 0, care verificd proprietatea

0, (1) =03(1).

Definitia 3.2.7 [33] Aceasta reprezentare a numerelor fuzzy o vom numi in con-

tinuare, MCE-reprezentare ( "middle core ecart-representation”).
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Punctual, numarul fuzzy A se poate reprezenta prin A = (a; 0, (t),0} (t)) o)

Consideram multimile
Fe={A€F 2,2, €C[0,1]}

si
E={(f1,f2) € Cor [0,1] x Cpp [0,1] : /1 (1) = f2 (1)}

unde Cpp [0, 1] este submultimea lui C [0, 1], care contine toate functiile descresca-
toare din [0, 1] in [0, +00).

Astfel, cu aceste notatii, putem identifica multimea §. cu produsul cartezian
R x =.

Evident, (Cpp [0,1],+,-) si (E, +, -) sunt semi-inele comutative cu unitate. Daca
0:x— 0sie:z— 1, atunci elementul nul al lui = este perechea (6, ) , iar unitatea

este perechea (e, €) .

Definitia 3.2.8 [33] Daca A = (a;0,,0%) si B = (a;05,0}) sunt doud numere
fuzzy, definim pe § relatia ” <7, prin

a<b
A B¢ 0,(t)<05(t), Vtel,]]
O41(t)<O5(t), Vtelo]]

Este evident ca aceasta este o relatie de ordine pe multimea § a numerelor fuzzy.
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3.2.4 Reprezentarea multivoca a numerelor fuzzy

Pentru simplificarea prezentarii, vom introduce urmatoarele notatii:

P.[0,1] = {[o,f]:0<a<p <1}
Pr0,1] = {[o,f]:0<a<f <1}

pentru multimea subintervalelor compacte din [0, 1], respectiv, pentru multimea
subintervalelor compacte netriviale din [0, 1] . Mai general, putem considera multim-

ile

Pe(l) = {la,flCl:a<p}
PeI) = {le,f]C1:a<p}

ale subintervalelor compacte ale unui interval real I. De asemenea, vom identifica in
continuare "intervalul" [, a] € P, (I) cu numarul real o € 1.

Mai consideram aplicatiile

—
U : PR) =R, [a,8] 8

care definesc cele doua capete ale unui interval compact real.
Daca f : I — R este o functie definitd pe un interval I C R, vom nota cu D (f),

multimea tuturor punctelor de discontinuitate ale functiei f.

Observatia 3.2.9 Este cunoscut faptul ca o functie monotona f : I — R are doar
puncte de discontinuitate de speta I (vezi, [83]). Mai mult, din Teorema lui Froda
[41], multimea D (f) a discontinuitatilor lui f este o multime cel mult numarabila.
Evident, daca multimea D (f) este finita, atunci elementele acesteia sunt puncte
izolate din R, dar, in cazul in care D (f) este infinita punctele de discontinuitate nu

sunt neaparat izolate.

Observatia 3.2.10 Fie f : [a,b] — [0,1] o functie monotond si superior semicon-

tinua. Daca D (f) este o multime discreta (adica punctele de discontinuitate ale lui

f sunt puncte izolate) i multimea {x € [a,b] : f(z) = 1} are un singur element,

atunci putem considera functia multivocd f : [a,b] — P.[0,1], definita prin:
[f(x—=0),f(z)], daca a<z<b

J? (z) = , daca f este crescatoare
0, f(a)], dacd x=a
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respectiv,

- [f(x4+0),f(z)], daci a<z<b
flz)= , daca f este descrescatoare.

0, f(b)], daca x©=">

Propozitia 3.2.11 Functia multivoca f introdusa tn Observatia 3.2.10 are urmda-

toarele proprietati:

o~

1. f(x) = f(x), pentru fiecare x € (a,b) N~ D (f);

2. multimea {x € [a,b]: f(z) € P[0, 1]} este discreta;
3. T (f) = {(m,y) € [a,b] x [0,1] : y € f(x)} este o curba plana continud;

4. daca f este crescatoare, atunci (a,0),(b,1) € T’ (f), respectiv, daca f este
descrescatoare, atunci (a,1),(b,0) € T <f> ;

5. daca f este crescatoare (descrescatoare), atunci f este crescatoare (descrescatoare),

adica, pentru fiecare x1,xs € |a,b] cu proprietatea a < x1 < xo < b, are loc

t1 <ty (te <ty), pentru fiecare t; € f (x1) gi to € f(x2);

6. imaginea lui [ este [0,1], adica Im f= U fA(a:) =1[0,1];
z€[a,b]
Observatia 3.2.12 Fie A : R — [0,1] un numar fuzzy reprezentat ca si in Ob-
servatia 3.1.4. Daca A are doar discontinuitati izolate, atunci multimile D (A;) i

D (As) sunt discrete, deci putem construi functiile multivoce

o~

Al : [041, al] — Pc [O, 1] §Z 1/4\2 : [ag, Oég] — Pc [O, 1]

prin
- [A) (z —0), A (2)], dacda oy <z <a
Ay () = ;
[0, A1 (a1)], daca = oy
respectiv
N [Ay (x 4+ 0), Az (z)], dacad ay <z < ag
Ay (z) =

[0, A2 (a2)] , dacd = = oy
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Propozitia 3.2.13 Daci A : R — [0,1] este un numar fuzzy, atunci functiile mul-
tivoce Ay : [ag, 1] — P.[0,1] si Ay : [ag, as] — P.[0,1] construite in Observatia

3.2.12, au urmatoarele proprietati:

1. multimile {a: € o, a1] : Ay (z) € P10, 1]} iz € lag, o) : Ay () € P[0,1]

sunt multimi discrete;
2. (a1,0),(ar, 1) € T (A1) s (@2,1) (03,0) € T ()
3. ImA, =ImA, = [0,1];
4. 121\1 este crescatoare, iar A\Q este descrescatoare;
5. T <gl> st I (/Ab) sunt curbe plane continue.
Reciproc, daca o < a1 < as < ap, tar
A [ag,a1] — P.[0,1]  si Ay [ag, ag] — P.[0,1]

sunt doud functii multivoce, care satisfac conditiile (1) — (5) de mai sus, atunci
functiile
Ay o, a] — (0,1 si Ayt [ag, an] — [0,1]
definite prin
Ai(x)zu(,&@)), ie{1,2},
pot fi considerate ca cele doua parti laterale ale unui numar fuzzy A.
Astfel, din Propozitia 3.2.13, rezultd cd un numar fuzzy A care are disconti-

nuitatile izolate este bine determinat de perechea (A},A}) de functii multivoce

(construite in Observatia 3.2.12).

Definitia 3.2.14 Aceasta reprezentare a numarului fuzzy A printr-o pereche de

functii multivoce o vom numi reprezentarea multivocd a acestui numar fuzzy.

Observatia 3.2.15 Daca ay # as sau dacia; = az = a §i Ay (a — 0) = Az (a + 0), atunci
functia multivoca

Ay (x), dacd z € [ay,a]

, daca x € (ay,a2)

A:R—P.[0,1], Alz) =
Ay (x), dacd x € [az, as)

0, in caz contrar

are urmatoarele proprietati:
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1. multimea {x eR:A(z) e P 0, 1]} este o multime discreta;

2. exista xy € R, astfel incat 1 € 121\(1'0) ;

~

3. U (A\(Ax +(1=X) y)) > min {U <A (a:)) ,U <A\ (y)) } , pentru orice z,y € R
gi A €1[0,1];

4. pentru fiecare ro € R gi fiecare € > 0, exista o vecinatate Vy a lui xq, astfel
tncat
U (2(@) ~U (2 (x0)> <e,

pentru orice x € Vy;

5. inchiderea multimii {m eR:0¢ A (x)} este un interval compact din R,

Reciproc, daca AR — P.[0,1] este o functie multivoca, ce satisface aceste cinci

conditii, atunci functia A : R — [0,1], definitda prin

Az daci A(z) € [0,1]

Az

@)= U (A(z ) daci A(z) € Pr[0,1]
eR:

este un numdar fuzzy i D (A) = { A(z) e P[0, 1]}

Exemplul 3.2.16 In Figura 1, in partea din stanga este reprezentat un numdar

fuzzy, iar in partea din dreapta este reprezentarea multivocd a acestuia.

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

Figura 1.

Se observa ca D (A) = {4,7,16} si

Ay (4) =1[0.3,04], A, (7)=1[0.7,0.8], Ay (16) =[0,0.2]
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Produse de tip Dorroh pe

multimea numerelor fuzzy

4.1 Preliminarii algebrice

Definitia 4.1.1 Un semiinel (comutativ) este o structura algebrica (S, +,-,0), care

satisface urmatoarele conditii:

1. (S,+,0) este un monoid comutativ;
2. (S,-) este un semigrup (comutativ);
3. are loc distributivitatea la stdnga st la dreapta;
4. 0-a=0=ua-0, pentru fiecare a € S.
Daca (S, -,1) este un monoid, atunci spunem ca S este un semiinel cu unitate.

Definitia 4.1.2 Fie S un semiinel comutativ cu unitate. Printr-un S-semimodul
stang, vom intelege un monoid comutativ (M, +,0) , impreund cu o operalie externd
SxM — M, (a,r) — a-x, numita inmultire cu scalari, care satisface urmatoarele

conditii:
1. (ab)-x=a-(b-z);
2. a-(r+y)=(a z)+(a-y)

3. (a+b)-x=(a-z)+ (b-2);

35
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4. Og-x:OM:a-OM;
5. 1-x=ux;
pentru orice a,b € S si x,y € M.

Observatia 4.1.3 Daca in definitia extinderii triviale st a extinderii Dorroh, con-
sideram peste tot in loc de inel un semiinel comutativ S, iar in loc de modul un

S-semimodul M, obtinem ca S x M si S x M sunt semiinele comutative.

4.2 Produsul Dorroh

Consideram din nou, multimea 2, a tuturor functiilor f : [0,1] — R, care sunt
marginite, descrescdtoare, continue la stdnga in fiecare punct din (0;1] si continue
in 0 si care satisfac conditia f (1) = 0 si fie 2y submultimea lui 2, care contine toate
functiile continue din 2.

Evident, (R, ,+, ) este un semiinel comutativ, iar (€2, +) este un R, -semimodul
stang in raport cu adunarea si inmultirea punctuala. Consideram acum o structura

de semiinel (€2, +, *) pe multimea (2, astfel incat
(a-f)*g=a-(fx*g), pentrufiecarea € Ry si f,g €

si extinderea Dorroh (R x Q)+, e).
Daca A = ((al,ég) , (ag,(SX)) € gsi B = ((bl,(sg) , (bg,ég)) € § sunt doua

numere fuzzy, definim suma lor prin
A+B={( (a1+b1,0,+05), (a2 + b, 65 +65) ) €F
respectiv, dacd A, B € §., definim produsul acestora prin

A®@B = ( (a1,64) e (b1,05), (az,6%) ® (b2,65) ) (4.1)
= ( (albb‘s;l@B)’(a?b?véz@B) )’

unde
5;1@3 = a15]_3 + bl(;;‘ + 5;1 * 5;

Shop = ax0h + badh + 0% %05

Evident, daca A, B € §, atunci A+ BJA® B € §..

Teorema 4.2.1 [36] (§;,+,®) este un semiinel comutativ cu unitate.
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2

Daca consideram ca operatia ” x” este produsul punctual definit pe €2, adica

(fxg9)@®)=(f-9)@#)=f(t) g(t), pentru orice t € [0,1]

pentru f, g € {2, vom nota cu” ®” operatia definita mai sus pe §,. Astfel, in acest

caz,
A®B=( (a1b1,0405), (azbs,6%05) ),

unde,

Taon (1) = a10p (8) + 010 (1) + 05 (1) - 05 (1)

, pentru fiecare t € [0,1].
Ohon (t) = az05 (t) + bady (£) + 0% (t) - 0

(1)

W+

Definitia 4.2.2 [36] Produsul ” ® 7 (definit mai sus) pe multimea §, se numeste
produsul Dorroh.

Observatia 4.2.3 In [3], A.I. Ban si B. Bede au introdus si studiat proprietatile
de bazd ale produsului incrucigat ("cross product”) a numerelor fuzzy. Daca A =
ErGES (15)]t601 st B = [z5(t), 25 (t)]te[() y sunt doud numere fuzzy pozitive,

produsul incrucisat al acestora se defineste prin

Ao B = [:cEOB (), Thop (tﬂte[O,l] ’

unde
xZoB <t> = Z E
Thop (t) = 2 (8) - 2%
pentru fiecare t € [0,1].
Daca A = ((al,éA) , ag,éA)) gt B = ((61,55) , (62,52)) , atunci

AoB=( (a1b0ap), (a2-b2,0%5) ).

unde
O pop (t) =a1-by —x4,5(t) =04 (t) - by +a1 -5 (1)

0hop (t) = ahop () —ag - by =64 (t) - ba+az- 65 (1)

deci, produsul incrucisat este un caz particular al produsului definit mai sus (4.1) pe

multimea §4, produs ce se obtine considerand produsul nul pe Q (f x g = 0).
Daca A = ( (al, 5;1) , (aQ, (ﬁ) ) € §, definim opusul sau, — A, prin

A= (rad) (o 07) )
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Propozitia 4.2.4 [36] Produsul Dorroh ” ® 7 definit pe §. se poate extinde la
multimea §+ UF_ prin

—((~A)©®B), daca A€eF_ ¢ BegF,
AoOB=<¢ —(A®(-B)), daca A€F, si BeF_
(—A)©(—=B), daca A€F- si BeF_

st are urmatoarele proprietati:

1. A©® B=B® A, pentru fiecare A,B € §, UF_;

2. (AOB)oC=A6(B6o(C), pentru fiecare A,B,C € FLUF_;

3. AO(B+C)=A0B+AGC, daca (B,C € §4) sau (B,C € §_) sau (A € R);
Exemplul 4.2.5 [36] Daca A, B € §; unde

A = [t + 2, 5 — t]tE[O,I] = ((37 1- t) ) (47 1- t))tE[O,l]
B = [243,7 =ty = ((5:2(1=1)), (6,1 = )),cp0q

atunci, produsele lor sunt:

1. produsul uzual:

A-B = [(t+2)(2t+3),(5—1t)(7T—1)
= ((15,—2¢> =7t +9), (24,#* — 12t + 11))

2. produsul incrucisat:
AoB = [11t+4,34 — 10t
3. produsul Dorroh:

AOB = [-20*+15t +2,1* — 12t + 35]
= ((15,2¢* — 15t + 13) , (24, — 12t + 11))
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Aceste trei produse sunt ilustrate in Figura 4.

AGB,AoBand A- B

Figura 4.

4.3 O relatie de congruenta pe multimea numerelor

fuzzy

Daci A € § este un numar fuzzy, atunci deviagiile 5, si 6 sunt functii continue
dacd ¢i numai daca partile laterale ale lui A sunt strict monotone (adica, A; este
strict crescétoare, iar A, este strict descrescatoare).

Consideram acum multimea §y a tuturor numerelor fuzzy cu discontinuitati izo-
late si care au partile laterale strict monotone. Astfel, daca €2y este multimea functi-

ilor f:[0,1] — R, continue si descrescitoare, care verifica conditia f (1) = 0, atunci
30 = {A = ((al,(SZ) s (ag,éj)) € S : 62,5z S Qo} .

Evident, (§o,+) este un submonoid al monoidului (§,+), iar (Fo NFy,+,®) este
un subsemiinel al semiinelului (§F,+,®).

Observatia 4.3.1 Daca f € Qq, atunci contraimaginea f~'(x), a unui element

x € Ry prin aplicatia f,

fHa)={tel0.1]: f(t) =},

este fie multimea vida, fie o multime formata dintr-un singur element, fie este un
interval compact netrivial din Pr[0,1]. Mai mult, daca z,2’ € Ry gi x # 2, atunci

fHa)n @) =0

Pentru o functie f € 2y definim

Vi =U{r"@: @ erol},

x>0
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respectiv, dacd A = ( (al, 5;) , (ag, (5}) ) € §o, definim V; (A) =V ((5;1) siVa(A) =
V (5;?). Mai general, daca numarul fuzzy A € § are reprezentarea multivoca
(121\1, 1%), unde

A lag,a1] — P.[0,1]  si Ay [as, as] — P.[0,1],

atunci definim

v = U {A@: A ero)

a1<z<ai

) = U {&@: hwern)

az<z<ag

Astfel, V; (A) si Vo (A) reprezinta verticalitatile celor doud ramuri ale numarului
fuzzy A, verticalitati ce apar doar in punctele de discontinuitate ale lui A si in

consecintd, numarul fuzzy A este continuu daca si numai daca Vi (A) = V5 (4) = 0.

Propozitia 4.3.2 [36] Daci A = ((a1,03), (a2,0%)) € Fo i B = ((b1,95) , (b2,0%)) €
So sunt doua numere fuzzy, atunci relatia

A~B=Vi(A) = (B) si Vi(4)=1(B),

este o relatie de echivalenta pe §o.

7

Observatia 4.3.3 O clasa de echivalenta [A]

acele numere fuzzy care au aceleasi "verticalitati” stangi i drepte.

relativ la relatia” ~ 7, contine toate

~

Lema 4.3.4 [36] Fie fi, f, € Qo si z € Ry Atunci (fy + f)” " (z) € P*[0,1] dacd
§t numai daca exista doud numere reale x1, x5 € Ry, in mod unic determinate, astfel

tncdt x = a1 + 9 §i f; (1) N f3 (v2) € PF[0,1]. Mai mult, in acest caz, are loc
(fr+f)7 @) = fi () 0 fo " (22).

Lema 4.3.5 [36] Fie f1,f, € Qo siy € Ry. Atunci (f1- f2)"" (y) € P*[0,1] dacd
§t numai daca exista doua numere reale yy,ys € Ry, in mod unic determinate, astfel
incat y = y1 -2 1 f; (y1) 0 fyt (y2) € P2[0,1]. Mai mult, in acest caz, are loc

(Fi o) ) =) N f ™t (1e)
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Daca
C=U{C:iel} s C'=U{Ci:jel},

unde {C; :i € I} si {C}: j € J} sunt doud familii de elemente din P [0,1] cu pro-
prietatea ca Cj, N C;, = 0 si Cf N C), = 0, pentru orice i # iy i j1 # Jjo , definim

cnc' =u{C;nCj:iel, jelJ CNCeP:0,1]}.
Propozitia 4.3.6 [36] Daca A, B € §o, atunci

Vi(A+ B) =V, (A)NV;(B), pentru fiecare i € {1,2}
tar daca A i B sunt strict pozitive, atunci

Vil(Ae B) =V, (A)nV;(B), pentru fiecare i € {1,2}.

Teorema 4.3.7 [36] Relatia” ~ " este o relatie de congruenta pe monoidul (o, +) ,

iar restrictia relatier 7 ~ 7 la §o N §Y este o relatie de congruenta pe monoidul

(BoNF7,0).

Observatia 4.3.8 Multimea §. C To care contine toate numerele fuzzy continue
din §o st multimea I a numerelor reale impreuna cu toate intervalele compacte din

R, sunt doua clase de echivalenta importante. Importanta acestora consta in:

1. I este elementul neutru al monoizilor factor (Fo/~,+) i ((FoNF%) /~, O);

2. §. este un ideal al monoidului (Fo,+), respectiv, F. N §7. este un ideal al
monoidului (30 N3§L, @) , adica, daca A € §. i B € §o, atunci A+ B € §.,

respectiv, daca A si B sunt cu nucleu strict pozitiv, atunci A ® B € §..

Propozitia 4.3.9 [36] Daca A € §. i B € §o, atunci A+ B € §., respectiv, daca
A st B sunt strict pozitive, atunci A ® B € §..



Capitolul 5

Produse complet distributive pe

multimea numerelor fuzzy

In acest capitol, considerfm multimea
Fo={AeF a2,z €Cl01]}
care, folosind reprezentarea MCE, se identifica cu produsul cartezian R x =, unde

E =A{(f1, f2) € Cop [0,1] x Cpp [0,1] : f1 (1) = fa (1)}

5.1 Structuri de semiinel pe multimea §.

Fie A = (a;0,0%) si B = (b; 05, ©F) dous numere fuzzy. Construim urmétoarele

operatii:

A+B = (a+b; 05 +65 6} +06])
AOB = (a-b; ©,-05, 0}-0%)
ARB = (a-b; ©,-05+06%-04%, 0,05 +61.03)
Deoarece ©,,07%,05 si ©} sunt functii descrescitoare si cu valori pozitive,
atunci si functiile © 45,0715, Ougp si Olgp sunt la fel, iar din ©7 (1) = ©F (1) si
O3 (1) = 0% (1) obtinem ¢ O 5 (1) = O 15 (1) 51 O gy (1) = Ofg 5 (1) . Asadar,

operatiile de mai sus, sunt bine definite.

Teorema 5.1.1 [33] (¢, +, ) este un semiinel comutativ cu unitate iar (§e, +, X)

este un semiinel comutativ.

42
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Observatia 5.1.2 [33] Dacd A, B € F¢, atunci Aarp = Aa + Ap §i Aagp =
Ay - Apg.

Observatia 5.1.3 Daca a € R este un numar real, numarul fuzzy "crisp” a are
reprezentarea MCE @ = (a;0,60). Deoarece a +b =a+b siallb=aXb=a+0b,

pentru orice a,b € R, corpul R a numerelor reale se scufunda in ambele semiinele

(e, +,0) si (Fe, +,X), ca subsemiinel, dar unitatea lui R difera de unitatea semi-
inelului (Fe, +, ).
De asemenea, grupul de unitati al semiinelului (F.,+,) este format din toate

intervalele netriviale de forma [a — x,a + x] = (a;z,2), cua € R — {0} gi x > 0.

111 1 11 1
Evident, inversul lui (a;x,x) este (—; -, —) = {_ -4 _] ‘
a x’x a a

Exemplul 5.1.4 Daca

A = [t42, 7T—2t]=4; 2—t, 3—2t)
B = [3t+3, 9—t]=(7; 4—3t, 2—1)

sunt doud numere fuzzy, atunci

A-B = [(t+2)(3t+3),(T—2t)(9—1)]
= (29; —3t> — 9t + 23,2t* — 25t + 34)
AOB = (28 (2—t)(4—3t),(3—2t)(2—1))
[—3t% + 10t + 20, 2> — 7t + 34]
ARB = (28 (2-t)(4—3)+(B3-20)(2—1),(2—1)*+(3—2t) (4 - 31))
[—5¢% + 17t + 14, 7> — 21t + 44]

unde A - B este produsul uzual (definit prin A- B = [z -z, x} -2F]) st AQ B,

AX B sunt cele doua produse definite anterior. Acestea sunt reprezentate in Figura
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0.9+
0.8
0.74
0.6
0.54
0.4+
0.3+
0.2+
0.1+

——F—f+—7—7—7—f 77— f 7T 717t 71 71—t T T T T T T T T T T T T T T T
0 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62

Figura 7.

Observatia 5.1.5 Dacd A = [z, 2}] si B = [v5,2F], atunci

Y

1 Tpyp =Ty +Tp
: o ot
Tpyp =Ty T Tp

o ) Tapp =0b—Oypp=a - +b -z -7y Tp
‘ + + + + 4t et
Thgg=ab+0O qp=2ab—a-x5—b-a) +a, -2

IX@BZGHGX@B=a($§+$§)+b(l‘2+$2)—$Z'IE—$Z-f§—ab

5 { Tagp =ab— Oygp =a (v + ) +b (2 +af) —ay 25—z} -af —ab
Definitia 5.1.6 [33] Daci A € R gi A € §., definim inmultirea cu scalari prin
M = (N-a;[A]- 03, ]A- ©F)
Observatia 5.1.7 Deoarece

Tya=Aa— A0 =A—[A)a+ N 2y
i, =Xda+ N0 == |A)a+ |\ -2}

in cazul in care A > 0, inmultirea cu scalari definita anterior coincide cu inmultirea

cu scalari vzuala, adica cu
o - +
)\'[SE‘A,ZC‘A]—[A'xA,)\'QJA]

Propozitia 5.1.8 [33] Inmultirea cu scalari are urmdtoarele proprietati:
1. A\(A+ B) = M + AB, pentru orice A € R gi oricare A, B € §;
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2. 0(AEB) = (M) E B =AU (AB), pentru orice A € R gi oricare A, B € §;
3.ANAKB) =(AM)X B = AKX (AB), pentru orice A € R gi oricare A, B € §;
4.1-A=A;0-A=0;

5. (a+ B) A < aA + BA, pentru oricare v, B € R i orice A € §;

6. (a+P)A=adA+ A& a-5>0.

5.2 Structura topologica a multimii §.
Pentru fiecare numar fuzzy A = (a; Oy, @X) € §. definim (A) prin

(A) = sup max (05 (t),0F (1))

te(0,1]
Deoarece O si ©F sunt functii descrescitoare, cu valori pozitive, rezulta ci
(A) = max (6 (0),0% (0)) > 0.
De asemenea, pentru fiecare n € {1,2, 3,4}, definim functiile ||-||,, : § — [0, +00),
prin:
[All; = max(lal, {4))
[Ally = la] + (4)
[All; = max(la],2(A))
1Ay = la] +2(4)
Propozitia 5.2.1 [33] Pentru orice A, B € §. si A € R, au loc:
L |A|l, =0< A=0 pentrun € {1,2,3,4};

[\)

- [A+ BJ, < ||All, + |Bll, , pentrun € {1,2,3,4};
AE B, < A, - 1B, pentrun € {1,2};
AR B, < Al - B, pentru n € {3,4}
[AALL, = A IAlL,  pentrun € {1,2,3,4}.

ot o~ W

Teorema 5.2.2 [33] Functia d : F. X Fo — [0, +00) , definitd prin

d(A,B) = |a — b| + sup max (‘@Z (t) — O3 (t)‘ , !@JAF (t) — 0% (t)!)

te(0,1]

este o metrica (completa) pe Fe.
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Propozitia 5.2.3 [33] Metrica d definita pe §., satisface urmatoarele proprietati:
1.d(A+C,B+C)=d(A,B);
2.d(A+C,B+D)<d(A,B)+d(C,D);
3. d(ADC,BEC) < ||0], -d(A, B) < | C],-d (4, B):
4. d(ARC, BRCO) < |[Clly-d (A B) < [|C]ly-d(A, B);
5. d(MA,AB) = |A|-d (A, B);

pentru orice A, B,C, D € §. si pentru orice A € R.

Definitia 5.2.4 Spunem ca sirul (A,),>, C Sc converge la A € §. daca lim d (A4,, A) =

n—o0

0. Vom folosi, in acest caz, notatia lim A, = A.

n—oo

Observatia 5.2.5 Dacid A, = (a,;0; ,0% ) siA = (a;03,01), atunci lim A, =

A, daca si numai daca

lim a, = a
lim ©, (t)=06,(), vYte|0,1]

A
lim ©F (1) =0} (), Vtelo,1]

5.3 Cateva functii elementare definite pe §.
Consideram §;, multimea
Fi={A=(0;0,,0%) €Fc:a>0,505(t),05(t)>1, Vte[01]}.

Deoarece 1 € §: si ALJ B € §, pentru A, B € §: rezultd ca (F;

Cc?

[J) este un
submonoid al lui (., ).

Definim functia exponentiala, exp : §. —§;, prin
A oA — (ea; Ch e@*)
si functia logaritmica, In : § — §., prin
Ar—InA= (ln a; Ino®;,In o@z)
unde A = (a; S @X) € §. si” o” este compunerea functiilor.

Propozitia 5.3.1 [33] Functiile exp si In, definite anterior, stabilesc izomorfismul

dintre monoizii (§e, +) gi (§5,), dar In = exp™!
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Observatia 5.3.2 [33] Dacid A* = AL ...0 A (k— ori), atunci

. 1 A A2 A" A
nirgo +ﬂ+§+“'+ﬁ =e".

Definitia 5.3.3 [33] Daca A = (a;05,0%) st B = (b;03,0%) sunt doud numere

fuzzy, astfel incat:

1. a® este definit (in R);

- +
2. (65 (t))eB(t) si (04 (t))@B(t) sunt definite pentru fiecare t € [0,1];
. \O95 . /~+\O% o
3. functiile (@ A) 5t (@ A) sunt descrescatoare;
: : B . AB b. (9-)\®B +\ 0%k

atunci definim puterea A”, prin A® = (a ; (@A) , (@A) ) :

Observatia 5.3.4 De exemplu, daca A € §:, atunci AP poate fi construit pentru

orice B € §..
Propozitia 5.3.5 [33] Daci A € §! si B € §. , atunci:
1. AV=T1 g Al = A;
2. AB+C — AB [ AC g ABEC — (4B)° .
Daca A = (a; Oy, @X) € §¢ , putem defini, pentru un intreg pozitiv n,

A= A0 BA= (" (07)", (0%)").

n

VA= (\/5 /0. \/@X)
(cu a > 0 dacd n este par).

Observatia 5.3.6 [33] Daca A € §. sisupp A C (0,1), adica [z (t), 2} (¢)] C
(0,1), vt € [0,1], atunci, evident are loc si supp (A™) =supp (A ...JA) C (0,1),

n—ori

pentru orice n € N*. Astfel, pentru orice A € . cusupp A C (0,1), avem

—at 11— (7)1 (e%)""!
l-a > 1-6; = 1-6}

lim (T+A+...+An) = lim <1

n—oo n—oo

B 1 1 1 not. 1
- \1-a'1-06;,'1-0,) 1-4
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Analog, tot pentru A € §. cusupp A C (0,1) obtinem

1 1 1
li A+ = A2+ . + =A%) =In|{=—].

1 _
Mentionam ca T este doar o notatie si nu reprezinta inversul lui 1 — A, asa

cum nici 1 — A nu reprezinta diferenta dintre 1 si A.



Capitolul 6

Grupuri topologice pe multimi céat

de numere fuzzy

6.1 Preliminarii

In acest capitol, notdm cu §, multimea acelor numere fuzzy pentru care functiile Ty
si xy (care definesc capetele multimilor de nivel) sunt continue. Astfel, multimea §

poate fi privita ca multimea elementelor de forma A = [x;l, xj] , unde:
o v,z €Cl0,1];
e 1, este crescitoare, iar ) este descrescitoare;
o 2, (t) <z} (t), pentrut € [0,1].

De asemenea, mai consideram multimea §,, a tuturor numerelor fuzzy strict
pozitive A € § (i.e., ; (t) > 0, pentru ¢ € [0, 1]).

Consideram multimile:
e Cla,b] — multimea tuturor functiilor (reale) continue, definite pe [a, b];
e C, [a,b] — multimea tuturor functiilor din C[a,b] cu valori strict pozitive;

BV [a, b] — multimea tuturor functiilor cu variatie marginita, definite pe [a, 0] ;

BVCla,b] = Cla,b] "BV [a,b];

BVC, [a,b] = C [a,b] "BV [a, b] .

49
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In teoria functiilor cu variatie marginita, sunt binecunoscute urmatoarele rezultate:

Teorema 6.1.1 [69] Daca f,g € BVia,b] si A € R, atunci f +g, \f, f-g €

1
BV [a,b] . Daca in plus, — este marginita, atunci f € BV [a,b].
g g

Teorema 6.1.2 [69] O functie f € Cla,b] este cu variatie marginita, daca §i numai

daca, exista doud functii crescatoare fi, fo € Cla,b], astfel incit f = f1 — fo.

Teorema 6.1.3 [53] Daca [a,b] EN [c,d] % R unde f € BV [a,b], atunci go f €
BV [a,b], daca i numai daca, functia g satisface conditia lui Lipschitz pe intervalul

[c,d].

Propozitia 6.1.4 O functie continua [ € C, [a,b] este cu variatie marginita pe
[a,b] daca si numai daca existd doua functii crescatoare o, 5 € Cy [a,b], astfel incdt

[0
f=5

Observatia 6.1.5 Daca f € BVC|a,b], atunci putem alege o functie crescatoare
u € Cla,b] si o functie descrescatoare v € Ca,b|, astfel incat f = utv giu(t) <
v(t), pentru t € [a,b]. De asemenea, daca f € BVC, [a,b], atunci putem alege o

functie crescatoare u € Cy [a,b] si o functie descrescatoare v € Cy [a,b], astfel incat

f=Vu-vsgiu(t)<wv(t), pentrut € [a,b].

Este binecunoscut faptul ca (BVC [a, b, +) si (BVC; [a,b], ) sunt grupuri topo-

logice, topologia fiind cea indusa de metrica definita prin

D(f,g) = sup |f(t) —g(t)].

tela,b]

Mai mult, corespondenta f — ef stabileste un izomorfism topologic intre grupurile
(topologice) BVC [a, b] si BVC, [a, b] .

6.2 Monoizi cu involutii — considerente algebrice
si topologice
Fie (M, ) un semigrup. O involutie pe M, este o operatie unara = +— z*, astfel incat:

* *

L (z-y) =y*-a%

2. ¥ =z
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pentru orice elemente z,y € M. Un element x € M, care verifica proprietatea z* = x,
se numeste element Hermitian.

Consideram acum, clasa 9t a tuturor sistemelor (M, -, e,* ), unde (M, -, e) este
un monoid comutativ cu simplificare, iar * este o involutie pe M. Daca (M, -, e1,*)

i (Ms, e e5,* ) sunt din 9, un morfism de monoizi f : M; — M, care verifica
f@)=(f(x)", YzeM
il vom numi 91 - morfism.

Observatia 6.2.1 Daca (G,-) este un grup abelian, atunci (G,-,1,-7') € M si

orice morfism de grupuri abeliene este I - morfism.
Observatia 6.2.2 Daca (M, -, e,*) € M, atunci multimea
S(M)={xeM:z" =z}

a tuturor elementelor Hermitiene ale lut M, este un submonoid a lui M gt verifica
urmatoarele proprietati:

1.xe S(M)ea*eS(M);
2. x-xre€S(M),V e M,;
3. daca v,z -y € S (M), atunciy € S(M);
4. dacax,y € M, atunciz-y* € S (M) < x-y* =x*-y.
Propozitia 6.2.3 Daca (M, -,e,*) € M, atunci relatia ” ~,.” pe M, definiti prin
T~ y<s=z-y-eS(M)
este o relatie de congruenta pe (M,-,e,*).

Pe multimea cat
M/, =M={[]: 2 €M},
unde
[p]={yeM: 2y =2a" y}
este clasa de echivalenta a elementului x € M, consideram operatia indusa

(2] © [yl = [z - y]

si morfismul canonic p : M — M , definit prin x — [z].
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Propozitia 6.2.4 Daca (M, -, e,*) € M, atunci (]\/4\, ®> este un grup abelian, unde

le] =S (M) este elementul neutru, iar inversul elementului [z] € M este [z*] € M.

Observatia 6.2.5 Fie (M, e,*) € M. Daca exista un grup abelian (G,e) si un
IM—morfism surjectiv f : (M, -, e,*) — (G,e,1,-71) , astfel incdt, pentru orice z,y €
M,

v~y fz)=[(y), (6.1)

atunci (din prima teoremd de izomorfism) functia f : M — G, definita prin [x] —

f (x), este un izomorfism de grupuri gi

M—' g

s
I\
|

op=f.

Observatia 6.2.6 Daca

ker f ={(z,y) e M x M : f(x) = f(y)}

este nucleul functiei f, iar
Kerf={zxeM: f(z)=1}

este nucleul morfismului f, atunci conditiile: (6.1), ker f =~, gi Ker f = S (M),

sunt echivalente.

Teorema 6.2.7 [34] Fie (M,d;) si (G,ds) doud spatii metrice. Daca
1. (M, e* 1q,) este un monoid topologic comutativ cu involutia continud;
2. (G,e,14,) este un grup topologic abelian;
3. f: M — G este un M - morfism continuu,

atunci (]/\/[\ , 8) este un spatiu metric, unde d: M x M — R este definit prin

—~

d([2], ) =da (f (=), f (), ¥ [a],[y] € M.

Mai mult, morfismul canonic p : M — M este continuu, iar (]\7 ,@,7’3) este un

grup topologic abelian, care este topologic izomorf cu (G, e,Tq,).
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6.3 Grupuri topologice definite pe multimi cat ale
lui §

Reamintim c&, dacd A = [z, z}] € § ¢i B = [25,2}] € §, atunci suma lor se
definegte prin

A+ B= [J;Z—l—xg,xj—l—xg} ,
iar —A, prin —A = [—xj, —:cﬂ . De asemenea, daca A, B € §,, atunci produsul

(uzual) este definit prin

A-B= [x;-mg,xz-xg}
. 1o 1 1 1
iar A7, prin A7 = — = e . Notam 0 =[0,0] si 1 = [1,1].
A Ta Ty
Metrica Hausdorff d : §x§ — [0, +00) pe multimea numerelor fuzzy, se defineste

prin
d(A,B) = sup (|z; (t) — x5 )| + |2k ) — 25 1)) -

te[0,1]

Propozitia 6.3.1 [34] (S, +,0, —) €M i (S+, -,T,_l) € M. Mai mult, sunt chiar

monoizi topologici cu involutii continue (relativ la topologiile induse de metrica d).
Dacd Sy =S (§,+,0,—) si S1 =S (§+,-,1,7) , atunci

So={Aef:A=-A}={AeF:a,+a} =0}
5'1:{A€§+:A:A_l}:{AGS:a:;-xzzl}

si relatiile de congruent# induse pe (§,+,0,—) si (§4,-,1,7") sunt definite prin
A~B& A+ (-B)e Sy & a, +al =ap+af
daca A, B € §, respectiv
A~B& A-BleS ea, ol =5 24
dacd A, B € §.. De asemenea, clasele de echivalentd corespunzatoare sunt
[A]={BegF: A~ B}

daca A € §, respectiv
(A) ={BejF,: A~ B}

daca A € 5.
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Notdm in continuare cu & si §+ multimile cat corespunzétoare (§F/~ si F+/~)-
Astfel,

~

§ = {[A]:Ae3}
Fo = {(A):4€F.}.
Conform Propozitiei 6.2.4, avem:
° ({A?, EB) este un grup abelian cu operatia definitd prin [A] & [B] = [A + B].
Elementul neutru este [0] = Sy, iar opusul lui [A] € 3 este — [A] = [-A4];

° <§+, @) este un grup abelian cu operatia definita prin (A) ® (B) = (A- B).
Elementul neutru este (1) = Sy, iar inversul lui (A) € 3 este (A) 71 = (A1)

Teorema 6.3.2 [34] (@, @) este un grup topologic metrizabil si este topologic izomorf
cu grupul (BVCI0,1],+).
Teorema 6.3.3 [34] <§+,®> este un grup topologic metrizabil g1 este topologic
izomorf cu grupul (BVC, [0,1],-).
Teorema 6.3.4 [34] <§, @) Ziop <§+,®) .
Observatia 6.3.5 Clasa de echivalenta [A] € §, a numarului fuzzy A € §, este
definitd de media aritmetica a lui A, respectiv, clasa de echivalenta (A) € Fy, a

numarului fuzzy A € §y, este definita de media geometrica a lui A. Acestea sunt

ilustrate (pentru un numar fuzzy pozitiv) in Figura 8.

Figura 8.
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