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Introducere

La inceputul secolului trecut (1925), Marston Morse [51], [52], [53] a initiat studiul
punctelor critice, deschizand calea teoriei Morse, o tehnica de investigare a topologiei unei
varietati netede cu ajutorul punctelor critice ale unei functii reale definite pe acea varietate
(135), [44]).

Dezvoltarea teoriei Morse clasice, prin numeroase studii, de-a lungul anilor, a condus
in mod natural si la functii Morse circulare, adici functii de clasi C> cu valori in S*, care
au doar puncte critice nedegenerate ([45], [56]).

Studiul acestor functii a fost initiat de S.P. Novikov in 1980 in lucrarile [54], [55], por-
nind de la studiul unor probleme de hidrodinamica. Teoria Morse circulara, ca o noua ra-
mura a teoriei Morse clasice, a fost dezvoltata de catre multi autori dintre care mentionam
pe M. Farber [32], [33], A. Ranicki [61] si A. Pajitnov [56] in numeroase studii.

Lucrarea este structurata in 5 capitole care asigura unitatea continutului si relevanta
tematicii cercetate. Lucrarea are la baza o bibliografie cu 86 referinte.

Capitolul 1 este structurat In patru sectiuni si are in principal un caracter monografic.
Obiectivul principal al acestui capitol este de a prezenta, Intr-o forma succinta, notiunile
si rezultatele de baza ce vor fi utilizate in capitolele urmatoare.

Acest capitol se bazeaza pe publicatiile lui Y. Matsumoto [48], G. Cicortag [27], J.
Milnor [49], D. Andrica [3], R. Bott [23], [24], M. Agoston [1], J. Lee [44].

Capitolul 2 este format din patru sectiuni si are un caracter monografic. Sunt prezen-
tate notiuni de teorie Morse circulara, definitii si proprietati ale acestor functii. Marea
majoritate a notatiilor folosite in teoria Morse clasica se pastreaza si pentru functii circu-
lare.

Capitolul are la baza publicatiile lui A. Pajitnov [56], M. Farber [32], M. Hutchings
[40], S. Maksymenko [45], D. Andrica [3], R. Miron [50], M. Hirsch [39].

Capitolul 3 este structurat in 4 sectiuni. Prima sectiune este dedicata prezentarii pz-
categoriei unei perechi de varietati diferentiabile. Rezultatele proprii obtinute in studiul ¢-
categoriei circulare a unei varietati diferentiabile sunt prezentate in sectiunea 2. In ultimele
doua sectiuni sunt prezentate rezultate importante in studiul caracteristicii Morse-Smale
reale.

Capitolul se bazeaza pe lucrarile lui D. Andrica [3], [4], G. Rassias [62], B. Doubrovine
[30], D. Andrica, D. Mangra, C. Pintea [15].

Capitolul 4 este structurat in 5 sectiuni si contine rezultatele originale ale autorului
obtinute 1n studiul caracteristicii Morse-Smale pentru functii Morse circulare, rezultate
mentionate in lucrdrile D. Andrica, D. Mangra [12], [13] si D. Andrica, D. Mangra, C.
Pintea [14].

Capitolul 5 este structurat in patru sectiuni si contine aspecte cu caracter monografic
referitoare la inegalitatile Morse-Novikov in cazul functiilor circulare, ([32], [56], [61]).
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Capitolul 1

Elemente de teorie Morse

Acest prim capitol are caracter introductiv, este structurat in patru sectiuni si cuprinde
o scurta descriere a notiunilor de baza ce vor fi utilizate.

Prima sectiune prezinta elemente de teorie Morse pe varietati finit dimensionale; ne
vom referi aici doar la varietiti netede ([49]). In acest context definim notiunile de punct
critic si valoare critics, punct critic degenerat si nedegenerat, functie Morse ([23], [24]). In
plus, sunt prezentate cateva exemple de functii Morse si proprietati ale acestora ([2], [27]).

Sectiunea 1.2 constituie o introducere in teoria functiilor Morse pe suprafete si des-
compunerea unei varietati cu ajutorul manerelor.

Ultimele doua sectiuni sunt dedicate unei expuneri succinte a unor rezultate importante
privind existenta functiilor Morse si inegalitatile lui Morse.

1.1 Elemente de teorie Morse pe varietati finit dimensionale

Fie M si N varietati diferentiabile netede de dimensiune m si respectiv n gi fie f :
M — N o functie neteda. Fie x € M un punct fixat. Amintim ca rangul functiei f in x
este

rang, f = rangd(y o f o cp_l)(cp(ac)) =rangJ(¢Yo fo gp_l)(gp(x)) < min{m,n},

unde (U, ¢) este o harta locala in = pe M, iar (V,1) este o harta locala in f(z) pe N.
Daca (U, ) = (U, zt,...,2™) s f = (f',..., f*) putem scrie

oft

oxJ

(cp(w))) = dim Im(df ).

izlv_nvj:]-vm

rang, f = rang (

Definitia 1.1.1 Un punct z € M cu proprietatea ca rang,f = min{m,n} se numeste
punct regular al lui f. Altfel, z se numeste punct critic al lui f.

Daca M este o varietate m-dimensionala fara bord si f : M — R este o functie neteda,
un punct pyg € M se numeste punct critic al lui f daca:

0 0 0
Lo =0, 2L =0, 2 ) = 0

unde (x1,x2,...,T;) este un sistem local de coordonate in jurul lui py.



Un numar real ¢, astfel incat f(pg) = ¢, se numeste valoare critica a lui f cores-
punzatoare punctului critic pg al lui f.

Notam cu C(f) = {p € M : p este punct critic} multimea punctelor critice ale functiei
fsicu B(f) = f(C(f)), multimea de bifurcatie a functiei netede f.

Daca p ¢ C(f) atunci p este un punct regular al lui f. Numarul ¢ € B(f) se numesgte
valoare critica al lui f. Daca ¢ ¢ B(f), atunci ¢ se numeste valoare regulard a lui f.

Observatia 1.1.1 1. Multimea critica C(f) este inchisa in M.
2. Multimea de bifurcatie B(f) este inchisa in R.

Teorema 1.1.1 (Teorema lui Sard) Multimea valorilor critice ale unei functii netede
f: M — R™ este de masura nula tn R™.

Pentru demonstratie se poate consulta lucrarea lui G. Cicortas [27] sau Y. Matsumoto
[48].

Propozitia 1.1.1 ([48]) Notiunea de punct critic nu depinde de alegerea sistemului local
de coordonate.

Punctele critice degenerate si nedegenerate pentru o functie pe o varietate m-
dimensionala sunt definite cu ajutorul matricei Hessiene a functiei.

Daca matricea Hessiana este nesingulara, adica avem detH(py) # 0, atunci py se
numeste punct critic nedegenerat.

Daca avem detH ¢(pg) = 0, atunci pg se numeste punct critic degenerat.

Definitia 1.1.2 O functie neteda f : M — R se numeste functie Morse daca toate
punctele sale critice sunt nedegenerate.

Propozitia 1.1.2 Fie M si N doud varietdali inchise, adicda sunt compacte si fara bord,
f:M—>Rsig: N — R doua functic Morse. Definim functia F' : M x N — R prin
F = (A+ f)(B+g), unde A gi B sunt numere reale pozitive. Functia F astfel definita
este o functie Morse pe varietatea M x N.

Demonstratia acestui rezultat se gaseste in [48].

Teorema 1.1.2 (Lema lui Morse pentru varietati finit dimensionale) Fie po
un punct critic nedegenerat al functiei f : M — R. Existd un sistem local de coordo-
nate (X1,...,Xm) in vecinatatea lui py astfel incat reprezentarea locald a lui f sd aiba
urmdtoarea forma:

f=-X{ - X3 — - X3+ Xiq+...+ X5+ f(po)
Pentru demonstratie se poate consulta lucrarea lui Y. Matsumoto [48].

Definitia 1.1.3 Numarul A de semne minus din reprezentarea canonica din Teorema 1.1.2
se numegte indexul Morse al punctului critic nedegenerat py.

Indexul Morse verifica inegalitatea 0 < A < m. Punctele critice nedegenerate de index
0 sunt puncte de minim local, iar cele de index m sunt puncte de maxim local.
Din Teorema 1.1.2 se obtin imediat cateva rezultate importante.



Propozitia 1.1.3 Pe orice varietate compacta exista cel pufin o functie Morse.

Propozitia 1.1.4 Un punct critic nedegenerat al unei functii f : M — R este izolat in
multimea critica C(f).

Propozitia 1.1.5 Fie M o varietate compacta si f : M — R o functie Morse. Atunci
multimea critica C(f) este finita.

Exemplul 1.1.1 Fie torul 2-dimensional T? C R? si functia neteds (functia inaltime pe
tor), f: T2 — R, f(x,y,z) = 2. Aceasta este o functie Morse cu patru puncte critice toate
nedegenerate.

1.2 Functii Morse pe suprafete si descompunerea in manere

Teorema 1.2.1 Daca M este o suprafaia inchisa si f : M — R o functie Morse cu exact
2 puncte critice nedegenerate, atunci varietatea M si sfera S sunt difeomorfe.

Pentru demonstratia acestui rezultat se poate consulta binecunoscuta carte a lui J.
Milnor [49].

Functia Morse f : M — R ia o valoare maxima in punctul critic nedegenerat py in M
si o valoare minima in punctul critic nedegenerat gy in M. Indexul lui pg este 2 si indexul
lui gg este 0.

Folosind lema lui Morse putem exprima functia f in forma standard, in raport cu
sistemele locale de coordonate (x,y) in jurul lui pg si (X,Y") in jurul lui go:

—2% —y? + C (in vecinitatea lui po)
| X242+ c (in vecinatatea lui qq)

unde C si ¢ sunt valorile maxime, respectiv minime ale functiei f.

Pentru un numar real suficient de mic € notam cu D(pp) multimea punctelor intr-o
vecinatate a lui pg astfel incat C' — e < f(p) < C si cu D(qo) multimea punctelor intr-o
vecindtate a lui gg astfel incat ¢ < f(p) < c+e.

Eliminand interiorul multimilor D(pg) si D(qo) din suprafata M se obtine o suprafata
neteda cu bord pe care o vom nota My. Notam prin My bordul lui My. Acesta consta
din cercurile de frontiera C(pg) si C(qo) ale lui D(pg) si D(qo). Se obtine astfel:

OMy = C(po) U C(qo) si int(Mg) = Mo — OMy

Propozitia 1.2.1 ([48]) Suprafata My este difeomorfa cu produsul direct dintre unul din
cercurile de frontiera si intervalul [0,1], adica avem C(qo) x [0,1]. Deoarece cercul de
frontierd C(qo) este difeomorf cu S, obtinem cd My = S x [0,1].

Propozitia 1.2.2 ([48]) Fie discurile Dy si D1. Daca k : 0Dy — 0D este un difeomor-
fism atunci k se poate extinde la un difeomorfism K : Dy — D1.

Propozitia 1.2.3 ([48]) Fie discurile Dy si Dy si un difeomorfism h : 0Dy — 0Ds.
Atunci, lipind cele doud discuri D1 si Dy de-a lungul frontierei prin difeomorfismul h, se
obtine o suprafatd inchisa difeomorfd cu sfera 2-dimensionald S?.



Lema 1.2.1 ([48]) O functie Morse f : M — R pe o suprafata inchisa M are un numdr
finit de puncte critice.

Fie M o suprafata inchisa si o functie Morse f : M — R.
Notam cu My = {p € M | f(p) < t}, t € R, multimea de nivel ¢ a lui M. Aceasta
consta din toate punctele in care f ia valori mai mici sau egale cu t.

Lema 1.2.2 (Tronsonul necritic) Fie f : M — [a,b] o functie Morse fara valori critice
in intervalul [a,b], unde a,b € R gi a < b. Atunci M, si My sunt difeomorfe.

Pentru demonstratie se pot consulta lucrarile [3], [23].
Fie f: M — R o functie Morse cu un numar finit de puncte critice py, ..., pn,

f(pi) = ci.

Presupunem ca f(p1) < f(p2) < ... < f(pn) = c1 <c2 <...<cp.

Fie t un parametru real astfel incat daca t < ¢;. Atunci M; = ) si daca t > ¢q, indexul
punctului critic py este 0, ¢; este valoarea minim# a lui f, deci avem M; = D?.

Acest disc corespunzator punctului critic cu indexul 0 se numeste 0O-méaner.

Se continud procedeul si de fiecare data cand ¢ traverseaza o valoare critica ¢; se
atageaza un 0, 1 sau 2-méaner, in functie de indexul punctului critic corespunzator p;.
Ultimei valori critice ¢, 1i corespunde un 2-méner.

Teorema 1.2.2 Fie M o suprafata inchisd si f : M — R o functie Morse. Suprafata M
poate fi reprezentatd ca o reuniune finita de 0, 1 sau 2-manere.

Demonstratia acestui rezultat fundamental se gaseste in [48].

1.3 Existenta functiilor Morse

Folosim in continuare termenul de varietate Inchisa, prin care intelegem o varietate
compacta si fard bord.

Lema 1.3.1 Daca R™ = {(x1,...,z,)} este spatiul euclidian m-dimensional, U o
submultime deschisd a lui R™ gi f : U — R™ o functie netedd pe U, atunci pentru orice
a1,...,0m €R,

g1, ..y xm) = f(x1,...2m) — (@121 + - - - + AmTm)

este o functie Morse pe U.

Pentru demonstratia acestui rezultat se poate consulta lucrarea [48].

Pentru e > 0, spunem ci functia f este o (C? ¢)-aproximare a functiei g pe
submultimea K C R™ daca pentru orice punct p din K sunt indeplinite urmatoarele
conditii:

L [f(p) —gp) <e

of dg
2 al‘l (p) 8:17@

(p)|<ei=12,....m
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Of oy 2
' axi(‘)xjp axlax]

(p)| <e,i,j=1,2,...,m.

Acoperim varietatea M cu un numar finit de vecinatéati de coordonate Uy, ..., Uy si
pentru fiecare i = 1,..., s, alegem o multime compactd K; din U; astfel incat

M=K U...UK;.
Multimile K; acopera pe M.

Definitia 1.3.1 Spunem c# functia f : M — R este o (C?,¢)-aproximare a functiei
g: M — R, daci f este o (C?,¢)-aproximare a lui g pe K; pentru fiecare i = 1,...,s.

Urmatoarele rezultate sunt demonstrate de Y. Matsumoto in [48].

Lema 1.3.2 Daca K este o submulfime compactd a unei varietati m-dimensionale M si
functia g : M — R nu are niciun punct critic degenerat in K, atunci pentru un numdar
suficient de mic € > 0, orice (C2,E)—aproximare f a lui g nu are niciun punct critic
degenerat in K.

Teorema 1.3.1 (Existenta functiilor Morse) Fie M o varietate inchisa de dimen-
siune m i g : M — R o functie reald netedd pe M. Atunci existd o functie Morse
f: M — R care aproximeaza pe g.

1.4 Inegalitatile lui Morse
Vom urmari prezentarea din monografia lui G. Cicortag [27].

Teorema 1.4.1 Fiec f : M — R o functie Morse astfel incat sunt satisfacute conditiile
de compactitate. Fie B[f]N (a,b) = {c} si C.[f] = {p1,p2,...,pr}, punctul critic p; avind
indexul k; si coindexul l;, i = 1,r. Atunci M, se obtine din M, prin atasdrile disjuncte de
manere de tip (ki,01),..., (k1)

Intre topologia varietatii M gi punctele critice ale unei functii f : M — R care satisface
anumite ipoteze naturale, se stabilesc relatii ce se pot descrie in termenii unor inegalitati.
Vom nota cu H. (X, A) = H.(X, A; F) omologia relativa cu coeficienti din F.

Definitia 1.4.1 Fie Y un subspatiu inchis al unui spatiu X si G : D¥ — X o aplicatie
continua, G(DF) = e*. Scriem X =Y Ug ek i spunem ci X se obtine din Y prin atagarea
unei k-celule cu aplicatia de atagare g = G|gx—1 daca:

. X=YUeér

ii. G|;;pr este omeomorfism pe e\ Y

iii. g aplicd S*~! pe ek =eF NY.
G se numeste aplicatia caracteristica a atagarii.

Propozitia 1.4.1 Daca X se obtine din Y prin atasarea unei k-celule, atunci

F, dacal =k

H/(X,Y)=H, k,ak —H Dk,Sk_l —
1(X,Y) = H(e", 0e") = H( ) 0, altfel

11



Pentru demonstratia acestui rezultat se poate consulta lucrarea lui G. Cicortag [27].

Fie K o submultime convexa a lui R" gi A o submultime Inchisa a lui K. Daca r este o
retractie a lui K pe A, atunci p(z,t) = (1 —t)x +tr(x) este o retractie tare de deformare a
lui K pe A. Se observa ca multimea (0 x D¥) U (D! x S¥~1) este retract tare de deformare
al lui D! x D¥. intr—adevér, D' x DF fiind submultime convexi a lui R! x R¥, este suficient
s& definim o retractie r : D' x D¥ — (0 x D*) U (D' x §*=1). Definim r(0,y) = (0,y), iar
pentru z # 0 luam

2 v
0,2 ), daca |y <112l

(el +2 0yl =2) gy ) » alsfel .

T(‘Tay) =

Teorema 1.4.2 Fie N st P doud varietdti netede cu bord. Daca N se obtine din P prin
atasarea unui maner de tip (k,1), atunci P U, ek este un retract tare de deformare al lui
N. In particular,
F, dacal =k
Hl (N7 P) =
0, altfel .
Pentru demonstratia acestui rezultat se poate consulta lucrarea lui G. Cicortas [27].
In cazul atagarii disjuncte de manere de tip (k1,l1),..., (k- [-), se obtine atagarea
disjuncta a celulelor ekl, .. ,ekf.
Fie o familie de subspatii inchise X;, i = 0,n ale lui X astfel incat

A=XpCX;C...CX,CX

si X;11 este omeomorf cu X; Uy, eki. Perechea (X, A) se numeste complex sferic relativ,
iar familia aplicatiilor de atagare se numeste descompunere celulara a perechii (X, A).

Daca X;y1 este doar omotopic echivalent cu X; Uy, ek, vom numi perechea (X,A)
complex sferic omotopic (descompunere celulara omotopica).

Vom nota cu v; numérul de celule e, ... eF»~1 cu k; = i. Astfel, v; este numarul
celulelor de dimensiune 4 ce trebuie atagat subspatiului A pentru a obtine X.

Fie f : M — R o functie Morse. Pentru 0 < k < m definim numerele Morse

ux(f) = numarul punctelor critice de index k.
Pentru a < b definim
pr(f,a,b) = numarul punctelor critice de index k in f~(a,b).

Teorema 1.4.3 Fie M o varietate riemanniand completa, f : M — R o functie Morse
ce satisface conditia Palais-Smale pe M si fie a < b valori regulare ale lui f.

Atunci (My, M) este un complex sferic omotopic. De fapt, (My, M,) admite o des-
compunere celulard omotopica pentru care numarul v al celulelor de dimensiune k este

Mk(faCL) b)

Corolarul 1.4.1 Orice varietate netedd compacta M este un complex sferic omotopic.
Pentru orice functie Morse f : M — R exista o descompunere celulard omotopicd a lui M

astfel incat v, = p(f).

12



Consideram, in continuare, perechi admisibile de spatii topologice (X, A), altfel spus
(X, A) este un complex sferic omotopic. Pentru un corp comutativ fixat F' si o pereche
(X, A) data, definim numerele Betti

br(X,A) = dim Hy(X,A; F)

si caracteristica Euler-Poincaré a perechii (X, A),

X(X’ A) = Z(_l)kbk(Xv A)

k
Fie
k
= ()b (X, A).

m=0

Egalitatile urmatoare sunt evidente:

So = by
Sy =by — by = by — S

Sp=bp —br_1+...E£by="0br — Sip_1
x=byg—b1+by—...

Propozitia 1.4.2 Caracteristica Euler-Poincaré este aditiva, iar Sy, este subaditiva. Daca
XoC X; C...C X, siorice pereche (X;, X;_1) este admisibila, atunci avem:

Sp(Xn, Xo) < Sk(Xi, X1)
i=1

X(Xn, Xo) = Zx (X, Xi1)

Pentru demonstratia acestui rezultat se poate consulta lucrarea lui G. Cicortag [27].

Teorema 1.4.4 Fie (X, A) un complex sferic omotopic ce admite o descompunere celulara
omotopicd cu vy celule de dimensiune k. Au loc urmdtoarele inegalitati:

bo < 1p
by —bo <11 —1p

b —bp_1+...xbg<vp —vp_1+...E1p.

In plus, are loc identitatea:

XX A) = (—Dfb =Y (~DFu.
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Demonstratia se poate consulta in lucrarea lui G. Cicortag [27].

Corolarul 1.4.2 Fie M o varietate riemanniand completd, f : M — R o functie Morse
ce satisface conditia Palais-Smale pe M si fie a < b valori requlare ale lui f. Fie pp =
wr(fya,b) si by = br(My, M,). Atunci au loc:

1. inegalitatile lui Morse:
bo < po

by — by < p1 — pio

b —bg—1+ ... £bo < pg — p—1 + ... £ o

2. formula lui Euler:

XX, A) = (=1f =Y (1w

k k

3. inegalitatile lui Morse in forma slaba: by < .
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Capitolul 2

Teorie Morse circulara

Acest capitol contine elemente de teorie Morse circulara, definitii si proprietati ale
acestor functii. Marea majoritate a notatiilor folosite in teoria Morse clasica se pastreaza
si pentru functii circulare ([40], [56]).

2.1 Functii Morse circulare
Fie M™ o varietate fara bord si f : M — S o functie netedd. Cercul
St={(z,y) eR*:a? + 3> = 1}

este o subvarietate 1-dimensionald a lui R? si este inzestrat cu structura netedi cores-
punzatoare.

Pentru un punct # € M alegem o vecinatate V a lui f(z) in S', difeomorfs cu un
interval deschis din R. Notam U = f~1(V). Functia f|y se identifici astfel cu o functie
neteda de la U la R.

Definitia 2.1.1 O functie circulara neteds f : M — S' se numeste functie Morse, daca
toate punctele sale critice sunt nedegenerate.

Notam cu C(f) multimea punctelor critice ale functiei f si cu Ci(f) multimea punctelor
critice de index k, unde k =0, ..., m.

Daca M este o varietate compacta, atunci multimea punctelor critice C'(f) este finita;
in acest caz notam cu p(f) cardinalul multimii C(f) si cu pg(f) cardinalul multimii Ck(f),
pentru k = 0, ..., m. Se observa usor ca

p(f) = po(f) + - + pm ().

Este binecunoscut faptul ca spatiul cat R/Z este omeomorf cu cercul S' prin omeo-
morfismul f: R/Z — S', unde f(Z) = e****. Astfel putem identifica cercul S! cu grupul
factor R/Z si functiile circulare pot fi considerate ca functii reale cu valori vectoriale (][40],
[56]).

In studiul acestor functii vom considera o acoperire a domeniului de definitie a functiei
astfel Incat acestea sa devina functii cu o singurd valoare pe acoperire ([45], [54]).

Fie functia de acoperire universala a cercului:

exp:R — S',  exp(t) = 2™,
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Functia exponentiald exp : R — S!, definita prin exp(t) = €2™ este o proiectie de
acoperire si implicit un omeomorfism local ([50]).

Spatiul R impreuna cu aplicatia exponentiala exp este spatiul de acoperire a cercului
St

Fibra acoperirii este subgrupul Z C R care actioneaza pe R prin translatii, observatie
importanta in studiul functiilor Morse circulare.

Folosim notatia multiplicativa pe Z si notam cu t generatorul ce corespunde lui —1 in
notatia aditiva.

Pentru o functie Morse circulara f : M — S, M spatiu de acoperire pentru M, fie
7 : M — M functia de acoperire ciclic infinita indusa din functia de acoperire universals,
a cercului exp : R — S', de functia f. Din definitia acoperirii induse obtinem functia
f: M — R, care face comutativd urmatoarea diagrama:

py g - R
™ exp
M1 S' =R/Z

In unele cazuri M poate fi considerata ca o submultime a produsului M x R.
Functia f are proprietatea de ridicare (liftare) la o functie Morse Z-echivarianta

f:M=fR-R

pe acoperirea ciclica infinita ([40]).

Aici f este o functie Morse daci si numai daci f este o functie Morse in sens clasic.
Functia f este echivariantd in raport cu actiunea lui Z pe M si R, relatia urmitoare fiind
adevarata f(tr) = f(z) — 1.

Cu toate ci f este o functie Morse cu valori reale, teoria Morse standard nu poate fi
aplicatd aici deoarece domeniul de definitie al functiei f nu este compact.

O modalitate de a depisi aceste neajunsuri este de a considera restrictia lui f la un
domeniu fundamental a lui M in raport cu actiunea grupului Z.

Fie a € R o valoare regulard a lui f. Multimea W = f_l
compact cu urmatoarele proprietati:

([a — 1, a]) este un cobordism

"W = f_l(a) si QW = f_l(a —1).

Multimea W se numeste cobordismul fundamental.

Pentru functia Morse f|y : W — [a — 1,a], cobordismul W poate fi descris astfel: fie
a = exp(a) € S', deci a este o valoare regulard a lui f si V = f~!(a) este o subvarietate
neteda a lui M. Daca se taie varietatea M de-a lungul lui V' se obtine cobordismul W cu
ambele componente ale frontierei difeomorfe cu V.

Un studiu amanuntit al functiilor circulare se gaseste in lucrarea lui A. Pajitnov [56].

2.2 Forme Morse

S.P. Novikov a initiat o generalizare a teoriei Morse in care in loc de puncte critice se
opereaza cu 1-forme inchise ([54], [55]).
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Definitia 2.2.1 Daca M este o varietate neteda inchisa, o 1-forma w pe M,
w:M—T*(M),
este o sectiune neteda a fibratului cotangent 7* : T*(M) — M astfel incat
wor* =1y.

Notim cu Q'(M) multimea 1-formelor pe varietatea M. In coordonate locale
T1,%2,...,Tym Intr-o submultime deschisa U C M orice 1-forma w se poate scrie ca

w = a1dx1 + agdre + ... + Ay dT.,,

unde aq,...,a,;, sunt functii netede cu valori reale definite pe U.
Operatorul d de diferentiere exterioara este definit prin:

d: QM) — Q' (M), f— df,
unde Q°(M) = C>(M) si

dw = Z da; N\ dx; = %d:pj A dx;
J

i=1 i,j=1
da;  Oa;
= Z <8xi — 8%_) ~dx; A\ dx;.
1<J

O 1-forma w se numeste inchisa daca dw = 0.

Observatia 2.2.1 Conditia ca w sa fie o forma inchisa se poate scrie

Oda;  Oa; L
J
= , pentru orice ¢,7 =1,...,m.

8:Ei al’j

Definitia 2.2.2 Un punct p € M astfel incat w, = 0 se numeste zerou al 1-formei w.
Definim multimea zerourilor lui w prin

Zw)={peM :w,=0}

Observatia 2.2.2 Daca w este o 1-forma inchisa, adica are loc relatia dw = 0, atunci
exista o functie netedd fy : U — R astfel Incat w|y este o 1-forma exacta, w|y = dfy,
pentru orice domeniu simplu conex U C M. Zerourile lui w in U sunt chiar punctele critice
ale lui fy.

Se observa ca in aceasta generalizare a teoriei Morse, punctele critice ale functiilor
reale corespund zerourilor 1-formelor ([32]).

Definitia 2.2.3 Un punct p € Z(w) N U este zerou nedegenerat al formei w dacd p
este un punct critic nedegenerat pentru orice functie fyy : U — R, care satisface relatia

de = Wy ([39])

Definitia 2.2.4 Fie w € Q'(M):
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1. 1-forma inchisd w se numeste forma Morse daca toate zerourile sale sunt nedege-
nerate.

2. Daca w este o forma Morse, p € Z(w), spunem ca p are indexul Morse k, (0 < k <
n) daca p este un punct critic de index k al lui fy.

Exemplul 2.2.1 Fie M = R?\ {(0,0)}, w € Q'(M), unde w este 1-forma unghi definita
prin
-y
= d
YT

T+ dy.

x? 4 y?
Notim w|g1 = df € Q(S). Observam ci df este local exacts pe M dar nu este exacti
gl avem

Z(dh) = 0.

Functia f : M — S! induce aplicatia f* : Q1(S') — QY (M), unde n = f*(df) este o
1-form# inchisa in Q(M).

Prezentam cateva notiuni generale despre 1-forme inchise.

Grupul de coomologie de Rham, notat H éeRham(M ), este prin definitie catul din-
tre spatiul tuturor 1-formelor inchise si subspatiul formelor exacte, unde operatorul de
diferentiere exterioara coincide cu diferentiala functiilor reale definite pe M.

Se obtine izomorfismul:

Hl(M7 R) ~ HéeRham(M)

intre grupul de coomologie de Rham gi grupul de coomologie singulara cu coeficienti reali.
O caracteristica importanta a 1-formelor inchise este clasa de coomologie de Rham.
Kerd!
Pentru o 1-forma inchisa w, imaginea sa in grupul H'(M,R) = T
m

dO dl
QM) — QY(M) — Q*(M)

se numeste clasa de coomologie de Rham a lui w si se noteaza |w|.

Forma w este exactd (w € Imd®) daci si numai daca [w] = 0.

Numeroase exemple de 1-forme inchise sunt date de catre functiile netede circulare.

1-forma dx pe R! este invariants in raport cu actiunea lui Z pe R si defineste 1-forma
pe S' = R/Z, notat tot prin dz.

Clasa de coomologie de Rham a lui dz este imaginea generatorului t € H'(S',Z) in
raport cu aplicatia de incluziune H'(S!,Z) — H'(S1 R).

Daca f : M — S! este o functie neteda circulara, notam df = f*(dx).

Atunci df este o 1-forma inchisa pe M, numita diferentiala functiei f. Forma df este
o forma Morse daca si numai dacd f este o functie Morse circulara.

Propozitia 2.2.1 ([56]) Clasa de omotopie a unei functii circulare f : M — S de clasd
C este determinata de clasa de coomologie de Rham [df] a diferentialei functiei.

Lema 2.2.1 ([56]) Daci w € QY(M) este o 1-formd inchisd, urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

i. w=df unde f: M — S este o functie de clasqd C;

ii. [w] este integrabila.
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Fie M o varietate si £ € H'(M,R). Notam cu L¢ multimea tuturor 1-formelor inchise
w care au clasa de coomologie de Rham egala cu &, adica avem [w] = &.

Spunem ca o 1-forméa inchisa w pe o varietate M este regulard pe U C M (sau
U-regulara) daca fiecare zerou p € U a lui w este nedegenerat.

Teorema 2.2.1 ([56]) Dacd M este o varietate, ¢ € H'(M,R) si U C M o submultime
compacta, atunci submultimea tuturor 1-formelor requlare pe U este deschisa si densa in
Le.

Teorema 2.2.2 ([56]) Daca M este o varietate inchisa, atunci mulfimea tuturor functiilor
Morse f: M — R este deschisa si densd in multimea tutror functiilor de clasa C*°.

2.3 Gradientul functiilor Morse

Fie M o varietate neteda si v un camp de vectori pe M. Orice functie v : I — M de
clasi C' definita pe un interval deschis I C R care satisface conditia:

7' (t) = v(v(t)) pentru orice t € I

se numeste curbd integrald a lui v.
Fie M o varietate fara frontiera si f : M — R o functie Morse. Fie v un C'*°-camp de
vectori pe M care satisface conditia:

(2.3.1) f'(z)(v(x)) > 0, pentru orice x ¢ C(f).

Functia ¢(x) = f'(x)(v(z)) se anuleaza pe C(f) si este strict pozitiva pe M \ C(f).
Fiecare punct p € C(f) este un punct de minim local al functiei ¢, ¢/(p) = 0.

Definitia 2.3.1 Un camp de vectori v se numeste f-gradient dacd este satisfacuta
conditia (2.3.1) si fiecare punct p € C(f) este un minim nedegenerat al functiei

¢(z) = f'(z)(v(z)),
adica derivata de ordinul doi ¢”(p) este o forma biliniard nedegenerati pe Tp,(M).
Notam cu G(f) multimea tuturor f-gradientilor.
Lema 2.3.1 ([56]) Daca v este un f-gradient si p € C(f) atunci v(p) = 0.

Definitia 2.3.2 Fie M o varietate fara frontiera si f : M — R o functie Morse.
Un C*°-camp de vectori v se numeste caAmp de vectori de tip gradient pentru f daca
sunt indeplinite urmatoarele conditii:

1. pentru orice punct necritic z al lui f avem relatia f'(x)(v(z)) > 0;

2. pentru orice punct critic p al lui f, de index k, exista o hartd Morse
¥ :U — V CR™ pentru f in jurul lui p astfel incat

V() (@1, ooy T) = (—X1, 0oy =Tk, Tt 1y - - -y Ty )
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Lema 2.3.2 ([56]) Un camp de vectori de tip gradient pentru f este un f-gradient.

Definitia 2.3.3 Gradientul riemannian al unei functii f in raport cu o metrica rie-
manniana (-,-) pe M se definegte prin relatia

(grad f(x),h) = f'(x)(h),
unde x € M si h € T,,(M).
Urmatoarele rezultate sunt demonstrate de A. Pajitnov in monografia [56].
Propozitia 2.3.1 Orice gradient riemannian este un f-gradient.

Lema 2.3.3 Daca p este un punct critic al lui f si v este un gradient riemannian a lui
f in raport cu o metrica riemanniand pe M, atunci

(v'(p)h. k) = f"(p)(h. k)
unde h,k € T,(M).

Definitia 2.3.4 Un camp de vectori v se numeste gradient slab a lui f daca pentru
orice x ¢ C(f), avem f’(x)(v(z)) >0

Lema 2.3.4 Daca v este un gradient slab a lui f si p € C(f) atunci v(p) = 0.

2.4 Gradientul formelor Morse

Vom prezenta in continuare proprietati ale gradientilor asociati 1-formelor inchise ([32],
[56]).

Fie M o varietate neteda inchisa gi o metrica riemanniana (-,-) pe M.

Orice 1-forma w pe M determina campul de vectori grad(w) pe M definit prin

{grad(w)p, h) = w(h),

pentru orice vector h € T,(M), numit gradientul riemannian al lui w.
In coordonate locale avem:

si metrica riemanniana se expriméa prin coeficientii

o 0
gij(x) = 8—9@’8—95] .

Putem scrie:

n n

grad(w) = Z Zy(a:)%, unde b;(z) = Zai(x)gij(x).

j=1 J i=1

Atunci, grad(w) este un camp de vectori neted si zerourile lui grad(w) coincid cu
zerourile formei w.
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Definitia 2.4.1 Un camp de vectori neted X pe M se numeste cAmp de vectori de tip
gradient pentru o 1-forma inchisa w daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

1. functia w(X) > 0 Inafara multimii zerourilor formei w;

2. pentru orice zerou p € M al lui w, exista o vecinatate U C M ce contine pe p astfel
incat w|y = df, unde f : U — R este o functie neteda, iar campul X |y coincide cu
campul grad(f) in raport cu o metrica riemanniana pe U.

Fie w o forma Morse. Aplicand Lema lui Morse, se poate construi un camp de vectori de
tip gradient X pentru w astfel incat pentru orice zerou p € M al lui w, exista coordonatele

locale x1,...,x, intr-o vecinatate U a lui p cu z;(p) = 0 pentru orice j = 1,...,n, iar
forma w|y este egald cu
T n
w=— Z x;dx; + Z x;dxz;.
i=1 i=r+1

Campul X |y se expriméa in aceste coordonate locale prin:
T n
0 0
X==-> zim—+ Ti—.
Z Zaaz,- Z ’axi
=1 i=r+1

Mentionam ca aici r reprezinta indexul Morse pentru zeroul p, ([32], [49]).
O prezentare mai in detaliu a 1-formelor inchise si respectiv a gradientului formelor
Morse apare in monografia lui M. Farber [32].
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Capitolul 3

@ r-categoria unei perechi
de varietati diferentiabile.
Exemple importante de

© r-categorie

Acest capitol este dedicat prezentarii notiunii de ¢r-categorie pentru o pereche de
varietati diferentiabile, unde F este o familie fixatd de functii netede M — N, a rezulta-
telor proprii obtinute in studiul y-categoriei circulare a unei varietati diferentiabile si a
caracteristicii Morse-Smale reale.

Capitolul se bazeaza pe lucrarile lui D. Andrica [3], [4], G. Rassias [62], B. Doubrovine
[30], D. Andrica, D. Mangra, C. Pintea [15].

3.1 (r-categoria unei perechi de varietati

Fie M o varietate neteda fara frontiera.
Pentru o functie reala neteda f € C*°(M), notam cu p(f) numarul punctelor critice
ale functiei f. Se observa usor ca 0 < u(f) < 4o00.

Definitia 3.1.1 Numim ¢p-categoria varietatii M numarul
(3.1.1) (M) = min{u(f) : f € C=(M)}.

Aceastad notiune a fost studiatd pentru varietati inchise, de F. Takens in [66].
In acest caz are loc relatia

(3.1.2) cat(M) < (M) <m+1,

unde cat(M) este categoria Lusternik-Schnirelmann a varietatii M.

Pentru doua varietati difeomorfe M si N, (M) = ¢(N), deci (M) este un invariant
diferential al varietatii.

Pentru doua varietati netede fara frontiera M si IV, are loc inegalitatea

(3.1.3) ©(M x N) < min{dim(M) + dim(N) + 1, (M )p(N)}.
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In [4] (vezi de asemenea [3], pagina 144), D. Andrica generalizeazi aceastii notiune.
Fie M™, N™ doua varietati netede fara frontiera. Daca f € C°°(M, N), notam cu u(f) =
|C(f)|, cardinalul multimii punctelor critice ale functiei f.

Fie F C C*°(M, N) o familie de functii netede M — N.

Definitia 3.1.2 Numim ¢r-categoria a perechii de varietati (M, N'), numarul
x(M,N) = min{u(f) : f € F}.

Se observa usor ca 0 < pxr(M,N) < +o00 si pr(M,N) = 0 daca si numai daca familia
de functii F contine imersii, submersii sau difeomorfisme locale dupa cum m < n, m > n,
respectiv m = n.

@-categoria perechii de varietati (M, N) se obtine pentru F = C*°(M, N) si este stu-
diata de D. Andrica si L. Funar in [10] si [11], C. Pintea in [57], [58], respectiv D. Andrica
si C. Pintea in [16], [17].

Definitia 3.1.3 Fie doua perechi de varietati (M, N) si (M’, N') difeomorfe. Spunem c&
familiile 7 C C*°(M,N) si F/ C C*°(M’', N') sunt conectate (prin difeomorfisme) daci
sunt indeplinite urmatoarele conditii:

Dif f(N,N') F Dif f(M', M) = F,

unde Dif f(N, N') si Dif f(M’', M) reprezinta mulgimile tuturor difeomorfismelor de la N
la N’, respectiv de la M’ la M.

Mai exact, aceasta definitie arata ca daca A\ € Dif f(M, M’), ¢ € Dif, f(N,N'), f €
C>®(M,N), f' € C®(M',N'), verifica egalitatea f’ = 1 o f o A™!, cu alte cuvinte daci
urmatoarea diagrama este comutativa, atunci f € F daca si numai daca f' € F'.

M—I . x
A Y
M/ f/ N/

Propozitia 3.1.1 Dacd perechile (M,N) si (M',N') sunt difeomorfe si familiile F C
C*®(M,N) gi F' C C>®(M',N'") sunt conectate prin difeomorfisme, atunci

QO}-(M7N) = SD.F’(M/7N/)'

Demonstratia acestui rezultat se poate consulta in monografia [3].

Rezultatul anterior arata ca daca ipoteza propozitiei este indeplinita, atunci .z (M, N)
este un invariant diferential al perechii (M, N), relativ la toate perechile (M’, N') difeo-
morfe cu (M, N) si la toate familiile 7/ C C°°(M’, N') conectate prin difeomorfisme cu
F.

In ([3], 146-147) sunt prezentate cateva cazuri particulare pentru familiile de functii F
(vezi de asemenea [4]).

Prezentam in continuare doua situatii speciale pentru familia F.
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1. Consideram cazul N = R i familia F de functii netede definite pe M, data prin
relatia F(M) = C(M,R). In acest caz, px(M,R) reprezints o-categoria varietatii M si
se noteaza @(M). Dupa cum am mentionat si la inceputul acestui paragraf, invariantul
@(M) a fost pentru prima oara studiat de Takens. Calculul lui ¢ (M) este o problema
dificila, ([4]). Este interesant de remarcat faptul cad nu avem un exemplu de varietate
inchisa M™ astfel incat cat(M) < ¢(M) si de asemenea, egalitatea cat(M) = @(M) este
demonstrata doar pentru cateva categorii izolate de varietati. Pentru a intelege dificultatea
problemei daca cat(M) = (M) pentru orice varietate inchisa, vom analiza urmatorul
caz particular: cat(M) = ¢(M) = 2. Din relatia cat(M) = 2 rezulta ca M este o sfera
omotopica. Tinand seama de bine cunoscutul rezultat al lui Reeb, din egalitatea (M) = 2
se obtine ca M este o m-sfera topologica. Asadar, egalitatea cat(M) = (M) = 2 este
echivalenta cu conjectura lui Poincaré. Tinand seama de faptul ca conjectura lui Poincaré a
fost demonstrata, rezulta ca pentru orice varietate inchisa cu cat(M) = 2 avem (M) = 2.

2. Fie G un grup Lie compact care actioneaza liber pe varietatile M™ si N™. Reamintim
ca functia f : M — N este invarianta (G-echivariantd) daca pentru orice g € G gip € M
avem relatia f(gp) = f(p)(f(gp) = gf(p)). Consideram familia tuturor functiilor netede G-
invariante, 7 = C&'[(M, N) si obtinem ¢z (M, N) = ¢g,1(M, N) p-categoria G-invarianta
a perechii (M, N). Analog se definegte ¢-categoria G-echivarianta a perechii (M, N), notata
YG.E (M N )

3.2 (-categoria circulara a unei varietati diferentiabile

Definim, urmarind lucrarea lui D. Andrica, D. Mangra, C. Pintea [15], ¢-categoria
circulara a unei varietati M, prin

(3.2.1) ps1(M) = min{u(f) : feC®(M,S")},

unde S! este cercul unitate. Se observi usor ci pg1 (M) < o(M). N

Intr-adeviir, considerand o functie f € C(M) cu u(f) = ¢(M), functia f = expof,
unde exp : R — 8! este acoperirea universald a cercului S*, satisface egalitatea C(f) =
C(f). Obtinem astfel relatia

ps1 (M) < p(f) = p(f) = p(M).
Folosind aceasta inegalitate si relatia (3.1.2) obtinem
(3.2.2) wg1(M) < p(M) <m+ 1.

Scopul principal al acestei sectiuni este de a prezenta anumite categorii de varietati
inchise cu proprietatea ca pgi1 (M) < p(M).

3.2.1 Functii circulare si acoperirile lor

Vom utiliza proprietatile de liftare ale aplicatiilor de acoperire pentru a obtine
informatii despre marimea multimii critice a functiilor circulare. Aceste proprietati ale
aplicatiilor de acoperire p : ' — M la care ne referim sunt:

1. Omomorfismul de grupuri p, : 7(E) — w(M), indus de p la nivelul grupurilor
fundamentale este injectiv.
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2. Cardinalul imaginii inverse p~'(y) nu depinde de y € M pentru E conexs si este
egal cu indexul [7(M) : Im(p,)], unde p. este omomorfismul de grupuri p, : 7(E) — (M)
indus de p la nivelul grupurilor fundamentale.

3. Pentru orice subgrup H al lui w(M), exista o aplicatie de acoperire ¢ : Eyg — M
astfel incat q.(m(Ey)) = H.

4. O conditie necesara si suficientd pentru ca o functie continua f : X — M sa fie
liftata la o functie f : X — E este incluziunea f,(m(X)) C f,(7(X)). Cu alte cuvinte,
exista o functie f : X — FE astfel incat po f = f daci si numai daca are loc relatia
£.(7(X)) C To(=(X)).

Amintim c& functiile circulare pe o varietate compacta a carui grup fundamental este
un grup de torsiune, sunt mai degraba functii cu valori reale, ele putand fi liftate la o
functie cu valori in R prin aplicatia de acoperire exp : R — S, datorita faptului ca
Hom(7w(M),Z) = 0. Mai exact, avem:

Observatia 3.2.1 Fie M o varietate diferentiabila conexa. Daca Hom(w(M),Z) = 0,
atunci orice functie circulara f : M — S! poate fi liftata la o functie f : M — R, prin
functia de acoperire exp : R — S1. B

Intr-adevir, deoarece f, = 0 si exp, = 0, existenta unei liftiri f : M — R astfel incat
f=exp of rezultd din proprietatea (4) din lista prezentata anterior. O clasa de varietati
pentru care Hom(m; (M), Z) = 0 sunt varietatile pentru care grupul fundamental este un
grup de torsiune.

Urmatoarele rezultate au fost demonstrate in lucrarea lui D. Andrica, D. Mangra, C.
Pintea [15].

Corolarul 3.2.1 Dacda m,n > 2 sunt numere naturale, atunci
es1(S") =p(S") =2 i ps1(RP") = p(RP") =n+1.

Pentru varietati care au grup fundamental de torsiune, omomorfismele de grup ale
sumelor convexe raman triviale chiar daca termenii din sumele conexe sunt de dim > 3.

Propozitia 3.2.1 Daca (G1,-),...,(Gr,-), (H,*) sunt grupuri si
f:Gi*...xG, - H
este un omomorfism de grupuri dat, atunci

Im(f) C (Im(f odq)U...UIm(f oi,)),

unde i : G — G1*...x G, k=1,...,7 sunt scufundari naturale.
In particular, Hom(Gy * ... * G, H) = 0 daca Gy,...,G, sunt grupuri de torsiune gi
H este fara torsiune.

Corolarul 3.2.2 Daca (Gy,-),...,(Gy,-) sunt grupuri si f : G1 % ... x G, — Z este un

omomorfism de grupuri dat, atunci Im(f) = cm.m.d.c.(m;,,...,m;,)Z, unde Im(foi;) =
m;Z, pentru j =1,...,7 sim;, ..., # 0.

Dacamy=...=m, =0, adica foiy=...= foi, =0, atunci Im(f) =0.

In particular, Hom(Gy *...x G,,Z) =0 daca G1,...,G, sunt grupuri de torsiune.
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Corolarul 3.2.3 Daca M7,..., M, n > 3 sunt wvarietali conexe astfel incat
w(My),...,m7(M,) sunt grupuri de torsiune, atunci Hom(mw(Mi#...#M,),Z) = 0.
In particular, daca fiecare varietate M7, ..., M*, n > 3 este fie un spatiu proiectiv rela

fie un spatiu lenticular, atunci Hom(n(My#...#M,),Z) = 0.

Observatia 3.2.2 Conditia n > 3 din Corolarul 3.2.3 este esentiala deoarece grupurile
fundamentale ale suprafetelor orientabile compacte ¥, = T2 ... #T? admit, spre deo-
sebire de cazul grupurilor fundamentale de torsiune pentru termenii sumelor conexe din
Propozitia 3.2.1, functii circulare ce induc omomorfisme de grupuri la nivelul grupurilor
fundamentale.

Teorema 3.2.1 Fie M o varietate diferentiabila compacta cu grup fundamental abelian.
Orice functie circulard continud f : M — S care nu poate fi liftatd la o functie reald prin
functia de acoperire exp : R — S, poate fi acoperitd de o functie circulard f : M — S*
astfel incat m(M) este fard torsiune iar omomorfismul de grupuri indus f. : w(M) —
7(SY) = Z este surjectiv.

Mai exact, existd functiile de acoperire p: M — M siq : S' — S care, pe lingd
proprietatile mentionate deja, fac ca urmatoarele diagrame sa fie comutative.

M ! st (M) —f*> (8" =7
P q P+ s«
M ! st (M) S ©(SYH) =127

3.2.2 Varietati care satisfac relatia g1 (M) = (M)

Din relatiile (3.2.2) obtinem relatia pg1 (M) < (M), iar din urmatorul exemplu putem
observa ci inegalitatea poate fi stricta.
Fie torul m-dimensional 7™ = S' x ... x S! i conform [3] (Exemplul 3.6.16) avem
~—————

de m ori
relatia o(T™) = m + 1.
Pe de altd parte, proiectia T™ — S este o fibrare diferentiabild triviald, asadar nu are
puncte critice, deci g1 (T™) = 0.
Acest exemplu poate fi inclus in urméatoarea observatie generala.

Observatia 3.2.3 Pentru o varietate inchisa M, pq1(M) = 0 daca si numai daca exista
o fibrare diferentiabila M — S'. Existenta unei fibrari diferentiabile M — S' asigur
egalitatea pg1(M) = 0, intrucat fibrarea nu are niciun punct critic. Reciproc, egalita-
tea @g1(M) = 0 asigurd existenta unei submersii potrivite M — S!, inversele imaginii
multimilor compacte din S! fiind evident compacte.

Prin urmare, conform teoremei de fibrare Ehresmann ([31] sau [29] pagina 15) putem
concluziona ca aceasta submersie este de fapt o fibrare locala triviala.

Propozitia 3.2.2 ([15]) Fie M o varietate diferentiabila conexd. Daca Hom(w(M),Z) =
0, atunci @g1(M) = @(M). In particular g1 (M) = (M) pentru M varietate conezxd i
simplu-conexd.
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Corolarul 3.2.4 ([15]) Daca m > 2, atunci ¢g1(S™) = ¢(S™) = 2 si 51 (RP™) =
O(RP™) = m + 1, unde S™ este sfera m-dimensionald i RP™ este spatiul proiectiv real
m-dimensional.

Corolarul 3.2.5 ([15]) Daca M7,...,M", m > 3 sunt wvarietati conexe §i
w(My),...,m(M,) sunt grupuri de torsiune, atunci

o1 (M ... #M;) = o(Mi# ... #M,).

In particular pgi (rRP™) = o(rRP"), unde rRP" este suma conexd RP"# ... #RP" de
r copii ale lui RP™.

Corolarul 3.2.6 ([15]) Daca k,l,mq,...,my > 2 sunt numere intregi, atunci au loc
urmdtoarele relafii:

1. pgr(S™ x ... x 8™ ) = (8™ x ... x S™)=k+1.

2. og1 (RP™ x ... x RP™) = o(RP™ x ... x RP™) <mj +mg+...+my+ 1.

3. a1 (L(7,1) x §*) = o(L(7,1) x S*) = 5, unde L(r,s) este spatiul lenticular de
dimensiune 3 de forma (r,s).

4. pg1 (RPF x S1) = p(RP* x SY) < k 4+ 2.

Urmatorul rezultat este mentionat in monografia [28] la pagina 221.
Lema 3.2.1 Daca M si N sunt varietati inchise, atunci are loc urmatoarea inegalitate
P(M#N) < max{p(M), o(N)}.
In particular o(X#X) < o(X) pentru orice varietate X .

Corolarul 3.2.7 ([15]) Fie ¥, = T2HT? 4 .. #T? o suprafatd inchisd orientabild de gen

de g ori

g si fie Py = RP?4 ... #RP? o suprafatd inchisd neorientabild de gen g. Atunci
S

de g+1 ori
1. @Sl(zg) < ‘P(Zg) =3, 921
2. ‘PSl(Pg) < @(Pg) =3, 9g=>0.

Corolarul 3.2.8 ([15]) Daca k,l > 2 sunt numere intregi, atunci
01 ((S* x SHH# ... #(S% x SY)) = p((S* x SHY# ... #(S* x %)) = 3.

Problema. Caracterizati toate varietatile inchise M™ cu proprietatea g1 (M) = 1.

3.3 Caracteristica Morse-Smale reala a unei varietati
diferentiabile

Fie N =R si F = F,(M) C C*°(M,R) multimea tuturor functiilor Morse definite pe
M. In acest caz obtinem ox(M,R) = v(M) caracteristica Morse-Smale a varietitii M, un
invariant important al lui M, intens studiat de numerosi autori. Mentionam aici lucrarile
lui G. M. Rassias i D. Andrica [62], [4]. Un caz important, cand caracteristica Morse-
Smale poate fi calculata in termenii omologiei lui M, este dat de conditia ca varietatea M
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sa fie simplu conexa de dimensiune > 5. Aceasta proprietate a fost demonstrata in lucrarea

aniversara a lui S. Smale, ([65]). S-au depus eforturi pentru generalizarea rezultatului lui

Smale pentru cazul cand varietatea M nu este simplu conexa. De exemplu, V.V. Sharko

a demonstrat cad este posibil calcularea caracteristicii Morse-Smale a varietatii M cand

m (M) =7Z, ([64]). Un rezultat complet pentru o varietate M oarecare nu este cunoscut.
Definim numerele v;(M), i =0, ..., m, unde

Yi(M) = min{p;(f) : f € Fm(M)}.
Bazandu-ne pe monografia lui B. Doubrovine [30] rezulta ca
(M) = (M) = 1.

Se observa ugor ca are loc inegalitatea

Numerele (M) and ~;(M) sunt invarianti diferentiali ai varietatii M.
Fie N o varietate neteda, ¢ : M — N un difeormorfismsi f : M - R, g: N — R
doua functii netede astfel incat urmatoarea diagrama este comutativa,

Y

N M

R
adica avem g = f o 1.

Lema 3.3.1 Are loc relatia C(f) = ¥(C(g)).

Lema 3.3.2 Cu notatiile anterioare, daca f € Fp(M), o difeomorfism, atunci g €
Fm(N) si punctele critice p € C(g) si ¥(p) € C(f) au acelasi index Morse.

Teorema 3.3.1 Daca varietatile M si N sunt difeomorfe, atunci
V(M) =~(N), %(M) =~%(N), i =0,...,m,
altfel spus, numerele v(M) si v;(M) sunt invarianti diferentiali ai varietatii.
Demonstratia acestui rezultat se gaseste in monografia [3].

Teorema 3.3.2 Fie M™ gi N™ doud varietati diferentiabile fara frontierd.
Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(i) vi(M) = ym—i(M), i =0,...,m (simetria);
(ii) y(M x N) < ~y(M)vy(N) (submultiplicitatea);
(iii) %(M x N) < > i (M)y(N), i =0,...,m+n.
k=i

Demonstratia acestui rezultat se gaseste in monografia [3].

In lucrarea lui G. Rassias [63], se arati c& v(M) = 0 pentru orice varictate neteds
deschisa si ca pentru orice varietate neteda inchisa de dimensiune impara, caracteristica
Morse-Smale este un numar intreg par mai mare sau egal cu 2.
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3.4 Calculul caracteristicii Morse-Smale reale

Fie M™ o varietate compactd, neteds, de dimensiune m, fara bord, OM = (. Este
binecunoscut faptul ca F,,, (M) # (), adica exista o functie Morse definita pe M.

Fie Hi(M;F), k = 0,m, grupurile de omologie singulard cu coeficienti in campul F
si Bp(M; F) = rangHp(M; F) = dimp H,(M; F), k = 0, m, numerele Betti in raport cu
F. Daca f € F,(M), atunci are loc relatia ug(f) > Bx(M; F), k = 0,m (inegalitatile lui
Morse in forma slaba).

Definitia 3.4.1 Functia Morse f € F,,,(M) este exacta (sau minimala) daca

Nk(f) = ’Yk(M)v k=0,m.

Definitia 3.4.2 Functia Morse f € F,,,(M) se numeste F-perfecta daca

pi(f) = Br(M; F), k=0,m.

Tinand seama de inegalitatile lui Morse in forma slaba si de definitia caracteristicii Morse-
Smale, rezulta ca pentru orice functie Morse definita pe varietatea M si pentru orice camp
F, are loc urmatoarea relatie:

pe(f) = (M) > Be(M; F), k=0,m.
Din aceste relatii rezulta ca orice functie Morse F-perfecta pe M este exacta.

Teorema 3.4.1 ([3]) Varietatea M admite functiic Morse F-perfecte dacd si numai daca

Y(M) = B(M; F),

m

unde B(M; F) = Z Br(M; F) este numdarul total Betti al varietatis M in raport cu campul

k=0
F.

Varietatea M™ fiind compacta, rezulta ca are tipul de omotopie al unui CW-complex
finit ([25]), deci grupurile de omologie singulara Hy(M;Z), k = 0, m, sunt finit generate,
([34]). Pentru k € Z, se obtine urmatoarea relatie

Hy(M;Z) = (Z& ... BL)D Ly © - - © Lyyy,)
By ori
unde By = Br(M;Z), k = 0,m, reprezintd numerele Betti ale varietitii M in raport cu
grupul (Z,+), adica avem relatia [ (M;Z) = rangHy(M;Z). Este binecunoscut faptul ca
Hy(M;Z)~7 si
7Z daca M este orientabila

Hun(M; 2) = {{0} altfel

rezulta ca avem b(0) = b(m) = 0.
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Teorema 3.4.2 ([3]) Daca M™ este o varietate compacta simplu-conexd fard bord (OM =
0) sim > 6, atunci au loc egalitatile urmdtoare:
(i) (M) = Bp(M;Z) 4 b(k) +b(k — 1), k € Z;

m—1
(ii) y(M) = B(M;Z) +2 Y b(k),
k=1
unde B(M;Z) = Z Br(M;Z) este numarul total Betti al lui M in raport cu grupul (Z,+).

k=0

Corolarul 3.4.1 Fie M™ o varietate compacta, simplu conexa, fara bord sim > 6. Atunci
M admite functii Morse Q-perfecte daca si numai daca grupul Hi(M;7Z) nu are torsiune,
k=0,m.

Exemplul 3.4.1 1) Este binecunoscut faptul ca sfera S™ este o varietate compacta simplu

conexa pentru m > 2. Omologia singulara a sferei S™ este data prin relatia
Z daca k=0
Hy(smz) = {0 e k=t
{0} altfel

Aplicand Teorema 3.4.2, rezulta ca avem relatiile
Y(S™) =y (S™) =1, 7(S™) =0, 1 <k <m—1gi~v(S™) =2 pentru m > 6.

De fapt, aceste rezultate sunt adevarate pentru m > 1, fiind usor de observat ca functia
M+l egte o functie Morse Q-perfecti pe S™.

2) Spatiul proiectiv complex PC™ este o varietate compacta simplu conexa, cu omo-
logia singulara data prin relatia

(xt, . 2" —

Z daca k=0,2,4,...,2m

Hy,(PC™;Z) ~
Kl ) {{0} altfel

Astfel, pentru m > 6 avem relatiile v9,(PC™) = 1, i = 0,m, y2;_1(PC™) =0, j = 1,m
si y(PC™) = m + 1. Mai mult, folosind o metoda directda N. H. Kuiper a demonstrat ca
~(PC™) = m + 1 pentru m > 1. In lucrarea lui G. M. Rassias [62] este mentionat faptul
cd pentru m numar par, y(PC™) este impar, dar este data valoarea lui (PC™).
3) Tinand seama de omologia singulara a spatiului proiectiv cuaternionic PH™, data
prin relatia
H(PH™Z) =~ {Z daci k =0,4,8,...,4m
{0} altfel

rezultd ca pentru m > 6 avem relatiile v4,(PH™) =1, ¢ = 0,m, v;(PH™) = 0 daca j # 0
(mod 4) si y(PH™) =m + 1.

O problema importanta care apare in mod natural este obtinerea varietatilor M si NV
care satisfac egalitatile din Teorema 3.3.2 (i), (ii), ([41], [62]). O conditie suficienta este
prezentatd in urmatorul rezultat obtinut de D. Andrica in [7].

Teorema 3.4.3 Dacd M™ gi N™ sunt varietdati compacte fard bord (OM = ON =), care
admit functii Morse F-perfecte, atunci

M x N) =y(M)y(N) si 7:(M x N) = > 3;(M)(N), i =0,m+n.
k=i
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Corolarul 3.4.2 Fie M™ gi N™ doua varietati compacte simplu conexe fara bord (OM =
IN =10), m,n > 6. Daca grupurile de omologie singulara Hy(M;Z), H;j(N;Z), k = 0,m,
7 =0,n sunt farda torsiune, atunci

V(M x N) =y(M)y(N) sivi(M x N)= > ~;(M)y(N), i =0,m+n.
j+k=i
Exemplul 3.4.2 Tinand seama de egalitatea vy(S™) = 2, avem

(8™ x ... x §mk) =2k,

De exemplu, daci T% = S x ... x S! este torul k-dimensional, atunci ’y(Tk) =2k
—_——

k ori
Folosind a doua egalitate din Corolarul 3.4.2 avem

7 (T%) = <k> i =0,m.

7

Se poate obtine o extensie a Teoremei 3.4.2 pentru varietd{i compacte, nu neaparat
simplu conexe. Fie M™ o varietate compacta fard bord, m > 6 sifie p : M — M o
acoperire universala a lui M. V.V. Sharko ([64]), a ardtat ca daca m(M) ~Z & ... DZ
(de s ori), s > 0, atunci exista o functie Morse exacta f, definita pe M astfel incat

m(f)zi( >5k+9 «(M;2) +§<8+1> b(bi —s—1)

J=0

pentru k € Z.
Folosind aceste relatii, printr-o demonstratie asemanatoare cu cea a Teoremei 3.4.2 se
obtine urmatorul rezultat al lui D. Andrica, ([5], [6]).

Teorema 3.4.4 Daca M™ este o varietate compactd fara bord, cu m > 6 si
m(M)~Z&...®Z (de s ori), s >0,

atunci:

(i) (M) = SO< >ﬁkﬂ (O 2) +§+:1< “) (hti—s—1), k=0m

j=

(i) v(M) i i(y)ﬁkﬂst +i<§<s+l>b(k‘—s—l)>

k=0 \ j=0

unde p: M — M este acoperirea universala a varietatic M.

In continuare vom prezenta un alt rezultat, obtinut de D. Andrica ([5], [6]), o margine

superioara a categoriei Lusternik-Schnirelmann a varietatii M in raport cu S, (M;Z), b(k),
k=0,m.

Corolarul 3.4.3 Fie M™ o varietate compactd farda bord cu m > 6 si

m(M)~Z&...07Z (de s ori), s> 0.
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Atunci

cat(M)gkf::O z:%(j)ﬁkﬂ s(M;Z) +§%<§< +1>b(ky+z—8—1)>

unde p: M — M este acoperirea universala a varietatic M.

Fie p > 2 un numar prim. Tindnd cont de relatia

Hy(M;Z) = (2D ... 0L)® (Znyy © -+ ® Lnyyy,)s

B ori
notam
d(M;p) = card{ng;, j =1,b(k), k=0,m: pln, }
m—1
Este evidenta relatia d(M;p) < Z b(k)
k=1

Urmatorul rezultat este o conditie necesara si suficienta, in raport cu y(M), 5(M;Z)
si d(M;p), pentru existenta functiilor Morse Z,-perfecte pe varietatea M. Rezultatul a
fost obtinut de D. Andrica in lucrarile [8], [19].

Teorema 3.4.5 Varietatea M admite functii Morse Zy,-perfecte daca si numai daca are

loc urmatoarea egalitate
V(M) = B(M;Z) + 2d(M; p).

Corolarul 3.4.4 Fie p,q > 2 doua numere prime. Varietatea M are simultan functii
Morse Z,, si Z,-perfecte daca si numai daca are loc relatia

Y(M) = B(M;Z) 4 2d(M;p) si d(M;p) = d(M;q).

Corolarul 3.4.5 Fie M™ o varietate compacta simplu conexa fara bord si m > 6. Daca
grupurile de omologie Hy(M;Z), k = 0, m sunt fara torsiune, atunci varietatea M admite
functii Morse Zy-perfecte, pentru orice numar prim p > 2.

Observatia 3.4.1 Rezultatele Corolarului 3.4.5 si a Corolarului 3.4.1, pot fi extinse, daca
inlocuim conditia ca varietatea M sa fie simplu conexa cu conditia

m(M)~Z&...®Z (de s ori),

unde s > 0 este un intreg arbitrar si 71 (M) este grupul fundamental al lui M. In acest caz
folosim rezultatul obtinut de V. V. Sharko ([64]) si formula caracteristicii Morse-Smale
obtinuta in Teorema 3.4.4. (ii).

Teorema 3.4.6 Fie M™ o varietate compacta, fara bord. Dacd intregii m si 3(M;Z) sunt
impare, atunci M are functii Morse Z,-perfecte, pentru orice numar prim p > 2.

Teorema 3.4.7 (i) Sfera m-dimensionala S™ admite functii Morse Q-perfecte.
(i1) Pentru orice numar prim p > 2, sfera S™ are functii Morse Zy-perfecte.
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Fie PR™ spatiul proiectiv real m-dimensional. Este binecunoscut cad PR™ este o va-
rietate neteda diferentiabild compacta, fara bord, iar omologia lui PR™ este datid de

Z daca k=0
Hy(PR™ 7Z) ~ Zo daca k este impar si 0 < k < m
F "7 ) Z daci k este impar si k = m

{0} altfel

Din aceasta relatie rezulta ca S(PR™;Z) = 1 dacd m este par si S(PR";Z) = 2 daca
m este impar.
Pentru un numar prim p > 2 avem

m/2 daca p =2 gi m este par
d(PR™;p) =< (m —1)/2 dacd p =2 si m este impar
0 dacap>3

Este cunoscut faptul ca pentru spatiul proiectiv real PR™, caracteristica Morse-Smale este
v(PR™) =m + 1 ([41)).

Teorema 3.4.8 (i) PR™ nu are functii Morse Q-perfecte.
(ii) PR™ are functii Morse Zo-perfecte.
(111) Pentru orice numdr prim p > 3, PR™ nu are functii Morse Z,-perfecte.

Mentionam ca in lucrarea lui N. H. Kuiper [41], este construita o functie Morse Za-
perfecta pe PR™.
Fie T? torul 2-dimensional. Definim suprafata neteda, compacti, conexa, orientabili,
avand genul g > 0, prin
T,=T?#T%# ... #T°

g ori

adica T, este suma conexa a g copii ale torului 7' 2. Dacid ¢g = 0, atunci T, g = 52, sfera
2-dimensionala.

Fie P, suprafata neorientabila, conexa, compacta, neteda, avand genul g > 0, definita
prin

P, =RP? # RP? # ... # RP?,

g+1 ori

unde RP? este planul proiectiv real.

Este binecunoscut faptul ca daca M este o suprafata conexa, compacta, neteda, fara
bord, atunci M este difeomorfa cu T, daca este orientabila si M este difeomorfa cu P,
daca este neorientabila, pentru anumite valori ale lui g, ([37]).

Urmatorul rezultat este o consecinta imediata a sirului exact Mayer-Vietoris in coo-
mologia de Rham, ([36]):

x(Ty) =2—29, x(Py)=1-—gy.

N. H. Kuiper [42] a demonstrat urméatoarea relatie intre caracteristica Morse-Smale si
caracteristica Euler-Poincaré a unei suprafete netede, compacte, conexe M, fara bord:

V(M) =4 = x(M).
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Din relatiile anterioare rezulta ca avem
v(T,) =2+ 2g, v(Py) =3+g.

Teorema 3.4.9 (i) T, are functii Morse Q-perfecte.
(i1) Pentru orice numar prim p > 2, T, are functii Morse Zy,-perfecte.

Teorema 3.4.10 (i) P, nu are functii Morse Q-perfecte.
(it) Pentru orice numdr prim p > 3, P, nu are functii Morse Zy-perfecte.
(111) Py are functii Morse Za-perfecte.

In lucrarea [26] sunt prezentate urmatoarele inegalitati:
cat(M) < C(M) < (M) <~(M)<m+1,

unde cat(M) este categoria Lusternik-Schnirelmann a varietatii M (adica numéarul minim
de multimi inchise contractibile ce acopera varietatea M), iar C(M) este numarul minim
de discuri deschise necesare pentru a acoperi varietatea M si

m

B(M) = B(M;Z) =Y Hy(M;Z).

k=0

Scopul urmatorului rezultat, obtinut de D. Andrica si M. Todea in lucrarea [20], este
de a arata ca inegalitatea v(M) < m + 1 din relatia anterioara, nu are loc pentru orice
varietate inchisa M. Fie M,, multimea tuturor varietatilor m-dimensionale, netede si
inchise.

Teorema 3.4.11 Relatia
sup{7(M) : M € M,,} =0
are loc pentru m > 2.

Observatia 3.4.2 1) Relatia sup{y(M) : M € M,,} = oo nu are loc pentru m = 1.
Tinand cont de teorema de clasificare a varietatilor inchise 1-dimensionale rezulta ca o
astfel de varietate este difeomorfa cu S! si in acest caz avem (M) = 2.

2) Daca pentru o varietate inchisa, m-dimensionala M € M,,, definim numarul

(M) = min{u(f) : feC™(M)}
se obtine @-categoria varietatii M. Are loc inegalitatea:
cat(M) < (M) <m+1,

asadar daca inlocuim (M) cu ¢(M), rezultatul teoremei anterioare nu mai are loc. In
acest caz, rezulta ca avem

sup{p(M): M e My} =m+1,

deoarece putem avea p(PR™) =m + 1.
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3) Relatia sup{y(M): M € M,,} = oo indica faptul ca nu exista o constanta pozitiva
¢m > 0 astfel incat v(M) < ¢, oricare ar fi varietatea M € M,,. Pe de alta parte,
rezultatul demonstrat de M. Gromov in lucrarea [38], confirma existenta unui numar
constant pozitiv ¢,, > 0, astfel incat B(M;F) < ¢, pentru orice varietate compacta,
m-~dimensionala M™ de curbura pozitiva, unde

m

BIM;F) =" Bi(M; F)

=0

este suma numerelor Betti in raport cu campul F'.

Fie M™ o varietate neteda, diferentiabila, inchisa. Consideram, in continuare, o k-
proiectie de acoperire a varietatii M, 7 : M — M, unde k > 2. Daca f € F,,(M) este o
functie Morse pe M, fie functia h : M — R, definita prin h = f o m. Deoarece proiectia
de acoperire 7 este un difeomorfism local, rezulta ci

h e Fn(M), C(f) ==n(C(h)),

asadar p(h) = ku(f). Atunci, pentru orice functie Morse f € F,,,(M), are loc inegalitatea
v(M) < kup(f). Tindnd cont de definitia caracteristicii Morse-Smale, rezulta ca

V(M) < ky(M).

Teorema 3.4.12 ([3]) Fie M™ o varietate neteda, inchisa gi m : M — M o k-proiectie
de acoperire a lui M (k > 2). Are loc urmatoarea inegalitate:

V(M) < ky(M) — 4(k —1).

M. Gromov a ridicat urmatoarea problema: Fie Mk, k € N un sir de varietati, astfel
incat fiecare varietate My, este o ag-acoperire a varietatii M, unde a — oo, cand k — oo.
Care sunt proprietatile asimptotice ale sirului v(My) cand k — oo?

Folosind relatia (M) < ky(M) — 4(k — 1), avem

Y(My) < apy(M) — 4(ay, — 1).

Printr-un calcul simplu se obtine o estimare asimptotica partiala a problemei ante-
rioare: —
M,
lim sup V(M) <~v(M)—4.
k—o0 aj
In exemplul urméator se arata ca, in general, inegalitatea demonstrata in Teorema
3.4.12, este stricta. Fie m > 3 gi 2-proiectia de acoperire 7 : S™ — P™(R), unde S™ este
sfera m-dimensionala si P™(R) este spatiul proiectiv real m-dimensional. Este usor de
aratat ca y(S™) = 2 ¢i y(P™(R)) = m + 1. Inegalitatea din Teorema 3.4.12 devine astfel
strictd, 2 < 2(m + 1) — 4, deoarece am considerat m > 3.

Teorema 3.4.13 ([9]) Dacd M? este o suprafatd netedd inchisd, orientabild sau nu,

atunci are loc relatia
(M) = ky(M) — 4(k — 1).
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Corolarul 3.4.6 Fie M™ o varietate netedd inchisa si fie G un grup finit care acfioneaza
liber pe M. Atunci:

(i) v(M/G) = |G|( V(M) +4(/G| = 1))

(ii) Dacd M? este o suprafatd netedd inchisa atunci

L (v(M) + 4(IG] — 1),

1M/6) = 1
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Capitolul 4

Caracteristica Morse-Smale
circulara a unei varietati
diferentiabile

4.1 Definitie si proprietati generale

Prezentam in aceasta sectiune rezultatele proprii obtinute in studiul caracteristicii
Morse-Smale pentru functii Morse cu valori in S', notiune introdusa si studiati pentru
prima oara de D. Andrica si D. Mangra in lucrarile [12], [13].

Scopul nostru a fost s& observam in ce conditii, proprietatile caracteristicii Morse-Smale
din teoria Morse clasica se pastreaza pentru functii circulare.

Definim caracteristica Morse-Smale pentru acest tip de functii.

Consideram varietatea N = S' si familia de functii Morse circulare definite pe M,
F = Fm(M,S") C C>(M,S"), ([18)).

In acest caz notdm (M, S) cu v¢1 (M) si o numim caracteristica Morse-Smale cir-
culara a varietatic M.

Aceasta notiune a fost introdusa de D. Andrica si D. Mangra in lucrarea [12].

Din definitie rezulta ca avem

vs1(M) = min{u(f) : f € Fn(M,SH)}.
(%)

Analog putem defini numerele v¢; (M), pentru i = 0,...,m, unde
7 (M) = min{pi(f) : f € Fu(M,S")}.
Din relatia u(f) = po(f) + - .. + m(f), rezulta ci pentru orice f € F,,(M, S') avem
) =G () + g (),

deci are loc urmatoarea inegalitate:
m .
s (M) > Yyl (0).
i=0

(@)

Vom arata in continuare ca numerele yg1 (M) si ’ysll (M) sunt invarianti diferentiali ai
varietatii M, i =0,...,m.
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In acest scop fie N o varietate neteda, ¢ : M — N un difeomorfism de la M la N si
f:M — S' g: N — S doua functii circulare netede astfel incat g = f o ¢.
Evident ca avem relatia: C(f) = ¢(C(g)).

Propozitia 4.1.1 Dacd f € Fpn(M,SY), ¢ : M — N difeomorfism, atunci
g € Fn(N,S")
si punctele critice p € C(g) st p(p) € C(f) au acelasi index Morse.

Urmaétoarele doua rezultate au fost demonstrate in lucrarea lui D. Andrica, D. Mangra
[12].

Teorema 4.1.1 Daca varietdtile M si N sunt difeomorfe, atunci

Y51 (M) = 751 (N) 5i 75 (M) =5 (N),
pentru, orice i = 1,...,m, adica aceste numere sunt invarianti diferentiali ai varietdatii.

Teorema 4.1.2 Urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
(i) (Simetria) Pentru orice i = 0,...,m, avem:

YL (M) =50 (M)

(ii) (Submultiplicitatea) Pentru orice varietati M si N, avem:
Ys1(M x N) < v51(M) x yg1(N)

(iii) Pentru orice i =0,...,m +n, avem:

Y (M x Ny < 37 A8 () A8 (V).
jt+k=i

Prezentam in incheierea acestei sectiuni urmatorul rezultat general, preluat dupa lu-
crarea lui D. Andrica, D. Mangra [13].

Teorema 4.1.3 (1) Are loc relatia: yg1 (M) < ~(M), unde v(M) este caracteristica
Morse-Smale a varietatii M.

(2) Daca M este o varietate simplu conexa, adica avem m (M) = {0}, unde m (M)
grupul fundamental al lui M, atunci y1 (M) = v(M).

Ca o aplicatie, fie sfera m-dimensionala S™, unde m > 2.

Este cunoscut faptul ca in acest caz sfera este simplu conexa. Tinand cont de al doilea
rezultat al teoremei anterioare, obtinem ca g1 (S™) > ~v(S™).

Pe de alta parte, se gtie ca y(S™) = 2, agadar avem si yq1(S™) = 2.
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4.2 Extinderea Teoremei 4.1.3 si aplicatii

In aceastd sectiune, urmérind lucrarea lui D. Andrica si M. Todea [19], vom extinde
rezultatul obtinut in Teorema 4.1.3(2) pentru o clasa de varietati care nu sunt simplu
conexe.

Teorema 4.2.1 Daca Hom(wi(M),Z) = 0 pentru o varietate diferentiabila conexa M,
atunci yg1 (M) = v(M). In particular, ys1 (M) = v(M) pentru M conexd si simplu conexa.

Corolarul 4.2.1 Daca n > 2 este un numar natural, atunci
51 (S = 4(S") =2 i 5 (RP?) = 4(RP") = + 1.
Corolarul 4.2.2 Dacda mq,...,my > 2 sunt numere naturale, atunci
g1 (8™ X ... x STR) = (ST x ... x §™k) = 2k,
vo1 (RP™ x ... x RP™) = ~(RP™ x ... x RP"™) = (m; +1)...(mg + 1).

O alta proprietate a caracteristicii Morse-Smale a spatiului total si spatiului baza a
unei proiectii de acoperire cu un numar finit de foi este prezentata in urmatorul rezultat.

Propozitia 4.2.1 Daca M este o acoperire cu k foi a lui M, atunci are loc inegalitatea

Y51 (M) < k- yg1 (M).

4.3 Calculul caracteristicii Morse-Smale circulare pentru
suprafete compacte

Numarul minim de puncte critice ale unei functii Morse pe o varietate M, mai exact
caracteristica Morse-Smale a lui M, este de asemenea si o limita inferioara pentru curbura
totala a lui M in raport cu scufundarile sale in spatiul euclidian.

In aceastd sectiune, urmarind lucrarea lui D. Andrica, D. Mangra, C. Pintea [14] cal-
culam mai intai caracteristica Morse-Smale circulara a suprafetelor inchise. Observam de
asemenea ca punctele critice ale unei functii indltime reale sau ale unor functii pe ¥, C R3
cu valori in S, sunt punctele de tangenta in raport cu unele distributii involutive.

La final studiem marimea multimii de tangentd a unei suprafete compacte orientabile
de gen g scufundata intr-un anumit mod in primul grup Heisenberg in raport cu distributia
sa noninvolutiva orizontala.

Calculul caracteristicii Morse-Smale pentru varietati inchise M, cu Hom(w;(M),Z) #
0, este o problema interesanta si dificila.

Principalul scop al acestei sectiuni este de a efectua acest calcul pentru suprafete
orientabile, netede, compacte, conexe, de gen g > 1.

Amintim ca o astfel de suprafata 3, este definita prin

Ny = T2 #T2,

unde numirul de copii ale torului 2-dimensional 72 = S' x S! in suma conexa este egal
cu g. Putem extinde definitia pentru ¢ = 0, considerand ¥y = S?, sfera 2-dimensionali.
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Din teorema de clasificare a suprafetelor, rezulta ca orice suprafata neteda, compacta,
orientabila, conexa, fara bord este difeomorfa cu X4, pentru o anumita valoare a lui g > 0.

Amintim ca, caracteristica Morse-Smale reald a fost calculata de N.H. Kuiper in [43],
care a demonstrat relatia v(S) + x(S) = 4 pentru orice suprafatd compacta conexa S (a
se vedea paragraful 3.4). In aceastd sectiune, urmérind lucrarea D. Andrica, D. Mangra,
C. Pintea [14], vom demonstra ci pentru orice suprafati inchisa S, cu exceptia sferei S2
si a planului proiectiv RP?, avem relatia vg1(S) + x(S) = 0.

Realizand o scufundare convenabila a suprafetei ¥, in R3\ O,, unde O, reprezintd axa
z: {(2,0,0) : € R}, si o submersie f : R3\ O, — S, a cirei restrictie f|X, este o functie
Morse circulara cu exact 2(¢g — 1) puncte critice, putem calcula caracteristica Morse-Smale
circulara a suprafetei 3.

Pentru aceasta trebuie sa caracterizam punctele critice ale acestei restrictii. De fapt,
submersia convenabila pe care o cautam este data prin

(4.3.1) flz,y,2) = (x,y,0).

1

Propozitia 4.3.1 Fie ¥ C R? o suprafatd requlard si fie o submersie f : R — N, unde
N este fie axa reald, fie cercul S*. Punctul p = (x9,%0,20) € X este punct critic pentru
restrictia f\gg daca i numai daca planul tangent al lui 3 in punctul p este planul tangent
in p la fibra Fp := f~1(f(p)) a submersiei (4.3.1) prin p.

Propozitia 4.3.1 se obtine din urmatorul rezultat mai general:
Teorema 4.3.1 Fie M™, N™ PP, m > n > p, varietali diferentiabile, fie f : M — N o
aplicatie diferentiabila si g : N — P o submersie. Atunci x € M este un punct regular al
lui go f dacd si numai dacd f thy Fy, unde F, este fibra g~'(g(z)) a lui g.

Rezultatul anterior a aparut in lucrarea lui D. Andrica [2] si C. Pintea [59].

4.3.1 Cazul suprafetelor orientabile de gen g

Conform rezultatelor mentionate anterior, avem relatiile
751(Z0) = 751 (5%) = 1(5?) =2,
intrucat sfera 2-dimensionala S? este simplu conexa. De asemenea, avem relatia
vs1(£1) = 751(T?) =0,

deoarece proiectia T? = S' x S! — S este o submersie si deci nu are puncte critice.
Vom demonstra urmatoarea teorema, mai generala:

Teorema 4.3.2 Caracteristica Morse-Smale circulard a unei suprafete inchise este data
de

[ Ix(®)| daca ¥ #RP?
(4.3.2) 7s1(%) = { 3 daci ¥ = RP?

40



Deoarece pentru cazul ¥ = S? demonstratia s-a realizat in Corolarul 4.2.1, mai trebuie
sa demonstram Teorema 4.3.2 doar pentru cazul cand ¥, este o suprafata orientabila
compacta de gen g > 1. Pentru aceasta parcurgem urmatoarele etape:

1. Aratam ca

p(EF) = po(F) + pn (F) + po(F) > 2(9 — 1),

pentru orice functie Morse circulara F' : ¥, — S 1 unde pi(F) este numarul punctelor
critice de index j ale functiei F' i pu(F) cardinalul multimii C'(F'), a tuturor punctelor
critice ale lui F;

2. Construim o functie Morse circulara pe ¥, cu exact 2(g — 1) puncte critice.

In acest scop, observam in primul rand ci are loc relatia

(4.3.3) 2 =29 = po(F) — p(F) + p2(F).

intr—adevér, folosind teorema Poincaré-Hopf, obtinem ca

2-29=x(5g) = > indy(VF),
peC(F)

unde V F este campul de vectori de tip gradient al lui F' in raport cu o metrica riemanniana
pe X4. Pentru a finaliza demonstratia relatiei (4.3.3), trebuie doar sa observam ca indexul
lui VF intr-un punct critic de index 1 este —1 si indexul lui VF' intr-un punct critic de
index 0 si 2 este 1. Intr-adevir, comportamentul local al lui F in jurul punctelor critice
de index 1 este dat de reprezentarea locala F' = z? — y? iar gradientul siu se comporta
local ca si cAmpul de vectori (x, —y). Gradul restrictiei sale normalizate la cercul S! este
—1, intrucat restrictia normalizata este un difeomorfism care inverseaza orientarea.

In mod similar, indexul lui VF' intr-un punct critic de index 0 sau 2 este 1, deoarece
comportamentul local al lui F' in jurul unui astfel de punct critic este dat de reprezentarea
F = 22 4 9% sau F = —2? — ¢?, iar gradientul sdu se comporta local ca si campul de
vectori (z,y), respectiv (—z, —y). Restrictia normalizata a acestor vectori la cercul S!
sunt difeomorfisme care pastreaza orientarea, iar gradul lor este in acest caz 1. Astfel,
relatia (4.3.3) este acum complet demonstrata, prin teorema Poincaré-Hopf.

Pentru a doua etapa, demonstram urmatoarea lema:

Lema 4.3.1 Suprafata ¥, poate fi scufundata in mod convenabil in spatiul 3-dimensional
R3\ O., astfel incdt restrictia flg, + g — S este o functie Morse circulard cu ezact
2(g — 1) puncte critice, unde f : R\ O, — St este submersia datd de

1

4.3.2 Scufundarea suprafetei 3, in R*\ O,

flz,y,2) = (z,9,0).

Amintim c& torul £; = 72 = S' x S este de obicei identificat cu suprafata de rotatie
in R? obtinuta prin rotirea unui cerc in planul Oz cu centrul intr-un punct de pe axa z,
in jurul axei z. Raza a a cercului este considerata a fi strict mai mica decat distanta ¢ de
la origine la centrul cercului. O anumita scufundare a suprafetei ¥, in R3, obtinuta din
cea a suprafetei 1, asupra careia vom opera anumite modificari, va fi utila in abordarea
noastra. Cu toate acestea, scufundarea mentionati anterior, a suprafetei ¥; in R3, are
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un cerc superior si un cerc la baza, unde curbura Gauss se anuleaza. Cele doua cercuri
formeaza multimea critica a functiei Inaltime f? pe directia axei z, restrictionata la ima-
ginea scufundati a lui 72 in R3. Asadar, functia indltime restrictionatd nu este o functie
Morse. Pentru a construi o scufundare convenabila a suprafetei ¥,, mai degraba va tre-
bui s& rotim in jurul axei z o curba convexa inchisd din planul Oz, cu un unic centru
de simetrie, pe axa = si care nu intersecteaza axa z. Aceastd curba este necesar sa aiba
doua segmente simetrice In raport cu axa x, unul in varf si celalalt la baza. Aceste doua
segmente formeaza multimea critica a functiei indltime f> restrénsd la curba insasi.
Consideram scufundarea suprafetei 31 obtinutad prin rotirea unei astfel de curbe con-
vexe Inchise, in locul cercului in planul xOz, in acelasi plan. Imaginea suprafetei X, astfel
obtinuta este platd pe cele doua suprafete inelare A si A’ din doua plane orizontale paralele.

-F

g f
L
e T~ A :
z O ¥ ; :

Y u

Figura 4.3.1. O copie scufundatd a lui X, construita din copia scufundata a lui X,

Fie punctele pi,...,pg—1 € A si qi,...,q9-1 € A, astfel incat dreptele p;q;, i =
1,...,9 — 1 sunt verticale, adica paralele cu axa z. Pentru a obtine o copie topologica a
suprafetei ¥, vom Indeparta cateva discuri mici deschise D1,...,D,_1 C A cu centrul in
P1s---sPg-1 8t Dy,..., Dy g © A" cu centrul in qi,...,q4-1. Razele discurilor D; si D;j
se presupun a fi egale. Consideram In continuare curbele plane v; : [0,1] — cl(B) N 7,
i=1,...,9 — 1 astfel incat v,(0) € dD; si (1) € D}, unde p;g; N 20y = {(x;,v:,0)},
m; este planul paralel cu planul zOz prin punctul (z;,y;,0) (adica m; : y = y;) si B este
componenta marginita a complementului copiei scufundate a suprafetei ;. Curbele ~;
sunt astfel alese, pentru a completa, prin rotatia lor in jurul axelor p;q;, copia scufundata
alui ¥ \[D1U...UD;1UDjU...UDj_4] la o copie neteda scufundata a suprafetei ¥.

4.3.3 Punctele critice nedegenerate ale functiei f|5, si cardinalul
multimii sale critice

Deoarece copia scufundata a suprafetei X, este construita din diferite suprafete de
rotatie, vom cerceta multimea critica a restrictiei submersiei (4.3.1) la o astfel de suprafata,
utilizand interpretarea geometrica ce rezulta din Propozitia 4.3.1.

Propozitia 4.3.2 Are loc relatia card(C(f|z,)) = 2(g — 1).

Demonstratia se poate consulta in lucrarea [14].
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Propozitia 4.3.3 ([14]) Restrictia f|s, este o functie Morse circulard, adica punctele sale
critice sunt nedegenerate. Mai mult, punctele critice ale lui f|s, sunt toate de index 1.

Observatia 4.3.1 Nicio functie Morse reala definita pe o varietate compacta M™ (m > 2)
nu poate avea doar puncte critice de index 1, deoarece minimul global al unei astfel de
functii are indexul zero si maximul global ale indexul n = dim(M). Astfel, restrictia fls,
nu poate fi liftata la o functie oarecare f: ¥y — R, adica exp of: f, iar omomorfismul
de grupuri f. : 7(3,) — Z = 7(S') indus este netrivial.

4.4 Cazul suprafetelor neorientabile

Fie o suprafati orientabild compactd de gen 2¢g + 1 scufundata in R?® dupi cum am
descris anterior.

Deoarece genul este impar, putem impune ca imaginea scufundata a lui Yg,47 sa fie
simetrica in raport cu originea, adica invarianta in raport cu actiunea antipodala a grupului
Zs pe R3\ {0}. Deoarece restrictia acestei actiuni la Xog41 inverseaza orientarea, obtinem
ca, catul Mog11/Zy este o suprafata compacta neorientabila. In mod evident, proiectia

72 Yogp1 — Nog+1/Zo

este o acoperire dubla orientabila a lui Yog11/Zo. Proprietatea de inversare a orientarii
a involutiei antipodale a rezultd din proprietatea de inversare a orientarii a reflexiilor
Ozy, Oz §1 0y, In raport cu planele de coordonate Oy, xOz, yOz, si din descompunerea
@ = Oy O Opy O Oy

Observam ca cele trei reflexii comuta intre ele. De exemplu, proprietatea de schimbare
a orientarii pentru reflexia oy, reiese din comportamentul orientarii intr-un punct fixat
p € Fix(04y) = 20y N Xgg41. Deoarece aplicatia tangenta a lui o, In punctul p schimba
orientarea spatiului tangent 7),(3ag+1), rezulta ca o,y (si in mod similar o, si 0,.) inver-
seaza orientarea lui Xog441. Asadar, aplicatia antipodala a = o4y © 0, 0 0, inverseaza de
asemenea, orientarea.

Se poate verifica ugor faptul ca genul suprafetei neorientabile ¥og11/Zo este 2g +
2, adicd Yo,11/Zs este difeomorfs cu (2g + 2)RP?, unde kRP? reprezintd suma conexa
RP2#RP?4# . .. #RP? a k copii a planului proiectiv real.

Demonstratia Teoremei 4.3.2 in cazul suprafetelor neorientabile.

Observam mai intai ca
2 2 2
i+ 2z5 + 3z
:RP? - R, T1,To,x3]) = 2 3
f f([ 1,22 3]) x% x% x?)’

este o functie Morse perfectda cu trei puncte critice de index 0, 1, 2, adicd un punct de
minim p, un punct de maxim ¢ si un punct de tip sa s.

Pentru un ¢ > 0 suficient de mic, imaginile opuse D := f~1(—o0, fo(p) +¢) si D' =
F~1(f(q) — €,00) sunt discuri deschise iar imaginea invers

FHF () + 2. f(g) — €] =RP?\ (D1 U Dy)

este o suprafatd compacti cu dousi componente circulare ale frontierei, f=(f(p) + ¢) si
F1(f(q) — ). Observam c restrictia

Flrp2\(pupr) : RP?\ (D1 U Do) — [£(p) + ¢, f(a) €]
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are un punct critic de index 1, deci un punct de tip sa s.
In continuare lipim succesiv g copii ale lui RP?\ (D U D’), s& spunem

My :=RP?*\ (D; U D}),..., My :=RP?\ (DyU D)),
de-a lungul frontierelor circulare
OD; = 7 (filg) —e) C M; si 9D = fii(fir1(p) +€) C Miq

alui D := f71(filq) — &,00) si Diyy = fijrll(—oo,fiﬂ(p) +¢) pentrui =1,...,9 — 1,
unde f; = f +iL : RP? — R si L := lungime([f(p) + ¢, f(q) — ¢]) = f(q) — f(p) — 2e.
Suprafata obtinuta este gRP? \ (D; U D;).

Observam ca f; este o functie Morse cu un punct sa constant pe fiecare frontiera
circulard 9D; = f;(fi(p) +¢) si OD: = £ (f:(q) — ¢) a lui M.

Mai mult decat atat, egalitatile filop, = fi+1lop,,, au loc pentru orice i = 1,...,9—1,
deci functia

i+1

F:gRP*\ (D1UD)) =R, Fly, = f;

este bine definitd. De fapt, F' este o functie Morse cu g puncte de tip sa, constante pe
frontierele circulare

oDy = fi'(filp) +¢) C My s oD, = fg_l(fg(Q) —¢&) C M,.

Identificand frontierele circulare 9Dy si 9Dy ale lui gRP2\ (Dy U D), printr-un difeo-
morfism convenabil ¢ : dD; — 8D;, obtinem suprafata neorientabili (g + 2)RP2.
Identificind min F' cu max F' in Im(F) obtinem cercul S'. De asemenea, functia Morse

gRP*\ (D1 U D)) — Im(F), x~ F(x)
ne conduce la o functie Morse circulara
fo: (g+2)RP? = gRP?\ (D; U D) /{z = o(x)} — S' = Im(F)/{min F = max F'},

cu g puncte sa. Rezultd c& vg1((g + 2)RP?) < g pentru orice g > 1.

Pentru inegalitatea inversa vom imparti demonstratia in doua cazuri:

Consideram mai intai cazul suprafetelor inchise neorientabile cu genul par, (2g+2)RP?,
g > 0. Conform Propozitiei 4.2.1, obtinem relatia

1
V51 ((29 + 2)RP?) = vg1(Sog41/Z2) > 5751(E2g+1) =29 = —x((29 + 2)RP?).

Pentru cazul suprafetelor inchise neorientabile de gen neorientabil impar 29+ 3, g > 0,
consideram acoperirea dubla orientabild (2g + 3)RP?

Yogt2 — (29 + 3)RP2.

Conform Propozitiei 4.2.1 gi cazului suprafetelor inchise neorientabile de gen par,
obtinem ca

V51 (B2g12) < 251 ((29 + 3)RP?) & 2961((2g + 3)RP?) > 2(29 +2 — 1)
& v41((29 + 3)RP?) > 29 4 1
& RP?((2g + 3)RP?) > —x((2g + 3)RP?).
Am demonstrat asadar Teorema 4.3.2 in cazul suprafetelor neorientabile gRP? cu g > 3.

Pe de altd parte yg1 (RP?) = 3 si 2RP? este sticla lui Klein care este un fibrat peste S*
cu fibra S', adica avem vg1 (2RP?) = 0 = —y(2RP?). O
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Observatia 4.4.1 Pentru inegalitatea vg1((2g + 2)RP?) < 2g putem construi o functie
Morse circulara particulara

fo: (29 +2)RP? = 9,41 /%y — S*

cu exact 2g puncte critice in urmatorul mod. Consideram functia go := f|s,,,, : Y2941 —
S1 din demonstratia Teoremei 4.3.2 si amintim c& gg are exact 4¢ puncte critice si 4¢ valori
critice, adica card(go(C(go))) este de asemenea 4¢g. Datorita modului cum am scufundat
Y9g+1, valorile critice ale lui go, alaturi de punctele sale critice, sunt perechi antipodale
in St i respectiv in ¥g,11. Consideram proiectia de acoperire p : St — PL(R), p(z) =
[x] := {—x, 2} si obtinem de fapt o acoperire ciclicd de ordin 2p : S' — S, RP! si S! fiind
difeomorfe. Functia compusa p o gy este o functie Morse circulara cu 2g valori critice, ale
caror imagini inverse contin doud puncte critice. Deci avem card(C'(p o gg)) = 4g.

De fapt 77 (n(2)) = {—z,2} C (po go) (), pentru orice x € Xog41.

Rezulta ca restrictia go conduce la o functie Morse fo : ¥og41/Zy — ST astfel incat
pogo=foom.

In plus avem 7~ 1(C(fo)) = C(p o go) si deci card(C(p o go)) = 2card(C(fy)), adici

p (e)

card(C(fo) = geard(C(p o go)) = 2.

4.5 Numarul punctelor de tangenta a suprafetelor
scufundate in primul grup Heisenberg

Dacd ¥ C R3 este o suprafati si f : R — N este o submersie, unde N este fie axa
reald, fie cercul S*, atunci punctele critice ale restrictiei f|x sunt punctele de tangenta, in
sens Balogh [21], ale suprafetei ¥ in raport cu distributia involutiva a planelor tangente
pe fibrele lui f.

Aceasta observatie ne conduce la studierea numéarului minim de puncte de tangenta
a unei suprafete in raport cu distributiile sale noninvolutive verticale, pentru toate scu-
fundarile suprafetei in spatiul suport al distributiilor.

Aceasta sectiune este dedicatd acestui subiect. De exemplu, punctele critice ale unei
functii inaltime sunt punctele de tangenta ale varietatii scufundate in spatiul euclidean in
raport cu distributia involutiva a hiperplanelor paralele perpendiculare pe directia functiei
inaltime.

intr—adevér, aceasta este de fapt distributia fibrelor functiei inaltime si punctele re-
gulare ale restrictiei sale la varietatea scufundata sunt, potrivit Teoremei 4.3.1, exact
acele puncte ale varietatii scufundate in care planul tangent intersecteaza transversal fibra
functiei inaltime in acel punct, adica cele doua plane sunt diferite. Deci punctele critice ale
restrictiei functiei inaltime la varietatea scufundata sunt exact acele puncte in care planele
coincid, adica punctele de tangenta. De asemenea, punctele critice ale restrictiei f|x, sunt
punctele de tangenta ale lui ¥, In raport cu distributia involutiva a semiplanelor f ~1(q)
cand ¢ se deplaseazd pe cercul S'. Cu alte cuvinte, punctele de tangenti reprezinta un
concept extins al notiunii de punct critic al unei functii reale sau circulare, intr-un context
mai general.

Acesta este motivul pentru care studiem acum, urmérind lucrarea D. Andrica, D.
Mangra, C. Pintea [14], marimea multimii punctelor de tangenta in raport cu o distributie
noninvolutiva, mai exact distributia orizontala

H, = Span{Xy,..., X, Y1,.... Y}
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a grupului Heisenberg H" = (R?"*! ), unde
Xi = 8951 + 2y,8t §l Y; = Gyi — 2951(%

pentrui = 1,...,n. Vom acorda o atentie speciala numarului minim de puncte de tangenta
a unei suprafete X, compacta, orientabila, de gen g, scufundata in primul grup Heisenberg
H.

Amintim ca o C"-diferentiabila, » € N, distributie netedd D de rang n pe o multime
deschisd U C R™™ este o asociere de clasd C” la fiecare punct z € U a unui subspatiu
liniar n-dimensional D(z) =< T,(R™™). D este de obicei descrisi fie prin n campuri de
vectori de clasa C" liniar independenti

(4.5.1) {Xy,..., X}
astfel incat {X1(z),...,Xn(2)} formeaza o baza pentru D(z), pentru orice z € U, sau ca o
intersectie de nuclee a m 1-forme liniar independente {91, ...,9™} cu coeficienti de clasa

C" pe U, adica
(4.5.2) D = ker(¥) N... Nker(9™).

Definitia 4.5.1 Fie D o C! distributie de rang n pe o multime U C R™™ & S C U o
C' varietate n-dimensionald. Un punct z € S se numeste punct de tangenta al lui S
in raport cu D dacd si numai daca T,(S) = D(z). Multimea acestor puncte se numeste
multimea de tangenta, sau pe scurt, tangenta lui S in raport cu D, notata prin

(4.5.3) 7(8,D) == {z € §: Tu(S) = D(2)}.

Definitia 4.5.2 Dacia M™ este o varietate diferentiabila, atunci numarul minim de
tangentd a lui M in raport cu distributia D pe R™*™ este definit prin

utv(M, D) := min{card(7(f(M), D)) : f € Embed(M,R""™)},
unde Embed(M, R™"t™) este multimea tuturor scufundarilor varietatii M in spatiul R,

Observatia 4.5.1 Daca M este o 2n-varietate orientabila compactd cu caracteristica
Euler-Poincaré diferita de zero, atunci, in conformitate cu [22, exemplul 8.9], are loc relatia

utv(M,Hy) > 2.

De fapt, avem u7v(S?",H,) = 2, deoarece caracteristica Euler-Poincaré a sferei S2"
este 2 gi admite o scufundare in H" cu exact doua puncte de tangentd. Imaginea acestei
scufundiri este binecunoscuta sfera Koranyi. Pe de altd parte, torul standard 72" C H”
nu are deloc puncte de tangenta [67], adicad avem

prv(T* H,) = 0.
Teorema 4.5.1 Daca g > 2, atunci

2 < prv(Xg, Hy) < 4g — 4.
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Inegalitatea p7v(X4, H1) > 2 este evidentd, deoarece
X(Xy) =2-2¢9<0.

Pentru inegalitatea inversa vom construi o scufundare a suprafetei ¥, cu 49 — 4, Hi-
puncte de tangenta.

Pentru aceasta folosim posibilitatea ca 3 si fie scufundati in H' ca o suprafata de
rotatie si construim o scufundare convenabila a suprafetei 3, in exteriorul lui ¥, operand
anumite modificari pe 1. Manerele pe care vrem sa le lipim vor fi de asemenea suprafete
de rotatie. Pentru aceasta, vom acorda o atentie speciala marimii multimilor de tangenta
a suprafetelor de rotatie din interiorul lui H' in raport cu distributia orizontald H;.

Problema 4.5.1 Este precisa estimarea superioara din Teorema 4.5.1, asupra numarului
punctelor de tangenta in raport cu scufundarile suprafetei compacte orientabile de gen g
in primul grup Heisenberg ?

Observam ca estimarea superioara prv(3g, Hq1) < 49 — 4 poate fi rescrisa in termenii
caracteristicii Euler-Poincaré a lui X,, un invariant puternic al suprafetei care determina
tipul sau topologic, deci purv (X4, H1) + 2x(2,) < 0.

Problema 4.5.2 Care sunt invariantii relevanti ai unei varietati compacte 2n-
dimensionale care poate fi scufundatd in al n-lea grup Heisenberg H" pentru estimari
precise a numarului de puncte de tangenta ale unei astfel de hipersuprafete scufundate in
raport cu toate scufundarile sale In grupul Heisenberg H™?

4.5.1 Suprafete de rotatie din H' cu un numir redus de puncte de
tangenta

Fiecare suprafata de rotatie S obtinuta prin rotatia unei curbe plane

cu f > 0, in jurul unei drepte verticale
T = To, Y = Yo,
admite o parametrizare locala de tipul

x =x0+ f(v)cosu
y=yo+ f(v)sinu , wel, velJ,
z=g(v)

unde I este un interval deschis de lungime 27 si J simetricul sdu in raport cu originea,
adica J = (—a,a). Functia f satisface urmatoarele conditii:

(4.5.4) f este marginita , f” > 0si liril f(v) = £oo.
v—xa
Ecuatia vectoriala a suprafetei noastre de rotatie este

T = (wo + f(v) cosu)Oy + (zo + f(v) sinu)dy + v,
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si

T = —(f(v)sinu)dy + (f(v) cos u)d,
?v = (f (’U) COS U )6 + (f ( )Sin U)ay + 0
TuN Ty = (f(v) cosu)dy + (f(v)sinu)dy — f(v)f'(v).

Pe de alta parte, cAmpurile orizontale de vectori ale distributiei H; sunt
X =0, +2y0, Y =0,—2x0
iar produsul lor vectorial este
XNY = =2y0, + 220, + 0;.

Deci, punctul r(u,v) := (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € S este un punct orizontal daca si numai
daca vectorii 7, A 7, X A'Y sunt liniari dependenti in r(u,v), adica avem

sinu + f(v)f'(v) cosu = —z0f'(v)

f)f (v)sinu — cosu = —yof'(v).
Asadar, obtinem

zo +yof (v)f (v
L+ f2(v)(f'(v)?
zof(v)f'(v) = yo
L+ f2(u)(f'(v)*

Observatia 4.5.2 Nicio suprafata de rotatie in jurul axei z nu are H; puncte de tangenta,
deoarece ecuatiile (4.5.5) nu au solutii pentru xy = yo = 0.

sinu = —f'(v)
(4.5.5)

cosu = —f'(v)

Identitatea sin?u + cos® u = 1 ne conduce la ecuatia

1
(o, yo)II*> = f2(v)’

care are cel putin doua solutii pe intervalul J = (—a, a), deoarece membrul drept al ecuatiei
(4.5.6) este marginit si (f’)? acopera semidreapta reala pozitiva [0, 00) de doud ori, o data
pe intervalul (—a,0] si o data pe intervalul [0,a). Pentru alegeri convenabile ale functiei
f, ecuatia (4.5.6) are exact douad solutii. O asemenea alegere este

(4.5.6) (f'(v)* =

2 — 2

(4.5.7) fw)=2—1/=

pentru a = v/2 si ||(zo,y0)|| = 3. Intr-adevir, ecuatia (4.5.6) pentru alegerea (4.5.7) a
functiei f, devine:
20%4/2(2 — v2) = —2v" — 3v% 4 4,

care are, in mod evident, exact doua solutii.
Demonstratia Teoremei 4.5.1. Curba inchisd convexa In planul Oz, descrisa dupa
enuntul Teoremei 4.5.1 se presupune ca are un unic centru in punctul (3, 0,0). Coordonatele
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punctelor p; si ¢; sunt de forma (z;, y;, 2;) §i (zi, yi, —2i), pentrui = 1,..., g— 1. Mai mult,
| (x5, 9:)||? := 22 + y? = 3, pentru orice i = 1,...,g — 1. Manerele pe care le folosim in
operatiile efectuate sunt suprafete de rotatie in jurul dreptelor verticale x = x; si y = y;
cu ecuatiile parametrice

r=x;+ f(v)cosu
y=vy; + f(v)sinu uel, veJ.
z=v
Notam cu v; si v} radacinile ecuatiilor
1
(@i, ya)I* = f2(v)’

cu alegerea (4.5.7) a functiei f. Ecuatiile care corespund lui (4.5.5) sunt

(4.5.8) (f'(v)* =

: / T+ Yi (’U,)f’(’u,)

s = O R P

cosu:—f’(v-) if () f'(vi) — yi

L+ f2(v3)(f(v3)?

, b i+ yif (W) f (V)

(4.5.10) Smu__f(v)HF( N ))
S e if () f'(v}) —

L+ f2(v)(f' (v i))

Deoarece graficul functiilor sinus si cosinus pe orice interval de lungime 27 se intersec-
teaza de cel mult doua ori cu orice dreapta paralela cu axa u, rezulta ca ecuatiile (4.5.9) si
(4.5.10) au cel mult doud radacini pentru orice i = 1,...,g— 1. Pe de alta parte, suprafata
¥4 scufundata in H', dupi descrierea din Teorema 4.5.1, nu are alte H;-puncte de tangenta
deoarece pe suprafete inelare A si A’ planele sale tangente sunt paralele cu planul Oy,
o relatie de paralelism care are loc pentru planele distributiei H; doar de-a lungul axei
2z iar suprafetele inelare A si A’ nu au puncte comune cu axa z. Partea care ramane din
suprafata Y, scufundata este complet continuta in ¥, care este la randul ei o suprafata
de rotatie in jurul axei z fara Hi-puncte de tangenta, dupa cum am vazut in Observatia
4.5.2. Asadar, suprafata scufundata X, are cel mult 4(¢g — 1) H;-puncte de tangenta.

Un numér minim de tangentd, in raport cu o anumita distributie D pe R™*™, poate fi
definit pentru o varietate M™ care este doar imersabild in R”™™ prin relatia

mtn(M, D) := min{card (7(f,D)) : f € Imm(M,R"*™)},

unde Imm (M, R™t™) este multimea tuturor imersiilor varietatii M in R"*" gi 7(f, D) :=
{p € M : Im(df), = D(f(p))}. Dacd M poate fi scufundatd in R"*™ observam ca
min(M,D) < utv(M, D).

Problema 4.5.3 Ne punem intrebarea daca mitn(M, D) = prv(M, D).
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Capitolul 5

Inegalitatile Morse-Novikov
pentru functii circulare

In acest capitol vom prezenta notiuni si rezultate importante referitoare la inegalitatile
Morse-Novikov pentru functii circulare, ([60], [61]).

Ultima sectiune cuprinde rezultate obtinute pentru estimarea numarului de puncte
critice in cazul functiilor circulare, preluate dupa lucrarile lui D. Andrica [4], D. Mangra
[46], [47].

5.1 Complexul Morse-Smale

Definitia 5.1.1 ([61]) Complexul Morse-Smale CM(M, f,v), definit pentru o functie
Morse f: M — R, un camp de vectori de tip gradient v € G(f), si un spatiu de acoperire
oarecare M a lui M cu proiectia de acoperire 7, este un complex de lanturi de Z[r]-module

libere cu
di : CM3 (M, f,0); = Z[x]*D) — CMS (M, f,0)i -y = Z[m]— )

p— > n@7q
q

unde n(p,q) € Z este numarul finit de linii de flux ¥ : R — M ale v-gradientului, cu
originea punctul critic p € M al functiei f : M — R, de index i i extremitatea in punctul
critic ¢ € M de index i — 1.

Daca alegem o liftare oarecare a lui f pentru fiecare punct critic p € M la un punct
critic p € M a lui f, se obtine o bazi pentru CM(M, f,v).
Complexul Morse-Smale este complexul de lanturi

CMS(M, f,v) = C(M)

corespunzator CW-descompunerii lui M in care i-celulele sunt liftarile i-manerelor h’.
Omologia complexului Morse-Smale este izomorfa cu omologia singulara a lui M, deci
avem:

H(CMS(M, f,v)) = H.(M).

Dacid M = M atunci CM5 (M, f,v) = C(M). Aceasta proprietate are loc cand varie-
tatea M este de exemplu simplu conexa.
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Propozitia 5.1.1 Inegalitatile lui Morse sunt:
ci(f) = bi(M) + qi(M) + gi—1 (M),
unde b;(M) sunt numerele Betti ale lui M,

bi(M) = dimz(H;(M)/T;(M)),

st ¢;(M) sunt definite de numdarul minim de generatori ai lui T;(M), i =0,1,...,m
Aici T;(M) = {x € H;(M) : nx = 0 pentru orice n # 0 € Z} reprezinta subgrupul de
torsiune a lui H;(M).

Numerele Betti reprezinta, in teoria Morse, limite inferioare ale numarului de puncte
critice ale unei functii Morse.

Daca varietatea M este simplu conexa, adica avem m1(M) = {0}, si m > 6, atunci
exista o functie Morse cu proprietatea

ci(f) = bi(M) + qi(M) + gi—1 (M),

pentrut =0,1,...,m
Acest rezultat a fost demonstrat de S. Smale gi implica conjectura lui Poincaré pentru
dimensiunea m > 6 ([32]).

5.2 Complexul Novikov

Complexul Novikov se defineste in mod analog cu complexul Morse-Smale
(o constructie detaliata apare in lucrarea lui A. Ranicki [61]).

Definitia 5.2.1 Fie f : M — S! o functie Morse circulara si fie v € G(f) un camp de
vectori de tip gradient a lui f. -

Complexul Novikov CVU(M, f,v) este un Z[II]-complex de lanturi liber generat
astfel incat:

d; - CNY(M, f,v); = Z[r]x((2))5) = CNY(M, f,v)i—1 = Z[r]a((z))5 ).

p— Z Z (p,2'9)2"q,

1=—00

unde n(p, q) € Z este numarul finit al liniilor de flux ¥ : R — M ale v- gradientului, pornind

din punctul critic p € M al functiei f M — R de index i si oprindu-se in punctul critic
g € M de index 7 — 1.

5.3 Inegalitatile Morse-Novikov

Definitia 5.3.1 ([61]) Numerele Novikov ale oricirui CW-complex M si f € H(M) sunt
bNov(M, f) si gNo*(M, f), unde

BN (M, f) = dimg (o) (HN (M, £)/TN (M, f))
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sunt numerele Betti ale omologiei Novikov si gV

VOU(M, f) este numarul minim de generatori
ai ui TNV(M, f), unde

TN(M, f) = {z € HY(M, f) : ax = 0,a # 0 € Z((2))}
este Z((z))-submodul de torsiune al lui HV°(M, f).

Teorema 5.3.1 (Inegalitatile Morse-Novikov) Pentru o wvarietate compactd m-
dimensionald M si o functie Morse circulard f : M — S inegalitatile Morse-Novikov

sunt, ([54]):
ci(f) 2 02 (M, f) + ) (M, f) + a7 (M. f), i =0,1,....m.
Urmatorul rezultat a fost demonstrat de M. Farber in lucrarea [33].

Teorema 5.3.2 ([33]) Pentru m (M) = Z si m > 6, fie f : M — S* o functie Morse
circulard, 1 € [M,S'] = HY(M) cu un numdar minim de puncte critice. Atunci, pentru
orice 1 =0,1,...,m relatia urmatoare este adevarata:

ci(f) = b (M, f) + ¢ (M. f) + ¢ 7 (M. f).
5.4 Estimarea numarului de puncte critice ale unei functii
circulare

In continuare vom folosi inegalitatile Morse-Novikov pentru a determina o margine
inferioara pentru ygi (M), urméarind lucrarile D. Mangra [46], [47].

Fie f: M — S! o functie Morse circulara si fie f* : H'(S') — H'(M) omeomorfismul
indus in coomologie de f. Notam

FY (M) ={f"(1): f € F(M,S")} C H'(M).

Teorema 5.4.1 Urmatoarea inegalitate este adevarata:

m—1
g1 (M) = min{b"(€) + g (&) +2 ) ¢V (€) : £ € FN (M)},
=0

m

unde bV (&) = Z bINov(€) este numdrul Betti total al varietdtii M in raport cu clasa de
i=0

coomologie ¢ € HY(M).

Teorema 5.4.2 Daca m (M) =7 si m > 6, urmdatoarea afirmatie este adevaratd:
m—1
g1 (M) = min{bN(€) + gh* (&) +2 ) ¢V°(€) : € € FH(M)}.
i=0

Referitor la multimea F'(M) care apare in Teoremele 5.4.1 si 5.4.2, formulim
urmatoarea problema:
Conjectura 4.4.1 Pentru orice varietate compacta M, are loc egalitatea

FYM) = HY(M).
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