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Introducere

Teza de fata exploreaza atat rezultate clasice, cat si rezultate noi in teoria functiilor univalente de una
si mai multe variabile complexe. Teza urmeaza cursul acestui domeniu in ultimii ani, cuprinzand notiuni
legate de functii univalente de o variabila complexa, apoi legate de familii de aplicatii biolomorfe in C" si
se incheie cu o parte dedicata aplicatiilor biolomorfe si operatorilor de extensie in spatii Banach complexe.
Teoria functiilor univalente este un subiect major in teoria functiilor geometrice, fiind intens studiata de
mai multi autori care au contribuit la dezvoltarea acestui domeniu.

Rezultatele incluse in aceasta teza continua, la o scara mai mica, munca excelenta a marilor profesori
din Cluj-Napoca (mentionam aici pe Prof. dr. Petru T. Mocanu, Prof. dr. Grigore S. Salagean, Prof.
dr. Gabriela Kohr si Prof. dr. Mirela Kohr), fiind inspirate de ideile lor inovatoare folosite de-a lungul
anilor. Este de remarcat aici contributia speciala a Prof. dr. Gabriela Kohr impreuna cu colaboratorii sai,
in special Prof. dr. Ian Graham, Prof. dr. Hidetaka Hamada si Prof. dr. Mirela Kohr (a se vedea [45]).

Un rezultat important in teoria functiilor univalente in C este teorema lui Riemann care prezinta
conform echivalenta domeniilor simplu conexe in caz uni-dimensional (a se vedea de exemplu [45], [77]).
Avand in vedere acest rezultat, studiul functiilor univalente de o variabila complexa poate fi redus la discul
unitate U. In dimensiuni mai mari, teorema lui Riemann nu are loc (a se vedea de exemplu [45]), iar
aceasta diferenta majora intre C si C", unde n > 2, a fost demonstrata de Poincaré (a se vedea [112]).

Incepand cu Bieberbach (a se vedea [4]) care a obtinut in 1916 estimarea exacti a celui de-al doilea
coeficient din dezvoltarea in serie Taylor a functiilor univalente normate pe discul unitate U (deci functii din
clasa ), teoria functiilor univalente a suferit importante dezvoltari (mai ales datorita celor care au lucrat
pentru a demonstra conjectura propusa de Bieberbach legata de estimarile coeficientilor pentru functiile
din §). Unul dintre instrumentele importante folosite in acest context a fost teoria lanturilor Loewner.
Bazandu-se pe aceste idei, L. de Branges a demonstrat conjectura lui Bieberbach, deschizand astfel noi
directii pentru studiul functiilor univalente. Mai mult, teoria Loewner a fost utila si pentru a demonstra
criterii de univalenta, caracterizari analitice ale proprietatilor geometrice (stelaritate, convexitate, spiral-
itate), raze de stelaritate, convexitate, univalenta si alte rezultate strans legate de functiile univalente in
C. Un alt pas important a fost facut de Pommerenke (a se vedea [I14]) care a demonstrat ca orice functie
f € S admite reprezentare parametrica, adica existd un lant Loewner f(z,t) astfel incat f = f(-,0) este
primul element al acestui lant. Diverse aspecte si aplicatii ale acestei teorii pot fi gasite in monografiile lui
Duren [19], Graham si Kohr [45], Pommerenke [114] si, de asemenea, in lucrarile lui Conway [12], Goluzin
[23], Mocanu, Bulboaca si Salagean [102].

In cazul n-dimensional, Cartan a studiat clasa S (B™) a aplicatiilor biolomorfe normate pe bila unitate
Euclidiana B"™ (a se vedea de exemplu [7], [45], [83]). Cartan a demonstrat ca S(B™) nu este compacta,
deoarece nu este local uniform marginita. Avand in vedere aceasta proprietate, obtinem ca S(B™) nu admite
o teorema de deformare si distorsiune (a se vedea de exemplu [45]). Aceasta problema a fost rezolvata de
Graham, Hamada si Kohr, care au introdus clasa S°(B") a aplicatiilor care admit reprezentare parametrica
pe B" (a se vedea de exemplu [32]; a se vedea si [I14]). Pentru n = 1, avem ci S°(B!) = S (a se vedea
de exemplu [I14]). Totusi, daci n > 2, atunci S°(B") este strict inclusa in S(B"). Mai mult, Graham,
Kohr si Kohr (a se vedea [48]) au demonstrat ci S°(B") este compactd (a se vedea de exemplu [32], [45],
[48]). Acest rezultat este unul dintre rezultatele care prezinta o diferenta clard intre cazul uni, respectiv
multi-dimensional. Pe de alta parte, a deschis noi modalitati de studiu a teoriei aplicatiilor biolomorfe in
caz n-dimensional.

O alta tema importanta in teoria aplicatiilor biolomorfe de mai multe variabile compelxe este investi-
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garea proprietatilor geometrice (de ex. stelaritate, convexitate, spiralitate). Matsuno (a se vedea [99]) a
studiat pentru prima data notiunea de stelaritate pe B in C™, in timp ce Suffridge (a se vedea de exemplu
[126]) a obtinut rezultate similare pe polidiscul unitate U”. In cazul infinit dimensional, Gurganus [57] si
Suffridge [127] au obtinut caracterizari ale stelaritatii. Alte proprietati importante ale aplicatiilor stelate pe
B" au fost demonstrate de-a lungul timpului de Curt [14], Gong [24], Graham, Hamada si Kohr [32], Gra-
ham si Kohr [45], Kikuchi [80], Kohr [83], Kubicka si Poreda [86] si altii. Notiunea de stelaritate de ordin
a € [0,1) in C™ a fost introdusa de Kohr in [R1], iar aproape stelaritatea de ordin « € [0,1) a fost definita
de Feng in [22] in cazul infinit dimensional. Clasa aplicatiilor convexe a fost studiatd de Suffridge [126]
pe U™, respectiv de Kikuchi si Gong [80] pe B". Mai tarziu, Hamada si Kohr [68] au obtinut generalizari
ale conditiei necesare si suficiente de convexitate data de Kikuchi pentru cazul spatiilor Hilbert complexe.
Aceeasi problema a fost studiata de Suffridge [127] pe bila unitate in C™ in raport cu diferite norme. Alte
contributii importante in acest domeniu au fost aduse de Curt [I4], Graham, Hamada si Kohr [32], Graham
si Kohr [45], Liu [91], Roper si Suffridge [121]. In [57], Gurganus a propus ideea de spiralitate in raport cu
un operator liniar normal cu proprietatea ca valorile sale proprii au parte reald pozitiva. Acest concept a
fost extins de Suffridge in cazul infinit dimensional in [I28] (a se vedea si generalizarile considerate de Liu
si Liu [94]).

La fel ca in caz uni-dimensional, teoria lanturilor Loewner raméane un instrument important si in analiza
aplicatiilor biolomorfe de mai multe variabile complexe. Pfaltzgraff [I09] este primul contribuitor in acest
domeniu, obtinand generalizari pe bila unitate Euclidiana in C" ale rezultatelor clasice din C. Pe de alta
parte, Poreda a extins aceste rezultate pe U" in C" (a se vedea de exemplu [I15], [116]). Numeroase
proprietati si rezultate din teoria lanturilor Loewner in C" au fost obtinute de Duren, Graham, Hamada
si Kohr [20], Graham, Hamada si Kohr [32], Graham, Kohr si Kohr [47], Graham, Kohr si Pfaltzgraff
[49] si, de asemenea, de Arosio [2], Curt si Kohr [15], Cristea [16], Poreda [117], Voda [130]. Printre cele
mai importante rezultate, mentionam ca Graham, Hamada si Kohr (a se vedea [32]) au aratat ca in C"
exista aplicatii biolomorfe normate care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale lanturilor Loewner.
De asemenea, exista aplicatii care nu au reprezentare parametrica pe bila unitate din C”, unde n > 2. O
alta diferenta semnificativa intre cazul uni-dimensional si C® cu n > 2 consta in faptul ca in C ecuatia
diferentiala Loewner are o unica solutie univalenta normata. In contrast, in caz multi-dimensional, acest
rezultat nu este adevarat (a se vedea de exemplu [32], [114]). Duren, Graham, Hamada si Kohr au studiat
forma solutiilor generale ale ecuatiei diferentiale Loewner in [20].

Un punct de turnura in evolutia teoriei aplicatiilor biolomorfe de mai multe variabile complexe a fost
demonstrarea compactitatii familiei Carathéodory M de catre Graham, Hamada si Kohr in 2002 (a se vedea
[44], [68]). Acest rezultat a revitalizat studiul aplicatiilor biolomorfe de mai multe variabile complexe si
a deschis noi oportunitati de studiu In teoria functiilor geometrice. Alte aspecte si aplicatii ale teoriei
lanturilor Loewner, respectiv clasa Carathéodory in C" pot fi gasite in [14], [16], [I7], [32], [45], [48], [109],
[117].

O problema care a aparut in studiul aplicatiilor biolomorfe in C™ a fost constructia de exemple de
aplicatii convexe. Cei care au facut primii pasi spre rezolvarea acestei probleme au fost K. Roper si T.J.
Suffridge (a se vedea [121]). Ei au introdus operatorul de extensie ®,, : LS — LS, (B") definit prin

2,(1)) = (£ 5/ PG, 2= (a1,2) € B,

unde ramura functiei radical este considerata astfel incat /f’ (z1)|2120 = 1. Acest operator pastreaza
notiunea de convexitate de la U la B". Pastrarea convexitatii prin ®,, a fost obtinuta ulterior si de Graham
si Kohr intr-un mod diferit (a se vedea [43]). Mai mult, ei au aratat ca operatorul pastreaza si notiunea
de stelaritate. Mai apoi, au fost obtinute gi alte rezultate de extensie legate de pastrarea stelaritatii de
ordin 1/2 (Hamada, Kohr si Kohr in [73]), stelaritatii de ordin 0 < o < 1 (Liu in [92] si Chirila in [I1]),
spiraliaritatii de tip §, unde § € R este astfel incat |§| < § (Graham, Kohr si Kohr in [48]). Luand in
considerare metoda g-lanturilor Loewner, Chirila (a se vedea [11]) a demonstrat ca ®,, pastreaza aproape
stelaritatea de ordin « si de tip 7, unde «,y € [0, 1), respectiv spiraliatatea de tip J si de ordin «, unde
deRcu[d] < Fsiacl0,1). Pastrarea spiralitatii de tip 0 si de ordin a a fost obtinuta si de Liu si Liu
(a se vedea [94]) folosind o metoda diferita. Alte proprietati ale operatorului de extensie ®,, pot fi gasite



in [30], [45].
Pornind de la Roper si Suffridge, teoria operatorilor de extensie a devenit un subiect important in

studiul aplicatiilor biolomorfe in C™. Alti operatori de extensie cu proprietati importante au fost introdusi
de

e Graham si Kohr (a se vedea [43], [44]) - operatorul de extensie Graham-Kohr V,, ,, definit prin

Unalf)(z) = <f(21)7 <f(21))a5>7 z=(z1,2) € B",

21

pentru f € LS cu f(z1) # 0 si z1 € U\ {0}. Ramura functiei putere este aleasa astfel incat
(1], =1
21=0 :

Z1

e Graham, Hamada, Kohr si Suffridge (a se vedea [42]) - operatorul de extensie ®,, o g definit prin

Bnas(NE) = (160, (L) (1G)2), 2= 2y em,

unde o, f > 0 si f € LS are proprietatea ca f(z1) # 0 pentru z; € U\ {0}. Ramura functiei putere

este aleasa astfel incat (%le))ainzo =1si (f’(zl))ﬁ|21:0 =1.

e Pfaltzgraff si Suffridge (a se vedea [111]) - operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge T',, : LS, (B") —
LS, 1(B"1) definit prin

1

Lu(£)(D) = () 2 [ T). 2= (2 2nn) € B,

1
unde J¢(2') = det Df(2') cu 2’ € B". Ramura functiei putere are proprietatea c& [J¢(2')] "™ |2,:0 =1.

Toti acesti operatori de extensie pastreaza notiunea de reprezentare parametrica (in particular, stelaritatea,
stelaritatea de ordin «a € (0,1), spiralitatea). O observatie importanta este cd Graham, Hamada, Kohr
si Suffridge au demonstrat ca ®,, , g pastreaza convexitatea doar daca a = 0 si § = % In particular,
operatorul de extensie Graham-Kohr V¥, , nu pastreaza convexitatea pentru n > 2. Problema pastrarii
convexitatii prin operatorul I';, a fost partial rezolvata de Graham, Kohr si Pfaltzgraff (a se vedea [49]),
respectiv de Chirila (a se vedea [10]) pentru operatorul Pfaltzgraff-Suffridge generalizat. Mai multe detalii
despre generalizarile operatorilor de extensie de tip Roper-Suffridge si proprietétile lor pot fi gasite in [25],
[27]1 [43], [46], [84], [93], [103], [138].

In ultimii ani, studiul aplicatiilor biolomorfe s-a concentrat pe cazul infinit dimensional. O parte
din rezultatele obtinute pentru functii de o variabila, respectiv pentru aplicatii de mai multe variabile
complexe, pot fi extinse in cazul spatiilor Banach complexe (de ex. teoria functiilor univalente, familii
de functii univalente cu proprietati geometrice speciale, teoria lanturilor Loewner, teoria operatorilor de
extensie si altele). Cu toate acestea, multe dintre problemele propuse in cazul infinit dimensional sunt inca
deschise si de mare interes pentru cercetatori. Printre cei care au inceput studiul aplicatiilor biolomorfe in
caz infinit dimensional ii mentionam pe K. Gurganus [57], J. Mujica [106], T. Poreda [I1§] si T.J. Suffridge
[127]. Una dintre diferentele importante in acest context este ca notiunile de univalenta si biolomorfie nu
sunt echivalente, adica exista aplicatii univalente care nu sunt biolomorfe (a se vedea de exemplu [107],
[119], [128]). Acest rezultat este in contrast cu cazul finit dimensional (a se vedea [45]). Proprietiti generale
ale clasei S(By) ale aplicatiilor biolomorfe normate pe bila unitate Bx in spatiul Banach complex X au
fost obtinute in lucrarile lui Graham si Kohr [45], Hille si Phillips [79], Mujica [106].

Referitor la generalizarea clasei Carathéodory in caz infinit dimensional, contributii importante au
fost aduse de Bracci, Elin, Shoikhet [6], Graham, Hamada, Honda, Kohr si Shon [31], Graham, Hamada,
Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [36], [38]). Ei au imbunatatit unele rezultate obtinute initial de
Gurganus [57] si Pfaltzgraff [109]. Mai mult, Hamada si Kohr (a se vedea [68]) au obtinut versiunea
finala a caracterizarii analitice a stelaritatii studiata de Suffridge [127] si Gurganus [57]. De asemenea,
au demonstrat caracterizarea analiticd a convexitatii in cazul spatiilor Hilbert (a se vedea de exemplu
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[68]). Alte familii de aplicatii biolomorfe pe Bx au fost studiate de Gong si Liu [25], Graham si Kohr [45],
Hamada, Kohr si Kohr [74], Wang si Wang [133].

Recent, studiul lanturilor de subordonare in spatii infinit dimensionale inceput de Poreda (a se vedea
de exemplu [I17], [118]) a fost continuat si imbunatatit de Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea
de exemplu [34], [38], [39], [40], [41]), Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [70], [72]), Arosio, Bracci,
Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [2], [3]) care au obtinut rezultate importante legate de lanturile
Loewner si ecuatia diferentiald Loewner in caz infinit dimensional. O alta abordare in teoria lanturilor
Loewner a fost introdusa de Arosio, Bracci, Hamada si Kohr in [3]. Acestia au considerat lanturi Loewner
pe varietiti complexe hiperbolice complete si au obtinut o corespondents biunivoca intre L?-lanturile
Loewner si L?familiile de evolutie. Mai mult, au construit L%-lanturi Loewner generate de operatorul de
extensie Roper-Suffridge.

Un alt domeniu care a fost extins in context infinit dimensional este cel al operatorilor de extensie.
Printre cei care studiaza operatorii de extensie in spatiile Banach complexe 1i mentionam pe Graham,
Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [39], [40]), Muir Jr. (a se vedea de exemplu [104], [105]),
Wang si Zhang (a se vedea de exemplu [I31], [I32], [I34]), Zhang si Thang (a se vedea de exemplu [139)]).
Recent, s-au obtinut rezultate importante legate de operatorul de extensie generalizat Roper-Suffridge,
respectiv operatorii de extensie de tip Muir, g-lanturi Loewner si reprezentarea parametrica generalizata
in spatii Banach complexe. De asemenea, un instrument recent folosit pentru generarea operatorilor de
extensie este teoria semigrupurilor studiata de Elin (a se vedea de exemplu [21]).

In prezent, cea mai recentii abordare a teoriei Loewner a fost introdusii de Hamada si Kohr in [72]. Ei
au studiat un nou concept, si anume inversul unui lant Loewner in caz infinit dimensional. Contributia lor
reprezinta o noua modalitate de a studia rezultatele legate de lanturi Loewner si operatori de extensie in
spatii Banach complexe.

Continutul acestei teze este structurat in trei parti organizate in sase capitole. Prezentam aici o
scurta descriere a fiecarei parti, evidentiind principalele rezultate pe care le-am obtinut in fiecare capitol.
Rezultatele originale incluse in teza sunt in principal extrase din cele sase articole ale autorului prezentate
in bibliografie (o scurtd prezentare a acestor rezultate poate fi consultatd in partea de concluzii de la
sfarsitul tezei). Mai mult, este important de mentionat ca pe parcursul acestei teze sunt adresate unele
conjecturi si intrebari deschise ce conduc spre capitolul final dedicat directiilor de cercetare viitoare.

Partea I contine rezultate legate de functii univalente de o variabila complexa. Ea include primele doua
capitole ale tezei care contin atat rezultate clasice, cat si originale (acestea din urma fiind obtinute de autor
in [50], [51] si [54]). Sursele principale citate in aceasta sectiune sunt [19], [29], [45], [77], [85], [87], [102],
[114].

e In Capitolul [1] includem rezultate generale legate de functii univalente de o variabila complexa in
C. Incepem cu notatii, notiuni si rezultate preliminare ce vor fi folosite pe parcursul primei parti a
tezei.

In Sectiunea 1.1 discutam pe scurt teoria functiilor olomorfe in C, incluzand aici teorema maximului
modulului si aplicatiile sale (de ex. lema lui Schwarz sau lema Schwarz-Pick). In partea finali a
primei sectiuni reamintim notiunile de familie de functii olomorfe normala, respectiv local uniform
mérginitd in C. Incheiem aceasti sectiune cu echivalenta celor dous notiuni de mai sus obtinuti
de Montel (a se vedea de exemplu [77], [85], [87]), caracterizarea compactitatii familiilor inchise de
functii olomorfe in termeni de local uniform marginire (a se vedea de exemplu [85]) si una dintre cele
mai importante aplicatii ale teoremei lui Montel, anume teorema lui Vitali (a se vedea de exemplu
[85], [87]).

Sectiunea 1.2 contine cateva rezultate clasice referitoare la notiunea de subordonare, respectiv clasa
Carathéodory P in C. Familia de functii olomorfe cu partea reald pozitiva este un instrument
important in caracterizarea functiilor univalente si in teoria lanturilor Loewner pe U. Includem
aici teorema de deformare si distorsiune pentru clasa P, estimari ale coeficientilor si formula de
reprezentare Herglotz care caracterizeaza familia Carathéodory P (a se vedea de exemplu [29], [45],
[102]).
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In Sectiunea 1.3 discutam rezultate generale legate de functiile univalente pe U. Prezentam mai multe
proprietati ale functiilor univalente, conditii necesare si suficiente de univalenta si cateva exemple la
care ne vom referi pe parcursul tezei (a se vedea de exemplu [19], [85]). Incheiem aceastd sectiune
cu unul dintre cele mai importante rezultate in teoria functiilor univalente in C, anume teorema lui

Riemann care stabileste conform echivalenta fiecarui domeniu simplu conex D C C cu discul unitate
U.

In Sectiunea 1.4 consideram clasa S a functiilor univalente normate pe U si cateva subclase particulare
ale lui S (stelate, respectiv aproape stelate de ordin «, convexe de ordin « si spiralate). Pentru
aceste familii de functii univalente pe U prezentam rezultatele bine cunoscute legate de deformare,
distorsiune si estiméari ale coeficientilor, precum si caracterizarile analitice ale familiilor S*(«), K («)
si Ss.

Este important de mentionat aici ca, desi acest capitol este unul introductiv, el contine si rezultate
originale referitoare la teoremele generale de distorsiune pentru functiile stelate de ordin « (a se
vedea Teorema , respectiv pentru functiile convexe de ordin « (a se vedea Teorema .
Rezultatele originale au fost obtinute de autor in [51].

Sectiunea 1.5 a acestui capitol se concentreaza pe studiul clasei R a functiilor olomorfe normate
a caror derivata are parte reala pozitiva. Aici, includem cele mai importante rezultate legate de
clasa R obtinute in [89], [90], [96] sau [129]. Impreuni cu rezultatele clasice prezentim si cteva
rezultate originale obtinute de autor in [50]. In §1.5.3 si §1.5.4 definim doua noi subclase de functii,
si anume R, si R,(v), si studiem proprietatile lor (a se vedea Teoremele [1.5.9). Clasa Rp(«) a
fost introdusa pentru a generaliza clasa R(«) descrisa in §1.5.2. Ideea de a considera un parametru
a € [0,1) este inspirata din extensiile pe care Robertson le-a facut in [120] pentru functiile stelate,
respectiv convexe de ordin «. Relatia cu familia Carathéodory este un instrument important care
poate fi folosit in caracterizarea noilor subclase introduse de autor in [50].

In Sectiunea 1.6 prezentam rezultate importante referitoare la teoria Loewner in C. Deoarece lanturile
Loewner sunt strans legate de ecuatia diferentialda Loewner, prezentam aici unele dintre cele mai
importante rezultate ce vor fi utilizate in studiul functiilor univalente mentionate mai sus. In a doua
parte a acestei sectiuni ne referim la caracterizarea analitica a unor subclase ale lui S prin lanturi
Loewner si, in final, prezentam notiunea de reprezentare parametrica pe U (a se vedea de exemplu
[45], [114]). Caracterizarea proprietatilor geometrice ale functiilor univalente in termeni de lanturi
Loewner va juca un rol important in Capitolul 2] unde folosim teoria Loewner pentru a descrie cateva
noi subclase de functii univalente pe U (a se vedea §2.2.2).

Ideea principala a Capitolului [2|consta in studiul unui nou operator diferential si a doua noi subclase
de functii univalente pe discul unitate U definite cu ajutorul acestui operator. Capitolul este format
in intregime din rezultate originale obtinute de autor in [54].

In Sectiunea 2.1 prezentam operatorul diferential Gj definit pe familia Ho(U) de functii olomorfe
normate pe U. Folosind operatorul G putem construi doua noi subclase de functii univalente pe
U care sunt strans legate de familiile S*, respectiv K, asa cum se poate vedea in §2.2. Diferite
proprietati ale operatorului Gy sunt studiate in aceasta sectiune, de ex. liniaritatea lui Gy, produsul
de convolutie si conditii suficiente de univalenta pentru Gy (a se vedea Propozitiile . Este
important de mentionat aici ca operatorul diferential Gy, este diferit de operatorul diferential Salagean
D™ (a se vedea Remarca a se vedea si [124]). O altd observatie importanta este ca operatorul
Gy, poate fi extins in cazul mai multor variabile complexe (a se vedea Capitolul |4} a se vedea si [53]).

Folosind operatorul diferential G; mentionat mai sus, putem construi doud noi subclase de functii
univalente pe U in C. Aceste subclase, denumite aici E};(«), respectiv Ej(a), unde o € [0, 1), sunt
in stransa legatura cu clasele de functii stelate, respectiv convexe de ordin « pe U. O observatie
importanta este ca pentru k = 0 obtinem Ej(«) = S*(«) si Ep(a) = K (a), deci putem studia aceste
noi subclase folosindu-ne de familiile S*(«) si K («) introduse de Robertson in [120]. Pe de alta parte,
avem ca Fj este strict inclusa in familia K (1/2) de functii convexe de ordin 1/2 si Ef(a) = K(«).
Asa cum am mentionat deja mai sus, operatorul Gy si subclasele introduse in acest capitol pot fi
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extinse si in cazul mai multor variabile complexe (a se vedea de exemplu [53]). Cu toate acestea, in
C" unele proprietati sunt diferite, asa cum se poate vedea in rezultatele incluse de autor in Capitolul

E1

Sectiunea 2.2 este dedicata studiului subclaselor Ej(a) si Ej(a) in C, unde £ € N si o € [0,1).
impreuné cu proprietatile generale ale acestor subclase (teoreme de deformare si distorsiune, estimari
ale coeficientilor, caracterizare analitica, conexiune cu lanturile Loewner si altele), studiem si cazuri
particulare (de ex. k =1 si & = 0) care sunt de interes, fiind in stransa legatura cu clasele de functii
univalente mentionate in primul capitol (a se vedea rezultatele din §2.2.2). Toate rezultatele din acest
capitol sunt originale si au fost obtinute de autor in [54].

Partea II contine rezultate legate de aplicatiile biolomorfe de mai multe variabile complexe. Include
capitolele [3| si [4] ale tezei care contin atat rezultate clasice, cit si rezultate originale. Aceastd parte se
bazeaza pe mai multe carti importante (de ex. [45], [83], [107], [119], [123]) si lucrari ale acestor autori (de
ex. [32], [37], [44], [128]) si contine rezultate originale obtinute de autor in [52] si [53].

e In Capitolul [3| prezentam rezultate generale legate de aplicatiile biolomorfe de mai multe variabile
complexe In C”. Incepem cu notatii, notiuni si rezultate preliminare de baza care vor fi folosite pe
parcursul celei de-a doua parti a tezei.

In Sectiunea 3.1 ne referim la teoria functiilor olomorfe, respectiv aplicatiilor olomorfe in C", incluzénd
teorema maximului modulului si aplicatii ale sale (de ex. lema lui Schwarz). Reamintim si definitia
multimilor de unicitate (a se vedea de exemplu [45], [83]) si doud rezultate importante legate de
aceasta notiune, si anume teorema lui Montel, respectiv teorema lui Vitali in C" (a se vedea de
exemplu [83], [107], [119]). In partea finald a acestei sectiuni mentionim rezultate generale privind
aplicatiile olomorfe in C" si principalele rezultate care vor fi utilizate In acest capitol (de ex. lema
Schwarz-Pick).

Sectiunea 3.2 contine notiuni clasice legate de generalizarea clasei Carathéodory in C". Ne referim
aici in special la teoremele de deformare si distorsiune obtinute de Graham, Hamada si Kohr (a se
vedea [32]), Pfaltzgraff (a se vedea [109]) si Poreda (a se vedea [115]). Unul dintre cele mai importante
rezultate obtinute de Graham, Hamada si Kohr in 2002 (a se vedea [32], [68]) este compactitatea fam-
iliei Carathéodory M. Acest rezultat a avut un impact puternic asupra dezvoltarii teoriei geometrice
a functiilor in C".

Sectiunile 3.3 si 3.4 sunt destinate studiului subclaselor de aplicatii biolomorfe pe bila unitate Euclid-
iana B", respectiv pe polidiscul unitate U™ in C". Pentru n > 2, notam cu S(B") familia aplicatiilor
biolomorfe si normate pe B" (a se vedea de exemplu [45], [83]). Se stie ca familia S(B") nu este local
uniform marginita si astfel nu admite o teorema de deformare si distorsiune. Ca o consecinta impor-
tanta a acestei proprietati datorate lui Cartan (a se vedea de exemplu [7], [45]) obtinem ca S(B™)
nu este compacta pentru n > 2. Printre cele mai importante subclase ale lui S(B") mentionam
familia de aplicatii stelate, stelate de ordin «, convexe si spiralate pe B"”. Pentru aceste aplicatii
reamintim caracterizarile analitice si geometrice, rezultatele de deformare si distorsiune, precum si
exemple sugestive ce vor fi utilizate pe parcursul acestui capitol.

Sectiunea 3.5 contine extensii ale notiunilor prezentate in §1.6 referitoare la lanturile Loewner, ecuatia
diferentiala Loewner si reprezentarea parametrica in C". Pfaltzgraff (a se vedea de exemplu [109])
a fost primul care a obtinut generalizari ale lanturilor Loewner si ecuatiei diferentiale Loewner pe
B™. Studiul a fost extins de Poreda in cazul polidiscului unitate in C" (a se vedea de exemplu [I15],
[116]), respectiv de Kubicka si Poreda (a se vedea de exemplu [86]). Rezultate importante au fost
obtinute de-a lungul timpului de Duren, Graham, Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [20]),
Graham, Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [32]), Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea
de exemplu [36], [37]) si altii. Una dintre cele mai importante diferente intre C gi C" cu n > 2
este compactitatea familiei de aplicatii biolomorfe normate. Se stie ca S(U) este o familie compacta
(a se vedea Teorema [1.4.4), in timp ce clasa S(B") nu este compactd pentru n > 2 (a se vedea de
exemplu [7], [45]). Aceasta problema a fost rezolvatd de Graham, Hamada si Kohr care au introdus
clasa SO(B") de aplicatii care admit reprezentare parametrici pe B" (a se vedea de exemplu [32]; a se
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vedea si [114]). Pentru n = 1, avem ca SY(B') = S (a se vedea de exemplu [114]). Cu toate acestea,
dacd n > 2, atunci S°(B") este strict inclusa in S(B"). Mai mult, Graham, Kohr si Kohr (a se vedea
[48]) au demonstrat ci S°(B") este compacti (a se vedea de exemplu [32], [45], [48]). Acest rezultat
este unul dintre rezultatele care prezinta diferenta clara intre cazul uni gi multi-dimensional. Pe de
alta parte, a deschis noi modalitati de studiu al teoriei geometrice a functiilor de mai multe variabile
complexe. O alta problema importanta care a fost rezolvata de Graham, Hamada, Kohr si Kohr
este existenta in C" a aplicatiilor care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale unui lant Loewner.
Folosind familia S°(B"), acestia au reusit si demonstreze analogul teoremei lui Pommerenke (a se
vedea Teorema in C" (a se vedea [48]; a se vedea si [32]). Mai mult, notiunea de reprezentare
parametrica a fost extinsa la g-reprezentare parametrica de Graham, Hamada si Kohr (a se vedea de
exemplu [32]). Mai multe detalii despre clasa Sg (B™) vor fi discutate in ultima parte a tezei.

Sectiunea 3.6 este dedicata studiului combinatiilor convexe ale aplicatiilor biolomorfe pe B"™. Con-
sideram aplicatii de forma hy = (1 —\)f + Ag, unde f,g € S(B") si A € (0,1). Se stie ca, In general,
combinatia convexa a doua aplicatii biolomorfe normate nu este biolomorfa pe B"™ (a se vedea de
exemplu [45], [83]). Acest fenomen apare si in caz uni-dimensional si a fost intens studiat de mai
multi autori (a se vedea de exemplu [9], [58], [97], [I00]). Ideea principala a acestei sectiuni este de
a obtine aplicatii biolomorfe hy pe B" (sau chiar aplicatii stelate) de forma unor combinatii convexe
hx=(1—A)f+ Ag, unde f,g € S(B") si A € (0,1). Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt
originale si au fost obtinute de Grigoriciuc in [52].

Un instrument puternic in studiul aplicatiilor biolomorfe in C™ este teoria operatorilor de extensie. In
Sectiunea 3.7 prezentam operatori de extensie care pastreaza proprietatile geometrice si analitice pe
bila unitate in C™. Incepem discutia noastra cu operatorul de extensie Roper-Suffridge ®,, (considerat
de K. Roper si T.J. Suffridge in [121]) si operatorul de extensie Graham-Kohr W, . (definit de I.
Graham si G. Kohr in [44]; a se vedea si [43]). Vom analiza mai apoi doua generalizari ale operatorului
de extensie Roper-Suffridge introduse de Graham, Hamada, Kohr, Kohr si Suffridge (a se vedea de
exemplu [42], [47]) care transforma o functie local univalenta pe U intr-o aplicatie local biolomorfa
pe B™. In partea finala a acestei sectiuni prezentam operatorul de extensie introdus de Pfaltzgraff si
Suffridge (a se vedea [I11]) si o generalizare a acestui operator (a se vedea de exemplu [10]).

Sectiunea 3.8 incheie acest capitol cu un studiu ce combina ideile prezentate mai sus, si anume
operatorii de extensie si combinatiile convexe ale aplicatiilor biolomorfe in C". Astfel, discutam
despre combinatii convexe ale operatorilor de extensie pe B". In particular, considerim un nou
operator de extensie obtinut ca o combinatie convexa a doi operatori de extensie de tip Graham-
Kohr (a se vedea de exemplu [43], [44]). Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt originale.

Capitolul [4] contine extensii ale principalelor rezultate prezentate in Capitolul [2] privind un nou
operator diferential, respectiv noi subclase de aplicatii biolomorfe pe B" in C”.

In Sectiunea 4.1 discutam despre forma n-dimensionala a operatorului Gy, denumit aici Gn, k, pentru
n € Ncun>2sikeN. Operatorul G, j va fi utilizat pentru a extinde subclasele Ey si E; de la
discul unitate U la bila unitate B™ in C" in raport cu o normé arbitrara. Chiar daca aceste clase
pot fi definite intr-un context foarte general, cazul bilei unitate Euclidiene B™ va fi considerat in mod
particular in discutia noastra, avand in vedere proprietatile care sunt pastrate (sau nu) de la cazul
uni-dimensional la cel multi-dimensional.

Rezultatul principal evidentiat in Sectiunea 4.2 arata ca familia E}(B"™) coincide cu clasa K a
functiilor convexe pentru n = 1 (a se vedea Teorema a se vedea si Propozitia 2.2.4). Cu
toate acestea, pentru n > 2, obtinem ca E}(B") N K (B") # 0, dar Ej(B") # K(B™). Se observa ca in
cazul subclasei Ef(B") obtinem o diferentd majora intre cazul uni-dimensional si cel al mai multor
variabile complexe, adica familia aplicatiilor convexe nu este aceeasi cu subclasa E;(B™). Un alt
rezultat obtinut in aceasta sectiune (a se vedea Teorema prezinta conexiunea dintre E;(B") si
familia K (B™;1/2) a aplicatiilor convexe de ordin 1/2. Incluziunea E; C K(1/2) valabila in C poate
fi partial extinsa in C". Alte proprietati si exemple relevante sunt prezentate in aceasta sectiune
pentru a descrie noile subclase introduse de autor (de ex. o teorema de tip Marx-Strohacker pentru



subclasele prezentate).

In Sectiunea 4.3 includem doua cazuri particulare ale operatorului de extensie Graham-Kohr W¥,, .
(prezentat in §3.7) aplicat familiei de functii convexe K. Desi operatorul ¥,, , nu pastreaza notiunea
de convexitate (a se vedea de exemplu [44]), putem demonstra o proprietate importanta legata de
subclasa EY. Stim ca E} = K in C si astfel, in §4.3 aratam ca ¥, (K) C E}(B") # K(B") pentru
a € {0,1}. Cu acest rezultat, nu numai ca am reusit sa conectam rezultatele obtinute in Capitolele
si 4] cu ajutorul operatorului de extensie Graham-Kohr, dar am obtinut si o noua proprietate a
operatorului ¥, .. impreuné cu aceste rezultate, propunem si cateva intrebari si probleme deschise
legate de operatorul de extensie Graham-Kohr si subclasa E; in C". Toate rezultatele originale
prezentate aici au fost obtinute de Grigoriciuc in [53].

Partea III contine rezultate legate de aplicatiile biolomorfe in spatii Banach complexe. Include ultimele
doua capitole ale tezei, care contin atat rezultate cunoscute (bazate pe [39], [40], [41], [45], [106], [117],
[127]), cat si rezultate originale (obtinute de autor in [55]).

e Capitolul [5|este dedicat unui scurt studiu asupra aplicatiilor biolomorfe si operatorilor de extensie in
spatii Banach complexe. Includem aici extensii ale unor rezultate prezentate in capitolele anterioare.
Printre cei care au adus contributii importante in teoria geometrica a functiilor in caz infinit dimen-
sional se numara J. Mujica, T. Poreda, T.J. Suffridge (a se vedea de exemplu [106], [117], [118], [127])
si mai recent F. Bracci, I. Graham, H. Hamada, G. Kohr si M. Kohr (a se vedea de exemplu [3], [34],
138], [39], [40], [41]). Incepem discutia noastri de la lucrarea foarte recentii publicati de Graham,
Hamada, Kohr si Kohr referitoare la aplicatii biolomorfe, lanturi Loewner si operatori de extensie in
spatii Banach complexe (a se vedea [39], [40], [41]). Aceste lucrari constituie baza studiului nostru,
continand unele dintre ideile fundamentale in obtinerea tuturor celorlalte rezultate din aceasta parte.

Sectiunea 5.1 contine rezultate de baza si proprietati ale functiilor olomorfe si ale aplicatiilor olomorfe
in caz infinit dimensional. Prezentam principalele notiuni si rezultate care vor fi utilizate in acest
capitol (de ex. teorema maximului modulului, lema lui Schwarz). Pentru mai multe detalii, se poate
consulta [45], [78], [79], [106], [127], [128]. In plus, reamintim aici generalizarea familiei Carathéodory
si rezultatele de deformare obtinute de Gurganus (a se vedea [57]), respectiv de Bracci, Elin, Shoikhet
(a se vedea [6]) si Graham, Hamada, Honda, Kohr si Shon (a se vedea [31]) in caz infinit dimensional.

Sectiunea 5.2 este dedicata unor familii particulare de aplicatii biolomorfe in spatii Banach complexe.
Prezentam aici clasele de aplicatii stelate, convexe, respectiv e-stelate impreuna cu caracterizarea lor
analitica. Contributii importante au fost aduse de Suffridge (a se vedea [127]), Gurganus (a se vedea
[57]), Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [68], [74]), Gong si Liu (a se vedea [25], [26]).

In Sectiunea 5.3 discutam cateva rezultate generale legate de teoria lanturilor Loewner in spatii Ba-
nach complexe care vor fi utilizate in rezultatele noastre principale. Studiul lanturilor de subordonare
in spatii infinit dimensionale a fost inceput de Poreda (a se vedea de exemplu [117], [118]). Aceste
idei au fost continuate si imbunatatite de Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu
[34], [38], [39], [40], [41]), Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [70], [72]), Arosio, Bracci, Hamada
si Kohr (a se vedea de exemplu [2], [3]) care au obtinut rezultate importante legate de lanturile
Loewner si ecutia diferentiala Loewner in spatii infinit dimensionale. A doua parte a acestei sectiuni
contine rezultate legate de notiunea de reprezentare parametricd in dimensiuni infinite. Aceasta
notiune se datoreaza lui Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea [38]) si reprezinta generalizarea
reprezentarii parametrice prezentata in Definitia . De asemenea, discutam in aceasta sectiune
despre g-reprezentare parametrica, g-lanturi Loewner si familii particulare de aplicatii biolomorfe
asociate acestor notiuni. Pentru detalii, se poate consulta [32], [34], [45], [60], [61], [62], [74].

¢ Capitolul [6] contine rezultate originale obtinute pe baza ideilor prezentate de Graham, Hamada,
Kohr si Kohr in [39] si [40]. Parte din rezultatele originale au fost obtinute de Grigoriciuc in [55].

In Sectiunea 6.1 consideriim operatorul de extensie Graham-Kohr ¥, pe domeniul Qpr = {(z1,w) €
YV=CxX : |zP+|uwyx < 1}, unde X este un spatiu Banach complex, a € [0,1] si p,r > 1. Pe
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baza rezultatelor obtinute de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [39] pentru p = 2 (a se vedea si
[40]), vom incerca sa obtinem proprietati de extensie pentru cazul general p € [1,00).

Sectiunea 6.2 este dedicata studiului consevérii lanturilor Loewner prin operatorul de extensie definit
de Pfaltzgraff si Suffridge. Recent, Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [40])
au aratat ca operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge pastreaza primele elemente ale lanturilor
Loewner din bila unitate deschisa BX a unui JB*-triple de dimensiune n X intr-un domeniu Da C
Bx xBy, unde Y este un spatiu Banach complex (pentru rezultate complete si demonstratiile acestora,
se poate consulta [33], [35] si [40]). Inspirati de aceste idei, vom demonstra ca operatorul de extensie
de tip Pfaltzgraff-Suffridge pastreaza primele elemente ale lanturilor Loewner din bila unitate B™ a
C™ (in raport cu diferite norme, adica norma Euclidiana, norma supremum) pe bila unitate a spatiului
W =C" xY, unde Y este un spatiu Banach complex.

In final, prezentam o lista a principalelor rezultate originale incluse in aceasta teza. Mentionam din nou
cd in Capitolele 51 [6] sunt incluse rezultate originale.

Capitolul Teorema Teorema Teorema Teorema Propozitia Teo-
rema [1.9.9

Capitolul [2} Propozitia Propozitia Propozitia Propozitia Propozitia
Teorema [2.2.7] Teorema [2.2.8] Corolarul 2.2.9] Teorema Teorema Teorema [2.2.1§]
Corolarul Teorema [2.2.21] Propozitia [2.2.25] Propozitia Teorema Corolarul
[2:2.28] Lema [2.2.30] Teorema [2.2.31] Teorema [2.2.32]

Capitolul 3t Lema[3.6.4], Lema Propozitia[3.6.6, Teorema [3.6.8 Propozitia [3.8.2] Lema [3.8:4]
Propozitia [3.8-5] Teorema [3.8.6] Teorema [3:8.7 Propozitia [3.8-8 Teorema [3.8.9]

Capitolul Observatia Teorema Teorema Teorema Corolarul
Propozitia Lema Corolarul Teorema Lema Corolarul

Capitolul [6 Lema [6.1.1] Teorema [6.1.4] Corolarul Corolarul Corolarul [6.1.7] Teorema
Corolarul Teorema Corolarul Corolarul Teorema Corolarul
Corolarul Corolarul Corolarul Teorema [6.2.11] Teorema Corolarul
Teorema Corolarul Corolarul

Parte a rezultatelor originale prezentate mai sus au fost publicate (sau sunt in curs de publicare) in
urmatoarele lucrari:

Grigoriciuc E.S., On some classes of holomorphic functions whose derivatives have positive real
part, Stud. Univ. Babeg-Bolyai Math. 66(3) (2021), 479-490. WoS-ESCI, IF(2022): 0.400

Grigoriciuc E.S., Some general distortion results for K(«) and S*(«), Mathematica 64(87) (2022),
222-232. (Scopus)

Grigoriciuc E.S., On Some Convex Combinations of Biholomorphic Mappings in Several Complex
Variables, Filomat 36(16) (2022), 5503-5519. WoS-SCIE, IF(2021): 0.988

Grigoriciuc E.S., New Subclasses of Univalent Mappings in Several Complex Variables: Fxtension
Operators and Applications, Comput. Methods Funct. Theory 23(3) (2023), 533-555. WoS-SCIE,
IF(2022): 1.155

Grigoriciuc E.S., New subclasses of univalent functions on the unit disc in C, Stud. Univ. Babes-
Bolyai Math. 69(4) (2024), 769-787. WoS-ESCI, IF(2022): 0.400

Grigoriciuc E.S., g-Loewner chains and the Graham-Kohr extension operator in complex Banach
spaces, Comput. Methods Funct. Theory, accepted

Rezultatele originale incluse in aceasta teza au fost prezentate in aproximativ treizeci de conferinte nationale
i internationale si seminarii de cercetare. Mentionam aici participarea la

xii



¢ International Conference of Young Mathematicians, Institute of Mathematics of National
Academy of Sciences, Kiev, Ucraina, online, 3—5 Iunie 2021;

e 8th European Congress of Mathematics, Portoroz, Slovenia, online, 20—26 Iunie 2021 (Talk in
the Minisymposium Current topics in Compler Analysis);

e The International Conference on Complex Analysis and Related Topics (dedicated to the
90-th anniversary of Anatolii Asirovich Goldberg, 1930-2008), Universitatea “Ivan Franko” Lviv,
Ucraina, online, 28 Iunie—1 Iulie 2021;

e 16th International Symposium on Geometric Function Theory and Applications (GFTA
2021) — Dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr, Universitatea “Lucian Blaga” Sibiu,
Romania, online, 15—18 Octombrie 2021;

e The 14th Joint Conference on Mathematics and Computer Science (14th MaCS), Uni-
versitatea “Babeg-Bolyai” Cluj-Napoca, Roméania, 24 — 27 Noiembrie 2022;

e 2nd Edition of The Workshop dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr —
Geometric Function Theory in Several Complex Variables and Complex Banach Spaces, Universitatea
“Babeg-Bolyai” Cluj-Napoca, Roméania, 1—3 Decembrie 2022;

e 9th International Conference on Mathematics and Informatics, Universitatea Sapientia,
Targu Mures, Romania, 7—8 Septembrie 2023;

e 3rd Edition of The Workshop dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr —
Geometric Function Theory in Several Complex Variables and Complex Banach Spaces, Universitatea
“Babeg-Bolyai” Cluj-Napoca, Roméania, 1—-3 Decembrie 2023;

e Sixth Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its Applications (RIS-
MAA), Universitatea “Babeg-Bolyai” Cluj-Napoca, Roméania, 30 —31 Mai 2024.

e 4th Edition of The Workshop dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr —
Geometric Function Theory in Several Complex Variables and Complex Banach Spaces, Universitatea
“Babeg-Bolyai” Cluj-Napoca, Roménia, 29 Noiembrie —1 Decembrie 2024;

MSC 2020: 32H02 (primary), 30C45 (secondary).

Cuvinte cheie: functie univalenta, aplicatie biolomorfa, familia Carathéodory, aplicatie stelata, aplicatie
convexa, combinatie convexa, lant Loewner, g-lant Loewner, reprezentare parametrica, g-reprezentare para-
metrica, g-stelaritate, operatorul de extensie Graham-Kohr, operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge,
operatorul de extensie Muir, spatiu Banach complex.
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Part 1

Contributii in teoria functiilor univalente
de o variabila complexa



Capitolul 1

Functii univalente de o variabila
complexa

In primul capitol includem rezultate generale legate de functii univalente de o variabila complexa in C.
incepem cu notatii, notiuni si rezultate preliminare ce vor fi folosite pe parcursul primei parti a tezei.

In prima sectiune prezentam pe scurt teoria functiilor olomorfe in C, incluzand aici teorema maximului
modulului si aplicatiile sale (de ex. lema lui Schwarz sau lema Schwarz-Pick). In partea finald a primei
sectiuni reamintim notiunile de familie de functii olomorfe normala, respectiv local uniform marginita in
C. Incheiem aceasti sectiune cu echivalenta celor doua notiuni de mai sus obtinuta de Montel (a se vedea
de exemplu [77], [85], [R7]), caracterizarea compactitatii familiilor inchise de functii olomorfe in termeni
de local uniform marginire (a se vedea de exemplu [85]) si una dintre cele mai importante aplicatii ale
teoremei lui Montel, anume teorema lui Vitali (a se vedea de exemplu [85], [87]).

In continuare, reluam cateva dintre rezultate clasice referitoare la notiunea de subordonare, respectiv
clasa Carathéodory P in C. Familia de functii olomorfe cu partea reala pozitivd este un instrument
important in caracterizarea functiilor univalente si in teoria lanturilor Loewner pe U. Includem aici teorema
de deformare si distorsiune pentru clasa P, estimari ale coeficientilor si formula de reprezentare Herglotz
care caracterizeaza familia Carathéodory P (a se vedea de exemplu [29], [45], [102]).

A treia sectiune contine rezultate generale legate de functiile univalente pe U. Prezentam mai multe
proprietati ale functiilor univalente, conditii necesare si suficiente de univalenta si cateva exemple la care
ne vom referi pe parcursul tezei (a se vedea de exemplu [19], [85]). Incheiem aceasts sectiune cu unul
dintre cele mai importante rezultate in teoria functiilor univalente in C, anume teorema lui Riemann care
stabileste conform echivalenta fiecarui domeniu simplu conex D C C cu discul unitate U. Acest rezultat
este printre cele mai importante rezultate din teoria functiilor univalente in C, dar care nu este valabil in
C"cun > 2.

In sectiunea a patra consideram clasa S a functiilor univalente normate pe U si cateva subclase par-
ticulare ale lui S (stelate, respectiv aproape stelate de ordin «, convexe de ordin « si spiralate). Pentru
aceste familii de functii univalente pe U prezentam rezultatele bine cunoscute legate de deformare, distor-
siune si estiméri ale coeficientilor, precum si caracterizirile analitice ale familiilor S*(a), K () si S5. Este
important de mentionat aici ca, desi acest capitol este unul introductiv, el contine si rezultate originale
referitoare la teoremele generale de distorsiune pentru functiile stelate de ordin « (a se vedea Teorema
, respectiv pentru functiile convexe de ordin « (a se vedea Teorema . Rezultatele originale au
fost obtinute de autor in [51].

Sectiunea a cincea a acestui capitol se concentreaza pe studiul clasei R a functiilor olomorfe normate
a caror derivata are parte reala pozitiva. Aici, includem cele mai importante rezultate legate de clasa R
obtinute in [89], [90], [96] sau [129]. Impreuni cu rezultatele clasice prezentim si citeva rezultate originale
obtinute de autor in [50]. In §1.5.3 si §1.5.4 definim doud noi subclase de functii, si anume R, si Rp(«),
si studiem proprietatile lor (a se vedea Teoremele [1.5.9). Clasa Rp(a) a fost introdusi pentru a
generaliza clasa R(«) descrisa in §1.5.2. Ideea de a considera un parametru a € [0,1) este inspiratd din
extensiile pe care Robertson le-a facut in [120] pentru functiile stelate, respectiv convexe de ordin . Relatia
cu familia Carathéodory este un instrument important care poate fi folosit in caracterizarea noilor subclase



1.1. NOTIUNI GENERALE PRIVIND OLOMORFIA IN C

introduse de autor in [50].

Ultima sectiune este axata pe teoria Loewner in C. Avand in vedere relatia puternica dintre lanturile
Loewner si ecuatia diferentiala Loewner, prezentam aici cateva rezultate cheie legate de ambele, care vor fi
utilizate in studiul functiilor univalente mentionate mai sus. In a doua parte a acestei sectiuni ne referim la
caracterizarea analitica a subfamiliilor speciale de S prin lanturi Loewner si, in final, prezentam notiunea de
reprezentare parametrica pe U (a se vedea de exemplu [45], [114]) Caracterizarea proprietatilor geometrice
ale functiilor univalente in termeni de lanturi Loewner va juca un rol important in capitolul 2| unde folosim
teoria Loewner pentru a descrie cateva subclase noi de functii univalente pe U (a se vedea §2.2.2).

Principalele referinte bibliografice utilizate pentru alcatuirea acestui capitol sunt [19], [29], [45], [85],
[77], [96], [102], [113], [114]. Pentru detalii, se pot consulta si lucrarile [8], [12], [23], [87].

1.1 Notiuni generale privind olomorfia in C

Prima sectiune contine notiuni de baza, notatii si rezultate clasice privind functiile olomorfe de o variabila
complexa. Includem aici principalele rezultate de interes in teoria functiilor olomorfe in C ce vor fi utilizate
in cadrul acestei teze. Principalele surse bibliografice la care vom face referire sunt [77], [85]. Pentru detalii,
se poate consulta si [§], [87].

1.1.1 Preliminarii

Fie C planul complex, C* = C\ {0} si Co, = CU {o0}. Pe parcursul acestei teze notam cu
Uw,r)={ze€C: |z—w| <r}

discul deschis cu centru w € C si raza r > 0, respectiv cu
Uw,r)={z€C: |z—w|<r}

discul inchis cu centru w € C si raza r > 0. In particular, notam cu U = U(0, 1) discul unitate deschise
in C si cu OU cercul unitate in C. De asemenea, pentru simplitate, vom folosi notatia U, = U(0,r) pentru
discul deschis de centru zero si raza r > 0.

1.1.2 Functii olomorfe in C

Fie D C C o multime deschisa. Notam cu
H(D)={f:D —C : f este olomorfi pe D}

familia tuturor functiilor olomorfe pe D. In particular, multimea H(C) contine toate functiile olomorfe pe
intreg planul complex C.

Observatia 1.1.1. Fie D C C un domeniu astfel incat 0 € D. Atunci f € H(D) este o functie normata
daca f(0) =0 si f/(0) = 1. Pentru simplitate, vom nota cu Ho(D) familia functiilor olomorfe normate pe
D.

In continuare, prezentam cateva rezultate clasice din teoria functiilor olomorfe ce vor fi utilizate in
sectiunile ulterioare (a se vedea [77], [85]). Primul rezultat este cunoscut in literatura de specialitate ca
teorema aplicatiei deschise pentru functiile olomorfe (a se vedea de exemplu [85]). Este important de
mentionat ca acest rezultat poate fi generalizat si in cazul functiilor olomorfe definite pe domenii din C"
in C, respectiv in cazul aplicatiilor local biolomorfe de la C™ la C™ pentru n > 2 (a se vedea de exemplu
[119]).

Teorema 1.1.2 (Teorema aplicatiei deschise). Fie f € H(D), unde D C C este un domeniu si f este
neconstanta. Atunci f(D) C C este un domeniu.



1.2. FamiLiA CARATHEODORY IN C

Un alt rezultat important legat de functiile olomorfe de o variabila complexa este teorema mazimulus
modulului (a se vedea de exemplu [77], [85]).

Teorema 1.1.3 (Teorema maximului/minimului modulului). Fie D C C un domeniu si f € H(D).
Daca 3zg € D astfel incat

|f(20)] =max{|f(z)] : z€ D} sau  |f(20)| =min{|f(2)| : z € D},
atunci f este constanta pe D.

Prima aplicatie importanta a Teoremei este cunoscuta in literatura sub numele de Lema [ui
Schwarz (a se vedea de exemplu [85]):

Lema 1.1.4 (Lema lui Schwarz). Fie f € H(U) astfel incat f(0) =0 si|f(2)| < 1, pentru z € U. Atunci
If(2)] < 2|, pentru z € U si |f'(0)| < 1. Mai mult, dacd 3zp € U\ {0} astfel incat |f(20)| = |z0| sau daca
|7/(0)] =1, atunci Ja € C cu |a| = 1 astfel incat f(z) = az, pentru z € U.

1.2 Familia Carathéodory in C

A doua sectiune a acestui capitol este dedicata familiei Carathéodory in C. Descriem aici conceptul de
subordonare in C impreuna cu cateva rezultate binecunoscute legate de functiile olomorfe cu parte reala
pozitiva. Referintele principale utilizate in aceasta sectiune sunt [102] si [114].

Definitia 1.2.1. Fie f,g € H(U). Atunci f este subordonat lui g si scriem f < g daca Jv € H(U) cu
v(0) =0si |v(z)| <1, z € U (adica functie Schwarz) astfel incat f = g ov pe U.

Pentru a descrie relatia de subordonare dintre doua functii olomorfe putem folosi urmatorul rezultat
de caracterizare (a se vedea de exemplu [102], [114]):

Teorema 1.2.2. Fie f,g € H(U) astfel incdt g este o functie injectiva pe U. Atunci f < g este echivalent
cu faptul ca f(0) = g(0) si f(U) € g(U).

O familie cunoscuta de functii olomorfe (si care joacd un rol important in caracterizarea functiilor
univalente si, de asemenea, in teoria lanturilor Loewner pe U) este familia Carathéodory mathcalP (a se
vedea de exemplu [45], [102], [I14]). Reamintim ca familia Carathéodory este definita prin

P ={peH() : p(0) =1,Rep(z) >0,z € U}
si contine toate functiile olomorfe cu parte reala pozitiva pe U.

Observatia 1.2.3. O caracterizare simpla a clasei Carathéodory arata ca p € P daca si numai daca J¢ o

functie Schwarz cu p(z) = ifggig, pentru orice z € U (a se vedea de exemplu [114]).

O alta caracterizare importanta a functiilor din clasa P este data de formula de reprezentare Herglotz.
Acest rezultat consta intr-o reprezentare integrala a familiei Carathéodory pe U. Pe baza acestui rezultat,
obtinem teorema de deformare si distorsiune pentru clasa Carathéodory (a se vedea de exemplu [102]).

Teorema 1.2.4 (Teorema de deformare si distorsiune). Fie p € P. Atunci

1 — 2|
1+ |z

1+ |2

e (1.2.1)

< Rep(z) < [p(z)| <

$1
20Rep(2) < 2

L=z = (1= 2

p'(2)] < z€U. (1.2.2)

Aceste estimari sunt ezacte si functia extremalad este p : U — C definita prin p(z) = %fﬁ;, pentru orice

ze€UsiaeC culA=1.




1.3. REZULTATE GENERALE PRIVIND FUNCTIILE UNIVALENTE iNn C

Formula de reprezentare Herglotz poate fi utilizata in diferite moduri in studiul functiilor univalente
(a se vedea de exemplu [19], [45], [I02], [114]). Una dintre aceste aplicatii este demonstrarea estimarilor
pentru coeficientii functiilor din clasa P (a se vedea de exemplu [102]).

Propozitia 1.2.5. Fie p € P astfel incdt p(z) = 1+ p1z + p2z® + ... + pp2™ + ..., pentru z € U. Atunci

lpnl <2, n>1. (1.2.3)

Acest rezultat este exact si egalitatea are loc pentru functia extremala p(z) = ﬁﬁi, unde z € U si lambda €

C cu|A =1.

Ultima proprietate importanta a familiei P prezentata aici este legata de compactitatea sa ca submultime
a lui H(U) (a se vedea [45], [102]).

Teorema 1.2.6. Familia Carathéodory P C H(U) este compacta.

1.3 Rezultate generale privind functiile univalente in C

Sectiunea 1.3 se concentreaza pe rezultate privind functiile univalente in C. Includem aici rezultate cunos-
cute n acest domeniu (univalenta, local univalenta, conform echivalenta, precum si alte notiuni impor-
tante). In partea finala a sectiunii prezentam rezultatul principal in acest context, anume Teorema lui
Riemann. Principalele referinte utilizate in aceasta sectiune sunt [19], [29], [45], [85], [77], [114].

Definitia 1.3.1. Fie D C C un domeniusi f : D — C. Atunci f este univalentd pe D daca f este olomorfa
si injectiva pe D. Notam cu

Hu(D) ={f:D —C : [ este univalentd pe D}
familia functiilor univalente pe D.

Definitia 1.3.2. Fie D C C un domeniu si fie f € H(D). Atunci f se numeste local univalentd pe D daca
pentru fiecare z € D, exista r > 0 astfel incat f|u(2 ") este univalenta.

Pentru mai multe detalii despre notiunile de univalenta si local univalenta prezentate in definitiile
anterioare, se pot consulta lucrarile [85], [114].

In urmatorul rezultat este prezentatd o conditie necesara de univalenta (a se vedea de exemplu [77],
5], 1)),

Teorema 1.3.3. Fie D C C si f € Hy(D). Atunci f' #0 pe D.

Dupéa cum am spus mai sus, rezultatul anterior nu asigura si o conditie suficienta de univalenta. Pentru
a rezolva aceasta problema, Alexander [I], Noshiro [108], Warschawski [135] si Wolff [I36] au obtinut o ver-
siune Imbunatatita a conditiei din Teorema pe anumite domenii (adica domenii convexe). Reamintim
ca un domeniu D C C este convex daca pentru oricare doua puncte z1, zo € D, intregul segment [z1, 23] se
afld in D, adicd (1 — t)z1 + tzo € D, pentru orice ¢ € [0, 1].

Teorema 1.3.4. Fie f € H(D), unde D este un domeniu convezx in C. Dacd Ref'(z) > 0, pentru orice
z € D, atunci f € Hu(D).

Probabil cel mai important exemplu de functie univalenta pe discul unitate U este functia lui Koebe
prezentata mai jos (a se vedea de exemplu [19], [45]):

Exemplul 1.3.5. Fie f: U — C definita prin f(z) = =2 bentru orice z € U. Atunci f(U)=C\{we
C : Rew < —1/4,Jmw =0} si f € H,(U).

Functiile univalente au proprietatea ca pastreaza domeniile simplu conexe in C (a se vedea de exemplu
[77], [85]) asa cum putem vedea In urmatorul rezultat:

5



1.4. FAMILII DE FUNCTII UNIVALENTE PE DISCUL UNITATE U

Teorema 1.3.6. Fie D C C un domeniu simplu conex si f € H,(D). Atunci f(D) este un domeniu
simplu conex in C.

In partea finala a acestei sectiuni, reamintim conceptul de conform echivalenta a domeniilor in C si
rezultatul fundamental in acest context, teorema lui Riemann (a se vedea de exemplu [19], citeHam-
burgMocanuNegoescu, [85], [114]).

Definitia 1.3.7. Fie D, Dy C C doua domenii.

a) Domeniile D; si Dy sunt conform echivalente daca 3f : Dy — Do astfel incat f € H,(D;) si
f(D1) = Da.

b) Functia f: D1 — Dy cu proprietitile anterioare se numeste aplicatie conforma intre Dy si Ds.

In final, avem toate notiunile si rezultatele necesare pentru a prezenta rezultatul fundamental in teoria
functiilor univalente in C, anume Teorema lui Riemann (a se vedea [45], [77]). Este important s& mentionam
aici ca acest rezultat nu are loc in C" pentru n > 2 (a se vedea de exemplu [107], [I19]).

Teorema 1.3.8 (Teorema lui Riemann). Fie D C C un domeniu simplu conex. Atunci D si U sunt
conform echivalente. In plus, daca zg € D este un punct dat, atunci 3f : D — U o unica aplicatie conforma
astfel incat f(zo) =0 si f'(z0) > 0.

1.4 Familii de functii univalente pe discul unitate U

In aceasti sectiune prezentam céteva familii importante de functii univalente pe discul unitate U. Mai intéi,
descriem pe scurt clasa S a functiilor univalente normate pe U. Continuam apoi cu subclase de functii
univalente care au proprietati geometrice speciale: familia S* a functiilor stelate (in raport cu originea),
respectiv familia K a functiilor convexe pe U. Includem aici si rezultate privind familiile de functii stelate
si convexe de ordin « € [0, 1), clasa functiilor aproape stelate de ordin « si clasa functiilor spiralate de tip
0 € ( —7/2,7/ 2). Pentru aceste familii de functii prezentam caracterizari analitice, teoreme de deformare
si distorsiune si estimarilor ale coeficientilor. Dintre referintele folosite aici, amintim [19], [45], [102], [114].
Este important de mentionat ca §1.4.3 si §1.4.6 contin rezultate originale obtinute de autor in [51].

1.4.1 Functii univalente normate

Maiintai, vom discuta despre clasa S (clasa functiilor univalente normate pe U). Pentru aceasta familie de
functii prezentam estimari ale coeficientilor, teoreme de deformare gi distorsiune, precum si alte rezultate
cunoscute in literatura de specialitate. Pentru mai multe detalii despre clasa S, se pot consulta lucririle
[19], [45], [29], [85], [102], [114]. Reamintim ca familia S este definita prin

S={feN.(U): f(0)= f'(0)—1=0}.
Este bine cunoscut faptul ca fiecare functie f € S admite o dezvoltare in serie Taylor de forma
f(2) =24 ao2® +azz® + ... + an2" + ..., (1.4.1)

pentru orice z € U. Este clar ca ap = 0 si a; = 1, chiar daca acestia nu apar explicit in relatia de mai sus.
In continuare prezentam un exemplu important de functie care apartine clasei S (a se vedea de exemplu

[19], [85]).

Exemplul 1.4.1. Functia Koebe prezentata in Exemplul apartine clasei S, deoarece f € H,(U),
f(0) =0si f/(0) = 1. De asemenea, fy € S, unde fy este functia lui Koebe generalizata.

Este cunoscut faptul ca pentru o functie f € S de forma (1.4.1]), avem ca |ag| < 2 si egalitatea se obtine
daca si numai daca f este o rotatie a functiei Koebe. Acest rezultat se datoreaza lui L. Bieberbach (a se
vedea [4]). Pornind de la estimarea de mai sus, Bieberbach a formulat in 1916 urmatoarea conjectura (a

se vedea [4]):
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Teorema 1.4.2 (Conjectura lui Bieberbach). Fie f € S de forma . Atunci |a,| < n, pentru
orice n > 2. Aceste estimari sunt exacte si egalitatea se obtine daca si numai daca f este o rotatie a
functiei Koebe.

Conjectura lui Bieberbach a fost rezolvata de L. de Branges in 1985 (a se vedea [18]). Pana la rezolvarea
ei au fost obtinute mai multe rezultate partiale de catre diferiti autori (pentru detalii, se poate consulta
[12], [19], [23], [114]).

Un alt rezultat important referitor la clasa S este teorema de deformare si distorsiune (a se vedea de
exemplu [4], [45], [85]).

Teorema 1.4.3. Fie f € S. Atunci

(1412\’z\)2 <@l = ("’,)2 (1.4.2)
(tlfl‘)3 Qe (1+||ZZ||) (1.4.3)
St
L—1]2| _|2f'(2)| _ 1+ ]
T4z =] fz) | = 1= 2| (1.4.4)

pentru orice z € U. Aceste estimari sunt exacte si egalitatea se obtine daca si numai daca f este o rotatie
a functiei Koebe.

In incheierea acestei subsectiuni, reamintim rezultatul privitor la compactitatea clasei S. Pentru detalii,
a se vedea [45], [102].

Teorema 1.4.4. Clasa S C ‘H(U) este compacta.

1.4.2 Functii stelate

Printre subclasele particulare ale clasei S se afla familia S* formata din functii univalente normate stelate
pe U. In aceasti subsectiune vom prezenta rezultate legate de caracterizarea analitica a stelaritatii, estimari
ale coeficientilor, rezultate de deformare si distorsiune. Alte proprietiti ale functiilor stelate pe U pot fi
gasite in [19], [29], [45], [102], [114].

In primul rand, reamintim definitia unui domeniu stelat in raport cu un punct dat in C, respectiv a
unei functii stelate pe U.

Definitia 1.4.5. Fie D C C un domeniu si zg € D. Atunci D este stelat in raport cu zp daca segmentul
inchis [z, z| se afld in Intregime in D, Vz € D.

Luand in considerare definitia anterioars, reamintim conceptul de functie stelata pe U. Aceasta definitie
a fost introdusa de Alexander in [I].

Definitia 1.4.6. Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci f este stelata pe discul unitate U daca
f € Hu(U) si f(U) este un domeniu stelat (in raport cu 0) in C. Notam cu S* familia functiilor normate
stelate pe U.

Urmatorul rezultat important in acest context este caracterizarea analitica a stelaritatii (a se vedea
de exemplu [19], [45], [102]). Acest rezultat joaca un rol important in teoria geometrica a functiilor de o
variabila complexa.

Teorema 1.4.7. Fie f € H(U) satisface f(0) = 0. Atunci f € S* daca si numai daca f'(0) # 0 si

2f'(2)
f(2)

Este clar ca $* C S si fg € S*, pentru orice § € R. Prin urmare, rezultatul de deformare si distorsiune
pentru clasa S (a se vedea Teorema|l1.4.3|) ramane adevarat si pentru clasa S* (a se vedea de exemplu [95],

[102]). Ca o consecinta directa obtinem ca familia S* este o submultime compacta a H(U) (a se vedea de
exemplu [45], [95]).

%e[ }>0, z e U.



1.4. FAMILII DE FUNCTII UNIVALENTE PE DISCUL UNITATE U

1.4.3 Functii stelate de ordin «

O alta subclasa importanta a lui S studiata in aceasta sectiune este familia functiilor stelate de ordinul
a € [0,1) pe U. Ideea stelaritatii de ordin «v a fost descrisa de M.S. Robertson in [120]. Pentru detalii, se
pot consulta si [19], [29], [45], [102].

Definitia 1.4.8. Fie 0 < a < 1si f € H(U). Functia f : U — C este stelata de ordinul o daca f(0) = 0,

1(0) #0 si me[j{éj)} > «, pentru orice z € U. Notam cu

S*(a) = {f € Ho(U) : %e[i{;(z’;)} Sa, z¢ U}

familia functiilor stelate de ordin o pe U.

Este evident faptul ca S*(a) C S pentru orice o € [0, 1) si ca S*(0) = S*.
Pe baza estimarilor coeficientilor pentru clasa S*(«), putem obtine o teorema de distorsiune general-
izata. Acest rezultat a fost obtinut de Grigoriciuc in [51].

Teorema 1.4.9. Fie o € [0,1) si f € S*(a). Atunci
B(k, o) [k + |z] - (1 — 20)]

|f(k)(z)\ < (1= |2F722a , z€U, k>1, (1.4.5)
unde
L [Tim—2). ar!
m—2q), o# =
B(k:,a): 1 -2« it 2
1
— 1\ i
(k=1 a=g.

Aceste estimari sunt exacte.

1.4.4 Functii aproape stelate de ordin «

Notiunea de aproape stelaritate de ordin « a fost definita de Feng (a se vedea [22]) in caz infinit dimensional.
Prezentam aici familia de functii aproape stelate de ordin « € [0,1) pe discul unitate U in C.

Definitia 1.4.10. Fie a € [0,1) si f € Ho(U). Atunci f este aproape stelatd de ordin o daca

f(2)
2f'(2)

9%{ } >a, zel. (1.4.6)

1.4.5 Functii convexe

In urmé&toarea subsectiune descriem pe scurt clasa K a functiilor convexe normate pe U. incepénd cu E.
Study care a introdus aceasta notiune in 1913, multi alti autori au contribuit la studiul familiei K (a se vedea
de exemplu T. Gronwall [56] si K. Loewner [95]). Prezentam aici caracterizarea analitica a convexitatii
pe U, estimarile coeficientilor si rezultate de cregtere si distorsiune. Alte doua rezultate importante care
stabilesc legatura dintre clasele K si S* sunt prezentate aici. Pentru detalii legate de functiile convexe se
pot consulta [19], [29], [45], [102], [114].

Definitia 1.4.11. Fie D C C un domeniu si 29 € D. Atunci D este convexr daca pentru orice z1, 22 € D,
segmentul [z1, z9] C D, adica (1 —t)z1 + tzo € D, pentru orice t € [0, 1].

Definitia 1.4.12. Fie f € H(U). Atunci f este conveza pe discul unitate U daca f € H,(U) si f(U) este
un domeniu convex in C. Notam cu K familia de functii convexe normate pe U.

Este clar ca K si S* sunt subclase ale familiei S. Mai mult, avem K C S* C S (a se vedea de exemplu
1191, [29], [5).

Pentru a descrie o functie din clasa K putem folosi urméatoarea caracterizare analitica a convexitatii (a
se vedea de exemplu [19], [29], [45], [102]):
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Teorema 1.4.13. Fie f € H(U). Atunci f € K dacd si numai dacd f'(0) # 0 si Re[l + Z}C,IES)] > 0,
pentru orice z € U.

Urmatorul rezultat de deformare si distorsiune are loc pentru familia K (a se vedea de exemplu [45],
[56], [95]):

Teorema 1.4.14. Fie f € K. Atunci

1J|f||z| <)l =4 f||2! (1.4.7)
$1
1 y 1
O+ 22 <|f(2)] < A= z e U. (1.4.8)

Aceste estimari sunt exacte, iar egalitatea se obtine pentru functia f(z) = 125, unde z € U si A € C cu

A = 1.

Conform rezultatului anterior, avem ca familia K este local uniform marginita. Prin urmare, obtinem
ca familia K este compactd, fiind si inchisd (a se vedea de exemplu [45], [I02]). Un alt rezultat important
este dat de urmatoarele estimari ale coeficientilor pentru functiile din clasa K (a se vedea de exemplu [95]).

Propozitia 1.4.15. Fie f € K de forma . Atunci |ap| < 1 pentru orice n > 2. Estimarile sunt
exacte si egalitatea se obtine pentru f(z) = =5, unde 2 € U si A € C cu [N = 1.

Ultimul rezultat se datoreaza lui Alexander [I] si descrie relatia dintre familiile S* si K (a se vedea de
exemplu [102]). Reamintim ca pe bila unitate Euclidiana din C™ acest rezultat nu are loc (a se vedea de
exemplu [45], [121], [128]).

Teorema 1.4.16 (Teorema lui Alexander). Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci f € K daca si
numai daca F € S*, unde F(z) = zf'(z), pentru z € U.
1.4.6 Functii convexe de ordin «

Strans legata de clasa K este familia de functii convexe normate de ordin a cu o € [0,1). Aceasta notiune
a fost introdusa de M.S. Robertson in [120]. Pentru detalii, se pot consulta si [19], [29], [45], [102].

Definitia 1.4.17. Fie 0 < o < 1si f € H(U). Functia f : U — C este convezd de ordin o dacd f'(0) # 0

si Re [1 + ZJ{,/ES)} > «, pentru orice z € U. Notam cu

K(a) = {f € Ho(U) : Re [1 + Z]{,/;iﬂ Sa, z€ U}

familia functiilor convexe normate de ordin « pe U.

Este usor de observat ca K(«) C S, pentru orice a € [0,1) si K(0) = K. Mai mult, o teorema de tip
Alexander este valabila pentru clasele K (a) si S*(a), pentru 0 < a < 1 (a se vedea [45]).

Pentru functiile din K («) au fost obtinute urmatoarele estimari ale coeficientilor (a se vedea de exemplu
0], [120)):

Propozitia 1.4.18. Fie a € [0,1) si f € K(«). Atunci

1 n
|an| < ] H (m—2a), n=>2. (1.4.9)

" m=2
Aceste estimari sunt exacte.

Avand in vedere Propozitia[I.4.18] putem demonstra si aici o teorema de distorsiune generalizata. Acest
rezultat este analogul Teoremei [1.4.9| din sectiunea anterioara si a fost obtinut de Grigoriciuc in [51].

9
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Teorema 1.4.19. Fie a € [0,1) si f € K(«). Atunci au loc urmatoarele estimari exacte

B(k, )
k )
1F®)(2)] < T 2eU, k>1,
unde
L [Ttm—2). ar!
m—2qx), oF =
B(k,a)={ 1 =20 34, 2
1
k—1)! = —.
(k= 1), o=

1.4.7 Functii spiralate

In ultima parte a acestei sectiuni prezentam cateva rezultate generale privind spiralitatea pe U. Aceasta
notiune a fost definita de L. Spacek in 1932 (a se vedea [125]) ca o generalizare a stelaritatii pe U. Pentru
detalii, se pot consulta si [19], [45], [102].

Definitia 1.4.20. Fie 0 € R astfel incat [0 < 7.

a) O d-spirald logaritmicd (sau 6-spirald) este o curbd in C dati prin s(t) = sge(c0sd—isind)t

orice t € R gi 59 € C*.

, pentru

b) Un domeniu D C C cu 0 € D se numeste §-spiralat dacd pentru fiecare punct zgp € D \ {0}, arcul
0-spiralei dintre zg si origine se afla in D.

Definitia 1.4.21. Fie § € R astfel incat 0] < § si f € H(U) cu f(0) = 0. Atunci f se numeste
a) spiralata de tipul § pe U daca f € H,(U) si f(U) este un domeniu d-spiralat in C;
b) spiralata daca exista § € R cu [0] < m/2 astfel incat f este spiralata de tipul § pe U.

Reamintim c& notdm cu Sy familia tuturor functiilor spiralate de tip  normate pe U. Este usor de
observat ci S5 C S si Sp = S* (a se vedea de exemplu [29], [102]).

In continuare, prezentim caracterizarea analitica a spiralititii de tip ¢ pe U obtinuti Spacek (a se vedea
[125]; a se vedea si [45], [102]):

Teorema 1.4.22. Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0 si f'(0) # 0. De asemenea, fie § € (—m/2,7/2).

Atunci f € S5 daca si numai daca

Re [e"észég)} >0, zel. (1.4.10)

1.5 Functii olomorfe cu partea reala a derivatei pozitiva

In stransi legatura cu familia S este familia R a functiilor olomorfe normate cu partea reala a derivatei
pozitiva. Avand in vedere rezultatul dovedit de Alexander, Noshiro, Warschawski si Wolff (a se vedea
Teorema a se vedea si [19], [77]) obtinem ca orice functie f € R este univalenta pe U. Prin urmare,
R este o subclasa a clasei S (a se vedea, de exemplu, [19], [96] sau [102]) numita uneori clasa Noshiro-
Warschawski. Prezentam in aceasta sectiune cateva rezultate clasice legate de clasa R si extensii ale acestei
clase (a se vedea [89], [90], [96], [102] ), precum si rezultatele originale obtinute de autor in [50].

1.5.1 Rezultate generale privind clasa R

In primul rand, reamintim ca

R={feMo(U) : Ref'(z) >0, zeU}

10
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este familia functiilor olomorfe normate a caror derivatd are partea reald pozitiva (a se vedea de exemplu
[29], [45] sau [102]). Dupa cum am mentionat deja mai sus, se stie ca R C S (a se vedea de exemplu [19],
[96] sau [102]).

Tinand cont de definitia clasei P este usor de observat ca f € R daca si numai daca f’ € P (a se vedea
de exemplu [102]). Aceasta proprietate este echivalenta cu faptul ca |arg f'(z)| < §, pentru orice z € U.

Exemplul 1.5.1. Fie f: U — C definita prin

F(z) = —2— élog(l ~ ), (15.1)

pentru orice z € Usi A € C cu |A| = 1. Atunci f € R.

Primul rezultat prezentat se refera la teorema de deformare si distorsiune si la estimarile coeficientilor
pentru clasa R (a se vedea de exemplu [96], [102] sau [129]).

Propozitia 1.5.2. Fie f € R. Atunci

2
lan] < =, n>2, (1.5.2)

n

1— || / ’ 1+ 7|
< < < 1.5.
1+|Z|_Wf(Z)_If(Z)l_l_‘Z| (1.5.3)
$1

— |z| + 2log(1 + |2]) < |f(2)| < —[2] — 21log(1 — |z), (1.5.4)

pentru orice z € U. Aceste estimari sunt exacte si egalitatea se obtine pentru functia datd de .

Pornind de la rezultatul anterior, putem demonstra o teorema generala de distorsiune pentru clasa R.
Acest rezultat a fost obtinut de Grigoriciuc in [50].

Teorema 1.5.3. Dacd f € R, atunci

2(k — 1)!

#) () < 2E—1)0
9@ < G e

zelU, k>2
Estimarile sunt exacte si egalitatea se obtine pentru functia datd de .

1.5.2 Clasa R(«)

O prima generalizare a clasei R a fost considerata de Krishna, RamReddy si Venkateswarlu in [89] si [90].
Pentru un parametru real a € [0, 1), acestia au definit clasa

R(a) ={f € Ho(U) : Ref'(z) >, z€U}

a functiilor olomorfe normate a cdror derivatd are partea reald pozitiva de ordinul o. Aceasta familie de
functii a fost studiata si de Grigoriciuc in [50].

Observatia 1.5.4. Este usor de aratat ca f apartine clasei R(«) daca si numai daca g € P,undeg: U — C
este definita prin g(z) = ﬁ(f’(z) — a), pentru orice z € U.
Pe baza echivalentei anterioare dintre R(«) si P, putem obtine urméitorul exemplu:

Exemplul 1.5.5. Fiea € [0,1)si f: U—C

() = % (20 — DAz — 2(1 — a) log(1 — A2) |, (15.5)

unde A € C astfel incat |\| = 1. Atunci f € R(«).

In continuare, prezentam estimarile coeficientilor functiilor din clasa R(«) obtinute de Grigoriciuc in
[50] (a se vedea de exemplu [90] pentru o alta demonstratie a acestui rezultat).

11
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Propozitia 1.5.6. Fie a € [0,1) si f € R(«a). Atunci |ap| < 2020) " pentru orice n > 2. Aceste estimdri

n

sunt exacte, iar egalitatea se obtine pentru functia datd de .

Pentru clasa R(«) putem obtine si un rezultat de deformare si distorsiune. Acest rezultat este original
si a fost obtinut de Grigoriciuc in [50].

Teorema 1.5.7. Fie o € [0,1) si f € R(«). Atunci

If(2)] < 2a—1)|z| +2(a — 1) log(1 — |2]) (1.5.6)
)
1f(2)] > —|2] —2(a — 1) log(1 + |2|), =ze€U. (1.5.7)
ot 4 (1 - 20) 2
1—-2a—|z , 14+(1—-2a)|2
W§|f(z)|§l_—|z|, 2 e U. (1.5.8)

Aceste estimari sunt ezxacte, iar functia ertremald este datd de .

1.5.3 Clasa R,
In a treia parte a acestei sectiuni consideram o alta extensie a clasei R si anume clasa
Ry ={f € Ho(U) : fP(0) = 1,RefP(2) >0, z€U}, p=1,

ce contine functiile olomorfe normate a caror derivatd de ordin p are partea reald pozitiva. Rezultatele
originale prezentate in aceasta parte au fost obtinute in [50].

Este important si mentionam aici legatura cu clasa P. Daca p € N* = {1,2,...} este arbitrar fixat,
atunci f € R, daca si numai daca f () ¢ P. Prin urmare, putem studia proprietatile clasei R, in termenii
clasei Carathéodory. Este ugor de vazut ca R1 = R.

Urmatorul rezultat obtinut de Grigoriciuc (a se vedea [50]) prezinta estimarile coeficientilor pentru
functiile din clasa R, si este o generalizare a Propozitiei [1.5.6]

Propozitia 1.5.8. Fie p € N* si fie f € Ry, de forma f(z) =z + > 2 5 anz", pentru z € U. Atunci

2(n —p)!

jan] < n!

, n>p+1l. (1.5.9)

In continuare, prezentam o teorema generala de distorsiune obtinuta de Grigoriciuc in [50].

Teorema 1.5.9. Fie p € N* si fie f € Ry, de forma f(z) =2+ 2 5 anz", pentru z € U. Atunci

2(k —p)!

(k) Il SAR <A S
9 < o LT

zeU, k>np. (1.5.10)

1.5.4 Clasa R,(«)

Ultima parte a acestei sectiuni contine o generalizare a clasei anterioare (dupa modelul prezentat in [89] si
[90]) introdusa de Grigoriciuc in [50]. Pentru a € [0,1) si p € N* notam cu

Rp(@) = {f € Ho(U) : fP(0) =1,RefP)(z) > a, 2eU}.

clasa functiilor olomorfe normate a caror derivatd de ordin p are partea reald pozitiva de ordin «. Clasa
Rp(«) a fost introdusa pentru a generaliza clasa R, descrisa in subsectiunea anterioara. Ideea de a considera
un parametru « € [0,1) este preluata din extensiile pe care Robertson le-a facut in [120] pentru functii
stelate, respectiv convexe.

In lumina rezultatelor prezentate anterior, avem ca f € R,(«) daca si numai daca g € P,undeg: U — C

. ®) (5)— )
este definita prin g(z) = %, pentru orice z € U.

Si aici, clasa R,(«) poate fi studiata folosindu-ne de clasa Carathéodory. Prin urmare, putem obtine
estimari ale coeficientilor si rezultate de deformare gi distorsiune.
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1.6 Teoria lanturilor Loewner in C

A sasea sectiune contine o scurta introducere in teoria lanturilor Loewner in C. Reamintim cateva definitii
cunoscute in literatura (de exemplu, lant de subordonare, lant Loewner) si rezultate importante legate de
acestea. In a doua parte a acestei sectiuni ne referim la caracterizarea analitica a unor subclase de S cu
ajutorul lanturilor Loewner, iar in final, prezentam notiunea de reprezentare parametrica pe U. Principalele
referinte utilizate in aceasta sectiune sunt [45], [102], [113], [114]. Mai multe detalii despre teoria lanturilor
Loewner pot fi gasite in [12], [16], [17], [19], [23].

1.6.1 Rezultate generale privind lanturile Loewner in C

Prezentam in inceputul acestei subsectiuni notiunile si rezultateke preliminare legate de teoria lanturilor
Loewner in U (a se vedea de exemplu [45], [102], [113], [114]).

Definitia 1.6.1. Fie f = f(2,t) : U x [0,00) — C o functie.

e Daca f(-,t) € Hy(U), f(0,t) = 0, pentru t > 0 si f(-,s) < f(-,t), pentru 0 < s < ¢t < oo, atunci
f(z,t) este un lant de subordonare univalent pe U.

e Daci f(z,t) satisface si proprietatea ca f’(0,t) = e, pentru orice t > 0, atunci f se numeste lant
Loewner (lant de subordonare univalent normat) pe U.

Reamintim c& notatia f’(z,t) este folositad pentru derivata partiala %(z, t).

Observatia 1.6.2. Fie f(z,¢) un lant Loewner. Atunci Jv = v(z,s,t) o unica functie Schwarz asociata
lui f(z,t) astfel incat
f(z,s) :f(v(z,s,t),t), VzelU, 0<s<t<oo, (1.6.1)

numitad functia de tranzitie a lui f (a se vedea, de exemplu, [45]).

Pe baza norma rii lui f(z,t), obtinem c& v'(0,s,t) = e, pentru orice 0 < s < ¢ < oo. Din (1.6.1)),
rezultd cad v = v(z, s,t) satisface proprietatea semigrupului

v(z,8,T) = v(v(z,s,t),t,T), (1.6.2)

pentru orice z € Usi 0 < s <t < T < 0. In plus, functia |v(z, s, t)| este descrescatoare in raport cu
t € [s,00), pentru orice z € Usi s > 0.

Probabil unul dintre rezultatele cheie in teoria lanturilor Loewner este legatura dintre functiile univa-
lente normate si lanturile Loewner. Acest rezultat se datoreaza lui Pommerenke (a se vedea [114]) si spune
ca

Teorema 1.6.3 (Teorema lui Pommerenke). Fie f € S si fie f(-,t) un lant Loewner pe U, pentru orice
t > 0. Atunci f(-,0) = f.

In continuare prezentam cateva rezultate clasice, dar foarte importante in teoria lanturilor Loewner si
ecuatia diferentiald Loewner pe U (a se vedea de exemplu [45], [114]). Prima teorema a fost demonstrata de
Pommerenke (a se vedea [114]) si ofera o metoda de generare a lanturilor Loewner (a se vedea de exemplu

[45]).

Teorema 1.6.4. Presupunem ca p = p(z,t) : U x [0,00) — C satisface proprietatile: p(-,t) apartine clasei
P, pentru toate numerele nenegative t si pentru orice z € U, p(z,-) apartine clasa de functii masurabile pe
[0,00). Fie
ov
yri

v(z,8,8) =z

—vup(v,t), ae t>s (1.6.3)

o problema cu valori initiale. Atunci Vz € U si s > 0, problema este rezolvabila itn mod unic, iar
solutia sa v(z,s,-) este local absolut continud cu v'(0,s,t) = e*~t. In plus, dacd s > 0 si z € U, atunci
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1.6. TEORIA LANTURILOR LOEWNER IN C

v(z,s,) apartine clasei de functii Lipschitz pe [s,00) local uniform continue in raport cu z si v(-,s,t)
apartine clasei de functii Schwarz univalente pentru orice t > s. In plus, pentru orice s > 0, limita

limy,o0 €v(2, 8,t) = f(z,8) existd local uniform pe U, iar f(z,s) este un lant Loewner care satisface
ecuatia

of /

a(z,t) =zp(z,t)f'(z,t), a.e t>0, Vzel. (1.6.4)

Reamintim ca ecuatia diferentiala este cunoscuta sub denumirea de ecuatia diferentiald Loewner(-
Kufarev) (a se vedea de exemplu [45], [114]).

Urmatorul rezultat ofera o caracterizare a lanturilor Loewner si a fost obtinut de Pommerenke in [113]
(a se vedea si [45], [114]).

Teorema 1.6.5. Fie f: U x [0,00) — C astfel incat f(0,t) =0 si f'(0,t) = €', pentru orice t > 0. Atunci
f(z,t) este un lant Loewner dacd si numai dacd
a) 3p € (0,1) si a > 0 astfel incat f(-,t) apartine familiei H(U,) pentru orice t > 0, f(z,-) apartine
clasei functiilor local absolut continue pe [0,00) local uniform in raport cu z € U, si |f(z,t)] < ael,
pentru orice z € U, sit > 0.

b) Ip = p(z,t) astfel incat p(-,t) apartine clasei P pentru fiecare t > 0, p(z,-) apartine familiei de functii
masurabile pe [0,00) pentru orice z € U si aproape peste tot in [0,00) astfel incat

9 /
8—{(2,25) =2p(z,t) f'(2,t), z€U,.

1.6.2 Lanturi Loewner si functii univalente in C

Incheiem aceast’ sectiune ilustrand modul in care teoria lanturilor Loewner poate fi utilizata in caracteri-
zarea proprietitilor geometrice ale functiilor univalente (a se vedea de exemplu [45], [I14], [137]). In primul
rand, prezentam caracterizarea spiralitatii (in particular, a stelaritatii) cu ajutorul lanturilor Loewner (a
se vedea de exemplu [45], [114]).

Teorema 1.6.6. Fie f € Ho(U), 0 € R cu 0] < § si a = tand. Atunci f € Ss dacd si numai dacd
f(z,t) = (=it f(eiot2) este un lant Loewner, pentru orice z € U sit > 0. In particular, pentru 6 = 0,
obtinem ca f € S* dacd si numai dacd f(z,t) = €' f(z), pentru orice z € U si t > 0.

In continuare, reamintim caracterizarea aproape stelaritatii de ordin « cu ajutorul lanturilor Loewner
(a se vedea de exemplu [137]).
Teorema 1.6.7. Fie a € [0,1) si f € Ho(U). Atunci f este aproape stelata de ordin a dacd si numai daca

t at

f(z,t) = eT-a f(ea—12) este un lant Loewner, pentru orice z € U si t > 0.

Similar, putem obtine si o caracterizare a convexitatii in termeni de lanturi Loewner (a se vedea de
exemplu [45], [114]).

Teorema 1.6.8. Fie f € Ho(U). Atunci f € K dacd si numai dacd f(z,t) = f(z) + (e! — 1)zf'(2) este
un lant Loewner, pentru orice z € U si t > 0.

1.6.3 Reprezentare parametrica pe U

In ultima subsectiune reamintim notiunea de reprezentare parametrica pe U (a se vedea de exemplu [45],
[114]). Cum fiecare functie f € S poate fi vazuta ca primul element al unui lant Loewner (a se vedea
Teorema a se vedea si [45], [114]) este usor de inteles ca f are reprezentare parametrica.

Definitia 1.6.9. O functie f € Ho(U) are reprezentare parametrica pe U daca 3p : U x [0, 00) — C astfel
incat p(-,t) apartine clasei P, pentru ¢t > 0, p(z, -) apartine familiei de functii masurabile pe [0, c0), pentru
z € U si limita lim;_,o e'v(2,t) = f(2) este local uniforma pe U, unde v(z, -) este unica solutie a problemei
pentru s = 0 cu proprietatea ca v este local absolut continua pe [0, 00).

Daci notam cu S°(U) familia de funtii care admit reprezentare parametrica, atunci S°(U) = S conform
Teoremei [1.6.3 (a se vedea de exemplu [45], [114]). Cu toate acestea, in caz multi-dimensional, acest
rezultat nu este adevarat (a se vedea de exemplu [32]) asa cum vom vedea in Capitolul
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Capitolul 2

Noi subclase de functii univalente pe U

Ideea principala a capitolului al doilea consta in studiul unui nou operator diferential si a doua noi subclase
de functii univalente pe discul unitate U definite cu ajutorul acestui operator. Capitolul este format in
intregime din rezultate originale obtinute de autor in [54].

In prima sectiune prezentam operatorul diferential Gi definit pe familia Hy(U) de functii olomorfe
normate pe U. Folosind operatorul G putem construi doua noi subclase de functii univalente pe U care
sunt strans legate de familiile S*, respectiv K, asa cum se poate vedea In §2.2. Diferite proprietati ale
operatorului Gy sunt studiate in aceasta sectiune, de ex. liniaritatea lui G, produsul de convolutie si conditii
suficiente de univalenta pentru Gy (a se vedea Propozitiile . Este important de mentionat aici
ca operatorul diferential Gy, este diferit de operatorul diferential Saldgean D™ (a se vedea Remarca a
se vedea si [124]). O alta observatie importanta este ca operatorul G poate fi extins in cazul mai multor
variabile complexe (a se vedea Capitolul |4} a se vedea si [53]).

Folosind operatorul diferential G, mentionat mai sus, putem construi doud noi subclase de functii
univalente pe U in C. Aceste subclase, denumite aici Ej} (), respectiv Ej(a), unde a € [0,1), sunt in
stransa legatura cu clasele de functii stelate, respectiv convexe de ordin « pe U. O observatie importanta
este cd pentru k = 0 obtinem Ej(a) = S*(a) si Ep(o) = K(a), deci putem studia aceste noi subclase
folosindu-ne de familiile S*(«) si K («) introduse de Robertson in [120]. Pe de alta parte, avem ca E; este
strict inclusa in familia K (1/2) de functii convexe de ordin 1/2 si Ef(a) = K(a)). Asa cum am mentionat
deja mai sus, operatorul Gy si subclasele introduse in acest capitol pot fi extinse si In cazul mai multor
variabile complexe (a se vedea de exemplu [53]). Cu toate acestea, in C" unele proprietati sunt diferite,
asa cum se poate vedea in rezultatele incluse de autor in Capitolul

A doua sectiune este dedicata studiului subclaselor Ei(«) si Ej (o) in C, unde £ € N si a € [0,1).
impreuné cu proprietatile generale ale acestor subclase (teoreme de deformare si distorsiune, estimari ale
coeficientilor, caracterizare analitica, conexiune cu lanturile Loewner si altele), studiem si cazuri particulare
(de ex. k =1 si a = 0) care sunt de interes, fiind in stransa legatura cu clasele de functii univalente
mentionate in primul capitol (a se vedea rezultatele din §2.2.2). Toate rezultatele din acest capitol sunt
originale si au fost obtinute de autor in [54]. Alte surse bibliografice importante folosite pentru pregatirea
acestui capitol sunt [19], [29], [45], [85].

2.1 Operatorul diferential G

In aceast’ sectiune introducem operatorul diferential Gy, definit pe familia Ho(U) de functii olomorfe nor-
mate pe U. Folosind operatorul G putem construi doua noi subclase de functii univalente pe U care sunt
strans legate de familiile S*, respectiv K, asa cum se poate vedea In sectiunea urmatoare.

Este important de mentionat aici ca operatorul diferential Gy este diferit de operatorul diferential
Séldgean D™ (a se vedea Remarca[2.2.6} a se vedea si [124]). O altd observatie importanté este ca operatorul
Gy, poate fi extins in cazul mai multor variabile complexe (a se vedea Capitolul 4} a se vedea si [53]).

Pentru operatorul diferential G, in C prezentam cateva proprietati legate de liniaritate gi univalenta pe
discului unitate U. Discutam de asemenea despre modul in care produsul de convolutie este pastrat sub

15



2.1. OPERATORUL DIFERENTIAL Gy

actiunea operatorului Gi. Rezultatele originale discutate In aceasta sectiune au fost obtinute de autor in
[54].
Definitia 2.1.1. Fie k € N={0,1,2,...} si fie Gy : Ho(U) — H(U) operatorul diferential definit pe clasa

functiilor olomorfe normate pe U prin

KO )+ a2+t +az+ag, k> 1 (2.1.1)

f(2) k=0,

pentru orice f € Ho(U) si z € U. Observam ca, pentru k > 1, ag, ...,ax—1 sunt primii k coeficienti din
dezvoltarea in serie Taylor a functiei f € H(U).

(Grf)(z) = {

Observatia 2.1.2. Avand in vedere definitia de mai sus, este usor de observat ca operatorul Gy (de ordinul
0) este operatorul identitate, adica Gof = f. O alta forma particulara a operatorului Gy este pentru k = 1
(de ordinul 1). In acest caz, (G1f)(z) = zf'(2), pentru orice z € U.

Legatura dintre doi operatori diferentiali de ordine consecutive k — 1, respectiv k, unde k € Ncu k > 1,
este data in urmatorul rezultat (a se vedea [54])

Propozitia 2.1.3. Fie f € Ho(U). Atunci pentru orice k € N* = {1,2,...} este valabila relatia

k—1
(Grf)(2) = 2(Gro1f) (2) = (k = D)(Gror /)(2) + D> _(k—n)anz", z€U. (2.1.2)
n=0
Propozitia 2.1.4. Fiek e N, a, B € R si f,g € Ho(U). Atunci
Gr(af + Bg) = aGrf + BGkg. (2.1.3)

O alta proprietate a operatorului Gy este legata de produsul Hadamard/de convolutie (pentru detalii,
a se vedea [19], [29], [45]). Fie f,g € Ho(U) definite prin f(z) = > 7 jan2z" si g(z) = Y . bnz". Notam

(f*9)(2) =) anby2", z€U (2.1.4)
n=0

produsul Hadamard (de convolutie) al functiilor f si g pe U (a se vedea de exemplu [19], [29], [45]). Legatura
intre produsul de convolutie a doi operatori diferiti si operatorul aplicat pe un produs de convolutie este
data de urmatorul rezultat (a se vedea [54]).

Propozitia 2.1.5. Fie k € N si f,g € Ho(U). Atunci
1. Ge(f xg) = (Grf) * g = f* (Grg);
2. (Gkf) * (Grg) = Gr(Gr(f * g)).

O alta proprietate importanta este conditia suficienta de univalenta pentru Gi f (in raport cu modulul
coeficientilor ay,):

Propozitia 2.1.6. Fie k € N si f € Ho(U). De asemenea, fie oy definit de

> .n!
Zlmnh k<2
— (n—k)!
Ok = k-1 o (2.1.5)

Dacd oy, < 1, atunci G f este univalent pe U. In particular, Gpf € S.

Observatia 2.1.7. In particular, pentru k = 0, obtinem binecunoscuta conditie de univalenta pentru o
functie olomorfd pe U (a se vedea de exemplu [45, Exercitiul 1.1.4]): dacd Y >, n|a,| < 1, atunci f este
univalenta pe U.

16



2.2. SUBCLASE DE FUNCTII UNIVALENTE

2.2 Subclase de functii univalente

Folosind operatorul diferential G definit mai sus, putem construi doua noi subclase de functii univalente
pe discul unitate U in C. Aceste subclase, notate Ej(«), respectiv Ei(«), cu o € [0, 1), sunt strans legate
de clasele de functii stelate, respectiv convexe de ordin a pe U. O observatie importanta este ca pentru
k = 0 obtinem Ej(a) = S*(«) si Ep(a) = K(«), asadar studiul acestor noi subclase se va face folosind
cunoscutele familii S*(«) si K(«) introduse de Robertson in [I120]. Pe de alta parte, avem ca E; este
strict inclusd in familia K (1/2) de functii convexe de ordin 1/2 (a se vedea Propozitia [2.2.25)). Rezultatele
originale incluse in aceasta sectiune pot fi gasite in [54].

2.2.1 Subclasa Ej(«a)

Mai intai, prezentam cateva rezultate generale privind subclasa E} () si conexiunile acestei clase cu alte
clase importante de functii univalente (de exemplu, clasa functiilor stelate de ordin « sau clasa de functii
univalente introduse de Salagean in [124]).

Definitia 2.2.1. Fie « € [0,1) si k € N. Fie G;, operatorul diferential definit de relatia (2.1.1). Atunci
Ei(a)={feS: Guf €S ()}

este familia de functii univalente normate f pe discul unitate cu proprietatea ca functia Gy f este stelata
de ordinul av. In particular, notam cu Ej; = E}(0).

Observatia 2.2.2. Este evident ca Ej(a) = S*(a) este clasa functiilor stelate de ordin « pe U.

Observatia 2.2.3. Tinand cont de definitia stelaritatii ordinul « (a se vedea Definitia [1.4.8]), avem ca

2(Grf) (2)
(Grf)(2)

Intr-adevir, dacd f € S, atunci Gpf € H(U), (Grf)(0) = 0 si (Grf)'(0) = 1. Impreund cu conditia

Re [%] > « , pentru orice z € U, sunt indeplinite toate ipotezele din definitia stelartitatii e ordin a.

EZ(oz):{fES’:iRe[ }>o¢, ZEU}. (2.2.1)

Propozitia 2.2.4. Fie a € [0,1). Atunci E}(a) = K(a).

Observatia 2.2.5. Ca o consecinta a celor doua observatii anterioare, obtinem ca Ej = S* si ] = K.
Este important de mentionat aici ca a doua egalitate nu este adevarata in cazul aplicatiilor biolomorfe de
mai multe variabile complexe (a se vedea [53]).

Observatia 2.2.6. O mentiune importanta in acest context este ca
Ej(a) = So(a) and  Ef(a) = Si(a),

unde Sp(«) si S1(a) sunt forme particulare ale clasei S, («) introduse de Salagean in [124] pentru o € [0, 1).
Aceste egalitati sunt valabile pentru ca

Df(z) = f(2) = (Gof)(2) and D'f(z) = 2f'(2) = (G1f)(2),

pentru orice z € U, unde D" este operatorul diferential introdus de Salagean. Totusi, pentru n = k > 2,
avem ca

Ep () # Su(a),

Intrucat operatorul diferential Salagean D™ f (a se vedea [124]) este diferit de operatorul Gy f, pentru orice
n =k > 2. De exemplu, dacid n = 2, atunci

D*f(z) = D(Df(2)) = 2°f"(2) + 2f'(2) # 22" (2) + 2 = (G2) (2),

pentru orice z € U. Prin urmare, rezultatele comune din aceasta teza si cele obtinute de Salagean in [124]
sunt valabile doar pentru cazurile particulare k = 0 si kK = 1 (care sunt oricum cunoscute).
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2.2. SUBCLASE DE FUNCTII UNIVALENTE

Folosind un argument similar cu cel folosit de Merkes, Robertson si Scott in [101], putem demonstra
urmatorul rezultat:

Teorema 2.2.7. Fiea € [0,1), k € N si f € S. De asemenea, fie oo definit prin

= (n—a)-n!

2 gy ek k=2
n=2 :

Oha =4 172 (2.2.2)

> (- Ian|+Z il k>3,

n=2

Daca oo <1 —a, atunci f € Ej(«a).
In continuare prezentam cateva rezultate privind estimari ale coeficientilor si teoreme de distorsiune
pentru clasa E}(«). Pentru demonstrarea primului nostru rezultat, folosim estimarile coeficientilor pentru

clasa S*(a) date de Robertson in [120] (a se vedea [45]). Retineti ca acest rezultat a fost obtinut de
Grigoriciuc in [54].

Teorema 2.2.8. Fie a € [0,1), k € N si f € Ef(a). Atunci

n

la,| < H —2a), n>k>2. (2.2.3)

Corolarul 2.2.9. Fie k € N si f € E};. Atunci

n _n-(n—k)!
nn—1(n—-2)-..-(n—k+1) n!

lan| < , n>k. (2.2.4)
Urmand ideea prezentata de Duren in [19] si de Goodman in [29] (mai apoi de Grigoriciuc in [51]), putem
demonstra un rezultat general de distorsiune pentru clasa E;. Cu alte cuvinte, putem obtine estsimari

pentru modulul derivatei de ordin m a unei functii f € E}, unde m € N astfel incat m > k (a se vedea
[54]).

Teorema 2.2.10. Fie k € N. Daca f € E}, atunci

1—K)|z|| - (m —k)!
’f(m)(z)} = [ +((1_ |Z)||)n|Jk(+2 : )

(2.2.5)

pentru, orice m > k st z € U.
Observatia 2.2.11. Evident, pentru k € {0, 1} obtinem rezultatele clasice incluse de Goodman in [29].

Pe baza teoremei anterioare si a rezultatului demonstrat in [51], propunem urmé&toarea conjectura
(adevérata in cazurile particulare k =0, « = 0 si a = $):

Conjectura 2.2.12. Fie a € [0,1) si m,k € N. Daca f € Ej(a), atunci

[m+ (1 —k)(1—2a)lz|]] - B(m —k,«)

£ (2)] < e , (2.2.6)
pentru orice m > k+1 si z € U, unde
( - =3
B(m —k,a) = Y (2.2.7)

Observatia 2.2.13. Este usor de observat ca pentru k = 0, Conjectura [2.2.12] se reduce la Teorema [1.4.9
(a se vedea de exemplu [51]). Mai mult, pentru a = 0, Conjectura anterioara se reduce la Teorema [2.2.10
demonstrata in aceasta sectiune.
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2.2. SUBCLASE DE FUNCTII UNIVALENTE

2.2.2 Subclasa Fy(«)

In mod similar ca in sectiunea anterioara, putem folosi operatorul G pentru a defini clasa Ey(«) de functii
univalente normate pe U pentru care G, f este o functie convexa de ordin o pe U. In prima parte, prezentam
cateva rezultate generale pentru clasa Fj(«) legate de estimari ale coeficientilor si rezultate generale de
distorsiune. Partea finald a acestei sectiuni este dedicata cazului particular k = 1.

In aceastd subsectiune introducem subclasa Ej(«) impreuna cu cateva proprietati generale ale acesteia.
Rezultatele originale prezentate in aceasta parte au fost obtinute de Grigoriciuc in [54].

Definitia 2.2.14. Fie a € [0,1) si k € N. Fie Gj, operatorul diferential definit de relatia (2.1.1]). Atunci
Eyo)={feS: Gf e K(a)}

este familia de functii univalente normate f pe discul unitate cu proprietatea ca functia Gy f este convexa
de ordinul o In particular, notam cu Ej = Ei(0).

Observatia 2.2.15. Tinand cont de definitia convexitatii de ordin « (a se vedea Definitia [1.4.17} a se
vedea si [45], [120], [102]), deducem ca

2(Grf)"(2)
(Grf)(2)

Este ugor de observat ca Ey(a) = K («) este familia functiilor convexe de ordin « pe U.

Ex(a) = {fGS : f)‘ie{l—i— } > a, ZGU}. (2.2.8)

Tinand cont de Teorema putem demonstra un criteriu similar pentru familia Ej(«), dupa cum
urmeaza

Teorema 2.2.16. Fie a € [0,1), k € N si f € S. De asemenea, fie oy definit prin

>0 —a)-n!
Z n(n —a) - n! lanl, k<9
—  (n—k)!
o= A 1E S (2:29)
2 nln—alan] + 3 = laal, k>3
n=2 n=k ’

Daca oo <1 —a, atunci f € E(a).

Observatia 2.2.17. Daca k = 0, atunci Fy(«) = K(«) si obtinem conditia suficientd pentru convexitatea
de ordin « (a se vedea [45] sau [101] ).

Similar cu Teorema [2.2.8, putem obtine estimari ale coeficientilor unei functii f € Fi(a), dupa cum
urmeaza

Teorema 2.2.18. Fie a € [0,1), k € N si f € E(«). Atunci

(n—k)!

Corolarul 2.2.19. Fie k € N si f € Ey. Atunci

1 (n—k)!
ol < e T =D kD) - w0 2k (2:2.11)

Observatia 2.2.20. Daca k = 0, atunci By = K si obtinem rezultatul clasic legat de estimarile coeficientilor
pentru functiile convexe (a se vedea de exemplu [19]).

In urma observatiilor prezentate mai sus, putem demonstra urmatorul rezultat general de distorsiune
(a se vedea [54]):
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2.2. SUBCLASE DE FUNCTII UNIVALENTE

Teorema 2.2.21. Fie k € N. Dacd f € Fy, atunci

1 (z)] < m (2.2.12)

pentru orice m > k si z € U.

Observatia 2.2.22. Este clar ca pentru & = 0 obtinem rezultatul demonstrat de Goodman in [29] Teorema
9, Capitolul 8.

Incheiem prima parte a acestei subsectiuni cu urmatoarea caracterizare a functiilor din Fj in termeni de
lanturi Loewner. Pe baza teoremei dualitatii lui Alexander (a se Vedea si a caracterizarii stelaritatii,
respectiv a convexitatii cu lanturi Loewner (a se vedea Teoremele si, putem construi doua lanturi
Loewner diferite pornind de la aceeasi functie f € Ej, dupa cum urmeaza

Teorema 2.2.23. Fie k € N si f € Ho(U). Atunci f € Ej, daca si numai dacd

Filz,t) = (Grf)(2) + (" = 1)2(Gef)' (2) (2.2.13)

sau

folz,t) = ¢ 2(Ge ) (2) (2.2.14)

este un lant Loewner, pentru orice z € U si t > 0. In plus,
fa(z,t) = fi(z,t) = 2(Gf) (2) = (G f)(2), z€U, t=>0.

Cazul particular k =1si a=0

Urmatoarea sectiune este dedicata studiului unei forme speciale (k = 1 si @ = 0) a clasei Ei(a). Con-
siderdand acest caz particular, putem obtine rezultate si exemple legate de proprietatile clasice ale functiilor
univalente pe U. Conform Definitiei avem ca Fj este

Ei={feS:GfeK},
unde Gy f(z) = zf'(2), pentru orice z € U.

Exemplul 2.2.24. Fie f : U — C definita prin f(z) = —log(1 — z), pentru orice z € U, unde log este
ramura principala a logaritmului complex. Atunci f apartine clasei Fj.

In continuare, prezentdm un rezultat important care stabileste legatura dintre clasele Ey si K(1/2).
In particular, obtinem ca fiecare functie din E; este si convexa (a se vedea [54]). Demonstratia acestui
rezultat a fost datd de autor si se bazeaza pe demonstratia [45, Teorema 2.3.2] data de Suffridge.

Propozitia 2.2.25. Daca f apartine clasei E1, atunci f apartine clasei K(1/2).

Propozitia 2.2.26. Daca [ apartine clasei E1, atunci f apartine clasei R(1/2), adica Ref'(z) > 1/2,
pentru orice z € U.

Teorema 2.2.27. Fie f € . Atunci
log(1+ [2]) < |£(2)] < —log(1 — |2) (2.2.15)

St
1 1
<|f'(2)] < ,

pentru orice z € U. Toate aceste estimari sunt exacte.

(2.2.16)

Corolarul 2.2.28. Daca f apartine clasei E1, atunci discul deschis Uy, o este inclus in f(U).
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2.2. SUBCLASE DE FUNCTII UNIVALENTE

Ultimul rezultat din aceasta subsectiune este o forma particulara a Teoremei [2.2.23| si prezinta carac-
terizarea functiilor din clasa E7 cu ajutorul lanturilor Loewner.

Teorema 2.2.29. Fie f € Ho(U). Atunci f € E1 daca si numai daca
fi(z,t) = elzf'(2) + (e = 1)22f"(2) (2.2.17)
sau
fa(z,t) = elzf'(2) + e 22" (2) (2.2.18)

este un lant Loewner, pentru orice z € U si t > 0. In plus,

fa(z,t) = fi(z,t) = 22f"(2), z€U, t>0.

2.2.3 Legatura intre clasele E} si Ej

Pe baza teoremei de dualitate a lui Alexander intre functiile convexe si stelate pe U (a se vedea [1], [19],
[102]), demonstram in aceastd sectiune rezultate similare de dualitate pentru subclasele E} si Ej (a se
vedea [54]).

Lema 2.2.30. Fie k € N si f,g € S astfel incat g(z) = zf'(2), pentru orice z € U. Atunci
2(Grf) (z) = (Grg)(2), z€U. (2.2.19)

Pe baza lemei anterioare, putem obtine o teorema de tip Alexander pentru familiile £} si Ej. Acest
rezultat a fost demonstrat de Grigoriciuc in [54].

Teorema 2.2.31. Fiek € N si f,g € S. Atunci f € Ey, daca si numai daca g € Ef, unde g(z) = zf'(2),
pentru orice z € U.

Teorema 2.2.32. Fie k € N. Daca f € Ej, atunci f € E;(1/2).

Observatia 2.2.33. Este clar ca Teorema [2.2.32 este o generalizare a Propozitiei [2.2.25 (unde k& = 1).
Pe de alta parte, daca k = 0, atunci Teorema [2.2.32] se reduce la [45, Teorema 2.3.2] obtinuta de Marx si
Strohhécker.

In sfarsit, incheiem aceasta sectiune cu cateva intrebari legate de subclasele Ej, si E} studiate mai sus.
Prima intrebare este o generalizare a Propozitiei [2.2.25

Intrebarea 2.2.34. Este adevdirat cd Eyy1 C Ey, pentru orice k € N?

In mod clar, o intrebare similara poate fi formulata si pentru subclasa E;. O alta proprietate importanta
a acestor subclase este compactitatea. Prin urmare, avem urmatoarea intrebare:

Intrebarea 2.2.35. Este adevdrat cd subclasele Ey, si E} sunt compacte in H(U)?

Deoarece Ej}, si Ej, sunt subclase ale clasei S, ar fi important si studiul altor proprietdti geometrice si
analitice ale acestor subclase.

2.2.4 Subclasa Ex

Incheiem acest capitol cu cateva observatii asupra unei clase speciale de functii, strans legata de cele
prezentate anterior. Pentru aceasta, fie k € N gi f € ﬂ Ey. Este clar ca pentru fiecare k € N, avem ca

keN
- n—k)!
f € E. In plus, conform Corolarului [2.2.19} pentru orice k& € N. avem ca |a,| < #, unde n > k.

n!

In particular, pentru n = k obtinem |ay| < %, pentru orice k € N. S& notam prin
1

EN:{fES : ]anlg—',nZQ}. (2.2.20)

n!

Prin urmare, obtinem urmatoarea observatie

Observatia 2.2.36. Fie Ey multimea definita de (2.2.20). Atunci (,cy Ex & En, adica intersectia tuturor
subclaselor Fj, este inclusa in Ey, dar nu este egala cu Ex.
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Part 11

Contributii in teoria aplicatiilor
biolomorfe de mai multe variabile
complexe
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Capitolul 3

Aplicatii biolomorfe si operatori de
extensie in C"

In acest capitol prezentdm rezultate generale legate de aplicatiile biolomorfe de mai multe variabile complexe
in C™. incepem cu notatii, notiuni si rezultate preliminare de baza care vor fi folosite pe parcursul celei
de-a doua parti a tezei.

In prima sectiune ne referim la teoria functiilor olomorfe, respectiv aplicatiilor olomorfe in C", incluzand
teorema maximului modulului si aplicatii ale sale (de ex. lema lui Schwarz). Reamintim si definitia
multimilor de unicitate (a se vedea de exemplu [45], [83]) si doua rezultate importante legate de aceasta
notiune, si anume teorema lui Montel, respectiv teorema lui Vitali in C" (a se vedea de exemplu [83], [107],
[TT9]). In partea finald a acestei sectiuni mentiondm rezultate generale privind aplicatiile olomorfe in C"
si principalele rezultate care vor fi utilizate in acest capitol (de ex. lema Schwarz-Pick).

Sectiunea a doua contine notiuni clasice legate de generalizarea clasei Carathéodory in C™. Ne referim
aici in special la teoremele de deformare si distorsiune obtinute de Graham, Hamada si Kohr (a se vedea
[32]), Pfaltzgraff (a se vedea [109]) si Poreda (a se vedea [I15]). Unul dintre cele mai importante rezul-
tate obtinute de Graham, Hamada si Kohr in 2002 (a se vedea [32], [68]) este compactitatea familiei
Carathéodory M. Acest rezultat a avut un impact puternic asupra dezvoltarii teoriei geometrice a functiilor
in C".

Urmatoarele doua sectiuni sunt destinate studiului subclaselor de aplicatii biolomorfe pe bila unitate
Euclidiana B", respectiv pe polidiscul unitate U™ in C". Pentru n > 2, notam cu S(B") familia aplicatiilor
biolomorfe si normate pe B" (a se vedea de exemplu [45], [83]). Se stie ca familia S(B") nu este local
uniform marginita si astfel nu admite o teoreméa de deformare si distorsiune. Ca o consecinta importanta a
acestel proprietati datorate lui Cartan (a se vedea de exemplu [7], [45]) obtinem ca S(B"™) nu este compacta
pentru n > 2. Printre cele mai importante subclase ale lui S(B™) mentionam familia de aplicatii stelate,
stelate de ordin «a, convexe si spiralate pe B"™. Pentru aceste aplicatii reamintim caracterizarile analitice
si geometrice, rezultatele de deformare si distorsiune, precum si exemple sugestive ce vor fi utilizate pe
parcursul acestui capitol.

Sectiunea 3.5 contine extensii ale notiunilor prezentate in §1.6 referitoare la lanturile Loewner, ecuatia
diferentiala Loewner si reprezentarea parametrica in C". Pfaltzgraff (a se vedea de exemplu [109]) a fost
primul care a obtinut generalizari ale lanturilor Loewner si ecuatiei diferentiale Loewner pe B”. Studiul a
fost extins de Poreda in cazul polidiscului unitate in C" (a se vedea de exemplu [I15], [I16]), respectiv de
Kubicka si Poreda (a se vedea de exemplu [86]). Rezultate importante au fost obtinute de-a lungul timpului
de Duren, Graham, Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [20]), Graham, Hamada si Kohr (a se vedea
de exemplu [32]), Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [36], [37]) si altii. Una dintre
cele mai importante diferente intre C si C™ cu n > 2 este compactitatea familiei de aplicatii biolomorfe
normate. Se stie cd S(U) este o familie compactd (a se vedea Teoremall.4.4)), in timp ce clasa S(B™) nu este
compacta pentru n > 2 (a se vedea de exemplu [7], [45]). Aceasta problema a fost rezolvata de Graham,
Hamada si Kohr care au introdus clasa S°(B") de aplicatii care admit reprezentare parametrica pe B" (a
se vedea de exemplu [32]; a se vedea si [114]). Pentru n = 1, avem ci S°(B!) = S (a se vedea de exemplu
[114]). Cu toate acestea, daci n > 2, atunci S°(B") este strict inclusd in S(B"). Mai mult, Graham, Kohr
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si Kohr (a se vedea [48]) au demonstrat ca S(B") este compacti (a se vedea de exemplu [32], [45], [48]).
Acest rezultat este unul dintre rezultatele care prezinta diferenta clara intre cazul uni si multi-dimensional.
Pe de alta parte, a deschis noi modalitati de studiu al teoriei geometrice a functiilor de mai multe variabile
complexe. O alta problema importanta care a fost rezolvata de Graham, Hamada, Kohr si Kohr este
existenta in C" a aplicatiilor care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale unui lant Loewner. Folosind
familia SY(B"), acestia au reusit si demonstreze analogul teoremei lui Pommerenke (a se vedea Teorema
in C" (a se vedea [48]; a se vedea si [32]). Mai mult, notiunea de reprezentare parametrica a fost
extinsa la g-reprezentare parametrica de Graham, Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [32]). Mai
multe detalii despre clasa Sg (B™) vor fi discutate in ultima parte a tezei.

Sectiunea 3.6 este dedicata studiului combinatiilor convexe ale aplicatiilor biolomorfe pe B™. Con-
sideram aplicatii de forma hy = (1 — X)f + Ag, unde f,g € S(B™) si A € (0,1). Se stie ca, in general,
combinatia convexa a doua aplicatii biolomorfe normate nu este biolomorfa pe B"™ (a se vedea de exemplu
[45], [83]). Acest fenomen apare si in caz uni-dimensional si a fost intens studiat de mai multi autori (a
se vedea de exemplu [9], [58], [97], [100]). Ideea principala a acestei sectiuni este de a obtine aplicatii
biolomorfe h) pe B" (sau chiar aplicatii stelate) de forma unor combinatii convexe hy = (1 — \)f + Ag,
unde f,g € S(B™) si A € (0,1). Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt originale si au fost obtinute
de Grigoriciuc in [52].

Un instrument puternic in studiul aplicatiilor biolomorfe in C™ este teoria operatorilor de extensie. In
Sectiunea 3.7 prezentam operatori de extensie care pastreazd proprietatile geometrice si analitice pe bila
unitate in C™. incepem discutia noastra cu operatorul de extensie Roper-Suffridge ®,, (considerat de K.
Roper si T.J. Suffridge in [121]) si operatorul de extensie Graham-Kohr ¥,, , (definit de I. Graham si G.
Kohr in [44]; a se vedea si [43]). Vom analiza mai apoi douad generalizari ale operatorului de extensie
Roper-Suffridge introduse de Graham, Hamada, Kohr, Kohr si Suffridge (a se vedea de exemplu [42], [47])
care transforma o functie local univalenta pe U intr-o aplicatie local biolomorfa pe B™. In partea finala a
acestel sectiuni prezentam operatorul de extensie introdus de Pfaltzgraff si Suffridge (a se vedea [I11]) si o
generalizare a acestui operator (a se vedea de exemplu [10]).

Incheiem acest capitol cu un scurt studiu ce combina ideile prezentate mai sus, si anume operatorii
de extensie si combinatiile convexe ale aplicatiilor biolomorfe in C". Astfel, discutam despre combinatii
convexe ale operatorilor de extensie pe B™. In particular, consideram un nou operator de extensie obtinut
ca o combinatie convexa a doi operatori de extensie de tip Graham-Kohr (a se vedea de exemplu [43], [44]).
Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt originale.

Mentionam ca principalele referinte bibliografice folosite in acest capitol sunt [14], [24], [25], [27], [32],
[45], [46], [48], [83], [84], [88], [107], [109], [117], [128], [138].

3.1 Notiuni generale privind olomorfia in C"

Prima sectiune este dedicata studiului proprietatilor functiilor olomorfe si al aplicatiilor olomorfe in C™.
Prezentam aici principalele rezultate care pot fi generalizate de la cazul uni-dimensional la cel multi-
dimensional. Pentru detalii, se pot consulta lucrarile [§], [45], [83], [88], [119].

3.1.1 Preliminarii

Fie C" spatiul complex n-dimensional inzestrat cu produsul scalar Euclidian (z,w) = >"}'_ zxWy, si norma
Euclidiana ||z]| = 1/(z, ), unde z,w € C". Notam

B"(a,r)={z€C" : ||z—al <r}

bila deschisa de centru a € C™ si raza r > 0 in raport cu norma FEuclidiana. Pentru simplitate, folosim
notatia B} = B"(0,r) pentru bila deschisa de centru zero si raza r. In particular, notdm cu B" = B"™(0,1)
bila unitate Euclidiand (deschisa) in C". Polidiscul deschis U"(a, R) de centru a si (multi)razd R este
definit prin

U"(a,R) =U(a1,r1) X ... xU(an, ),
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3.1. NOTIUNI GENERALE PRIVIND OLOMORFIA IN C"

unde a = (ai,...,an) € C" si R = (r1,...,rp) € R, Dacd r; = r, pentru orice j = 1,n, atunci folosim
notatia U™(a,r). In particular, notiam cu U" = U™(0,1) polidiscul (deschis) unitate in C". Este clar ci
U™ este bila unitate In C" in raport cu norma supremum ||z||cc = max{|z;| : j = 1,n}, pentru orice
2= (21, .., 2n) € C".

Pe parcursul acestei teze vom lucra pe diferite domenii (in special, bile unitate in C™ in raport cu
diferite norme), dupa cum urmeaza:

e B" — bila unitate Euclidiand in C" in raport cu norma Euclidiana |[z[| = /> "_; |2;|?, pentru orice
z=(21,...,2n) € C".

Pentru cazul euclidian, notdm norma Euclidiana || - || (fara indice). De fiecare data cand folosim notatia
| - |l, ne vom referi automat la norma Euclidiana.

e U" — polidiscul unitate in C™ in raport cu norma supremum ||z||s = max{|z;| : j = I,n}, pentru
orice z = (21, ..., 2n) € C™.

, pentru orice z = (21, ..., 2p) €

T/p

e B} — bila unitate in C" in raport cu p-norma ||z||, = [Z?zl B

C"sipell,00).

In C fiecare dintre multimite B!, U si B; coincid cu U. Mentionam ca atunci cand lucram cu o norma
arbitrara, aceasta va fi notata || - [|«. Pe de alta parte, atunci cand domeniile sunt cele descrise mai sus,
folosim notatiile particulare pentru bile si norme prezentate pentru fiecare caz.

3.1.2 Functii olomorfe in C"

Prima parte a acestei sectiuni contine rezultate privitoare la functii olomorfe in C" (a se vedea de exemplu
5], (58], [107])

Definitia 3.1.1. Fie Q C C” o multime deschisa. Daca f : 2 — C este olomorfa in fiecare variabila si
continua pe 2, atunci f este olomorfa. Notam cu H(Q2,C) = {f : Q0 — C : f este olomorfa pe Q} familia
tuturor functiilor olomorfe de la €2 la C.

Reamintim ca rezultatele demonstrate de Hartogs ne spun ca ipoteza continuitatii din definitia ante-
rioara poate fi neglijata. Prin urmare, rezulta ca fiecare functie olomorfa in fiecare variabila este, de fapt,
olomorfa (a se vedea de exemplu [§], [88]).

In continuare prezentam cateva proprietati cunoscute ale functiilor olomorfe in C™. Aceste rezultate
sunt generalizari ale proprietatilor prezentate in primul capitol pentru cazul unei variabile complexe. Mai
Intai, precizam teorema aplicatiei deschise in C" (a se vedea de exemplu [83], [107], [119]).

Teorema 3.1.2 (Teorema aplicatiei deschise). Fie Q2 C C" un domeniu. Daca f : Q — C este olomorfa
st neconstanta, atunci f(2) C C este un domeniu.

O aplicatie a Teoremei este lema lui Schwarz pentru functiile olomorfe in C* (a se vedea de
exemplu [83], [107]):

Lema 3.1.3 (Lema lui Schwarz). Fie f € H(B",C) cu f(0) = 0 si |f(z)| < 1, pentru toate z € B".
Atunci |f(2)| < ||z||, pentru orice z € B™. Mai mult, dacd 3z9 € B™\ {0} astfel incdt |f(z0)|] = ||20]|, atunci

|f(azo)| = ||azo||, pentru orice a € C cu |a| < Hzloll‘

3.1.3 Aplicatii olomorfe in C"

In continuare, descriem pe scurt cazul aplicatiilor olomorfe de la C™ in C™, unde m,n € N astfel incat
m,n > 2. Dintre referintele bibliografice folosite in aceasta subsectiune, amintim [45], [83], [88], [107],
[119)].
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Definitia 3.1.4. Fie Q C C" o multime deschisa si fie f : @ — C™. Daca fi € H(2,C), pentru orice
k =1,m, atunci f = (f1, ..., fm) este olomorfa pe Q.

Notam cu H (2, C™) familia tuturor aplicatiilor olomorfe pe multimea deschisa Q C C™ cu valori in C™.
In particular, dacii m = n, atunci folosim notatia H ().

Daca © C C"™ este un domeniu astfel incat 0 € €2, atunci spunem ca f € H(Q,C™) este normat daca
f(0) =0si Df(0) = I,,, unde diferentiala Frechét

ofr of1
0z1 " Ozp
Df(z) =
Ofm Ofm
021 t Ozn

este o aplicatie liniara complexa de la C™ in C™ in punctul z € €, iar [, este operatorul identitate In
spatiul C™. Cand m = n, notam J¢(z) = det D f(2), pentru z €  determinantul matricii D f(z) in z. In
acest caz, notam cu Ho(Q2) multimea tuturor aplicatiilor olomorfe normate din Q in C".

Urmatorul rezultat reprezinta lema lui Schwarz pentru aplicatiile olomorfe din C" (a se vedea de exemplu
[83], [107]). Vom considera || - ||« o norma arbitrara pe C" si B™ C C" bila unitate.

Teorema 3.1.5 (Lema lui Schwarz). Fie f € H(B™,C") cu f(0) = 0 si ||f(2)|« < 1, pentru orice
z € B". Atunci || f(2)|l« < ||z]|«, pentru orice z € B™ si ||Df(0)|| < 1. In plus, daca 3z9 € B™ \ {0} cu
proprietatea cd || f(20)|l« = |[z0ll«, atunci || f(20)]|« = ||azol«, pentru orice a € C cu |a| < 1/||z0]|«-

Incheiem aceasti subsectiune cu un rezultat important, si anume lema Schwarz-Pick pentru aplicatii
olomorfe pe bila unitate Euclidiana B™. Acest rezultat va juca un rol cheie in partea finald a acestei teze
(a se vedea de exemplu [76], [123]).

Lema 3.1.6. Fie f € H(B") astfel incat f(B™) C B". Atunci

n+1
1— 2172
O

(3.1.1)
1— |22

el < |

Aceasta inegalitate este exacta, iar egalitatea intr-un punct z € B"™ este are loc dacd si numai daca f este
un automorfism al lui B™.

3.2 Familia Carathéodory in C”

In Sectiunea 3.2 ne concentram atentia asupra notiunii de subordonare in C" si studiem generalizarea
clasei Carathéodory in C" (a se vedea de exemplu [32] , [45], [109]). Pentru aceasta, fie B" bila unitate
Euclidiana in C™.

Definitia 3.2.1. Fie f,g,¢ € H(B"). Atunci
1. ¢ este o aplicatie Schwarz daca ||¢(z)|| < ||z||, pentru orice z € B";

2. f < g daca exista o aplicatie Schwarz ¢ astfel incat f(z) = g(¢(z)), pentru orice z € B™ (stim deja
ca f < g inseamna ca f este subordonata lui g)

Familia de aplicatii olomorfe normate pe B™ care extinde clasa Carathéodory in C" (a se vedea de
exemplu [109], [127], [128]; a se vedea si [45], [83]) este data de

M(B") = {h € Ho(B") : Me(h(z),2) >0, zeB"\ {0}}.

Cand C" este inzestrat cu norma Euclidiana, atunci notam M (B") simplu cu M. Clasa M joaca un rol
important in teoria lanturilor Loewner in C”, precum si In caracterizarea diferitelor subclase de aplicatii
biolomorfe in C" (a se vedea de exemplu [45], [83], [109]).
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3.3. REZULTATE GENERALE PRIVIND APLICATIILE BIOLOMORFE IiN C"

In cazul uni-dimensional, nu este greu de observat ca h € M daca si numai daca p € P, unde h(¢) =
¢p(¢), pentru orice ¢ € U.

In continuare, prezentam cateva dintre proprietatile clasei M in cazul normei Euclidiene in C". Ream-
intim ca aceste proprietati sunt valabile si pentru o norma arbitrara. Mai intai, mentionam un rezultat de

deformare obtinut de Pfaltzgraff in [109] (a se vedea si [57]).
Teorema 3.2.2. Daca h € M(B"), atunci

o1+ 2]
Il

2 < Relh <
”4’1+uzn—- e(h(2),z) < |z

z € B (3.2.1)
Aceste inegalitati sunt exacte.
Similar cu rezultatul anterior, Graham, Hamada si Kohr au obtinut (a se vedea [32]):

Teorema 3.2.3. Daca h € M(B"), atunci

1-— 4
W”<”M@Hg4—JﬁLf z €B". (3.2.2)

Izl < ,
1+ [|]] (1= 1=)?

Pe baza rezultatelor prezentate mai sus, Graham, Hamada si Kohr au obtinut compactitatea clasei M
(a se vedea [32], [68]).

Corolarul 3.2.4. Familia M(B") este compacta.

Este important de mentionat ca rezultatele prezentate mai sus pot fi extinse la o normé arbitrara in
C™. Pentru mai multe detalii, se pot consulta lucrarile [45], [57], [127], [12§].

3.3 Rezultate generale privind aplicatiile biolomorfe in C"

In ultima subsectiune prezentam rezultate generale privitoare la aplicatiile biolomorfe in C". De asemenea,
prezentam notiunea de univalenta in cazul mai multor variabile complexe (a se vedea de exemplu [45], [83],
88], [107]).

Definitia 3.3.1. Fie 0 C C™ un domeniu. Atunci f: Q — C”" este
a) univalentd pe Q daca f € H(Q) si f este injectiva pe Q;
b) biolomorfd pe Q dacd f € H(Q) si If~L € H(A), unde A = f(Q).

Daci f € H(Q) este biolomorfs, atunci domeniile  si A sunt biolomorf echivalente. In plus, dacs domeniile
coincid, atunci f este un automorfism al lui 2.

Similar cu cazul unei variabile complexe, notiunile de biolomorfie si univalentd sunt echivalente (a se
vedea de exemplu [107], [I19]). Totusi, in caz infinit dimensional aceasta echivalentd nu mai este adevarata
(a se vedea [128§]).

Teorema 3.3.2. Fie Q2 C C" un domeniu. Atunci f : Q — C™ este o aplicatie univalentd pe Q) dacd si
numai daca f este biolomorfd de la Q@ in f(Q).

Unul dintre rezultatele importante in C" este teorema lui Poincaré (a se vedea de exemplu [112]), care
arata ca B"™ si U™ nu sunt biolomorf echivalente. Prin urmare, teorema lui Riemann nu este adevarata in
caz multi-dimensional (a se vedea de exemplu [107], [119]).

Teorema 3.3.3 (Poincaré). Dacd n > 2, atunci bila unitate Euclidiana B™ si polidiscul unitate U nu
sunt biolomorf echivalente.
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3.4 Familii de aplicatii biolomorfe pe bila unitate B"

In Sectiunea 3.4 prezentam proprietatile generale ale unor familii de aplicatii biolomorfe pe bila unitate
Fuclidiana B". Reamintim aici clasele aplicatiilor stelate, stelate de ordin «, aproape stelate de ordin
«, convexe gi spiralate pe B™ impreuna cu cele mai importante rezultate din fiecare caz. Includem aici
caracterizarile analitice ale acestor clase, teoreme de deformare si exemple sugestive. Cele mai importante
referinte bibliografice utilizate in aceasta sectiune sunt [24], [45], [83], [128].

3.4.1 Aplicatii biolomorfe normate

Fie L(C™,C"™) multimea operatorilor liniari din C” in C" cu norma

1Al = sup {JA(2)I| : [lz]] =1}

Reamintim ca daca Q@ C C" este un domeniu astfel incat 0 € Q si f € H(QQ), atunci f este normata daca
f(0) =0si Df(0) = I, unde I,, este operatorul identitate in L(C™,C") si D f(z) este diferentiala Fréchet
alui fin 2.

In aceastd tezi notam cu S(B") multimea aplicatiilor biolomorfe normate pe B" in C" si cu LS, (B")
multimea aplicatiilor local biolomorfe normate pe B" in C". In particular, daci n = 1, atunci S (BYY =8
este familia de functii univalente normate pe U, respectiv £S1(B!) = LS este familia de functii local
univalente pe U (pentru detalii, se pot consulta [24], [45], [83], [128]).

3.4.2 Aplicatii stelate

In aceasti subsectiune prezentam notiunea de stelaritate in C™ Impreuna cu cateva rezultate legate de
familia aplicatiilor stelate pe B™. Pentru simplitate, consideram cazul euclidian, dar toate rezultatele
prezentate aici sunt valabile in C™ in raport cu o norméa arbitrara (a se vedea de exemplu [24], [45], [83]).

Reamintim ca un domeniu 2 C C” este stelat (in raport cu 0) daca segmentul inchis [0, z] C €2, pentru
orice z € Q (a se vedea de exemplu [83]). In continuare, reamintim si definitia unei aplicatii stelate pe B"
(a se vedea de exemplu [24], [45]).

Definitia 3.4.1. Fie f € H(B"). Spunem ca f este stelatd pe B™ (in raport cu originea) daca f(0) =0, f
este biolomorfa pe B" si f(B") este un domeniu stelat (in raport cu originea).

Notam cu S*(B™) clasa aplicatiilor stelate (in raport cu originea) normate pe bila unitate Euclidiana
B". In mod clar, daci n = 1, atunci S*(B') = S*.

Primul rezultat prezentat in aceasta sectiune este caracterizarea analitica a stelaritatii pe B™ obtinuta
de Matsuno (a se vedea de exemplu [99]). Alti autori au obtinut extensii ale acestui rezultat pentru bila
unitate In spatii Banach complexe (Gurganus [57] si Suffridge [127]) si pentru polidisc in C™ (Suffridge
[126]).

Teorema 3.4.2. Fie f € LS(B") astfel incat f(0) = 0. Atunci f € S*(B™) daca si numai daca
Re([Df(2)] ' f(2),2) >0, 2B\ {0}. (3.4.1)

Nu este greu de observat ca pentru n = 1, rezultatul anterior se reduce la caracterizarea analitica a
stelaritatii pe U (a se vedea Teorema [1.4.7)).

3.4.3 Abplicatii stelate de ordin «

Continuam aceasta sectiune cu prezentarea clasei de aplicatii stelate de ordin « pe B", unde o € [0,1).
Aceasta notiune a fost consideratd pentru prima datda de Kohr (a se vedea [81]; a se vedea si [75]) si Curt
(a se vedea [13]).
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Definitia 3.4.3. Fie a € [0,1). Spunem ca f € LS(B") este stelatd de ordin o daca

21>

(DRI (2),2)

Daca n = 1, atunci definitia anterioara se reduce la stelaritatea de ordin o pe U.

Re >a, zeB"\{0}. (3.4.2)

Notam cu S¥(B") familia tuturor aplicatiilor stelate de ordin « pe B". Prin urmare, Sg(B") = S*(B")
si Sk (B™) C S*(B™), pentru orice o € [0, 1).
3.4.4 Abplicatii aproape stelate de ordin «

O alta notiune importanta considerata in aceasta sectiune este aproape stelaritatea de ordin o pe B". Acest
concept a fost denifint de Feng in cazul spatiilor Banach complexe (a se vedea [22]).

Definitia 3.4.4. Fie a € [0,1). Atunci f € LS(B") este aproape stelata de ordin o daca
1 — n
W%N[Df(z)] 'f(2),2) > a, zeB"\{0}.

Notam AS?,(B™) familia aplicatiilor aproape stelate de ordin o pe B"™.

Observati ca pentru n = 1 definitia anterioars se reduce la Definitia [1.4.10]si AS* (B!) = AS?.

3.4.5 Aplicatii convexe

In aceastd subsectiune ne vom referi la familia de aplicatii convexe pe polidisc, respectiv pe bila unitate
Euclidiana in C". Avand in vedere ca U™ si B™ nu sunt biolomorf echivalente pentru n > 2, este necesara
studierea separata a celor doua cazuri de convexitate. Includem aici caracterizarile analitice si teoremele
de deformare pentru aplicatiile convexe normate pe cele doud domenii in C™. Sursele bibliografice utilizate
in aceasta parte sunt [24], [45], [83], [12§].

Reamintim ca un domeniu 2 C C" este convex daca segmentul inchis [z1, z2] C 2, pentru orice z1, 2o €
(a se vedea de exemplu citeazaGong98, [83]). In continuare, reamintim definitia unei aplicatii convexe pe
bila unitate B™ in C" in raport cu o norma arbitrara (a se vedea de exemplu [83]).

Definitia 3.4.5. Fie f € H(B"). Atunci f este convexa pe B™ daca f este biolomorfa pe B™ si f(B™) este
un domeniu convex.

Notam cu K (B™) clasa aplicatiilor convexe normate pe B". Evident, daci n = 1, atunci K(B!) = K.

Convexitatea pe polidiscul unitate U"

In cazul polidiscului uniate U” in C" avem urméitoarea caracterizare analitici a convexitatii demonstrata
de Suffridge (a se vedea [126]).

Teorema 3.4.6. Fie f € LS(U"). Atunci f € K(U") daca st numai daca 3o, € K, pentru orice k = 1,n
astfel incat f(z) = (©1(21), ..., enl2zn)), pentru orice z = (21, ..., 2,) € U™,

Convexitatea pe bila unitate Euclidiana B"

In cazul bilei unitate Euclidiene B", Kikuchi a obtinut urmatoarea caracterizare analitica a convexitatii (a
se vedea [80]). Gong, Wang si Yu au obtinut o caracterizare echivalenta pe B™ in [2§].

Teorema 3.4.7. Fie f € LS(B"). Atunci f este convexa dacd si numai dacd
1 —NRe([Df(2)] 'D?f(2)(w,w), 2) > 0, (3.4.3)
pentru orice z € B" siw € C" cu ||w|| =1 si Re(z, w) = 0.
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Evident, daca n = 1, atunci rezultatul anterior se reduce la caracterizarea analitica a convexitatii pe U
(a se vedea Teorema [1.4.13).

Incheiem aceasti subsectiune cu un rezultat care extinde Teoremei lui Marx-Strohhécker (a se vedea
[45], [102]). In C™ aceastd generalizare a fost obtinuti de Kohr [81] si Curt [13].

Teorema 3.4.8. Daca f € K(B"), atunci f € SI‘/Z(B"), iar acest rezultat este exact.

Observatia 3.4.9. O observatie importanta cu privire cazul multi-dimensional este ca generalizarea teo-
remei de dualitate a lui Alexander (a se vedea Teorema [1.4.16) nu are loc pe B", pentru orice n > 2 (a se
vedea [45], [83]). Pentru detalii si exemple, se pot consulta [81], [83], [12§].

3.4.6 Aplicatii spiralate

Ultima parte a acestei sectiuni exploreaza conceptul de spiralitate pe B™ in C". Spiralitatea relativa la un
operator liniar normal pentru care valorile proprii au partea reald pozitiva a fost introdusa de Gurganus (a
se vedea [57]). In cazul spatiilor Banach complexe, aceasts notiune a fost extinsi de Suffridge (a se vedea
[128]). Pentru mai multe detalii, se pot consulta si [37], [67], [94].

Definitia 3.4.10. Fie A € L(C",C") astfel incat m(A) > 0, unde m(A) = min {Re(A(2),z) : |z]| = 1}.
Atunci f € S(B") este spiralatd in raport cu A daca e A f(B") C f(B"), pentru orice t > 0, unde

—tA - (_1)ktkAk
ety E e,
k=0
Fie A € L(C",C") astfel incat m(A) > 0. Caracterizarea analitica data de Suffridge (a se vedea [12§];
a se vedea si [57]) pentru spiralitatea relativa la (in raport cu) A spune ca:

Teorema 3.4.11. Fie f € LS(B"). Atunci f apartine clasei aplicatiilor spiralate (in raport cu A) dacd si
numai dacd

Re([Df(2)] TAf(2),2) >0, zeB"\{0}. (3.4.4)

In particular, daci A = e ®J,, unde § € R cu || < 75, atunci obtinem clasa S’(;(IB%”) de aplicatii

spiralalte de tip 0. Aceasta clasa a fost introdusa de Hamada si Kohr in [67].

3.5 Teoria lanturilor Loewner in C"

Sectiunea a cincea a acestui capitol contine generalizari ale notiunilor prezentate in §1.6. Pfaltzgraff (a
se vedea de exemplu [109]) a fost primul care a obtinut generalizari ale lanturilor Loewner si ale ecuatiei
diferentiale Loewner pe bila unitate Euclidiana. Studiul a fost extins de Poreda in cazul polidiscului unitate
in C" (a se vedea de exemplu [I15], [116]), respectiv de Kubicka si Poreda (a se vedea de exemplu [80]).
Rezultate importante au fost obtinute de-a lungul timpului de Duren, Graham, Hamada si Kohr (a se
vedea de exemplu [20]), Graham, Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [32]), Graham, Hamada, Kohr
si Kohr (a se vedea de exemplu [36], [37], [47]).

Probabil cea mai importanta distinctie intre cazul uni-dimensional si cel multi-dimensional o reprezinta
compactitatea familiei de aplicatii univalente normate. Este cunoscut faptul ca S(U) este o multime
compactd (a se vedea Teorema [1.4.4), in timp ce multimea S(B™) nu este compactd pentru n > 2 (a se
vedea de exemplu [45]). Aceasta problema a fost rezolvata de Graham, Hamada si Kohr care au introdus
clasa S°(B") a aplicatiilor care admit reprezentarea parametrica pe B" (a se vedea de exemplu [32]; a
se vedea si [114]). Pentru n = 1, avem ca S°(B!) = S (a se vedea, de exemplu, [114]). Totusi, dacs
n > 2, atunci S°(B") este strict inclusd in S(B"). Mai mult, Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [48]) au
demonstrat ca SO(B") este o familie compacti (a se vedea de exemplu [32], [45], [45]).

O altd problema importantd care a fost rezolvata de Graham, Hamada, Kohr si Kohr este existenta
in C™ a aplicatiilor care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale unui lant Loewner. Folosind familia
SY(B") ei reusesc si demonstreze analogul teoremei lui Pommerenke (a se vedea Teorema in caz
multi-dimensional (a se vedea [48]; a se vedea si [32]). Alte rezultate importante pot fi gasite in [14], [16],
[17], [32], [45], [48].
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3.5.1 Rezultate generale privind lanturile Loewner in C"

Prima sectiune contine notiuni si rezultate preliminare legate de teoria lanturilor Loewner pe B" (a se
vedea de exemplu [14], [45], [48], [109] , [117]).

Definitia 3.5.1. Fie f = f(z,t) : B" x [0,00) — C™ o aplicatie.

e Daca f(-,t) este biolomorfa pe B", f(0,¢) = 0, pentru orice ¢ > 0 si f(-,s) < f(-,t), pentru orice
0 < s <t<oo,atunci f(z,t) este un lant de subordonare univalent pe B".

e Dacid f(z,t) satisface si proprietatea Df(0,t) = eI, pentru orice ¢t > 0, atunci f(z,t) se numeste
lant Loewner (lant de subordonare univalent normat) pe B™.

Observatia 3.5.2. Daca f(z,t) este un lant Loewner, atunci existd o unica aplicatie Schwarz biolomorfa
v =wv(z,s,t) astfel incat

f(z,s) :f(v(z,s,t),t), z€B", 0<s<t<oo. (3.5.1)
Aplicatia v(z, s, t) se numeste aplicatia de tranzitie a lui f(z,t) (a se vedea de exemplu [45], [I09]).

Pe baza norma rii lui f(z,t), deducem cu usurinta ca Dv(0, s,t) = e5~'I,,, pentru orice 0 < s < t < co.
Din (3.5.1)), rezulta ca v = v(z, s, t) satisface si proprietatea semigrupului

v(z,s,T) = U(v(z,s,t),t,T)7 zeB", 0<s<t<T < oo (3.5.2)

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [48]), respectiv Curt si Kohr (a se
vedea [15]) si prezinta legatura dintre lanturile Loewner si aplicatiile de tranzitie (a se vedea si [45]).

Teorema 3.5.3. Fie f(z,t) un lant Loewner si v(z,s,t) aplicatia sa de tranzitie. Fie (t;)xen C R astfel
tncat limg_ ooty = 00 st limita
lim e " f(z,tx) = F(z) € H(B")

k—o0

este local uniform pe B"™. Atunci im0 e'v(2,5,t) = f(2, s) local uniform pe B™, pentru orice s € [0, 00).

Al doilea rezultat important din aceastii sectiune a fost obtinut de Pfaltzgraff (a se vedea [109]). In
cazul spatiilor Banach complexe rezultatul a fost studiat de Poreda (a se vedea [117]). Teoria lanturilor
Loewner a fost studiata gi in cadrul abstract al varietatilor hiperbolice complexe de Arosio, Bracci, Hamada
si Kohr (a se vedea [3]). Alte contributii importante pot fi gasite in [2], [5].

Teorema 3.5.4. Fie h : B" x [0,00) — C" astfel incdt h(-,t) apartine clasei M, pentru orice t > 0 si
h(z,-) apartine familiei de functii masurabile pe [0,00), pentru orice z € B". Fie

ov

— = — .€. >

5 h(v,t), a.e. t>s (3.5.3)
v(s) =z

o problemad cu valori initiale. Atunci Vs € [0,00) si z € B™, problema este rezolvabila in mod unic
si solutia sa v(t) = v(z,s,t) = €5tz + ... este local absolut continud. Mai mult, v(-,s,t,) apartine familiei
de aplicatii Schwarz univalente pe B™ pentru s < t € [0,00) fizat. Pentru s > 0 fizat si z € B avem ca
v(z, s,-) apartine familiei de functii Lipschitz local uniform in raport cu z .

Observatia 3.5.5. Reamintim ca aplicatia h = h(z,t) prezentata in rezultatul anterior este cunoscuta sub
numele de camp vectorial Herglotz (a se vedea de exemplu [45]). Ecuatia diferentiala (3.5.3) se numeste
ecuatia diferentiald Loewner (clasicd) asociata lui h.

Rezultatul urmator indica faptul ca, daca aplicatia de tranzitie este solutia problemei (3.5.3)), atunci ea
genereaza un lant Loewner. Acest rezultat se datoreaza lui Poreda (a se vedea [117]), Hamada si Kohr (a
se vedea [68]).
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Teorema 3.5.6. Fie h(z,t) un camp vectorial Herglotz siv(z, s,t) solutia problemei Cauchy . Atunci

Vs >0, 3lim e'v(z,s,t) = f(z,5)

t—o0
local uniform pe B". In plus, f(-,s) apartine familiei de aplicatii biolomorfe pe B" si
f(z,s) = f(v(z,s,t),t), zeB",0<s<t<o0.

In consecinta, f(z,t) este un lant Loewner cu proprietatea ca familia {6 tr, este normala pe B"

D0
st f(z,-) apartine familiei de functii local Lipschitz pe [0,00) local uniform in raport cu z € B™. In acest
context, f(z,t) satisface ecuatia

of n

E(z,t) = Df(z,t)h(z,t), ae. t>0,z€B" (3.5.4)

Ecuatia diferentiala (3.5.4]) se numeste ecuatia diferentiala Loewner (generalizatd) asociata lui h (a se
vedea de exemplu [45]).

Principalul rezultat in teoria lanturilor Loewner in C" este prezentat In urmétoarea teorema. Acest
rezultat a fost obtinut de Pfaltzgraff (a se vedea [109]) si a fost generalizat de Poreda (a se vedea [117])
in cazul spatiilor Banahc complexe. Contributii notabile au fost realizate de Hamada si Kohr (a se vedea
68]).

Teorema 3.5.7. Fie h(z,t) un camp vectorial Herglotz si fie f = f(z,t) : B" x [0,00) — C™ o aplicatie
ce satisface proprietdtile: f(-,t) € H(B"), f(0,t) = 0, Df(0,t) = €'I,,, pentru orice t > 0 si f(z,-)
apartine clasei de functii local absolut continute pe [0,00) local uniform in raport cu z € B". De asemenea,
presupunem ca relatia (3.5.4) este adevarata. Daca (ty)ren € RY creste astfel incat klg)go ty = 00 i

limg o0 €% f(2,t) = F(2) local uniform pe B", atunci f(z,t) este un lant Loewner si pentru orice s > 0,
existd limita limy_,o €'v(z, s,t) = f(z,5) local uniform pe B"™, unde v(z,s,t) este solutia problemei
pentru orice z € B".

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada si Kohr (a se vedea [32]). A se vedea si rezultatele
obtinute de Curt si Kohr in [15].

Teorema 3.5.8. Fie f = f(z,t) : B" x [0,00) — C™ un lant Loewner. Atunci 3h = h(z,t) : B" x [0,00) —
C™ cu proprietatile: h(-,t) € M, pentru oricet > 0, h(z,-) apartine familiei de functii masurabile pe [0, 00),
pentru z € B" si

of

ot
Mai mult, daca I(ty)reny € RE cu klim t), = oo dar limita limyg_,oo €7 f(2,t) = F(2) este local uniformd
—00

= Df(z,t)h(z,t), ae. t>0,z€B"

pe B", atunci pentru fiecare s > 0, existd limita limy_,o e'v(2,s,t) = f(z,5) local uniform pe B", unde
v(z, s,t) este solutia problemei pentru orice z € B”.

Incheiem aceasti sectiune cu teorema de deformare pentru lanturile Loewner cu proprietatea ca familia
{e7tf(-. 1)} 1> este normald pe B (a se vedea de exemplu [32]). Reamintim ca in C" exista lanturi Loewner
care nu indeplinesc aceastd proprietate (a se vedea [32], [45]).

Teorema 3.5.9. Fie f(z,t) un lant Loewner astfel incat familia {e*tf( t este normald pe B"™. Atunci

2]
(14 [|z[1)

)}tZO

&l

—ome < e (=, )nga

pentru toate z € B" sit > 0.
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3.5.2 Lanturi Loewner si aplicatii biolomorfe in C"

In aceast’ subsectiune includem caracterizari ale subclaselor lui S(B™) prin lanturi Loewner. Pe baza
acestor rezultate, se pot construi cu usurinta exemple de lanturi Loewner in C" (a se vedea de exemplu
7)) A

Primul rezultat prezinta caracterizarea aplicatiilor din clasa S5(B") si a fost obtinut de Hamada si Kohr
(a se vedea [67]). In particular, pentru § = 0, obtinem caracterizarea stelarititii pe B" demonstrati de
Pfaltzgraff si Suffridge (a se vedea [110]).

Teorema 3.5.10. Fie f € LS(B"), § € R astfel incat |0| < § si a = tand. Atunci [ € Ss(B") dacd si
numai dacd f(z,t) = eI f(ei2) este un lant Loewner, pentru orice z € B™ sit > 0. Pentru § = 0
obtinem caracterizarea stelaritatii pe B™.

3.5.3 Reprezentare parametrica pe B"

A treia parte a acestei sectiuni este dedicata studiului aplicatiilor care admit reprezentarea parametrica pe
B™ in C". Prezentam aici cateva notiuni generale, teoreme de deformare si distorsiune, precum si legatura
cu lanturile Loewner.

Mai intai, aplicatiile univalente care admit reprezentarea parametrica au fost studiate de Poreda pe
U™ (a se vedea [115], [116]) si de catre Kohr pe B™ in C" (a se vedea [82]). Graham, Hamada si Kohr au
generalizat aceste rezultate in cazul unei norme arbitrare (a se vedea [32]; a se vedea si [4§]).

Definitia 3.5.11. Fie f € Ho(B™). Atunci f are reprezentare parametrica daca 3h : B™ x [0,00) — C"
un camp vectorial Herglotz astfel incat lim;,o €'v(z,t) = f(¢) local uniform pe B", unde v(z,-) este
unica solutie a problemei pe [0,00) pentru s = 0. Notam cu S°(B") clasa aplicatiilor care admit
reprezentarea parametrica pe B".

Analogul teoremei lui Pommerenke (a se vedea Teorema |1.6.3)) in C" a fost demonstrat de Graham,
Kohr si Kohr (a se vedea [48]; a se vedea si [32]).

Teorema 3.5.12. Fie f € Ho(B"). Atunci f € S°(B") dacd si numai dacd 3f = f(z,t) : B" x[0,00) — C"
un lant Loewner care satisface proprietatea ca {e*tf(z,t)}po este o familie normala pe B™ si f = f(-,0).

Reamintim ci pentru n = 1, avem ci S°(B!) = S (a se vedea de exemplu [I14]). Totusi, dacd n > 2,
atunci S°(B") este strict inclusd in S(B"). Aceastd incluziune si proprietatea ci multe submultimi ale lui
S(B") sunt si submultimi ale lui S°(B") au fost demonstrate de Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se
vedea [32], [48], [I15], [L16]).

In continuare, prezentam teorema de deformare pentru aplicatiile cu reprezentare parametrica pe B™.
Acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada si Kohr pentru bila unitate C" in raport cu o norma
arbitrara (a se vedea [32]).

Teorema 3.5.13. Dacd f € S°(B"), atunci

s <1l < s

n

Aceste inegalitati sunt exacte. In consecintd, obtinem ca f(B") D IB31/4.

Pe baza rezultatului anterior obtinem compactitatea clasei S°(B"). Acest rezultat a fost demonstrat
de Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [48]) si este in contrast cu clasa S(B") care nu este compacta (a se
vedea de exemplu [32], [45], [48]).

Corolarul 3.5.14. Familia S°(B") C H(B") este compactd.
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3.5.4 g-reprezentare parametrica pe B"

Strans legata de notiunea de reprezentare parametrica este notiunea de g-reprezentare parametrica (a se
vedea de exemplu [32]). Mai intai, consideram urmaétoarea ipoteza ce va fi utilizata in aceasta teza.

Ipoteza 3.5.15. Fie g € H,(U) astfel incat g(0) = 1, g(¢) = g(¢) si Meg(¢) > 0, pentru orice ¢ € U. In
plus, presupunem ca pentru p € (0, 1)

min Reg(() = min {9(p),9(=p)} si max Reg(() = max {9(p), 9(—p)}.

Avand in vedere ipoteza anterioara, reamintim ca familia M (B") este generalizarea familiei Carathéodory
in C" (a se vedea [32]), fiind definita in cele ce urmeaza.

Definitia 3.5.16. Fie g : U — C astfel incat Ipoteza [3.5.15] este indeplinita. Atunci
M, (B") = {h, € Ho(B") : <h(z), ’:"2> cg(U), ze€ IB%”},

unde (h(z), WHZ:O = 1. Cand spatiul C" este inzestrat cu norma Euclidiana, notam Mgy(B") cu M,.
Aceasta clasa a fost introdusa si studiata de Graham, Hamada si Kohr (a se vedea [32]).

1-¢

Reamintim ca M, # (), deoarece idgn € My si My C M. In particular, daci g9(¢) = vl

¢ €U, atunci My, = M.
In continuare, reamintim definitia aplicatiilor care au g-reprezentare parametrica datd de Graham,
Hamada si Kohr in [32] (a se vedea si [82]).

Definitia 3.5.17. Fie g : U — C o functie ce indeplineste Ipoteza |3.5.15] Atunci f € Ho(B") are g-
reprezentare parametricd daca 3h : B" x [0, 00) — C™ un camp vectorial Herglotz care satisface proprietatile:
h(-,t) € My, pentru orice t > 0 si

pentru orice

lim efv(z,t) = f(t)

t—o0
local uniform pe B", unde v(z, ) este unica solutie a problemei (3.5.3)) pe [0,00) pentru s = 0. Notam cu
Sg (B™) familia de aplicatii care au g-reprezentare parametrica pe B".

Observatia 3.5.18. Graham, Hamada si Kohr (a se vedea [32]) au demonstrat ca

SY(B") C S°(B") ¢ S(B") (3.5.5)
iar egalitatea este valabila in prima incluziune daca g(¢) = %2, pentru orice ¢ € U.

Definitia 3.5.19. Fie f: B" x [0,00) — C" o aplicatie. Atunci f(z,t) este un g-lant Loewner daca f(z,t)
este un lant Loewner astfel incat {e™"f(-,t)}, ., este o familie normala pe B" si aplicatia h(z,t) din ecuatia
(3.5.4)) are proprietatea ci h(-,t) € M, pentru aproape fiecare ¢t > 0.

Caracterizarea clasei SS (B™) prin lanturi Loewner a fost datd de Graham, Hamada si Kohr in [32].

Propozitia 3.5.20. O aplicatie f € Ho(B™) apartine clasei SS(IB%") dacd si numai daca 3f(z,t) un g-lang
Loewner cu proprietatea ca f = f(-,0).

3.6 Noi rezultate asupra combinatiilor convexe de aplicatii biolomorfe
pe B"

In aceast# sectiune studiem combinatii convexe de forma (1 — ) f 4+ Ag, unde f,g € S(B") si A € [0,1]. Se
stie ca, In general, combinatia convexa a doua aplicatii biolomorfe normate nu este biolomorfa pe B" (a se
vedea de exemplu [45], [83]). Fenomenul acesta are loc si in cazul uni-dimensional si a fost studiat de mai
multi autori (a se vedea de exemplu [9], [58], [97], [100]).

Ideea principala a acestei sectiuni este de a obtine aplicatii biolomorfe pe B™ (sau chiar aplicatii stelate)
de forma unor combinatii convexe (1 — \)f + Ag, unde f,g € S(B") si A € [0,1]. Rezultatele prezentate
in aceasta sectiune au fost obtinute de Grigoriciuc (a se vedea [52]) si reprezinta extensii partiale ale
rezultatelor obtinute de Chichra si Singh in [9].
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3.6.1 Preliminarii

Prima parte a acestei sectiuni contine exemple de combinatii convexe de functii univalente in C. Aceste
exemple clasice ne arata ca, in general, combinatia liniarda a douad functii univalente normate nu este
univalentd pe U in C (a se vedea de exemplu [19], [85] , [97], [102]).

¢

Exemplul 3.6.1. Fie f,g: U — C definite prin f(¢) = a—oe

si g(¢) = (1f<)2, pentru orice ¢ € U.

Atunci f,g € S, dar h = f—;rg ¢ 8S.

In Exemplul functiile f si g sunt univalente normate, dar mai mult, sunt chiar stelate pe U.
Totusi, functia h nu este stelata pe B (de fapt, h nu este nici macar univalenta pe U). Pe de alta parte,
MacGregor (a se vedea [97]) a demonstrat ca, in general, combinatia liniara a doua functii convexe nu este
univalenta pe discul unitate.

In continuare, putem extinde Exemplul la cazul mai multor variabile complexe. Pentru n = 2,
obtinem urmatorul exemplu (a se vedea [45], [83]):

Exemplul 3.6.2. Fie F,G : B> — C? definite prin

<1 <2

F(z) = ((1 )2 (1— 22)2) and - G(z) = ((1 5121)2’ 1 :222)2>’

pentru orice z = (21, 20) € B2 Atunci H = 1(F + G) ¢ S*(B?). De fapt, H ¢ S(B?).

Desi combinatiile liniare de functii univalente nu sunt intotdeauna univalente (pentru mai multe detalii
despre aceste rezultate, se pot consulta [58], [97]), exista subclase ale clasei S care indeplinesc aceasta
conditie (a se vedea de exemplu [9], [I00] pentru cazul n = 1). Scopul nostru este de a extinde in cazul
mai multor variabile complexe un rezultat obtinut de P.N. Chichra si R. Singh (a se vedea [9] pentru cazul
n=1). In cele ce urmeaza, prezentam rezultatul lor pentru cazul n = 1:

Teorema 3.6.3. Fie A\ € (0,1). Daca f € S* si Ref'({) > 0, pentru orice ¢ € U, atunci

ha(¢) = (1 = A)C+Af(C) (3.6.1)

este stelata pe U si Reh/(¢) > 0, pentru orice ¢ € U.

3.6.2 Univalenta combinatiilor convexe in C"

Avand in vedere rezultatele prezentate in sectiunea anterioara, putem obtine criterii de univalenta a unei
combinatii convexe de aplicatii olomorfe normate pe bila unitate Euclidiana B”. In esenta, putem obtine
o conditie pentru ca o combinatie convexa sa fie o aplicatie care admite reprezentare parametrica pe B".
Rezultatele originale prezentate in aceasta parte au fost obtinute de Grigoriciuc in [52].

Lema 3.6.4. Fie f € Ho(B"™) astfel incat Re(D f(z)(u),u) > 0, pentru orice z € B" siu € C" cu ||ul]| = 1.
Fie, de asemenea, hy : B — C™ definita prin

ha(z) = (1= Nz + Af(z), (3.6.2)
pentru orice z € B™ si A € [0,1]. Atunci hy € S(B").

Lema 3.6.5. Fie f € Ho(B") astfel incat |[Df(z) — I,,|| < 1, pentru orice z € B™ si fie hy dat de
pentru A € [0,1]. Atunci hy € S°(B"). In particular, hy este univalentd pe B".
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3.6.3 Stelaritatea combinatiilor convexe pe B"

In aceasta subsectiune discutam despre stelaritatea unei combinatii convexe de aplicatii biolomorfe pe B™.
Prezentam, de asemenea, cateva exemple care ilustreaza modul in care aceasta proprietate apare in mai
multe cazuri particulare.

Propozitia 3.6.6. Fie A € [0,1] si f; € S* astfel incat Ref[(¢() > 0, pentru j = 1,n si ( € U. De

asemenea, fie f(z) = (f1(21), ..., fa(2n)), pentru z € B™. Atunci hy € S*(B™), unde hy este dat de .
Mai mult, Re(Dhy(z)(u),u) > 0, pentru z € B" siu e C" cu |lu]| = 1.

Este clar ca aplicatia consideratd in rezultatul anterior are o forma particulara (are pe fiecare compo-
nenta o functie stelata de o variabila complexa). Cu toate acestea, putem obtine rezultate similare pentru
aplicatii stelate pe B" de forme arbitrare, ca in exemplele urmatoare (a se vedea [47], [128§]).

Exemplul 3.6.7. Fie f : B2 — C? definit prin f(z) = (zl + az%,zg), pentru orice z = (21, 22) € B? cu
la| < % Stim (a se vedea, de exemplu, [24], [45], [83]) c& f € S*(B?). In plus,

ha(z) =1 —=N)z+Af(z)=(1— )\)(zl,ZQ) + )\(21 + (IZ%,ZQ)
=(1=XNz1+ Az + az3, (1 — M)z + Azp)

= (z1 + )\azg, 22),

pentru orice z € B2. Deoarece A € [0,1] si |a| < %, rezultd ca |Aa| < ?’Qﬁ si atunci hy € S*(B?).

Pe baza ideilor prezentate mai sus, putem demonstra o a doua versiune a teoremei lui Chichra-Singh
(a se vedea Teorema [3.6.3) in C", pentru n > 2. Reamintim ca acest rezultat a fost obtinut de Grigoriciuc
in [52].

Teorema 3.6.8. Fie A € (0,1), p=X/(1—\) si fie f € LS, (B™) astfel incat
|Df(z) = Ln|| < A7 (3.6.3)
$1 .
Re((In +uDf(2)) (2 +pf(2)),z) >0, =zeB"\{0}. (3.6.4)
Atunci hy € S*(B"), pentru orice X € (0,1), unde hy este datd de (3.6.9).

Inspirat de rezultatul anterior, putem defini subclasa £} (B") de aplicatii local biolomorfe normate pe
B" care indeplinesc conditiile din Teorema [3.6.8}

Definitia 3.6.9. Fie A € (0,1) si g = A\/(1 — X). Spunem ca f € L3(B") daca f € LS,(B") astfel incat
(3.6.3) si (3.6.4) sunt satisfacute. Observam ca L} (B") # 0, deoarece I,, € L5 (B").

In continuare oferim un exemplu de aplicatie f € L (a se vedea si [24], [45], [83], [128]).

Exemplul 3.6.10. Fie f : B> — C? definit prin f(z) = (21 + az3,22), pentru orice z € B? cu [a| < :.
Atunci f € £3(B?). Mai mult, hy € S*(B?), unde h, este definita prin (3.6.2).

Incheiem aceasti sectiune propunand o conjectura care generalizeaza rezultatul obtinut de Chichra si
Singh (a se vedea [9]). Pornind de la rezultatul obtinut de acestia in C, consideram urmétoarea problema
in C" (a se vedea [52]):

Conjectura 3.6.11. Fie A\ € (0,1). Daca f € S*(B") si Re(Df(2)(u),u) > 0, pentru orice z € B"
st u € C" cu ||ul] = 1, atunci hy(z) = (1 — Nz + Af(z) este o aplicatie stelata pe B™. Mai mult,
Re(Dhy(z)(u),u) >0, pentru z € B” siu € C" cu |Jul| = 1. In particular, hy este biolomorfd pe B".

Este usot de observat ca in C Conjectura|3.6.11| propusa de Grigoriciuc in [52] este adevarata, deoarece
se reduce la Teorema obtinuta de Chichra si Singh in [9].
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3.7 Operatori de extensie in C"

In sectiunea a gaptea prezentam notiuni generale privind operatori de extensie care pastreaza proprietati
geometrice pe bila unitate in C”. Vom discuta aici despre operatorul de extensie Roper-Suffridge @,
(considerat de K. Roper si T.J. Suffridge in [121]) si operatorul de extensie Graham-Kohr ¥, , (definit de
I. Graham si G. Kohr in [44] a se vedea si [43]). A treia parte a acestei sectiuni contine doua generalizari
ale operatorului de extensie Roper-Suffridge introduse de Graham, Hamada, Kohr, Kohr si Suffridge (a se
vedea de exemplu [42], [47]) care transforma o functie local univalenta pe U intr-o aplicatie local biolomorfa
pe B". In partea finald a acestei sectiuni prezentam, pe scurt, operatorul de extensie introdus de Pfaltzgraff
si Suffridge (a se vedea [I11]), impreuna cu o generalizare a acestui operator (a se vedea de exemplu [10]).
In urmitoarele sectiuni, pentru n > 2, folosim notatia z = (21,2) € C*, unde % = (23, ...,2,) € C*L.
Reamintim c& £S,,(B") este familia aplicatiilor local biolomorfe normate pe B", iar £S;(B!) = LS.

3.7.1 Operatorul de extensie Roper-Suffridge ¢,
Operatorul de extensie Roper-Suffridge ®,, : LS — LS,,(B") este definit prin

(D) = (£, 27 ), 2= (21,0) € B, (3.71)

unde ramura functiei radical are proprietatea / f’(z1) |z1:0 =1.
Primul rezultat important legat de operatorul de extensie ®,, se datoreaza lui Roper si Suffridge. Ei au
demonstrat ca ®,, pastreaza notiunea de convexitate de la cazul uni-dimensional la cel multi-dimensional

(a se vedea [121]). Acelasi rezultat a fost demonstrat de Graham si Kohr intr-o maniera diferita (a se vedea
[43]).

Teorema 3.7.1. Daca f € K, atunci ®,(f) € K(B"™). Prin urmare, ®,(K) C K(B").

O alta proprietate importanta a operatorului ®,, este legata de pastrarea stelaritatii de ordin « € [0, 1).
De-a lungul timpului, mai multi autori au obtinut rezultate puternice de extensie, dupa cum urmeaza:

e Graham si Kohr (a se vedea [43]) au demonstrat ca ®,, pastreaza stelaritatea,;
e Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea [73]) au obtinut ca ®,, pastreaza stelaritatea de ordin 1/2;

e Liu (a se vedea [92]) a obtinut ca ®,, pastreaza stelaritatea de ordin « € (0, 1);

Ultimul rezultat se datoreaza lui Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [48]) si stabileste relatia dintre
teoria Loewner si operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Teorema 3.7.2. Dacd f € S, atunci ®,(f) € S°(B™). Prin urmare, ®,(S) C S°(B").

3.7.2 Operatorul de extensie Graham-Kohr VU, ,

Al doilea operator de extensie prezentat aici a fost definit de I. Graham si G. Kohr (a se vedea [43], [44]).
Pentru a € [0,1], fie ¥, ,, definit prin

Unalf)(z) = (f(zl), ( >a2> z=(z1,%) €B" (3.7.2)

pentru orice functie f € LS cu f(z1) # 0, unde z; € U\ {0}. Ramura functiei putere are proprietatea ca
(M)a{zlzo = 1. Cazul particular ¥,, ; a fost studiat de Pfaltzgraff si Suffridge in [111].

zZ1

f(21)
21

Graham si Kohr (a se vedea [44]) au demonstrat ca operatorul de extensie ¥, , are urmatoarele pro-
prietati importante (valabile si pentru norma || - ||, unde 1 < p < 00):

Teorema 3.7.3. Fie o € [0, 1].
a) Dacd f € S, atunci U, o(f) € S°(B"). Prin urmare, ¥, o(S) C S°(B").
b) Daca f € S*, atunci ¥, (f) € S*(B"). Prin urmare, ¥, (5*) C S*(B").

¢) Operatorul de extensie ¥, o, nu pastreazd convexitatea pentru n > 2.
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3.7.3 Generalizari ale operatorului de extensie Roper-Suffridge

In a treia parte a acestei sectiuni ne concentram atentia asupra a doua generalizari ale operatorului de
extensie Roper-Suffridge introduse de Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [47]), respectiv de Graham,
Hamada, Kohr si Suffridge (a se vedea [42]). Alte rezultate legate de operatorul de extensie Roper-Suffridge
generalizat pot fi gasite in [25], [27], [43], [46], [84], [93] , [103], [138].

Operatorul generalizat de extensie Roper-Suffridge ®,, 3

O prima forma generald a operatorului ®,, a fost considerata de Graham, Kohr si Kohr in [47]. Pentru
B €10,1/2], a fost definit operatorul ®, g : LS — LS, (B") prin

P 5(f)(2) = (f(m), (f’(zl))%), z=(21,%) € B", (3.7.3)

unde ramura functiei putere are proprietatea (f’(zl))B’ZFO = 1. Este clar ca @, 1/9 = ®,, este operatorul
de extensie Roper-Suffridge dat de (3.7.1).
Urmaétoarele proprietati ale operatorului ®,, g au fost obtinute de Graham, Kohr si Kohr in [47].

Teorema 3.7.4. Fie 3 €[0,1/2] si § € R astfel incdt |6 < T.
a) Dacd f € S, atunci @, 5(f) € S°(B™). Prin urmare, ®, 5(S) C S°(B").

b) Daca f € Ss, atunci @, 5(f) € 5’5(183"). Prin urmare, <I>n”3(5'5) C S(;(IBS"). In particular, dacd & = 0,
atunci ®, g(S*) € S*(B").

Este important de mentionat aici ca operatorul ®,, 3 pastreaza convexitatea numai daca § = % (adica
operatorul de extensie Roper-Suffridge). Acest rezultat a fost obtinut de Graham, Kohr si Kohr (a se vedea
[47).

Operatorul generalizat de extensie Roper-Suffridge-Graham-Kohr ¢, , 3

A doua generalizare a operatorului de extensie Roper-Suffridge, respectiv a operatorului de extensie
Graham-Kohr a fost introdusa de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge in [42]. Ei au considerat oper-
atorul de extensie ®,, , 3 definit prin

005N = (10, (L) (7)), 2= (@9 e B

<1

unde «, 3 > 0 si f € LS au proprietatea ca f(z1) # 0 pentru z; € U\ {0}. Aici, ramurile functiilor

putere sunt considerate astfel incat (%ﬁl))abl:o = 1si (f’(zl))’8|21:0 = 1. Este clar ca @, 1/ = @,
este operatorul de extensie Roper-Suffridge, ®, 93 = ®, 3 este operatorul de extensie Roper-Suffridge
generalizat si ®,, o0 = ¥y, o este operatorul de extensie Graham-Kohr.

Graham, Hamada, Kohr si Suffridge (a se vedea [42]) au studiat operatorul ®, .3 si au obtinut

urmatoarele rezultate de extensie:

Teorema 3.7.5. Fie o € [0,1] si § € [0,1/2] astfel incit a + § < 1.
a) Dacd f € S, atunci @, 5(f) € S°(B™). Prin urmare, ®, . 5(S) C S°(B").
b) Daca f € S*, atunci @, 4 5(f) € S*(B™). Prin urmare, ®, o 5(5*) C S*(B").

In plus, Graham, Hamada, Kohr si Suffridge (a se vedea [42]) au demonstrat ca &,z pastreaza
1

notiunea de convexitate numai daca o = 0 si § = 5 (adica operatorul extensiei Roper-Suffridge).
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3.7.4 Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge T,

Pfaltzgraff si Suffridge au considerat o extensie diferitd a operatorului Roper-Suffridge in [I1I]. Ei au
definit un operator care extinde aplicatiile local biolomorfe pe B™ in C" la aplicatii local biolomorfe pe
B+l in C*FL. Alci, fie z = (2/, zn41) € C" unde 2/ = (21, ..., 2,) € C™.

Pentru n > 1, operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge I';, : £LS,,(B") — L£S,11(B"!) este dat de

Da(9)E) = (S [T ), 2= (& znn) € B, (3.1.0)

1
unde Jy(z') = det Df(2'), pentru 2’ € B". Considerdam functia putere astfel incat [Jp(z)] 1| ,_, = 1.

Daca n = 1, atunci I'y = ®, este o forma particulara a operatorului de extensie Roper-Suffridge ®,,.

Observatia 3.7.6. Daci f € £S,(B"), atunci I';(f) € £Sn41(B"™). In plus, I';(S(B")) C S(B").
Pentru detalii, se poate consulta [I11].

Graham, Kohr si Suffridge (a se vedea [49]) au demonstrat c& operatorul de extensie I',, pastreaza
primul element al unui lant Loewner de la B" la B"*! . Pentru n > 2, Graham, Hamada si Kohr (a se
vedea [35]; a se vedea si [10], [33]) au obtinut aceeasi proprietate pe domenii simetrice marginite.

Teorema 3.7.7. Dacd f € S°(B"), atunci T'y(f) € S°(B"*!). Prin urmare, T, (S°(B")) C S°(B™*1).

3.8 Combinatii convexe de operatori de extensie de tip Graham-Kohr

In ultima sectiune a acestui capitol vom aduce impreuna ideile prezentate mai sus, si anume operatori de
extensie si combinatii convexe de aplicatii biolomorfe in C" (a se vedea de exemplu [9], [19], [97] pentru
combinatii convexe de functii univalente in C; a se vedea de exemplu [45], [52], [83] pentru combinatii
convexe de aplicatii biolomorfe in C"; a se vedea si [42], [44], [111], [12I] pentru operatori de extensie).
Prin urmare, discutam despre combinatii convexe de operatori de extensie pe B™. In particular, consideram
un nou operator de extensie obtinut ca o combinatie convexa a doi operatori de extensie de tip Graham-
Kohr (a se vedea de exemplu [43], [44]). Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt originale.

3.8.1 Operatorul de extensie ICZ‘f

Mai intai, pentru A, o, 8 € [0, 1] definim operatorul de extensie K.’y in C™. Acest operator este obtinut ca
o combinatie convexa a doi operatori de extensie de tip Graham-Kohr (a se vedea de exemplu [44]).

Definitia 3.8.1. Fie A\, a, § € [0, 1]. Definim operatorul
KOS (f.9)(2) = (1= NWhalg)(2) + AW 5(f)(2)

= (0= Ngte) + M), @ -nz[ L] gL (zl)r), (3.8.1)

z1 Z1

pentru orice z = (21, 2) € B", unde f,g € LS astfel incat f(z1) # 0 si g(z1) # 0, pentru orice z; € U\ {0}
si Wy, o si ¥, g sunt operatori de extensie Graham-Kohr definiti prin (3.7.2). Consideram ramura functiilor

putere astfel incat (2)%| =1 (L&) =1

21 Z1
s . . B . . .
Propozitia 3.8.2. Fie \,a,B € [0,1] si fie K °\ operatorul definit prin (3.8.1). De asemenea, fie f,g :
U — C doua functii cu proprietatile din Definitia . Atunci Kz’f(f, g) € Ho(B").

Tinand cont de Definitia este natural s& consideram A € (0,1), «, 8 € [0, 1] si cazurile particulare
ale operatorului ICZ“/\ prezentate in urmatoarea definitie. De asemenea, impunem conditii suplimentare
functiei f pentru a obtine o generalizare completa a operatorului de extensie Graham-Kohr ¥, ,.
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Definitia 3.8.3. Fie a, 8,7 € [0,1] astfel incat o« # B si A € (0,1). Fie f € LS astfel incat f(z1) # 0,
pentru orice z; € U\ {0} si (%?))V{ZFO = 1. Mai mult, consideram
A) fl(z1) # %, pentru orice z; € Usi A € (0,1)
f(zl) K A—1
”
Z1 A

, pentru orice z; € U, A € (0,1) si vy € [0, 1].

B) {
Definim atunci

e operatorul de extensie ICf prin

KR (f)(2) = K2R (fridy)(2) = (1= NIn(2) + AT 5(f)(2)

- <(1 —Na+Af(z), (1-XAz+ )‘2{

unde I,, este operatorul identitate in C" si

e operatorul de extensie /Cf\"ﬁ prin
KSP(£)(z) = KoS (f, £)(2) = (1= N a(f)(2) + Ay 5(£)(2)
2)1¢ 21)17
= (f(zl), (I—A)Z[f( 1)} +/\2[f( ﬂ ) zeB".  (3.8.3)

<1 21

Reamintim ca ¥, , si ¥, g sunt operatori de extensie de tip Graham-Kohr definiti prin (3.7.2)).

3.8.2 Conservarea biolomorfiei prin operatorul ICf

In a doua parte a acestei sectiuni studiem proprietatile operatorului IC? (f). Observam ca unele conditii
suplimentare asupra functiei local univalente normate f pot asigura local biolomorfia, respectiv univalenta
aplicatiei ICf( f) in C". Rezultatele originale prezentate aici au fost obtinute de autor.

Proprietati generale

Conform relatiei 1’ deducem ca daca f € LS, atunci ICf (f) € Ho(B"), pentru orice A € (0,1) si
B € [0,1], unde
DK (f)(2) = (1 = NI + ADW,, 5(f)(2), = €B". (3.8.4)

Intr-adevir, daci f € £S, atunci U, 3(f) € LS, (B"), pentru orice 5 € [0, 1]. In plus, conform ipotezelor
considerate in Definitia obtinem local biolomorfia aplicatiei le( f), dupa cum urmeaza:

Lema 3.8.4. Fie f € LS astfel incat f(z1) # 0, pentru orice z; € U\ {0} si (%le))ﬂmzo =1, pentru
orice B € [0,1]. De asemenea, considerdm cd f satisface ipotezele A) si B) din Definitia [3.8.3 Atunci
/Cf(f) € LS, (B"), pentru orice A € (0,1) si B € [0,1].

Avand in vedere rezultatul anterior, deducem urmatoarea proprietate:

Propozitia 3.8.5. Fie f € LS cu f(z1) # 0, pentru orice z; € U\ {0} si (%ﬁl))ﬂzl:o = 1, pentru

B € [0,1]. De asemenea, presupunem ca Ref'(z1) > 0, pentru orice z1 € U. Atunci ICf(f) € LS, (B"),
pentru A € (0,1) si 8 € [0,1].

Pentru valori particulare ale parametrului 8, putem obtine un rezultat chiar mai bun care asigura
univalenta aplicatiei ICf (f).

Teorema 3.8.6. Fie A € (0,1) si f € S astfel incat Ref’'(z1) > 0, pentru orice z1 € U. Atunci ICf(f) €
SY(B"), pentru orice A € (0,1) si B € {0,1}.
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3.8.3 Conservarea stelaritatii prin operatorul Kf

Pe baza rezultatului obtinut mai sus, putem demonstra ca, in ipoteze similare, operatorul ICf pastreaza
stelaritatea de la discul unitate U la bila unitate Euclidiana B™ in C". Urmatoarele rezultate au fost
obtinute de autor.

Teorema 3.8.7. Fie A € (0,1) si f € S* astfel incdat Ref'(z1) > 0, pentru toti z1 € U. Atunci Ki(f) €
S*(B™), pentru orice A € (0,1).

Aplicand Teorema si utilizand un argument similar ca In demonstratia rezultatului anterior, putem
obtine urmatoarea proprietate a operatorului ICg:

Propozitia 3.8.8. Fie A € (0,1) si f € S* astfel incat Ref'(21) > 0, pentru orice z1 € U. Atunci
KS(f) € S*(B™), pentru orice A € (0,1).

Pana in acest punct, am demonstrat ca dacd f € S* cu Ref/(z1) > 0, pentru orice 2; € U, atunci
ICf(f) € S*(B"), pentru orice A € (0,1) si § € {0,1}. Chiar daca aceste rezultate au loc, cazul in care
B € (0,1) ramane o intrebare deschisa.

3.8.4 Conservarea local biolomorfiei prin operatorul lCi"B

Incheiem aceasts sectiune prezentand doud proprietati simple ale operatorului lCi”B definit prin . In
primul rand, observam ca operatorii ICf si lCi’ﬁ sunt diferiti pentru orice a, f € [0,1] cua # S si A € (0,1).
Prin urmare se poate obtine un criteriu de local biolomorfie pentru operatorul }Ci’ﬂ . Aceasta subsectiune
contine rezultate originale obtinute de autor.

Teorema 3.8.9. Fie f € LS astfel incdt Ref'(z1) > 0, pentru orice z1 € U si fie 0 < a < B < 1. Atunci
/Ci"ﬁ(f) € LS, (B"), pentru orice A € (0,1) si 0 <a < <1.
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Capitolul 4

Noi subclase de aplicatii biolomorfe pe
Bn

Capitolul al patrulea al acestei teze contine extensii ale principalelor rezultate prezentate in Capitolul
privind un nou operator diferential, respectiv noi subclase de aplicatii biolomorfe pe B™ in C™.

In primul rand, discutam despre forma n-dimensionala a operatorului Gy, denumit aici G, j, pentru
n € Ncun > 2si k € N. Operatorul G, ;, va fi utilizat pentru a extinde subclasele Ej, si E} de la
discul unitate U la bila unitate B™ in C™ in raport cu o norma arbitrara. Chiar daca aceste clase pot fi
definite Intr-un context foarte general, cazul bilei unitate Euclidiene B™ va fi considerat in mod particular
in discutia noastra, avand in vedere proprietatile care sunt pastrate (sau nu) de la cazul uni-dimensional
la cel multi-dimensional.

Rezultatul principal evidentiat in §4.2 arata ca familia Ej(B™) coincide cu clasa K a functiilor convexe
pentru n = 1 (a se vedea Teorema a se vedea si Propozitia . Cu toate acestea, pentru n >
2, obtinem ca E}(B") N K(B™) # 0, dar Ef(B™) # K(B™). Se observa ca in cazul subclasei Ef(B"™)
obtinem o diferenta majora intre cazul uni-dimensional si cel al mai multor variabile complexe, adica
familia aplicatiilor convexe nu este aceeasi cu subclasa Ef(B"). Un alt rezultat obtinut in aceasta sectiune
(a se vedea Teorema prezinta conexiunea dintre E(B™) si familia K (B";1/2) a aplicatiilor convexe
de ordin 1/2. Incluziunea E; C K(1/2) valabila in C poate fi partial extinsa in C". Alte proprietati si
exemple relevante sunt prezentate In aceasta sectiune pentru a descrie noile subclase introduse de autor
(de ex. o teorema de tip Marx-Strohacker pentru subclasele prezentate).

Incheiem acest capitol cu studiul a doua cazuri particulare ale operatorului de extensie Graham-Kohr
U, o (prezentat in §3.7) aplicat familiei de functii convexe K. Desi operatorul ¥,, , nu pastreaza notiunea de
convexitate (a se vedea de exemplu [44]), putem demonstra o proprietate importanta legata de subclasa EY.
Stim ca Ef = K in C si astfel, in §4.3 aratam ca U, (K) C Ef(B") # K(B") pentru a € {0,1}. Cu acest
rezultat, nu numai ca am reusit sa conectam rezultatele obtinute in Capitolele[2|si|d]cu ajutorul operatorului
de extensie Graham-Kohr, dar am obtinut si o noua proprietate a operatorului ¥, ,. Tmpreuné cu aceste
rezultate, propunem si cateva intrebari si probleme deschise legate de operatorul de extensie Graham-Kohr
si subclasa £} in C".

In final, mentionam ca toate rezultatele originale detaliate in acest capitol au fost obtinute de Grigoriciuc
in [53]. Alte surse bibliografice importante folosite pentru pregatirea acestui capitol sunt [19], [44], [45],
[1l, [83], [122].

4.1 Preliminarii

In aceasti sectiune introducem versiunea n-dimensionald a operatorului diferential Gy definit in Capitolul
2. Notam acest operator in C" cu G, ;, pentru fiecare n € N cu n > 2 si k € N. Folosind operatorul
diferential G, , putem extinde subclasele £}, respectiv Ej, de la discul unitate U la bila unitate B" in C"
in raport cu o normé arbitrara || - ||«. Prezentam definitiile subclaselor mentionate intr-un cadru general
(pe bila unitate B™ in C" in raport cu o norma arbitrard || - ||«), dar ne vom concentra atentia asupra
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4.1. PRELIMINARII

proprietatilor claselor in cazul particular al bilei unitate Euclidiene B™. Rezultatele originale din aceasta
sectiune sunt incluse in [53].

Definitia 4.1.1. Fie k € N={0,1,2,...} si fie f € Ho(B") de forma f(z) =2+ Y - 5 Pn(z), unde
1
Prn(z) = D" f(0)(2™), z€B", m=2 (4.1.1)
m!

Definim operatorul diferential G,, 1, : Ho(B") — H(B™) prin

2

k—1
D*f(2)(Z*) 424 ) Pu(2), k>3
m=2

(Gnif)(2) = $ D2f(2)(22) + =, k=2 (4.1.2)
Df(2)(2), k=
f(Z), k= 07

pentru z € B". Este clar ca G; , = Gy, este operatorul diferential definit in Capitolul 2 (a se vedea Definitia
2.1.1) pentru fiecare £ € N. Mai mult, G, o = I, este operatorul identitate in C" si (similar cu cazul
uni-dimensional) G, (I,) = I, pentru k € N.

Tinand cont de definitia operatorului G, j, putem defini versiunea n-dimensionald a subclaselor E},
respectiv Ej, prezentate in Capitolul |2| (a se vedea Definitiile si [2.2.14). Aceste subclase au fost
introduse de Grigoriciuc in [53].

Definitia 4.1.2. Fie £ € N. Notam cu
Bi(B") = {f € S(B") : Guuf € 57(B")} (4.1.3)

subclasa aplicatiilor biolomorfe normate pe B™ pentru care aplicatia G, ;. f este stelata pe B", respectiv
prin
Ew(B") ={fe€S(B") : Gorf € K(B™)}. (4.1.4)

subclasa aplicatiilor biolomorfe normate pe B™ pentru care aplicatia G, f este convexa pe B".
Observatia 4.1.3. Conform definitiei anterioare, este clar ca
1. daca k =0, atunci Ej(B™) = S*(B") si Ey(B") = K(B");
2. dacd k = 1, atunci Ef(B") = {f € S(B") : Gu1f € S*(B")} si E1(B") = {f € S(B") : Gn1f €
K(B™)}, unde Gn1f(2) = Df(2)(z), pentru z € B".

O remarca importanta cu privire la subclasele anterioare de aplicatii biolomorfe in C™ consta In faptul
ca teorema de dualitate lui Alexander nu este adevarata in C" (a se vedea Observatia a se vedea de
exemplu [45], [83]). In conformitate cu aceasta, obtinem urmatoarele observatii:

Observatia 4.1.4. Daca n > 2, atunci
K(BY) € Ef(Bf) and K(U")C Ef(U"), (4.1.5)

unde B este bila unitate in C" in raport cu l-norma (amintim ca l-norma este data de ||z|[1 = 327 |2,
pentru z = (z1, ..., 2p) € C"), respectiv U" este polidiscul unitate in C™ (pentru detalii, a se vedea §3.1.1).

Observatia 4.1.5. Spre deosebire de Observa‘piam, putem demonstra (a se vedea TeoremaMprezen—
tatd in sectiunea urmatoare) ca

Bi(B") # K(B"), n>?2, (4.1.6)
unde B" este bila unitate Euclidiana in C". Prin urmare, nu este trivial sa definim subclasele E} si Ej de

aplicatii biolomorfe in C”, chiar si cel mai simplu caz k = 1 fiind important pe bila unitate Euclidiana B",
avand in vedere diferenta furnizata de relatia (4.1.6)).

43



4.2. PROPRIETATI GENERALE ALE SUBCLASELOR E;(B™) s1 Ej(B")

In continuare prezentim un exemplu de aplicatie care apartine clasei E7 (Bg) pentru cazul general al
bilei unitate B) in C" in raport cu p-norma (reamintim ca B} este definit in §3.1.1). Acest exemplu a fost
considerat si in [45], [83], [71], [122]. Prezentam aici acest exemplu pentru a arata ca familia Ef(B") este
nevida.

Exemplul 4.1.6. Fie f : Bg C C? — C? definit de f(z) = (z1 +az3, 22), pentru z = (21, 22) € Bg. Atunci
[ € Ef(B?) daca si numai daci |a| < %(p%l)l/p(%), pentru orice p > 1.

4.2 Proprietati generale ale subclaselor E;(B") si Ej(B")

A doua sectiune este dedicata studiului unor proprietati generale ale subclaselor definite mai sus. Vom
evidentia legatura dintre subclasele Ej (respectiv E1) pe U si clasa de aplicatii convexe K(B)) in C" .
Este important de mentionat ca rezultatele din cazul n = 1 nu mai sunt adevarate in C", pentru n > 2.
Urmatoarle rezultate au fost obtinute in [53].

Teorema 4.2.1. Referitor la clasa E}, urmatoarele afirmatit sunt adevarate:
1. Dacan =1, atunci E{(U) = K(U) = K.
2. Dacan > 2, atunci E(B") N K(B™) # 0 si Ef(B™) # K(B").

Observatia 4.2.2. Conform Teoremei este clar ca daca n = 1, atunci K(U) = Ef(U). Totusi, daca
n > 2, atunci K(B}) € Ef(B}) si K(U") C E}(U") avand in vedere Observatia si K(B") # Ef(B")
conform Teoremei [4.2.1]

Teorema 4.2.3. Referitor la clasa Ey, urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1. Dacan =1, atunci E,(U) C K(1/2).
2. Daca n > 2, atunci E1(B") N K(B™;1/2) # 0 si K(B";1/2) \ E1(B") # 0, adica exista aplicatii

convezxe de ordin 1/2 pe B"™ care nu apartin clasei FE1(B"™).

Definitia 4.2.4. Fie k € Nsi o € [0,1). Conform Definitiei notam
BB 0) = {f € S(B")  Gusf € 5308}, (4.2.1)

unde S;(B") este familia aplicatiilor stelate de ordin o in C™ (a se vedea Definitia a se vedea si [13],
[81]) si B™ este bila unitate in C™ in raport cu o norma arbitrara || - ||«. In mod clar, pentru o = 0, avem
ci S5(B") = S*(B") si Ef(B";0) = E{(B").

Folosind definitia anterioara, putem obtine o forma a teoremei Marx-Strohhacker pentru clasele Fy si
E} (a se vedea Teorema in C" cun > 2; a se vedea si [13], [45]). Acest rezultat a fost obtinut de
autor in [53].

Teorema 4.2.5. Fie k € N. Atunci Ey(B") C Ej(B™;1/2) C E;(B"), unde B" este bila unitate a lui C"
in raport cu o normd arbitrard || - ||«.

Incheiem aceasti sectiune cu citeva consecinte ale rezultatului anterior legate de incluziunile dintre
subclasele studiate in aceast capitol. In particular, obtinem rezultatele cunoscute din C gi C" (a se vedea
de exemplu [13], [29], [45], [83], [102)).

Corolarul 4.2.6. Sd consideram k € N.
1. Dacan =1, atunci E,(U) C E;(U;1/2) € Ef(U) . In particular, pentru k € {0,1} obtinem
K = Ey(U) C Ej(U;1/2) = S*(1/2) C S* = E§(U) (4.2.2)

) E\(U) € E{(Us1/2) = K(1/2) € K = E{(U). (4.2.3)
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4.3. PROPRIETATI GEOMETRICE PASTRATE PRIN OPERATORUL DE EXTENSIE GRAHAM-KOHR

2. Pe de alta parte, dacan > 2 si k € {0,1}, atunci

Eo(By) = K(By) C E§(By;1/2) = 5*(B};1/2) C S*(By) (4.2.4)
$t
Ey(By) C EY(B,;1/2), 1<p<oo, (4.2.5)
unde By este bila unitate in C" in raport cu p-norma si
E(U™) C ET(U™;1/2), (4.2.6)

unde U" este polidiscul unitate in C™.

4.3 Proprietati geometrice pastrate prin operatorul de extensie Graham-
Kohr

In a treia parte a acestei sectiuni vom considera doua cazuri particulare ale operatorului de extensie
Graham-Kohr ¥,, , pentru a € {0,1}. Desi operatorul ¥, , nu pastreaza convexitate (a se vedea de
exemplu [44]), putem obtine o proprietate importanta legata de subclasa Ef (a se vedea Definitia in
cazurile particulare mentionate mai sus (subclasa E7 este pastrata de operatorul de extensie Graham-Kohr
U, o). Rezultatele originale prezentate in aceasta sectiune au fost obtinute de Grigoriciuc in [53].

Propozitia 4.3.1. Daca f apartine familiei K, atunci ¥y, o(f) € Ef(B"™). Prin urmare,
Wpo(K) = Uno(E}(U)) C B (B) £ K (B"). (4.3.1)
Urmatorul rezultat a fost observat si demonstrat de Grigoriciuc in [53].
Lema 4.3.2. Fiea =0 si k € {0,1,2}. Atunci ¥y, 0(Gn i f) = Gnk(¥no(f))-
Corolarul 4.3.3. Fie a =0 si k € {0,1,2}. Atunci ¥,,0(E;(U)) C Ef(B").
Al doilea rezultat important din aceasta sectiune este legat de operatorul ¥, 1 in cazul particular a = 1.

Teorema 4.3.4. Dacd f € K, atunci ¥y, 1 € Ef(B™). Prin urmare, V,,1(K) = ¥, 1 (E}(U)) C Ej(B") #
K(B").

Similar cu Lema obtinem urmatoarele rezultate:
Lema 4.3.5. Fiea =1 si k€ {0,1,2}. Atunci ¥y, 1(Gnif) = Gnk(Un1(f)).
Corolarul 4.3.6. Fie a =1 si k € {0,1,2}. Atunci ¥,,1(E;(U)) C Ef(B").

Graham si Kohr au demonstrat in [44] ca operatorul de extensie ¥,, o, nu pastreaza convexitatea pentru
orice n > 2 gi a € [0,1]. Cu toate acestea, am demonstrat aici cd ¥y, o (Ef(U)) C Ej(B™), pentru o € {0, 1}
si k € {1,2}. In particular, obtinem ci ¥, o(K) C Ef(B"), pentru a € {0,1}. Cum acestea sunt doar
cateva cazuri particulare ale operatorului de extensie, respectiv ale clasei E};, este natural sa consideram
urmatoarea intrebare:

Intrebarea 4.3.7. Fie o € [0,1] si k € N
e Este adevarat cd Uy, o(E;(U)) C Ef(B")?

o In particular, este adevirat cd U, o(K) C Ef(B"), pentru orice o € [0,1]7

Pe de alta parte, Roper si Suffridge au aratat in [121] c& operatorul lor de extensie pastreaza convexitatea
de la U la bila unitate a unui spatiu Hilbert complex. Graham, Hamada, Kohr si Kohr au demonstrat in
[36] ca operatorul de extensie W, g pastreaza notiunea de stelaritate de la discul unitate U la bila unitate
By a unui spatiu Hilbert complex H. Avand in vedere aceste rezultate, putem considera urmaéatoarea
intrebare:

intrebarea 4.3.8. Fic a € [0,1] si k € N. Fie si By bila unitate a unui spatiu Hilbert complex H.
e Este adevarat ca VU, o (E;(U)) C Ef(By)?

o In particular, este adevirat cd U, o(K) C Ef(Bg)?
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Part 111

Contributii in teoria aplicatiilor
biolomorfe in spatii Banach complexe
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Capitolul 5

Aplicatii biolomorfe si teoria Loewner in
spatii Banach complexe

Capitolul 5 este dedicat unui scurt studiu asupra aplicatiilor biolomorfe si operatorilor de extensie in spatii
Banach complexe. Includem aici extensii ale unor rezultate prezentate in capitolele anterioare. Printre cei
care au adus contributii importante in teoria geometrica a functiilor in caz infinit dimensional se numara J.
Mujica, T. Poreda, T.J. Suffridge (a se vedea de exemplu [106], [117], [L18], [127]) si mai recent F. Bracci,
I. Graham, H. Hamada, G. Kohr si M. Kohr (a se vedea de exemplu [3], [34], [38], [39], [40], [41]). Incepem
discutia noastra de la lucrarea foarte recentd publicata de Graham, Hamada, Kohr si Kohr referitoare la
aplicatii biolomorfe, lanturi Loewner si operatori de extensie in spatii Banach complexe (a se vedea [39],
[40], [41]). Aceste lucrari constituie baza studiului nostru, continand unele dintre ideile fundamentale in
obtinerea tuturor celorlalte rezultate din aceasta parte.

Prima sectiune contine rezultate de baza si proprietati ale functiilor olomorfe si ale aplicatiilor olomorfe
in caz infinit dimensional. Prezentam principalele notiuni si rezultate care vor fi utilizate In acest capitol
(de ex. teorema maximului modulului, lema lui Schwarz). Pentru mai multe detalii, se poate consulta [45],
78], [79], [106], [127], [128]. In plus, reamintim aici generalizarea familiei Carathéodory si rezultatele de
deformare obtinute de Gurganus (a se vedea [57]), respectiv de Bracci, Elin, Shoikhet (a se vedea [6]) si
Graham, Hamada, Honda, Kohr si Shon (a se vedea [31]) in caz infinit dimensional.

Urmatoarea sectiune este dedicata unor familii particulare de aplicatii biolomorfe in spatii Banach
complexe. Prezentam aici clasele de aplicatii stelate, convexe, respectiv e-stelate impreuna cu caracterizarea
lor analitica. Contributii importante au fost aduse de Suffridge (a se vedea [127]), Gurganus (a se vedea
[57]), Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [68], [74]), Gong si Liu (a se vedea [25], [26]).

In §5.3 ne concentram atentia asupra rezultatelor generale legate de teoria lanturilor Loewner in spatii
Banach complexe care vor fi utilizate in rezultatele noastre principale. Studiul lanturilor de subordonare
in spatii infinit dimensionale a fost inceput de Poreda (a se vedea de exemplu [117], [I18]). Aceste idei au
fost continuate si imbunatatite de Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [34], [38], [39],
[40], [41]), Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu [70], [72]), Arosio, Bracci, Hamada si Kohr (a se vedea
de exemplu [2], [3]) care au obtinut rezultate importante legate de lanturile Loewner si ecutia diferentiala
Loewner in spatii infinit dimensionale. A doua parte a acestei sectiuni contine rezultate legate de notiunea
de reprezentare parametrica in dimensiuni infinite. Aceasta notiune se datoreaza lui Graham, Hamada,
Kohr si Kohr (a se vedea [38]) si reprezinta generalizarea reprezentarii parametrice prezentatd in Definitia
. De asemenea, discutam in aceasta sectiune despre g-reprezentare parametrica, g-lanturi Loewner
si familii particulare de aplicatii biolomorfe asociate acestor notiuni. Pentru detalii, a se vedea [32], [34],
[45], [60], [61], [62], [74].

Asa cum am mentionat deja, principalele surse bibliografice sunt [3], [34], [38], [39], [40], [41], [104],
[117), [118], [127], [131], [132], [133], [134].
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5.1 Notiuni generale privind olomorfia in spatii Banach complexe

Aceasta sectiune este dedicata studiului proprietatilor de baza ale functiilor olomorfe si ale aplicatiilor
olomorfe in caz infinit dimensional. Prezentam principalele notiuni si rezultate care vor fi utilizate in acest
capitol (de ex. teorema maximului modulului, lema lui Schwarz). Pentru mai multe detalii, se poate
consulta [45], [78], [79], [106], [127], [128§].

5.1.1 Aplicatii olomorfe in spatii Banach complexe

Fie X un spatiu Banach complex in raport cu norma || - ||. Notam cu
Bx(zg,7) = {x eX :|x—xol < r}

bila deschisa de centru zgp € X si raza r > 0. In particular, notim simplu Bx = Bx (0,1) bila unitate
deschisa a spatiului X.

Notam cu L(X,Y) multimea operatorilor liniari continui din X intr-un alt spatiu Banach complex Y
cu norma standard

1Al = sup {[|A@)ly : llzllx =1},

pentru orice A € L(X,Y). Cand este evidentda norma spatiului pe care lucram, vom omite indicii inferiori
al normei. In particular, notam L(X, X) cu L(X) si operatorul de identitate din L(X) cu Ix (a se vedea
de exemplu [45], [79], [106], [127], [128]).

Definitia 5.1.1. Fie 2 C X un domeniu. Aplicatia f : Q — Y se numeste olomorfa pe 2 dacd pentru
fiecare = € ) exista o aplicatie Df(z) € L(X,Y) astfel incat

L+ B) = f@) = Df)(B)]
h—0 Al

=0.

Notam cu H(2,Y) multimea aplicatiilor olomorfe pe € cu valori in Y. Daca Y = X, atunci notam familia
H(2,Y) cu H(Q).

Observatia 5.1.2. Fie X un spatiu Banach complex si 2 C X un domeniu astfel incat 0 € 2. Spunem
ca f € H(Q) este normata daca f(0) = 0si Df(0) = Ix, unde Df(x) este diferentiala Fréchet a lui f in
x. Notam multimea aplicatiilor olomorfe normate pe Q cu Ho(£2).

Urmatorul rezultat este o extensie a lemei lui Schwarz (a se vedea Lema pentru n = 1; a se vedea
Lema pentru n > 2) in caz infinit dimensional (a se vedea de exemplu [78]).

Lema 5.1.3. Fie M > 0 si f € H(Bx) astfel incit f(0) = 0 si ||f(x)|| < M, pentru orice x € Bx.
Atunci || f(z)|| < M||x||, pentru orice x € Bx. In plus, daca Jxg € Bx \ {0} cu || f(xo)| = M||zol|, atunci

| f(azo)|| = M||axol|, pentru orice a € C cu |a| < m

5.1.2 Generalizari ale familiei Carathéodory

In aceasts subsectiune prezentam generalizarea familiei Carathéodory in spatii Banach compexe (a se vedea
de exemplu [45], [57], [74], [106], [127] , [128]).
Fie X un spatiu Banach complex. Pentru orice z € X \ {0} notam cu

T(@) = {ls € L(X,©) : lo(x) = [Jol|x. ]l = 1}.

Avand in vedere teorema lui Hahn-Banach, stim ca T'(z) # 0. De exemplu, dacd X = C" este inzestrat cu
1
o p-norma || - ||p, p > 1 (reamintim ca in §3.1.1 p-norma este definita prin ||z||, = (Z?:l |zj|P) , pentru
orice z € C"; a se vedea [45], [106]) si l, € L(X,C) este definit prin 5 (y) = ”:CH% doi>1 2,20 |z ]pi—j_, pentru
P )

orice z,y € X cu x # 0, atunci [, € T'(z) (pentru detalii, a se vedea [45], [L06]). Este binecunoscut faptul
ca aceasta multime joacad un rol important in studiul aplicatiilor biolomorfe in spatii Banach complexe.
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5.2. FAMILII DE APLICATII BIOLOMORFE IN SPATII BANACH COMPLEXE

Fie Bx bila unitate deschisa a lui X. Atunci
M(Bx) = {h € Ho(Bx) : ﬁ%elx(h(w)) >0,z €Bx\ {0}, 1, € T(m)} (5.1.1)

este familia Carathéodory in H(By). Daca X = C, atunci se observa usor ca f € M(U) daca si numai
daca @ € P, unde P este familia Carathéodory pe U definita in Capitolul

Unul dintre rezultatele care poate fi extins de la cazul n-dimensional la spatii Banach complexe este
teorema de deformare pentru clasa Carathéodory (a se vedea Teorema . Aceasta extensie a fost

obtinuta de Gurganus (a se vedea [57]).
Propozitia 5.1.4. Fie X un spatiu Banach complex si fie h € M(Bx). Atunci

1A [|]
1=z’

1~ el
< Rel, (h(z)) < ||z
T o) < el (A@)

[E4] (5.1.2)

pentru orice x € Bx \ {0} sil, € T(z).

Pentru detalii si alte rezultate importante legate de familia Carathéodory in caz infinit dimensional, se
pot consulta [32], [36], [38], [45], [118], [12§].

5.2 Familii de aplicatii biolomorfe in spatii Banach complexe

Fie X,Y doua spatii Banach complexe si fie 2 C X un domeniu. Spunem ca f € H(Q,Y) este

e local biolomorfa pe Q daca Va € , Iry,ry > 0 astfel incat f este o aplicatie bijectiva de la Bx (z,71)
in By (f(x),r2) a carei inversa este olomorfa pe By (f(x),r2);

e biolomorfd pe Q daca f(Q) CY este un domeniu si If~1 € H(f(Q)).
Ca si in cazul finit dimensional, notam cu
e LS(Bx) familia aplicatiilor local biolomorfe normate pe By in X;

e S(Bx) familia aplicatiilor biolomorfe normate pe Bx in X.

In particular, cind X = C, avem c& By = U si atunci £LS(U) = LS, respectiv S(U) = S ca in Capitolul
Pentru detalii, se pot consulta [45], [106], [127], [128].

Observatia 5.2.1. Este important de mentionat aici ca f € LS(Bx) daca si numai daca diferentiala
Frechét D f(x) are o inversa marginitd pentru fiecare z € Bx. Daca X = C", conditia anterioara se reduce
la proprietatea ca J¢(z) # 0, pentru orice z € B™ (in particular, pentru n = 1, obtinem f/(¢) # 0, pentru
orice ¢ € U).

Observatia 5.2.2. O alta observatie importanta este c&, in cazul infinit dimensional, notiunile de univalenta
si biolomorfie nu sunt echivalente, adica exista aplicatii univalente care nu sunt biolomorfe (a se vedea de
exemplu [107], [I19], [128]). Acest rezultat este in contrast cu cazul finit dimensional (a se vedea Definitia
3.3.1). Pentru mai multe detalii si exemple, se poate consulta si [12§].

5.2.1 Aplicatii stelate

In cele ce urmeazi, fie X,Y doui spatii Banach complexe si fie 2 C X un domeniu.

Definitia 5.2.3. Fie f: QQ — Y o aplicatie si fie 29 € Q. Atunci f este stelatd in raport cu xg pe 2 daca
f este biolomorfa pe Q si f(£2) este un domeniu stelat in raport cu f(zo).

Notam cu S*(Bx) familia aplicatiilor stelate (fata de zero) si normate pe bila unitate Bx in X. Car-
acterizarea analitica a acestei familii a fost obtinuta de Suffridge (a se vedea [127]). O forma simplificata
a acestul rezultat a fost demonstrata de Gurganus (a se vedea [57]), iar forma finala a caracterizarii se
datoreaza lui Hamada si Kohr (a se vedea [68]).
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5.3. TEORIA LANTURILOR LOEWNER IN SPATII BANACH COMPLEXE

Teorema 5.2.4. Fie f : Bx — Y o aplicatie local biolomorfa astfel incdt f(0) = 0. Atunci f € S*(Bx)
dacd si numai daca ezista h € M(Bx) astfel incat f(x) = Df(x)h(z), pentru orice v € Bx.

Pentru mai multe detalii si exemple de aplicatii stelate In caz infinit dimensional, se pot consulta
lucrarile [45], [75], [127], [128]. De remarcat ca notiunile de spiralitate de tip 6 € (—m/2,7/2), respectiv
aproape stelaritate de ordin o € [0,1) pot fi extinse si in cazul spatiilor Banach complexe (a se vedea de
exemplu [45], [74], [127], [128], [133]).

5.2.2 Aplicati convexe

Fie X,Y doua spatii Banach complexe si fie 2 C X un domeniu.

Definitia 5.2.5. Fie f € H(,Y) o aplicatie. Atunci f este convexa pe Q2 daca f este biolomorfa pe 2 si
f() este un domeniu convex in Y.

Notam cu K(Bx) familia aplicatiilor convexe normate pe bila unitate Bx in X. In continuare,
prezentam o conditie necesara pentru convexitatea pe By obtinuta de Suffridge, respectiv de Roper si
Suffridge (a se vedea [122], [127]).

Teorema 5.2.6. Daca f: Bx — Y este convexd, atunci
D?f(z)(z,z) + Df(z)x = Df(x)h(x), (5.2.1)
pentru orice © € Bx, unde h € M(Bx).

Alte rezultate importante legate de aplicatii convexe si teoreme de caracterizare in caz infinit dimen-
sional pot fi gasite in [45], [127], [128§].

5.2.3 Aplicatii c-stelate

O notiune importanta care leaga clasele prezentate mai sus este e-stelaritatea introdusa de Gong si Liu
(a se vedea [25]). Prezentam aici definitia impreund cu caracterizarea analitica a e-stelaritatii (a se vedea
[25]).

Definitia 5.2.7. Fie 0 < e < 1sifie f : Bx — Y o aplicatie biolomorfa astfel incat f(0) = 0. Atunci f
este e-stelata pe Bx dacd f(Bx) este un domeniu stelat in raport cu fiecare punct din ¢ f(Bx), adica

(1—=t)f(z) +tef(y) € f(Bx), t€0,1], =,y€Bx.

Observatia 5.2.8. Este usor de observat ca pentru € = 0 obtinem familia aplicatiilor stelate pe Bx si
pentru € = 1 obtinem familia aplicatiilor convexe pe Bx.

5.3 Teoria lanturilor Loewner in spatii Banach complexe

In aceasts sectiune prezentam cateva rezultate generale legate de teoria lanturilor Loewner in context infinit
dimensional. Dupa cum va fi mentionat in cele ce urmeaza, studiul lanturilor de subordonare in spatii infinit
dimensionale a fost inceput de Poreda (a se vedea [117], [118]). Aceste idei au fost continuate si imbunatatite
de Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [34], [38], [39], [40]), Hamada Kohr (a se vedea
[70], [72]), Arosio, Bracci, Hamada si Kohr (a se vedea [2], [3]) care au obtinut rezultate importante privind
lanturile Loewner si ecuatia diferentiala Loewner in spatii Banach complexe. A doua parte a acestei sectiuni
contine rezultate legate de ideea de reprezentare parametrica in caz infinit dimensional. Aceasta notiune
se datoreaza lui Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea [38]) si reprezinta generalizarea reprezentarii
parametrice prezentate in Definitia De asemenea, discutam in aceasta parte despre conceptul de g-
reprezentare parametrica, g-lant Loewner si familii de aplicatii biolomorfe asociate acestor notiuni. Pentru
detalii, se pot consulta lucrarile [32], [34], [45], [60], [61], [62].
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5.3. TEORIA LANTURILOR LOEWNER IN SPATII BANACH COMPLEXE

5.3.1 Lanturi Loewner si aplicatii biolomorfe

Incepem aceasti sectiune cu cateva notiuni introductive si rezultate legate de teoria lanturilor Loewner in
caz infinit dimensional. Poreda a fost primul care a studiat lanturile de subordonare si ecuatia diferentiala
Loewner pe bila unitate a unui spatiu complex Banach (a se vedea de exemplu [117], [118]). Mai tarziu, au
fost obtinute diverse rezultate importante de catre Arosio, Bracci, Hamada si Kohr (a se vedea de exemplu
[2], B]), Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [34], [38], [39], [70]). Este important de
mentionat ca rezultate foarte recente au fost obtinute de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [40], [41], [72].

In cele ce urmeaza, fie X un spatiu Banach complex in raport cu norma || - || si fie Bx bila deschisa
unitate a lui X.

Definitia 5.3.1. Fie f,g,¢ € H(Bx). Atunci
1. ¢ este o aplicatie Schwarz daca ||¢(x)| < ||z||, pentru orice x € By;

2. f este subordonat lui g si scriem f < g daca exista o aplicatie Schwarz ¢ astfel incat f(z) = g(o(z)),
pentru orice x € Bx.

Definitia 5.3.2. O aplicatie f : Bx x [0,00) — X este numita

e lant de subordonare univalent daca f(-,t) este univalenta pe Bx, f(0,t) = 0 pentru t > 0si f(-,s) <
f(-,t) pentru orice 0 < s <t < o0;

e in plus, daci f(-,t) este biolomorfa pe Bx si Df(0,t) = e'Ix pentru orice t > 0, atunci f se numeste
lant Loewner.

Reamintim ca conditia anterioara de subordonare corespunde existentei unei unice aplicatii Schwarz biolo-
morfe v = v(-, s,t) astfel incat

f(z,s) = f(v(x,s,t),t), ze€Bx, 0<s<t<oo.

Aplicatia v = v(-, s,t) se numeste aplicalia (functia) de tranzitie asociata lui f(x,t). Aplicatia v satisface
proprietatea semigrupurilor (a se vedea de exemplu [34])

v(z, s,t) :v(v(x,s,u),u,t), reByx, 0<s<u<t<oo.

Definitia 5.3.3. O aplicatie h = h(z,t) : Bx x [0,00) — X este un cdmp vectorial generator (sau camp
vectorial Herglotz) daca:

a) h(-,t) apartine clasei M(Bx), pentru orice ¢ > 0;
b) h(z,-) apartine clasei de functii masurabile pe [0, c0), pentru orice x € Bx.

Conform definitiilor anterioare, avem urmatorul rezultat de existenta si unicitate obtinut in [69] (a se
vedea si [31], [I09]). Acest rezultat este analogul rezultatelor prezentate in C (a se vedea Teorema [1.6.4),

respectiv in C" (a se vedea Teoremele si[3.5.6) .

Lema 5.3.4. Fie X un spatiu Banach complex reflexiv si fie h = h(z,t) : Bx x [0,00) = X un camp
vectorial Herglotz. Atunci, pentru fiecare s > 0 si x € Bx, problema Cauchy

v
— == .e. >
5 h(v,t), ae. t>s

v(z,s,s) =

(5.3.1)

are o solutie unica v = v(x, s,t) astfel incat
e v(-,s,t) apartine familiei de aplicatii Schwarz univalente;

e v(z,s,-) apartine clasei de functii Lipschitz uniform continue pe [s,00) fatd de x € Bx(0,p), unde
p€(0,1);
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e Dv(0,s,t) =e5Ux, pentru 0 < s < t.

In plus, pentru orice p € (0,1) si s > 0, limita limy_,o e'v(x,s,t) = f(x,s) exista uniform in Bx(0,p).

Atunci f(x,t) este un lant Loewner si pentru fiecare p € (0,1), exista M, < (1_’)p)2 astfel incat

le™" f(a, )| < Mp, |zl <p, t=0. (5.3:2)

Avéand in vedere rezultatele obtinute de Poreda (a se vedea [I18]), avem ca daca h(x,t) este continua
pe Bx x [0,00), atunci concluzia lemei anterioare este adevarata in cazul spatiilor Banach complexe, nu
neaparat reflexive (a se vedea de exemplu [34]). Alte rezultate importante legate de teoria lanturilor
Loewner 1n spatii Banach complexe pot fi gasite in lucrarile recente ale lui Graham, Hamada, Kohr si Kohr
(a se vedea [34], [39], [40], [41], [72]).

5.3.2 Reprezentare parametrica si g-reprezentare parametrica

In continuare, prezentam notiunea de reprezentare parametrica in caz infinit dimensional. Aceasta notiune
se datoreaza lui Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea [38]) si reprezinta generalizarea ideii prezentate
in Definitia [3.5.11] De asemenea, discutam in aceasta parte despre g-reprezentare parametrica si g-lanturi
Loewner. Pentru detalii, se pot consulta lucrarile [34], [45], [61], [74].

Reprezentare parametrica

Fie X un spatiu Banach complex reflexiv. Reamintim cd notam cu Ho(Bx ) multimea aplicatiilor olomorfe
normate pe Bx.

Definitia 5.3.5. O aplicatie f € Ho(Bx) are reprezentare parametrica daca exista un camp vectorial
Herglotz h(x,t) : By x [0,00) — X astfel incat f(x) = limy_,00 efv(z,t) uniform pe Bx (0, p), pentru orice
p € (0,1), unde v(z,t) este unica solutie Lipschitz continud a problemei pe [0,00) pentru s = 0.
Notam cu S%(By) familia aplicatiilor care admit reprezentare parametrica pe Bx.

g-reprezentare parametrica

Inainte de a prezenta definitia g-reprezentarii parametrice, consideram urmatoarea ipoteza ce va juca un
rol cheie in acest capitol (a se vedea de exemplu [34], [45]):

Ipoteza 5.3.6. Fie g : U — C o functie univalenta olomorfa cu g(0) = 1 si Reg(¢) > 0, pentru orice ¢ € U.

Un pas important este extinderea clasei M, in caz infinit dimensional (a se vedea Definitia |3.5.16
pentru X = C"). Pentru detalii, se pot consulta lucrarile [34], [45], [61], [74].

Definitia 5.3.7. Fie g : U — C o functie ce satisface Ipoteza si fie h € Ho(Bx). Spunem ca
h e MyBx) daca mlx (h(z)) € g(U), pentru orice x € Bx \ {0} si I, € T(z).

Avand 1n vedere rezultatele anterioare, putem prezenta notiunea de g-reprezentare parametrica, respec-
tiv g-lant Loewner in dimensiuni infinite (a se vedea de exemplu [32], [34], [40] ).

Definitia 5.3.8. Fie X un spatiu Banach complex reflex si fie f € S°(By). Spunem ca f are g-reprezentare
parametricd daca h(-,t) € My(Bx) si notam cu SJ(By) familia aplicatiilor care admit g-reprezentare
parametrica pe Bx.

Definitia 5.3.9. Fie g : U — C o functie care satisface Ipoteza si fie f = f(z,t) : Bx x [0,00) = X
o aplicatie. Spunem ca f(x,t) este un g-lant Loewner daca

a) f(z,t) este un lant Loewner astfel incat familia {e‘t G, t)} />0 este uniform marginita pe pBx, pentru
p€(0,1); -
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b) A C [0,00) o multime de masurd nula astfel incat Ei%{(m,t) pentru t € [0,00) \ A si pentru orice
x € Bx si 3h = h(z,t) : Bx x [0,00) — X un camp vectorial Herglotz cu proprietatea ca h(-,t)
apartine clasei My(Bx) pentru orice t € [0,00) \ A si

of

a(az,t) = Df(z,t)h(z,t), te[0,00)\ A, VzeBx. (5.3.3)

Observatia 5.3.10. Este important de subliniat aici ca in [39] (a se vedea si [40]) autorii mentioneaza
cd, in general, daca X este un spatiu Banach complex si daca f(z,t) satisface prima conditie din Definitia
atunci nu se stie exact daca EI%—{(w,t) pentru orice x € Bx sit € [0,00) \ A, unde A C [0,00) este o
multime de masura nula. De asemenea, daca EI%{(L t) in aceeasi ipoteza, nu se stie daca Jh(x,t) un camp
vectorial generator astfel incat ecuatia diferentiala Loewner este adevarata. Cu toate acestea, in
cazul spatiilor Banach complexe reflexive separabile, obtinem raspunsuri pozitive la aceste intrebari (a se
vedea de exemplu [39], [40]).

5.3.3 Aplicati biolomorfe asociate cu g-lanturi Loewner

Ultima parte a acestei sectiuni este dedicata unor familii particulare de aplicatii biolomorfe asociate g-
lanturilor Loewner. Aceste notiuni au fost studiate atat in dimensiuni finite, cat i in caz infinit dimensional
de mai multi autori (a se vedea [32], [45], [60], [61], [62], [74]). In cele ce urmeazi, fie g : U — C o functie
care satisface Ipoteza [5.3.6

Definitia 5.3.11. Fie d € (0,1] si p € [0,1). O aplicatie f € LS(Bx) este
a) g-stelata pe Bx daca h € My(Bx), unde
h(z) = [Df(z)] " f(z), =€Byx. (5.3.4)

Notdm cu S;(Bx) familia aplicatiilor g-stelate normate pe Bx.

b) tare stelata de ordin d daca h € My(Bx), unde h este definita de (5.3.4) si

o\ d
9(¢) = <1+§> , Cel. (5.3.5)

Ramura functiei putere este aleasa astfel incat (}%g)d‘ =0 = 1.

c) aproape stelata de ordin p daca h € My(Bx), unde h este definita de (5.3.4)) si

9(¢)=(1- u);g +u, (eU. (5.3.6)

d) stelata parabolic de ordin p daca h € My(Bx ), unde h este definita de (5.3.4)), g = 1/q,, si

4(1 — 1
Qu(o:l"‘ (ﬂgu)<10gli—£

Alegem ramura functiei logaritm astfel incat log1 = 0.

)2, CeU

Teorema 5.3.12. Fie f € LS(Bx) si fie g : U — C o functie univalenta care indeplineste conditiile
din Ipoteza . Atunci f € S;(Bx) dacd si numai dacd f(x,t) = e'f(x) este un g-lant Loewner pe
BX X [0, OO)

Pentru detalii si rezultate legate de alte subclase de aplicatii biolomorfe asociate g-lanturilor Loewner,
se pot consulta lucrarile [39], [40], [74]. Pentru cazul finit dimensional, a se vedea [32], [34], [60], [61], [62],
[98].
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Capitolul 6

Noi rezultate privind lanturi Loewner si
operatori de extensie in spatii Banach
complexe

Ultimul capitol al tezei contine rezultate originale legate de lanturi Loewner si operatori de extensie in
spatii Banach complexe. Ideile din acest capitol se bazeaza pe rezultatele obtiunute de Graham, Hamada,
Kohr si Kohr in [39] si [40]. Parte din rezultatele originale au fost obtinute de Grigoriciuc in [55].

In prima sectiune vom considera operatorul de extensie Graham-Kohr ¥, pe domeniul €2, , = {(zl, w) €
Y=CxX : |z’ + ||lw|'y <1}, unde X este un spatiu Banach complex, o € [0,1] si p,r > 1. Pe baza
rezultatelor obtinute de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [39] pentru p = 2 (a se vedea si [40]), vom
Incerca s& obtinem proprietati de extensie pentru cazul general p € [1, 00).

A doua sectiune este dedicata studiului consevarii lanturilor Loewner prin operatorul de extensie definit
de Pfaltzgraff si Suffridge. Recent, Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [40]) au aratat
ca operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge pastreaza primele elemente ale lanturilor Loewner din bila
unitate deschisa Bx a unui JB*-triple X de dimensiune n intr-un domeniu D, C Bx X By, unde Y este
un spatiu Banach complex (pentru rezultate complete si demonstratiile acestora, se poate consulta [33],
[35] si [40]). Inspirati de aceste idei, vom demonstra ca operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge
pastreaza primele elemente ale lanturilor Loewner din bila unitate B™ a C™ (in raport cu diferite norme,
adica norma Euclidiand, norma supremum) pe bila unitate a spatiului YW = C" x Y, unde Y este un spatiu
Banach complex.

Capitolul se bazeaza pe lucrarile recente [34], [38], [39], [40], [41], [131], [131], [131], [133], [134].

6.1 g-lanturi Loewner si operatorul de extensie Graham-Kohr
Fie X un spatiu Banach complex si fie p,r > 1. De asemenea, fie

Qr = {(z1,0) €V =Cx X : |27 + ||w|[} < 1}. (6.1.1)

unde z; € C si w € X. Atunci functionala Minkowski pe €, , este o norma completa || - ||y pe Y si Qp
este bila unitate a lui ) = C x X in raport cu aceasta norma, unde

e functionala Minkowski pe €, , este data de p(z) = inf{t > 0: %z € Qpr}, pentru z € Q, ,;
e norma || - |y pe Y este data de ||z||y = |z1P + ||w[%, pentru z = (21,w) € Y =C x X.

Fie a > 0 si fie ¥, : LS — LS(€2, ;) operatorul de extensie Graham-Kohr definit prin

fz1)

U (f)(z1,w) = <f(zl), ( - ))aw>, z=(z1,w) € Qpr, (6.1.2)
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f(z1)

Z1

unde ramura functiei putere are proprietatea ca (

cu
f(z1)
21

)Q}ZIZO = 1. Reamintim ca pentru «a, 8 > 0, notam

2osem = (560, (L) (Feny), 2= eLw e, (6.3

operatorul de extensie de tip Roper-Suffridge. Aici, consideram ramurile functiilor putere astfel incét
(%le))ﬂm:o =1 Si (f,(zl))/8|z1:0 =1

Recent, Graham, Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [39], [40]) au demonstrat ca operatorul
de extensie de tip Roper-Suffridge ®, g duce primul element al unui g-lant Loewner pe U in primul element
al unui g-lant Loewner pe 2z, cu r > 1, unde a € [0,1] si 8 € [0,1/r] astfel incat o+ 5 < 1 si g este
o functie convexa pe U care satisface Ipoteza Ca urmare a acestui rezultat, autorii au demonstrat

cd ®, 3 pastreaza notiunile de g-stealaritate, tare stelaritatea de ordin d € (0, 1] si aproape stelaritatea de
ordin p € [0,1) (a se vedea [39], [40]).

Daca f = 0 si g € H,(U) satisface Ipoteza astfel incat g(U) este stelat in raport cu 1, atunci
obtinem pastrarea primelor elemente ale g-lanturilor Loewner si a notiunii de stelaritate parabolica de
ordin p € [0,1) prin operatorul de extensie ®, 9 = ¥, pe Qa,, pentru a € [0,1] si 7 > 1 (a se vedea de
exemplu [39], [40]). Pentru cazul finit dimensional, se pot consulta [33], [42], [47].

6.1.1 Preliminarii

In aceastd sectiune consideram operatorul de extensie Graham-Kohr ¥, pe domeniul €,,, cu a > 0 si
p,7 > 1. Pe baza rezultatelor obtinute de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [39] (a se vedea si [40])
vom incerca si obtinem proprietati de extensie pentru cazul p € [1,00). Rezultatele originale prezentate
in aceasta sectiune au fost obtinute de Grigoriciuc in [55].

Pentru aceasta, fie X un spatiu Banach complex si sa fie €}, , dat de bila unitate alui Y = Cx X,
pentru p,r > 1. Pentru a demonstra principalele rezultate, vom folosi urmatoarea lema (care este o
generalizare a Lemei 2.15 demonstrata de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [39] in cazul p = 2). Foarte
recent, J. Wang a demonstrat acelasi rezultat (a se vedea [I31]) pe domeniul 2,, ., unde p,r > 1. Prezentam

aici demonstratia detaliata a rezultatului (in cazul general) pe baza ideilor date de Graham, Hamada, Kohr
si Kohr in [39].

Lema 6.1.1. Fie X un spatiuv Banach complez si fie Qp, dat de bila unitate a lui Y = C x X,
unde p,r > 1. Fie z = (z1,w) # 0. Atunci

plaaPlly
1 ((21,0)) = 6.1.4
(1 0) = T+ r (= =T (6.14)

St

r(llz]l5 = laP)l=lly

L ((0,w)) = : 6.1.5

L0 = b o — T ) (6.1
pentru orice 1, € T(z).

Al doilea rezultat obtinut in aceasta sectiune este legat de olomorfia aplicatiei W, (f) pe domeniul £, ,.

Lema 6.1.2. Fie a € [0,1] si p,r > 1. De asemenea, fie f € H,(U) astfel incit f(U) CU si f(0) =0 .

Atuncs
f(z1)
21

P = (N = (160, (2 0), 2= G en,

este o aplicatie olomorfa de la Qp, la €y, .

Ultimul rezultat al acestei subsectiuni este legat de principiul subordonarii pe €),,. Demonstratia
urmeaza ideile principale prezentate de Wang si Zhang in [134] (a se vedea Teorema 3.6) pentru p € [1,2]
sir>1.

Propozitia 6.1.3. Fie f,g € S si fie Qp, domeniul dat de (6.1.1), unde p,r > 1. Daca o € (0,00), atunci
f =g peU daca si numai daca Vo (f) < Valg) pe Qp,.

95



6.1. ¢g-LANTURI LOEWNER $I OPERATORUL DE EXTENSIE GRAHAM-KOHR

6.1.2 Rezultate de extensie pe (2,,

Continuam aceasta sectiune cu studiul conservarii primelor elemente ale g-lanturilor Loewner prin opera-
torul de extensie Graham-Kohr ¥, dat de pe domeniul €2, ., unde p,r > 1. Fie g : U — C o functie
univalenta convexa care satisface Ipoteza Mentionam aici ca in demonstrarea urmatorului rezultat
vom urma argumente similare cu cele pentru Teorema 3.1 din [39]. Este de asemenea important ca pentru
X=C1lr=2sig) = %7 se pot consulta [33, Corolarul 2.9], [42], Teorema 2.1] si [47, Teorema 2.1].

Mai mult, pentru rezultate similare legate de operatorul de extensie de tip Roper-Suffridge ®, g, a se
vedea [39] pentru p = 2 si r > 1, respectiv [I31] pentru p,r > 1. Urmatoarele rezultate au fost obtinute de

Grigoriciuc in [55].

Teorema 6.1.4. Fie X un spatiu Banach complex si fie Qp, domeniul dat de , unde p,r > 1.
Fie, de asemenea, g o functie convezxd pe U care satisface Ipoteza[5.3.6, Dacd f € S este primul element
al g-lantului Loewner f(-,t) pe U si F(-,t) este un g-lant Loewner pe S, pentru orice t > 0, atunci
F(-,0) = Uu(f), pentru orice o € [0, 1].

In particular, din rezultatul anterior, obtinem ca primele elemente ale lanturilor Loewner sunt pastrate
de pe discul unitate U in domeniul €, ,, pentru p,r > 1, prin operatorul de extensie Graham-Kohr (pentru
cazul p = 2 si operatorul dat de (6.1.3), a se vedea Corolarul 3.2 din [39]). De asemenea, a se vedea
Teorema 2.1 in [42] si Teorema 2.1 in [47] pentru cazul X = C" lsip =1 =2.

Corolarul 6.1.5. Fie Q,, si g ca in Teorema unde p,r > 1. Daca f € S si F(-,t) este un lant
Loewner pe ., pentru orice t > 0, atunci F(-,0) = U, (f), pentru orice o € [0, 1].

In a doua consecinta a Teoremei obtinem ca operatorul de extensie Graham-Kohr ¥, pastreaza
aplicatiile g-steale din U in €, , pentru p,r > 1. Demonstratia acestui rezultat se bazeaza pe idei similare
cu cele folosite in Corolarul 3.3 din [39], unde autorii au considerat p = 2 si operatorul de extensie dat de
. Pentru cazul X = C" !, p=r = 25si g(¢) = 1=¢ unde ¢ € U, se poate consulta [43, Teorema

E=g
2.2]; a se vedea si [I1, Corolarul 2.3] in cazul X = C" ', p =r = 25si g(¢) = ﬁ pentru ¢ € U si

v € (0,1).

Corolarul 6.1.6. Fie Q,, si g ca in Teorema unde p,r > 1. Daca f € S;(U), atunci F' = W, (f) €
S5(Qpr), pentru toate o € [0, 1], unde S; () este familia aplicatiilor g-stelate pe Q.

Corolarul 6.1.7. Fie Q,, si g ca in Teorema unde p,r > 1. Daca f € sS3(U), pentru d € (0,1],
atunci F' = W, (f) € s5(Qp,r), pentru a € [0,1], unde sS5(Qy,,) este familia aplicatiilor tare stelate de
ordin d pe €y, ;.

Un alt rezultat important este legat de conservarea primelor elemente ale g-lanturilor Loewner de catre
operatorul de extensie Graham-Kohr, unde g este o functie stelatd (univalentd) in raport cu 1 si care
satisface Ipoteza Acest rezultat este o extensie a [39, Teorema 3.4] si demonstratia sa urmeaza
argumente similare cu cele folosite de autori in [39] pentru p = 2.

Teorema 6.1.8. Fie X un spatiu Banach complex si fie €, . domeniul dat de , unde p,7 > 1. Fie,
de asemenea, g o functie care satisface Ipoteza astfel incat g(U) este stelat in raport cu 1. Daca f € S
este primul element al g-lantului Loewner f(-,t) pe U si F'(-,t) este un g-lant Loewner pe Sy, ., pentru orice
t >0, atunci F(-,0) = U (f), pentru orice a € [0, 1].

Din teorema anterioara obtinem o consecinta (a se vedea [39, Corolarul 3.5] pentru cazul p = 2) legata
de stelaritatea parabolica de ordin p € [0,1). Demonstratia acestui rezultat urmeaza ideile prezentate de
autori in [60, Teorema 5.1] si [62, Teorema 5.3].

Corolarul 6.1.9. Fie Q,, si g ca in Teorema[6.1.8 unde p,r > 1. Daca f € PS*(U), pentru p € [0,1),
atunci F = Vo (f) € PS*(Qp,), pentru orice o € [0,1], unde PS*(Qypr) este familia aplicatiilor stelate
parabolic de ordin p pe €y, ;.
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A treia teorema importanta este dedicata conservarii stelaritatii de ordin complex A, unde A € C cu
PRe < 0, prin operatorul de extensie Graham-Kohr. Putem arata ca ¥, pastreaza aproape stelaritatea de
ordin complex A de la U la €, , pentru orice p,r > 1 si o € [0, 1]. In demonstrarea acestei teoreme urmam
ideile principale din demonstratia [134, Teorema 3.8] datd de Wang si Zhang pentru p € [1,2] si pentru
operatorul de extensie ®, g dat de relatia . In rezultatul urmétor considerdm a € [0,1], B =0 si
p,7 € [1,00).

Observatia 6.1.10. Reamintim ca aproape stelaritatea de ordin complex A € C cu SRel < 0 poate fi
caracterizata cu lanturi Loewner (a se vedea de exemplu [134, Lema 3.5]) astfel: f € LS(Bx) este o
aplicatie aproape stelata de ordin complex A pe Bx daca si numai daca F'(z,t) este un lant Loewner, unde

F(z,t) = eV f(eM2), 2 €By,t € [0,00). (6.1.6)

Teorema 6.1.11. Fie X un spatiu Banach complex si fie Q) domeniul dat de , unde p,r > 1. Fie
de asemenea A € C astfel incat ReX < 0. Daca f € Ascy(U), atunci F' =V, (f) € Ascy(Qy,) pentru orice
a € [0,1], unde notam cu Ascx () familia aplicatiilor aproape stelate de ordin complex X pe Sy .

Observatia 6.1.12. Daca p € [1,2], atunci Teorema se reduce la [I34, Teorema 3.8]. In plus,
dacd X = C" ! sip=r = 2, atunci Q,, este bila unitate Euclidiand B". Pentru A\ = 0 obtinem c&
F(z,t) = 'V, (f)(2) este un lant Loewner si, prin urmare, ¥, (f) este o aplicatie stelatd pe B™. Acest
rezultat binecunoscut a fost demonstrat de Graham si Kohr in [44] (a se vedea si [45] sau [133]).

In final, prezentam doua consecinte ale Teoremei [6.1.11|legate de pastrarea aproape stelaritatii de ordin

p € [0,1), respectiv spiralitatii de ordin § € (=7, %) prin operatorul de extensie Graham-Kohr ¥, de la

discul unitate U la domeniul €, ,, pentru p,r > 1 si a € [0, 1].

Observatia 6.1.13. Conform [I34, Definitia 2.1] daca A = ﬁ pentru p € [0,1), atunci aproape ste-
laritatea de ordin complex A se reduce la aproape stelaritate de ordin u € [0,1). Pe de alta parte, daca
A =itand, pentru § € (-7, §), atunci aproape stelaritatea de ording complex A se reduce la spiralitate de
ordin 9.

Pe baza Teoremei [6.1.11] si a Observatiei [6.1.13| obtinem imediat urmatoarele rezultate:

Corolarul 6.1.14. Fie Qy,, cup,m > 1 ca in Teorema|6.1.11, Daca f € AS},(U), unde p € [0,1), atunci
F=W,(f) € AS}(Qp,), pentru orice a € [0,1].

Corolarul 6.{.15. Fie Qy,, cup,r > 1 cain Teorema|6.1.11] Daca f € S’(;(TU), unde § € (—%,7%), atunci
F =W.(f) € S5(Qp,r), pentru orice o € [0,1].

6.2 Lanturi Loewner si operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

Sectiunea 6.2 este dedicata studiului conservarii lanturilor Loewner prin operatorul de extensie Pfaltzgraft-
Suffridge de la cazul uni-dimensional la spatii Banach complexe infinit dimensionale. Recent, Graham,
Hamada, Kohr si Kohr (a se vedea de exemplu [40]) au aratat ca operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge pastreaza primele elemente ale lanturilor Loewner din bila unitate deschisa Bx a unui JB*-
triple X de dimensiune n intr-un domeniu D, C Bx x By, unde Y este un spatiu Banach complex
(pentru rezultate complete si demonstratiile acestora, se poate consulta [33], [35] si [40]). Alte rezultate
importante demonstrate In acest cadru general sunt legate de pastrarea stelaritatii si a spiralita tii de ordin
v € (—m/2,7/2) de la Bx in D, prin operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge. Rezultate similare
au fost obtinute pentru cazul cu finit dimensional in [21], [33], [43], [49].

6.2.1 Preliminarii

In aceast3 sectiune vom considera doud cazuri particulare ale operatorului studiat de Graham, Hamada,
Kohr si Kohr in [40] pe domenii particulare in spatii Banach complexe (asemanatoare cu cele din [55], [131]
si [134]). Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt originale.
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Ideea principala este de a demonstra ca operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge pastreaza
primele elemente ale lanturilor Loewner din bila unitate B™ din C" (in raport cu diferite norme) in bila
unitate a spatiului W = C" x Y, unde Y este un spatiu Banach complex.

Este important de mentionat aici ca pe parcursul acestei sectiuni vom folosi diferite norme pe spatiul
C" (de exemplu, norma Euclidiana [[z| = /> %, |z;|?, norma supremum ||z]lo = max{|z;| : j = 1,n},

p-norma ||z, = (Zyzl ’xj‘p)l/P7 pentru orice x = (1, ...,2,) € C", p > 1; a se vedea si §3.1.1) care sunt
echivalente deoarece spatiul C" este finit dimensional.

Observatia 6.2.1. Fie p,r > 1 si fie Y un spatiu Banach complex cu norma || - ||y. Daca spatiul C" este
echipat cu norma Euclidiana || - ||, atunci notam cu
Qnpr ={(@,9) eW=C"xY : [l2|" + |lylly <1} (6.2.1)

bila unitate in C" x Y, pentru orice p,r > 1, respectiv operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge definit
prin

Vs = (@ [I@)TTy), 2= (0,0) € D (6:2.2)

_2 .
unde ramura functiei putere are proprietatea [J f(a:)] r(nt1) |x:0 = 1. In particular, daca p = 2, atunci
notam €2, 2, cu €, ,, unde

Quy = {(2,9) EW=C"xY : [l + gl <1}, r=>1.

Observatia 6.2.2. Fie p,r > 1, fie Y un spatiu Banach complex cu norma || - |y si fie By bila unitate a
lui Y. Daca spatiul C™ este inzestrat cu norma supremum || - ||o, atunci notam cu
n
_ n . 1Py
Bupr = (@) €U x By« lylly < [T~ lasl?) 7 | (623)
j=1

bila unitate in WW = C™ x Y, pentru orice p,r > 1, respectiv operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge
definit prin

Car(P)) = (£, 5@ F), == (2,0) € B, (6.2.0

= 1. In particular, daci p = 2, atunci

1
unde ramura functiei putere este aleasa astfel incat [J [ (l‘)] T
notam A, 2, pur si simplu cu A, ., unde

- 1
Bup = {ey) €U xBy - lyly < [0 ~lasP) )}, r21
j=1

Mentionam aici ca definitia domeniului A, ,, data in relatia se bazeaza pe ideile prezentate de
Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [40] (a se vedea de asemenea [63]). Pornind de la un spatiu n-
dimensional JB*-triple X si un spatiu Banach complex Y, acestia au definit multimea D, = {(z,y) €
Bx x Y : |lylly < [det B(z,z)]"/?rBx)} unde r > 1, Bx este bila unitate a lui X, B(z,y) € L(X) este
operatorul Bergman, =,y € X si ¢(Bx) este o constanta care depinde de metrica Bergman pe X (pentru
detalii, a se vedea [40], [63]). Daca X este spatiul C" cu norma supremum | - ||o0, atunci Bx = U",
c(U") = n si det Bz, 2) = [[}_;(1 - |zj|*)2, pentru orice x € U™ (a se vedea [63]). Prin urmare, simple

calcule ne conduc la domeniul D, = A, ;. In cele din urma, considerand p € [1, 2], obtinem domeniul mai

general A, , . definit in (6.2.3]).

Observatia 6.2.3. Fie p € [1,2] si ¢ : [0, 1] — R definitd prin ¢(t) = 1=5;, pentru ¢ € [0,1]. Atunci ¢ este
crescatoare pe [0, 1], pentru orice p € [1,2]. Acest rezultat (considerat mai intai de Wang in [131, Lema
3.2] si [134]) va fi folosit in demonstrarea principalelor rezultate din aceasta sectiune.
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Pentru operatorii de extensie prezentati mai sus putem demonstra urmatoarele doua leme legate de
olomorfia lui W, .(f) (respectiv I'y »(f)) pe Qypr (respectiv pe A, ,p), unde p € [1,2] sir > 1.

Lema 6.2.4. Fiep € [1,2] st > 1. Fie, de asemenea, f € H,(B") astfel incat f(B") C B" si f(0) = 0.
Atunci

2
F(2) = Uop (D) = (£, U@ TTy), 2= (2,) € Oy,
este o aplicatie olomorfa de la by, p ., la 0y p

Lema 6.2.5. Fiep € [1,2] sir > 1. Fie, de asemenea, f € H,(U™) astfel incat f(U™) C U™ si f(0) = 0.
Atunci

Por () = (S0, Ug@)y), == (@0) € Ay,

este o aplicatie olomorfa de la Ay, p, la Ay p .

6.2.2 Rezultate de extensie pe (), ,

In continuare prezentam principalul rezultat al acestei subsectiuni privind conservarea primelor elemente
ale unui lant Loewner din bila unitate euclidiana B" in domeniul €2, ;,, prin operatorul de extensie de tip
Pfaltzgraff-Suffridge ¥,, ., unde p € [1,2] si r > 1. Acest rezultat este strans legat de [35, Teorema 3.1] si
[49, Teorema 2.1], unde autorii au tratat aceeasi problema pe domenii diferite. Rezultatele prezentate aici
sunt originale si au fost obtinute de autor.

Teorema 6.2.6. Fier > f—fl, p € [1,2] si fie f € S primul element al lantului Loewner f(-,t) pe B™. Fie

F(-,t) un lant Loewner pe Yy, p», pentru orice t > 0. Atunci F(-,0) = ¥, .(f).

Din teorema anterioara obtinem urmatoarele consecinte legate de stelaritatea de ordin complex A,
aproape stelaritatea de ording «, spiralitatea de ordin v si stelaritatea pe €, ,, pentru p € [1,2]. Se
observa ca daca p = 2, atunci rezultatele obtinute se reduc la cele demonstrate de Graham, Hamada, Kohr
si Kohr in [40, Corolar 5.4], Graham, Kohr si Pfaltzgraff in [49, Corolar 2.4], respectiv de Wang si Zhang
in [I34, Teorema 3.12, Corolare 3.13 si 3.14].

Corolarul 6.2.7. Fie r > f—fl, p € [1,2] si X € C astfel incait ReX < 0. Daca f € Asci(B"), atunci
F = V,,(f) € Asc5(Qnpyr), unde notam cu Ascy(Qnp,) familia aplicatiilor aproape stelate de ordin
complex X pe .

Corolarul 6.2.8. Fie r > f—fr‘l, p € [1,2] si o € [0,1). Daca f € ASL(B"), atunci F = V,,,(f) €
ASE(Q pr), unde AS%(Qp ) este familia aplicatiilor aproape stelate de ordin o pe Qy, p .

Corolarul 6.2.9. Fie r > f—fl, p € [1,2] si|y| < §. Daca f apartine familiei S’V(IB%”), atunci F =

U, (f) € S’W(Qn,p,r), unde S'V(Qn,pﬂ«) este familia aplicatiilor spiralate de ordin v pe Q4.

Corolarul 6.2.10. Fie r > nz—fl, p € [1,2] si|y| < §. Daca f apartine familiei S*(B"), atunci F' =
U, r(f) € S* (Qnpyr)-

6.2.3 Asupra proprietatii de e-stelaritate

O alta proprietate importanta a operatorului ¥,, , este legata de pastrarea e-stelaritatii pe domeniul €, 2 ..
Primul rezultat din aceasta subsectiune este o generalizare a Teoremei 2.6 demonstrata de Wang si Wang
in [133]. Mentionam ca in urmatorul rezultat se considera p = 2.

Teorema 6.2.11. Fier > nz—_’:l Daca f € S(B™) este o aplicatie e-stelata pe B", atunci F = ¥, .(f) €

S(Qn2,r) este o aplicatie e-stelatd pe 2.

Observatia 6.2.12. Daca Y = C si r = 2, atunci pentru € = 0, Teorema [6.2.11|se reduce la [49, Corolarul
2.4]. Pe de alta parte, daca € = 1, atunci Teorema [6.2.11] trateaza cazul aplicatiilor convexe asociate cu
operatorul W,, , propus de Pfaltzgraff si Suffridge in [I11] (a se vedea si [49]).
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6.2. LANTURI LOEWNER SI OPERATORUL DE EXTENSIE PFALTZGRAFF-SUFFRIDGE

6.2.4 Asupra proprietatii de convexitate

Fie Y un spatiu Banach complex. Pentru a € (0, 1] si r > 1, notam
2n_
Doy = {(z,y) €W =C"xY : |yl < a1 (1—a]*)}. (6.2.5)

Atunci Dy, C Qyp pr si D1y = Qy0,, unde €2, 2, este un caz particular al domeniului definit prin formula

(6.2.1) pentru p = 2. Urménd argumentele prezentate de Graham, Kohr si Pfaltzgraff in [49], putem
extinde o parte din rezultatele lor, dupa cum urmeaza:

Teorema 6.2.13. Fier > nz—fl, fe KB siaj,az € R% fie astfel incat oy + g < 1. De asemenea, fie
F =V, ,(f) operatorul de extensie dat de (6.2.9). Atunci (1 — X)F(z,y) + AF(Z,7) € F(Da,+as,r), unde

(l’,y) e Da1,7“7 ('i'ag) e Da2’r $Z )\ 6 [0, 1]

Corolarul 6.2.14. Fier > 2, f € K(B") si F = W, .(f). Atunci (1—A\)F(z,y)+AF(Z,7) € F(Qn2,),

unde (xay)a (ii',:lj) € D1/2,7" 3% Ae [07 1]

Observatia 6.2.15. Dupa cum am mentionat mai sus, in cazul particular Y = C si » = 2, Teorema [6.2.13
si Corolarul |6.2.14] se reduc la rezultatele obtinute de Graham, Kohr si Pfaltzgraff in [49, Teorema 2.2],
respectiv in [49, Corolar 2.5].

6.2.5 Rezultate de extensie pe A, ,

Ultima parte a acestei sectiuni este dedicata studiului operatorului de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge
I';,» pe domeniul A, ,,, (pentru detalii, se poate consulta [35] si [40]). Sa consideram din nou Y un spatiu
Banach complex, p € [1,2] si r > 1. Reamintim c& daca X = C" este Inzestrat cu norma supremum || - || oo,
atunci notam cu

n
1
Buger = { () €U 5By < ylly < [T~ lagl)yoe},
j=1
unde U™ este polidiscul unitate in C™ si By este bila unitate deschisa in spatiul complex Banach Y. Mai
mult, operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge I';, ; este definit prin

1

T (1)) = (4@ (7@ 7). 2= (9) € Augr

unde ramura functiei putere are proprietatea [J f(x)] ™ geo = 1

Pe baza ideilor prezentate de Graham, Hamada si Kohr in [35] obtinem un rezultat similar cu cel din
Teorema care descrie conservarea lanturilor Loewner prin operatorul I'y, , pe domeniul A, ,, (a se
vedea [35], Corolar 3.4] pentru cazul p = 2 a se vedea si [33, Teorema 2.1], [35, Teorema 3.1] si [49, Teorema
2.1)).

Teorema 6.2.16. Fie r > 1, p € [1,2] si f € S primul element al lantului Loewner f(-,t) pe U™. Fie
G(-,t) un lant Loewner pe Ay, pentru orice t > 0. Atunci G(-,0) =Ty, ,(f).

In final, prezentam doua rezultate care deriva din Teorema ce descriu pastrarea spiralitatii,
respectiv a stelaritatii prin operatorul de extensie I',,, pe domeniul A, ,, pentru r > 1 si p € [1,2].
In demonstrarea acestor rezultate urmam ideile principale din demonstratia [35, Corolarul 3.2] data de
Graham, Hamada si Kohr. Pentru cazul p = 2, a se vedea [35, Corolarul 3.4].

Corolarul 6.2.17. Fier > 1, pe [1,2] si |y| < 5. Daca f € S, (U™), atunci Tp,(f) € Sy(Dnpr)-
Corolarul 6.2.18. Fier > 1 sip € [1,2]. Daca f € S*(U"), atunci I'y,,.(f) € S*(Anpr)-

Mentionam in final ca studiul operatorului de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge pe domeniul €, ;,, ar
putea fi extins si in cazul p,r > 1 (a se vedea, de exemplu, rezultatele prezentate in [55] pentru operatorul
de extensie Graham-Kohr sau in [I31] pentru operatorul de extensie Roper-Sufridge). Aceste extinderi
ar putea constitui probleme de interes pentru specialistii in domeniu. Pe de alta parte, o alta problema
interesanta ar fi studierea unor rezultate similare pentru operatorul de extensie Muir (a se vedea [39], [40],
[103]).
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Concluzii

Pe parcursul acestei teze am prezentat mai multe rezultate legate de teoria geometrica a functiilor de una
si mai multe variabile complexe. In aceasta ultima parte dorim sa reamintim si sa evidentiem principalele
rezultate originale pe care le-am obtinut in fiecare capitol.

Prima parte a tezei a fost dedicata studiului rezultatelor clasice si familiilor de functii univalente de
o variabila complexa. Principalele surse bibliografice utilizate pentru pregatirea acestei parti au fost [19],
[29], [45], [77], [85], [87], [102], [I14]. Cu toate ca Capitolul (1| este unul introductiv, acesta contine si
rezultate originale obtinute de autor in [50] si [51]. Mai intai, in sectiunea §1.4 am demonstrat doua teoreme
generale de distorsiune pentru functii stelate (a se vedea Teorema , respectiv functii convexe de ordin
o (a se vedea Teorema [1.4.19). Aceste rezultate au fost obtinute de Grigoriciuc in [51].

O alta familie importanta de functii univalente in C a fost studiata in §1.5. Aici, am extins clasa R a
functiilor cu partea reala a derivatei pozitiva introdusa de MacGregor in [96]. Pornind de la R am definit
doud noi subclase R, si Rp(«), studiind mai apoi proprietatile lor. Rezultatele originale au fost obtinute
in [50].

In Capitolul [2] am introdus un nou operator diferential care a fost folosit pentru a defini dou# noi
subclase de functii univalente pe discul unitate in C. In §2.1 am obtinut proprietati generale ale operatorului
G legate de liniaritate, convolutie si conditii suficiente de univalenta (a se vedea Propozitiile 7.

A doua sectiune a acestui capitol a fost dedicata studiului subclaselor Ej(a) si Ej(a), unde k € N si
a € 10,1). impreuné cu proprietatile generale ale acestor subclase (teoreme de deformare si distorsiune,
estimari ale coeficientilor, caracterizari analitice sau cu lanturi Loewner) am studiat si cazuri particulare
(de ex. k=1 si a =0) care au fost de interes, fiind in stransa legatura cu clasele de functii univalente
mentionate in primul capitol (a se vedea de exemplu Propozitiile siin §2.2.2). Toate rezultatele
din acest capitol sunt originale si au fost obtinute de autor in [54].

A doua parte a acestei teze incepe cu Capitolul (3| si a fost dedicata studiului aplicatiilor univalente
de mai multe variabile complexe in C", unde n > 2. Aceasta parte se bazeaza pe mai multe monografii
importante (de exemplu, [45], [83], [107], [119], [123]) si lucrari ale acestor autori (de exemplu, [32], [37],
[44], [128]). Pe langa rezultatele clasice din teoria geometrica a functiilor univalente de mai multe variabile
complexe, In acest capitol am abordat gi o noua problema: biolomorfia combinatiilor convexe de aplicatii
biolomorfe pe bila unitate Euclidiana in C". Se stie ca daca f,g € S(B"), atunci (1 — \)f + Ag nu este
necesar biolomorfa pe B” , unde A € (0,1). Totusi, in §3.6 am obtinut cateva rezultate (a se vedea de
exemplu Proposition si Teorema care rezolva partial aceasta problema (pe baza ideii propuse
de Chichra si Singh in [9]). Rezultatele originale prezentate aici au fost obtinute in [52].

O extensie naturala a rezultatelor de mai sus considerata in acest capitol (a se vedea §3.8) este legata de
combinatia convexa a doi operatori de extensie de tip Graham-Kohr (a se vedea Deﬁnigia. Operatorul
de extensie mentionat aici a fost definit de I. Graham si G. Kohr in [44] (a se vedea si [43]). Acestia
au demonstrat, de asemenea, ca operatorul pastreaza notiunile de stelaritate, spiralitate si reprezentare
parametrica (a se vedea de exemplu [44], [60], [62]). Acest tip de operator de extensie a fost folosit pentru
a demonstra cateva proprietati ale unui nou operator de extensie in C" (a se vedea teoremele f
. Rezultatele prezentate in §3.8 sunt de asemenea originale si au fost obtinute de autor.

In Capitolul 4] am introdus forma n-dimensionala a operatorului diferential G definit in capitolul
Folosind acest operator am generalizat subclasele Ey, respectiv Ej de la discul unitate U la bila unitate
B" in C". In §4.2 am demonstrat cateva rezultate importante referitoare la legatura dintre subclasele E}
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(respectiv E7) pe U si clasa aplicatiilor convexe K (B") in C" (a se vedea Teoremele [4.2.1] 4.2.3]si |4.2.5)).
Reamintim ca rezultatele din cazul n = 1 nu sunt adevarate in cazul mai multor variabile complexe (a se
vedea de exemplu Teorema . Toate rezultatele obtinute In aceasta sectiune sunt originale si au fost
obtinute de autor in [53].

A doua parte a acestui capitol a fost dedicata studiului conservarii clasei £f = K prin operatorul de
extensie Graham-Kohr V¥, , mentionat mai sus. Desi operatorul ¥,, , nu pastreaza notiunea de convexitate
(a se vedea de exemplu [44]), am reusit sa demonstram ca ¥, ,(K) C Ef(B") pentru a € {0, 1}. Rezultatele
prezentate in Propozitia si Teorema [4.3.4] sunt originale si raspund partial la intrebarea propusa in
[53].

Ultima parte a tezei contine rezultate legate de aplicatii biolomorfe si operatori de extensie in spatii
Banach complexe. In Capltolul I am inclus o scurtd prezentare a principalelor rezultate care au fost
utilizate in ultimul capitol (de exemplu, familii de aplicatii biolomorfe, operatori de extensie si teoria
Loewner in cazul infinit dimensional). Aceastd parte se bazeaza in principal pe lucrarile [39], [40], [41],
[45], [106], [117], [127].

In Capitolul |§| am demonstrat rezultate legate de conservarea lanturilor Loewner prin operatorul de
extensie Graham-Kohr, respectiv Pfaltzgraff-Suffridge pe domenii particulare in caz infinit dimensional. In
§6.1 am obtinut extensii (a se vedea de exemplu Lemal6.1.1] Teoremele[6.1.4] [6.1.8]si[6.1.11)) ale rezultatelor
prezentate de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [39] si [40]. Pornind de la rezultatele acestora, am
demonstrat ca g-lanturile Loewner sunt péstrate prin operatorul de extensie Graham-Kohr de la discul
unitate U la bila unitate 2, , definitd de (6.1.1)) pentru p,r > 1 (pentru cazul p = 2, a se vedea [39], [40]).

In §6.2 am obtinut rezultate legate de conservarea primelor elemente ale lanturilor Loewner din bila
unitate Euclidiana B" in domeniul €2, ,, prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge ¥,, , pentru
p € [1,2] si r > 1 (pentru detalii, a se vedea §6.2.1). Rezultatele originale prezentate aici au fost obtinute
folosind argumente similare cu cele folosite de autori in [35] si [49]. In Teorema am obtinut con-
servarea e-stelaritatii pe domeniul €2, 2, prin operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge. Acest
rezultat este o generalizare a Teoremei 2.6 demonstrata de Wang si Wang in [I33]. Sectiunea se incheie cu
cateva rezultate legate de convexitate (a se vedea de exemplu Teorema, respectiv pastrarea primelor
elemente ale lanturilor Loewner din polidiscul unitate U" in domeniul A, ,, prin operatorul de extensie
de tip Pfaltzgraff-Suffridge Iy, pentru p € [1,2] si r > 1 (a se vedea Teorema Corolariile si
6.2.18)). O parte din rezultatele prezentate in acest capitol sunt originale si au fost obtinute de autor in
[55].

In final, mentionam ca toate rezultatele originale prezentate in aceasta teza au fost obtinute folosind
metode clasice si moderne din teoria geoemtrica a functiilor de una si mai multe variabile complexe, cu
un accent deosebit pe teoria lanturilor Loewner si a operatorilor de extensie. Reamintim c& I. Graham,
H. Hamada, G. Kohr si M. Kohr au avut contributii deosebite si extrem de importante in acest domeniu
modern si dinamic cu multiple aplicatii in mecanica fluidelor (de exemplu, probleme de curgere Hele-
Shaw), teoria probabilitatii (de exemplu, probleme de evolutie de tip Schramm-Loewner, probabilitati
necomutative) sau control optimal.
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Directii de cercetare

In finalul acestei teze prezentam céteva directii de cercetare ce ar putea fi explorate pentru a Imbunatati
sau extinde rezultatele prezentate in fiecare capitol.

e Referitor la notiunile definite in Capitolul [2|ar fi de interes sa studiem compactitatea noilor subclase
Ey si B} (a se vedea Intrebarea , relatia dintre doua familii consecutive, adica Fy11 C Ej,
pentru k € N (a se vedea Intrebarea , raze de stelaritate, respectiv convexitate pentru aceste
clase si extensii ale rezultatelor prezentate in cazul n-dimensional si in spatii Banach complexe.

e In Capitolul (3| am discutat despre combinatiile convexe de aplicatii biolomorfe (cu coeficienti reali)
in caz multi-dimensional. O extensie naturald a rezultatelor prezentate este problema combinatiilor
convexe cu coeficienti complecsi.

O problema interesanta referitoare la combinatiile convexe a doi operatori de extensie de tip Graham-
v . .. .U . .. f)’ . a’ﬂ

Kohr este pastrarea notiunii de reprezentare parametrica prin operatorii > respectiv K \ s pentru

0<a<p<1siAe(0,1). Cao consecinta a acestui rezultat, putem studia pastrarea stelaritatii

prin acesti operatori.

Mai mult, operatorii de extensie introdusi (le si lCi’ﬁ ) pot fi studiati si in caz infinit dimensional.

e Capitolul [4] este dedicat studiului familiilor de aplicatii biolomorfe care generalizeaza subclasele
introduse in capitolul 2l De interes ar fi studiul proprietatilor subclaselor Ej(B") si £} (B") in C"
si spatii Banach complexe. Pe langa acestea, problema pastrarii clasei K = EJ prin operatorul de
extensie Graham-Kohr raméne o probleméa deschisa, dupa cum se poate observa in Intrebarea
(cazul n-dimensional) si Intrebarea m (cazul infinit dimensional). Cu siguranta, alti operatori de
extensie importanti (de exemplu, Roper-Suffridge generalizat, Pfaltzgraff-Suffridge, Muir) pot fi luati
in considerare pentru aceeasi problema.

Avand in vedere rezultatele obtinute de Hamada, Iancu si Kohr in [65] si [66] (a se vedea si [59],
[64]) putem considera probleme de aproximare si densitate pentru subclasele de aplicatii biolomorfe
definite in C".

e Tinand cont de rezultatele obtinute in §6.2 din Capitolul [6] ar de interes studiul rezultatelor de
extensie prin operatorul Pfaltzgraff-Suffridge pe domeniul €, ,,, pentru r > 1 si p > 2.

O alta problema legatd de operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge este pastrarea g-reprezentarii
parametrice de la By la D, (a se vedea de exemplu [40]). In acest caz, Bx este bild unitate a unui
JB*-triple n-dimensional X, By este bila unitate a spatiului Banach complex Y si D, C Bx x By
este un domeniu astfel incat By x {0} C D, pentru o > 0. Rezultatele obtinute pentru operatorul
de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge in aceast context au fost obtinute de Graham, Hamada, Kohr
si Kohr in [40] (a se vedea si [132], [134]).

e Impreunit cu operatorii introdusi de Roper si Suffridge, Graham si Kohr, Pfaltzgraff si Suffridge,
respectiv generalizari ale acestor operatori, putem studia si operatorul de extensie Muir ®,, . Op-
eratorul ®, g a fost introdus de Muir Jr. (a se vedea [103]) ca o generalizare diferitd a opera-
torului de extensie Roper-Suffridge. Aici, Q : C*~! — C este un polinom omogen de gradul 2 si
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O, 0 : LS — mathcal LS, (B"™) este dat de

2 = (£ +QEF ). /F ), 2= (21,9) € B

unde ramura functiei radical este considerata astfel incat / f’ (21)|Z1:0 = 1. Operatorul de extensie
Muir si generalizarile sale au fost studiate de mai multi autori (a se vedea de exemplu [11], [39], [76],
[84], [98], [139]) in caz finit si infinit dimensional. O problema interesanta este studierea pastrarii
notiunii de g-reprezentare parametrica de catre operatorul de extensie Muir generalizat (definit de

Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [39]) prin

1

2r(N) = (F@) + Bl) 7 @), (F@) ), 2= () € O

unde Py : Y — C este un polinom omogen de grad k£ > 2, pe domeniul €, = {(x,y) eCxY :
2P + lyl¥ < 1}, unde p > 1, k > 2 si Y este un spatiu Banach complex. Reamintim c& pentru
p = 2 s-a demonstrat in [39] ca ®p, pastreaza g-reprezentarea parametrica si functiile Bloch, unde ¢

satisface Ipotezele

Recent, Muir (a se vedea [104], [I05]) a studiat lanturi Loewner ce au proprietatea de LP-continuitate
local uniforma ¢. Acest tip de aplicatii au fost considerate de Muir pentru a defini un nou concept
de spiralitate in raport cu o aplicatie local integrabila pe [0, c0). In acest context, o problema de
interes ar fi constructia unor aplicatii de acest tip folosind si alti operatori de extensie (de exemplu,
operatorul de extensie Graham-Kohr sau operatorul de extensie de tip Roper-Suffridge generalizat).

Un instrument important pentru generarea operatorilor de extensie este teoria semigrupurilor studiata
de Elin (a se vedea de exemplu [21]). Aceasta noud abordare poate fi utilizata si in cazul operatorilor
de extensie enumerati mai sus.

O alta directie de cercetare puternic legata de lanturile Loewner este prezentata de Arosio, Bracci,
Hamada si Kohr in [3]. Acestia au considerat teoria Loewner in cadrul varietatilor hiperbolice com-
plete complexe, generand o echivalenta intre L?-lanturile Loewner si L¢-familiile de evolutie. Mai
mult, au folosit operatorul de extensie Roper-Suffridge pentru a construi L?-lanturi Loewner. Un
studiu similar poate fi considerat si in cazul altor operatori de extensie (de exemplu, operatorul de
extensie Graham-Kohr).

Cea mai recentd abordare a teoriei Loewner a fost introdusa de Hamada si Kohr in [72]. Acestia au
studiat un nou concept, si anume inversul unui lant Loewner, in cazul infinit dimensional. Lucrarea
prezinta o noud modalitate de a studia teoria lanturilor Loewner si a operatorilor de extensie (de
exemplu, operatorul de extensie Graham-Kohr).
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