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Teză de doctorat – Rezumat
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II Contribuţii ı̂n teoria aplicaţiilor biolomorfe de mai multe variabile complexe 22
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Introducere

Teza de faţă explorează atât rezultate clasice, cât s, i rezultate noi ı̂n teoria funct, iilor univalente de una
şi mai multe variabile complexe. Teza urmează cursul acestui domeniu ı̂n ultimii ani, cuprinzând not, iuni
legate de funct, ii univalente de o variabilă complexă, apoi legate de familii de aplicat, ii biolomorfe ı̂n Cn s, i
se ı̂ncheie cu o parte dedicată aplicat, iilor biolomorfe s, i operatorilor de extensie ı̂n spat, ii Banach complexe.
Teoria funct, iilor univalente este un subiect major ı̂n teoria funct, iilor geometrice, fiind intens studiată de
mai mult, i autori care au contribuit la dezvoltarea acestui domeniu.

Rezultatele incluse ı̂n această teză continuă, la o scară mai mică, munca excelentă a marilor profesori
din Cluj-Napoca (ment, ionăm aici pe Prof. dr. Petru T. Mocanu, Prof. dr. Grigore S. Sălăgean, Prof.
dr. Gabriela Kohr s, i Prof. dr. Mirela Kohr), fiind inspirate de ideile lor inovatoare folosite de-a lungul
anilor. Este de remarcat aici contribut, ia specială a Prof. dr. Gabriela Kohr ı̂mpreună cu colaboratorii săi,
ı̂n special Prof. dr. Ian Graham, Prof. dr. Hidetaka Hamada s, i Prof. dr. Mirela Kohr (a se vedea [45]).

Un rezultat important ı̂n teoria funct, iilor univalente ı̂n C este teorema lui Riemann care prezintă
conform echivalent,a domeniilor simplu conexe ı̂n caz uni-dimensional (a se vedea de exemplu [45], [77]).
Având ı̂n vedere acest rezultat, studiul funct, iilor univalente de o variabilă complexă poate fi redus la discul
unitate U. În dimensiuni mai mari, teorema lui Riemann nu are loc (a se vedea de exemplu [45]), iar
această diferenţă majoră ı̂ntre C s, i Cn, unde n ≥ 2, a fost demonstrată de Poincaré (a se vedea [112]).

Începând cu Bieberbach (a se vedea [4]) care a obţinut ı̂n 1916 estimarea exactă a celui de-al doilea
coeficient din dezvoltarea ı̂n serie Taylor a funcţiilor univalente normate pe discul unitate U (deci funcţii din
clasa S), teoria funct, iilor univalente a suferit importante dezvoltări (mai ales datorită celor care au lucrat
pentru a demonstra conjectura propusă de Bieberbach legată de estimările coeficient, ilor pentru funct, iile
din S). Unul dintre instrumentele importante folosite ı̂n acest context a fost teoria lant,urilor Loewner.
Bazându-se pe aceste idei, L. de Branges a demonstrat conjectura lui Bieberbach, deschizând astfel noi
direct, ii pentru studiul funct, iilor univalente. Mai mult, teoria Loewner a fost utilă s, i pentru a demonstra
criterii de univalent, ă, caracterizări analitice ale proprietăt, ilor geometrice (stelaritate, convexitate, spiral-
itate), raze de stelaritate, convexitate, univalent, ă s, i alte rezultate strâns legate de funct, iile univalente ı̂n
C. Un alt pas important a fost făcut de Pommerenke (a se vedea [114]) care a demonstrat că orice funcţie
f ∈ S admite reprezentare parametrică, adică există un lant, Loewner f(z, t) astfel ı̂ncât f = f(·, 0) este
primul element al acestui lant, . Diverse aspecte s, i aplicat, ii ale acestei teorii pot fi găsite ı̂n monografiile lui
Duren [19], Graham s, i Kohr [45], Pommerenke [114] s, i, de asemenea, ı̂n lucrările lui Conway [12], Goluzin
[23], Mocanu, Bulboacă s, i Sălăgean [102].

În cazul n-dimensional, Cartan a studiat clasa S(Bn) a aplicat, iilor biolomorfe normate pe bila unitate
Euclidiană Bn (a se vedea de exemplu [7], [45], [83]). Cartan a demonstrat că S(Bn) nu este compactă,
deoarece nu este local uniform mărginită. Având ı̂n vedere această proprietate, obt, inem că S(Bn) nu admite
o teoremă de deformare s, i distorsiune (a se vedea de exemplu [45]). Această problemă a fost rezolvată de
Graham, Hamada s, i Kohr, care au introdus clasa S0(Bn) a aplicat, iilor care admit reprezentare parametrică
pe Bn (a se vedea de exemplu [32]; a se vedea s, i [114]). Pentru n = 1, avem că S0(B1) = S (a se vedea
de exemplu [114]). Totus, i, dacă n ≥ 2, atunci S0(Bn) este strict inclusă ı̂n S(Bn). Mai mult, Graham,
Kohr s, i Kohr (a se vedea [48]) au demonstrat că S0(Bn) este compactă (a se vedea de exemplu [32], [45],
[48]). Acest rezultat este unul dintre rezultatele care prezintă o diferent, ă clară ı̂ntre cazul uni, respectiv
multi-dimensional. Pe de altă parte, a deschis noi modalităt, i de studiu a teoriei aplicat, iilor biolomorfe ı̂n
caz n-dimensional.

O altă temă importantă ı̂n teoria aplicat, iilor biolomorfe de mai multe variabile compelxe este investi-
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garea proprietăt, ilor geometrice (de ex. stelaritate, convexitate, spiralitate). Matsuno (a se vedea [99]) a
studiat pentru prima dată not, iunea de stelaritate pe Bn ı̂n Cn, ı̂n timp ce Suffridge (a se vedea de exemplu
[126]) a obţinut rezultate similare pe polidiscul unitate Un. În cazul infinit dimensional, Gurganus [57] s, i
Suffridge [127] au obt, inut caracterizări ale stelarităt, ii. Alte proprietăt, i importante ale aplicat, iilor stelate pe
Bn au fost demonstrate de-a lungul timpului de Curt [14], Gong [24], Graham, Hamada s, i Kohr [32], Gra-
ham s, i Kohr [45], Kikuchi [80], Kohr [83], Kubicka s, i Poreda [86] s, i alt, ii. Noţiunea de stelaritate de ordin
α ∈ [0, 1) ı̂n Cn a fost introdusă de Kohr ı̂n [81], iar aproape stelaritatea de ordin α ∈ [0, 1) a fost definită
de Feng ı̂n [22] ı̂n cazul infinit dimensional. Clasa aplicat, iilor convexe a fost studiată de Suffridge [126]
pe Un, respectiv de Kikuchi s, i Gong [80] pe Bn. Mai târziu, Hamada s, i Kohr [68] au obt, inut generalizări
ale condit, iei necesare s, i suficiente de convexitate dată de Kikuchi pentru cazul spat, iilor Hilbert complexe.
Aceeas, i problemă a fost studiată de Suffridge [127] pe bila unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu diferite norme. Alte
contribut, ii importante ı̂n acest domeniu au fost aduse de Curt [14], Graham, Hamada s, i Kohr [32], Graham
s, i Kohr [45], Liu [91], Roper s, i Suffridge [121]. În [57], Gurganus a propus ideea de spiralitate ı̂n raport cu
un operator liniar normal cu proprietatea că valorile sale proprii au parte reală pozitivă. Acest concept a
fost extins de Suffridge ı̂n cazul infinit dimensional ı̂n [128] (a se vedea şi generalizările considerate de Liu
s, i Liu [94]).

La fel ca ı̂n caz uni-dimensional, teoria lant,urilor Loewner rămâne un instrument important şi ı̂n analiza
aplicat, iilor biolomorfe de mai multe variabile complexe. Pfaltzgraff [109] este primul contribuitor ı̂n acest
domeniu, obt, inând generalizări pe bila unitate Euclidiană ı̂n Cn ale rezultatelor clasice din C. Pe de altă
parte, Poreda a extins aceste rezultate pe Un ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [115], [116]). Numeroase
proprietăt, i s, i rezultate din teoria lant,urilor Loewner ı̂n Cn au fost obt, inute de Duren, Graham, Hamada
s, i Kohr [20], Graham, Hamada s, i Kohr [32], Graham, Kohr s, i Kohr [47], Graham, Kohr s, i Pfaltzgraff
[49] s, i, de asemenea, de Arosio [2], Curt s, i Kohr [15], Cristea [16], Poreda [117], Vodă [130]. Printre cele
mai importante rezultate, ment, ionăm că Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea [32]) au arătat că ı̂n Cn
există aplicat, ii biolomorfe normate care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale lant,urilor Loewner.
De asemenea, există aplicat, ii care nu au reprezentare parametrică pe bila unitate din Cn, unde n ≥ 2. O
altă diferent, ă semnificativă ı̂ntre cazul uni-dimensional şi Cn cu n ≥ 2 constă ı̂n faptul că ı̂n C ecuat, ia
diferent, ială Loewner are o unică solut, ie univalentă normată. În contrast, ı̂n caz multi-dimensional, acest
rezultat nu este adevărat (a se vedea de exemplu [32], [114]). Duren, Graham, Hamada s, i Kohr au studiat
forma solut, iilor generale ale ecuat, iei diferent, iale Loewner ı̂n [20].

Un punct de turnură ı̂n evolut, ia teoriei aplicat, iilor biolomorfe de mai multe variabile complexe a fost
demonstrarea compactităt, ii familiei CarathéodoryM de către Graham, Hamada s, i Kohr ı̂n 2002 (a se vedea
[44], [68]). Acest rezultat a revitalizat studiul aplicat, iilor biolomorfe de mai multe variabile complexe s, i
a deschis noi oportunităt, i de studiu ı̂n teoria funct, iilor geometrice. Alte aspecte s, i aplicat, ii ale teoriei
lant,urilor Loewner, respectiv clasa Carathéodory ı̂n Cn pot fi găsite ı̂n [14], [16], [17], [32], [45], [48], [109],
[117].

O problemă care a apărut ı̂n studiul aplicat, iilor biolomorfe ı̂n Cn a fost construct, ia de exemple de
aplicat, ii convexe. Cei care au făcut primii pas, i spre rezolvarea acestei probleme au fost K. Roper s, i T.J.
Suffridge (a se vedea [121]). Ei au introdus operatorul de extensie Φn : LS → LSn(Bn) definit prin

Φn(f)(z) =

Å
f(z1), z̃

»
f ′(z1)

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde ramura funct, iei radical este considerată astfel ı̂ncât
√
f ′(z1)

∣∣
z1=0

= 1. Acest operator păstrează
not, iunea de convexitate de la U la Bn. Păstrarea convexităţii prin Φn a fost obt, inută ulterior s, i de Graham
s, i Kohr ı̂ntr-un mod diferit (a se vedea [43]). Mai mult, ei au arătat că operatorul păstrează s, i not, iunea
de stelaritate. Mai apoi, au fost obţinute şi alte rezultate de extensie legate de păstrarea stelarităt, ii de
ordin 1/2 (Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [73]), stelarităt, ii de ordin 0 < α < 1 (Liu ı̂n [92] s, i Chirilă ı̂n [11]),
spiraliarităt, ii de tip δ, unde δ ∈ R este astfel ı̂ncât |δ| < π

2 (Graham, Kohr s, i Kohr ı̂n [48]). Luând ı̂n
considerare metoda g-lant,urilor Loewner, Chirilă (a se vedea [11]) a demonstrat că Φn păstrează aproape
stelaritatea de ordin α s, i de tip γ, unde α, γ ∈ [0, 1), respectiv spiraliatatea de tip δ s, i de ordin α, unde
δ ∈ R cu |δ| < π

2 s, i α ∈ [0, 1). Păstrarea spiralităt, ii de tip δ s, i de ordin α a fost obt, inută s, i de Liu s, i Liu
(a se vedea [94]) folosind o metodă diferită. Alte proprietăt, i ale operatorului de extensie Φn pot fi găsite
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ı̂n [30], [45].
Pornind de la Roper s, i Suffridge, teoria operatorilor de extensie a devenit un subiect important ı̂n

studiul aplicat, iilor biolomorfe ı̂n Cn. Alt, i operatori de extensie cu proprietăt, i importante au fost introdus, i
de

� Graham şi Kohr (a se vedea [43], [44]) - operatorul de extensie Graham-Kohr Ψn,α definit prin

Ψn,α(f)(z) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα
z̃

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

pentru f ∈ LS cu f(z1) 6= 0 şi z1 ∈ U \ {0}. Ramura funcţiei putere este aleasă astfel ı̂ncât(f(z1)
z1

)α∣∣
z1=0

= 1.

� Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge (a se vedea [42]) - operatorul de extensie Φn,α,β definit prin

Φn,α,β(f)(z) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα(
f ′(z1)

)β
z̃

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde α, β ≥ 0 şi f ∈ LS are proprietatea că f(z1) 6= 0 pentru z1 ∈ U \ {0}. Ramura funcţiei putere

este aleasă astfel ı̂ncât
(f(z1)

z1

)α∣∣
z1=0

= 1 şi
(
f ′(z1)

)β∣∣
z1=0

= 1.

� Pfaltzgraff şi Suffridge (a se vedea [111]) - operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Γn : LSn(Bn)→
LSn+1(Bn+1) definit prin

Γn(f)(z) =

Å
f(z′), zn+1

[
Jf (z′)

] 1
n+1

ã
, z = (z′, zn+1) ∈ Bn+1,

unde Jf (z′) = detDf(z′) cu z′ ∈ Bn. Ramura funcţiei putere are proprietatea că
[
Jf (z′)

] 1
n+1
∣∣
z′=0

= 1.

Toţi aceşti operatori de extensie păstrează not, iunea de reprezentare parametrică (̂ın particular, stelaritatea,
stelaritatea de ordin α ∈ (0, 1), spiralitatea). O observat, ie importantă este că Graham, Hamada, Kohr
s, i Suffridge au demonstrat că Φn,α,β păstrează convexitatea doar dacă α = 0 s, i β = 1

2 . În particular,
operatorul de extensie Graham-Kohr Ψn,α nu păstrează convexitatea pentru n ≥ 2. Problema păstrării
convexităt, ii prin operatorul Γn a fost part, ial rezolvată de Graham, Kohr s, i Pfaltzgraff (a se vedea [49]),
respectiv de Chirilă (a se vedea [10]) pentru operatorul Pfaltzgraff-Suffridge generalizat. Mai multe detalii
despre generalizările operatorilor de extensie de tip Roper-Suffridge s, i proprietăt, ile lor pot fi găsite ı̂n [25],
[27], [43], [46], [84], [93], [103], [138].

În ultimii ani, studiul aplicat, iilor biolomorfe s-a concentrat pe cazul infinit dimensional. O parte
din rezultatele obt, inute pentru funcţii de o variabilă, respectiv pentru aplicaţii de mai multe variabile
complexe, pot fi extinse ı̂n cazul spat, iilor Banach complexe (de ex. teoria funct, iilor univalente, familii
de funct, ii univalente cu proprietăt, i geometrice speciale, teoria lant,urilor Loewner, teoria operatorilor de
extensie s, i altele). Cu toate acestea, multe dintre problemele propuse ı̂n cazul infinit dimensional sunt ı̂ncă
deschise s, i de mare interes pentru cercetători. Printre cei care au ı̂nceput studiul aplicat, iilor biolomorfe ı̂n
caz infinit dimensional ı̂i ment, ionăm pe K. Gurganus [57], J. Mujica [106], T. Poreda [118] s, i T.J. Suffridge
[127]. Una dintre diferent,ele importante ı̂n acest context este că not, iunile de univalent, ă s, i biolomorfie nu
sunt echivalente, adică există aplicat, ii univalente care nu sunt biolomorfe (a se vedea de exemplu [107],
[119], [128]). Acest rezultat este ı̂n contrast cu cazul finit dimensional (a se vedea [45]). Proprietăt, i generale
ale clasei S(BX) ale aplicat, iilor biolomorfe normate pe bila unitate BX ı̂n spat, iul Banach complex X au
fost obt, inute ı̂n lucrările lui Graham s, i Kohr [45], Hille s, i Phillips [79], Mujica [106].

Referitor la generalizarea clasei Carathéodory ı̂n caz infinit dimensional, contribut, ii importante au
fost aduse de Bracci, Elin, Shoikhet [6], Graham, Hamada, Honda, Kohr s, i Shon [31], Graham, Hamada,
Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [36], [38]). Ei au ı̂mbunătăt, it unele rezultate obt, inute init, ial de
Gurganus [57] s, i Pfaltzgraff [109]. Mai mult, Hamada s, i Kohr (a se vedea [68]) au obt, inut versiunea
finală a caracterizării analitice a stelarităt, ii studiată de Suffridge [127] s, i Gurganus [57]. De asemenea,
au demonstrat caracterizarea analitică a convexităt, ii ı̂n cazul spat, iilor Hilbert (a se vedea de exemplu
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[68]). Alte familii de aplicat, ii biolomorfe pe BX au fost studiate de Gong s, i Liu [25], Graham s, i Kohr [45],
Hamada, Kohr s, i Kohr [74], Wang s, i Wang [133].

Recent, studiul lant,urilor de subordonare ı̂n spat, ii infinit dimensionale ı̂nceput de Poreda (a se vedea
de exemplu [117], [118]) a fost continuat s, i ı̂mbunătăt, it de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea
de exemplu [34], [38], [39], [40], [41]), Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [70], [72]), Arosio, Bracci,
Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [2], [3]) care au obt, inut rezultate importante legate de lant,urile
Loewner s, i ecuaţia diferenţială Loewner ı̂n caz infinit dimensional. O altă abordare ı̂n teoria lant,urilor
Loewner a fost introdusă de Arosio, Bracci, Hamada s, i Kohr ı̂n [3]. Aceştia au considerat lant,uri Loewner
pe varietăt, i complexe hiperbolice complete s, i au obt, inut o corespondent, ă biunivocă ı̂ntre Ld-lant,urile
Loewner s, i Ld-familiile de evolut, ie. Mai mult, au construit Ld-lant,uri Loewner generate de operatorul de
extensie Roper-Suffridge.

Un alt domeniu care a fost extins ı̂n context infinit dimensional este cel al operatorilor de extensie.
Printre cei care studiază operatorii de extensie ı̂n spat, iile Banach complexe ı̂i ment, ionăm pe Graham,
Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [39], [40]), Muir Jr. (a se vedea de exemplu [104], [105]),
Wang s, i Zhang (a se vedea de exemplu [131], [132], [134]), Zhang s, i Thang (a se vedea de exemplu [139]).
Recent, s-au obt, inut rezultate importante legate de operatorul de extensie generalizat Roper-Suffridge,
respectiv operatorii de extensie de tip Muir, g-lant,uri Loewner s, i reprezentarea parametrică generalizată
ı̂n spat, ii Banach complexe. De asemenea, un instrument recent folosit pentru generarea operatorilor de
extensie este teoria semigrupurilor studiată de Elin (a se vedea de exemplu [21]).

În prezent, cea mai recentă abordare a teoriei Loewner a fost introdusă de Hamada s, i Kohr ı̂n [72]. Ei
au studiat un nou concept, s, i anume inversul unui lant, Loewner ı̂n caz infinit dimensional. Contribuţia lor
reprezintă o nouă modalitate de a studia rezultatele legate de lant,uri Loewner s, i operatori de extensie ı̂n
spat, ii Banach complexe.

Cont, inutul acestei teze este structurat ı̂n trei părt, i organizate ı̂n s,ase capitole. Prezentăm aici o
scurtă descriere a fiecărei părt, i, evident, iind principalele rezultate pe care le-am obt, inut ı̂n fiecare capitol.
Rezultatele originale incluse ı̂n teză sunt ı̂n principal extrase din cele s,ase articole ale autorului prezentate
ı̂n bibliografie (o scurtă prezentare a acestor rezultate poate fi consultată ı̂n partea de concluzii de la
sfârs, itul tezei). Mai mult, este important de ment, ionat că pe parcursul acestei teze sunt adresate unele
conjecturi s, i ı̂ntrebări deschise ce conduc spre capitolul final dedicat direct, iilor de cercetare viitoare.

Partea I cont, ine rezultate legate de funct, ii univalente de o variabilă complexă. Ea include primele două
capitole ale tezei care cont, in atât rezultate clasice, cât s, i originale (acestea din urmă fiind obt, inute de autor
ı̂n [50], [51] s, i [54]). Sursele principale citate ı̂n această sect, iune sunt [19], [29], [45], [77], [85], [87], [102],
[114].

� În Capitolul 1 includem rezultate generale legate de funct, ii univalente de o variabilă complexă ı̂n
C. Începem cu notat, ii, not, iuni s, i rezultate preliminare ce vor fi folosite pe parcursul primei părt, i a
tezei.

În Sect, iunea 1.1 discutăm pe scurt teoria funct, iilor olomorfe ı̂n C, incluzând aici teorema maximului
modulului şi aplicat, iile sale (de ex. lema lui Schwarz sau lema Schwarz-Pick). În partea finală a
primei sect, iuni reamintim noţiunile de familie de funct, ii olomorfe normală, respectiv local uniform
mărginită ı̂n C. Încheiem această sect, iune cu echivalent,a celor două not, iuni de mai sus obţinută
de Montel (a se vedea de exemplu [77], [85], [87]), caracterizarea compactităt, ii familiilor ı̂nchise de
funct, ii olomorfe ı̂n termeni de local uniform mărginire (a se vedea de exemplu [85]) s, i una dintre cele
mai importante aplicat, ii ale teoremei lui Montel, anume teorema lui Vitali (a se vedea de exemplu
[85], [87]).

Sect, iunea 1.2 cont, ine câteva rezultate clasice referitoare la not, iunea de subordonare, respectiv clasa
Carathéodory P ı̂n C. Familia de funct, ii olomorfe cu partea reală pozitivă este un instrument
important ı̂n caracterizarea funct, iilor univalente s, i ı̂n teoria lant,urilor Loewner pe U. Includem
aici teorema de deformare s, i distorsiune pentru clasa P, estimări ale coeficient, ilor s, i formula de
reprezentare Herglotz care caracterizează familia Carathéodory P (a se vedea de exemplu [29], [45],
[102]).
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În Sect, iunea 1.3 discutăm rezultate generale legate de funct, iile univalente pe U. Prezentăm mai multe
proprietăt, i ale funct, iilor univalente, condit, ii necesare s, i suficiente de univalent, ă s, i câteva exemple la
care ne vom referi pe parcursul tezei (a se vedea de exemplu [19], [85]). Încheiem această sect, iune
cu unul dintre cele mai importante rezultate ı̂n teoria funct, iilor univalente ı̂n C, anume teorema lui
Riemann care stabiles,te conform echivalent,a fiecărui domeniu simplu conex D ( C cu discul unitate
U.

În Sect, iunea 1.4 considerăm clasa S a funct, iilor univalente normate pe U s, i câteva subclase particulare
ale lui S (stelate, respectiv aproape stelate de ordin α, convexe de ordin α s, i spiralate). Pentru
aceste familii de funct, ii univalente pe U prezentăm rezultatele bine cunoscute legate de deformare,
distorsiune s, i estimări ale coeficient, ilor, precum s, i caracterizările analitice ale familiilor S∗(α), K(α)
s, i Ŝδ.

Este important de ment, ionat aici că, des, i acest capitol este unul introductiv, el cont, ine s, i rezultate
originale referitoare la teoremele generale de distorsiune pentru funct, iile stelate de ordin α (a se
vedea Teorema 1.4.9), respectiv pentru funct, iile convexe de ordin α (a se vedea Teorema 1.4.19).
Rezultatele originale au fost obţinute de autor ı̂n [51].

Sect, iunea 1.5 a acestui capitol se concentrează pe studiul clasei R a funct, iilor olomorfe normate
a căror derivată are parte reală pozitivă. Aici, includem cele mai importante rezultate legate de
clasa R obt, inute ı̂n [89], [90], [96] sau [129]. Împreună cu rezultatele clasice prezentăm s, i câteva
rezultate originale obt, inute de autor ı̂n [50]. În §1.5.3 s, i §1.5.4 definim două noi subclase de funct, ii,
s, i anume Rp s, i Rp(α), s, i studiem proprietăt, ile lor (a se vedea Teoremele 1.5.3, 1.5.9). Clasa Rp(α) a
fost introdusă pentru a generaliza clasa R(α) descrisă ı̂n §1.5.2. Ideea de a considera un parametru
α ∈ [0, 1) este inspirată din extensiile pe care Robertson le-a făcut ı̂n [120] pentru funct, iile stelate,
respectiv convexe de ordin α. Relat, ia cu familia Carathéodory este un instrument important care
poate fi folosit ı̂n caracterizarea noilor subclase introduse de autor ı̂n [50].

În Sect, iunea 1.6 prezentăm rezultate importante referitoare la teoria Loewner ı̂n C. Deoarece lant,urile
Loewner sunt strâns legate de ecuat, ia diferent, ială Loewner, prezentăm aici unele dintre cele mai
importante rezultate ce vor fi utilizate ı̂n studiul funct, iilor univalente ment, ionate mai sus. În a doua
parte a acestei sect, iuni ne referim la caracterizarea analitică a unor subclase ale lui S prin lant,uri
Loewner s, i, ı̂n final, prezentăm not, iunea de reprezentare parametrică pe U (a se vedea de exemplu
[45], [114]). Caracterizarea proprietăt, ilor geometrice ale funct, iilor univalente ı̂n termeni de lant,uri
Loewner va juca un rol important ı̂n Capitolul 2, unde folosim teoria Loewner pentru a descrie câteva
noi subclase de funct, ii univalente pe U (a se vedea §2.2.2).

� Ideea principală a Capitolului 2 constă ı̂n studiul unui nou operator diferent, ial s, i a două noi subclase
de funct, ii univalente pe discul unitate U definite cu ajutorul acestui operator. Capitolul este format
ı̂n ı̂ntregime din rezultate originale obt, inute de autor ı̂n [54].

În Sect, iunea 2.1 prezentăm operatorul diferent, ial Gk definit pe familia H0(U) de funct, ii olomorfe
normate pe U. Folosind operatorul Gk putem construi două noi subclase de funct, ii univalente pe
U care sunt strâns legate de familiile S∗, respectiv K, as,a cum se poate vedea ı̂n §2.2. Diferite
proprietăt, i ale operatorului Gk sunt studiate ı̂n această sect, iune, de ex. liniaritatea lui Gk, produsul
de convolut, ie s, i condit, ii suficiente de univalent, ă pentru Gk (a se vedea Propozit, iile 2.1.3–2.1.6). Este
important de ment, ionat aici că operatorul diferent, ial Gk este diferit de operatorul diferent, ial Sălăgean
Dn (a se vedea Remarca 2.2.6; a se vedea s, i [124]). O altă observaţie importantă este că operatorul
Gk poate fi extins ı̂n cazul mai multor variabile complexe (a se vedea Capitolul 4; a se vedea s, i [53]).

Folosind operatorul diferent, ial Gk ment, ionat mai sus, putem construi două noi subclase de funct, ii
univalente pe U ı̂n C. Aceste subclase, denumite aici E∗k(α), respectiv Ek(α), unde α ∈ [0, 1), sunt
ı̂n strânsă legătură cu clasele de funct, ii stelate, respectiv convexe de ordin α pe U. O observat, ie
importantă este că pentru k = 0 obt, inem E∗0(α) = S∗(α) s, i E0(α) = K(α), deci putem studia aceste
noi subclase folosindu-ne de familiile S∗(α) s, i K(α) introduse de Robertson ı̂n [120]. Pe de altă parte,
avem că E1 este strict inclusă ı̂n familia K(1/2) de funct, ii convexe de ordin 1/2 s, i E∗1(α) = K(α).
As,a cum am ment, ionat deja mai sus, operatorul Gk s, i subclasele introduse ı̂n acest capitol pot fi
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extinse s, i ı̂n cazul mai multor variabile complexe (a se vedea de exemplu [53]). Cu toate acestea, ı̂n
Cn unele proprietăt, i sunt diferite, as,a cum se poate vedea ı̂n rezultatele incluse de autor ı̂n Capitolul
4.

Sect, iunea 2.2 este dedicată studiului subclaselor Ek(α) s, i E∗k(α) ı̂n C, unde k ∈ N s, i α ∈ [0, 1).

Împreună cu proprietăt, ile generale ale acestor subclase (teoreme de deformare s, i distorsiune, estimări
ale coeficient, ilor, caracterizare analitică, conexiune cu lant,urile Loewner şi altele), studiem s, i cazuri
particulare (de ex. k = 1 s, i α = 0) care sunt de interes, fiind ı̂n strânsă legătură cu clasele de funct, ii
univalente ment, ionate ı̂n primul capitol (a se vedea rezultatele din §2.2.2). Toate rezultatele din acest
capitol sunt originale s, i au fost obt, inute de autor ı̂n [54].

Partea II cont, ine rezultate legate de aplicat, iile biolomorfe de mai multe variabile complexe. Include
capitolele 3 s, i 4 ale tezei care cont, in atât rezultate clasice, cât s, i rezultate originale. Această parte se
bazează pe mai multe cărt, i importante (de ex. [45], [83], [107], [119], [123]) s, i lucrări ale acestor autori (de
ex. [32], [37], [44], [128]) s, i cont, ine rezultate originale obt, inute de autor ı̂n [52] s, i [53].

� În Capitolul 3 prezentăm rezultate generale legate de aplicat, iile biolomorfe de mai multe variabile
complexe ı̂n Cn. Începem cu notat, ii, not, iuni s, i rezultate preliminare de bază care vor fi folosite pe
parcursul celei de-a doua părt, i a tezei.

În Sect, iunea 3.1 ne referim la teoria funct, iilor olomorfe, respectiv aplicat, iilor olomorfe ı̂n Cn, incluzând
teorema maximului modulului s, i aplicat, ii ale sale (de ex. lema lui Schwarz). Reamintim s, i definit, ia
mulţimilor de unicitate (a se vedea de exemplu [45], [83]) s, i două rezultate importante legate de
această not, iune, s, i anume teorema lui Montel, respectiv teorema lui Vitali ı̂n Cn (a se vedea de
exemplu [83], [107], [119]). În partea finală a acestei sect, iuni ment, ionăm rezultate generale privind
aplicat, iile olomorfe ı̂n Cn s, i principalele rezultate care vor fi utilizate ı̂n acest capitol (de ex. lema
Schwarz-Pick).

Sect, iunea 3.2 cont, ine not, iuni clasice legate de generalizarea clasei Carathéodory in Cn. Ne referim
aici ı̂n special la teoremele de deformare s, i distorsiune obt, inute de Graham, Hamada s, i Kohr (a se
vedea [32]), Pfaltzgraff (a se vedea [109]) s, i Poreda (a se vedea [115]). Unul dintre cele mai importante
rezultate obţinute de Graham, Hamada s, i Kohr ı̂n 2002 (a se vedea [32], [68]) este compactitatea fam-
iliei CarathéodoryM. Acest rezultat a avut un impact puternic asupra dezvoltării teoriei geometrice
a funcţiilor ı̂n Cn.

Sect, iunile 3.3 s, i 3.4 sunt destinate studiului subclaselor de aplicat, ii biolomorfe pe bila unitate Euclid-
iană Bn, respectiv pe polidiscul unitate Un ı̂n Cn. Pentru n ≥ 2, notăm cu S(Bn) familia aplicat, iilor
biolomorfe s, i normate pe Bn (a se vedea de exemplu [45], [83]). Se s,tie că familia S(Bn) nu este local
uniform mărginită s, i astfel nu admite o teoremă de deformare s, i distorsiune. Ca o consecint, ă impor-
tantă a acestei proprietăt, i datorate lui Cartan (a se vedea de exemplu [7], [45]) obt, inem că S(Bn)
nu este compactă pentru n ≥ 2. Printre cele mai importante subclase ale lui S(Bn) ment, ionăm
familia de aplicat, ii stelate, stelate de ordin α, convexe s, i spiralate pe Bn. Pentru aceste aplicat, ii
reamintim caracterizările analitice s, i geometrice, rezultatele de deformare s, i distorsiune, precum şi
exemple sugestive ce vor fi utilizate pe parcursul acestui capitol.

Sect, iunea 3.5 cont, ine extensii ale not, iunilor prezentate ı̂n §1.6 referitoare la lant,urile Loewner, ecuat, ia
diferent, ială Loewner s, i reprezentarea parametrică ı̂n Cn. Pfaltzgraff (a se vedea de exemplu [109])
a fost primul care a obt, inut generalizări ale lant,urilor Loewner s, i ecuat, iei diferent, iale Loewner pe
Bn. Studiul a fost extins de Poreda ı̂n cazul polidiscului unitate ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [115],
[116]), respectiv de Kubicka s, i Poreda (a se vedea de exemplu [86]). Rezultate importante au fost
obt, inute de-a lungul timpului de Duren, Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [20]),
Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [32]), Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea
de exemplu [36], [37]) s, i alt, ii. Una dintre cele mai importante diferent,e ı̂ntre C şi Cn cu n ≥ 2
este compactitatea familiei de aplicat, ii biolomorfe normate. Se s,tie că S(U) este o familie compactă
(a se vedea Teorema 1.4.4), ı̂n timp ce clasa S(Bn) nu este compactă pentru n ≥ 2 (a se vedea de
exemplu [7], [45]). Această problemă a fost rezolvată de Graham, Hamada s, i Kohr care au introdus
clasa S0(Bn) de aplicat, ii care admit reprezentare parametrică pe Bn (a se vedea de exemplu [32]; a se
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vedea s, i [114]). Pentru n = 1, avem că S0(B1) = S (a se vedea de exemplu [114]). Cu toate acestea,
dacă n ≥ 2, atunci S0(Bn) este strict inclusă ı̂n S(Bn). Mai mult, Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea
[48]) au demonstrat că S0(Bn) este compactă (a se vedea de exemplu [32], [45], [48]). Acest rezultat
este unul dintre rezultatele care prezintă diferent,a clară ı̂ntre cazul uni şi multi-dimensional. Pe de
altă parte, a deschis noi modalităt, i de studiu al teoriei geometrice a funct, iilor de mai multe variabile
complexe. O altă problemă importantă care a fost rezolvată de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr
este existent,a ı̂n Cn a aplicat, iilor care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale unui lant, Loewner.
Folosind familia S0(Bn), aces,tia au reus, it să demonstreze analogul teoremei lui Pommerenke (a se
vedea Teorema 1.6.3) ı̂n Cn (a se vedea [48]; a se vedea s, i [32]). Mai mult, not, iunea de reprezentare
parametrică a fost extinsă la g-reprezentare parametrică de Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea de
exemplu [32]). Mai multe detalii despre clasa S0

g (Bn) vor fi discutate ı̂n ultima parte a tezei.

Sect, iunea 3.6 este dedicată studiului combinat, iilor convexe ale aplicat, iilor biolomorfe pe Bn. Con-
siderăm aplicat, ii de forma hλ = (1− λ)f + λg, unde f, g ∈ S(Bn) s, i λ ∈ (0, 1). Se s,tie că, ı̂n general,
combinat, ia convexă a două aplicat, ii biolomorfe normate nu este biolomorfă pe Bn (a se vedea de
exemplu [45], [83]). Acest fenomen apare s, i ı̂n caz uni-dimensional s, i a fost intens studiat de mai
mult, i autori (a se vedea de exemplu [9], [58], [97], [100]). Ideea principală a acestei sect, iuni este de
a obt, ine aplicat, ii biolomorfe hλ pe Bn (sau chiar aplicat, ii stelate) de forma unor combinat, ii convexe
hλ = (1− λ)f + λg, unde f, g ∈ S(Bn) s, i λ ∈ (0, 1). Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune sunt
originale s, i au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [52].

Un instrument puternic ı̂n studiul aplicat, iilor biolomorfe ı̂n Cn este teoria operatorilor de extensie. În
Sect, iunea 3.7 prezentăm operatori de extensie care păstrează proprietăt, ile geometrice s, i analitice pe
bila unitate ı̂n Cn. Începem discut, ia noastră cu operatorul de extensie Roper-Suffridge Φn (considerat
de K. Roper s, i T.J. Suffridge ı̂n [121]) s, i operatorul de extensie Graham-Kohr Ψn,α (definit de I.
Graham s, i G. Kohr ı̂n [44]; a se vedea s, i [43]). Vom analiza mai apoi două generalizări ale operatorului
de extensie Roper-Suffridge introduse de Graham, Hamada, Kohr, Kohr s, i Suffridge (a se vedea de
exemplu [42], [47]) care transformă o funct, ie local univalentă pe U ı̂ntr-o aplicat, ie local biolomorfă
pe Bn. În partea finală a acestei sect, iuni prezentăm operatorul de extensie introdus de Pfaltzgraff s, i
Suffridge (a se vedea [111]) s, i o generalizare a acestui operator (a se vedea de exemplu [10]).

Sect, iunea 3.8 ı̂ncheie acest capitol cu un studiu ce combină ideile prezentate mai sus, s, i anume
operatorii de extensie s, i combinat, iile convexe ale aplicat, iilor biolomorfe ı̂n Cn. Astfel, discutăm
despre combinat, ii convexe ale operatorilor de extensie pe Bn. În particular, considerăm un nou
operator de extensie obt, inut ca o combinat, ie convexă a doi operatori de extensie de tip Graham-
Kohr (a se vedea de exemplu [43], [44]). Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune sunt originale.

� Capitolul 4 cont, ine extensii ale principalelor rezultate prezentate ı̂n Capitolul 2 privind un nou
operator diferent, ial, respectiv noi subclase de aplicat, ii biolomorfe pe Bn ı̂n Cn.

În Sect, iunea 4.1 discutăm despre forma n-dimensională a operatorului Gk, denumit aici Gn, k, pentru
n ∈ N cu n ≥ 2 s, i k ∈ N. Operatorul Gn,k va fi utilizat pentru a extinde subclasele Ek s, i E∗k de la
discul unitate U la bila unitate Bn ı̂n Cn ı̂n raport cu o normă arbitrară. Chiar dacă aceste clase
pot fi definite ı̂ntr-un context foarte general, cazul bilei unitate Euclidiene Bn va fi considerat ı̂n mod
particular ı̂n discut, ia noastră, având ı̂n vedere proprietăt, ile care sunt păstrate (sau nu) de la cazul
uni-dimensional la cel multi-dimensional.

Rezultatul principal evident, iat ı̂n Sect, iunea 4.2 arată că familia E∗1(Bn) coincide cu clasa K a
funct, iilor convexe pentru n = 1 (a se vedea Teorema 4.2.1; a se vedea s, i Propozit, ia 2.2.4). Cu
toate acestea, pentru n ≥ 2, obt, inem că E∗1(Bn)∩K(Bn) 6= ∅, dar E∗1(Bn) 6= K(Bn). Se observă că ı̂n
cazul subclasei E∗1(Bn) obt, inem o diferent, ă majoră ı̂ntre cazul uni-dimensional s, i cel al mai multor
variabile complexe, adică familia aplicat, iilor convexe nu este aceeas, i cu subclasa E∗1(Bn). Un alt
rezultat obţinut ı̂n această sect, iune (a se vedea Teorema 4.2.3) prezintă conexiunea dintre E1(Bn) s, i
familia K(Bn; 1/2) a aplicat, iilor convexe de ordin 1/2. Incluziunea E1 ⊂ K(1/2) valabilă ı̂n C poate
fi part, ial extinsă ı̂n Cn. Alte proprietăt, i s, i exemple relevante sunt prezentate ı̂n această sect, iune
pentru a descrie noile subclase introduse de autor (de ex. o teoremă de tip Marx-Strohacker pentru
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subclasele prezentate).

În Sect, iunea 4.3 includem două cazuri particulare ale operatorului de extensie Graham-Kohr Ψn,α

(prezentat ı̂n §3.7) aplicat familiei de funct, ii convexe K. Des, i operatorul Ψn,α nu păstrează not, iunea
de convexitate (a se vedea de exemplu [44]), putem demonstra o proprietate importantă legată de
subclasa E∗1 . S, tim că E∗1 = K ı̂n C s, i astfel, ı̂n §4.3 arătăm că Ψn,α(K) ⊆ E∗1(Bn) 6= K(Bn) pentru
α ∈ {0, 1}. Cu acest rezultat, nu numai că am reus, it să conectăm rezultatele obţinute ı̂n Capitolele
2 s, i 4 cu ajutorul operatorului de extensie Graham-Kohr, dar am obt, inut s, i o nouă proprietate a
operatorului Ψn,α. Împreună cu aceste rezultate, propunem s, i câteva ı̂ntrebări s, i probleme deschise
legate de operatorul de extensie Graham-Kohr s, i subclasa E∗k ı̂n Cn. Toate rezultatele originale
prezentate aici au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [53].

Partea III cont, ine rezultate legate de aplicat, iile biolomorfe ı̂n spat, ii Banach complexe. Include ultimele
două capitole ale tezei, care cont, in atât rezultate cunoscute (bazate pe [39], [40], [41], [45], [106], [117],
[127]), cât s, i rezultate originale (obt, inute de autor ı̂n [55]).

� Capitolul 5 este dedicat unui scurt studiu asupra aplicat, iilor biolomorfe s, i operatorilor de extensie ı̂n
spat, ii Banach complexe. Includem aici extensii ale unor rezultate prezentate ı̂n capitolele anterioare.
Printre cei care au adus contribut, ii importante ı̂n teoria geometrică a funcţiilor ı̂n caz infinit dimen-
sional se numără J. Mujica, T. Poreda, T.J. Suffridge (a se vedea de exemplu [106], [117], [118], [127])
s, i mai recent F. Bracci, I. Graham, H. Hamada, G. Kohr s, i M. Kohr (a se vedea de exemplu [3], [34],
[38], [39], [40], [41]). Începem discut, ia noastră de la lucrarea foarte recentă publicată de Graham,
Hamada, Kohr s, i Kohr referitoare la aplicat, ii biolomorfe, lant,uri Loewner s, i operatori de extensie ı̂n
spat, ii Banach complexe (a se vedea [39], [40], [41]). Aceste lucrări constituie baza studiului nostru,
cont, inând unele dintre ideile fundamentale ı̂n obt, inerea tuturor celorlalte rezultate din această parte.

Sect, iunea 5.1 cont, ine rezultate de bază s, i proprietăt, i ale funct, iilor olomorfe s, i ale aplicat, iilor olomorfe
ı̂n caz infinit dimensional. Prezentăm principalele not, iuni s, i rezultate care vor fi utilizate ı̂n acest
capitol (de ex. teorema maximului modulului, lema lui Schwarz). Pentru mai multe detalii, se poate
consulta [45], [78], [79], [106], [127], [128]. În plus, reamintim aici generalizarea familiei Carathéodory
s, i rezultatele de deformare obt, inute de Gurganus (a se vedea [57]), respectiv de Bracci, Elin, Shoikhet
(a se vedea [6]) s, i Graham, Hamada, Honda, Kohr s, i Shon (a se vedea [31]) ı̂n caz infinit dimensional.

Sect, iunea 5.2 este dedicată unor familii particulare de aplicat, ii biolomorfe ı̂n spat, ii Banach complexe.
Prezentăm aici clasele de aplicat, ii stelate, convexe, respectiv ε-stelate ı̂mpreună cu caracterizarea lor
analitică. Contribut, ii importante au fost aduse de Suffridge (a se vedea [127]), Gurganus (a se vedea
[57]), Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [68], [74]), Gong s, i Liu (a se vedea [25], [26]).

În Sect, iunea 5.3 discutăm câteva rezultate generale legate de teoria lant,urilor Loewner ı̂n spat, ii Ba-
nach complexe care vor fi utilizate ı̂n rezultatele noastre principale. Studiul lant,urilor de subordonare
ı̂n spat, ii infinit dimensionale a fost ı̂nceput de Poreda (a se vedea de exemplu [117], [118]). Aceste
idei au fost continuate s, i ı̂mbunătăt, ite de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu
[34], [38], [39], [40], [41]), Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [70], [72]), Arosio, Bracci, Hamada
s, i Kohr (a se vedea de exemplu [2], [3]) care au obt, inut rezultate importante legate de lant,urile
Loewner s, i ecuţia diferenţială Loewner ı̂n spat, ii infinit dimensionale. A doua parte a acestei sect, iuni
cont, ine rezultate legate de not, iunea de reprezentare parametrică ı̂n dimensiuni infinite. Această
not, iune se datorează lui Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea [38]) s, i reprezintă generalizarea
reprezentării parametrice prezentată ı̂n Definit, ia 3.5.11). De asemenea, discutăm ı̂n această sect, iune
despre g-reprezentare parametrică, g-lant,uri Loewner s, i familii particulare de aplicat, ii biolomorfe
asociate acestor noţiuni. Pentru detalii, se poate consulta [32], [34], [45], [60], [61], [62], [74].

� Capitolul 6 cont, ine rezultate originale obt, inute pe baza ideilor prezentate de Graham, Hamada,
Kohr s, i Kohr ı̂n [39] s, i [40]. Parte din rezultatele originale au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [55].

În Secţiunea 6.1 considerăm operatorul de extensie Graham-Kohr Ψα pe domeniul Ωp,r =
{

(z1, w) ∈
Y = C ×X : |z1|p + ‖w‖rX < 1

}
, unde X este un spat, iu Banach complex, α ∈ [0, 1] s, i p, r ≥ 1. Pe
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baza rezultatelor obţinute de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [39] pentru p = 2 (a se vedea s, i
[40]), vom ı̂ncerca să obt, inem proprietăt, i de extensie pentru cazul general p ∈ [1,∞).

Sect, iunea 6.2 este dedicată studiului consevării lant,urilor Loewner prin operatorul de extensie definit
de Pfaltzgraff şi Suffridge. Recent, Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [40])
au arătat că operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge păstrează primele elemente ale lant,urilor
Loewner din bila unitate deschisă BX a unui JB∗-triple de dimensiune n X ı̂ntr-un domeniu Dα ⊆
BX×BY , unde Y este un spat, iu Banach complex (pentru rezultate complete s, i demonstrat, iile acestora,
se poate consulta [33], [35] s, i [40]). Inspiraţi de aceste idei, vom demonstra că operatorul de extensie
de tip Pfaltzgraff-Suffridge păstrează primele elemente ale lant,urilor Loewner din bila unitate Bn a
Cn (̂ın raport cu diferite norme, adică norma Euclidiană, norma supremum) pe bila unitate a spaţiului
W = Cn × Y , unde Y este un spat, iu Banach complex.

În final, prezentăm o listă a principalelor rezultate originale incluse ı̂n această teză. Ment, ionăm din nou
că ı̂n Capitolele 1–4 s, i 6 sunt incluse rezultate originale.

� Capitolul 1: Teorema 1.4.9, Teorema 1.4.19, Teorema 1.5.3, Teorema 1.5.7, Propoziţia 1.5.8, Teo-
rema 1.5.9

� Capitolul 2: Propoziţia 2.1.3, Propoziţia 2.1.4, Propoziţia 2.1.5, Propoziţia 2.1.6, Propoziţia 2.2.4,
Teorema 2.2.7, Teorema 2.2.8, Corolarul 2.2.9, Teorema 2.2.10, Teorema 2.2.16, Teorema 2.2.18,
Corolarul 2.2.19, Teorema 2.2.21, Propoziţia 2.2.25, Propoziţia 2.2.26, Teorema 2.2.27, Corolarul
2.2.28, Lema 2.2.30, Teorema 2.2.31, Teorema 2.2.32

� Capitolul 3: Lema 3.6.4, Lema 3.6.5, Propoziţia 3.6.6, Teorema 3.6.8, Propoziţia 3.8.2, Lema 3.8.4,
Propoziţia 3.8.5, Teorema 3.8.6, Teorema 3.8.7, Propoziţia 3.8.8, Teorema 3.8.9

� Capitolul 4: Observaţia 4.1.4, Teorema 4.2.1, Teorema 4.2.3, Teorema 4.2.5, Corolarul 4.2.6,
Propoziţia 4.3.1, Lema 4.3.2, Corolarul 4.3.3, Teorema 4.3.4, Lema 4.3.5, Corolarul 4.3.6

� Capitolul 6: Lema 6.1.1, Teorema 6.1.4, Corolarul 6.1.5, Corolarul 6.1.6, Corolarul 6.1.7, Teorema
6.1.8, Corolarul 6.1.9, Teorema 6.1.11, Corolarul 6.1.14, Corolarul 6.1.15, Teorema 6.2.6, Corolarul
6.2.7, Corolarul 6.2.8, Corolarul 6.2.9, Corolarul 6.2.10, Teorema 6.2.11, Teorema 6.2.13, Corolarul
6.2.14, Teorema 6.2.16, Corolarul 6.2.17, Corolarul 6.2.18

Parte a rezultatelor originale prezentate mai sus au fost publicate (sau sunt ı̂n curs de publicare) ı̂n
următoarele lucrări:

� Grigoriciuc E.S., On some classes of holomorphic functions whose derivatives have positive real
part, Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math. 66(3) (2021), 479–490. WoS-ESCI, IF(2022): 0.400

� Grigoriciuc E.S., Some general distortion results for K(α) and S∗(α), Mathematica 64(87) (2022),
222–232. (Scopus)

� Grigoriciuc E.S., On Some Convex Combinations of Biholomorphic Mappings in Several Complex
Variables, Filomat 36(16) (2022), 5503–5519. WoS-SCIE, IF(2021): 0.988

� Grigoriciuc E.S., New Subclasses of Univalent Mappings in Several Complex Variables: Extension
Operators and Applications, Comput. Methods Funct. Theory 23(3) (2023), 533–555. WoS-SCIE,
IF(2022): 1.155

� Grigoriciuc E.S., New subclasses of univalent functions on the unit disc in C, Stud. Univ. Babeş-
Bolyai Math. 69(4) (2024), 769–787. WoS-ESCI, IF(2022): 0.400

� Grigoriciuc E.S., g-Loewner chains and the Graham-Kohr extension operator in complex Banach
spaces, Comput. Methods Funct. Theory, accepted

Rezultatele originale incluse ı̂n această teză au fost prezentate ı̂n aproximativ treizeci de conferinţe naţionale
şi internaţionale şi seminarii de cercetare. Menţionăm aici participarea la
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� International Conference of Young Mathematicians, Institute of Mathematics of National
Academy of Sciences, Kiev, Ucraina, online, 3 – 5 Iunie 2021;

� 8th European Congress of Mathematics, Portoroz̆, Slovenia, online, 20 – 26 Iunie 2021 (Talk in
the Minisymposium Current topics in Complex Analysis);

� The International Conference on Complex Analysis and Related Topics (dedicated to the
90-th anniversary of Anatolii Asirovich Goldberg, 1930-2008), Universitatea “Ivan Franko” Lviv,
Ucraina, online, 28 Iunie – 1 Iulie 2021;

� 16th International Symposium on Geometric Function Theory and Applications (GFTA
2021) – Dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr, Universitatea “Lucian Blaga” Sibiu,
România, online, 15 – 18 Octombrie 2021;

� The 14th Joint Conference on Mathematics and Computer Science (14th MaCS), Uni-
versitatea “Babeş-Bolyai” Cluj-Napoca, România, 24 – 27 Noiembrie 2022;

� 2nd Edition of The Workshop dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr –
Geometric Function Theory in Several Complex Variables and Complex Banach Spaces, Universitatea
“Babeş-Bolyai” Cluj-Napoca, România, 1 – 3 Decembrie 2022;

� 9th International Conference on Mathematics and Informatics, Universitatea Sapientia,
Târgu Mureş, România, 7 – 8 Septembrie 2023;

� 3rd Edition of The Workshop dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr –
Geometric Function Theory in Several Complex Variables and Complex Banach Spaces, Universitatea
“Babeş-Bolyai” Cluj-Napoca, România, 1 – 3 Decembrie 2023;

� Sixth Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its Applications (RIS-
MAA), Universitatea “Babeş-Bolyai” Cluj-Napoca, România, 30 – 31 Mai 2024.

� 4th Edition of The Workshop dedicated to the memory of Professor Gabriela Kohr –
Geometric Function Theory in Several Complex Variables and Complex Banach Spaces, Universitatea
“Babeş-Bolyai” Cluj-Napoca, România, 29 Noiembrie – 1 Decembrie 2024;

MSC 2020: 32H02 (primary), 30C45 (secondary).

Cuvinte cheie: funcţie univalentă, aplicaţie biolomorfă, familia Carathéodory, aplicaţie stelată, aplicaţie
convexă, combinaţie convexă, lanţ Loewner, g-lanţ Loewner, reprezentare parametrică, g-reprezentare para-
metrică, g-stelaritate, operatorul de extensie Graham-Kohr, operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge,
operatorul de extensie Muir, spaţiu Banach complex.
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Part I

Contribuţii ı̂n teoria funcţiilor univalente
de o variabilă complexă

1



Capitolul 1

Funcţii univalente de o variabilă
complexă

În primul capitol includem rezultate generale legate de funct, ii univalente de o variabilă complexă ı̂n C.
Începem cu notat, ii, not, iuni s, i rezultate preliminare ce vor fi folosite pe parcursul primei părt, i a tezei.

În prima secţiune prezentăm pe scurt teoria funct, iilor olomorfe ı̂n C, incluzând aici teorema maximului
modulului şi aplicat, iile sale (de ex. lema lui Schwarz sau lema Schwarz-Pick). În partea finală a primei
sect, iuni reamintim noţiunile de familie de funct, ii olomorfe normală, respectiv local uniform mărginită ı̂n
C. Încheiem această sect, iune cu echivalent,a celor două not, iuni de mai sus obţinută de Montel (a se vedea
de exemplu [77], [85], [87]), caracterizarea compactităt, ii familiilor ı̂nchise de funct, ii olomorfe ı̂n termeni
de local uniform mărginire (a se vedea de exemplu [85]) s, i una dintre cele mai importante aplicat, ii ale
teoremei lui Montel, anume teorema lui Vitali (a se vedea de exemplu [85], [87]).

În continuare, reluăm câteva dintre rezultate clasice referitoare la not, iunea de subordonare, respectiv
clasa Carathéodory P ı̂n C. Familia de funct, ii olomorfe cu partea reală pozitivă este un instrument
important ı̂n caracterizarea funct, iilor univalente s, i ı̂n teoria lant,urilor Loewner pe U. Includem aici teorema
de deformare s, i distorsiune pentru clasa P, estimări ale coeficient, ilor s, i formula de reprezentare Herglotz
care caracterizează familia Carathéodory P (a se vedea de exemplu [29], [45], [102]).

A treia sect, iune cont, ine rezultate generale legate de funct, iile univalente pe U. Prezentăm mai multe
proprietăt, i ale funct, iilor univalente, condit, ii necesare s, i suficiente de univalent, ă s, i câteva exemple la care
ne vom referi pe parcursul tezei (a se vedea de exemplu [19], [85]). Încheiem această sect, iune cu unul
dintre cele mai importante rezultate ı̂n teoria funct, iilor univalente ı̂n C, anume teorema lui Riemann care
stabiles,te conform echivalent,a fiecărui domeniu simplu conex D ( C cu discul unitate U. Acest rezultat
este printre cele mai importante rezultate din teoria funct, iilor univalente ı̂n C, dar care nu este valabil ı̂n
Cn cu n ≥ 2.

În secţiunea a patra considerăm clasa S a funct, iilor univalente normate pe U s, i câteva subclase par-
ticulare ale lui S (stelate, respectiv aproape stelate de ordin α, convexe de ordin α s, i spiralate). Pentru
aceste familii de funct, ii univalente pe U prezentăm rezultatele bine cunoscute legate de deformare, distor-
siune s, i estimări ale coeficient, ilor, precum s, i caracterizările analitice ale familiilor S∗(α), K(α) s, i Ŝδ. Este
important de ment, ionat aici că, des, i acest capitol este unul introductiv, el cont, ine s, i rezultate originale
referitoare la teoremele generale de distorsiune pentru funct, iile stelate de ordin α (a se vedea Teorema
1.4.9), respectiv pentru funct, iile convexe de ordin α (a se vedea Teorema 1.4.19). Rezultatele originale au
fost obţinute de autor ı̂n [51].

Sect, iunea a cincea a acestui capitol se concentrează pe studiul clasei R a funct, iilor olomorfe normate
a căror derivată are parte reală pozitivă. Aici, includem cele mai importante rezultate legate de clasa R
obt, inute ı̂n [89], [90], [96] sau [129]. Împreună cu rezultatele clasice prezentăm s, i câteva rezultate originale
obt, inute de autor ı̂n [50]. În §1.5.3 s, i §1.5.4 definim două noi subclase de funct, ii, s, i anume Rp s, i Rp(α),
s, i studiem proprietăt, ile lor (a se vedea Teoremele 1.5.3, 1.5.9). Clasa Rp(α) a fost introdusă pentru a
generaliza clasa R(α) descrisă ı̂n §1.5.2. Ideea de a considera un parametru α ∈ [0, 1) este inspirată din
extensiile pe care Robertson le-a făcut ı̂n [120] pentru funct, iile stelate, respectiv convexe de ordin α. Relat, ia
cu familia Carathéodory este un instrument important care poate fi folosit ı̂n caracterizarea noilor subclase
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1.1. Noţiuni generale privind olomorfia ı̂n C

introduse de autor ı̂n [50].
Ultima sect, iune este axată pe teoria Loewner ı̂n C. Având ı̂n vedere relat, ia puternică dintre lant,urile

Loewner s, i ecuat, ia diferent, ială Loewner, prezentăm aici câteva rezultate cheie legate de ambele, care vor fi
utilizate ı̂n studiul funct, iilor univalente ment, ionate mai sus. În a doua parte a acestei sect, iuni ne referim la
caracterizarea analitică a subfamiliilor speciale de S prin lant,uri Loewner s, i, ı̂n final, prezentăm not, iunea de
reprezentare parametrică pe U (a se vedea de exemplu [45], [114]) Caracterizarea proprietăt, ilor geometrice
ale funct, iilor univalente ı̂n termeni de lant,uri Loewner va juca un rol important ı̂n capitolul 2, unde folosim
teoria Loewner pentru a descrie câteva subclase noi de funct, ii univalente pe U (a se vedea §2.2.2).

Principalele referint,e bibliografice utilizate pentru alcătuirea acestui capitol sunt [19], [29], [45], [85],
[77], [96], [102], [113], [114]. Pentru detalii, se pot consulta s, i lucrările [8], [12], [23], [87].

1.1 Noţiuni generale privind olomorfia ı̂n C

Prima sect, iune cont, ine not, iuni de bază, notat, ii s, i rezultate clasice privind funct, iile olomorfe de o variabilă
complexă. Includem aici principalele rezultate de interes ı̂n teoria funct, iilor olomorfe ı̂n C ce vor fi utilizate
ı̂n cadrul acestei teze. Principalele surse bibliografice la care vom face referire sunt [77], [85]. Pentru detalii,
se poate consulta s, i [8], [87].

1.1.1 Preliminarii

Fie C planul complex, C∗ = C \ {0} s, i C∞ = C ∪ {∞}. Pe parcursul acestei teze notăm cu

U(w, r) =
{
z ∈ C : |z − w| < r

}
discul deschis cu centru w ∈ C s, i rază r > 0, respectiv cu

U(w, r) =
{
z ∈ C : |z − w| ≤ r

}
discul ı̂nchis cu centru w ∈ C s, i rază r > 0. În particular, notăm cu U = U(0, 1) discul unitate deschise
ı̂n C s, i cu ∂U cercul unitate ı̂n C. De asemenea, pentru simplitate, vom folosi notat, ia Ur = U(0, r) pentru
discul deschis de centru zero s, i rază r > 0.

1.1.2 Funct, ii olomorfe ı̂n C

Fie D ⊆ C o mulţime deschisă. Notăm cu

H(D) =
{
f : D → C : f este olomorfă pe D

}
familia tuturor funct,iilor olomorfe pe D. În particular, mult, imea H(C) cont, ine toate funct, iile olomorfe pe
ı̂ntreg planul complex C.

Observaţia 1.1.1. Fie D ⊆ C un domeniu astfel ı̂ncât 0 ∈ D. Atunci f ∈ H(D) este o funcţie normată
dacă f(0) = 0 s, i f ′(0) = 1. Pentru simplitate, vom nota cu H0(D) familia funcţiilor olomorfe normate pe
D.

În continuare, prezentăm câteva rezultate clasice din teoria funcţiilor olomorfe ce vor fi utilizate ı̂n
sect, iunile ulterioare (a se vedea [77], [85]). Primul rezultat este cunoscut ı̂n literatura de specialitate ca
teorema aplicaţiei deschise pentru funct, iile olomorfe (a se vedea de exemplu [85]). Este important de
ment, ionat că acest rezultat poate fi generalizat s, i ı̂n cazul funct, iilor olomorfe definite pe domenii din Cn
ı̂n C, respectiv ı̂n cazul aplicaţiilor local biolomorfe de la Cn la Cn pentru n ≥ 2 (a se vedea de exemplu
[119]).

Teorema 1.1.2 (Teorema aplicaţiei deschise). Fie f ∈ H(D), unde D ⊆ C este un domeniu s, i f este
neconstantă. Atunci f(D) ⊆ C este un domeniu.
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1.2. Familia Carathéodory ı̂n C

Un alt rezultat important legat de funct, iile olomorfe de o variabilă complexă este teorema maximului
modulului (a se vedea de exemplu [77], [85]).

Teorema 1.1.3 (Teorema maximului/minimului modulului). Fie D ⊆ C un domeniu s, i f ∈ H(D).
Dacă ∃z0 ∈ D astfel ı̂ncât

|f(z0)| = max
{
|f(z)| : z ∈ D

}
sau |f(z0)| = min

{
|f(z)| : z ∈ D

}
,

atunci f este constantă pe D.

Prima aplicat, ie importantă a Teoremei 1.1.3 este cunoscută ı̂n literatură sub numele de Lema lui
Schwarz (a se vedea de exemplu [85]):

Lema 1.1.4 (Lema lui Schwarz). Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0 s, i |f(z)| < 1, pentru z ∈ U. Atunci
|f(z)| ≤ |z|, pentru z ∈ U s, i |f ′(0)| ≤ 1. Mai mult, dacă ∃z0 ∈ U \ {0} astfel ı̂ncât |f(z0)| = |z0| sau dacă
|f ′(0)| = 1, atunci ∃a ∈ C cu |a| = 1 astfel ı̂ncât f(z) = az, pentru z ∈ U.

1.2 Familia Carathéodory ı̂n C

A doua sect, iune a acestui capitol este dedicată familiei Carathéodory ı̂n C. Descriem aici conceptul de
subordonare ı̂n C ı̂mpreună cu câteva rezultate binecunoscute legate de funct, iile olomorfe cu parte reală
pozitivă. Referint,ele principale utilizate ı̂n această sect, iune sunt [102] s, i [114].

Definiţia 1.2.1. Fie f, g ∈ H(U). Atunci f este subordonat lui g s, i scriem f ≺ g dacă ∃v ∈ H(U) cu
v(0) = 0 s, i |v(z)| < 1, z ∈ U (adică funct, ie Schwarz) astfel ı̂ncât f = g ◦ v pe U.

Pentru a descrie relat, ia de subordonare dintre două funct, ii olomorfe putem folosi următorul rezultat
de caracterizare (a se vedea de exemplu [102], [114]):

Teorema 1.2.2. Fie f, g ∈ H(U) astfel ı̂ncât g este o funcţie injectivă pe U. Atunci f ≺ g este echivalent
cu faptul că f(0) = g(0) s, i f(U) ⊆ g(U).

O familie cunoscută de funct, ii olomorfe (şi care joacă un rol important ı̂n caracterizarea funct, iilor
univalente s, i, de asemenea, ı̂n teoria lant,urilor Loewner pe U) este familia Carathéodory mathcalP (a se
vedea de exemplu [45], [102], [114]). Reamintim că familia Carathéodory este definită prin

P =
{
p ∈ H(U) : p(0) = 1,Rep(z) > 0, z ∈ U

}
s, i cont, ine toate funct, iile olomorfe cu parte reală pozitivă pe U.

Observaţia 1.2.3. O caracterizare simplă a clasei Carathéodory arată că p ∈ P dacă s, i numai dacă ∃φ o

funct, ie Schwarz cu p(z) = 1+φ(z)
1−φ(z) , pentru orice z ∈ U (a se vedea de exemplu [114]).

O altă caracterizare importantă a funct, iilor din clasa P este dată de formula de reprezentare Herglotz.
Acest rezultat constă ı̂ntr-o reprezentare integrală a familiei Carathéodory pe U. Pe baza acestui rezultat,
obt, inem teorema de deformare s, i distorsiune pentru clasa Carathéodory (a se vedea de exemplu [102]).

Teorema 1.2.4 (Teorema de deformare s, i distorsiune). Fie p ∈ P. Atunci

1− |z|
1 + |z|

≤ Rep(z) ≤ |p(z)| ≤ 1 + |z|
1− |z|

(1.2.1)

şi

|p′(z)| ≤ 2Rep(z)

1− |z|2
≤ 2

(1− |z|)2
, z ∈ U. (1.2.2)

Aceste estimări sunt exacte s, i funct,ia extremală este p : U → C definită prin p(z) = 1+λz
1−λz , pentru orice

z ∈ U s, i λ ∈ C cu |λ| = 1.
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1.3. Rezultate generale privind funcţiile univalente ı̂n C

Formula de reprezentare Herglotz poate fi utilizată ı̂n diferite moduri ı̂n studiul funct, iilor univalente
(a se vedea de exemplu [19], [45], [102], [114]). Una dintre aceste aplicat, ii este demonstrarea estimărilor
pentru coeficienţii funcţiilor din clasa P (a se vedea de exemplu [102]).

Propoziţia 1.2.5. Fie p ∈ P astfel ı̂ncât p(z) = 1 + p1z + p2z
2 + ...+ pnz

n + ..., pentru z ∈ U. Atunci

|pn| ≤ 2, n ≥ 1. (1.2.3)

Acest rezultat este exact s, i egalitatea are loc pentru funct,ia extremală p(z) = 1+λz
1−λz , unde z ∈ U s, i lambda ∈

C cu |λ| = 1.

Ultima proprietate importantă a familiei P prezentată aici este legată de compactitatea sa ca submult, ime
a lui H(U) (a se vedea [45], [102]).

Teorema 1.2.6. Familia Carathéodory P ⊆ H(U) este compactă.

1.3 Rezultate generale privind funcţiile univalente ı̂n C

Sect, iunea 1.3 se concentrează pe rezultate privind funct, iile univalente ı̂n C. Includem aici rezultate cunos-
cute ı̂n acest domeniu (univalent, ă, local univalent, ă, conform echivalent, ă, precum s, i alte not, iuni impor-
tante). În partea finală a sect, iunii prezentăm rezultatul principal ı̂n acest context, anume Teorema lui
Riemann. Principalele referint,e utilizate ı̂n această sect, iune sunt [19], [29], [45], [85], [77], [114].

Definiţia 1.3.1. Fie D ⊆ C un domeniu s, i f : D → C. Atunci f este univalentă pe D dacă f este olomorfă
s, i injectivă pe D. Notăm cu

Hu(D) =
{
f : D → C : f este univalentă pe D

}
familia funcţiilor univalente pe D.

Definiţia 1.3.2. Fie D ⊆ C un domeniu s, i fie f ∈ H(D). Atunci f se numes,te local univalentă pe D dacă
pentru fiecare z ∈ D, există r > 0 astfel ı̂ncât f

∣∣
U(z,r) este univalentă.

Pentru mai multe detalii despre not, iunile de univalent, ă s, i local univalent, ă prezentate ı̂n definit, iile
anterioare, se pot consulta lucrările [85], [114].

În următorul rezultat este prezentată o condit, ie necesară de univalent, ă (a se vedea de exemplu [77],
[85], [114]).

Teorema 1.3.3. Fie D ⊆ C s, i f ∈ Hu(D). Atunci f ′ 6≡ 0 pe D.

După cum am spus mai sus, rezultatul anterior nu asigură şi o condit, ie suficientă de univalent, ă. Pentru
a rezolva această problemă, Alexander [1], Noshiro [108], Warschawski [135] s, i Wolff [136] au obt, inut o ver-
siune ı̂mbunătăt, ită a condit, iei din Teorema 1.3.3 pe anumite domenii (adică domenii convexe). Reamintim
că un domeniu D ⊆ C este convex dacă pentru oricare două puncte z1, z2 ∈ D, ı̂ntregul segment [z1, z2] se
află ı̂n D, adică (1− t)z1 + tz2 ∈ D, pentru orice t ∈ [0, 1].

Teorema 1.3.4. Fie f ∈ H(D), unde D este un domeniu convex ı̂n C. Dacă Ref ′(z) > 0, pentru orice
z ∈ D, atunci f ∈ Hu(D).

Probabil cel mai important exemplu de funct, ie univalentă pe discul unitate U este funct,ia lui Koebe
prezentată mai jos (a se vedea de exemplu [19], [45]):

Exemplul 1.3.5. Fie f : U→ C definită prin f(z) = z
(1−z)2 , pentru orice z ∈ U. Atunci f(U) = C \

{
w ∈

C : Rew ≤ −1/4, Imw = 0
}

s, i f ∈ Hu(U).

Funct, iile univalente au proprietatea că păstrează domeniile simplu conexe ı̂n C (a se vedea de exemplu
[77], [85]) as,a cum putem vedea ı̂n următorul rezultat:
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1.4. Familii de funcţii univalente pe discul unitate U

Teorema 1.3.6. Fie D ⊆ C un domeniu simplu conex s, i f ∈ Hu(D). Atunci f(D) este un domeniu
simplu conex ı̂n C.

În partea finală a acestei sect, iuni, reamintim conceptul de conform echivalent,a a domeniilor ı̂n C s, i
rezultatul fundamental ı̂n acest context, teorema lui Riemann (a se vedea de exemplu [19], citeHam-
burgMocanuNegoescu, [85], [114]).

Definiţia 1.3.7. Fie D1, D2 ⊆ C două domenii.

a) Domeniile D1 s, i D2 sunt conform echivalente dacă ∃f : D1 → D2 astfel ı̂ncât f ∈ Hu(D1) s, i
f(D1) = D2.

b) Funct, ia f : D1 → D2 cu proprietăt, ile anterioare se numes,te aplicaţie conformă ı̂ntre D1 s, i D2.

În final, avem toate not, iunile s, i rezultatele necesare pentru a prezenta rezultatul fundamental ı̂n teoria
funct, iilor univalente ı̂n C, anume Teorema lui Riemann (a se vedea [45], [77]). Este important să ment, ionăm
aici că acest rezultat nu are loc ı̂n Cn pentru n ≥ 2 (a se vedea de exemplu [107], [119]).

Teorema 1.3.8 (Teorema lui Riemann). Fie D ( C un domeniu simplu conex. Atunci D s, i U sunt
conform echivalente. În plus, dacă z0 ∈ D este un punct dat, atunci ∃f : D → U o unică aplicaţie conformă
astfel ı̂ncât f(z0) = 0 s, i f ′(z0) > 0.

1.4 Familii de funcţii univalente pe discul unitate U

În această sect, iune prezentăm câteva familii importante de funct, ii univalente pe discul unitate U. Mai ı̂ntâi,
descriem pe scurt clasa S a funct, iilor univalente normate pe U. Continuăm apoi cu subclase de funct, ii
univalente care au proprietăt, i geometrice speciale: familia S∗ a funcţiilor stelate (̂ın raport cu originea),
respectiv familia K a funcţiilor convexe pe U. Includem aici s, i rezultate privind familiile de funct, ii stelate
s, i convexe de ordin α ∈ [0, 1), clasa funct, iilor aproape stelate de ordin α s, i clasa funct, iilor spiralate de tip
δ ∈

(
− π/2, π/2

)
. Pentru aceste familii de funcţii prezentăm caracterizări analitice, teoreme de deformare

s, i distorsiune s, i estimărilor ale coeficient, ilor. Dintre referint,ele folosite aici, amintim [19], [45], [102], [114].
Este important de ment, ionat că §1.4.3 s, i §1.4.6 cont, in rezultate originale obt, inute de autor ı̂n [51].

1.4.1 Funcţii univalente normate

Maîıntâi, vom discuta despre clasa S (clasa funcţiilor univalente normate pe U). Pentru această familie de
funct, ii prezentăm estimări ale coeficient, ilor, teoreme de deformare şi distorsiune, precum şi alte rezultate
cunoscute ı̂n literatura de specialitate. Pentru mai multe detalii despre clasa S, se pot consulta lucrările
[19], [45], [29], [85], [102], [114]. Reamintim că familia S este definită prin

S =
{
f ∈ Hu(U) : f(0) = f ′(0)− 1 = 0

}
.

Este bine cunoscut faptul că fiecare funct, ie f ∈ S admite o dezvoltare ı̂n serie Taylor de forma

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ...+ anz
n + ..., (1.4.1)

pentru orice z ∈ U. Este clar că a0 = 0 s, i a1 = 1, chiar dacă aceştia nu apar explicit ı̂n relaţia de mai sus.
În continuare prezentăm un exemplu important de funct, ie care apart, ine clasei S (a se vedea de exemplu

[19], [85]).

Exemplul 1.4.1. Funct, ia Koebe prezentată ı̂n Exemplul 1.3.5 apart, ine clasei S, deoarece f ∈ Hu(U),
f(0) = 0 s, i f ′(0) = 1. De asemenea, fθ ∈ S, unde fθ este funct, ia lui Koebe generalizată.

Este cunoscut faptul că pentru o funcţie f ∈ S de forma (1.4.1), avem că |a2| ≤ 2 s, i egalitatea se obt, ine
dacă s, i numai dacă f este o rotat, ie a funct, iei Koebe. Acest rezultat se datorează lui L. Bieberbach (a se
vedea [4]). Pornind de la estimarea de mai sus, Bieberbach a formulat ı̂n 1916 următoarea conjectură (a
se vedea [4]):
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1.4. Familii de funcţii univalente pe discul unitate U

Teorema 1.4.2 (Conjectura lui Bieberbach). Fie f ∈ S de forma (1.4.1). Atunci |an| ≤ n, pentru
orice n ≥ 2. Aceste estimări sunt exacte s, i egalitatea se obt,ine dacă s, i numai dacă f este o rotat,ie a
funct,iei Koebe.

Conjectura lui Bieberbach a fost rezolvată de L. de Branges ı̂n 1985 (a se vedea [18]). Până la rezolvarea
ei au fost obt, inute mai multe rezultate part, iale de către diferit, i autori (pentru detalii, se poate consulta
[12], [19], [23], [114]).

Un alt rezultat important referitor la clasa S este teorema de deformare s, i distorsiune (a se vedea de
exemplu [4], [45], [85]).

Teorema 1.4.3. Fie f ∈ S. Atunci

|z|
(1 + |z|)2

≤ |f(z)| ≤ |z|
(1− |z|)2

, (1.4.2)

1− |z|
(1 + |z|)3

≤ |f ′(z)| ≤ 1 + |z|
(1− |z|)3

(1.4.3)

şi
1− |z|
1 + |z|

≤
∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

∣∣∣∣ ≤ 1 + |z|
1− |z|

, (1.4.4)

pentru orice z ∈ U. Aceste estimări sunt exacte s, i egalitatea se obt,ine dacă s, i numai dacă f este o rotat,ie
a funct,iei Koebe.

În ı̂ncheierea acestei subsecţiuni, reamintim rezultatul privitor la compactitatea clasei S. Pentru detalii,
a se vedea [45], [102].

Teorema 1.4.4. Clasa S ⊆ H(U) este compactă.

1.4.2 Funcţii stelate

Printre subclasele particulare ale clasei S se află familia S∗ formată din funct, ii univalente normate stelate
pe U. În această subsecţiune vom prezenta rezultate legate de caracterizarea analitică a stelarităţii, estimări
ale coeficient, ilor, rezultate de deformare şi distorsiune. Alte proprietăt, i ale funct, iilor stelate pe U pot fi
găsite ı̂n [19], [29], [45], [102], [114].

În primul rând, reamintim definit, ia unui domeniu stelat ı̂n raport cu un punct dat ı̂n C, respectiv a
unei funct, ii stelate pe U.

Definiţia 1.4.5. Fie D ⊆ C un domeniu s, i z0 ∈ D. Atunci D este stelat ı̂n raport cu z0 dacă segmentul
ı̂nchis [z0, z] se află ı̂n ı̂ntregime ı̂n D, ∀z ∈ D.

Luând ı̂n considerare definit, ia anterioară, reamintim conceptul de funct, ie stelată pe U. Această definit, ie
a fost introdusă de Alexander ı̂n [1].

Definiţia 1.4.6. Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f este stelată pe discul unitate U dacă
f ∈ Hu(U) s, i f(U) este un domeniu stelat (̂ın raport cu 0) ı̂n C. Notăm cu S∗ familia funcţiilor normate
stelate pe U.

Următorul rezultat important ı̂n acest context este caracterizarea analitică a stelarităţii (a se vedea
de exemplu [19], [45], [102]). Acest rezultat joacă un rol important ı̂n teoria geometrică a funcţiilor de o
variabilă complexă.

Teorema 1.4.7. Fie f ∈ H(U) satisface f(0) = 0. Atunci f ∈ S∗ dacă s, i numai dacă f ′(0) 6= 0 s, i

Re

ï
zf ′(z)

f(z)

ò
> 0, z ∈ U.

Este clar că S∗ ⊆ S s, i fθ ∈ S∗, pentru orice θ ∈ R. Prin urmare, rezultatul de deformare şi distorsiune
pentru clasa S (a se vedea Teorema 1.4.3) rămâne adevărat şi pentru clasa S∗ (a se vedea de exemplu [95],
[102]). Ca o consecint, ă directă obt, inem că familia S∗ este o submult, ime compactă a H(U) (a se vedea de
exemplu [45], [95]).
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1.4. Familii de funcţii univalente pe discul unitate U

1.4.3 Funcţii stelate de ordin α

O altă subclasă importantă a lui S studiată ı̂n această sect, iune este familia funct, iilor stelate de ordinul
α ∈ [0, 1) pe U. Ideea stelarităţii de ordin α a fost descrisă de M.S. Robertson ı̂n [120]. Pentru detalii, se
pot consulta s, i [19], [29], [45], [102].

Definiţia 1.4.8. Fie 0 ≤ α < 1 s, i f ∈ H(U). Funct, ia f : U → C este stelată de ordinul α dacă f(0) = 0,

f ′(0) 6= 0 s, i Re
[ zf ′(z)
f(z)

]
> α, pentru orice z ∈ U. Notăm cu

S∗(α) =

ß
f ∈ H0(U) : Re

ï
zf ′(z)

f(z)

ò
> α, z ∈ U

™
familia funcţiilor stelate de ordin α pe U.

Este evident faptul că S∗(α) ⊆ S pentru orice α ∈ [0, 1) şi că S∗(0) = S∗.
Pe baza estimărilor coeficienţilor pentru clasa S∗(α), putem obt, ine o teoremă de distorsiune general-

izată. Acest rezultat a fost obt, inut de Grigoriciuc ı̂n [51].

Teorema 1.4.9. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ S∗(α). Atunci

|f (k)(z)| ≤
B(k, α)

[
k + |z| · (1− 2α)

]
(1− |z|)k+2−2α , z ∈ U, k ≥ 1, (1.4.5)

unde

B(k, α) =


1

1− 2α

k∏
m=1

(m− 2α), α 6= 1

2

(k − 1)!, α =
1

2
.

Aceste estimări sunt exacte.

1.4.4 Funcţii aproape stelate de ordin α

Not, iunea de aproape stelaritate de ordin α a fost definită de Feng (a se vedea [22]) ı̂n caz infinit dimensional.
Prezentăm aici familia de funct, ii aproape stelate de ordin α ∈ [0, 1) pe discul unitate U ı̂n C.

Definiţia 1.4.10. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ H0(U). Atunci f este aproape stelată de ordin α dacă

Re

ï
f(z)

zf ′(z)

ò
> α, z ∈ U. (1.4.6)

1.4.5 Funcţii convexe

În următoarea subsect, iune descriem pe scurt clasa K a funct, iilor convexe normate pe U. Începând cu E.
Study care a introdus această not, iune ı̂n 1913, mult, i alt, i autori au contribuit la studiul familieiK (a se vedea
de exemplu T. Gronwall [56] s, i K. Loewner [95]). Prezentăm aici caracterizarea analitică a convexităt, ii
pe U, estimările coeficient, ilor s, i rezultate de creştere s, i distorsiune. Alte două rezultate importante care
stabilesc legătura dintre clasele K s, i S∗ sunt prezentate aici. Pentru detalii legate de funct, iile convexe se
pot consulta [19], [29], [45], [102], [114].

Definiţia 1.4.11. Fie D ⊆ C un domeniu s, i z0 ∈ D. Atunci D este convex dacă pentru orice z1, z2 ∈ D,
segmentul [z1, z2] ⊆ D, adică (1− t)z1 + tz2 ∈ D, pentru orice t ∈ [0, 1].

Definiţia 1.4.12. Fie f ∈ H(U). Atunci f este convexă pe discul unitate U dacă f ∈ Hu(U) s, i f(U) este
un domeniu convex ı̂n C. Notăm cu K familia de funct, ii convexe normate pe U.

Este clar că K s, i S∗ sunt subclase ale familiei S. Mai mult, avem K ⊂ S∗ ⊂ S (a se vedea de exemplu
[19], [29], [45]).

Pentru a descrie o funct, ie din clasa K putem folosi următoarea caracterizare analitică a convexităt, ii (a
se vedea de exemplu [19], [29], [45], [102]):
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1.4. Familii de funcţii univalente pe discul unitate U

Teorema 1.4.13. Fie f ∈ H(U). Atunci f ∈ K dacă s, i numai dacă f ′(0) 6= 0 s, i Re
[
1 + zf ′′(z)

f ′(z)

]
> 0,

pentru orice z ∈ U.

Următorul rezultat de deformare s, i distorsiune are loc pentru familia K (a se vedea de exemplu [45],
[56], [95]):

Teorema 1.4.14. Fie f ∈ K. Atunci

|z|
1 + |z|

≤ |f(z)| ≤ |z|
1− |z|

(1.4.7)

şi
1

(1 + |z|)2
≤ |f ′(z)| ≤ 1

(1− |z|)2
, z ∈ U. (1.4.8)

Aceste estimări sunt exacte, iar egalitatea se obt,ine pentru funcţia f(z) = z
1−λz , unde z ∈ U s, i λ ∈ C cu

|λ| = 1.

Conform rezultatului anterior, avem că familia K este local uniform mărginită. Prin urmare, obt, inem
că familia K este compactă, fiind s, i ı̂nchisă (a se vedea de exemplu [45], [102]). Un alt rezultat important
este dat de următoarele estimări ale coeficient, ilor pentru funcţiile din clasa K (a se vedea de exemplu [95]).

Propoziţia 1.4.15. Fie f ∈ K de forma (1.4.1). Atunci |an| ≤ 1 pentru orice n ≥ 2. Estimările sunt
exacte s, i egalitatea se obt,ine pentru f(z) = z

1−λz , unde z ∈ U s, i λ ∈ C cu |λ| = 1.

Ultimul rezultat se datorează lui Alexander [1] s, i descrie relat, ia dintre familiile S∗ s, i K (a se vedea de
exemplu [102]). Reamintim că pe bila unitate Euclidiană din Cn acest rezultat nu are loc (a se vedea de
exemplu [45], [121], [128]).

Teorema 1.4.16 (Teorema lui Alexander). Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f ∈ K dacă s, i
numai dacă F ∈ S∗, unde F (z) = zf ′(z), pentru z ∈ U.

1.4.6 Funcţii convexe de ordin α

Strâns legată de clasa K este familia de funct, ii convexe normate de ordin α cu α ∈ [0, 1). Această not, iune
a fost introdusă de M.S. Robertson ı̂n [120]. Pentru detalii, se pot consulta s, i [19], [29], [45], [102].

Definiţia 1.4.17. Fie 0 ≤ α < 1 s, i f ∈ H(U). Funct, ia f : U→ C este convexă de ordin α dacă f ′(0) 6= 0

s, i Re
[
1 + zf ′′(z)

f ′(z)

]
> α, pentru orice z ∈ U. Notăm cu

K(α) =

ß
f ∈ H0(U) : Re

ï
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

ò
> α, z ∈ U

™
familia funcţiilor convexe normate de ordin α pe U.

Este uşor de observat că K(α) ⊆ S, pentru orice α ∈ [0, 1) s, i K(0) = K. Mai mult, o teoremă de tip
Alexander este valabilă pentru clasele K(α) s, i S∗(α), pentru 0 ≤ α < 1 (a se vedea [45]).

Pentru funcţiile din K(α) au fost obt, inute următoarele estimări ale coeficienţilor (a se vedea de exemplu
[29], [120]):

Propoziţia 1.4.18. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ K(α). Atunci

|an| ≤
1

n!

n∏
m=2

(m− 2α), n ≥ 2. (1.4.9)

Aceste estimări sunt exacte.

Având ı̂n vedere Propozit, ia 1.4.18, putem demonstra şi aici o teoremă de distorsiune generalizată. Acest
rezultat este analogul Teoremei 1.4.9 din sect, iunea anterioară s, i a fost obt, inut de Grigoriciuc ı̂n [51].
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1.5. Funcţii olomorfe cu partea reală a derivatei pozitivă

Teorema 1.4.19. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ K(α). Atunci au loc următoarele estimări exacte

|f (k)(z)| ≤ B(k, α)

(1− |z|)k+1−2α , z ∈ U, k ≥ 1,

unde

B(k, α) =


1

1− 2α

k∏
m=1

(m− 2α), α 6= 1

2

(k − 1)!, α =
1

2
.

1.4.7 Funcţii spiralate

În ultima parte a acestei sect, iuni prezentăm câteva rezultate generale privind spiralitatea pe U. Această
not, iune a fost definită de L. Špaček ı̂n 1932 (a se vedea [125]) ca o generalizare a stelarităţii pe U. Pentru
detalii, se pot consulta s, i [19], [45], [102].

Definiţia 1.4.20. Fie δ ∈ R astfel ı̂ncât |δ| < π
2 .

a) O δ-spirală logaritmică (sau δ-spirală) este o curbă ı̂n C dată prin s(t) = s0e
−(cos δ−i sin δ)t, pentru

orice t ∈ R şi s0 ∈ C∗.

b) Un domeniu D ⊆ C cu 0 ∈ D se numes,te δ-spiralat dacă pentru fiecare punct z0 ∈ D \ {0}, arcul
δ-spiralei dintre z0 s, i origine se află ı̂n D.

Definiţia 1.4.21. Fie δ ∈ R astfel ı̂ncât |δ| < π
2 s, i f ∈ H(U) cu f(0) = 0. Atunci f se numeşte

a) spiralată de tipul δ pe U dacă f ∈ Hu(U) s, i f(U) este un domeniu δ-spiralat ı̂n C;

b) spiralată dacă există δ ∈ R cu |δ| < π/2 astfel ı̂ncât f este spiralată de tipul δ pe U.

Reamintim că notăm cu Ŝδ familia tuturor funct, iilor spiralate de tip δ normate pe U. Este uşor de
observat că Ŝδ ⊆ S s, i Ŝ0 = S∗ (a se vedea de exemplu [29], [102]).

În continuare, prezentăm caracterizarea analitică a spiralităţii de tip δ pe U obţinută Špaček (a se vedea
[125]; a se vedea s, i [45], [102]):

Teorema 1.4.22. Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0 s, i f ′(0) 6= 0. De asemenea, fie δ ∈ (−π/2, π/2).
Atunci f ∈ Ŝδ dacă s, i numai dacă

Re

ï
eiδ
zf ′(z)

f(z)

ò
> 0, z ∈ U. (1.4.10)

1.5 Funcţii olomorfe cu partea reală a derivatei pozitivă

În strânsă legătură cu familia S este familia R a funcţiilor olomorfe normate cu partea reală a derivatei
pozitivă. Având ı̂n vedere rezultatul dovedit de Alexander, Noshiro, Warschawski s, i Wolff (a se vedea
Teorema 1.3.4; a se vedea s, i [19], [77]) obţinem că orice funct, ie f ∈ R este univalentă pe U. Prin urmare,
R este o subclasă a clasei S (a se vedea, de exemplu, [19], [96] sau [102]) numită uneori clasa Noshiro-
Warschawski. Prezentăm ı̂n această sect, iune câteva rezultate clasice legate de clasa R s, i extensii ale acestei
clase (a se vedea [89], [90], [96], [102] ), precum s, i rezultatele originale obt, inute de autor ı̂n [50].

1.5.1 Rezultate generale privind clasa R

În primul rând, reamintim că

R =
{
f ∈ H0(U) : Ref ′(z) > 0, z ∈ U

}
10



1.5. Funcţii olomorfe cu partea reală a derivatei pozitivă

este familia funcţiilor olomorfe normate a căror derivată are partea reală pozitivă (a se vedea de exemplu
[29], [45] sau [102]). După cum am ment, ionat deja mai sus, se s,tie că R ⊆ S (a se vedea de exemplu [19],
[96] sau [102]).

T, inând cont de definit, ia clasei P este us,or de observat că f ∈ R dacă s, i numai dacă f ′ ∈ P (a se vedea
de exemplu [102]). Această proprietate este echivalentă cu faptul că | arg f ′(z)| < π

2 , pentru orice z ∈ U.

Exemplul 1.5.1. Fie f : U→ C definită prin

f(z) = −z − 2

λ
log(1− λz), (1.5.1)

pentru orice z ∈ U s, i λ ∈ C cu |λ| = 1. Atunci f ∈ R.

Primul rezultat prezentat se referă la teorema de deformare s, i distorsiune s, i la estimările coeficient, ilor
pentru clasa R (a se vedea de exemplu [96], [102] sau [129]).

Propoziţia 1.5.2. Fie f ∈ R. Atunci

|an| ≤
2

n
, n ≥ 2, (1.5.2)

1− |z|
1 + |z|

≤ Ref ′(z) ≤ |f ′(z)| ≤ 1 + |z|
1− |z|

(1.5.3)

şi
− |z|+ 2 log(1 + |z|) ≤ |f(z)| ≤ −|z| − 2 log(1− |z|), (1.5.4)

pentru orice z ∈ U. Aceste estimări sunt exacte s, i egalitatea se obt,ine pentru funct,ia dată de (1.5.1).

Pornind de la rezultatul anterior, putem demonstra o teoremă generală de distorsiune pentru clasa R.
Acest rezultat a fost obt, inut de Grigoriciuc ı̂n [50].

Teorema 1.5.3. Dacă f ∈ R, atunci

|f (k)(z)| ≤ 2(k − 1)!

(1− |z|)k
, z ∈ U, k ≥ 2.

Estimările sunt exacte s, i egalitatea se obt,ine pentru funct,ia dată de (1.5.1).

1.5.2 Clasa R(α)

O primă generalizare a clasei R a fost considerată de Krishna, RamReddy s, i Venkateswarlu ı̂n [89] s, i [90].
Pentru un parametru real α ∈ [0, 1), aceştia au definit clasa

R(α) =
{
f ∈ H0(U) : Ref ′(z) > α, z ∈ U

}
a funct,iilor olomorfe normate a căror derivată are partea reală pozitivă de ordinul α. Această familie de
funct, ii a fost studiată s, i de Grigoriciuc ı̂n [50].

Observaţia 1.5.4. Este us,or de arătat că f apart, ine claseiR(α) dacă s, i numai dacă g ∈ P, unde g : U→ C
este definită prin g(z) = 1

1−α
(
f ′(z)− α

)
, pentru orice z ∈ U.

Pe baza echivalent,ei anterioare dintre R(α) s, i P, putem obt, ine următorul exemplu:

Exemplul 1.5.5. Fie α ∈ [0, 1) s, i f : U→ C

f(z) =
1

λ

ï
(2α− 1)λz − 2(1− α) log(1− λz)

ò
, (1.5.5)

unde λ ∈ C astfel ı̂ncât |λ| = 1. Atunci f ∈ R(α).

În continuare, prezentăm estimările coeficienţilor funcţiilor din clasa R(α) obt, inute de Grigoriciuc ı̂n
[50] (a se vedea de exemplu [90] pentru o altă demonstrat, ie a acestui rezultat).
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1.5. Funcţii olomorfe cu partea reală a derivatei pozitivă

Propoziţia 1.5.6. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ R(α). Atunci |an| ≤ 2(1−α)
n , pentru orice n ≥ 2. Aceste estimări

sunt exacte, iar egalitatea se obţine pentru funct,ia dată de (1.5.5).

Pentru clasa R(α) putem obt, ine s, i un rezultat de deformare s, i distorsiune. Acest rezultat este original
s, i a fost obt, inut de Grigoriciuc ı̂n [50].

Teorema 1.5.7. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ R(α). Atunci

|f(z)| ≤ (2α− 1)|z|+ 2(α− 1) log(1− |z|) (1.5.6)

şi
|f(z)| ≥ −|z| − 2(α− 1) log(1 + |z|), z ∈ U. (1.5.7)

În plus,
1− 2α− |z|

1 + |z|
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + (1− 2α)|z|

1− |z|
, z ∈ U. (1.5.8)

Aceste estimări sunt exacte, iar funct,ia extremală este dată de (1.5.5).

1.5.3 Clasa Rp

În a treia parte a acestei sect, iuni considerăm o altă extensie a clasei R s, i anume clasa

Rp =
{
f ∈ H0(U) : f (p)(0) = 1,Ref (p)(z) > 0, z ∈ U

}
, p ≥ 1,

ce conţine funct,iile olomorfe normate a căror derivată de ordin p are partea reală pozitivă. Rezultatele
originale prezentate ı̂n această parte au fost obt, inute ı̂n [50].

Este important să ment, ionăm aici legătura cu clasa P. Dacă p ∈ N∗ = {1, 2, ...} este arbitrar fixat,
atunci f ∈ Rp dacă s, i numai dacă f (p) ∈ P. Prin urmare, putem studia proprietăt, ile clasei Rp ı̂n termenii
clasei Carathéodory. Este uşor de văzut că R1 = R.

Următorul rezultat obţinut de Grigoriciuc (a se vedea [50]) prezintă estimările coeficienţilor pentru
funcţiile din clasa Rp s, i este o generalizare a Propozit, iei 1.5.6.

Propoziţia 1.5.8. Fie p ∈ N∗ s, i fie f ∈ Rp de forma f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
n, pentru z ∈ U. Atunci

|an| ≤
2(n− p)!

n!
, n ≥ p+ 1. (1.5.9)

În continuare, prezentăm o teoremă generală de distorsiune obt, inută de Grigoriciuc ı̂n [50].

Teorema 1.5.9. Fie p ∈ N∗ s, i fie f ∈ Rp de forma f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
n, pentru z ∈ U. Atunci

|f (k)(z)| ≤ 2(k − p)!
(1− |z|)k−p+1

, z ∈ U, k ≥ p. (1.5.10)

1.5.4 Clasa Rp(α)

Ultima parte a acestei sect, iuni cont, ine o generalizare a clasei anterioare (după modelul prezentat ı̂n [89] s, i
[90]) introdusă de Grigoriciuc ı̂n [50]. Pentru α ∈ [0, 1) s, i p ∈ N∗ notăm cu

Rp(α) =
{
f ∈ H0(U) : f (p)(0) = 1,Ref (p)(z) > α, z ∈ U

}
.

clasa funct,iilor olomorfe normate a căror derivată de ordin p are partea reală pozitivă de ordin α. Clasa
Rp(α) a fost introdusă pentru a generaliza clasaRp descrisă ı̂n subsect, iunea anterioară. Ideea de a considera
un parametru α ∈ [0, 1) este preluată din extensiile pe care Robertson le-a făcut ı̂n [120] pentru funct, ii
stelate, respectiv convexe.

În lumina rezultatelor prezentate anterior, avem că f ∈ Rp(α) dacă s, i numai dacă g ∈ P, unde g : U→ C
este definită prin g(z) = f (p)(z)−α

1−α , pentru orice z ∈ U.
Şi aici, clasa Rp(α) poate fi studiată folosindu-ne de clasa Carathéodory. Prin urmare, putem obt, ine

estimări ale coeficienţilor şi rezultate de deformare şi distorsiune.
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1.6. Teoria lanţurilor Loewner ı̂n C

1.6 Teoria lanţurilor Loewner ı̂n C

A şasea secţiune conţine o scurtă introducere ı̂n teoria lant,urilor Loewner ı̂n C. Reamintim câteva definit, ii
cunoscute ı̂n literatură (de exemplu, lant, de subordonare, lant, Loewner) s, i rezultate importante legate de
acestea. În a doua parte a acestei sect, iuni ne referim la caracterizarea analitică a unor subclase de S cu
ajutorul lant,urilor Loewner, iar ı̂n final, prezentăm not, iunea de reprezentare parametrică pe U. Principalele
referint,e utilizate ı̂n această sect, iune sunt [45], [102], [113], [114]. Mai multe detalii despre teoria lant,urilor
Loewner pot fi găsite ı̂n [12], [16], [17], [19], [23].

1.6.1 Rezultate generale privind lant,urile Loewner ı̂n C

Prezentăm ı̂n ı̂nceputul acestei subsecţiuni not, iunile s, i rezultateke preliminare legate de teoria lant,urilor
Loewner ı̂n U (a se vedea de exemplu [45], [102], [113], [114]).

Definiţia 1.6.1. Fie f = f(z, t) : U× [0,∞)→ C o funct, ie.

� Dacă f(·, t) ∈ Hu(U), f(0, t) = 0, pentru t ≥ 0 s, i f(·, s) ≺ f(·, t), pentru 0 ≤ s ≤ t < ∞, atunci
f(z, t) este un lant, de subordonare univalent pe U.

� Dacă f(z, t) satisface s, i proprietatea că f ′(0, t) = et, pentru orice t ≥ 0, atunci f se numes,te lant,
Loewner (lant, de subordonare univalent normat) pe U.

Reamintim că notat, ia f ′(z, t) este folosită pentru derivata part, ială ∂f
∂z (z, t).

Observaţia 1.6.2. Fie f(z, t) un lant, Loewner. Atunci ∃v = v(z, s, t) o unică funct, ie Schwarz asociată
lui f(z, t) astfel ı̂ncât

f(z, s) = f
(
v(z, s, t), t

)
, ∀z ∈ U, 0 ≤ s ≤ t <∞, (1.6.1)

numită funct,ia de tranzit,ie a lui f (a se vedea, de exemplu, [45]).

Pe baza normă rii lui f(z, t), obt, inem că v′(0, s, t) = es−t, pentru orice 0 ≤ s ≤ t < ∞. Din (1.6.1),
rezultă că v = v(z, s, t) satisface proprietatea semigrupului

v(z, s, T ) = v
(
v(z, s, t), t, T

)
, (1.6.2)

pentru orice z ∈ U s, i 0 ≤ s ≤ t ≤ T < ∞. În plus, funct, ia |v(z, s, t)| este descrescătoare ı̂n raport cu
t ∈ [s,∞), pentru orice z ∈ U s, i s ≥ 0.

Probabil unul dintre rezultatele cheie ı̂n teoria lant,urilor Loewner este legătura dintre funct, iile univa-
lente normate s, i lant,urile Loewner. Acest rezultat se datorează lui Pommerenke (a se vedea [114]) s, i spune
că

Teorema 1.6.3 (Teorema lui Pommerenke). Fie f ∈ S s, i fie f(·, t) un lant, Loewner pe U, pentru orice
t ≥ 0. Atunci f(·, 0) = f .

În continuare prezentăm câteva rezultate clasice, dar foarte importante ı̂n teoria lant,urilor Loewner s, i
ecuat, ia diferent, ială Loewner pe U (a se vedea de exemplu [45], [114]). Prima teoremă a fost demonstrată de
Pommerenke (a se vedea [114]) s, i oferă o metodă de generare a lant,urilor Loewner (a se vedea de exemplu
[45]).

Teorema 1.6.4. Presupunem că p = p(z, t) : U× [0,∞)→ C satisface proprietăt,ile: p(·, t) apart,ine clasei
P, pentru toate numerele nenegative t s, i pentru orice z ∈ U, p(z, ·) apart,ine clasa de funct,ii măsurabile pe
[0,∞). Fie 

∂v

∂t
= −vp(v, t), a.e. t ≥ s

v(z, s, s) = z
(1.6.3)

o problemă cu valori iniţiale. Atunci ∀z ∈ U s, i s ≥ 0, problema (1.6.3) este rezolvabilă ı̂n mod unic, iar
solut,ia sa v(z, s, ·) este local absolut continuă cu v′(0, s, t) = es−t. În plus, dacă s ≥ 0 s, i z ∈ U, atunci
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1.6. Teoria lanţurilor Loewner ı̂n C

v(z, s, ·) apart,ine clasei de funct,ii Lipschitz pe [s,∞) local uniform continue ı̂n raport cu z s, i v(·, s, t)
apart,ine clasei de funct,ii Schwarz univalente pentru orice t ≥ s. În plus, pentru orice s ≥ 0, limita
limt→∞ e

tv(z, s, t) = f(z, s) există local uniform pe U, iar f(z, s) este un lant, Loewner care satisface
ecuat,ia

∂f

∂t
(z, t) = zp(z, t)f ′(z, t), a.e. t ≥ 0, ∀z ∈ U. (1.6.4)

Reamintim că ecuat, ia diferent, ială (1.6.4) este cunoscută sub denumirea de ecuat,ia diferent,ială Loewner(-
Kufarev) (a se vedea de exemplu [45], [114]).

Următorul rezultat oferă o caracterizare a lant,urilor Loewner s, i a fost obt, inut de Pommerenke ı̂n [113]
(a se vedea s, i [45], [114]).

Teorema 1.6.5. Fie f : U× [0,∞)→ C astfel ı̂ncât f(0, t) = 0 s, i f ′(0, t) = et, pentru orice t ≥ 0. Atunci
f(z, t) este un lant, Loewner dacă s, i numai dacă

a) ∃ρ ∈ (0, 1) s, i α > 0 astfel ı̂ncât f(·, t) apart,ine familiei H(Uρ) pentru orice t ≥ 0, f(z, ·) apart,ine
clasei funcţiilor local absolut continue pe [0,∞) local uniform ı̂n raport cu z ∈ Uρ s, i |f(z, t)| ≤ αet,
pentru orice z ∈ Uρ s, i t ≥ 0.

b) ∃p = p(z, t) astfel ı̂ncât p(·, t) apart,ine clasei P pentru fiecare t ≥ 0, p(z, ·) apart,ine familiei de funct,ii
măsurabile pe [0,∞) pentru orice z ∈ U s, i aproape peste tot ı̂n [0,∞) astfel ı̂ncât

∂f

∂t
(z, t) = zp(z, t)f ′(z, t), z ∈ Uρ.

1.6.2 Lant,uri Loewner s, i funct, ii univalente ı̂n C

Încheiem această sect, iune ilustrând modul ı̂n care teoria lant,urilor Loewner poate fi utilizată ı̂n caracteri-
zarea proprietăt, ilor geometrice ale funct, iilor univalente (a se vedea de exemplu [45], [114], [137]). În primul
rând, prezentăm caracterizarea spiralităţii (̂ın particular, a stelarităţii) cu ajutorul lanţurilor Loewner (a
se vedea de exemplu [45], [114]).

Teorema 1.6.6. Fie f ∈ H0(U), δ ∈ R cu |δ| < π
2 s, i α = tan δ. Atunci f ∈ Ŝδ dacă s, i numai dacă

f(z, t) = e(1−iα)tf(eiαtz) este un lant, Loewner, pentru orice z ∈ U s, i t ≥ 0. În particular, pentru δ = 0,
obt,inem că f ∈ S∗ dacă s, i numai dacă f(z, t) = etf(z), pentru orice z ∈ U s, i t ≥ 0.

În continuare, reamintim caracterizarea aproape stelarităţii de ordin α cu ajutorul lant,urilor Loewner
(a se vedea de exemplu [137]).

Teorema 1.6.7. Fie α ∈ [0, 1) s, i f ∈ H0(U). Atunci f este aproape stelată de ordin α dacă s, i numai dacă

f(z, t) = e
t

1−α f
(
e
αt
α−1 z

)
este un lant, Loewner, pentru orice z ∈ U s, i t ≥ 0.

Similar, putem obt, ine s, i o caracterizare a convexităt, ii in termeni de lant,uri Loewner (a se vedea de
exemplu [45], [114]).

Teorema 1.6.8. Fie f ∈ H0(U). Atunci f ∈ K dacă s, i numai dacă f(z, t) = f(z) + (et − 1)zf ′(z) este
un lant, Loewner, pentru orice z ∈ U s, i t ≥ 0.

1.6.3 Reprezentare parametrică pe U

În ultima subsect, iune reamintim not, iunea de reprezentare parametrică pe U (a se vedea de exemplu [45],
[114]). Cum fiecare funct, ie f ∈ S poate fi văzută ca primul element al unui lant, Loewner (a se vedea
Teorema 1.6.3; a se vedea s, i [45], [114]) este uşor de ı̂nţeles că f are reprezentare parametrică.

Definiţia 1.6.9. O funct, ie f ∈ H0(U) are reprezentare parametrică pe U dacă ∃p : U× [0,∞)→ C astfel
ı̂ncât p(·, t) apart, ine clasei P, pentru t ≥ 0, p(z, ·) apart, ine familiei de funct, ii măsurabile pe [0,∞), pentru
z ∈ U s, i limita limt→∞ e

tv(z, t) = f(z) este local uniformă pe U, unde v(z, ·) este unica solut, ie a problemei
(1.6.3) pentru s = 0 cu proprietatea că v este local absolut continuă pe [0,∞).

Dacă notăm cu S0(U) familia de funţii care admit reprezentare parametrică, atunci S0(U) = S conform
Teoremei 1.6.3 (a se vedea de exemplu [45], [114]). Cu toate acestea, ı̂n caz multi-dimensional, acest
rezultat nu este adevărat (a se vedea de exemplu [32]) as,a cum vom vedea ı̂n Capitolul 3.
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Capitolul 2

Noi subclase de funcţii univalente pe U

Ideea principală a capitolului al doilea constă ı̂n studiul unui nou operator diferent, ial s, i a două noi subclase
de funct, ii univalente pe discul unitate U definite cu ajutorul acestui operator. Capitolul este format ı̂n
ı̂ntregime din rezultate originale obt, inute de autor ı̂n [54].

În prima secţiune prezentăm operatorul diferent, ial Gk definit pe familia H0(U) de funct, ii olomorfe
normate pe U. Folosind operatorul Gk putem construi două noi subclase de funct, ii univalente pe U care
sunt strâns legate de familiile S∗, respectiv K, as,a cum se poate vedea ı̂n §2.2. Diferite proprietăt, i ale
operatorului Gk sunt studiate ı̂n această sect, iune, de ex. liniaritatea lui Gk, produsul de convolut, ie s, i condit, ii
suficiente de univalent, ă pentru Gk (a se vedea Propozit, iile 2.1.3–2.1.6). Este important de ment, ionat aici
că operatorul diferent, ial Gk este diferit de operatorul diferent, ial Sălăgean Dn (a se vedea Remarca 2.2.6; a
se vedea s, i [124]). O altă observaţie importantă este că operatorul Gk poate fi extins ı̂n cazul mai multor
variabile complexe (a se vedea Capitolul 4; a se vedea s, i [53]).

Folosind operatorul diferent, ial Gk ment, ionat mai sus, putem construi două noi subclase de funct, ii
univalente pe U ı̂n C. Aceste subclase, denumite aici E∗k(α), respectiv Ek(α), unde α ∈ [0, 1), sunt ı̂n
strânsă legătură cu clasele de funct, ii stelate, respectiv convexe de ordin α pe U. O observat, ie importantă
este că pentru k = 0 obt, inem E∗0(α) = S∗(α) s, i E0(α) = K(α), deci putem studia aceste noi subclase
folosindu-ne de familiile S∗(α) s, i K(α) introduse de Robertson ı̂n [120]. Pe de altă parte, avem că E1 este
strict inclusă ı̂n familia K(1/2) de funct, ii convexe de ordin 1/2 s, i E∗1(α) = K(α). As,a cum am ment, ionat
deja mai sus, operatorul Gk s, i subclasele introduse ı̂n acest capitol pot fi extinse s, i ı̂n cazul mai multor
variabile complexe (a se vedea de exemplu [53]). Cu toate acestea, ı̂n Cn unele proprietăt, i sunt diferite,
as,a cum se poate vedea ı̂n rezultatele incluse de autor ı̂n Capitolul 4.

A doua secţiune este dedicată studiului subclaselor Ek(α) s, i E∗k(α) ı̂n C, unde k ∈ N s, i α ∈ [0, 1).

Împreună cu proprietăt, ile generale ale acestor subclase (teoreme de deformare s, i distorsiune, estimări ale
coeficient, ilor, caracterizare analitică, conexiune cu lant,urile Loewner şi altele), studiem s, i cazuri particulare
(de ex. k = 1 s, i α = 0) care sunt de interes, fiind ı̂n strânsă legătură cu clasele de funct, ii univalente
ment, ionate ı̂n primul capitol (a se vedea rezultatele din §2.2.2). Toate rezultatele din acest capitol sunt
originale s, i au fost obt, inute de autor ı̂n [54]. Alte surse bibliografice importante folosite pentru pregătirea
acestui capitol sunt [19], [29], [45], [85].

2.1 Operatorul diferenţial Gk
În această secţiune introducem operatorul diferent, ial Gk definit pe familia H0(U) de funct, ii olomorfe nor-
mate pe U. Folosind operatorul Gk putem construi două noi subclase de funct, ii univalente pe U care sunt
strâns legate de familiile S∗, respectiv K, as,a cum se poate vedea ı̂n secţiunea următoare.

Este important de ment, ionat aici că operatorul diferent, ial Gk este diferit de operatorul diferent, ial
Sălăgean Dn (a se vedea Remarca 2.2.6; a se vedea s, i [124]). O altă observaţie importantă este că operatorul
Gk poate fi extins ı̂n cazul mai multor variabile complexe (a se vedea Capitolul 4; a se vedea s, i [53]).

Pentru operatorul diferenţial Gk ı̂n C prezentăm câteva proprietăţi legate de liniaritate şi univalenţă pe
discului unitate U. Discutăm de asemenea despre modul ı̂n care produsul de convoluţie este păstrat sub
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2.1. Operatorul diferenţial Gk

acţiunea operatorului Gk. Rezultatele originale discutate ı̂n această sect, iune au fost obţinute de autor ı̂n
[54].

Definiţia 2.1.1. Fie k ∈ N = {0, 1, 2, ...} s, i fie Gk : H0(U) → H(U) operatorul diferenţial definit pe clasa
funcţiilor olomorfe normate pe U prin

(Gkf)(z) =

®
zkf (k)(z) + ak−1z

k−1 + ...+ a2z
2 + a1z + a0, k ≥ 1

f(z) k = 0,
(2.1.1)

pentru orice f ∈ H0(U) s, i z ∈ U. Observăm că, pentru k ≥ 1, a0, ..., ak−1 sunt primii k coeficient, i din
dezvoltarea ı̂n serie Taylor a funct, iei f ∈ H0(U).

Observaţia 2.1.2. Având ı̂n vedere definit, ia de mai sus, este us,or de observat că operatorul G0 (de ordinul
0) este operatorul identitate, adică G0f = f . O altă formă particulară a operatorului Gk este pentru k = 1
(de ordinul 1). În acest caz, (G1f)(z) = zf ′(z), pentru orice z ∈ U.

Legătura dintre doi operatori diferenţiali de ordine consecutive k−1, respectiv k, unde k ∈ N cu k ≥ 1,
este dată ı̂n următorul rezultat (a se vedea [54])

Propoziţia 2.1.3. Fie f ∈ H0(U). Atunci pentru orice k ∈ N∗ = {1, 2, ...} este valabilă relat,ia

(Gkf)(z) = z(Gk−1f)′(z)− (k − 1)(Gk−1f)(z) +

k−1∑
n=0

(k − n)anz
n, z ∈ U. (2.1.2)

Propoziţia 2.1.4. Fie k ∈ N, α, β ∈ R s, i f, g ∈ H0(U). Atunci

Gk(αf + βg) = αGkf + βGkg. (2.1.3)

O altă proprietate a operatorului Gk este legată de produsul Hadamard/de convolut, ie (pentru detalii,
a se vedea [19], [29], [45]). Fie f, g ∈ H0(U) definite prin f(z) =

∑∞
n=0 anz

n s, i g(z) =
∑∞

n=0 bnz
n. Notăm

(f ∗ g)(z) =

∞∑
n=0

anbnz
n, z ∈ U (2.1.4)

produsul Hadamard (de convolut, ie) al funct, iilor f s, i g pe U (a se vedea de exemplu [19], [29], [45]). Legătura
ı̂ntre produsul de convolut, ie a doi operatori diferit, i s, i operatorul aplicat pe un produs de convolut, ie este
dată de următorul rezultat (a se vedea [54]).

Propoziţia 2.1.5. Fie k ∈ N s, i f, g ∈ H0(U). Atunci

1. Gk(f ∗ g) = (Gkf) ∗ g = f ∗ (Gkg);

2. (Gkf) ∗ (Gkg) = Gk(Gk(f ∗ g)).

O altă proprietate importantă este condit, ia suficientă de univalent, ă pentru Gkf (̂ın raport cu modulul
coeficient, ilor an):

Propoziţia 2.1.6. Fie k ∈ N s, i f ∈ H0(U). De asemenea, fie σk definit de

σk =



∞∑
n=2

n · n!

(n− k)!
|an|, k ≤ 2

k−1∑
n=2

n|an|+
∞∑
n=k

n · n!

(n− k)!
|an|, k ≥ 3.

(2.1.5)

Dacă σk ≤ 1, atunci Gkf este univalent pe U. În particular, Gkf ∈ S.

Observaţia 2.1.7. În particular, pentru k = 0, obt, inem binecunoscuta condit, ie de univalent, ă pentru o
funct, ie olomorfă pe U (a se vedea de exemplu [45, Exercit, iul 1.1.4]): dacă

∑∞
n=2 n|an| ≤ 1, atunci f este

univalentă pe U.
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2.2. Subclase de funct, ii univalente

2.2 Subclase de funct, ii univalente

Folosind operatorul diferenţial Gk definit mai sus, putem construi două noi subclase de funcţii univalente
pe discul unitate U ı̂n C. Aceste subclase, notate E∗k(α), respectiv Ek(α), cu α ∈ [0, 1), sunt strâns legate
de clasele de funct, ii stelate, respectiv convexe de ordin α pe U. O observaţie importantă este că pentru
k = 0 obt, inem E∗0(α) = S∗(α) s, i E0(α) = K(α), as,adar studiul acestor noi subclase se va face folosind
cunoscutele familii S∗(α) s, i K(α) introduse de Robertson ı̂n [120]. Pe de altă parte, avem că E1 este
strict inclusă ı̂n familia K(1/2) de funct, ii convexe de ordin 1/2 (a se vedea Propozit, ia 2.2.25). Rezultatele
originale incluse ı̂n această sect, iune pot fi găsite ı̂n [54].

2.2.1 Subclasa E∗k(α)

Mai ı̂ntâi, prezentăm câteva rezultate generale privind subclasa E∗k(α) s, i conexiunile acestei clase cu alte
clase importante de funct, ii univalente (de exemplu, clasa funct, iilor stelate de ordin α sau clasa de funcţii
univalente introduse de Sălăgean ı̂n [124]).

Definiţia 2.2.1. Fie α ∈ [0, 1) s, i k ∈ N. Fie Gk operatorul diferenţial definit de relaţia (2.1.1). Atunci

E∗k(α) =
{
f ∈ S : Gkf ∈ S∗(α)

}
este familia de funct, ii univalente normate f pe discul unitate cu proprietatea că funcţia Gkf este stelată
de ordinul α. În particular, notăm cu E∗k = E∗k(0).

Observaţia 2.2.2. Este evident că E∗0(α) = S∗(α) este clasa funcţiilor stelate de ordin α pe U.

Observaţia 2.2.3. T, inând cont de definit, ia stelarităţii ordinul α (a se vedea Definit, ia 1.4.8), avem că

E∗k(α) =

ß
f ∈ S : Re

ï
z(Gkf)′(z)

(Gkf)(z)

ò
> α, z ∈ U

™
. (2.2.1)

Într-adevăr, dacă f ∈ S, atunci Gkf ∈ H(U), (Gkf)(0) = 0 s, i (Gkf)′(0) = 1. Împreună cu condit, ia

Re
[ z(Gkf)′(z)

(Gkf)(z)
]
> α , pentru orice z ∈ U, sunt ı̂ndeplinite toate ipotezele din definit, ia stelartităţii e ordin α.

Propoziţia 2.2.4. Fie α ∈ [0, 1). Atunci E∗1(α) = K(α).

Observaţia 2.2.5. Ca o consecint, ă a celor două observat, ii anterioare, obt, inem că E∗0 = S∗ s, i E∗1 = K.
Este important de ment, ionat aici că a doua egalitate nu este adevărată ı̂n cazul aplicaţiilor biolomorfe de
mai multe variabile complexe (a se vedea [53]).

Observaţia 2.2.6. O menţiune importantă ı̂n acest context este că

E∗0(α) = S0(α) and E∗1(α) = S1(α),

unde S0(α) s, i S1(α) sunt forme particulare ale clasei Sn(α) introduse de Sălăgean ı̂n [124] pentru α ∈ [0, 1).
Aceste egalităţi sunt valabile pentru că

D0f(z) = f(z) = (G0f)(z) and D1f(z) = zf ′(z) = (G1f)(z),

pentru orice z ∈ U, unde Dn este operatorul diferenţial introdus de Sălăgean. Totus, i, pentru n = k ≥ 2,
avem că

E∗k(α) 6= Sn(α),

ı̂ntrucât operatorul diferenţial Sălăgean Dnf (a se vedea [124]) este diferit de operatorul Gkf , pentru orice
n = k ≥ 2 . De exemplu, dacă n = 2, atunci

D2f(z) = D(Df(z)) = z2f ′′(z) + zf ′(z) 6= z2f ′′(z) + z = (G2f)(z),

pentru orice z ∈ U. Prin urmare, rezultatele comune din această teză s, i cele obt, inute de Sălăgean ı̂n [124]
sunt valabile doar pentru cazurile particulare k = 0 s, i k = 1 (care sunt oricum cunoscute).
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2.2. Subclase de funct, ii univalente

Folosind un argument similar cu cel folosit de Merkes, Robertson s, i Scott ı̂n [101], putem demonstra
următorul rezultat:

Teorema 2.2.7. Fie α ∈ [0, 1), k ∈ N s, i f ∈ S. De asemenea, fie σk,α definit prin

σk,α =



∞∑
n=2

(n− α) · n!

(n− k)!
|an|, k ≤ 2

k−1∑
n=2

(n− α)|an|+
∞∑
n=k

(n− α) · n!

(n− k)!
|an|, k ≥ 3.

(2.2.2)

Dacă σk,α ≤ 1− α, atunci f ∈ E∗k(α).

În continuare prezentăm câteva rezultate privind estimări ale coeficient, ilor s, i teoreme de distorsiune
pentru clasa E∗k(α). Pentru demonstrarea primului nostru rezultat, folosim estimările coeficient, ilor pentru
clasa S∗(α) date de Robertson ı̂n [120] (a se vedea [45]). Ret, inet, i că acest rezultat a fost obt, inut de
Grigoriciuc ı̂n [54].

Teorema 2.2.8. Fie α ∈ [0, 1), k ∈ N s, i f ∈ E∗k(α). Atunci

|an| ≤
(n− k)!

(n− 1)! · n!

n∏
m=2

(m− 2α), n ≥ k ≥ 2. (2.2.3)

Corolarul 2.2.9. Fie k ∈ N s, i f ∈ E∗k. Atunci

|an| ≤
n

n(n− 1)(n− 2) · ... · (n− k + 1)
=
n · (n− k)!

n!
, n ≥ k. (2.2.4)

Urmând ideea prezentată de Duren ı̂n [19] s, i de Goodman ı̂n [29] (mai apoi de Grigoriciuc ı̂n [51]), putem
demonstra un rezultat general de distorsiune pentru clasa E∗k . Cu alte cuvinte, putem obţine estsimări
pentru modulul derivatei de ordin m a unei funct, ii f ∈ E∗k , unde m ∈ N astfel ı̂ncât m ≥ k (a se vedea
[54]).

Teorema 2.2.10. Fie k ∈ N. Dacă f ∈ E∗k, atunci

∣∣f (m)(z)
∣∣ ≤ [m+ (1− k)|z|

]
· (m− k)!

(1− |z|)m−k+2
, (2.2.5)

pentru orice m ≥ k s, i z ∈ U.

Observaţia 2.2.11. Evident, pentru k ∈ {0, 1} obt, inem rezultatele clasice incluse de Goodman ı̂n [29].

Pe baza teoremei anterioare s, i a rezultatului demonstrat ı̂n [51], propunem următoarea conjectură
(adevărată ı̂n cazurile particulare k = 0, α = 0 s, i α = 1

2):

Conjectura 2.2.12. Fie α ∈ [0, 1) s, i m, k ∈ N. Dacă f ∈ E∗k(α), atunci

∣∣f (m)(z)
∣∣ ≤ [m+ (1− k)(1− 2α)|z|

]
·B(m− k, α)

(1− |z|)m−k+2−2α , (2.2.6)

pentru orice m ≥ k + 1 s, i z ∈ U, unde

B(m− k, α) =


1
m(m− k)!, α = 1

2

1

1− 2α

m−k∏
j=1

(j − 2α), α 6= 1
2 .

(2.2.7)

Observaţia 2.2.13. Este uşor de observat că pentru k = 0, Conjectura 2.2.12 se reduce la Teorema 1.4.9
(a se vedea de exemplu [51]). Mai mult, pentru α = 0, Conjectura anterioară se reduce la Teorema 2.2.10
demonstrată ı̂n această sect, iune.
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2.2. Subclase de funct, ii univalente

2.2.2 Subclasa Ek(α)

În mod similar ca ı̂n sect, iunea anterioară, putem folosi operatorul Gk pentru a defini clasa Ek(α) de funct, ii
univalente normate pe U pentru care Gkf este o funct, ie convexă de ordin α pe U. În prima parte, prezentăm
câteva rezultate generale pentru clasa Ek(α) legate de estimări ale coeficient, ilor s, i rezultate generale de
distorsiune. Partea finală a acestei sect, iuni este dedicată cazului particular k = 1.

În această subsect, iune introducem subclasa Ek(α) ı̂mpreună cu câteva proprietăt, i generale ale acesteia.
Rezultatele originale prezentate ı̂n această parte au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [54].

Definiţia 2.2.14. Fie α ∈ [0, 1) s, i k ∈ N. Fie Gk operatorul diferenţial definit de relaţia (2.1.1). Atunci

Ek(α) =
{
f ∈ S : Gkf ∈ K(α)

}
este familia de funct, ii univalente normate f pe discul unitate cu proprietatea că funcţia Gkf este convexă
de ordinul α. În particular, notăm cu Ek = Ek(0).

Observaţia 2.2.15. T, inând cont de definit, ia convexităt, ii de ordin α (a se vedea Definit, ia 1.4.17; a se
vedea s, i [45], [120], [102]), deducem că

Ek(α) =

ß
f ∈ S : Re

ï
1 +

z(Gkf)′′(z)

(Gkf)′(z)

ò
> α, z ∈ U

™
. (2.2.8)

Este uşor de observat că E0(α) = K(α) este familia funct, iilor convexe de ordin α pe U.

T, inând cont de Teorema 2.2.7, putem demonstra un criteriu similar pentru familia Ek(α), după cum
urmează

Teorema 2.2.16. Fie α ∈ [0, 1), k ∈ N s, i f ∈ S. De asemenea, fie σk,α definit prin

σk,α =



∞∑
n=2

n(n− α) · n!

(n− k)!
|an|, k ≤ 2

k−1∑
n=2

n(n− α)|an|+
∞∑
n=k

n(n− α) · n!

(n− k)!
|an|, k ≥ 3.

(2.2.9)

Dacă σk,α ≤ 1− α, atunci f ∈ Ek(α).

Observaţia 2.2.17. Dacă k = 0, atunci E0(α) = K(α) s, i obt, inem condit, ia suficientă pentru convexitatea
de ordin α (a se vedea [45] sau [101] ).

Similar cu Teorema 2.2.8, putem obt, ine estimări ale coeficient, ilor unei funct, ii f ∈ Ek(α), după cum
urmează

Teorema 2.2.18. Fie α ∈ [0, 1), k ∈ N s, i f ∈ Ek(α). Atunci

|an| ≤
(n− k)!

n! · n!

n∏
m=2

(m− 2α), n ≥ k ≥ 2. (2.2.10)

Corolarul 2.2.19. Fie k ∈ N s, i f ∈ Ek. Atunci

|an| ≤
1

n(n− 1)(n− 2) · ... · (n− k + 1)
=

(n− k)!

n!
, n ≥ k. (2.2.11)

Observaţia 2.2.20. Dacă k = 0, atunci E0 = K s, i obt, inem rezultatul clasic legat de estimările coeficienţilor
pentru funct, iile convexe (a se vedea de exemplu [19]).

În urma observat, iilor prezentate mai sus, putem demonstra următorul rezultat general de distorsiune
(a se vedea [54]):
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2.2. Subclase de funct, ii univalente

Teorema 2.2.21. Fie k ∈ N. Dacă f ∈ Ek, atunci

∣∣f (m)(z)
∣∣ ≤ (m− k)!

(1− |z|)m−k+1
, (2.2.12)

pentru orice m ≥ k s, i z ∈ U.

Observaţia 2.2.22. Este clar că pentru k = 0 obţinem rezultatul demonstrat de Goodman ı̂n [29, Teorema
9, Capitolul 8].

Încheiem prima parte a acestei subsect, iuni cu următoarea caracterizare a funct, iilor din Ek ı̂n termeni de
lant,uri Loewner. Pe baza teoremei dualităt, ii lui Alexander (a se vedea 1.4.16) s, i a caracterizării stelarităţii,
respectiv a convexităt, ii cu lant,uri Loewner (a se vedea Teoremele 1.6.6 s, i 1.6.8), putem construi două lanţuri
Loewner diferite pornind de la aceeaşi funcţie f ∈ Ek, după cum urmează

Teorema 2.2.23. Fie k ∈ N s, i f ∈ H0(U). Atunci f ∈ Ek dacă s, i numai dacă

f1(z, t) = (Gkf)(z) + (et − 1)z(Gkf)′(z) (2.2.13)

sau
f2(z, t) = etz(Gkf)′(z) (2.2.14)

este un lant, Loewner, pentru orice z ∈ U s, i t ≥ 0. În plus,

f2(z, t)− f1(z, t) = z(Gkf)′(z)− (Gkf)(z), z ∈ U, t ≥ 0.

Cazul particular k = 1 s, i α = 0

Următoarea sect, iune este dedicată studiului unei forme speciale (k = 1 s, i α = 0) a clasei Ek(α). Con-
siderând acest caz particular, putem obţine rezultate şi exemple legate de proprietăt, ile clasice ale funct, iilor
univalente pe U. Conform Definit, iei 2.2.14, avem că E1 este

E1 =
{
f ∈ S : G1f ∈ K

}
,

unde G1f(z) = zf ′(z), pentru orice z ∈ U.

Exemplul 2.2.24. Fie f : U → C definită prin f(z) = − log(1 − z), pentru orice z ∈ U, unde log este
ramura principală a logaritmului complex. Atunci f apart, ine clasei E1.

În continuare, prezentăm un rezultat important care stabiles,te legătura dintre clasele E1 s, i K(1/2).
În particular, obt, inem că fiecare funct, ie din E1 este s, i convexă (a se vedea [54]). Demonstraţia acestui
rezultat a fost dată de autor s, i se bazează pe demonstrat, ia [45, Teorema 2.3.2] dată de Suffridge.

Propoziţia 2.2.25. Dacă f apart,ine clasei E1, atunci f apart,ine clasei K(1/2).

Propoziţia 2.2.26. Dacă f apart,ine clasei E1, atunci f apart,ine clasei R(1/2), adică Ref ′(z) > 1/2,
pentru orice z ∈ U.

Teorema 2.2.27. Fie f ∈ E1. Atunci

log(1 + |z|) ≤ |f(z)| ≤ − log(1− |z|) (2.2.15)

şi
1

1 + |z|
≤ |f ′(z)| ≤ 1

1− |z|
, (2.2.16)

pentru orice z ∈ U. Toate aceste estimări sunt exacte.

Corolarul 2.2.28. Dacă f apart,ine clasei E1, atunci discul deschis Uln 2 este inclus ı̂n f(U).
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2.2. Subclase de funct, ii univalente

Ultimul rezultat din această subsect, iune este o formă particulară a Teoremei 2.2.23 s, i prezintă carac-
terizarea funcţiilor din clasa E1 cu ajutorul lanţurilor Loewner.

Teorema 2.2.29. Fie f ∈ H0(U). Atunci f ∈ E1 dacă s, i numai dacă

f1(z, t) = etzf ′(z) + (et − 1)z2f ′′(z) (2.2.17)

sau
f2(z, t) = etzf ′(z) + etz2f ′′(z) (2.2.18)

este un lant, Loewner, pentru orice z ∈ U s, i t ≥ 0. În plus,

f2(z, t)− f1(z, t) = z2f ′′(z), z ∈ U, t ≥ 0.

2.2.3 Legătura ı̂ntre clasele E∗k s, i Ek

Pe baza teoremei de dualitate a lui Alexander ı̂ntre funct, iile convexe s, i stelate pe U (a se vedea [1], [19],
[102]), demonstrăm ı̂n această sect, iune rezultate similare de dualitate pentru subclasele E∗k s, i Ek (a se
vedea [54]).

Lema 2.2.30. Fie k ∈ N s, i f, g ∈ S astfel ı̂ncât g(z) = zf ′(z), pentru orice z ∈ U. Atunci

z(Gkf)′(z) = (Gkg)(z), z ∈ U. (2.2.19)

Pe baza lemei anterioare, putem obt, ine o teoremă de tip Alexander pentru familiile E∗k s, i Ek. Acest
rezultat a fost demonstrat de Grigoriciuc ı̂n [54].

Teorema 2.2.31. Fie k ∈ N s, i f, g ∈ S. Atunci f ∈ Ek dacă s, i numai dacă g ∈ E∗k, unde g(z) = zf ′(z),
pentru orice z ∈ U.

Teorema 2.2.32. Fie k ∈ N. Dacă f ∈ Ek, atunci f ∈ E∗k(1/2).

Observaţia 2.2.33. Este clar că Teorema 2.2.32 este o generalizare a Propozit, iei 2.2.25 (unde k = 1).
Pe de altă parte, dacă k = 0, atunci Teorema 2.2.32 se reduce la [45, Teorema 2.3.2] obţinută de Marx s, i
Strohhäcker.

În sfârs, it, ı̂ncheiem această sect, iune cu câteva ı̂ntrebări legate de subclasele Ek s, i E∗k studiate mai sus.
Prima ı̂ntrebare este o generalizare a Propozit, iei 2.2.25:

Întrebarea 2.2.34. Este adevărat că Ek+1 ⊂ Ek, pentru orice k ∈ N?

În mod clar, o ı̂ntrebare similară poate fi formulată s, i pentru subclasa E∗k . O altă proprietate importantă
a acestor subclase este compactitatea. Prin urmare, avem următoarea ı̂ntrebare:

Întrebarea 2.2.35. Este adevărat că subclasele Ek s, i E∗k sunt compacte ı̂n H(U)?

Deoarece E∗k s, i Ek sunt subclase ale clasei S, ar fi important şi studiul altor proprietăt, i geometrice s, i
analitice ale acestor subclase.

2.2.4 Subclasa EN

Încheiem acest capitol cu câteva observaţii asupra unei clase speciale de funcţii, strâns legată de cele

prezentate anterior. Pentru aceasta, fie k ∈ N şi f ∈
⋂
k∈N

Ek. Este clar că pentru fiecare k ∈ N, avem că

f ∈ Ek. În plus, conform Corolarului 2.2.19, pentru orice k ∈ N. avem că |an| ≤
(n− k)!

n!
, unde n ≥ k.

În particular, pentru n = k obt, inem |ak| ≤ 1
k! , pentru orice k ∈ N. Să notăm prin

EN =

ß
f ∈ S : |an| ≤

1

n!
, n ≥ 2

™
. (2.2.20)

Prin urmare, obt, inem următoarea observat, ie

Observaţia 2.2.36. Fie EN mult, imea definită de (2.2.20). Atunci
⋂
k∈NEk $ EN, adică intersect, ia tuturor

subclaselor Ek este inclusă ı̂n EN, dar nu este egală cu EN.
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Part II

Contribuţii ı̂n teoria aplicaţiilor
biolomorfe de mai multe variabile

complexe
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Capitolul 3

Aplicaţii biolomorfe şi operatori de
extensie ı̂n Cn

În acest capitol prezentăm rezultate generale legate de aplicat, iile biolomorfe de mai multe variabile complexe
ı̂n Cn. Începem cu notat, ii, not, iuni s, i rezultate preliminare de bază care vor fi folosite pe parcursul celei
de-a doua părt, i a tezei.

În prima secţiune ne referim la teoria funct, iilor olomorfe, respectiv aplicat, iilor olomorfe ı̂n Cn, incluzând
teorema maximului modulului s, i aplicat, ii ale sale (de ex. lema lui Schwarz). Reamintim s, i definit, ia
mulţimilor de unicitate (a se vedea de exemplu [45], [83]) s, i două rezultate importante legate de această
not, iune, s, i anume teorema lui Montel, respectiv teorema lui Vitali ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [83], [107],
[119]). În partea finală a acestei sect, iuni ment, ionăm rezultate generale privind aplicat, iile olomorfe ı̂n Cn
s, i principalele rezultate care vor fi utilizate ı̂n acest capitol (de ex. lema Schwarz-Pick).

Sect, iunea a doua cont, ine not, iuni clasice legate de generalizarea clasei Carathéodory in Cn. Ne referim
aici ı̂n special la teoremele de deformare s, i distorsiune obt, inute de Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea
[32]), Pfaltzgraff (a se vedea [109]) s, i Poreda (a se vedea [115]). Unul dintre cele mai importante rezul-
tate obţinute de Graham, Hamada s, i Kohr ı̂n 2002 (a se vedea [32], [68]) este compactitatea familiei
CarathéodoryM. Acest rezultat a avut un impact puternic asupra dezvoltării teoriei geometrice a funcţiilor
ı̂n Cn.

Următoarele două secţiuni sunt destinate studiului subclaselor de aplicat, ii biolomorfe pe bila unitate
Euclidiană Bn, respectiv pe polidiscul unitate Un ı̂n Cn. Pentru n ≥ 2, notăm cu S(Bn) familia aplicat, iilor
biolomorfe s, i normate pe Bn (a se vedea de exemplu [45], [83]). Se s,tie că familia S(Bn) nu este local
uniform mărginită s, i astfel nu admite o teoremă de deformare s, i distorsiune. Ca o consecint, ă importantă a
acestei proprietăt, i datorate lui Cartan (a se vedea de exemplu [7], [45]) obt, inem că S(Bn) nu este compactă
pentru n ≥ 2. Printre cele mai importante subclase ale lui S(Bn) ment, ionăm familia de aplicat, ii stelate,
stelate de ordin α, convexe s, i spiralate pe Bn. Pentru aceste aplicat, ii reamintim caracterizările analitice
s, i geometrice, rezultatele de deformare s, i distorsiune, precum şi exemple sugestive ce vor fi utilizate pe
parcursul acestui capitol.

Sect, iunea 3.5 cont, ine extensii ale not, iunilor prezentate ı̂n §1.6 referitoare la lant,urile Loewner, ecuat, ia
diferent, ială Loewner s, i reprezentarea parametrică ı̂n Cn. Pfaltzgraff (a se vedea de exemplu [109]) a fost
primul care a obt, inut generalizări ale lant,urilor Loewner s, i ecuat, iei diferent, iale Loewner pe Bn. Studiul a
fost extins de Poreda ı̂n cazul polidiscului unitate ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [115], [116]), respectiv de
Kubicka s, i Poreda (a se vedea de exemplu [86]). Rezultate importante au fost obt, inute de-a lungul timpului
de Duren, Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [20]), Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea
de exemplu [32]), Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [36], [37]) s, i alt, ii. Una dintre
cele mai importante diferent,e ı̂ntre C şi Cn cu n ≥ 2 este compactitatea familiei de aplicat, ii biolomorfe
normate. Se s,tie că S(U) este o familie compactă (a se vedea Teorema 1.4.4), ı̂n timp ce clasa S(Bn) nu este
compactă pentru n ≥ 2 (a se vedea de exemplu [7], [45]). Această problemă a fost rezolvată de Graham,
Hamada s, i Kohr care au introdus clasa S0(Bn) de aplicat, ii care admit reprezentare parametrică pe Bn (a
se vedea de exemplu [32]; a se vedea s, i [114]). Pentru n = 1, avem că S0(B1) = S (a se vedea de exemplu
[114]). Cu toate acestea, dacă n ≥ 2, atunci S0(Bn) este strict inclusă ı̂n S(Bn). Mai mult, Graham, Kohr
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s, i Kohr (a se vedea [48]) au demonstrat că S0(Bn) este compactă (a se vedea de exemplu [32], [45], [48]).
Acest rezultat este unul dintre rezultatele care prezintă diferent,a clară ı̂ntre cazul uni şi multi-dimensional.
Pe de altă parte, a deschis noi modalităt, i de studiu al teoriei geometrice a funct, iilor de mai multe variabile
complexe. O altă problemă importantă care a fost rezolvată de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr este
existent,a ı̂n Cn a aplicat, iilor care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale unui lant, Loewner. Folosind
familia S0(Bn), aces,tia au reus, it să demonstreze analogul teoremei lui Pommerenke (a se vedea Teorema
1.6.3) ı̂n Cn (a se vedea [48]; a se vedea s, i [32]). Mai mult, not, iunea de reprezentare parametrică a fost
extinsă la g-reprezentare parametrică de Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [32]). Mai
multe detalii despre clasa S0

g (Bn) vor fi discutate ı̂n ultima parte a tezei.
Sect, iunea 3.6 este dedicată studiului combinat, iilor convexe ale aplicat, iilor biolomorfe pe Bn. Con-

siderăm aplicat, ii de forma hλ = (1 − λ)f + λg, unde f, g ∈ S(Bn) s, i λ ∈ (0, 1). Se s,tie că, ı̂n general,
combinat, ia convexă a două aplicat, ii biolomorfe normate nu este biolomorfă pe Bn (a se vedea de exemplu
[45], [83]). Acest fenomen apare s, i ı̂n caz uni-dimensional s, i a fost intens studiat de mai mult, i autori (a
se vedea de exemplu [9], [58], [97], [100]). Ideea principală a acestei sect, iuni este de a obt, ine aplicat, ii
biolomorfe hλ pe Bn (sau chiar aplicat, ii stelate) de forma unor combinat, ii convexe hλ = (1 − λ)f + λg,
unde f, g ∈ S(Bn) s, i λ ∈ (0, 1). Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune sunt originale s, i au fost obt, inute
de Grigoriciuc ı̂n [52].

Un instrument puternic ı̂n studiul aplicat, iilor biolomorfe ı̂n Cn este teoria operatorilor de extensie. În
Sect, iunea 3.7 prezentăm operatori de extensie care păstrează proprietăt, ile geometrice s, i analitice pe bila
unitate ı̂n Cn. Începem discut, ia noastră cu operatorul de extensie Roper-Suffridge Φn (considerat de K.
Roper s, i T.J. Suffridge ı̂n [121]) s, i operatorul de extensie Graham-Kohr Ψn,α (definit de I. Graham s, i G.
Kohr ı̂n [44]; a se vedea s, i [43]). Vom analiza mai apoi două generalizări ale operatorului de extensie
Roper-Suffridge introduse de Graham, Hamada, Kohr, Kohr s, i Suffridge (a se vedea de exemplu [42], [47])
care transformă o funct, ie local univalentă pe U ı̂ntr-o aplicat, ie local biolomorfă pe Bn. În partea finală a
acestei sect, iuni prezentăm operatorul de extensie introdus de Pfaltzgraff s, i Suffridge (a se vedea [111]) s, i o
generalizare a acestui operator (a se vedea de exemplu [10]).

Încheiem acest capitol cu un scurt studiu ce combină ideile prezentate mai sus, s, i anume operatorii
de extensie s, i combinat, iile convexe ale aplicat, iilor biolomorfe ı̂n Cn. Astfel, discutăm despre combinat, ii
convexe ale operatorilor de extensie pe Bn. În particular, considerăm un nou operator de extensie obt, inut
ca o combinat, ie convexă a doi operatori de extensie de tip Graham-Kohr (a se vedea de exemplu [43], [44]).
Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune sunt originale.

Menţionăm că principalele referinţe bibliografice folosite ı̂n acest capitol sunt [14], [24], [25], [27], [32],
[45], [46], [48], [83], [84], [88], [107], [109], [117], [128], [138].

3.1 Noţiuni generale privind olomorfia ı̂n Cn

Prima sect, iune este dedicată studiului proprietăt, ilor funct, iilor olomorfe s, i al aplicaţiilor olomorfe ı̂n Cn.
Prezentăm aici principalele rezultate care pot fi generalizate de la cazul uni-dimensional la cel multi-
dimensional. Pentru detalii, se pot consulta lucrările [8], [45], [83], [88], [119].

3.1.1 Preliminarii

Fie Cn spat, iul complex n-dimensional ı̂nzestrat cu produsul scalar Euclidian 〈z, w〉 =
∑n

k=1 zkwk s, i norma
Euclidiană ‖z‖ =

√
〈z, z〉, unde z, w ∈ Cn. Notăm

Bn(a, r) =
{
z ∈ Cn : ‖z − a‖ < r

}
bila deschisă de centru a ∈ Cn s, i rază r > 0 ı̂n raport cu norma Euclidiană. Pentru simplitate, folosim
notat, ia Bnr = Bn(0, r) pentru bila deschisă de centru zero s, i rază r. În particular, notăm cu Bn = Bn(0, 1)
bila unitate Euclidiană (deschisă) ı̂n Cn. Polidiscul deschis Un(a,R) de centru a s, i (multi)rază R este
definit prin

Un(a,R) = U(a1, r1)× ...× U(an, rn),
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unde a = (a1, ..., an) ∈ Cn s, i R = (r1, ..., rn) ∈ Rn+. Dacă rj = r, pentru orice j = 1, n, atunci folosim

notaţia Un(a, r). În particular, notăm cu Un = Un(0, 1) polidiscul (deschis) unitate ı̂n Cn. Este clar că
Un este bila unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu norma supremum ‖z‖∞ = max{|zj | : j = 1, n}, pentru orice
z = (z1, ..., zn) ∈ Cn.

Pe parcursul acestei teze vom lucra pe diferite domenii (̂ın special, bile unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu
diferite norme), după cum urmează:

� Bn – bila unitate Euclidiană ı̂n Cn ı̂n raport cu norma Euclidiană ‖z‖ =
»∑n

j=1 |zj |2, pentru orice

z = (z1, ..., zn) ∈ Cn.

Pentru cazul euclidian, notăm norma Euclidiană ‖ · ‖ (fără indice). De fiecare dată când folosim notat, ia
‖ · ‖, ne vom referi automat la norma Euclidiană.

� Un – polidiscul unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu norma supremum ‖z‖∞ = max{|zj | : j = 1, n}, pentru
orice z = (z1, ..., zn) ∈ Cn.

� Bn
p – bila unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu p-norma ‖z‖p =

ï∑n
j=1 |zj |p

ò1/p
, pentru orice z = (z1, ..., zn) ∈

Cn s, i p ∈ [1,∞).

În C fiecare dintre mulţimite B1, U1 s, i B1
p coincid cu U. Ment, ionăm că atunci când lucrăm cu o normă

arbitrară, aceasta va fi notată ‖ · ‖∗. Pe de altă parte, atunci când domeniile sunt cele descrise mai sus,
folosim notat, iile particulare pentru bile s, i norme prezentate pentru fiecare caz.

3.1.2 Funcţii olomorfe ı̂n Cn

Prima parte a acestei sect, iuni cont, ine rezultate privitoare la funct, ii olomorfe ı̂n Cn (a se vedea de exemplu
[45], [88], [107])

Definiţia 3.1.1. Fie Ω ⊆ Cn o mulţime deschisă. Dacă f : Ω → C este olomorfă ı̂n fiecare variabilă s, i
continuă pe Ω, atunci f este olomorfă. Notăm cu H(Ω,C) =

{
f : Ω→ C : f este olomorfă pe Ω

}
familia

tuturor funct, iilor olomorfe de la Ω la C.

Reamintim că rezultatele demonstrate de Hartogs ne spun că ipoteza continuităt, ii din definit, ia ante-
rioară poate fi neglijată. Prin urmare, rezultă că fiecare funct, ie olomorfă ı̂n fiecare variabilă este, de fapt,
olomorfă (a se vedea de exemplu [8], [88]).

În continuare prezentăm câteva proprietăt, i cunoscute ale funct, iilor olomorfe ı̂n Cn. Aceste rezultate
sunt generalizări ale proprietăt, ilor prezentate ı̂n primul capitol pentru cazul unei variabile complexe. Mai
ı̂ntâi, precizăm teorema aplicaţiei deschise ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [83], [107], [119]).

Teorema 3.1.2 (Teorema aplicaţiei deschise). Fie Ω ⊆ Cn un domeniu. Dacă f : Ω→ C este olomorfă
s, i neconstantă, atunci f(Ω) ⊆ C este un domeniu.

O aplicat, ie a Teoremei 3.1.2 este lema lui Schwarz pentru funct,iile olomorfe ı̂n Cn (a se vedea de
exemplu [83], [107]):

Lema 3.1.3 (Lema lui Schwarz). Fie f ∈ H(Bn,C) cu f(0) = 0 s, i |f(z)| < 1, pentru toate z ∈ Bn.
Atunci |f(z)| ≤ ‖z‖, pentru orice z ∈ Bn. Mai mult, dacă ∃z0 ∈ Bn \{0} astfel ı̂ncât |f(z0)| = ‖z0‖, atunci
|f(az0)| = ‖az0‖, pentru orice a ∈ C cu |a| ≤ 1

‖z0‖ .

3.1.3 Aplicaţii olomorfe ı̂n Cn

În continuare, descriem pe scurt cazul aplicaţiilor olomorfe de la Cn ı̂n Cm, unde m,n ∈ N astfel ı̂ncât
m,n ≥ 2. Dintre referint,ele bibliografice folosite ı̂n această subsect, iune, amintim [45], [83], [88], [107],
[119].
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Definiţia 3.1.4. Fie Ω ⊆ Cn o mulţime deschisă s, i fie f : Ω → Cm. Dacă fk ∈ H(Ω,C), pentru orice
k = 1,m, atunci f = (f1, ..., fm) este olomorfă pe Ω.

Notăm cu H(Ω,Cm) familia tuturor aplicaţiilor olomorfe pe mulţimea deschisă Ω ⊆ Cn cu valori ı̂n Cm.
În particular, dacă m = n, atunci folosim notat, ia H(Ω).

Dacă Ω ⊆ Cn este un domeniu astfel ı̂ncât 0 ∈ Ω, atunci spunem că f ∈ H(Ω,Cm) este normat dacă
f(0) = 0 s, i Df(0) = Im, unde diferent, iala Frechét

Df(z) =

Ö
∂f1
∂z1

... ∂f1
∂zn

... ... ...
∂fm
∂z1

... ∂fm
∂zn

è
este o aplicaţie liniară complexă de la Cn ı̂n Cm ı̂n punctul z ∈ Ω, iar Im este operatorul identitate ı̂n
spaţiul Cm. Când m = n, notăm Jf (z) = detDf(z), pentru z ∈ Ω determinantul matricii Df(z) ı̂n z. În
acest caz, notăm cu H0(Ω) mulţimea tuturor aplicaţiilor olomorfe normate din Ω ı̂n Cn.

Următorul rezultat reprezintă lema lui Schwarz pentru aplicaţiile olomorfe din Cn (a se vedea de exemplu
[83], [107]). Vom considera ‖ · ‖∗ o normă arbitrară pe Cn s, i Bn ⊆ Cn bila unitate.

Teorema 3.1.5 (Lema lui Schwarz). Fie f ∈ H(Bn,Cn) cu f(0) = 0 s, i ‖f(z)‖∗ < 1, pentru orice
z ∈ Bn. Atunci ‖f(z)‖∗ ≤ ‖z‖∗, pentru orice z ∈ Bn s, i ‖Df(0)‖ ≤ 1. În plus, dacă ∃z0 ∈ Bn \ {0} cu
proprietatea că ‖f(z0)‖∗ = ‖z0‖∗, atunci ‖f(z0)‖∗ = ‖az0‖∗, pentru orice a ∈ C cu |a| ≤ 1/‖z0‖∗.

Încheiem această subsect, iune cu un rezultat important, s, i anume lema Schwarz-Pick pentru aplicaţii
olomorfe pe bila unitate Euclidiană Bn. Acest rezultat va juca un rol cheie ı̂n partea finală a acestei teze
(a se vedea de exemplu [76], [123]).

Lema 3.1.6. Fie f ∈ H(Bn) astfel ı̂ncât f(Bn) ⊆ Bn. Atunci

|Jf (z)| ≤
ï

1− ‖f(z)‖2

1− ‖z‖2

òn+1
2

, z ∈ Bn. (3.1.1)

Această inegalitate este exactă, iar egalitatea ı̂ntr-un punct z ∈ Bn este are loc dacă s, i numai dacă f este
un automorfism al lui Bn.

3.2 Familia Carathéodory ı̂n Cn

În Sect, iunea 3.2 ne concentrăm atent, ia asupra not, iunii de subordonare ı̂n Cn s, i studiem generalizarea
clasei Carathéodory ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [32] , [45], [109]). Pentru aceasta, fie Bn bila unitate
Euclidiană ı̂n Cn.

Definiţia 3.2.1. Fie f, g, φ ∈ H(Bn). Atunci

1. φ este o aplicaţie Schwarz dacă ‖φ(z)‖ ≤ ‖z‖, pentru orice z ∈ Bn;

2. f ≺ g dacă există o aplicaţie Schwarz φ astfel ı̂ncât f(z) = g(φ(z)), pentru orice z ∈ Bn (s,tim deja
că f ≺ g ı̂nseamnă că f este subordonată lui g)

Familia de aplicaţii olomorfe normate pe Bn care extinde clasa Carathéodory ı̂n Cn (a se vedea de
exemplu [109], [127], [128]; a se vedea s, i [45], [83]) este dată de

M(Bn) =

ß
h ∈ H0(Bn) : Re〈h(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}

™
.

Când Cn este ı̂nzestrat cu norma Euclidiană, atunci notăm M(Bn) simplu cu M. Clasa M joacă un rol
important ı̂n teoria lant,urilor Loewner ı̂n Cn, precum s, i ı̂n caracterizarea diferitelor subclase de aplicaţii
biolomorfe ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [45], [83], [109]).
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3.3. Rezultate generale privind aplicaţiile biolomorfe ı̂n Cn

În cazul uni-dimensional, nu este greu de observat că h ∈ M dacă s, i numai dacă p ∈ P, unde h(ζ) =
ζp(ζ), pentru orice ζ ∈ U.

În continuare, prezentăm câteva dintre proprietăt, ile claseiM ı̂n cazul normei Euclidiene ı̂n Cn. Ream-
intim că aceste proprietăt, i sunt valabile s, i pentru o normă arbitrară. Mai ı̂ntâi, ment, ionăm un rezultat de
deformare obt, inut de Pfaltzgraff ı̂n [109] (a se vedea s, i [57]).

Teorema 3.2.2. Dacă h ∈M(Bn), atunci

‖z‖2 1− ‖z‖
1 + ‖z‖

≤ Re〈h(z), z〉 ≤ ‖z‖2 1 + ‖z‖
1− ‖z‖

, z ∈ Bn. (3.2.1)

Aceste inegalităt,i sunt exacte.

Similar cu rezultatul anterior, Graham, Hamada s, i Kohr au obt, inut (a se vedea [32]):

Teorema 3.2.3. Dacă h ∈M(Bn), atunci

‖z‖1− ‖z‖
1 + ‖z‖

≤ ‖h(z)‖ ≤ 4‖z‖
(1− ‖z‖)2

, z ∈ Bn. (3.2.2)

Pe baza rezultatelor prezentate mai sus, Graham, Hamada s, i Kohr au obt, inut compactitatea clasei M
(a se vedea [32], [68]).

Corolarul 3.2.4. Familia M(Bn) este compactă.

Este important de ment, ionat că rezultatele prezentate mai sus pot fi extinse la o normă arbitrară ı̂n
Cn. Pentru mai multe detalii, se pot consulta lucrările [45], [57], [127], [128].

3.3 Rezultate generale privind aplicaţiile biolomorfe ı̂n Cn

În ultima subsect, iune prezentăm rezultate generale privitoare la aplicaţiile biolomorfe ı̂n Cn. De asemenea,
prezentăm not, iunea de univalent, ă ı̂n cazul mai multor variabile complexe (a se vedea de exemplu [45], [83],
[88], [107]).

Definiţia 3.3.1. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu. Atunci f : Ω→ Cn este

a) univalentă pe Ω dacă f ∈ H(Ω) s, i f este injectivă pe Ω;

b) biolomorfă pe Ω dacă f ∈ H(Ω) s, i ∃f−1 ∈ H(∆), unde ∆ = f(Ω).

Dacă f ∈ H(Ω) este biolomorfă, atunci domeniile Ω s, i ∆ sunt biolomorf echivalente. În plus, dacă domeniile
coincid, atunci f este un automorfism al lui Ω.

Similar cu cazul unei variabile complexe, not, iunile de biolomorfie s, i univalent, ă sunt echivalente (a se
vedea de exemplu [107], [119]). Totus, i, ı̂n caz infinit dimensional această echivalent, ă nu mai este adevărată
(a se vedea [128]).

Teorema 3.3.2. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu. Atunci f : Ω → Cn este o aplicaţie univalentă pe Ω dacă şi
numai dacă f este biolomorfă de la Ω ı̂n f(Ω).

Unul dintre rezultatele importante ı̂n Cn este teorema lui Poincaré (a se vedea de exemplu [112]), care
arată că Bn s, i Un nu sunt biolomorf echivalente. Prin urmare, teorema lui Riemann nu este adevărată ı̂n
caz multi-dimensional (a se vedea de exemplu [107], [119]).

Teorema 3.3.3 (Poincaré). Dacă n ≥ 2, atunci bila unitate Euclidiană Bn s, i polidiscul unitate Un nu
sunt biolomorf echivalente.

27



3.4. Familii de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate Bn

3.4 Familii de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate Bn

În Sect, iunea 3.4 prezentăm proprietăt, ile generale ale unor familii de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate
Euclidiană Bn. Reamintim aici clasele aplicaţiilor stelate, stelate de ordin α, aproape stelate de ordin
α, convexe şi spiralate pe Bn ı̂mpreună cu cele mai importante rezultate din fiecare caz. Includem aici
caracterizările analitice ale acestor clase, teoreme de deformare s, i exemple sugestive. Cele mai importante
referint,e bibliografice utilizate ı̂n această sect, iune sunt [24], [45], [83], [128].

3.4.1 Aplicaţii biolomorfe normate

Fie L(Cn,Cn) multimea operatorilor liniari din Cn ı̂n Cn cu norma

‖A‖ = sup
{
‖A(z)‖ : ‖z‖ = 1

}
.

Reamintim că dacă Ω ⊆ Cn este un domeniu astfel ı̂ncât 0 ∈ Ω s, i f ∈ H(Ω), atunci f este normată dacă
f(0) = 0 s, i Df(0) = In, unde In este operatorul identitate ı̂n L(Cn,Cn) s, i Df(z) este diferenţiala Fréchet
a lui f ı̂n z.

În această teză notăm cu S(Bn) mult, imea aplicaţiilor biolomorfe normate pe Bn ı̂n Cn s, i cu LSn(Bn)
mulţimea aplicaţiilor local biolomorfe normate pe Bn ı̂n Cn. În particular, dacă n = 1, atunci S(B1) = S
este familia de funct, ii univalente normate pe U, respectiv LS1(B1) = LS este familia de funct, ii local
univalente pe U (pentru detalii, se pot consulta [24], [45], [83], [128]).

3.4.2 Aplicaţii stelate

În această subsect, iune prezentăm not, iunea de stelaritate ı̂n Cn ı̂mpreună cu câteva rezultate legate de
familia aplicaţiilor stelate pe Bn. Pentru simplitate, considerăm cazul euclidian, dar toate rezultatele
prezentate aici sunt valabile ı̂n Cn ı̂n raport cu o normă arbitrară (a se vedea de exemplu [24], [45], [83]).

Reamintim că un domeniu Ω ⊆ Cn este stelat (̂ın raport cu 0) dacă segmentul ı̂nchis [0, z] ⊆ Ω, pentru
orice z ∈ Ω (a se vedea de exemplu [83]). În continuare, reamintim şi definit, ia unei aplicaţii stelate pe Bn
(a se vedea de exemplu [24], [45]).

Definiţia 3.4.1. Fie f ∈ H(Bn). Spunem că f este stelată pe Bn (̂ın raport cu originea) dacă f(0) = 0, f
este biolomorfă pe Bn s, i f(Bn) este un domeniu stelat (̂ın raport cu originea).

Notăm cu S∗(Bn) clasa aplicaţiilor stelate (̂ın raport cu originea) normate pe bila unitate Euclidiană
Bn. În mod clar, dacă n = 1, atunci S∗(B1) = S∗.

Primul rezultat prezentat ı̂n această sect, iune este caracterizarea analitică a stelarităţii pe Bn obţinută
de Matsuno (a se vedea de exemplu [99]). Alt, i autori au obt, inut extensii ale acestui rezultat pentru bila
unitate ı̂n spat, ii Banach complexe (Gurganus [57] s, i Suffridge [127]) s, i pentru polidisc ı̂n Cn (Suffridge
[126]).

Teorema 3.4.2. Fie f ∈ LS(Bn) astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f ∈ S∗(Bn) dacă s, i numai dacă

Re〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}. (3.4.1)

Nu este greu de observat că pentru n = 1, rezultatul anterior se reduce la caracterizarea analitică a
stelarităţii pe U (a se vedea Teorema 1.4.7).

3.4.3 Aplicaţii stelate de ordin α

Continuăm această sect, iune cu prezentarea clasei de aplicaţii stelate de ordin α pe Bn, unde α ∈ [0, 1).
Această not, iune a fost considerată pentru prima dată de Kohr (a se vedea [81]; a se vedea s, i [75]) s, i Curt
(a se vedea [13]).
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3.4. Familii de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate Bn

Definiţia 3.4.3. Fie α ∈ [0, 1). Spunem că f ∈ LS(Bn) este stelată de ordin α dacă

Re

ï ‖z‖2

〈[Df(z)]−1f(z), z〉

ò
> α, z ∈ Bn \ {0}. (3.4.2)

Dacă n = 1, atunci definit, ia anterioară se reduce la stelaritatea de ordin α pe U.

Notăm cu S∗α(Bn) familia tuturor aplicaţiilor stelate de ordin α pe Bn. Prin urmare, S∗0(Bn) = S∗(Bn)
s, i S∗α(Bn) ⊆ S∗(Bn), pentru orice α ∈ [0, 1).

3.4.4 Aplicaţii aproape stelate de ordin α

O altă not, iune importantă considerată ı̂n această sect, iune este aproape stelaritatea de ordin α pe Bn. Acest
concept a fost denifint de Feng ı̂n cazul spat, iilor Banach complexe (a se vedea [22]).

Definiţia 3.4.4. Fie α ∈ [0, 1). Atunci f ∈ LS(Bn) este aproape stelată de ordin α dacă

1

‖z‖2
Re〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > α, z ∈ Bn \ {0}.

Notăm AS∗α(Bn) familia aplicaţiilor aproape stelate de ordin α pe Bn.

Observat, i că pentru n = 1 definit, ia anterioară se reduce la Definit, ia 1.4.10 şi AS∗α(B1) = AS∗α.

3.4.5 Aplicaţii convexe

În această subsect, iune ne vom referi la familia de aplicaţii convexe pe polidisc, respectiv pe bila unitate
Euclidiană ı̂n Cn. Având ı̂n vedere că Un s, i Bn nu sunt biolomorf echivalente pentru n ≥ 2, este necesară
studierea separată a celor două cazuri de convexitate. Includem aici caracterizările analitice s, i teoremele
de deformare pentru aplicaţiile convexe normate pe cele două domenii ı̂n Cn. Sursele bibliografice utilizate
ı̂n această parte sunt [24], [45], [83], [128].

Reamintim că un domeniu Ω ⊆ Cn este convex dacă segmentul ı̂nchis [z1, z2] ⊆ Ω, pentru orice z1, z2 ∈ Ω
(a se vedea de exemplu citeazăGong98, [83]). În continuare, reamintim definit, ia unei aplicaţii convexe pe
bila unitate Bn ı̂n Cn ı̂n raport cu o normă arbitrară (a se vedea de exemplu [83]).

Definiţia 3.4.5. Fie f ∈ H(Bn). Atunci f este convexă pe Bn dacă f este biolomorfă pe Bn s, i f(Bn) este
un domeniu convex.

Notăm cu K(Bn) clasa aplicaţiilor convexe normate pe Bn. Evident, dacă n = 1, atunci K(B1) = K.

Convexitatea pe polidiscul unitate Un

În cazul polidiscului uniate Un ı̂n Cn avem următoarea caracterizare analitică a convexităt, ii demonstrată
de Suffridge (a se vedea [126]).

Teorema 3.4.6. Fie f ∈ LS(Un). Atunci f ∈ K(Un) dacă s, i numai dacă ∃ϕk ∈ K, pentru orice k = 1, n
astfel ı̂ncât f(z) =

(
ϕ1(z1), ..., ϕn(zn)

)
, pentru orice z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Convexitatea pe bila unitate Euclidiană Bn

În cazul bilei unitate Euclidiene Bn, Kikuchi a obţinut următoarea caracterizare analitică a convexităţii (a
se vedea [80]). Gong, Wang s, i Yu au obt, inut o caracterizare echivalentă pe Bn ı̂n [28].

Teorema 3.4.7. Fie f ∈ LS(Bn). Atunci f este convexă dacă s, i numai dacă

1−Re〈[Df(z)]−1D2f(z)(w,w), z〉 > 0, (3.4.3)

pentru orice z ∈ Bn s, i w ∈ Cn cu ‖w‖ = 1 s, i Re〈z, w〉 = 0.
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Evident, dacă n = 1, atunci rezultatul anterior se reduce la caracterizarea analitică a convexităt, ii pe U
(a se vedea Teorema 1.4.13).

Încheiem această subsect, iune cu un rezultat care extinde Teoremei lui Marx-Strohhäcker (a se vedea
[45], [102]). În Cn această generalizare a fost obt, inută de Kohr [81] s, i Curt [13].

Teorema 3.4.8. Dacă f ∈ K(Bn), atunci f ∈ S∗1/2(B
n), iar acest rezultat este exact.

Observaţia 3.4.9. O observaţie importantă cu privire cazul multi-dimensional este că generalizarea teo-
remei de dualitate a lui Alexander (a se vedea Teorema 1.4.16) nu are loc pe Bn, pentru orice n ≥ 2 (a se
vedea [45], [83]). Pentru detalii s, i exemple, se pot consulta [81], [83], [128].

3.4.6 Aplicaţii spiralate

Ultima parte a acestei sect, iuni explorează conceptul de spiralitate pe Bn ı̂n Cn. Spiralitatea relativă la un
operator liniar normal pentru care valorile proprii au partea reală pozitivă a fost introdusă de Gurganus (a
se vedea [57]). În cazul spat, iilor Banach complexe, această noţiune a fost extinsă de Suffridge (a se vedea
[128]). Pentru mai multe detalii, se pot consulta s, i [37], [67], [94].

Definiţia 3.4.10. Fie A ∈ L(Cn,Cn) astfel ı̂ncât m(A) > 0, unde m(A) = min
{
Re〈A(z), z〉 : ‖z‖ = 1

}
.

Atunci f ∈ S(Bn) este spiralată ı̂n raport cu A dacă e−tAf(Bn) ⊆ f(Bn), pentru orice t ≥ 0, unde

e−tA =
∞∑
k=0

(−1)k

k!
tkAk.

Fie A ∈ L(Cn,Cn) astfel ı̂ncât m(A) > 0. Caracterizarea analitică dată de Suffridge (a se vedea [128];
a se vedea s, i [57]) pentru spiralitatea relativă la (̂ın raport cu) A spune că:

Teorema 3.4.11. Fie f ∈ LS(Bn). Atunci f apart,ine clasei aplicaţiilor spiralate (̂ın raport cu A) dacă s, i
numai dacă

Re〈[Df(z)]−1Af(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}. (3.4.4)

În particular, dacă A = e−iδIn, unde δ ∈ R cu |δ| < π
2 , atunci obt, inem clasa Ŝδ(Bn) de aplicaţii

spiralalte de tip δ. Această clasă a fost introdusă de Hamada s, i Kohr ı̂n [67].

3.5 Teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn

Sect, iunea a cincea a acestui capitol cont, ine generalizări ale not, iunilor prezentate ı̂n §1.6. Pfaltzgraff (a
se vedea de exemplu [109]) a fost primul care a obt, inut generalizări ale lant,urilor Loewner s, i ale ecuat, iei
diferent, iale Loewner pe bila unitate Euclidiană. Studiul a fost extins de Poreda ı̂n cazul polidiscului unitate
ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [115], [116]), respectiv de Kubicka s, i Poreda (a se vedea de exemplu [86]).
Rezultate importante au fost obt, inute de-a lungul timpului de Duren, Graham, Hamada s, i Kohr (a se
vedea de exemplu [20]), Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [32]), Graham, Hamada, Kohr
s, i Kohr (a se vedea de exemplu [36], [37], [47]).

Probabil cea mai importantă distinct, ie ı̂ntre cazul uni-dimensional s, i cel multi-dimensional o reprezintă
compactitatea familiei de aplicaţii univalente normate. Este cunoscut faptul că S(U) este o mult, ime
compactă (a se vedea Teorema 1.4.4), ı̂n timp ce mult, imea S(Bn) nu este compactă pentru n ≥ 2 (a se
vedea de exemplu [45]). Această problemă a fost rezolvată de Graham, Hamada s, i Kohr care au introdus
clasa S0(Bn) a aplicaţiilor care admit reprezentarea parametrică pe Bn (a se vedea de exemplu [32]; a
se vedea s, i [114]). Pentru n = 1, avem că S0(B1) = S (a se vedea, de exemplu, [114]). Totus, i, dacă
n ≥ 2, atunci S0(Bn) este strict inclusă ı̂n S(Bn). Mai mult, Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea [48]) au
demonstrat că S0(Bn) este o familie compactă (a se vedea de exemplu [32], [45], [48]).

O altă problemă importantă care a fost rezolvată de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr este existent,a
ı̂n Cn a aplicaţiilor care nu pot fi scufundate ca prime elemente ale unui lant, Loewner. Folosind familia
S0(Bn) ei reus,esc să demonstreze analogul teoremei lui Pommerenke (a se vedea Teorema 1.6.3) ı̂n caz
multi-dimensional (a se vedea [48]; a se vedea s, i [32]). Alte rezultate importante pot fi găsite ı̂n [14], [16],
[17], [32], [45], [48].
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3.5. Teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn

3.5.1 Rezultate generale privind lant,urile Loewner ı̂n Cn

Prima sect, iune conţine not, iuni s, i rezultate preliminare legate de teoria lant,urilor Loewner pe Bn (a se
vedea de exemplu [14], [45], [48], [109] , [117]).

Definiţia 3.5.1. Fie f = f(z, t) : Bn × [0,∞)→ Cn o aplicaţie.

� Dacă f(·, t) este biolomorfă pe Bn, f(0, t) = 0, pentru orice t ≥ 0 s, i f(·, s) ≺ f(·, t), pentru orice
0 ≤ s ≤ t <∞, atunci f(z, t) este un lant, de subordonare univalent pe Bn.

� Dacă f(z, t) satisface s, i proprietatea Df(0, t) = etIn, pentru orice t ≥ 0, atunci f(z, t) se numes,te
lanţ Loewner (lant, de subordonare univalent normat) pe Bn.

Observaţia 3.5.2. Dacă f(z, t) este un lant, Loewner, atunci există o unică aplicaţie Schwarz biolomorfă
v = v(z, s, t) astfel ı̂ncât

f(z, s) = f
(
v(z, s, t), t

)
, z ∈ Bn, 0 ≤ s ≤ t <∞. (3.5.1)

Aplicaţia v(z, s, t) se numes,te aplicaţia de tranzit,ie a lui f(z, t) (a se vedea de exemplu [45], [109]).

Pe baza normă rii lui f(z, t), deducem cu us,urint, ă că Dv(0, s, t) = es−tIn, pentru orice 0 ≤ s ≤ t <∞.
Din (3.5.1), rezultă că v = v(z, s, t) satisface s, i proprietatea semigrupului

v(z, s, T ) = v
(
v(z, s, t), t, T

)
, z ∈ Bn, 0 ≤ s ≤ t ≤ T <∞. (3.5.2)

Următorul rezultat a fost obt, inut de Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea [48]), respectiv Curt s, i Kohr (a se
vedea [15]) s, i prezintă legătura dintre lant,urile Loewner s, i aplicaţiile de tranzit, ie (a se vedea s, i [45]).

Teorema 3.5.3. Fie f(z, t) un lant, Loewner s, i v(z, s, t) aplicaţia sa de tranzit,ie. Fie (tk)k∈N ⊆ R∗+ astfel
ı̂ncât limk→∞ tk =∞ s, i limita

lim
k→∞

e−tkf(z, tk) = F (z) ∈ H(Bn)

este local uniform pe Bn. Atunci ∃ limt→∞ e
tv(z, s, t) = f(z, s) local uniform pe Bn, pentru orice s ∈ [0,∞).

Al doilea rezultat important din această sect, iune a fost obţinut de Pfaltzgraff (a se vedea [109]). În
cazul spat, iilor Banach complexe rezultatul a fost studiat de Poreda (a se vedea [117]). Teoria lant,urilor
Loewner a fost studiată şi ı̂n cadrul abstract al varietăt, ilor hiperbolice complexe de Arosio, Bracci, Hamada
s, i Kohr (a se vedea [3]). Alte contribut, ii importante pot fi găsite ı̂n [2], [5].

Teorema 3.5.4. Fie h : Bn × [0,∞) → Cn astfel ı̂ncât h(·, t) apart,ine clasei M, pentru orice t ≥ 0 s, i
h(z, ·) apart,ine familiei de funct,ii măsurabile pe [0,∞), pentru orice z ∈ Bn. Fie

∂v

∂t
= −h(v, t), a.e. t ≥ s

v(s) = z
(3.5.3)

o problemă cu valori iniţiale. Atunci ∀s ∈ [0,∞) s, i z ∈ Bn, problema (3.5.3) este rezolvabilă ı̂n mod unic
s, i solut,ia sa v(t) = v(z, s, t) = es−tz + ... este local absolut continuă. Mai mult, v(·, s, t, ) apart,ine familiei
de aplicaţii Schwarz univalente pe Bn pentru s ≤ t ∈ [0,∞) fixat. Pentru s ≥ 0 fixat s, i z ∈ Bn avem că
v(z, s, ·) apart,ine familiei de funct,ii Lipschitz local uniform ı̂n raport cu z .

Observaţia 3.5.5. Reamintim că aplicat, ia h = h(z, t) prezentată ı̂n rezultatul anterior este cunoscută sub
numele de câmp vectorial Herglotz (a se vedea de exemplu [45]). Ecuat, ia diferent, ială (3.5.3) se numes,te
ecuat,ia diferent,ială Loewner (clasică) asociată lui h.

Rezultatul următor indică faptul că, dacă aplicaţia de tranziţie este soluţia problemei (3.5.3), atunci ea
generează un lant, Loewner. Acest rezultat se datorează lui Poreda (a se vedea [117]), Hamada s, i Kohr (a
se vedea [68]).
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3.5. Teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn

Teorema 3.5.6. Fie h(z, t) un câmp vectorial Herglotz s, i v(z, s, t) solut,ia problemei Cauchy (3.5.3). Atunci

∀s ≥ 0, ∃ lim
t→∞

etv(z, s, t) = f(z, s)

local uniform pe Bn. În plus, f(·, s) apart,ine familiei de aplicaţii biolomorfe pe Bn s, i

f(z, s) = f
(
v(z, s, t), t

)
, z ∈ Bn, 0 ≤ s ≤ t <∞.

În consecint,ă, f(z, t) este un lant, Loewner cu proprietatea că familia
{
e−tf(·, t)

}
t≥0 este normală pe Bn

s, i f(z, ·) apart,ine familiei de funct,ii local Lipschitz pe [0,∞) local uniform ı̂n raport cu z ∈ Bn. În acest
context, f(z, t) satisface ecuat,ia

∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0, z ∈ Bn. (3.5.4)

Ecuat, ia diferent, ială (3.5.4) se numes,te ecuat,ia diferent,ială Loewner (generalizată) asociată lui h (a se
vedea de exemplu [45]).

Principalul rezultat ı̂n teoria lant,urilor Loewner ı̂n Cn este prezentat ı̂n următoarea teoremă. Acest
rezultat a fost obt, inut de Pfaltzgraff (a se vedea [109]) s, i a fost generalizat de Poreda (a se vedea [117])
ı̂n cazul spat, iilor Banahc complexe. Contribut, ii notabile au fost realizate de Hamada s, i Kohr (a se vedea
[68]).

Teorema 3.5.7. Fie h(z, t) un câmp vectorial Herglotz s, i fie f = f(z, t) : Bn × [0,∞) → Cn o aplicaţie
ce satisface proprietăt,ile: f(·, t) ∈ H(Bn), f(0, t) = 0, Df(0, t) = etIn, pentru orice t ≥ 0 s, i f(z, ·)
apart,ine clasei de funcţii local absolut continute pe [0,∞) local uniform ı̂n raport cu z ∈ Bn. De asemenea,
presupunem că relat,ia (3.5.4) este adevărată. Dacă (tk)k∈N ⊆ R∗+ cres, te astfel ı̂ncât lim

k→∞
tk = ∞ s, i

limk→∞ e
−tkf(z, tk) = F (z) local uniform pe Bn, atunci f(z, t) este un lant, Loewner s, i pentru orice s ≥ 0,

există limita limt→∞ e
tv(z, s, t) = f(z, s) local uniform pe Bn, unde v(z, s, t) este soluţia problemei (3.5.3)

pentru orice z ∈ Bn.

Următorul rezultat a fost obt, inut de Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea [32]). A se vedea s, i rezultatele
obt, inute de Curt s, i Kohr ı̂n [15].

Teorema 3.5.8. Fie f = f(z, t) : Bn× [0,∞)→ Cn un lant, Loewner. Atunci ∃h = h(z, t) : Bn× [0,∞)→
Cn cu proprietăt,ile: h(·, t) ∈M, pentru orice t ≥ 0, h(z, ·) apart,ine familiei de funct,ii măsurabile pe [0,∞),
pentru z ∈ Bn s, i

∂f

∂t
= Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0, z ∈ Bn.

Mai mult, dacă ∃(tk)k∈N ⊆ R∗+ cu lim
k→∞

tk = ∞ iar limita limk→∞ e
−tkf(z, tk) = F (z) este local uniformă

pe Bn, atunci pentru fiecare s ≥ 0, există limita limt→∞ e
tv(z, s, t) = f(z, s) local uniform pe Bn, unde

v(z, s, t) este soluţia problemei (3.5.3) pentru orice z ∈ Bn.

Încheiem această sect, iune cu teorema de deformare pentru lant,urile Loewner cu proprietatea că familia{
e−tf(·, t)

}
t≥0 este normală pe Bn (a se vedea de exemplu [32]). Reamintim că ı̂n Cn există lant,uri Loewner

care nu ı̂ndeplinesc această proprietate (a se vedea [32], [45]).

Teorema 3.5.9. Fie f(z, t) un lant, Loewner astfel ı̂ncât familia
{
e−tf(·, t)

}
t≥0 este normală pe Bn. Atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2

≤ ‖e−tf(z, t)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2

,

pentru toate z ∈ Bn s, i t ≥ 0.
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3.5. Teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn

3.5.2 Lant,uri Loewner s, i aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn

În această subsect, iune includem caracterizări ale subclaselor lui S(Bn) prin lant,uri Loewner. Pe baza
acestor rezultate, se pot construi cu us,urint, ă exemple de lant,uri Loewner ı̂n Cn (a se vedea de exemplu
[45]).

Primul rezultat prezintă caracterizarea aplicaţiilor din clasa Ŝδ(Bn) s, i a fost obt, inut de Hamada s, i Kohr
(a se vedea [67]). În particular, pentru δ = 0, obt, inem caracterizarea stelarităţii pe Bn demonstrată de
Pfaltzgraff s, i Suffridge (a se vedea [110]).

Teorema 3.5.10. Fie f ∈ LS(Bn), δ ∈ R astfel ı̂ncât |δ| < π
2 s, i a = tan δ. Atunci f ∈ Ŝδ(Bn) dacă s, i

numai dacă f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz) este un lant, Loewner, pentru orice z ∈ Bn s, i t ≥ 0. Pentru δ = 0
obt,inem caracterizarea stelarităţii pe Bn.

3.5.3 Reprezentare parametrică pe Bn

A treia parte a acestei sect, iuni este dedicată studiului aplicaţiilor care admit reprezentarea parametrică pe
Bn ı̂n Cn. Prezentăm aici câteva not, iuni generale, teoreme de deformare s, i distorsiune, precum s, i legătura
cu lant,urile Loewner.

Mai ı̂ntâi, aplicaţiile univalente care admit reprezentarea parametrică au fost studiate de Poreda pe
Un (a se vedea [115], [116]) s, i de către Kohr pe Bn ı̂n Cn (a se vedea [82]). Graham, Hamada s, i Kohr au
generalizat aceste rezultate ı̂n cazul unei norme arbitrare (a se vedea [32]; a se vedea s, i [48]).

Definiţia 3.5.11. Fie f ∈ H0(Bn). Atunci f are reprezentare parametrică dacă ∃h : Bn × [0,∞) → Cn
un câmp vectorial Herglotz astfel ı̂ncât limt→∞ e

tv(z, t) = f(t) local uniform pe Bn, unde v(z, ·) este
unica soluţie a problemei (3.5.3) pe [0,∞) pentru s = 0. Notăm cu S0(Bn) clasa aplicaţiilor care admit
reprezentarea parametrică pe Bn.

Analogul teoremei lui Pommerenke (a se vedea Teorema 1.6.3) ı̂n Cn a fost demonstrat de Graham,
Kohr s, i Kohr (a se vedea [48]; a se vedea s, i [32]).

Teorema 3.5.12. Fie f ∈ H0(Bn). Atunci f ∈ S0(Bn) dacă s, i numai dacă ∃f = f(z, t) : Bn×[0,∞)→ Cn
un lant, Loewner care satisface proprietatea că

{
e−tf(z, t)

}
t≥0 este o familie normală pe Bn s, i f = f(·, 0).

Reamintim că pentru n = 1, avem că S0(B1) = S (a se vedea de exemplu [114]). Totus, i, dacă n ≥ 2,
atunci S0(Bn) este strict inclusă ı̂n S(Bn). Această incluziune s, i proprietatea că multe submult, imi ale lui
S(Bn) sunt şi submult, imi ale lui S0(Bn) au fost demonstrate de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se
vedea [32], [48], [115], [116]).

În continuare, prezentăm teorema de deformare pentru aplicaţiile cu reprezentare parametrică pe Bn.
Acest rezultat a fost obt, inut de Graham, Hamada s, i Kohr pentru bilă unitate Cn ı̂n raport cu o normă
arbitrară (a se vedea [32]).

Teorema 3.5.13. Dacă f ∈ S0(Bn), atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2

, z ∈ Bn.

Aceste inegalităt,i sunt exacte. În consecint,ă, obt,inem că f(Bn) ⊇ Bn1/4.

Pe baza rezultatului anterior obt, inem compactitatea clasei S0(Bn). Acest rezultat a fost demonstrat
de Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea [48]) s, i este ı̂n contrast cu clasa S(Bn) care nu este compactă (a se
vedea de exemplu [32], [45], [48]).

Corolarul 3.5.14. Familia S0(Bn) ⊆ H(Bn) este compactă.
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3.5.4 g-reprezentare parametrică pe Bn

Strâns legată de not, iunea de reprezentare parametrică este not, iunea de g-reprezentare parametrică (a se
vedea de exemplu [32]). Mai ı̂ntâi, considerăm următoarea ipoteza ce va fi utilizată ı̂n această teză.

Ipoteza 3.5.15. Fie g ∈ Hu(U) astfel ı̂ncât g(0) = 1, g(ζ) = g(ζ) s, i Reg(ζ) > 0, pentru orice ζ ∈ U. În
plus, presupunem că pentru ρ ∈ (0, 1)

min
|ζ|=ρ

Reg(ζ) = min
{
g(ρ), g(−ρ)

}
s, i max

|ζ|=ρ
Reg(ζ) = max

{
g(ρ), g(−ρ)

}
.

Având ı̂n vedere ipoteza anterioară, reamintim că familiaMg(Bn) este generalizarea familiei Carathéodory
ı̂n Cn (a se vedea [32]), fiind definită ı̂n cele ce urmează.

Definiţia 3.5.16. Fie g : U→ C astfel ı̂ncât Ipoteza 3.5.15 este ı̂ndeplinită. Atunci

Mg(Bn) =

ß
h ∈ H0(Bn) :

≠
h(z),

z

‖z‖2

∑
∈ g(U), z ∈ Bn

™
,

unde
〈
h(z), z

‖z‖2
〉∣∣
z=0

= 1. Când spat, iul Cn este ı̂nzestrat cu norma Euclidiană, notăm Mg(Bn) cu Mg.

Această clasă a fost introdusă s, i studiată de Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea [32]).

Reamintim că Mg 6= ∅, deoarece idBn ∈ Mg s, i Mg ⊆M. În particular, dacă g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , pentru orice

ζ ∈ U, atunci Mg ≡M.
În continuare, reamintim definit, ia aplicaţiilor care au g-reprezentare parametrică dată de Graham,

Hamada s, i Kohr ı̂n [32] (a se vedea s, i [82]).

Definiţia 3.5.17. Fie g : U → C o funcţie ce ı̂ndeplineşte Ipoteza 3.5.15. Atunci f ∈ H0(Bn) are g-
reprezentare parametrică dacă ∃h : Bn×[0,∞)→ Cn un câmp vectorial Herglotz care satisface proprietăt, ile:
h(·, t) ∈Mg, pentru orice t ≥ 0 s, i

lim
t→∞

etv(z, t) = f(t)

local uniform pe Bn, unde v(z, ·) este unica soluţie a problemei (3.5.3) pe [0,∞) pentru s = 0. Notăm cu
S0
g (Bn) familia de aplicaţii care au g-reprezentare parametrică pe Bn.

Observaţia 3.5.18. Graham, Hamada s, i Kohr (a se vedea [32]) au demonstrat că

S0
g (Bn) ⊆ S0(Bn) ( S(Bn) (3.5.5)

iar egalitatea este valabilă ı̂n prima incluziune dacă g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , pentru orice ζ ∈ U.

Definiţia 3.5.19. Fie f : Bn× [0,∞)→ Cn o aplicaţie. Atunci f(z, t) este un g-lant, Loewner dacă f(z, t)
este un lant, Loewner astfel ı̂ncât

{
e−tf(·, t)

}
t≥0 este o familie normală pe Bn s, i aplicaţia h(z, t) din ecuat, ia

(3.5.4) are proprietatea că h(·, t) ∈Mg pentru aproape fiecare t ≥ 0.

Caracterizarea clasei S0
g (Bn) prin lant,uri Loewner a fost dată de Graham, Hamada s, i Kohr ı̂n [32].

Propoziţia 3.5.20. O aplicaţie f ∈ H0(Bn) apart,ine clasei S0
g (Bn) dacă s, i numai dacă ∃f(z, t) un g-lanţ

Loewner cu proprietatea că f = f(·, 0).

3.6 Noi rezultate asupra combinaţiilor convexe de aplicaţii biolomorfe
pe Bn

În această sect, iune studiem combinat, ii convexe de forma (1− λ)f + λg, unde f, g ∈ S(Bn) s, i λ ∈ [0, 1]. Se
s,tie că, ı̂n general, combinat, ia convexă a două aplicaţii biolomorfe normate nu este biolomorfă pe Bn (a se
vedea de exemplu [45], [83]). Fenomenul acesta are loc s, i ı̂n cazul uni-dimensional s, i a fost studiat de mai
mult, i autori (a se vedea de exemplu [9], [58], [97], [100]).

Ideea principală a acestei sect, iuni este de a obt, ine aplicaţii biolomorfe pe Bn (sau chiar aplicaţii stelate)
de forma unor combinat, ii convexe (1 − λ)f + λg, unde f, g ∈ S(Bn) s, i λ ∈ [0, 1]. Rezultatele prezentate
ı̂n această sect, iune au fost obţinute de Grigoriciuc (a se vedea [52]) s, i reprezintă extensii part, iale ale
rezultatelor obt, inute de Chichra s, i Singh ı̂n [9].
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3.6. Noi rezultate asupra combinaţiilor convexe de aplicaţii biolomorfe pe Bn

3.6.1 Preliminarii

Prima parte a acestei sect, iuni conţine exemple de combinat, ii convexe de funct, ii univalente ı̂n C. Aceste
exemple clasice ne arată că, ı̂n general, combinat, ia liniară a două funct, ii univalente normate nu este
univalentă pe U ı̂n C (a se vedea de exemplu [19], [85] , [97], [102]).

Exemplul 3.6.1. Fie f, g : U → C definite prin f(ζ) =
ζ

(1− ζ)2
s, i g(ζ) =

ζ

(1 + ζ)2
, pentru orice ζ ∈ U.

Atunci f, g ∈ S, dar h = f+g
2 6∈ S.

În Exemplul 3.6.1, funct, iile f s, i g sunt univalente normate, dar mai mult, sunt chiar stelate pe U.
Totus, i, funct, ia h nu este stelată pe B (de fapt, h nu este nici măcar univalentă pe U). Pe de altă parte,
MacGregor (a se vedea [97]) a demonstrat că, ı̂n general, combinat, ia liniară a două funct, ii convexe nu este
univalentă pe discul unitate.

În continuare, putem extinde Exemplul 3.6.1 la cazul mai multor variabile complexe. Pentru n = 2,
obt, inem următorul exemplu (a se vedea [45], [83]):

Exemplul 3.6.2. Fie F,G : B2 → C2 definite prin

F (z) =

Å
z1

(1− z1)2
,

z2
(1− z2)2

ã
and G(z) =

Å
z1

(1 + z1)2
,

z2
(1 + z2)2

ã
,

pentru orice z = (z1, z2) ∈ B2. Atunci H = 1
2(F +G) 6∈ S∗(B2). De fapt, H 6∈ S(B2).

Des, i combinat, iile liniare de funct, ii univalente nu sunt ı̂ntotdeauna univalente (pentru mai multe detalii
despre aceste rezultate, se pot consulta [58], [97]), există subclase ale clasei S care ı̂ndeplinesc această
condit, ie (a se vedea de exemplu [9], [100] pentru cazul n = 1). Scopul nostru este de a extinde ı̂n cazul
mai multor variabile complexe un rezultat obţinut de P.N. Chichra s, i R. Singh (a se vedea [9] pentru cazul
n = 1). În cele ce urmează, prezentăm rezultatul lor pentru cazul n = 1:

Teorema 3.6.3. Fie λ ∈ (0, 1). Dacă f ∈ S∗ s, i Ref ′(ζ) > 0, pentru orice ζ ∈ U, atunci

hλ(ζ) = (1− λ)ζ + λf(ζ) (3.6.1)

este stelată pe U s, i Reh′(ζ) > 0, pentru orice ζ ∈ U.

3.6.2 Univalent,a combinat, iilor convexe ı̂n Cn

Având ı̂n vedere rezultatele prezentate ı̂n sect, iunea anterioară, putem obţine criterii de univalent, ă a unei
combinat, ii convexe de aplicaţii olomorfe normate pe bila unitate Euclidiană Bn. În esenţă, putem obt, ine
o condit, ie pentru ca o combinat, ie convexă să fie o aplicaţie care admite reprezentare parametrică pe Bn.
Rezultatele originale prezentate ı̂n această parte au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [52].

Lema 3.6.4. Fie f ∈ H0(Bn) astfel ı̂ncât Re〈Df(z)(u), u〉 > 0, pentru orice z ∈ Bn s, i u ∈ Cn cu ‖u‖ = 1.
Fie, de asemenea, hλ : Bn → Cn definită prin

hλ(z) = (1− λ)z + λf(z), (3.6.2)

pentru orice z ∈ Bn s, i λ ∈ [0, 1]. Atunci hλ ∈ S(Bn).

Lema 3.6.5. Fie f ∈ H0(Bn) astfel ı̂ncât ‖Df(z) − In‖ < 1, pentru orice z ∈ Bn s, i fie hλ dat de (3.6.2)
pentru λ ∈ [0, 1]. Atunci hλ ∈ S0(Bn). În particular, hλ este univalentă pe Bn.
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3.6. Noi rezultate asupra combinaţiilor convexe de aplicaţii biolomorfe pe Bn

3.6.3 Stelaritatea combinat, iilor convexe pe Bn

În această subsect, iune discutăm despre stelaritatea unei combinat, ii convexe de aplicaţii biolomorfe pe Bn.
Prezentăm, de asemenea, câteva exemple care ilustrează modul ı̂n care această proprietate apare ı̂n mai
multe cazuri particulare.

Propoziţia 3.6.6. Fie λ ∈ [0, 1] s, i fj ∈ S∗ astfel ı̂ncât Ref ′j(ζ) > 0, pentru j = 1, n s, i ζ ∈ U. De

asemenea, fie f(z) =
(
f1(z1), ..., fn(zn)

)
, pentru z ∈ Bn. Atunci hλ ∈ S∗(Bn), unde hλ este dat de (3.6.2).

Mai mult, Re〈Dhλ(z)(u), u〉 > 0, pentru z ∈ Bn s, i u ∈ Cn cu ‖u‖ = 1.

Este clar că aplicaţia considerată ı̂n rezultatul anterior are o formă particulară (are pe fiecare compo-
nentă o funct, ie stelată de o variabilă complexă). Cu toate acestea, putem obt, ine rezultate similare pentru
aplicaţii stelate pe Bn de forme arbitrare, ca ı̂n exemplele următoare (a se vedea [47], [128]).

Exemplul 3.6.7. Fie f : B2 → C2 definit prin f(z) =
(
z1 + az22 , z2

)
, pentru orice z = (z1, z2) ∈ B2 cu

|a| ≤ 3
√
3

2 . S, tim (a se vedea, de exemplu, [24], [45], [83]) că f ∈ S∗(B2). În plus,

hλ(z) = (1− λ)z + λf(z) = (1− λ)
(
z1, z2

)
+ λ
(
z1 + az22 , z2

)
=
(
(1− λ)z1 + λz1 + λaz22 , (1− λ)z2 + λz2

)
=
(
z1 + λaz22 , z2

)
,

pentru orice z ∈ B2. Deoarece λ ∈ [0, 1] s, i |a| ≤ 3
√
3

2 , rezultă că |λa| ≤ 3
√
3

2 s, i atunci hλ ∈ S∗(B2).

Pe baza ideilor prezentate mai sus, putem demonstra o a doua versiune a teoremei lui Chichra-Singh
(a se vedea Teorema 3.6.3) ı̂n Cn, pentru n ≥ 2. Reamintim că acest rezultat a fost obt, inut de Grigoriciuc
ı̂n [52].

Teorema 3.6.8. Fie λ ∈ (0, 1), µ = λ/(1− λ) s, i fie f ∈ LSn(Bn) astfel ı̂ncât∥∥Df(z)− In
∥∥ < λ−1 (3.6.3)

şi
Re
〈(
In + µDf(z)

)−1(
z + µf(z)

)
, z
〉
> 0, z ∈ Bn \ {0}. (3.6.4)

Atunci hλ ∈ S∗(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1), unde hλ este dată de (3.6.2).

Inspirat de rezultatul anterior, putem defini subclasa L∗λ(Bn) de aplicaţii local biolomorfe normate pe
Bn care ı̂ndeplinesc condit, iile din Teorema 3.6.8.

Definiţia 3.6.9. Fie λ ∈ (0, 1) s, i µ = λ/(1 − λ). Spunem că f ∈ L∗λ(Bn) dacă f ∈ LSn(Bn) astfel ı̂ncât
(3.6.3) s, i (3.6.4) sunt satisfăcute. Observăm că L∗λ(Bn) 6= ∅, deoarece In ∈ L∗λ(Bn).

În continuare oferim un exemplu de aplicaţie f ∈ L∗λ (a se vedea s, i [24], [45], [83], [128]).

Exemplul 3.6.10. Fie f : B2 → C2 definit prin f(z) =
(
z1 + az22 , z2

)
, pentru orice z ∈ B2 cu |a| ≤ 1

2 .
Atunci f ∈ L∗λ(B2). Mai mult, hλ ∈ S∗(B2), unde hλ este definită prin (3.6.2).

Încheiem această sect, iune propunând o conjectură care generalizează rezultatul obţinut de Chichra s, i
Singh (a se vedea [9]). Pornind de la rezultatul obţinut de aceştia ı̂n C, considerăm următoarea problemă
ı̂n Cn (a se vedea [52]):

Conjectura 3.6.11. Fie λ ∈ (0, 1). Dacă f ∈ S∗(Bn) s, i Re
〈
Df(z)(u), u

〉
> 0, pentru orice z ∈ Bn

s, i u ∈ Cn cu ‖u‖ = 1, atunci hλ(z) = (1 − λ)z + λf(z) este o aplicaţie stelată pe Bn. Mai mult,
Re
〈
Dhλ(z)(u), u

〉
> 0, pentru z ∈ Bn s, i u ∈ Cn cu ‖u‖ = 1. În particular, hλ este biolomorfă pe Bn.

Este uşot de observat că ı̂n C Conjectura 3.6.11 propusă de Grigoriciuc ı̂n [52] este adevărată, deoarece
se reduce la Teorema 3.6.3 obt, inută de Chichra s, i Singh ı̂n [9].
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3.7. Operatori de extensie ı̂n Cn

3.7 Operatori de extensie ı̂n Cn

În secţiunea a şaptea prezentăm noţiuni generale privind operatori de extensie care păstrează proprietăt, i
geometrice pe bila unitate ı̂n Cn. Vom discuta aici despre operatorul de extensie Roper-Suffridge Φn

(considerat de K. Roper s, i T.J. Suffridge ı̂n [121]) s, i operatorul de extensie Graham-Kohr Ψn,α (definit de
I. Graham s, i G. Kohr ı̂n [44] a se vedea s, i [43]). A treia parte a acestei sect, iuni cont, ine două generalizări
ale operatorului de extensie Roper-Suffridge introduse de Graham, Hamada, Kohr, Kohr s, i Suffridge (a se
vedea de exemplu [42], [47]) care transformă o funcţie local univalentă pe U ı̂ntr-o aplicaţie local biolomorfă
pe Bn. În partea finală a acestei sect, iuni prezentăm, pe scurt, operatorul de extensie introdus de Pfaltzgraff
s, i Suffridge (a se vedea [111]), ı̂mpreună cu o generalizare a acestui operator (a se vedea de exemplu [10]).

În următoarele sect, iuni, pentru n ≥ 2, folosim notaţia z = (z1, z̃) ∈ Cn, unde z̃ = (z2, ..., zn) ∈ Cn−1.
Reamintim că LSn(Bn) este familia aplicaţiilor local biolomorfe normate pe Bn, iar LS1(B1) = LS.

3.7.1 Operatorul de extensie Roper-Suffridge Φn

Operatorul de extensie Roper-Suffridge Φn : LS → LSn(Bn) este definit prin

Φn(f)(z) =

Å
f(z1), z̃

»
f ′(z1)

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn, (3.7.1)

unde ramura funct, iei radical are proprietatea
√
f ′(z1)

∣∣
z1=0

= 1.
Primul rezultat important legat de operatorul de extensie Φn se datorează lui Roper s, i Suffridge. Ei au

demonstrat că Φn păstrează not, iunea de convexitate de la cazul uni-dimensional la cel multi-dimensional
(a se vedea [121]). Acelas, i rezultat a fost demonstrat de Graham s, i Kohr ı̂ntr-o manieră diferită (a se vedea
[43]).

Teorema 3.7.1. Dacă f ∈ K, atunci Φn(f) ∈ K(Bn). Prin urmare, Φn(K) ⊆ K(Bn).

O altă proprietate importantă a operatorului Φn este legată de păstrarea stelarităţii de ordin α ∈ [0, 1).
De-a lungul timpului, mai mult, i autori au obt, inut rezultate puternice de extensie, după cum urmează:

� Graham s, i Kohr (a se vedea [43]) au demonstrat că Φn păstrează stelaritatea;

� Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea [73]) au obt, inut că Φn păstrează stelaritatea de ordin 1/2;

� Liu (a se vedea [92]) a obt, inut că Φn păstrează stelaritatea de ordin α ∈ (0, 1);

Ultimul rezultat se datorează lui Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea [48]) s, i stabiles,te relat, ia dintre
teoria Loewner s, i operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Teorema 3.7.2. Dacă f ∈ S, atunci Φn(f) ∈ S0(Bn). Prin urmare, Φn(S) ⊆ S0(Bn).

3.7.2 Operatorul de extensie Graham-Kohr Ψn,α

Al doilea operator de extensie prezentat aici a fost definit de I. Graham s, i G. Kohr (a se vedea [43], [44]).
Pentru α ∈ [0, 1], fie Ψn,α definit prin

Ψn,α(f)(z) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα
z̃

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn (3.7.2)

pentru orice funct, ie f ∈ LS cu f(z1) 6= 0, unde z1 ∈ U \ {0}. Ramura funct, iei putere are proprietatea că(f(z1)
z1

)α∣∣
z1=0

= 1. Cazul particular Ψn,1 a fost studiat de Pfaltzgraff s, i Suffridge ı̂n [111].

Graham s, i Kohr (a se vedea [44]) au demonstrat că operatorul de extensie Ψn,α are următoarele pro-
prietăt, i importante (valabile s, i pentru norma ‖ · ‖p, unde 1 ≤ p ≤ ∞):

Teorema 3.7.3. Fie α ∈ [0, 1].

a) Dacă f ∈ S, atunci Ψn,α(f) ∈ S0(Bn). Prin urmare, Ψn,α(S) ⊆ S0(Bn).

b) Dacă f ∈ S∗, atunci Ψn,α(f) ∈ S∗(Bn). Prin urmare, Ψn,α(S∗) ⊆ S∗(Bn).

c) Operatorul de extensie Ψn,α nu păstrează convexitatea pentru n ≥ 2.
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3.7. Operatori de extensie ı̂n Cn

3.7.3 Generalizări ale operatorului de extensie Roper-Suffridge

În a treia parte a acestei sect, iuni ne concentrăm atent, ia asupra a două generalizări ale operatorului de
extensie Roper-Suffridge introduse de Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea [47]), respectiv de Graham,
Hamada, Kohr s, i Suffridge (a se vedea [42]). Alte rezultate legate de operatorul de extensie Roper-Suffridge
generalizat pot fi găsite ı̂n [25], [27], [43], [46], [84], [93] , [103], [138].

Operatorul generalizat de extensie Roper-Suffridge Φn,β

O primă formă generală a operatorului Φn a fost considerată de Graham, Kohr s, i Kohr ı̂n [47]. Pentru
β ∈ [0, 1/2], a fost definit operatorul Φn,β : LS → LSn(Bn) prin

Φn,β(f)(z) =

Å
f(z1),

(
f ′(z1)

)β
z̃

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn, (3.7.3)

unde ramura funct, iei putere are proprietatea
(
f ′(z1)

)β∣∣
z1=0

= 1. Este clar că Φn,1/2 = Φn este operatorul

de extensie Roper-Suffridge dat de (3.7.1).
Următoarele proprietăt, i ale operatorului Φn,β au fost obt, inute de Graham, Kohr s, i Kohr ı̂n [47].

Teorema 3.7.4. Fie β ∈ [0, 1/2] s, i δ ∈ R astfel ı̂ncât |δ| < π
2 .

a) Dacă f ∈ S, atunci Φn,β(f) ∈ S0(Bn). Prin urmare, Φn,β(S) ⊆ S0(Bn).

b) Dacă f ∈ Ŝδ, atunci Φn,β(f) ∈ Ŝδ(Bn). Prin urmare, Φn,β(Ŝδ) ⊆ Ŝδ(Bn). În particular, dacă δ = 0,
atunci Φn,β(S∗) ⊆ S∗(Bn).

Este important de ment, ionat aici că operatorul Φn,β păstrează convexitatea numai dacă β = 1
2 (adică

operatorul de extensie Roper-Suffridge). Acest rezultat a fost obt, inut de Graham, Kohr s, i Kohr (a se vedea
[47]).

Operatorul generalizat de extensie Roper-Suffridge-Graham-Kohr Φn,α,β

A doua generalizare a operatorului de extensie Roper-Suffridge, respectiv a operatorului de extensie
Graham-Kohr a fost introdusă de Graham, Hamada, Kohr s, i Suffridge ı̂n [42]. Ei au considerat oper-
atorul de extensie Φn,α,β definit prin

Φn,α,β(f)(z) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα(
f ′(z1)

)β
z̃

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde α, β ≥ 0 s, i f ∈ LS au proprietatea că f(z1) 6= 0 pentru z1 ∈ U \ {0}. Aici, ramurile funct, iilor

putere sunt considerate astfel ı̂ncât
(f(z1)

z1

)α∣∣
z1=0

= 1 s, i
(
f ′(z1)

)β∣∣
z1=0

= 1. Este clar că Φn,0,1/2 = Φn

este operatorul de extensie Roper-Suffridge, Φn,0,β = Φn,β este operatorul de extensie Roper-Suffridge
generalizat s, i Φn,α,0 = Ψn,α este operatorul de extensie Graham-Kohr.

Graham, Hamada, Kohr s, i Suffridge (a se vedea [42]) au studiat operatorul Φn,α,β s, i au obt, inut
următoarele rezultate de extensie:

Teorema 3.7.5. Fie α ∈ [0, 1] s, i β ∈ [0, 1/2] astfel ı̂ncât α+ β ≤ 1.

a) Dacă f ∈ S, atunci Φn,α,β(f) ∈ S0(Bn). Prin urmare, Φn,α,β(S) ⊆ S0(Bn).

b) Dacă f ∈ S∗, atunci Φn,α,β(f) ∈ S∗(Bn). Prin urmare, Φn,α,β(S∗) ⊆ S∗(Bn).

În plus, Graham, Hamada, Kohr s, i Suffridge (a se vedea [42]) au demonstrat că Φn,α,β păstrează
not, iunea de convexitate numai dacă α = 0 s, i β = 1

2 (adică operatorul extensiei Roper-Suffridge).
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3.8. Combinaţii convexe de operatori de extensie de tip Graham-Kohr

3.7.4 Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Γn

Pfaltzgraff s, i Suffridge au considerat o extensie diferită a operatorului Roper-Suffridge ı̂n [111]. Ei au
definit un operator care extinde aplicaţiile local biolomorfe pe Bn ı̂n Cn la aplicaţii local biolomorfe pe
Bn+1 ı̂n Cn+1. Aici, fie z = (z′, zn+1) ∈ Cn+1, unde z′ = (z1, ..., zn) ∈ Cn.

Pentru n ≥ 1, operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Γn : LSn(Bn)→ LSn+1(Bn+1) este dat de

Γn(f)(z) =

Å
f(z′), zn+1

[
Jf (z′)

] 1
n+1

ã
, z = (z′, zn+1) ∈ Bn+1, (3.7.4)

unde Jf (z′) = detDf(z′), pentru z′ ∈ Bn. Considerăm funct, ia putere astfel ı̂ncât
[
Jf (z′)

] 1
n+1
∣∣
z′=0

= 1.
Dacă n = 1, atunci Γ1 = Φ2 este o formă particulară a operatorului de extensie Roper-Suffridge Φn.

Observaţia 3.7.6. Dacă f ∈ LSn(Bn), atunci Γn(f) ∈ LSn+1(Bn+1). În plus, Γn
(
S(Bn)

)
⊆ S(Bn+1).

Pentru detalii, se poate consulta [111].

Graham, Kohr s, i Suffridge (a se vedea [49]) au demonstrat că operatorul de extensie Γn păstrează
primul element al unui lant, Loewner de la Bn la Bn+1 . Pentru n ≥ 2, Graham, Hamada s, i Kohr (a se
vedea [35]; a se vedea s, i [10], [33]) au obt, inut aceeas, i proprietate pe domenii simetrice mărginite.

Teorema 3.7.7. Dacă f ∈ S0(Bn), atunci Γn(f) ∈ S0(Bn+1). Prin urmare, Γn
(
S0(Bn)

)
⊆ S0(Bn+1).

3.8 Combinaţii convexe de operatori de extensie de tip Graham-Kohr

În ultima sect, iune a acestui capitol vom aduce ı̂mpreună ideile prezentate mai sus, s, i anume operatori de
extensie s, i combinat, ii convexe de aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [9], [19], [97] pentru
combinat, ii convexe de funct, ii univalente ı̂n C; a se vedea de exemplu [45], [52], [83] pentru combinat, ii
convexe de aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn; a se vedea s, i [42], [44], [111], [121] pentru operatori de extensie).
Prin urmare, discutăm despre combinat, ii convexe de operatori de extensie pe Bn. În particular, considerăm
un nou operator de extensie obt, inut ca o combinat, ie convexă a doi operatori de extensie de tip Graham-
Kohr (a se vedea de exemplu [43], [44]). Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune sunt originale.

3.8.1 Operatorul de extensie Kα,βn,λ

Mai ı̂ntâi, pentru λ, α, β ∈ [0, 1] definim operatorul de extensie Kα,βn,λ ı̂n Cn. Acest operator este obt, inut ca
o combinat, ie convexă a doi operatori de extensie de tip Graham-Kohr (a se vedea de exemplu [44]).

Definiţia 3.8.1. Fie λ, α, β ∈ [0, 1]. Definim operatorul

Kα,βn,λ(f, g)(z) = (1− λ)Ψn,α(g)(z) + λΨn,β(f)(z)

=

Å
(1− λ)g(z1) + λf(z1), (1− λ)z̃

ï
g(z1)

z1

òα
+ λz̃

ï
f(z1)

z1

òβã
, (3.8.1)

pentru orice z = (z1, z̃) ∈ Bn, unde f, g ∈ LS astfel ı̂ncât f(z1) 6= 0 s, i g(z1) 6= 0, pentru orice z1 ∈ U \ {0}
s, i Ψn,α s, i Ψn,β sunt operatori de extensie Graham-Kohr definit, i prin (3.7.2). Considerăm ramura funct, iilor

putere astfel ı̂ncât
(g(z1)

z1

)α∣∣
z1=0

= 1 s, i
(f(z1)

z1

)β∣∣
z1=0

= 1.

Propoziţia 3.8.2. Fie λ, α, β ∈ [0, 1] s, i fie Kα,βn,λ operatorul definit prin (3.8.1). De asemenea, fie f, g :

U→ C două funct,ii cu proprietăt,ile din Definit,ia 3.8.1. Atunci Kα,βn,λ(f, g) ∈ H0(Bn).

T, inând cont de Definit, ia 3.8.1 este natural să considerăm λ ∈ (0, 1), α, β ∈ [0, 1] s, i cazurile particulare

ale operatorului Kα,βn,λ prezentate ı̂n următoarea definit, ie. De asemenea, impunem condit, ii suplimentare
funct, iei f pentru a obt, ine o generalizare completă a operatorului de extensie Graham-Kohr Ψn,α.
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3.8. Combinaţii convexe de operatori de extensie de tip Graham-Kohr

Definiţia 3.8.3. Fie α, β, γ ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât α 6= β s, i λ ∈ (0, 1). Fie f ∈ LS astfel ı̂ncât f(z1) 6= 0,

pentru orice z1 ∈ U \ {0} s, i
(f(z1)

z1

)γ∣∣
z1=0

= 1. Mai mult, considerăm

A) f ′(z1) 6= λ−1
λ , pentru orice z1 ∈ U s, i λ ∈ (0, 1)

B)

ï
f(z1)

z1

òγ
6= λ− 1

λ
, pentru orice z1 ∈ U, λ ∈ (0, 1) s, i γ ∈ [0, 1].

Definim atunci

� operatorul de extensie Kβλ prin

Kβλ(f)(z) = Kα,βn,λ(f, idU)(z) = (1− λ)In(z) + λΨn,β(f)(z)

=

Å
(1− λ)z1 + λf(z1), (1− λ)z̃ + λz̃

ï
f(z1)

z1

òβã
, z ∈ B (3.8.2)

unde In este operatorul identitate ı̂n Cn s, i

� operatorul de extensie Kα,βλ prin

Kα,βλ (f)(z) = Kα,βn,λ(f, f)(z) = (1− λ)Ψn,α(f)(z) + λΨn,β(f)(z)

=

Å
f(z1), (1− λ)z̃

ï
f(z1)

z1

òα
+ λz̃

ï
f(z1)

z1

òβã
, z ∈ Bn. (3.8.3)

Reamintim că Ψn,α s, i Ψn,β sunt operatori de extensie de tip Graham-Kohr definit, i prin (3.7.2).

3.8.2 Conservarea biolomorfiei prin operatorul Kβλ
În a doua parte a acestei sect, iuni studiem proprietăt, ile operatorului Kβλ(f). Observăm că unele condit, ii
suplimentare asupra funct, iei local univalente normate f pot asigură local biolomorfia, respectiv univalent,a
aplicaţiei Kβλ(f) ı̂n Cn. Rezultatele originale prezentate aici au fost obt, inute de autor.

Proprietăt, i generale

Conform relaţiei (3.8.2) deducem că dacă f ∈ LS, atunci Kβλ(f) ∈ H0(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1) s, i
β ∈ [0, 1], unde

DKβλ(f)(z) = (1− λ)In + λDΨn,β(f)(z), z ∈ Bn. (3.8.4)

Într-adevăr, dacă f ∈ LS, atunci Ψn,β(f) ∈ LSn(Bn), pentru orice β ∈ [0, 1]. În plus, conform ipotezelor

considerate ı̂n Definit, ia 3.8.3, obt, inem local biolomorfia aplicaţiei Kβλ(f), după cum urmează:

Lema 3.8.4. Fie f ∈ LS astfel ı̂ncât f(z1) 6= 0, pentru orice z1 ∈ U \ {0} s, i
(f(z1)

z1

)β∣∣
z1=0

= 1, pentru

orice β ∈ [0, 1]. De asemenea, considerăm că f satisface ipotezele A) s, i B) din Definit,ia 3.8.3. Atunci

Kβλ(f) ∈ LSn(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1) s, i β ∈ [0, 1].

Având ı̂n vedere rezultatul anterior, deducem următoarea proprietate:

Propoziţia 3.8.5. Fie f ∈ LS cu f(z1) 6= 0, pentru orice z1 ∈ U \ {0} s, i
(f(z1)

z1

)β∣∣
z1=0

= 1, pentru

β ∈ [0, 1]. De asemenea, presupunem că Ref ′(z1) > 0, pentru orice z1 ∈ U. Atunci Kβλ(f) ∈ LSn(Bn),
pentru λ ∈ (0, 1) s, i β ∈ [0, 1].

Pentru valori particulare ale parametrului β, putem obt, ine un rezultat chiar mai bun care asigură
univalent,a aplicaţiei Kβλ(f).

Teorema 3.8.6. Fie λ ∈ (0, 1) s, i f ∈ S astfel ı̂ncât Ref ′(z1) > 0, pentru orice z1 ∈ U. Atunci Kβλ(f) ∈
S0(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1) s, i β ∈ {0, 1}.
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3.8. Combinaţii convexe de operatori de extensie de tip Graham-Kohr

3.8.3 Conservarea stelarităţii prin operatorul Kβλ
Pe baza rezultatului obt, inut mai sus, putem demonstra că, ı̂n ipoteze similare, operatorul Kβλ păstrează
stelaritatea de la discul unitate U la bila unitate Euclidiană Bn ı̂n Cn. Următoarele rezultate au fost
obţinute de autor.

Teorema 3.8.7. Fie λ ∈ (0, 1) s, i f ∈ S∗ astfel ı̂ncât Ref ′(z1) > 0, pentru tot,i z1 ∈ U. Atunci K1
λ(f) ∈

S∗(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1).

Aplicând Teorema 3.8.6 s, i utilizând un argument similar ca ı̂n demonstrat, ia rezultatului anterior, putem
obt, ine următoarea proprietate a operatorului K0

λ:

Propoziţia 3.8.8. Fie λ ∈ (0, 1) s, i f ∈ S∗ astfel ı̂ncât Ref ′(z1) > 0, pentru orice z1 ∈ U. Atunci
K0
λ(f) ∈ S∗(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1).

Până ı̂n acest punct, am demonstrat că dacă f ∈ S∗ cu Ref ′(z1) > 0, pentru orice z1 ∈ U, atunci

Kβλ(f) ∈ S∗(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1) s, i β ∈ {0, 1}. Chiar dacă aceste rezultate au loc, cazul ı̂n care
β ∈ (0, 1) rămâne o ı̂ntrebare deschisă.

3.8.4 Conservarea local biolomorfiei prin operatorul Kα,βλ
Încheiem această sect, iune prezentând două proprietăt, i simple ale operatorului Kα,βλ definit prin (3.8.3). În

primul rând, observăm că operatorii Kβλ s, i Kα,βλ sunt diferit, i pentru orice α, β ∈ [0, 1] cu α 6= β s, i λ ∈ (0, 1).

Prin urmare se poate obţine un criteriu de local biolomorfie pentru operatorul Kα,βλ . Această subsect, iune
cont, ine rezultate originale obt, inute de autor.

Teorema 3.8.9. Fie f ∈ LS astfel ı̂ncât Ref ′(z1) > 0, pentru orice z1 ∈ U s, i fie 0 ≤ α < β ≤ 1. Atunci

Kα,βλ (f) ∈ LSn(Bn), pentru orice λ ∈ (0, 1) s, i 0 ≤ α < β ≤ 1.
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Capitolul 4

Noi subclase de aplicaţii biolomorfe pe
Bn

Capitolul al patrulea al acestei teze cont, ine extensii ale principalelor rezultate prezentate ı̂n Capitolul 2
privind un nou operator diferent, ial, respectiv noi subclase de aplicat, ii biolomorfe pe Bn ı̂n Cn.

În primul rând, discutăm despre forma n-dimensională a operatorului Gk, denumit aici Gn,k, pentru
n ∈ N cu n ≥ 2 s, i k ∈ N. Operatorul Gn,k va fi utilizat pentru a extinde subclasele Ek s, i E∗k de la
discul unitate U la bila unitate Bn ı̂n Cn ı̂n raport cu o normă arbitrară. Chiar dacă aceste clase pot fi
definite ı̂ntr-un context foarte general, cazul bilei unitate Euclidiene Bn va fi considerat ı̂n mod particular
ı̂n discut, ia noastră, având ı̂n vedere proprietăt, ile care sunt păstrate (sau nu) de la cazul uni-dimensional
la cel multi-dimensional.

Rezultatul principal evident, iat ı̂n §4.2 arată că familia E∗1(Bn) coincide cu clasa K a funct, iilor convexe
pentru n = 1 (a se vedea Teorema 4.2.1; a se vedea s, i Propozit, ia 2.2.4). Cu toate acestea, pentru n ≥
2, obt, inem că E∗1(Bn) ∩ K(Bn) 6= ∅, dar E∗1(Bn) 6= K(Bn). Se observă că ı̂n cazul subclasei E∗1(Bn)
obt, inem o diferent, ă majoră ı̂ntre cazul uni-dimensional s, i cel al mai multor variabile complexe, adică
familia aplicat, iilor convexe nu este aceeas, i cu subclasa E∗1(Bn). Un alt rezultat obţinut ı̂n această sect, iune
(a se vedea Teorema 4.2.3) prezintă conexiunea dintre E1(Bn) s, i familia K(Bn; 1/2) a aplicat, iilor convexe
de ordin 1/2. Incluziunea E1 ⊂ K(1/2) valabilă ı̂n C poate fi part, ial extinsă ı̂n Cn. Alte proprietăt, i s, i
exemple relevante sunt prezentate ı̂n această sect, iune pentru a descrie noile subclase introduse de autor
(de ex. o teoremă de tip Marx-Strohacker pentru subclasele prezentate).

Încheiem acest capitol cu studiul a două cazuri particulare ale operatorului de extensie Graham-Kohr
Ψn,α (prezentat ı̂n §3.7) aplicat familiei de funct, ii convexe K. Des, i operatorul Ψn,α nu păstrează not, iunea de
convexitate (a se vedea de exemplu [44]), putem demonstra o proprietate importantă legată de subclasa E∗1 .
S, tim că E∗1 = K ı̂n C s, i astfel, ı̂n §4.3 arătăm că Ψn,α(K) ⊆ E∗1(Bn) 6= K(Bn) pentru α ∈ {0, 1}. Cu acest
rezultat, nu numai că am reus, it să conectăm rezultatele obţinute ı̂n Capitolele 2 s, i 4 cu ajutorul operatorului
de extensie Graham-Kohr, dar am obt, inut s, i o nouă proprietate a operatorului Ψn,α. Împreună cu aceste
rezultate, propunem s, i câteva ı̂ntrebări s, i probleme deschise legate de operatorul de extensie Graham-Kohr
s, i subclasa E∗k ı̂n Cn.

În final, ment, ionăm că toate rezultatele originale detaliate ı̂n acest capitol au fost obt, inute de Grigoriciuc
ı̂n [53]. Alte surse bibliografice importante folosite pentru pregătirea acestui capitol sunt [19], [44], [45],
[71], [83], [122].

4.1 Preliminarii

În această sect, iune introducem versiunea n-dimensională a operatorului diferenţial Gk definit ı̂n Capitolul
2. Notăm acest operator ı̂n Cn cu Gn,k, pentru fiecare n ∈ N cu n ≥ 2 s, i k ∈ N. Folosind operatorul
diferential Gn,k putem extinde subclasele E∗k , respectiv Ek de la discul unitate U la bila unitate Bn ı̂n Cn
ı̂n raport cu o normă arbitrară ‖ · ‖∗. Prezentăm definit, iile subclaselor ment, ionate ı̂ntr-un cadru general
(pe bila unitate Bn ı̂n Cn ı̂n raport cu o normă arbitrară ‖ · ‖∗), dar ne vom concentra atent, ia asupra
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4.1. Preliminarii

proprietăţilor claselor ı̂n cazul particular al bilei unitate Euclidiene Bn. Rezultatele originale din această
sect, iune sunt incluse ı̂n [53].

Definiţia 4.1.1. Fie k ∈ N = {0, 1, 2, ...} s, i fie f ∈ H0(B
n) de forma f(z) = z +

∑∞
m=2 Pm(z), unde

Pm(z) =
1

m!
Dmf(0)(zm), z ∈ Bn, m ≥ 2. (4.1.1)

Definim operatorul diferenţial Gn,k : H0(B
n)→ H(Bn) prin

(
Gn,kf

)
(z) =


Dkf(z)(zk) + z +

k−1∑
m=2

Pm(z), k ≥ 3

D2f(z)(z2) + z, k = 2

Df(z)(z), k = 1

f(z), k = 0,

(4.1.2)

pentru z ∈ Bn. Este clar că G1,k = Gk este operatorul diferenţial definit ı̂n Capitolul 2 (a se vedea Definiţia
2.1.1) pentru fiecare k ∈ N. Mai mult, Gn,0 = In este operatorul identitate ı̂n Cn s, i (similar cu cazul
uni-dimensional) Gn,k(In) = In, pentru k ∈ N.

T, inând cont de definit, ia operatorului Gn,k, putem defini versiunea n-dimensională a subclaselor E∗k ,
respectiv Ek prezentate ı̂n Capitolul 2 (a se vedea Definit, iile 2.2.1 s, i 2.2.14). Aceste subclase au fost
introduse de Grigoriciuc ı̂n [53].

Definiţia 4.1.2. Fie k ∈ N. Notăm cu

E∗k(Bn) =
{
f ∈ S(Bn) : Gn,kf ∈ S∗(Bn)

}
(4.1.3)

subclasa aplicaţiilor biolomorfe normate pe Bn pentru care aplicaţia Gn,kf este stelată pe Bn, respectiv
prin

Ek(B
n) =

{
f ∈ S(Bn) : Gn,kf ∈ K(Bn)

}
. (4.1.4)

subclasa aplicaţiilor biolomorfe normate pe Bn pentru care aplicaţia Gn,kf este convexă pe Bn.

Observaţia 4.1.3. Conform definit, iei anterioare, este clar că

1. dacă k = 0, atunci E∗0(Bn) = S∗(Bn) s, i E0(B
n) = K(Bn);

2. dacă k = 1, atunci E∗1(Bn) =
{
f ∈ S(Bn) : Gn,1f ∈ S∗(Bn)

}
s, i E1(B

n) =
{
f ∈ S(Bn) : Gn,1f ∈

K(Bn)
}

, unde Gn,1f(z) = Df(z)(z), pentru z ∈ Bn.

O remarcă importantă cu privire la subclasele anterioare de aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn constă ı̂n faptul
că teorema de dualitate lui Alexander nu este adevărată ı̂n Cn (a se vedea Observat, ia 3.4.9; a se vedea de
exemplu [45], [83]). În conformitate cu aceasta, obt, inem următoarele observat, ii:

Observaţia 4.1.4. Dacă n ≥ 2, atunci

K(Bn
1 ) ( E∗1(Bn

1 ) and K(Un) ( E∗1(Un), (4.1.5)

unde Bn
1 este bila unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu 1-norma (amintim că 1-norma este dată de ‖z‖1 =

∑n
j=1 |zj |,

pentru z = (z1, ..., zn) ∈ Cn), respectiv Un este polidiscul unitate ı̂n Cn (pentru detalii, a se vedea §3.1.1).

Observaţia 4.1.5. Spre deosebire de Observat, ia 4.1.4, putem demonstra (a se vedea Teorema 4.2.1 prezen-
tată ı̂n sect, iunea următoare) că

E∗1(Bn) 6= K(Bn), n ≥ 2, (4.1.6)

unde Bn este bila unitate Euclidiană ı̂n Cn. Prin urmare, nu este trivial să definim subclasele E∗k s, i Ek de
aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn, chiar s, i cel mai simplu caz k = 1 fiind important pe bila unitate Euclidiană Bn,
având ı̂n vedere diferent,a furnizată de relat, ia (4.1.6).
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4.2. Proprietăţi generale ale subclaselor E∗
k(Bn) şi Ek(Bn)

În continuare prezentăm un exemplu de aplicaţie care apart, ine clasei E∗1(Bn
p ) pentru cazul general al

bilei unitate Bn
p ı̂n Cn ı̂n raport cu p-norma (reamintim că Bn

p este definit ı̂n §3.1.1). Acest exemplu a fost
considerat s, i ı̂n [45], [83], [71], [122]. Prezentăm aici acest exemplu pentru a arăta că familia E∗1(Bn) este
nevidă.

Exemplul 4.1.6. Fie f : B2
p ⊂ C2 → C2 definit de f(z) =

(
z1 + az22 , z2

)
, pentru z = (z1, z2) ∈ B2

p . Atunci

f ∈ E∗1(B2
p) dacă s, i numai dacă |a| ≤ 1

2

(p2−1
4

)1/p(p+1
p−1
)
, pentru orice p > 1.

4.2 Proprietăţi generale ale subclaselor E∗k(Bn) şi Ek(Bn)

A doua sect, iune este dedicată studiului unor proprietăt, i generale ale subclaselor definite mai sus. Vom
evident, ia legătura dintre subclasele E∗1 (respectiv E1) pe U s, i clasa de aplicaţii convexe K(Bn

p ) ı̂n Cn .
Este important de ment, ionat că rezultatele din cazul n = 1 nu mai sunt adevărate ı̂n Cn, pentru n ≥ 2.
Următoarle rezultate au fost obt, inute ı̂n [53].

Teorema 4.2.1. Referitor la clasa E∗1 , următoarele afirmat,ii sunt adevărate:

1. Dacă n = 1, atunci E∗1(U) = K(U) = K.

2. Dacă n ≥ 2, atunci E∗1(Bn) ∩K(Bn) 6= ∅ s, i E∗1(Bn) 6= K(Bn).

Observaţia 4.2.2. Conform Teoremei 4.2.1, este clar că dacă n = 1, atunci K(U) = E∗1(U). Totus, i, dacă
n ≥ 2, atunci K(Bn

1 ) ( E∗1(Bn
1 ) s, i K(Un) ( E∗1(Un) având ı̂n vedere Observat, ia 4.1.4 s, i K(Bn) 6= E∗1(Bn)

conform Teoremei 4.2.1.

Teorema 4.2.3. Referitor la clasa E1, următoarele afirmat,ii sunt adevărate:

1. Dacă n = 1, atunci E1(U) ( K(1/2).

2. Dacă n ≥ 2, atunci E1(Bn) ∩ K(Bn; 1/2) 6= ∅ s, i K(Bn; 1/2) \ E1(Bn) 6= ∅, adică există aplicaţii
convexe de ordin 1/2 pe Bn care nu apart,in clasei E1(Bn).

Definiţia 4.2.4. Fie k ∈ N s, i α ∈ [0, 1). Conform Definit, iei 4.1.2, notăm

E∗k(Bn;α) =

ß
f ∈ S(Bn) : Gn,kf ∈ S∗α(Bn)

™
, (4.2.1)

unde S∗α(Bn) este familia aplicaţiilor stelate de ordin α ı̂n Cn (a se vedea Definiţia 3.4.3; a se vedea s, i [13],
[81]) s, i Bn este bila unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu o normă arbitrară ‖ · ‖∗. În mod clar, pentru α = 0, avem
că S∗0(Bn) = S∗(Bn) s, i E∗k(Bn; 0) = E∗k(Bn).

Folosind definit, ia anterioară, putem obt, ine o formă a teoremei Marx-Strohhäcker pentru clasele Ek s, i
E∗k (a se vedea Teorema 3.4.8 ı̂n Cn cu n ≥ 2; a se vedea s, i [13], [45]). Acest rezultat a fost obţinut de
autor ı̂n [53].

Teorema 4.2.5. Fie k ∈ N. Atunci Ek(B
n) ⊆ E∗k(Bn; 1/2) ⊆ E∗k(Bn), unde Bn este bila unitate a lui Cn

ı̂n raport cu o normă arbitrară ‖ · ‖∗.

Încheiem această sect, iune cu câteva consecint,e ale rezultatului anterior legate de incluziunile dintre
subclasele studiate ı̂n aceast capitol. În particular, obt, inem rezultatele cunoscute din C şi Cn (a se vedea
de exemplu [13], [29], [45], [83], [102]).

Corolarul 4.2.6. Să considerăm k ∈ N.

1. Dacă n = 1, atunci Ek(U) ⊆ E∗k(U; 1/2) ⊆ E∗k(U) . În particular, pentru k ∈ {0, 1} obt,inem

K = E0(U) ⊆ E∗0(U; 1/2) = S∗(1/2) ⊆ S∗ = E∗0(U) (4.2.2)

şi
E1(U) ⊆ E∗1(U; 1/2) = K(1/2) ⊆ K = E∗1(U). (4.2.3)
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4.3. Proprietăţi geometrice păstrate prin operatorul de extensie Graham-Kohr

2. Pe de altă parte, dacă n ≥ 2 s, i k ∈ {0, 1}, atunci

E0(B
n
p ) = K(Bn

p ) ⊆ E∗0(Bn
p ; 1/2) = S∗(Bn

p ; 1/2) ⊆ S∗(Bn
p ) (4.2.4)

şi
E1(B

n
p ) ⊆ E∗1(Bn

p ; 1/2), 1 ≤ p <∞, (4.2.5)

unde Bn
p este bila unitate ı̂n Cn ı̂n raport cu p-norma s, i

E1(Un) ⊆ E∗1(Un; 1/2), (4.2.6)

unde Un este polidiscul unitate ı̂n Cn.

4.3 Proprietăţi geometrice păstrate prin operatorul de extensie Graham-
Kohr

În a treia parte a acestei sect, iuni vom considera două cazuri particulare ale operatorului de extensie
Graham-Kohr Ψn,α pentru α ∈ {0, 1}. Des, i operatorul Ψn,α nu păstrează convexitate (a se vedea de
exemplu [44]), putem obţine o proprietate importantă legată de subclasa E∗1 (a se vedea Definit, ia 2.2.1) ı̂n
cazurile particulare ment, ionate mai sus (subclasa E∗1 este păstrată de operatorul de extensie Graham-Kohr
Ψn,α). Rezultatele originale prezentate ı̂n această sect, iune au fost obţinute de Grigoriciuc ı̂n [53].

Propoziţia 4.3.1. Dacă f apart,ine familiei K, atunci Ψn,0(f) ∈ E∗1(Bn). Prin urmare,

Ψn,0(K) = Ψn,0

(
E∗1(U)

)
⊆ E∗1(Bn) 6= K(Bn). (4.3.1)

Următorul rezultat a fost observat şi demonstrat de Grigoriciuc ı̂n [53].

Lema 4.3.2. Fie α = 0 s, i k ∈ {0, 1, 2}. Atunci Ψn,0(Gn,kf) = Gn,k(Ψn,0(f)).

Corolarul 4.3.3. Fie α = 0 s, i k ∈ {0, 1, 2}. Atunci Ψn,0

(
E∗k(U)

)
⊆ E∗k(Bn).

Al doilea rezultat important din această sect, iune este legat de operatorul Ψn,1 ı̂n cazul particular α = 1.

Teorema 4.3.4. Dacă f ∈ K, atunci Ψn,1 ∈ E∗1(Bn). Prin urmare, Ψn,1(K) = Ψn,1

(
E∗1(U)

)
⊆ E∗1(Bn) 6=

K(Bn).

Similar cu Lema 4.3.2, obţinem următoarele rezultate:

Lema 4.3.5. Fie α = 1 s, i k ∈ {0, 1, 2}. Atunci Ψn,1(Gn,kf) = Gn,k(Ψn,1(f)).

Corolarul 4.3.6. Fie α = 1 s, i k ∈ {0, 1, 2}. Atunci Ψn,1

(
E∗k(U)

)
⊆ E∗k(Bn).

Graham s, i Kohr au demonstrat ı̂n [44] că operatorul de extensie Ψn,α nu păstrează convexitatea pentru
orice n ≥ 2 şi α ∈ [0, 1]. Cu toate acestea, am demonstrat aici că Ψn,α

(
E∗k(U)

)
⊆ E∗k(Bn), pentru α ∈ {0, 1}

s, i k ∈ {1, 2}. În particular, obţinem că Ψn,α(K) ⊆ E∗1(Bn), pentru α ∈ {0, 1}. Cum acestea sunt doar
câteva cazuri particulare ale operatorului de extensie, respectiv ale clasei E∗k , este natural să considerăm
următoarea ı̂ntrebare:

Întrebarea 4.3.7. Fie α ∈ [0, 1] s, i k ∈ N
� Este adevărat că Ψn,α

(
E∗k(U)

)
⊆ E∗k(Bn)?

� În particular, este adevărat că Ψn,α(K) ⊆ E∗1(Bn), pentru orice α ∈ [0, 1]?

Pe de altă parte, Roper s, i Suffridge au arătat ı̂n [121] că operatorul lor de extensie păstrează convexitatea
de la U la bilă unitate a unui spat, iu Hilbert complex. Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr au demonstrat ı̂n
[36] că operatorul de extensie Ψα,β păstrează not, iunea de stelaritate de la discul unitate U la bila unitate
BH a unui spat, iu Hilbert complex H. Având ı̂n vedere aceste rezultate, putem considera următoarea
ı̂ntrebare:

Întrebarea 4.3.8. Fie α ∈ [0, 1] s, i k ∈ N. Fie s, i BH bilă unitate a unui spat,iu Hilbert complex H.

� Este adevărat că Ψn,α

(
E∗k(U)

)
⊆ E∗k(BH)?

� În particular, este adevărat că Ψn,α(K) ⊆ E∗1(BH)?
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Part III

Contribuţii ı̂n teoria aplicaţiilor
biolomorfe ı̂n spaţii Banach complexe
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Capitolul 5

Aplicaţii biolomorfe şi teoria Loewner ı̂n
spaţii Banach complexe

Capitolul 5 este dedicat unui scurt studiu asupra aplicat, iilor biolomorfe s, i operatorilor de extensie ı̂n spat, ii
Banach complexe. Includem aici extensii ale unor rezultate prezentate ı̂n capitolele anterioare. Printre cei
care au adus contribut, ii importante ı̂n teoria geometrică a funcţiilor ı̂n caz infinit dimensional se numără J.
Mujica, T. Poreda, T.J. Suffridge (a se vedea de exemplu [106], [117], [118], [127]) s, i mai recent F. Bracci,
I. Graham, H. Hamada, G. Kohr s, i M. Kohr (a se vedea de exemplu [3], [34], [38], [39], [40], [41]). Începem
discut, ia noastră de la lucrarea foarte recentă publicată de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr referitoare la
aplicat, ii biolomorfe, lant,uri Loewner s, i operatori de extensie ı̂n spat, ii Banach complexe (a se vedea [39],
[40], [41]). Aceste lucrări constituie baza studiului nostru, cont, inând unele dintre ideile fundamentale ı̂n
obt, inerea tuturor celorlalte rezultate din această parte.

Prima secţiune cont, ine rezultate de bază s, i proprietăt, i ale funct, iilor olomorfe s, i ale aplicat, iilor olomorfe
ı̂n caz infinit dimensional. Prezentăm principalele not, iuni s, i rezultate care vor fi utilizate ı̂n acest capitol
(de ex. teorema maximului modulului, lema lui Schwarz). Pentru mai multe detalii, se poate consulta [45],
[78], [79], [106], [127], [128]. În plus, reamintim aici generalizarea familiei Carathéodory s, i rezultatele de
deformare obt, inute de Gurganus (a se vedea [57]), respectiv de Bracci, Elin, Shoikhet (a se vedea [6]) s, i
Graham, Hamada, Honda, Kohr s, i Shon (a se vedea [31]) ı̂n caz infinit dimensional.

Următoarea secţiune este dedicată unor familii particulare de aplicat, ii biolomorfe ı̂n spat, ii Banach
complexe. Prezentăm aici clasele de aplicat, ii stelate, convexe, respectiv ε-stelate ı̂mpreună cu caracterizarea
lor analitică. Contribut, ii importante au fost aduse de Suffridge (a se vedea [127]), Gurganus (a se vedea
[57]), Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [68], [74]), Gong s, i Liu (a se vedea [25], [26]).

În §5.3 ne concentrăm atenţia asupra rezultatelor generale legate de teoria lant,urilor Loewner ı̂n spat, ii
Banach complexe care vor fi utilizate ı̂n rezultatele noastre principale. Studiul lant,urilor de subordonare
ı̂n spat, ii infinit dimensionale a fost ı̂nceput de Poreda (a se vedea de exemplu [117], [118]). Aceste idei au
fost continuate s, i ı̂mbunătăt, ite de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [34], [38], [39],
[40], [41]), Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu [70], [72]), Arosio, Bracci, Hamada s, i Kohr (a se vedea
de exemplu [2], [3]) care au obt, inut rezultate importante legate de lant,urile Loewner s, i ecuţia diferenţială
Loewner ı̂n spat, ii infinit dimensionale. A doua parte a acestei sect, iuni cont, ine rezultate legate de not, iunea
de reprezentare parametrică ı̂n dimensiuni infinite. Această not, iune se datorează lui Graham, Hamada,
Kohr s, i Kohr (a se vedea [38]) s, i reprezintă generalizarea reprezentării parametrice prezentată ı̂n Definit, ia
3.5.11). De asemenea, discutăm ı̂n această sect, iune despre g-reprezentare parametrică, g-lant,uri Loewner
s, i familii particulare de aplicat, ii biolomorfe asociate acestor noţiuni. Pentru detalii, a se vedea [32], [34],
[45], [60], [61], [62], [74].

As,a cum am ment, ionat deja, principalele surse bibliografice sunt [3], [34], [38], [39], [40], [41], [106],
[117], [118], [127], [131], [132], [133], [134].
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5.1 Noţiuni generale privind olomorfia ı̂n spaţii Banach complexe

Această sect, iune este dedicată studiului proprietăt, ilor de bază ale funct, iilor olomorfe s, i ale aplicat, iilor
olomorfe ı̂n caz infinit dimensional. Prezentăm principalele not, iuni s, i rezultate care vor fi utilizate ı̂n acest
capitol (de ex. teorema maximului modulului, lema lui Schwarz). Pentru mai multe detalii, se poate
consulta [45], [78], [79], [106], [127], [128].

5.1.1 Aplicaţii olomorfe ı̂n spaţii Banach complexe

Fie X un spat, iu Banach complex ı̂n raport cu norma ‖ · ‖. Notăm cu

BX(x0, r) =
{
x ∈ X : ‖x− x0‖ < r

}
bila deschisă de centru x0 ∈ X s, i raza r > 0. În particular, notăm simplu BX = BX(0, 1) bila unitate
deschisă a spaţiului X.

Notăm cu L(X,Y ) mult, imea operatorilor liniari continui din X ı̂ntr-un alt spat, iu Banach complex Y
cu norma standard

‖A‖ = sup
{
‖A(x)‖Y : ‖x‖X = 1

}
,

pentru orice A ∈ L(X,Y ). Când este evidentă norma spaţiului pe care lucrăm, vom omite indicii inferiori
ai normei. În particular, notăm L(X,X) cu L(X) s, i operatorul de identitate din L(X) cu IX (a se vedea
de exemplu [45], [79], [106], [127], [128]).

Definiţia 5.1.1. Fie Ω ⊆ X un domeniu. Aplicaţia f : Ω → Y se numes,te olomorfă pe Ω dacă pentru
fiecare x ∈ Ω există o aplicaţie Df(x) ∈ L(X,Y ) astfel ı̂ncât

lim
h→0

‖f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)‖
‖h‖

= 0.

Notăm cu H(Ω, Y ) mulţimea aplicaţiilor olomorfe pe Ω cu valori ı̂n Y . Dacă Y = X, atunci notăm familia
H(Ω, Y ) cu H(Ω).

Observaţia 5.1.2. Fie X un spat, iu Banach complex s, i Ω ⊆ X un domeniu astfel ı̂ncât 0 ∈ Ω. Spunem
că f ∈ H(Ω) este normată dacă f(0) = 0 s, i Df(0) = IX , unde Df(x) este diferenţiala Fréchet a lui f ı̂n
x. Notăm mulţimea aplicaţiilor olomorfe normate pe Ω cu H0(Ω).

Următorul rezultat este o extensie a lemei lui Schwarz (a se vedea Lema 1.1.4 pentru n = 1; a se vedea
Lema 3.1.3 pentru n ≥ 2) ı̂n caz infinit dimensional (a se vedea de exemplu [78]).

Lema 5.1.3. Fie M > 0 s, i f ∈ H(BX) astfel ı̂ncât f(0) = 0 s, i ‖f(x)‖ < M , pentru orice x ∈ BX .
Atunci ‖f(x)‖ ≤ M‖x‖, pentru orice x ∈ BX . În plus, dacă ∃x0 ∈ BX \ {0} cu ‖f(x0)‖ = M‖x0‖, atunci
‖f(ax0)‖ = M‖ax0‖, pentru orice a ∈ C cu |a| ≤ 1

‖x0‖ .

5.1.2 Generalizări ale familiei Carathéodory

În această subsect, iune prezentăm generalizarea familiei Carathéodory ı̂n spat, ii Banach compexe (a se vedea
de exemplu [45], [57], [74], [106], [127] , [128]).

Fie X un spat, iu Banach complex. Pentru orice x ∈ X \ {0} notăm cu

T (x) =
{
lx ∈ L(X,C) : lx(x) = ‖x‖X , ‖lx‖ = 1

}
.

Având ı̂n vedere teorema lui Hahn-Banach, s,tim că T (x) 6= ∅. De exemplu, dacă X = Cn este ı̂nzestrat cu

o p-normă ‖ · ‖p, p ≥ 1 (reamintim că ı̂n §3.1.1 p-norma este definită prin ‖x‖p =
(∑n

j=1 |xj |p
) 1
p , pentru

orice x ∈ Cn; a se vedea [45], [106]) s, i lx ∈ L(X,C) este definit prin lx(y) = 1

‖x‖p−1
p

∑
j≥1,xj 6=0 |xj |p

yj
xj

, pentru

orice x, y ∈ X cu x 6= 0, atunci lx ∈ T (x) (pentru detalii, a se vedea [45], [106]). Este binecunoscut faptul
că această mult, ime joacă un rol important ı̂n studiul aplicaţiilor biolomorfe ı̂n spat, ii Banach complexe.
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Fie BX bilă unitate deschisă a lui X. Atunci

M(BX) =

ß
h ∈ H0(BX) : Relx

(
h(x)

)
> 0, x ∈ BX \ {0}, lx ∈ T (x)

™
(5.1.1)

este familia Carathéodory ı̂n H(BX). Dacă X = C, atunci se observă us,or că f ∈ M(U) dacă s, i numai

dacă f(x)
x ∈ P, unde P este familia Carathéodory pe U definită ı̂n Capitolul 1.

Unul dintre rezultatele care poate fi extins de la cazul n-dimensional la spat, ii Banach complexe este
teorema de deformare pentru clasa Carathéodory (a se vedea Teorema 3.2.2). Această extensie a fost
obt, inută de Gurganus (a se vedea [57]).

Propoziţia 5.1.4. Fie X un spat,iu Banach complex s, i fie h ∈M(BX). Atunci

‖x‖1− ‖x‖
1 + ‖x‖

≤ Relx
(
h(x)

)
≤ ‖x‖1 + ‖x‖

1− ‖x‖
, (5.1.2)

pentru orice x ∈ BX \ {0} s, i lx ∈ T (x).

Pentru detalii si alte rezultate importante legate de familia Carathéodory in caz infinit dimensional, se
pot consulta [32], [36], [38], [45], [118], [128].

5.2 Familii de aplicaţii biolomorfe ı̂n spaţii Banach complexe

Fie X,Y două spat, ii Banach complexe s, i fie Ω ⊆ X un domeniu. Spunem că f ∈ H(Ω, Y ) este

� local biolomorfă pe Ω dacă ∀x ∈ Ω, ∃r1, r2 > 0 astfel ı̂ncât f este o aplicaţie bijectivă de la BX(x, r1)
ı̂n BY (f(x), r2) a cărei inversă este olomorfă pe BY (f(x), r2);

� biolomorfă pe Ω dacă f(Ω) ⊆ Y este un domeniu s, i ∃f−1 ∈ H(f(Ω)).

Ca s, i ı̂n cazul finit dimensional, notăm cu

� LS(BX) familia aplicaţiilor local biolomorfe normate pe BX ı̂n X;

� S(BX) familia aplicaţiilor biolomorfe normate pe BX ı̂n X.

În particular, când X = C, avem că BX = U s, i atunci LS(U) = LS, respectiv S(U) = S ca ı̂n Capitolul 1.
Pentru detalii, se pot consulta [45], [106], [127], [128].

Observaţia 5.2.1. Este important de ment, ionat aici că f ∈ LS(BX) dacă s, i numai dacă diferenţiala
Frechét Df(x) are o inversă mărginită pentru fiecare x ∈ BX . Dacă X = Cn, condit, ia anterioară se reduce
la proprietatea că Jf (z) 6= 0, pentru orice z ∈ Bn (̂ın particular, pentru n = 1, obt, inem f ′(ζ) 6= 0, pentru
orice ζ ∈ U).

Observaţia 5.2.2. O altă observaţie importantă este că, ı̂n cazul infinit dimensional, not, iunile de univalent, ă
s, i biolomorfie nu sunt echivalente, adică există aplicaţii univalente care nu sunt biolomorfe (a se vedea de
exemplu [107], [119], [128]). Acest rezultat este ı̂n contrast cu cazul finit dimensional (a se vedea Definit, ia
3.3.1). Pentru mai multe detalii s, i exemple, se poate consulta s, i [128].

5.2.1 Aplicaţii stelate

În cele ce urmează, fie X,Y două spat, ii Banach complexe s, i fie Ω ⊆ X un domeniu.

Definiţia 5.2.3. Fie f : Ω→ Y o aplicaţie şi fie x0 ∈ Ω. Atunci f este stelată ı̂n raport cu x0 pe Ω dacă
f este biolomorfă pe Ω s, i f(Ω) este un domeniu stelat ı̂n raport cu f(x0).

Notăm cu S∗(BX) familia aplicaţiilor stelate (fat, ă de zero) şi normate pe bila unitate BX ı̂n X. Car-
acterizarea analitică a acestei familii a fost obţinută de Suffridge (a se vedea [127]). O formă simplificată
a acestui rezultat a fost demonstrată de Gurganus (a se vedea [57]), iar forma finală a caracterizării se
datorează lui Hamada s, i Kohr (a se vedea [68]).
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Teorema 5.2.4. Fie f : BX → Y o aplicaţie local biolomorfă astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f ∈ S∗(BX)
dacă s, i numai dacă există h ∈M(BX) astfel ı̂ncât f(x) = Df(x)h(x), pentru orice x ∈ BX .

Pentru mai multe detalii s, i exemple de aplicaţii stelate ı̂n caz infinit dimensional, se pot consulta
lucrările [45], [75], [127], [128]. De remarcat că not, iunile de spiralitate de tip δ ∈ (−π/2, π/2), respectiv
aproape stelaritate de ordin α ∈ [0, 1) pot fi extinse şi ı̂n cazul spat, iilor Banach complexe (a se vedea de
exemplu [45], [74], [127], [128], [133]).

5.2.2 Aplicaţi convexe

Fie X,Y două spat, ii Banach complexe s, i fie Ω ⊆ X un domeniu.

Definiţia 5.2.5. Fie f ∈ H(Ω, Y ) o aplicaţie. Atunci f este convexă pe Ω dacă f este biolomorfă pe Ω s, i
f(Ω) este un domeniu convex ı̂n Y .

Notăm cu K(BX) familia aplicaţiilor convexe normate pe bila unitate BX ı̂n X. În continuare,
prezentăm o condiţie necesară pentru convexitatea pe BX obt, inută de Suffridge, respectiv de Roper s, i
Suffridge (a se vedea [122], [127]).

Teorema 5.2.6. Dacă f : BX → Y este convexă, atunci

D2f(x)(x, x) +Df(x)x = Df(x)h(x), (5.2.1)

pentru orice x ∈ BX , unde h ∈M(BX).

Alte rezultate importante legate de aplicaţii convexe s, i teoreme de caracterizare ı̂n caz infinit dimen-
sional pot fi găsite ı̂n [45], [127], [128].

5.2.3 Aplicaţii ε-stelate

O not, iune importantă care leagă clasele prezentate mai sus este ε-stelaritatea introdusă de Gong s, i Liu
(a se vedea [25]). Prezentăm aici definit, ia ı̂mpreună cu caracterizarea analitică a ε-stelarităţii (a se vedea
[25]).

Definiţia 5.2.7. Fie 0 ≤ ε ≤ 1 s, i fie f : BX → Y o aplicaţie biolomorfă astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f
este ε-stelată pe BX dacă f(BX) este un domeniu stelat ı̂n raport cu fiecare punct din εf(BX), adică

(1− t)f(x) + tεf(y) ∈ f(BX), t ∈ [0, 1], x, y ∈ BX .

Observaţia 5.2.8. Este us,or de observat că pentru ε = 0 obt, inem familia aplicaţiilor stelate pe BX s, i
pentru ε = 1 obt, inem familia aplicaţiilor convexe pe BX .

5.3 Teoria lanţurilor Loewner ı̂n spaţii Banach complexe

În această sect, iune prezentăm câteva rezultate generale legate de teoria lant,urilor Loewner ı̂n context infinit
dimensional. După cum va fi ment, ionat ı̂n cele ce urmează, studiul lant,urilor de subordonare ı̂n spat, ii infinit
dimensionale a fost ı̂nceput de Poreda (a se vedea [117], [118]). Aceste idei au fost continuate s, i ı̂mbunătăt, ite
de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [34], [38], [39], [40]), Hamada Kohr (a se vedea
[70], [72]), Arosio, Bracci, Hamada s, i Kohr (a se vedea [2], [3]) care au obt, inut rezultate importante privind
lant,urile Loewner s, i ecuaţia diferenţială Loewner ı̂n spat, ii Banach complexe. A doua parte a acestei sect, iuni
cont, ine rezultate legate de ideea de reprezentare parametrică ı̂n caz infinit dimensional. Această not, iune
se datorează lui Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea [38]) s, i reprezintă generalizarea reprezentării
parametrice prezentate ı̂n Definit, ia 3.5.11. De asemenea, discutăm ı̂n această parte despre conceptul de g-
reprezentare parametrică, g-lant, Loewner s, i familii de aplicaţii biolomorfe asociate acestor noţiuni. Pentru
detalii, se pot consulta lucrările [32], [34], [45], [60], [61], [62].
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5.3.1 Lanţuri Loewner şi aplicaţii biolomorfe

Începem această sect, iune cu câteva not, iuni introductive s, i rezultate legate de teoria lant,urilor Loewner ı̂n
caz infinit dimensional. Poreda a fost primul care a studiat lant,urile de subordonare s, i ecuaţia diferenţială
Loewner pe bila unitate a unui spat, iu complex Banach (a se vedea de exemplu [117], [118]). Mai târziu, au
fost obt, inute diverse rezultate importante de către Arosio, Bracci, Hamada s, i Kohr (a se vedea de exemplu
[2], [3]), Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [34], [38], [39], [70]). Este important de
ment, ionat că rezultate foarte recente au fost obt, inute de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [40], [41], [72].

În cele ce urmează, fie X un spat, iu Banach complex ı̂n raport cu norma ‖ · ‖ s, i fie BX bila deschisă
unitate a lui X.

Definiţia 5.3.1. Fie f, g, φ ∈ H(BX). Atunci

1. φ este o aplicaţie Schwarz dacă ‖φ(x)‖ ≤ ‖x‖, pentru orice x ∈ BX ;

2. f este subordonat lui g s, i scriem f ≺ g dacă există o aplicaţie Schwarz φ astfel ı̂ncât f(x) = g(φ(x)),
pentru orice x ∈ BX .

Definiţia 5.3.2. O aplicaţie f : BX × [0,∞)→ X este numită

� lant, de subordonare univalent dacă f(·, t) este univalentă pe BX , f(0, t) = 0 pentru t ≥ 0 s, i f(·, s) ≺
f(·, t) pentru orice 0 ≤ s ≤ t <∞;

� ı̂n plus, dacă f(·, t) este biolomorfă pe BX s, i Df(0, t) = etIX pentru orice t ≥ 0, atunci f se numes,te
lant, Loewner.

Reamintim că condit, ia anterioară de subordonare corespunde existent,ei unei unice aplicaţii Schwarz biolo-
morfe v = v(·, s, t) astfel ı̂ncât

f(x, s) = f(v(x, s, t), t), x ∈ BX , 0 ≤ s ≤ t <∞.

Aplicaţia v = v(·, s, t) se numes,te aplicaţia (funcţia) de tranzit,ie asociată lui f(x, t). Aplicaţia v satisface
proprietatea semigrupurilor (a se vedea de exemplu [34])

v(x, s, t) = v
(
v(x, s, u), u, t

)
, x ∈ BX , 0 ≤ s ≤ u ≤ t <∞.

Definiţia 5.3.3. O aplicaţie h = h(x, t) : BX × [0,∞) → X este un câmp vectorial generator (sau câmp
vectorial Herglotz ) dacă:

a) h(·, t) apart, ine clasei M(BX), pentru orice t ≥ 0;

b) h(x, ·) apart, ine clasei de funct, ii măsurabile pe [0,∞), pentru orice x ∈ BX .

Conform definit, iilor anterioare, avem următorul rezultat de existent, ă s, i unicitate obt, inut ı̂n [69] (a se
vedea s, i [31], [109]). Acest rezultat este analogul rezultatelor prezentate ı̂n C (a se vedea Teorema 1.6.4),
respectiv ı̂n Cn (a se vedea Teoremele 3.5.4 s, i 3.5.6) .

Lema 5.3.4. Fie X un spat,iu Banach complex reflexiv s, i fie h = h(x, t) : BX × [0,∞) → X un câmp
vectorial Herglotz. Atunci, pentru fiecare s ≥ 0 s, i x ∈ BX , problema Cauchy

∂v

∂t
= −h(v, t), a.e. t ≥ s

v(x, s, s) = x
(5.3.1)

are o solut,ie unică v = v(x, s, t) astfel ı̂ncât

� v(·, s, t) apart,ine familiei de aplicaţii Schwarz univalente;

� v(x, s, ·) apart,ine clasei de funct,ii Lipschitz uniform continue pe [s,∞) fat,ă de x ∈ BX(0, ρ), unde
ρ ∈ (0, 1);
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� Dv(0, s, t) = es−tIX , pentru 0 ≤ s ≤ t.

În plus, pentru orice ρ ∈ (0, 1) s, i s ≥ 0, limita limt→∞ e
tv(x, s, t) = f(x, s) există uniform ı̂n BX(0, ρ).

Atunci f(x, t) este un lant, Loewner s, i pentru fiecare ρ ∈ (0, 1), există Mρ ≤ ρ
(1−ρ)2 astfel ı̂ncât

‖e−tf(x, t)‖ ≤Mρ, ‖x‖ ≤ ρ, t ≥ 0. (5.3.2)

Având ı̂n vedere rezultatele obt, inute de Poreda (a se vedea [118]), avem că dacă h(x, t) este continuă
pe BX × [0,∞), atunci concluzia lemei anterioare este adevărată ı̂n cazul spat, iilor Banach complexe, nu
neapărat reflexive (a se vedea de exemplu [34]). Alte rezultate importante legate de teoria lant,urilor
Loewner ı̂n spat, ii Banach complexe pot fi găsite ı̂n lucrările recente ale lui Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr
(a se vedea [34], [39], [40], [41], [72]).

5.3.2 Reprezentare parametrică şi g-reprezentare parametrică

În continuare, prezentăm not, iunea de reprezentare parametrică ı̂n caz infinit dimensional. Această not, iune
se datorează lui Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea [38]) s, i reprezintă generalizarea ideii prezentate
ı̂n Definit, ia 3.5.11. De asemenea, discutăm ı̂n această parte despre g-reprezentare parametrică s, i g-lant,uri
Loewner. Pentru detalii, se pot consulta lucrările [34], [45], [61], [74].

Reprezentare parametrică

Fie X un spat, iu Banach complex reflexiv. Reamintim că notăm cu H0(BX) mulţimea aplicaţiilor olomorfe
normate pe BX .

Definiţia 5.3.5. O aplicaţie f ∈ H0(BX) are reprezentare parametrică dacă există un câmp vectorial
Herglotz h(x, t) : BX × [0,∞) → X astfel ı̂ncât f(x) = limt→∞ e

tv(x, t) uniform pe BX(0, ρ), pentru orice
ρ ∈ (0, 1), unde v(x, t) este unica solut, ie Lipschitz continuă a problemei (5.3.1) pe [0,∞) pentru s = 0.
Notăm cu S0(BX) familia aplicaţiilor care admit reprezentare parametrică pe BX .

g-reprezentare parametrică

Înainte de a prezenta definit, ia g-reprezentării parametrice, considerăm următoarea ipoteză ce va juca un
rol cheie ı̂n acest capitol (a se vedea de exemplu [34], [45]):

Ipoteza 5.3.6. Fie g : U→ C o funct, ie univalentă olomorfă cu g(0) = 1 s, i Reg(ζ) > 0, pentru orice ζ ∈ U.

Un pas important este extinderea clasei Mg ı̂n caz infinit dimensional (a se vedea Definit, ia 3.5.16
pentru X = Cn). Pentru detalii, se pot consulta lucrările [34], [45], [61], [74].

Definiţia 5.3.7. Fie g : U → C o funcţie ce satisface Ipoteza 5.3.6 s, i fie h ∈ H0(BX). Spunem că
h ∈Mg(BX) dacă 1

‖x‖ lx
(
h(x)

)
∈ g(U), pentru orice x ∈ BX \ {0} s, i lx ∈ T (x).

Având ı̂n vedere rezultatele anterioare, putem prezenta not, iunea de g-reprezentare parametrică, respec-
tiv g-lant, Loewner ı̂n dimensiuni infinite (a se vedea de exemplu [32], [34], [40] ).

Definiţia 5.3.8. Fie X un spat, iu Banach complex reflex s, i fie f ∈ S0(BX). Spunem că f are g-reprezentare
parametrică dacă h(·, t) ∈ Mg(BX) s, i notăm cu S0

g (BX) familia aplicaţiilor care admit g-reprezentare
parametrică pe BX .

Definiţia 5.3.9. Fie g : U→ C o funcţie care satisface Ipoteza 5.3.6 s, i fie f = f(x, t) : BX × [0,∞)→ X
o aplicaţie. Spunem că f(x, t) este un g-lant, Loewner dacă

a) f(x, t) este un lant, Loewner astfel ı̂ncât familia
{
e−tf(·, t)

}
t≥0 este uniform mărginită pe ρBX , pentru

ρ ∈ (0, 1);
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b) ∃A ⊆ [0,∞) o mulţime de măsură nulă astfel ı̂ncât ∃∂f∂t (x, t) pentru t ∈ [0,∞) \ A s, i pentru orice
x ∈ BX s, i ∃h = h(x, t) : BX × [0,∞) → X un câmp vectorial Herglotz cu proprietatea că h(·, t)
apart, ine clasei Mg(BX) pentru orice t ∈ [0,∞) \A s, i

∂f

∂t
(x, t) = Df(x, t)h(x, t), t ∈ [0,∞) \A, ∀x ∈ BX . (5.3.3)

Observaţia 5.3.10. Este important de subliniat aici că ı̂n [39] (a se vedea s, i [40]) autorii ment, ionează
că, ı̂n general, dacă X este un spat, iu Banach complex s, i dacă f(x, t) satisface prima condit, ie din Definit, ia
5.3.9, atunci nu se s,tie exact dacă ∃∂f∂t (x, t) pentru orice x ∈ BX s, i t ∈ [0,∞) \ A, unde A ⊂ [0,∞) este o

mulţime de măsură nulă. De asemenea, dacă ∃∂f∂t (x, t) ı̂n aceeas, i ipoteză, nu se s,tie dacă ∃h(x, t) un câmp
vectorial generator astfel ı̂ncât ecuat, ia diferent, ială Loewner (5.3.3) este adevărată. Cu toate acestea, ı̂n
cazul spat, iilor Banach complexe reflexive separabile, obt, inem răspunsuri pozitive la aceste ı̂ntrebări (a se
vedea de exemplu [39], [40]).

5.3.3 Aplicaţi biolomorfe asociate cu g-lanţuri Loewner

Ultima parte a acestei secţiuni este dedicată unor familii particulare de aplicaţii biolomorfe asociate g-
lanţurilor Loewner. Aceste noţiuni au fost studiate atât ı̂n dimensiuni finite, cât şi ı̂n caz infinit dimensional
de mai mulţi autori (a se vedea [32], [45], [60], [61], [62], [74]). În cele ce urmează, fie g : U→ C o funct, ie
care satisface Ipoteza 5.3.6.

Definiţia 5.3.11. Fie d ∈ (0, 1] s, i µ ∈ [0, 1). O aplicaţie f ∈ LS(BX) este

a) g-stelată pe BX dacă h ∈Mg(BX), unde

h(x) =
[
Df(x)

]−1
f(x), x ∈ BX . (5.3.4)

Notăm cu S∗g (BX) familia aplicaţiilor g-stelate normate pe BX .

b) tare stelată de ordin d dacă h ∈Mg(BX), unde h este definită de (5.3.4) şi

g(ζ) =

Å
1− ζ
1 + ζ

ãd
, ζ ∈ U. (5.3.5)

Ramura funct, iei putere este aleasă astfel ı̂ncât
(1−ζ
1+ζ

)d∣∣
ζ=0

= 1.

c) aproape stelată de ordin µ dacă h ∈Mg(BX), unde h este definită de (5.3.4) s, i

g(ζ) = (1− µ)
1− ζ
1 + ζ

+ µ, ζ ∈ U. (5.3.6)

d) stelată parabolic de ordin µ dacă h ∈Mg(BX), unde h este definită de (5.3.4), g = 1/qµ s, i

qµ(ζ) = 1 +
4(1− µ)

π2

Å
log

1 +
√
ζ

1−
√
ζ

ã2
, ζ ∈ U

Alegem ramura funct, iei logaritm astfel ı̂ncât log 1 = 0.

Teorema 5.3.12. Fie f ∈ LS(BX) s, i fie g : U → C o funct,ie univalentă care ı̂ndeplines, te condit,iile
din Ipoteza 5.3.6. Atunci f ∈ S∗g (BX) dacă s, i numai dacă f(x, t) = etf(x) este un g-lant, Loewner pe
BX × [0,∞).

Pentru detalii s, i rezultate legate de alte subclase de aplicaţii biolomorfe asociate g-lant,urilor Loewner,
se pot consulta lucrările [39], [40], [74]. Pentru cazul finit dimensional, a se vedea [32], [34], [60], [61], [62],
[98].
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Capitolul 6

Noi rezultate privind lanţuri Loewner şi
operatori de extensie ı̂n spaţii Banach
complexe

Ultimul capitol al tezei cont, ine rezultate originale legate de lant,uri Loewner s, i operatori de extensie ı̂n
spat, ii Banach complexe. Ideile din acest capitol se bazează pe rezultatele obţiunute de Graham, Hamada,
Kohr s, i Kohr ı̂n [39] s, i [40]. Parte din rezultatele originale au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [55].

În prima secţiune vom considera operatorul de extensie Graham-Kohr Ψα pe domeniul Ωp,r =
{

(z1, w) ∈
Y = C ×X : |z1|p + ‖w‖rX < 1

}
, unde X este un spat, iu Banach complex, α ∈ [0, 1] s, i p, r ≥ 1. Pe baza

rezultatelor obţinute de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [39] pentru p = 2 (a se vedea s, i [40]), vom
ı̂ncerca să obt, inem proprietăt, i de extensie pentru cazul general p ∈ [1,∞).

A doua sect, iune este dedicată studiului consevării lant,urilor Loewner prin operatorul de extensie definit
de Pfaltzgraff şi Suffridge. Recent, Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [40]) au arătat
că operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge păstrează primele elemente ale lant,urilor Loewner din bila
unitate deschisă BX a unui JB∗-triple X de dimensiune n ı̂ntr-un domeniu Dα ⊆ BX × BY , unde Y este
un spat, iu Banach complex (pentru rezultate complete s, i demonstrat, iile acestora, se poate consulta [33],
[35] s, i [40]). Inspiraţi de aceste idei, vom demonstra că operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge
păstrează primele elemente ale lant,urilor Loewner din bila unitate Bn a Cn (̂ın raport cu diferite norme,
adică norma Euclidiană, norma supremum) pe bila unitate a spaţiuluiW = Cn×Y , unde Y este un spat, iu
Banach complex.

Capitolul se bazează pe lucrările recente [34], [38], [39], [40], [41], [131], [131], [131], [133], [134].

6.1 g-lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Graham-Kohr

Fie X un spat, iu Banach complex s, i fie p, r ≥ 1. De asemenea, fie

Ωp,r =
{

(z1, w) ∈ Y = C×X : |z1|p + ‖w‖rX < 1
}
. (6.1.1)

unde z1 ∈ C s, i w ∈ X. Atunci funct, ionala Minkowski pe Ωp,r este o normă completă ‖ · ‖Y pe Y s, i Ωp,r

este bila unitate a lui Y = C×X ı̂n raport cu această normă, unde

� funct, ionala Minkowski pe Ωp,r este dată de ρ(z) = inf{t > 0 : 1
t z ∈ Ωp,r}, pentru z ∈ Ωp,r;

� norma ‖ · ‖Y pe Y este dată de ‖z‖Y = |z1|p + ‖w‖rX , pentru z = (z1, w) ∈ Y = C×X.

Fie α ≥ 0 s, i fie Ψα : LS → LS(Ωp,r) operatorul de extensie Graham-Kohr definit prin

Ψα(f)(z1, w) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα
w

ã
, z = (z1, w) ∈ Ωp,r, (6.1.2)
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6.1. g-lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Graham-Kohr

unde ramura funct, iei putere are proprietatea că
(f(z1)

z1

)α∣∣
z1=0

= 1. Reamintim că pentru α, β ≥ 0, notăm
cu

Φα,β(f)(z1, w) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα(
f ′(z1)

)β
w

ã
, z = (z1, w) ∈ Ωp,r (6.1.3)

operatorul de extensie de tip Roper-Suffridge. Aici, considerăm ramurile funct, iilor putere astfel ı̂ncât(f(z1)
z1

)α∣∣
z1=0

= 1 s, i
(
f ′(z1)

)β∣∣
z1=0

= 1.

Recent, Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [39], [40]) au demonstrat că operatorul
de extensie de tip Roper-Suffridge Φα,β duce primul element al unui g-lanţ Loewner pe U ı̂n primul element
al unui g-lanţ Loewner pe Ω2,r cu r ≥ 1, unde α ∈ [0, 1] s, i β ∈ [0, 1/r] astfel ı̂ncât α + β ≤ 1 s, i g este
o funct, ie convexă pe U care satisface Ipoteza 5.3.6. Ca urmare a acestui rezultat, autorii au demonstrat
că Φα,β păstrează not, iunile de g-stealaritate, tare stelaritatea de ordin d ∈ (0, 1] s, i aproape stelaritatea de
ordin µ ∈ [0, 1) (a se vedea [39], [40]).

Dacă β = 0 s, i g ∈ Hu(U) satisface Ipoteza 5.3.6 astfel ı̂ncât g(U) este stelat ı̂n raport cu 1, atunci
obt, inem păstrarea primelor elemente ale g-lant,urilor Loewner s, i a not, iunii de stelaritate parabolică de
ordin µ ∈ [0, 1) prin operatorul de extensie Φα,0 = Ψα pe Ω2,r, pentru α ∈ [0, 1] s, i r ≥ 1 (a se vedea de
exemplu [39], [40]). Pentru cazul finit dimensional, se pot consulta [33], [42], [47].

6.1.1 Preliminarii

În această sect, iune considerăm operatorul de extensie Graham-Kohr Ψα pe domeniul Ωp,r, cu α ≥ 0 s, i
p, r ≥ 1. Pe baza rezultatelor obţinute de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [39] (a se vedea s, i [40])
vom ı̂ncerca să obt, inem proprietăt, i de extensie pentru cazul p ∈ [1,∞). Rezultatele originale prezentate
ı̂n această sect, iune au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [55].

Pentru aceasta, fie X un spat, iu Banach complex s, i să fie Ωp,r dat de (6.1.1) bila unitate a lui Y = C×X,
pentru p, r ≥ 1. Pentru a demonstra principalele rezultate, vom folosi următoarea lemă (care este o
generalizare a Lemei 2.15 demonstrată de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [39] ı̂n cazul p = 2). Foarte
recent, J. Wang a demonstrat acelas, i rezultat (a se vedea [131]) pe domeniul Ωp,r, unde p, r ≥ 1. Prezentăm
aici demonstrat, ia detaliată a rezultatului (̂ın cazul general) pe baza ideilor date de Graham, Hamada, Kohr
s, i Kohr ı̂n [39].

Lema 6.1.1. Fie X un spat,iu Banach complex s, i fie Ωp,r dat de (6.1.1) bila unitate a lui Y = C × X ,
unde p, r ≥ 1. Fie z = (z1, w) 6= 0. Atunci

lz
(
(z1, 0)

)
=

p|z1|p‖z‖Y
p|z1|p + r(‖z‖pY − |z1|p)

(6.1.4)

şi

lz
(
(0, w)

)
=

r(‖z‖pY − |z1|p)‖z‖Y
p|z1|p + r(‖z‖pY − |z1|p)

, (6.1.5)

pentru orice lz ∈ T (z).

Al doilea rezultat obţinut ı̂n această sect, iune este legat de olomorfia aplicaţiei Ψα(f) pe domeniul Ωp,r.

Lema 6.1.2. Fie α ∈ [0, 1] s, i p, r ≥ 1. De asemenea, fie f ∈ Hu(U) astfel ı̂ncât f(U) ⊆ U s, i f(0) = 0 .
Atunci

F (z) = Ψα(f)(z) =

Å
f(z1),

Å
f(z1)

z1

ãα
w

ã
, z = (z1, w) ∈ Ωp,r

este o aplicaţie olomorfă de la Ωp,r la Ωp,r.

Ultimul rezultat al acestei subsect, iuni este legat de principiul subordonării pe Ωp,r. Demonstraţia
urmează ideile principale prezentate de Wang s, i Zhang ı̂n [134] (a se vedea Teorema 3.6) pentru p ∈ [1, 2]
s, i r ≥ 1.

Propoziţia 6.1.3. Fie f, g ∈ S s, i fie Ωp,r domeniul dat de (6.1.1), unde p, r ≥ 1. Dacă α ∈ (0,∞), atunci
f ≺ g pe U dacă s, i numai dacă Ψα(f) ≺ Ψα(g) pe Ωp,r.
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6.1.2 Rezultate de extensie pe Ωp,r

Continuăm această sect, iune cu studiul conservării primelor elemente ale g-lanţurilor Loewner prin opera-
torul de extensie Graham-Kohr Ψα dat de (6.1.2) pe domeniul Ωp,r, unde p, r ≥ 1. Fie g : U→ C o funct, ie
univalentă convexă care satisface Ipoteza 5.3.6. Menţionăm aici că ı̂n demonstrarea următorului rezultat
vom urma argumente similare cu cele pentru Teorema 3.1 din [39]. Este de asemenea important că pentru
X = Cn−1, r = 2 s, i g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , se pot consulta [33, Corolarul 2.9], [42, Teorema 2.1] s, i [47, Teorema 2.1].
Mai mult, pentru rezultate similare legate de operatorul de extensie de tip Roper-Suffridge Φα,β, a se

vedea [39] pentru p = 2 s, i r ≥ 1, respectiv [131] pentru p, r ≥ 1. Următoarele rezultate au fost obt, inute de
Grigoriciuc ı̂n [55].

Teorema 6.1.4. Fie X un spat,iu Banach complex s, i fie Ωp,r domeniul dat de (6.1.1), unde p, r ≥ 1.
Fie, de asemenea, g o funct,ie convexă pe U care satisface Ipoteza 5.3.6. Dacă f ∈ S este primul element
al g-lant,ului Loewner f(·, t) pe U s, i F (·, t) este un g-lanţ Loewner pe Ωp,r, pentru orice t ≥ 0, atunci
F (·, 0) = Ψα(f), pentru orice α ∈ [0, 1].

În particular, din rezultatul anterior, obt, inem că primele elemente ale lant,urilor Loewner sunt păstrate
de pe discul unitate U ı̂n domeniul Ωp,r, pentru p, r ≥ 1, prin operatorul de extensie Graham-Kohr (pentru
cazul p = 2 s, i operatorul dat de (6.1.3), a se vedea Corolarul 3.2 din [39]). De asemenea, a se vedea
Teorema 2.1 ı̂n [42] s, i Teorema 2.1 ı̂n [47] pentru cazul X = Cn−1 s, i p = r = 2.

Corolarul 6.1.5. Fie Ωp,r s, i g ca ı̂n Teorema 6.1.4, unde p, r ≥ 1. Dacă f ∈ S s, i F (·, t) este un lant,
Loewner pe Ωp,r, pentru orice t ≥ 0, atunci F (·, 0) = Ψα(f), pentru orice α ∈ [0, 1].

În a doua consecint, ă a Teoremei 6.1.4 obt, inem că operatorul de extensie Graham-Kohr Ψα păstrează
aplicaţiile g-steale din U ı̂n Ωp,r pentru p, r ≥ 1. Demonstraţia acestui rezultat se bazează pe idei similare
cu cele folosite ı̂n Corolarul 3.3 din [39], unde autorii au considerat p = 2 s, i operatorul de extensie dat de
(6.1.3). Pentru cazul X = Cn−1, p = r = 2 s, i g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , unde ζ ∈ U, se poate consulta [43, Teorema

2.2]; a se vedea s, i [11, Corolarul 2.3] ı̂n cazul X = Cn−1, p = r = 2 s, i g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ pentru ζ ∈ U s, i

γ ∈ (0, 1).

Corolarul 6.1.6. Fie Ωp,r s, i g ca ı̂n Teorema 6.1.4, unde p, r ≥ 1. Dacă f ∈ S∗g (U), atunci F = Ψα(f) ∈
S∗g (Ωp,r), pentru toate α ∈ [0, 1], unde S∗g (Ωp,r) este familia aplicaţiilor g-stelate pe Ωp,r.

Corolarul 6.1.7. Fie Ωp,r s, i g ca ı̂n Teorema 6.1.4, unde p, r ≥ 1. Dacă f ∈ sS∗d(U), pentru d ∈ (0, 1],
atunci F = Ψα(f) ∈ sS∗d(Ωp,r), pentru α ∈ [0, 1], unde sS∗d(Ωp,r) este familia aplicaţiilor tare stelate de
ordin d pe Ωp,r.

Un alt rezultat important este legat de conservarea primelor elemente ale g-lanţurilor Loewner de către
operatorul de extensie Graham-Kohr, unde g este o funct, ie stelată (univalentă) ı̂n raport cu 1 şi care
satisface Ipoteza 5.3.6. Acest rezultat este o extensie a [39, Teorema 3.4] s, i demonstrat, ia sa urmează
argumente similare cu cele folosite de autori ı̂n [39] pentru p = 2.

Teorema 6.1.8. Fie X un spat,iu Banach complex s, i fie Ωp,r domeniul dat de (6.1.1), unde p, r ≥ 1. Fie,
de asemenea, g o funct,ie care satisface Ipoteza 5.3.6 astfel ı̂ncât g(U) este stelat ı̂n raport cu 1. Dacă f ∈ S
este primul element al g-lant,ului Loewner f(·, t) pe U s, i F (·, t) este un g-lanţ Loewner pe Ωp,r, pentru orice
t ≥ 0, atunci F (·, 0) = Ψα(f), pentru orice α ∈ [0, 1].

Din teorema anterioară obt, inem o consecint, ă (a se vedea [39, Corolarul 3.5] pentru cazul p = 2) legată
de stelaritatea parabolică de ordin µ ∈ [0, 1). Demonstraţia acestui rezultat urmează ideile prezentate de
autori ı̂n [60, Teorema 5.1] s, i [62, Teorema 5.3].

Corolarul 6.1.9. Fie Ωp,r s, i g ca ı̂n Teorema 6.1.8, unde p, r ≥ 1. Dacă f ∈ PS∗(U), pentru µ ∈ [0, 1),
atunci F = Ψα(f) ∈ PS∗(Ωp,r), pentru orice α ∈ [0, 1], unde PS∗(Ωp,r) este familia aplicaţiilor stelate
parabolic de ordin µ pe Ωp,r.
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6.2. Lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

A treia teoremă importantă este dedicată conservării stelarităţii de ordin complex λ, unde λ ∈ C cu
Reλ ≤ 0, prin operatorul de extensie Graham-Kohr. Putem arăta că Ψα păstrează aproape stelaritatea de
ordin complex λ de la U la Ωp,r pentru orice p, r ≥ 1 s, i α ∈ [0, 1]. În demonstrarea acestei teoreme urmăm
ideile principale din demonstrat, ia [134, Teorema 3.8] dată de Wang s, i Zhang pentru p ∈ [1, 2] s, i pentru
operatorul de extensie Φα,β dat de relat, ia (6.1.3). În rezultatul următor considerăm α ∈ [0, 1], β = 0 s, i
p, r ∈ [1,∞).

Observaţia 6.1.10. Reamintim că aproape stelaritatea de ordin complex λ ∈ C cu Reλ ≤ 0 poate fi
caracterizată cu lant,uri Loewner (a se vedea de exemplu [134, Lema 3.5]) astfel: f ∈ LS(BX) este o
aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ pe BX dacă s, i numai dacă F (z, t) este un lant, Loewner, unde

F (z, t) = e(1−λ)tf(eλtz), z ∈ BX , t ∈ [0,∞). (6.1.6)

Teorema 6.1.11. Fie X un spat,iu Banach complex s, i fie Ωp,r domeniul dat de (6.1.1), unde p, r ≥ 1. Fie
de asemenea λ ∈ C astfel ı̂ncât Reλ ≤ 0. Dacă f ∈ Asc∗λ(U), atunci F = Ψα(f) ∈ Asc∗λ(Ωp,r) pentru orice
α ∈ [0, 1], unde notăm cu Asc∗λ(Ωp,r) familia aplicaţiilor aproape stelate de ordin complex λ pe Ωp,r.

Observaţia 6.1.12. Dacă p ∈ [1, 2], atunci Teorema 6.1.11 se reduce la [134, Teorema 3.8]. În plus,
dacă X = Cn−1 s, i p = r = 2, atunci Ωp,r este bila unitate Euclidiană Bn. Pentru λ = 0 obt, inem că
F (z, t) = etΨα(f)(z) este un lant, Loewner s, i, prin urmare, Ψα(f) este o aplicaţie stelată pe Bn. Acest
rezultat binecunoscut a fost demonstrat de Graham s, i Kohr ı̂n [44] (a se vedea s, i [45] sau [133]).

În final, prezentăm două consecint,e ale Teoremei 6.1.11 legate de păstrarea aproape stelarităţii de ordin
µ ∈ [0, 1), respectiv spiralităţii de ordin δ ∈ (−π

2 ,
π
2 ) prin operatorul de extensie Graham-Kohr Ψα de la

discul unitate U la domeniul Ωp,r, pentru p, r ≥ 1 s, i α ∈ [0, 1].

Observaţia 6.1.13. Conform [134, Definit, ia 2.1] dacă λ = µ
µ−1 pentru µ ∈ [0, 1), atunci aproape ste-

laritatea de ordin complex λ se reduce la aproape stelaritate de ordin µ ∈ [0, 1). Pe de altă parte, dacă
λ = i tan δ, pentru δ ∈ (−π

2 ,
π
2 ), atunci aproape stelaritatea de ording complex λ se reduce la spiralitate de

ordin δ.

Pe baza Teoremei 6.1.11 s, i a Observat, iei 6.1.13 obt, inem imediat următoarele rezultate:

Corolarul 6.1.14. Fie Ωp,r cu p, r ≥ 1 ca ı̂n Teorema 6.1.11. Dacă f ∈ AS∗µ(U), unde µ ∈ [0, 1), atunci
F = Ψα(f) ∈ AS∗µ(Ωp,r), pentru orice α ∈ [0, 1].

Corolarul 6.1.15. Fie Ωp,r cu p, r ≥ 1 ca ı̂n Teorema 6.1.11. Dacă f ∈ Ŝδ(U), unde δ ∈ (−π
2 ,

π
2 ), atunci

F = Ψα(f) ∈ Ŝδ(Ωp,r), pentru orice α ∈ [0, 1].

6.2 Lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

Sect, iunea 6.2 este dedicată studiului conservării lant,urilor Loewner prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge de la cazul uni-dimensional la spat, ii Banach complexe infinit dimensionale. Recent, Graham,
Hamada, Kohr s, i Kohr (a se vedea de exemplu [40]) au arătat că operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge păstrează primele elemente ale lant,urilor Loewner din bila unitate deschisă BX a unui JB∗-
triple X de dimensiune n ı̂ntr-un domeniu Dα ⊆ BX × BY , unde Y este un spat, iu Banach complex
(pentru rezultate complete s, i demonstrat, iile acestora, se poate consulta [33], [35] s, i [40]). Alte rezultate
importante demonstrate ı̂n acest cadru general sunt legate de păstrarea stelarităţii şi a spiralită ţii de ordin
γ ∈ (−π/2, π/2) de la BX ı̂n Dα prin operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge. Rezultate similare
au fost obt, inute pentru cazul cu finit dimensional ı̂n [21], [33], [43], [49].

6.2.1 Preliminarii

În această sect, iune vom considera două cazuri particulare ale operatorului studiat de Graham, Hamada,
Kohr s, i Kohr ı̂n [40] pe domenii particulare ı̂n spat, ii Banach complexe (asemănătoare cu cele din [55], [131]
s, i [134]). Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt originale.
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6.2. Lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

Ideea principală este de a demonstra că operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge păstrează
primele elemente ale lant,urilor Loewner din bila unitate Bn din Cn (̂ın raport cu diferite norme) ı̂n bila
unitate a spaţiului W = Cn × Y , unde Y este un spat, iu Banach complex.

Este important de ment, ionat aici că pe parcursul acestei sect, iuni vom folosi diferite norme pe spat, iul

Cn (de exemplu, norma Euclidiană ‖x‖ =
»∑n

j=1 |xj |2, norma supremum ‖x‖∞ = max{|xj | : j = 1, n},

p-norma ‖x‖p =
(∑n

j=1 |xj |p
)1/p

, pentru orice x = (x1, ..., xn) ∈ Cn, p ≥ 1; a se vedea şi §3.1.1) care sunt
echivalente deoarece spat, iul Cn este finit dimensional.

Observaţia 6.2.1. Fie p, r ≥ 1 s, i fie Y un spat, iu Banach complex cu norma ‖ · ‖Y . Dacă spat, iul Cn este
echipat cu norma Euclidiană ‖ · ‖, atunci notăm cu

Ωn,p,r =
{

(x, y) ∈ W = Cn × Y : ‖x‖p + ‖y‖rY < 1
}

(6.2.1)

bila unitate ı̂n Cn × Y , pentru orice p, r ≥ 1, respectiv operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge definit
prin

Ψn,r(f)(z) =

Å
f(x),

[
Jf (x)

] 2
r(n+1) y

ã
, z = (x, y) ∈ Ωn,p,r, (6.2.2)

unde ramura funct, iei putere are proprietatea
[
Jf (x)

] 2
r(n+1)

∣∣
x=0

= 1. În particular, dacă p = 2, atunci
notăm Ωn,2,r cu Ωn,r, unde

Ωn,r =
{

(x, y) ∈ W = Cn × Y : ‖x‖2 + ‖y‖rY < 1
}
, r ≥ 1.

Observaţia 6.2.2. Fie p, r ≥ 1, fie Y un spat, iu Banach complex cu norma ‖ · ‖Y s, i fie BY bilă unitate a
lui Y . Dacă spat, iul Cn este ı̂nzestrat cu norma supremum ‖ · ‖∞, atunci notăm cu

∆n,p,r =

ß
(x, y) ∈ Un × BY : ‖y‖Y <

n∏
j=1

(1− |xj |p)
1
rn

™
(6.2.3)

bila unitate ı̂n W = Cn × Y , pentru orice p, r ≥ 1, respectiv operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge
definit prin

Γn,r(f)(z) =

Å
f(x),

[
Jf (x)

] 1
rn y

ã
, z = (x, y) ∈ ∆n,p,r, (6.2.4)

unde ramura funct, iei putere este aleasă astfel ı̂ncât
[
Jf (x)

] 1
rn
∣∣
x=0

= 1. În particular, dacă p = 2, atunci
notăm ∆n,2,r pur s, i simplu cu ∆n,r, unde

∆n,r =

ß
(x, y) ∈ Un × BY : ‖y‖Y <

n∏
j=1

(1− |xj |2)
1
rn

™
, r ≥ 1.

Menţionăm aici că definit, ia domeniului ∆n,p,r dată ı̂n relaţia (6.2.3) se bazează pe ideile prezentate de
Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [40] (a se vedea de asemenea [63]). Pornind de la un spaţiu n-
dimensional JB∗-triple X s, i un spat, iu Banach complex Y , aceştia au definit mult, imea Dr = {(x, y) ∈
BX × Y : ‖y‖Y < [detB(x, x)]1/(2rc(BX))}, unde r ≥ 1, BX este bila unitate a lui X, B(x, y) ∈ L(X) este
operatorul Bergman, x, y ∈ X s, i c(BX) este o constantă care depinde de metrica Bergman pe X (pentru
detalii, a se vedea [40], [63]). Dacă X este spat, iul Cn cu norma supremum ‖ · ‖∞, atunci BX = Un,
c(Un) = n s, i detB(x, x) =

∏n
j=1(1 − |xj |2)2, pentru orice x ∈ Un (a se vedea [63]). Prin urmare, simple

calcule ne conduc la domeniul Dr = ∆n,r. În cele din urmă, considerând p ∈ [1, 2], obt, inem domeniul mai
general ∆n,p,r definit ı̂n (6.2.3).

Observaţia 6.2.3. Fie p ∈ [1, 2] s, i φ : [0, 1]→ R definită prin φ(t) = 1−t2
1−tp , pentru t ∈ [0, 1]. Atunci φ este

crescătoare pe [0, 1], pentru orice p ∈ [1, 2]. Acest rezultat (considerat mai ı̂ntâi de Wang ı̂n [131, Lema
3.2] s, i [134]) va fi folosit ı̂n demonstrarea principalelor rezultate din această sect, iune.
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6.2. Lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

Pentru operatorii de extensie prezentat, i mai sus putem demonstra următoarele două leme legate de
olomorfia lui Ψn,r(f) (respectiv Γn,r(f)) pe Ωn,p,r (respectiv pe ∆n,r,p), unde p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1.

Lema 6.2.4. Fie p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1. Fie, de asemenea, f ∈ Hu(Bn) astfel ı̂ncât f(Bn) ⊆ Bn s, i f(0) = 0.
Atunci

F (z) = Ψn,r(f)(z) =

Å
f(x), [Jf (x)]

2
r(n+1) y

ã
, z = (x, y) ∈ Ωn,p,r

este o aplicaţie olomorfă de la Ωn,p,r la Ωn,p,r.

Lema 6.2.5. Fie p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1. Fie, de asemenea, f ∈ Hu(Un) astfel ı̂ncât f(Un) ⊆ Un s, i f(0) = 0.
Atunci

Γn,r(f)(z) =

Å
f(x), [Jf (x)]

1
rn y

ã
, z = (x, y) ∈ ∆n,p,r

este o aplicaţie olomorfă de la ∆n,p,r la ∆n,p,r.

6.2.2 Rezultate de extensie pe Ωn,p,r

În continuare prezentăm principalul rezultat al acestei subsect, iuni privind conservarea primelor elemente
ale unui lant, Loewner din bila unitate euclidiană Bn ı̂n domeniul Ωn,p,r prin operatorul de extensie de tip
Pfaltzgraff-Suffridge Ψn,r, unde p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1. Acest rezultat este strâns legat de [35, Teorema 3.1] s, i
[49, Teorema 2.1], unde autorii au tratat aceeas, i problemă pe domenii diferite. Rezultatele prezentate aici
sunt originale s, i au fost obţinute de autor.

Teorema 6.2.6. Fie r ≥ 2n
n+1 , p ∈ [1, 2] s, i fie f ∈ S primul element al lant,ului Loewner f(·, t) pe Bn. Fie

F (·, t) un lant, Loewner pe Ωn,p,r, pentru orice t ≥ 0. Atunci F (·, 0) = Ψn,r(f).

Din teorema anterioară obt, inem următoarele consecint,e legate de stelaritatea de ordin complex λ,
aproape stelaritatea de ording α, spiralitatea de ordin γ şi stelaritatea pe Ωn,p,r pentru p ∈ [1, 2]. Se
observă că dacă p = 2, atunci rezultatele obţinute se reduc la cele demonstrate de Graham, Hamada, Kohr
s, i Kohr ı̂n [40, Corolar 5.4], Graham, Kohr s, i Pfaltzgraff ı̂n [49, Corolar 2.4], respectiv de Wang s, i Zhang
ı̂n [134, Teorema 3.12, Corolare 3.13 s, i 3.14].

Corolarul 6.2.7. Fie r ≥ 2n
n+1 , p ∈ [1, 2] s, i λ ∈ C astfel ı̂ncât Reλ ≤ 0. Dacă f ∈ Asc∗λ(Bn), atunci

F = Ψn,r(f) ∈ Asc∗λ(Ωn,p,r), unde notăm cu Asc∗λ(Ωn,p,r) familia aplicaţiilor aproape stelate de ordin
complex λ pe Ωn,p,r.

Corolarul 6.2.8. Fie r ≥ 2n
n+1 , p ∈ [1, 2] s, i α ∈ [0, 1). Dacă f ∈ AS∗α(Bn), atunci F = Ψn,r(f) ∈

AS∗α(Ωn,p,r), unde AS∗α(Ωn,p,r) este familia aplicaţiilor aproape stelate de ordin α pe Ωn,p,r.

Corolarul 6.2.9. Fie r ≥ 2n
n+1 , p ∈ [1, 2] s, i |γ| < π

2 . Dacă f apart,ine familiei Ŝγ(Bn), atunci F =

Ψn,r(f) ∈ Ŝγ(Ωn,p,r), unde Ŝγ(Ωn,p,r) este familia aplicaţiilor spiralate de ordin γ pe Ωn,p,r.

Corolarul 6.2.10. Fie r ≥ 2n
n+1 , p ∈ [1, 2] s, i |γ| < π

2 . Dacă f apart,ine familiei S∗(Bn), atunci F =
Ψn,r(f) ∈ S∗(Ωn,p,r).

6.2.3 Asupra proprietăţii de ε-stelaritate

O altă proprietate importantă a operatorului Ψn,r este legată de păstrarea ε-stelarităţii pe domeniul Ωn,2,r.
Primul rezultat din această subsect, iune este o generalizare a Teoremei 2.6 demonstrată de Wang s, i Wang
ı̂n [133]. Menţionăm că ı̂n următorul rezultat se consideră p = 2.

Teorema 6.2.11. Fie r ≥ 2n
n+1 . Dacă f ∈ S(Bn) este o aplicaţie ε-stelată pe Bn, atunci F = Ψn,r(f) ∈

S(Ωn,2,r) este o aplicaţie ε-stelată pe Ωn,2,r.

Observaţia 6.2.12. Dacă Y = C s, i r = 2, atunci pentru ε = 0, Teorema 6.2.11 se reduce la [49, Corolarul
2.4]. Pe de altă parte, dacă ε = 1, atunci Teorema 6.2.11 tratează cazul aplicaţiilor convexe asociate cu
operatorul Ψn,r propus de Pfaltzgraff s, i Suffridge ı̂n [111] (a se vedea s, i [49]).
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6.2. Lanţuri Loewner şi operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

6.2.4 Asupra proprietăţii de convexitate

Fie Y un spat, iu Banach complex. Pentru a ∈ (0, 1] s, i r ≥ 1, notăm

Da,r =
{

(x, y) ∈ W = Cn × Y : ‖y‖rY < a
2n
n+1 (1− ‖x‖2)

}
. (6.2.5)

Atunci Da,r ⊆ Ωn,p,r s, i D1,r = Ωn,2,r, unde Ωn,2,r este un caz particular al domeniului definit prin formula
(6.2.1) pentru p = 2. Urmând argumentele prezentate de Graham, Kohr s, i Pfaltzgraff ı̂n [49], putem
extinde o parte din rezultatele lor, după cum urmează:

Teorema 6.2.13. Fie r ≥ 2n
n+1 , f ∈ K(Bn) s, i α1, α2 ∈ R∗+ fie astfel ı̂ncât α1 + α2 ≤ 1. De asemenea, fie

F = Ψn,r(f) operatorul de extensie dat de (6.2.2). Atunci (1− λ)F (x, y) + λF (x̃, ỹ) ∈ F (Dα1+α2,r), unde
(x, y) ∈ Dα1,r, (x̃, ỹ) ∈ Dα2,r s, i λ ∈ [0, 1].

Corolarul 6.2.14. Fie r ≥ 2n
n+1 , f ∈ K(Bn) s, i F = Ψn,r(f). Atunci (1−λ)F (x, y)+λF (x̃, ỹ) ∈ F (Ωn,2,r),

unde (x, y), (x̃, ỹ) ∈ D1/2,r s, i λ ∈ [0, 1].

Observaţia 6.2.15. După cum am ment, ionat mai sus, ı̂n cazul particular Y = C s, i r = 2, Teorema 6.2.13
s, i Corolarul 6.2.14 se reduc la rezultatele obţinute de Graham, Kohr s, i Pfaltzgraff ı̂n [49, Teorema 2.2],
respectiv ı̂n [49, Corolar 2.5].

6.2.5 Rezultate de extensie pe ∆n,p,r

Ultima parte a acestei sect, iuni este dedicată studiului operatorului de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge
Γn,r pe domeniul ∆n,p,r (pentru detalii, se poate consulta [35] s, i [40]). Să considerăm din nou Y un spat, iu
Banach complex, p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1. Reamintim că dacă X = Cn este ı̂nzestrat cu norma supremum ‖ · ‖∞,
atunci notăm cu

∆n,p,r =

ß
(x, y) ∈ Un × BY : ‖y‖Y <

n∏
j=1

(1− |xj |p)
1
rn

™
,

unde Un este polidiscul unitate ı̂n Cn s, i BY este bila unitate deschisă ı̂n spat, iul complex Banach Y . Mai
mult, operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge Γn,r este definit prin

Γn,r(f)(z) =

Å
f(x),

[
Jf (x)

] 1
rn y

ã
, z = (x, y) ∈ ∆n,p,r,

unde ramura funct, iei putere are proprietatea
[
Jf (x)

] 1
rn
∣∣
x=0

= 1.
Pe baza ideilor prezentate de Graham, Hamada s, i Kohr ı̂n [35] obt, inem un rezultat similar cu cel din

Teorema 6.2.6 care descrie conservarea lant,urilor Loewner prin operatorul Γn,r pe domeniul ∆n,p,r (a se
vedea [35, Corolar 3.4] pentru cazul p = 2 a se vedea s, i [33, Teorema 2.1], [35, Teorema 3.1] s, i [49, Teorema
2.1]).

Teorema 6.2.16. Fie r ≥ 1, p ∈ [1, 2] s, i f ∈ S primul element al lant,ului Loewner f(·, t) pe Un. Fie
G(·, t) un lant, Loewner pe ∆n,p,r, pentru orice t ≥ 0. Atunci G(·, 0) = Γn,r(f).

În final, prezentăm două rezultate care derivă din Teorema 6.2.16 ce descriu păstrarea spiralităţii,
respectiv a stelarităţii prin operatorul de extensie Γn,r pe domeniul ∆n,p,r pentru r ≥ 1 s, i p ∈ [1, 2].
În demonstrarea acestor rezultate urmăm ideile principale din demonstrat, ia [35, Corolarul 3.2] dată de
Graham, Hamada s, i Kohr. Pentru cazul p = 2, a se vedea [35, Corolarul 3.4].

Corolarul 6.2.17. Fie r ≥ 1, p ∈ [1, 2] s, i |γ| < π
2 . Dacă f ∈ Ŝγ(Un), atunci Γn,r(f) ∈ Ŝγ(∆n,p,r).

Corolarul 6.2.18. Fie r ≥ 1 s, i p ∈ [1, 2]. Dacă f ∈ S∗(Un), atunci Γn,r(f) ∈ S∗(∆n,p,r).

Menţionăm ı̂n final că studiul operatorului de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge pe domeniul Ωn,p,r ar
putea fi extins şi ı̂n cazul p, r ≥ 1 (a se vedea, de exemplu, rezultatele prezentate ı̂n [55] pentru operatorul
de extensie Graham-Kohr sau ı̂n [131] pentru operatorul de extensie Roper-Sufridge). Aceste extinderi
ar putea constitui probleme de interes pentru specialiştii ı̂n domeniu. Pe de altă parte, o altă problemă
interesantă ar fi studierea unor rezultate similare pentru operatorul de extensie Muir (a se vedea [39], [40],
[103]).
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Concluzii

Pe parcursul acestei teze am prezentat mai multe rezultate legate de teoria geometrică a funcţiilor de una
şi mai multe variabile complexe. În această ultimă parte dorim să reamintim s, i să evident, iem principalele
rezultate originale pe care le-am obt, inut ı̂n fiecare capitol.

Prima parte a tezei a fost dedicată studiului rezultatelor clasice s, i familiilor de funct, ii univalente de
o variabilă complexă. Principalele surse bibliografice utilizate pentru pregătirea acestei părt, i au fost [19],
[29], [45], [77], [85], [87], [102], [114]. Cu toate că Capitolul 1 este unul introductiv, acesta cont, ine s, i
rezultate originale obt, inute de autor ı̂n [50] s, i [51]. Mai ı̂ntâi, ı̂n sect, iunea §1.4 am demonstrat două teoreme
generale de distorsiune pentru funcţii stelate (a se vedea Teorema 1.4.9), respectiv funct, ii convexe de ordin
α (a se vedea Teorema 1.4.19). Aceste rezultate au fost obt, inute de Grigoriciuc ı̂n [51].

O altă familie importantă de funct, ii univalente ı̂n C a fost studiată ı̂n §1.5. Aici, am extins clasa R a
funct, iilor cu partea reală a derivatei pozitivă introdusă de MacGregor ı̂n [96]. Pornind de la R am definit
două noi subclase Rp s, i Rp(α), studiind mai apoi proprietăt, ile lor. Rezultatele originale au fost obt, inute
ı̂n [50].

În Capitolul 2 am introdus un nou operator diferenţial care a fost folosit pentru a defini două noi
subclase de funcţii univalente pe discul unitate ı̂n C. În §2.1 am obt, inut proprietăt, i generale ale operatorului
Gk legate de liniaritate, convolut, ie s, i condit, ii suficiente de univalent, ă (a se vedea Propozit, iile 2.1.3 – 2.1.6).

A doua sect, iune a acestui capitol a fost dedicată studiului subclaselor Ek(α) s, i E∗k(α), unde k ∈ N s, i

α ∈ [0, 1). Împreună cu proprietăt, ile generale ale acestor subclase (teoreme de deformare s, i distorsiune,
estimări ale coeficient, ilor, caracterizări analitice sau cu lant,uri Loewner) am studiat s, i cazuri particulare
(de ex. k = 1 s, i α = 0) care au fost de interes, fiind ı̂n strânsă legătură cu clasele de funct, ii univalente
ment, ionate ı̂n primul capitol (a se vedea de exemplu Propozit, iile 2.2.25 s, i 2.2.26 ı̂n §2.2.2). Toate rezultatele
din acest capitol sunt originale s, i au fost obt, inute de autor ı̂n [54].

A doua parte a acestei teze ı̂ncepe cu Capitolul 3 s, i a fost dedicată studiului aplicaţiilor univalente
de mai multe variabile complexe ı̂n Cn, unde n ≥ 2. Această parte se bazează pe mai multe monografii
importante (de exemplu, [45], [83], [107], [119], [123]) s, i lucrări ale acestor autori (de exemplu, [32], [37],
[44], [128]). Pe lângă rezultatele clasice din teoria geometrică a funcţiilor univalente de mai multe variabile
complexe, ı̂n acest capitol am abordat şi o nouă problemă: biolomorfia combinat, iilor convexe de aplicaţii
biolomorfe pe bila unitate Euclidiana ı̂n Cn. Se s,tie că dacă f, g ∈ S(Bn), atunci (1 − λ)f + λg nu este
necesar biolomorfă pe Bn , unde λ ∈ (0, 1). Totus, i, ı̂n §3.6 am obţinut câteva rezultate (a se vedea de
exemplu Proposition 3.6.6 s, i Teorema 3.6.8) care rezolvă part, ial această problemă (pe baza ideii propuse
de Chichra s, i Singh ı̂n [9]). Rezultatele originale prezentate aici au fost obt, inute ı̂n [52].

O extensie naturală a rezultatelor de mai sus considerată ı̂n acest capitol (a se vedea §3.8) este legată de
combinat, ia convexă a doi operatori de extensie de tip Graham-Kohr (a se vedea Definiţia 3.8.3). Operatorul
de extensie ment, ionat aici a fost definit de I. Graham s, i G. Kohr ı̂n [44] (a se vedea s, i [43]). Aceştia
au demonstrat, de asemenea, că operatorul păstrează not, iunile de stelaritate, spiralitate şi reprezentare
parametrică (a se vedea de exemplu [44], [60], [62]). Acest tip de operator de extensie a fost folosit pentru
a demonstra câteva proprietăt, i ale unui nou operator de extensie ı̂n Cn (a se vedea teoremele 3.8.6 – 3.8.9)
. Rezultatele prezentate ı̂n §3.8 sunt de asemenea originale s, i au fost obt, inute de autor.

În Capitolul 4 am introdus forma n-dimensională a operatorului diferenţial Gk definit ı̂n capitolul 2.
Folosind acest operator am generalizat subclasele E∗k , respectiv Ek de la discul unitate U la bila unitate

Bn ı̂n Cn. În §4.2 am demonstrat câteva rezultate importante referitoare la legătura dintre subclasele E∗1
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(respectiv E1) pe U s, i clasa aplicaţiilor convexe K(Bn) ı̂n Cn (a se vedea Teoremele 4.2.1, 4.2.3 s, i 4.2.5).
Reamintim că rezultatele din cazul n = 1 nu sunt adevărate ı̂n cazul mai multor variabile complexe (a se
vedea de exemplu Teorema 4.2.1). Toate rezultatele obt, inute ı̂n această sect, iune sunt originale s, i au fost
obt, inute de autor ı̂n [53].

A doua parte a acestui capitol a fost dedicată studiului conservării clasei E∗1 = K prin operatorul de
extensie Graham-Kohr Ψn,α ment, ionat mai sus. Des, i operatorul Ψn,α nu păstrează not, iunea de convexitate
(a se vedea de exemplu [44]), am reus, it să demonstrăm că Ψn,α(K) ⊆ E∗1(Bn) pentru α ∈ {0, 1}. Rezultatele
prezentate ı̂n Propozit, ia 4.3.1 s, i Teorema 4.3.4 sunt originale s, i răspund part, ial la ı̂ntrebarea propusă ı̂n
[53].

Ultima parte a tezei cont, ine rezultate legate de aplicaţii biolomorfe s, i operatori de extensie ı̂n spat, ii
Banach complexe. În Capitolul 5 am inclus o scurtă prezentare a principalelor rezultate care au fost
utilizate ı̂n ultimul capitol (de exemplu, familii de aplicaţii biolomorfe, operatori de extensie s, i teoria
Loewner ı̂n cazul infinit dimensional). Această parte se bazează ı̂n principal pe lucrările [39], [40], [41],
[45], [106], [117], [127].

În Capitolul 6 am demonstrat rezultate legate de conservarea lant,urilor Loewner prin operatorul de
extensie Graham-Kohr, respectiv Pfaltzgraff-Suffridge pe domenii particulare ı̂n caz infinit dimensional. În
§6.1 am obt, inut extensii (a se vedea de exemplu Lema 6.1.1, Teoremele 6.1.4, 6.1.8 s, i 6.1.11) ale rezultatelor
prezentate de Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [39] s, i [40]. Pornind de la rezultatele acestora, am
demonstrat că g-lant,urile Loewner sunt păstrate prin operatorul de extensie Graham-Kohr de la discul
unitate U la bila unitate Ωp,r definită de (6.1.1) pentru p, r ≥ 1 (pentru cazul p = 2, a se vedea [39], [40]).

În §6.2 am obt, inut rezultate legate de conservarea primelor elemente ale lant,urilor Loewner din bila
unitate Euclidiană Bn ı̂n domeniul Ωn,p,r prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Ψn,r pentru
p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1 (pentru detalii, a se vedea §6.2.1). Rezultatele originale prezentate aici au fost obt, inute
folosind argumente similare cu cele folosite de autori ı̂n [35] s, i [49]. În Teorema 6.2.11 am obt, inut con-
servarea ε-stelarităţii pe domeniul Ωn,2,r prin operatorul de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge. Acest
rezultat este o generalizare a Teoremei 2.6 demonstrată de Wang s, i Wang ı̂n [133]. Secţiunea se ı̂ncheie cu
câteva rezultate legate de convexitate (a se vedea de exemplu Teorema 6.2.13), respectiv păstrarea primelor
elemente ale lant,urilor Loewner din polidiscul unitate Un ı̂n domeniul ∆n,p,r prin operatorul de extensie
de tip Pfaltzgraff-Suffridge Γn,r pentru p ∈ [1, 2] s, i r ≥ 1 (a se vedea Teorema 6.2.16, Corolariile 6.2.17 s, i
6.2.18). O parte din rezultatele prezentate ı̂n acest capitol sunt originale s, i au fost obt, inute de autor ı̂n
[55].

În final, ment, ionăm că toate rezultatele originale prezentate ı̂n această teză au fost obt, inute folosind
metode clasice s, i moderne din teoria geoemtrică a funct, iilor de una şi mai multe variabile complexe, cu
un accent deosebit pe teoria lant,urilor Loewner s, i a operatorilor de extensie. Reamintim că I. Graham,
H. Hamada, G. Kohr s, i M. Kohr au avut contribut, ii deosebite s, i extrem de importante ı̂n acest domeniu
modern s, i dinamic cu multiple aplicat, ii ı̂n mecanica fluidelor (de exemplu, probleme de curgere Hele-
Shaw), teoria probabilităt, ii (de exemplu, probleme de evoluţie de tip Schramm-Loewner, probabilităţi
necomutative) sau control optimal.
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Direcţii de cercetare

În finalul acestei teze prezentăm câteva direcţii de cercetare ce ar putea fi explorate pentru a ı̂mbunătăt, i
sau extinde rezultatele prezentate ı̂n fiecare capitol.

� Referitor la not, iunile definite ı̂n Capitolul 2 ar fi de interes să studiem compactitatea noilor subclase
Ek s, i E∗k (a se vedea Întrebarea 2.2.35), relat, ia dintre două familii consecutive, adică Ek+1 ⊂ Ek,

pentru k ∈ N (a se vedea Întrebarea 2.2.34), raze de stelaritate, respectiv convexitate pentru aceste
clase s, i extensii ale rezultatelor prezentate ı̂n cazul n-dimensional s, i ı̂n spat, ii Banach complexe.

� În Capitolul 3 am discutat despre combinat, iile convexe de aplicaţii biolomorfe (cu coeficient, i reali)
ı̂n caz multi-dimensional. O extensie naturală a rezultatelor prezentate este problema combinat, iilor
convexe cu coeficient, i complecşi.

O problemă interesantă referitoare la combinat, iile convexe a doi operatori de extensie de tip Graham-
Kohr este păstrarea not, iunii de reprezentare parametrică prin operatorii Kβλ, respectiv Kα,βλ , pentru
0 ≤ α < β ≤ 1 s, i λ ∈ (0, 1). Ca o consecint, ă a acestui rezultat, putem studia păstrarea stelarităţii
prin aceşti operatori.

Mai mult, operatorii de extensie introduşi (Kβλ s, i Kα,βλ ) pot fi studiaţi şi ı̂n caz infinit dimensional.

� Capitolul 4 este dedicat studiului familiilor de aplicaţii biolomorfe care generalizează subclasele
introduse ı̂n capitolul 2. De interes ar fi studiul proprietăt, ilor subclaselor Ek(Bn) s, i E∗k(Bn) ı̂n Cn
s, i spatii Banach complexe. Pe lângă acestea, problema păstrării clasei K = E∗1 prin operatorul de
extensie Graham-Kohr rămâne o problemă deschisă, după cum se poate observa ı̂n Întrebarea 4.3.7
(cazul n-dimensional) s, i Întrebarea 4.3.8 (cazul infinit dimensional). Cu sigurant, ă, alt, i operatori de
extensie important, i (de exemplu, Roper-Suffridge generalizat, Pfaltzgraff-Suffridge, Muir) pot fi luat, i
ı̂n considerare pentru aceeas, i problemă.

Având ı̂n vedere rezultatele obt, inute de Hamada, Iancu s, i Kohr ı̂n [65] s, i [66] (a se vedea s, i [59],
[64]) putem considera probleme de aproximare s, i densitate pentru subclasele de aplicaţii biolomorfe
definite ı̂n Cn.

� T, inând cont de rezultatele obt, inute ı̂n §6.2 din Capitolul 6, ar de interes studiul rezultatelor de
extensie prin operatorul Pfaltzgraff-Suffridge pe domeniul Ωn,p,r pentru r ≥ 1 s, i p > 2.

O altă problemă legată de operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge este păstrarea g-reprezentării
parametrice de la BX la Dα (a se vedea de exemplu [40]). În acest caz, BX este bilă unitate a unui
JB∗-triple n-dimensional X, BY este bila unitate a spat, iului Banach complex Y s, i Dα ⊆ BX × BY
este un domeniu astfel ı̂ncât BX × {0} ⊂ Dα pentru α > 0. Rezultatele obţinute pentru operatorul
de extensie de tip Pfaltzgraff-Suffridge ı̂n aceast context au fost obt, inute de Graham, Hamada, Kohr
s, i Kohr ı̂n [40] (a se vedea s, i [132], [134]).

� Împreună cu operatorii introdus, i de Roper s, i Suffridge, Graham s, i Kohr, Pfaltzgraff s, i Suffridge,
respectiv generalizări ale acestor operatori, putem studia s, i operatorul de extensie Muir Φn,Q. Op-
eratorul Φn,Q a fost introdus de Muir Jr. (a se vedea [103]) ca o generalizare diferită a opera-
torului de extensie Roper-Suffridge. Aici, Q : Cn−1 → C este un polinom omogen de gradul 2 s, i
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Φn,Q : LS → mathcalLSn(Bn) este dat de

Φn,Q(f)(z) =

Å
f(z1) +Q(z̃)f ′(z1), z̃

»
f ′(z1))

ã
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde ramura funcţiei radical este considerată astfel ı̂ncât
√
f ′(z1)

∣∣
z1=0

= 1. Operatorul de extensie

Muir s, i generalizările sale au fost studiate de mai mult, i autori (a se vedea de exemplu [11], [39], [76],
[84], [98], [139]) ı̂n caz finit s, i infinit dimensional. O problemă interesantă este studierea păstrării
not, iunii de g-reprezentare parametrică de către operatorul de extensie Muir generalizat (definit de
Graham, Hamada, Kohr s, i Kohr ı̂n [39]) prin

ΦPk(f)(z) =

Å
f(x) + Pk(y)f ′(x),

(
f ′(x)

) 1
k y

ã
, z = (x, y) ∈ Ωp,k,

unde Pk : Y → C este un polinom omogen de grad k ≥ 2, pe domeniul Ωp,k =
{

(x, y) ∈ C × Y :
|x|p + ‖y‖kY < 1

}
, unde p ≥ 1, k ≥ 2 s, i Y este un spat, iu Banach complex. Reamintim că pentru

p = 2 s-a demonstrat ı̂n [39] că ΦPk păstrează g-reprezentarea parametrică s, i funct, iile Bloch, unde g
satisface Ipotezele 5.3.6.

Recent, Muir (a se vedea [104], [105]) a studiat lant,uri Loewner ce au proprietatea de Lp-continuitate
local uniformă t. Acest tip de aplicaţii au fost considerate de Muir pentru a defini un nou concept
de spiralitate ı̂n raport cu o aplicaţie local integrabilă pe [0,∞). În acest context, o problemă de
interes ar fi construcţia unor aplicaţii de acest tip folosind şi alt, i operatori de extensie (de exemplu,
operatorul de extensie Graham-Kohr sau operatorul de extensie de tip Roper-Suffridge generalizat).

� Un instrument important pentru generarea operatorilor de extensie este teoria semigrupurilor studiată
de Elin (a se vedea de exemplu [21]). Această nouă abordare poate fi utilizată s, i ı̂n cazul operatorilor
de extensie enumerat, i mai sus.

� O altă direcţie de cercetare puternic legată de lant,urile Loewner este prezentată de Arosio, Bracci,
Hamada s, i Kohr ı̂n [3]. Aceştia au considerat teoria Loewner ı̂n cadrul varietăt, ilor hiperbolice com-
plete complexe, generând o echivalent, ă ı̂ntre Ld-lant,urile Loewner s, i Ld-familiile de evolut, ie. Mai
mult, au folosit operatorul de extensie Roper-Suffridge pentru a construi Ld-lant,uri Loewner. Un
studiu similar poate fi considerat şi ı̂n cazul altor operatori de extensie (de exemplu, operatorul de
extensie Graham-Kohr).

� Cea mai recentă abordare a teoriei Loewner a fost introdusă de Hamada s, i Kohr ı̂n [72]. Aceştia au
studiat un nou concept, s, i anume inversul unui lant, Loewner, ı̂n cazul infinit dimensional. Lucrarea
prezintă o nouă modalitate de a studia teoria lant,urilor Loewner s, i a operatorilor de extensie (de
exemplu, operatorul de extensie Graham-Kohr).
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[13] Curt P., A Marx-Strohhäcker theorem in several complex variables, Mathematica (Cluj) 39(62)
(1997), 59–70.

[14] Curt P., Capitole Speciale de Teoria Geometrică a Funcţiilor de mai multe Variabile Complexe,
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solvents of the Carathéodory family on the unit balls of complex Banach spaces, Anal. Math. Phys.
11(3) (2021), 115–137.

[75] Hamada H., Kohr G., Liczberski P., Starlike mappings of order α on the unit ball in complex Banach
spaces, Glasnik Matematiki 36(56) (2001), 39–48.

[76] Hamada H., Kohr G., Muir Jr. J.R., Extensions of Ld-Loewner chains to higher dimensions, J. Anal.
Math. 120 (2013), 357–392.

[77] Hamburg P., Mocanu P.T., Negoescu N., Analiză Matematică (Funcţii Complexe), Editura Didactică
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