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1.5.1 Funcţii radiale sferice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5.2 Operatori Shepard combinaţi cu funcţii radiale sferice . . . . . . . . . . . 27
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3.3 Aplicaţie ı̂n reconstrucţia de imagini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Introducere

Scopul acestei teze este acela de a introduce s, i a studia noi operatori de interpolare univariat, i,

bivariat, i s, i sferici. Interpolarea este o ramură importantă a Teoriei Aproximării, des ı̂ntâlnită ı̂n

aplicat, iile practice ı̂n care este necesară reconstruirea unei suprafat,e pe baza unor date cunoscute.

Datorită structurii iregulare a acestor date, ele se numesc date dispersate.

Acest tip de probleme poate fi reformulat astfel: cunoscându-se o mult, ime de date formate

din coordonatele punctelor X = {xi ∈ Rn, i = 1, . . . ,K} s, i valorile acestora fi = f(xi) ∈
R, i = 1, . . . ,K, să se găsească s : Rn → R astfel ı̂ncât s să interpoleze mult, imea de date, i.e.,

s(xi) = f(xi), sau să o aproximeze, i.e., s(xi) ≈ f(xi).

Aplicat, iile acestui tip de probleme se regăsesc ı̂n multe domenii, precum matematică, infor-

matică, biologie, geologie sau inginerie, acesta fiind motivul pentru care aproximarea datelor dis-

persate a devenit un domeniu atât de studiat s, i important. Câteva exemple concrete ale acestora,

ment, ionate de M. D. Buhmann [7], G. E. Fasshauer [44] s, i H. Wendland [93], includ aplicat, ii pre-

cum reconstruirea suprafet,elor (artefacte arheologice, sculpturi, părt, i ale mas, inăriilor), restaurea

de imagini s, i inpainting, modelarea terenurilor, măsurători pentru fenomene fizice (presiune, tem-

peratura solului sau la nivelul mării, precipitat, ii, fort,e gravitat, ionale), modelarea suprafet,elor

ı̂nchise ı̂n CAGD, solut, ii pentru ecuat, iile cu derivate part, iale s, i probleme geofizice (topografie,

intensitatea câmpului magnetic, potent, ial gravitat, ional), aproximarea nucleului s, i a mas, inilor

cu suport vectorial ı̂n ret,elele neuronale sau extragerea datelor.

Unul dintre principalele instrumente folosite ı̂n interpolarea datelor dispersate este opera-

torul introdus de D. Shepard ı̂n 1968, ı̂n [82], considerat a fi una dintre cele mai potrivite metode

pentru a aproxima mult, imi mari de date. În forma sa originală, operatorul se obt, ine pe baza

valorilor cunoscute ale datelor s, i a unor ponderi globale construite cu ajutorul distant,ei dintre

puncte s, i al unui parametru de control pozitiv. În ciuda avantajelor precum spat, iul mic de

stocare s, i generalizarea us,oară după adăugarea de date noi, operatorul prezintă s, i dezavantaje

precum reproducerea slabă a datelor, acuratet,e scăzută s, i un cost computat, ional ridicat. Aces-

tea au fost motivele pentru care mult, i autori au propus diverse alternative cu ajutorul cărora

eficient,a operatorului să fie ı̂mbunătăt, ită, iar acuratet,ea să crească. Printre pionierii cu nu-

meroase rezultate ı̂n acest domeniu se numără R. Franke s, i G. Nielson (vezi, e.g., [46], [47]),

R. J. Renka s, i A. K. Cline (vezi, e.g., [72], [74], [76], [77]), R. Farwig (vezi, e.g., [43]), R. E.

Barnhill, R. P. Dube s, i F. F. Little (vezi, e.g., [4]).

S, coala clujeană de Teoria Aproximării a obt, inut rezultate semnificative ı̂n studiul acestui

operator, atât ı̂n cazul univariat, cât s, i ı̂n cel bivariat. Autorii care s-au remarcat ı̂n acest
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domeniu sunt Gh. Coman, T. Cătinaş s, i R. Tr̂ımbiţaş (vezi, e.g., [10]–[13], [24]–[31], [90]).

De asemenea, s,coala italiană a adus contribut, ii semnificative. În cazul univariat s, i bivariat ı̂i

ment, ionăm pe R. Caira, F. Dell’Accio s, i F. Di Tomasso (vezi, e.g. [8], [9], [37]–[39]), iar ı̂n cazul

sferic, multe ı̂mbunătăt, iri au fost realizate de către G. Allasia, R. Cavoretto s, i A. De Rossi (vezi,

e.g., [2], [18]–[21], [35], [36]).

Teza este ı̂mpărt, ită ı̂n patru capitole, fiecare cont, inând numeroase sect, iuni s, i subsect, iuni.

Capitolul 1 se concentrează ı̂n primul rând pe trecerea ı̂n revistă a unor rezultate s, i not, iuni

privind operatorul Shepard. Sect, iunea 1.1 introduce notat, ii cheie s, i rezultate fundamentale

esent, iale pe parcursul tezei. Sect, iunea 1.2 discută pe scurt funct, iile radiale, un alt instrument

important ı̂n aproximarea datelor dispersate, instrument ce va fi utilizat pentru a ı̂mbunătăt, i

operatorul Shepard. Sect, iunea 1.3 prezintă rezultate fundamentale pentru operatorii Shepard

univariat, i ı̂mbunătăt, it, i, obt, inut, i prin combinarea cu diverse polinoame de interpolare, precum

Lagrange [29], Taylor [29], Hermite [29], Birkhoff [29], [31], Abel-Goncharov [12] s, i Bernoulli [8].

Sect, iunea 1.4 revizuies,te contribut, ii importante din teoria operatorului Shepard bivariat. Detal-

iem aici varianta locală a acestui interpolant, metodă care asigură o influent, ă scăzută a punctelor

depărtate de punctul pentru care se face aproximarea, obt, inând ı̂n acest mod o acuratet,e mai

ridicată comparativ cu metoda clasică, care este de tip global. Varianta locală a fost propusă

init, ial de R. Franke s, i G. Nielson ı̂n [47], iar mai apoi studiată s, i ı̂mbunătăt, ită de R. Franke ı̂n

[46] s, i de R. J. Renka ı̂n [76]. Ca s, i ı̂n cazul anterior, pentru a cres,te gradul de exactitate s, i a

mics,ora erorile de aproximare, au fost propuse numeroase combinat, ii cu polinoame de interpolare

precum Lagrange [30], Taylor [28], Hermite [24], Birkhoff [25], Hermite-Birkhoff complet [38],

Lidstone [9], [13] s, i Bernoulli [11], [37]. În final, ı̂n Sect, iunea 1.5 prezentăm operatorul Shepard

sferic. Mai ı̂ntâi amintim câteva rezultate din teoria funct, iilor radiale sferice (vezi, e.g. [5], [54],

[58], [84]), cu scopul de a prezenta ulterior operatorii Shepard sferici combinat, i cu funct, ii radiale

(vezi, e.g., [18]–[21], [35], [36]). Cazul care cuprinde informat, ii privind derivatele part, iale ale

funct, iei este prezentat ı̂n [2], unde este studiat operatorul Shepard de tip Hermite-Birkhoff.

Scopul Capitolului 2 este acela de a introduce un nou tip de operator Shepard ı̂n cazul

univariat, obt, inut cu ajutorul polinoamelor construite pe baza metodei celor mai mici pătrate

ponderate. În Sect, iunea 2.1 detaliem construirea acestor polinoame, iar ulterior studiem câteva

dintre proprietăt, ile acestora. În Teorema 2.1.1 demonstrăm proprietăt, ile de interpolare ale

funct, iei polinomiale introduse pe mult, imea de noduri date. Teorema 2.1.2 arată că gradul de

exactitate al acestori operatori coincide cu cel al polinoamelor folosite. În ultimul rezultat din

această sect, iune, Teorema 2.1.3, demonstrăm liniaritatea operatorilor. Sect, iunea 2.2 se axează

pe combinat, ia dintre operatorul Shepard s, i polinoamele introduse anterior. În Teoremele 2.2.2,

2.2.3, respectiv 2.2.4, demonstrăm că noii operatori Shepard introdus, i mos,tenesc proprietăt, ile

referitoare la interpolare, grad de exactitate, respectiv liniaritate. Pe baza Teoremei lui Peano,

studiem restul formulei de interpolare ı̂n Teorema 2.2.5. Încheiem acest capitol cu câteva exemple

numerice realizate pe două mult, imi de date (noduri echidistante s, i noduri Cebâs,ev) s, i patru

funct, ii de test, comparând rezultatele obt, inute cu ajutorul noilor operatori introdus, i cu cele

obt, inute cu ajutorul operatorilor Shepard de tip Lagrange, Taylor s, i Bernoulli. Toate rezultatele
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din acest capitol sunt originale s, i sunt incluse ı̂n articolul A. Malina [62].

Obiectivul Capitolului 3 este acela de a prezenta noi operatori Shepard bidimensionali

combinat, i cu trei funct, ii radiale: thin-plate spline, inverse quadratic s, i inverse multiquadric.

Metodele propuse urmăresc ı̂mbunătăt, irea celei init, iale, datorită eficient,ei dovedite a funct, iilor

radiale atât ı̂n context teoretic, cât s, i practic. Pe lângă forma clasică (globală) s, i cea modificată

(locală), vom folosi de asemenea s, i o metodă iterativă, comparabilă cu cea locală, propusă de A.

V. Masjukov s, i V. V. Masjukov ı̂n [63]. Pentru a cres,te acuratet,ea metodelor, vom urmări câteva

dintre ideile propuse de J. R. McMahon (vezi, e.g., [64], [65]) s, i vom construi mult, imi de noduri

reprezentative pentru cele init, iale. Folosirea acestor noi noduri reduce costul computat, ional s, i de

asemenea cres,te acuratet,ea metodelor, lucru demonstrat prin numeroase experimente numerice

realizate cu ajutorul a trei funct, ii test. Pas, ii pentru obt, inerea noilor noduri sunt detaliat, i ı̂n

Algoritmul 1. Rezultatele obt, inute ı̂n cazul utilizării funct, iei de tipul thin-plate spline, prezen-

tate ı̂n Sect, iunea 3.1, au fost structurate s, i publicate ı̂n două articole: T. Cătinaş s, i A. Malina

[14] s, i A. Malina [61], ı̂n timp ce rezultatele obt, inute prin utilizarea funct, iilor de tipul inverse

quadratic s, i inverse multiquadric au fost publicate ı̂n lucrarea T. Cătinaş s, i A. Malina [17]. În

final, Sect, iunea 3.3 prezintă o aplicat, ie practică a operatorilor ment, ionat, i anterior ı̂n proce-

sarea de imagini, anume ı̂n reconstruct, ia imaginilor alb-negru (Subsect, iunea 3.3.1) s, i a celor

color (Subsect, iunea 3.3.2). Detaliem două metode, una globală (Algoritmul 2) s, i una locală

(Algoritmul 3), realizând numeroase experimente pe trei imagini având diverse rezolut, ii. Nece-

sitatea reconstruct, iei de imagini poate apărea ı̂n cazuri de inpainting sau reducere a zgomotului.

Deoarece ne concentrăm pe restaurarea imaginii s, i nu pe detectarea deteriorării, considerăm că

port, iunea imaginii ce trebuie reconstruită se cunoas,te. Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune

sunt incluse ı̂n lucrarea A. Malina [60].

Capitolul 4 este dedicat interpolării sferice a datelor dispersate cu ajutorul unor noi operatori

Shepard combinat, i. Precum este ment, ionat ı̂n [19] s, i [84], acest tip de probleme, ı̂n care dome-

niul este o sferă, poate apărea ı̂n multe arii, deoarece, ı̂n general, sfera se consideră a fi un model

al Pământului. Sect, iunea 4.1 prezintă noi operatori Shepard locali combinat, i cu funct, iile radi-

ale de tipul thin-plate spline s, i inverse multiquadric. Aproximările obt, inute folosind combinat, ii

ı̂ntre polinoame s, i funct, ii radiale au fost des studiate ı̂n cazul funct, iilor radiale construite pe

baza nucleelor condit, ional pozitiv definite, caz ı̂n care partea polinomială e necesară pentru ca

teoria să funct, ioneze. Ne oprim aici asupra cazului nucleelor (condit, ional) strict pozitiv definite,

considerând de asemenea includerea unei componente polinomiale, motivată de faptul că acest

tip de aproximări oferă avantaje reale, practice. În Teorema 4.1.3 studiem eroarea de interpo-

lare, ı̂n timp ce ı̂n Teorema 4.1.4 demonstrăm că operatorii introdus, i sunt de clasă C1. În final,

ı̂n Teorema 4.1.5, oferim o limită a erorii pe baza modulului de continuitate. Rezultatele noi

obt, inute ı̂n această sect, iune sunt cuprinse ı̂n articolul T. Cătinaş s, i A. Malina [15]. În Sect, iunea

4.2 introducem o nouă metodă de tip Shepard, cu ajutorul operatorului Bernoulli, potrivit atunci

când se cunosc informat, ii cu privire la derivatele funct, iei. După efectuarea triangularizării De-

launay a sferei, considerăm două metode pentru a aplica acest operator. Prima, bazată pe

operatorul Shepard global, implică construirea operatorului Bernoulli pentru fiecare nod xi,
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după selectarea ca triunghi reprezentativ a aceluia ce are nodul xi ca vârf s, i pentru care eroarea

de aproximare Bernoulli este minimă. În Teorema 4.2.6 studiem eroarea de interpolare. A doua

metodă, propusă ı̂n [97] s, i [98], implică construirea operatorului Bernoulli pe fiecare triunghi

obt, inut ı̂n urma triangularizării sferei. În Teorema 4.2.8 demonstrăm proprietatăt, ile de inter-

polare ale operatorului Shepard-Bernoulli rezultat. Rezultatele originale din această sect, iune

sunt cuprinse ı̂n lucrarea T. Cătinaş s, i A. Malina [16]. Ambele sect, iuni se ı̂ncheie cu exemple

numerice realizate pe numeroase funct, ii test s, i seturi de date (puncte de evaluare aleatoare,

noduri spirală, noduri Halton), demonstrând eficient,a metodelor propuse. În plus, ı̂n finalul

capitolului sunt investigate două fenomene fizice. Sect, iunile 4.3 s, i 4.4 prezintă aplicat, ii practice

ale noilor operatori Shepard sferici introdus, i ı̂n predict, ia temperaturilor la nivelul Pământului

s, i ı̂n aproximarea datelor topografice. Rezultatele obt, inute demonstrează că aces,ti interpolant, i

oferă avantaje semnificative ı̂n rezolvarea problemelor ce modelează fenomene practice concrete.
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Capitolul 1

Preliminarii

Primul capitol este dedicat unor rezultate s, i not, iuni existente din Analiza Numerică, ı̂n special

din teoria aproximării s, i a interpolării. După enumerarea ı̂n Sect, iunea 1.1 a câtorva notat, ii s, i

concepte fundamentale pe care le vom folosi pe parcursul tezei s, i după o scurtă introducere ı̂n

teoria funct, iilor radiale ı̂n Sect, iunea 1.2, ne ı̂ndreptăm atent, ia către obiectivul principal al acestei

tezei, anume studiul operatorului Shepard, introdus ı̂n [82]. Printre pionierii acestei metode se

numără Franke s, i Nielson [46], [47], Renka s, i Cline [72], [74], [76], [77], Farwig [43], Barnhill,

Dube s, i Little [4]. Sect, iunea 1.3 reamintes,te rezultatele fundamentale din cazul univariat, ı̂n

timp ce Sect, iunea 1.4 le prezintă pe cele din cazul bivariat. Referint,e notabile ı̂n cele două cazuri

cuprind studiile realizate de Caira, Dell’Accio s, i Di Tommaso [8], [9], [37], [38], [39], Coman,

Cătinaş s, i Tr̂ımbiţaş [10]–[13], [24]–[31], [90]. În final, Sect, iunea 1.5 prezintă operatorul Shepard

construit pe sfera unitate. Rezultate importante ı̂n acest caz au fost obt, inute de către Allasia,

Cavoretto s, i De Rossi [2], [18], [19], [20], [21], [35], [36].

1.1 Notaţii şi noţiuni fundamentale

Teorema 1.1.1. [79] (Teorema lui Peano ı̂n R)
Fie L : Hn[a, b] → R o funct,ională liniară care comută cu operatorul integrală definită. Dacă

kerL = Pn−1, atunci

L[f ] =

∫ b

a
ϕn(t)f

(n)(t) dt,

cu

ϕn(t) =
1

(n− 1)!
Lx
[
(x− t)n−1

+

]
,

Lx[f ] reprezentând faptul că L este aplicat lui f relativ la variabila x.

Teorema 1.1.2. [79] (Teorema lui Peano ı̂n R2)

Se consideră X = [a, b]×[c, d] s, i L : Bα,β(a, c) → R o funct,ională liniară. Dacă kerL = P2
n−1,
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atunci

L[f ] =
∑
j<β

∫ b

a
ϕn−j,j(s)

∂nf

∂xn−j∂yj
(s, c) ds

+
∑
i<α

∫ d

c
ϕi,n−i(t)

∂nf

∂xi∂yn−i
(a, t) dt

+

∫∫
X

ϕα,β(s, t)
∂α+βf

∂xα∂yβ
(s, t) ds dt,

cu

ϕn−j,j(s) =
1

j! · (n− j − 1)!
Lx,y

[
(x− s)n−j−1

+ · (y − c)j
]
,

ϕi,n−i(t) =
1

i! · (n− i− 1)!
Lx,y

[
(x− a)i · (y − t)n−i−1

+

]
,

ϕα,β(s, t) =
1

(α− 1)! · (β − 1)!
Lx,y

[
(x− s)α−1

+ · (y − t)β−1
+

]
.

1.2 Funcţii radiale

Definiţia 1.2.1. [44] Funct, ia Ψ : Rn → R este radială dacă există o funct, ie ψ : R+ → R astfel

ı̂ncât Ψ(x) = ψ(∥x∥), cu ∥ · ∥ reprezentând, de obicei, norma Euclideană.

În cazul funct, iilor radiale (RBF), interpolantul s se consideră a fi de forma [44]

s(x) =
K∑
i=1

aiΨ(x,xi), (1.2.1)

pentru x ∈ Rn, xi ∈ X, i = 1, . . . ,K, s, i Ψ(x,xi) = ψ(d(x,xi)), cu ψ : R+ → R.
Condit, iile de interpolare ce trebuie satisfăcute [44]

s(xi) = f(xi), i = 1, . . . ,K, (1.2.2)

ne conduc la sistemul de ecuat, ii liniare

Ma = f, (1.2.3)

unde

M ∈ RK×K , Mij = ψ(d(xi,xj)), i, j = 1, . . . ,K,

a = (a1, . . . , aK)T , f = (f1, . . . , fK)T .

Pentru a obt, ine o solut, ie unică a sistemului (1.2.3), matricea de interpolare M trebuie să fie

inversabilă. Precum a fost ment, ionat ı̂n [93], din punct de vedere numeric, o cerint, ă ce apare

natural este aceea ca M să fie strict pozitiv definită.

Deseori, ı̂n loc de a studia dacă matricea M este strict pozitiv definită, se aplică acelas, i

studiu funct, iei Ψ, metodă pe care o vom folosi ı̂n continuare.
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Teorema 1.2.2. [93] Fie Ψ : Rn → R o funct,ie continuă. Atunci, Ψ este strict pozitiv definită

dacă s, i numai dacă ea este pară şi oricare ar fi K ∈ N s, i oricare ar fi a = (a1, . . . , aK)T ∈
RK \ {0}, avem

K∑
i=1

K∑
j=1

aiajΨ(xi,xj) > 0,

cu x1, . . . ,xK ∈ Rn distincte.

Dacă mai sus considerăm a ∈ RK s, i semnul ” > ” este ı̂nlocuit de ” ≥ ”, atunci termenul

strict pozitiv definit devine pozitiv definit.

Deoarece lucrăm cu funct, ii radiale, este des ı̂ntâlnit ı̂n literatură faptul de a ne referi la

funct, ia univariată ψ ca funct, ie radială (strict) pozitiv definită, precum a fost evident, iat ı̂n [44].

Lema 1.2.3. [44] Deoarece Ψ = ψ ◦ d, spunem că ψ este radială (strict) pozitiv definită ı̂n Rm,

oricare ar fi m ≤ n, dacă Ψ este radială (strict) pozitiv definită ı̂n Rn.

Deseori, un polinom este adăugat interpolantului s dat ı̂n (1.2.1), devenind astfel [44]

s(x) =

K∑
i=1

aiΨ(x,xi) +

D∑
i=1

Aiyi(x), (1.2.4)

unde x ∈ Rn s, i {y1, . . . , yD} formează o bază pentru Pn
m−1, cu D = dimPn

m−1 =
(
m+n−1
m−1

)
.

Pe lângă condit, iile de interpolare (1.2.2), apar de obicei D constrângeri de forma

K∑
i=1

aiyj(xi) = 0, j = 1, . . . , D, (1.2.5)

pentru a obt, ine solut, ie unică. Precizia polinomială este strâns legată de condit, ia ca X =

{x1, . . . ,xK} să formeze o mult, ime (m− 1)− unisolventă.

Definiţia 1.2.4. [44] Spunem că X = {x1, . . . ,xK} ⊂ Rn este m−unisolventă dacă singurul

polinom de grad total cel mult m care se anulează pe X este polinomul nul.

Problema se reduce la a rezolva următorul sistem liniar [44](
M Y

Y T OD

)
·

(
a

A

)
=

(
f

0

)
, (1.2.6)

unde

M ∈ RK×K , Mij = ψ(d(xi,xj)), i, j = 1, . . . ,K,

Y ∈ RK×D, Yij = yj(xi), i = 1, . . . ,K, j = 1, . . . , D,

a = (a1, . . . , aK)T , A = (A1, . . . , AD)
T ,

f = (f1, . . . , fK)T , cu fi = f(xi).

Teorema 1.2.5. [93] Fie Ψ : Rn → R o funct,ie continuă s, i pară. Atunci, Ψ este strict

condit,ional pozitiv definită de ordinul m dacă s, i numai dacă pentru orice K ∈ N s, i pentru

orice a = (a1, . . . , aK)T ∈ RK \ {0} cu

K∑
i=1

aiy(xi) = 0,
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unde y este orice polinom real de grad mai mic decât m, avem

K∑
i=1

K∑
j=1

aiajΨ(xi,xj) > 0,

cu x1, . . . ,xK ∈ Rn distincte.

Dacă ı̂n teorema de mai sus considerăm a ∈ RK s, i ı̂nlocuim semnul ′′ >′′ cu ′′ ≥′′, obt, inem

cazul funct, iilor care sunt condit, ional pozitiv definite de ordinul m.

Lema 1.2.6. [44] Deoarece Ψ = ψ ◦ d, spunem că ψ este radială (strict) condit,ional pozitiv

definită ı̂n Rm, oricare ar fi m ≤ n, dacă Ψ este radială (strict) condit,ional pozitiv definită ı̂n

Rn.

Teorema 1.2.7. [44] Dacă Ψ = ψ ◦ d este o funct,ie pară, radială, strict condit,ional

pozitiv definită de ordinul m ı̂n Rn s, i nodurile distincte {x1, . . . ,xK} formează o mult,ime

(m− 1)−unisolventă, atunci sistemul liniar dat ı̂n (1.2.6) are solut,ie unică.

1.3 Operatori Shepard univariaţi

Această sect, iune este dedicată revizurii anumitor operatori Shepard univariat, i, combinat, i cu

diverse polinoame de interpolare precum Lagrange [29], Taylor [29], Hermite [29], Birkhoff [29],

[31], Abel-Goncharov [12] s, i Bernoulli [8].

Se consideră X ⊆ R s, i f : X → R o funct, ie cu valori reale astfel ı̂ncât pentru K noduri de

interpolare date, xi ∈ X, i = 1, . . . ,K, valorile lui f se cunosc. Atunci, pentru x ∈ X, definim

operatorul Shepard univariat, clasic ca [82]

Sµf(x) =
K∑
i=1

Ai,µ(x)f(xi), (1.3.1)

cu funct, iile de bază Ai,µ date de

Ai,µ(x) =
|x− xi|−µ

K∑
j=1

|x− xj |−µ

, i = 1, . . . ,K, xi ̸= xj , pentru i ̸= j, j = 1, . . . ,K, (1.3.2)

s, i µ > 0 un parametru arbitrar.

1.3.1 Operatori Shepard-Lagrange univariaţi

Acest operator a fost studiat de Coman şi Tr̂ımbiţaş ı̂n [29]. Operatorul Shepard-Lagrange

univariat este dat de [29]

SLk[f ](x) =
K∑
i=1

Ai,µ(x)L
i
k[f ](x), (1.3.3)

cu

Li
k[f ](x) =

k∑
j=0

k∏
α=0, α ̸=j

(x− xi+α)

(xi+j − xi+α)
f(xi+j), (1.3.4)

xK+j = xj , j = 1, . . . , k.
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1.3.2 Operatori Shepard-Taylor univariaţi

Acest operator a fost studiat de către Coman s, i Tr̂ımbiţaş ı̂n [29]. Se consideră mult, imile

∆ = {ηi,j(f) = f (j)(xi) : i = 1, . . . ,K, j = 0, . . . , k, k ∈ N∗},

s, i

∆i = {ηi,p(f) : p = 0, . . . , k},

astfel ı̂ncât ∆i este o submult, ime a lui ∆ asociată lui ηi, având ηi ∈ ∆i, pentru orice i = 1, . . . ,K.

În această ipoteză, operatorul Shepard-Taylor univariat este definit ca [29]

STk[f ](x) =

K∑
i=1

Ai,µ(x)T
i
k[f ](x), (1.3.5)

cu

T i
k[f ](x) =

k∑
j=0

(x− xi)
j

j!
f (j)(xi). (1.3.6)

1.3.3 Operatori Shepard-Hermite univariaţi

Interpolantul Shepard-Hermite univariat este definit ca [29]

SHk[f ](x) =
K∑
i=1

Ai,µ(x)H
i
k[f ](x), (1.3.7)

H i
k[f ] fiind un operator de tipul Hermite, de forma

H i
k[f ](x) =

i+k∑
j=i

rj∑
p=0

hjp(x)f
(p)(xj),

hjp reprezentând polinoamele fundamentale Hermite, cu xK+i = xi, i ∈ N, i ≤ k s, i 1 ≤ k ≤ K.

1.3.4 Operatori Shepard-Birkhoff univariaţi

Coman s, i Tr̂ımbiţaş au studiat operatorul Shepard-Birkhoff ı̂n cazul univariat ı̂n [29] s, i [31].

Acesta este definit ca

SBHk[f ](x) =
K∑
i=1

Ai,µ(x)BH
i
k[f ](x), (1.3.8)

cu BH i
k[f ], 1 ≤ k ≤ K, reprezentând polinomul Birkhoff de grad k

BH i
k[f ](x) =

i+k∑
j=i

∑
p∈Ij

bjp(x)f
(p)(xj),

considerând xK+i = xi, 1 ≤ i ≤ k.

În contrast cu cazul Hermite, acest polinom nu există ı̂ntotdeauna s, i de asemenea, nu este

ı̂ntotdeauna unic.
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1.3.5 Operatori Shepard-Abel-Goncharov univariaţi

Operatorul Abel-Goncharov are avantajul de a exista s, i a fi unic ı̂ntotdeauna, spre deosebire

de operatorul anterior. Considerăm o mult, ime de K +1 noduri de interpolare, xi, i = 0, . . . ,K.

Problema care apare ı̂n acest caz este aceea de a găsi un polinom de interpolare PK [f ], de grad

K, astfel ı̂ncât

f (i)(xi) = P
(i)
K [f ](xi), i = 0, . . . ,K.

Acest polinom poate fi exprimat ca [42]

PK [f ](x) =

K∑
i=0

gi(x)f
(i)(xi),

gi reprezentând polinoamele de tip Goncharov [42].

Operatorul Shepard-Abel-Goncharov univariat a fost studiat de Cătinaş ı̂n [12]. Fie k ∈
N, k ≤ K s, i pentru fiecare nod xi, i = 0, . . . ,K, considerăm mult, imea [12]

Xi,k = {xi, . . . , xi+k},

cu xK+i+1 = xi, i = 0, . . . , k, s, i operatorul Abel-Goncharov asociat

P i
k[f ](x) =

i+k∑
j=i

gij−i(x)f
(j−i)(xj), i = 0, . . . ,K,

unde

gi0(x) = 1,

gi1(x) = x− xi,

gij(x) =
1

j!

xj − j−1∑
p=0

gp(x)

(
j

p

)
xj−p
p+i

 , j ≥ 1.

Putem defini operatorul Shepard-Abel-Goncharov univariat ca [12]

SAGk[f ](x) =
K∑
i=0

Ai,µ(x)P
i
k[f ](x). (1.3.9)

1.3.6 Operatori Shepard-Bernoulli univariaţi

Se consideră X = [a, b], f ∈ Ck[a, b], k ≥ 1 s, i K noduri de interpolare distincte xi ∈
X, i ∈ {1, . . . ,K}, aranjate ı̂n ordine crescătoare. Caira s, i Dell’Accio au definit operatorul

Shepard-Bernoulli univariat ca [8]

SBk[f ](x) =
K∑
i=1

Ai,µ(x)Bk[f ;xi, xi+1](x), (1.3.10)

cu operatorii de tip Bernoulli Bk[f ;xi;xi+1] exprimat, i sub forma

Bk[f ;xi, xi+1](x) = f(xi) +

k∑
j=1

hj−1

j!

(
Bj

(
x− xi
h

)
−Bj

)(
f (j−1)(xi+1)− f (j−1)(xi)

)
,
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pentru h = xi+1 − xi s, i xK+1 = xK−1.

În general, pentru n ∈ N, polinoamele Bernoulli Bn(·) se definesc recursiv ca [55]
B0(x) = 1,

B′
n(x) = nBn−1(x), n ≥ 1,∫ 1

0
Bn(x) dx = 0, n ≥ 1.

(1.3.11)

Pentru x = 0, obt, inem numerele Bernoulli Bn, i.e., Bn = Bn(0).

1.3.7 Operatori Shepard modificaţi de tip univariat

Franke s, i Nielson au propus ı̂n [47] o metodă locală de obt, inere a operatorului, metodă ce se

bazează pe ı̂nlocuirea ponderilor Ai,µ cu

wi,µ(x) =

(
Rw − |x− xi|
Rw|x− xi|

)µ

+

, (1.3.12)

unde Rw reprezintă o rază de influent, ă ce variază ı̂n funct, ie de i, rezultând ı̂n acest mod as,a-

numitul operator Shepard univariat, modificat [47]

SW f (x) =

K∑
i=1
wi,µ (x) f (xi)

K∑
i=1
wi,µ (x)

. (1.3.13)

1.4 Operatori Shepard bivariaţi

În această sect, iune ne ı̂ndreptăm atent, ia către cazul bidimensional pe care Shepard l-a studiat

ı̂n [82]. Ne vom concentra asupra prezentării acestei metode ı̂n forma sa clasică (globală), alături

de câteva variante modificate (locale) dezvoltate ı̂n [46], [47], [76]. Mai apoi, vom discuta câteva

cazuri de interpolant, i de tip Shepard bine-cunoscut, i, combinat, i cu divers, i operatori, precum

Lagrange [30], Taylor [28], Hermite [24], Birkhoff [25], Hermite-Birkhoff complet [38], Lidstone

[9], [13] s, i Bernoulli [11], [37].

Considerăm o funct, ie obiectiv f : X ⊆ R2 → R ale cărei valori fi = f(xi, yi), i = 1, . . . ,K,

se cunosc pe o mult, ime de date dispersate X = {(xi, yi), i = 1, . . . ,K} ⊂ X. În forma clasică,

as,a cum a fost propus de către Shepard, acest interpolant este definit ca [82]

Sµf(x, y) =
K∑
i=1

Ai,µ(x, y)f(xi, yi), (1.4.1)

cu ponderile Ai,µ date de

Ai,µ (x, y) =

K∏
j=1
j ̸=i

dµj (x, y)

K∑
k=1

K∏
j=1
j ̸=k

dµj (x, y)

, (1.4.2)

16



considerând parametrul de control µ > 0 s, i di (x, y) distant,a dintre (x, y) ∈ X s, i nodurile

(xi, yi) ∈ X , i = 1, ...,K. Ca s, i ı̂n cazurile anterioare discutate ı̂n această teză, vom considera

norma Eucldieană.

Pentru a ı̂mbunătăt, i acuratet,ea acestei metode globale, Franke s, i Nielson au propus o vari-

antă locală ı̂n [47], ulterior discutată s, i dezvoltată de către Franke ı̂n [46] s, i Renka ı̂n [76].

Cunoscut ca operatorul Shepard modificat, el este definit ca [47]

SW f(x, y) =
K∑
i=1

wi,µ(x, y)f(xi, yi), (1.4.3)

cu funct, iile cu suport compact wi,µ de forma

wi,µ(x, y) =
wi,µ(x, y)

K∑
j=1

wj,µ(x, y)

, (1.4.4)

unde

wi,µ(x, y) =

[
(Rw − di(x, y))+

Rwdi(x, y)

]µ
, µ > 0,

considerând di(x, y) distant,a Euclideană dintre nodul i s, i punctul (x, y) s, i Rw o rază de influent, ă

ce variază ı̂n funct, ie de indexul i.

Chiar Shepard a considerat ı̂n [82] o ı̂mbunătăt, ire a metodei init, iale prin adăugarea

derivatelor part, iale de ordinul ı̂ntâi ale funct, iei f , obt, inând

S′
µf(x, y) =

K∑
i=1

Ai,µ(x, y)

[
f(xi, yi) + (x− xi)

∂f

∂x
(xi, yi) + (y − yi)

∂f

∂y
(xi, yi)

]
. (1.4.5)

Astfel, gradul de exactitate este 1 s, i proprietăt, ile de interpolare au loc de asemenea s, i pentru

derivatele part, iale de ordinul ı̂ntâi.

1.4.1 Operatori Shepard-Lagrange bivariaţi

Acest tip de operator a fost studiat de Coman s, i Tr̂ımbiţaş ı̂n [30]. Pentru simplificarea

notat, iilor, notăm nodul (xi, yi) cu xi, i = 1, . . . ,K. Dacă ı̂i asociem fiecărui nod xi o mult, ime

de m puncte

Xi,m = {xi,xi+1, . . . ,xi+m−1}, i = 1, . . . ,K, m < K,

unde xK+i = xi, i = 1, . . . ,m − 1, putem introduce polinomul Lagrange bivariat de grad n,

Li
n[f ], ca [30]

Li
n[f ](x, y) =

i+m−1∑
j=i

lj(x, y)f(xj , yj), pentru fiecare i = 1, . . . ,K, (1.4.6)

cu lj reprezentând polinoamele cardinale corespunzătoare, i.e.,

lj(xk) = δjk, pentru fiecare j, k = i, . . . , i+m− 1.

Existent,a s, i unicitatea lui Li
n[f ], i = 1, . . . ,K, sunt condit, ionate de cerint,a ca nodurile

xj , j = i, . . . , i + m − 1, să nu se afle pe aceeas, i curbă algebrică de grad n, dată ca
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∑
α+β≤n

λα,βx
αyβ = 0. În plus, gradul n al polinomului Lagrange Li

n[f ] trebuie ales astfel ı̂ncât

m = (n+ 1)(n+ 2)/2 < K.

În aceste ipoteze, operatorul Shepard-Lagrange bivariat se scrie ca [30]

SLn[f ](x, y) =
K∑
i=1

Ai,µ(x, y)L
i
n[f ](x, y). (1.4.7)

1.4.2 Operatori Shepard-Taylor bivariaţi

Atunci când anumite informat, ii referitoare la derivatele part, iale ale lui f se cunosc, operatorul

Shepard bivariat poate fi ı̂mbunătăt, it combinându-l cu un polinom Taylor de grad n, T i
n[f ],

atas,at unui nod xi = (xi, yi), i = 1, . . . ,K, definit ca [28]

T i
n[f ](x, y) =

∑
α+β≤n

(x− xi)
α(y − yi)

β

α!β!
· ∂

α+βf

∂xα∂yβ
(xi, yi). (1.4.8)

Astfel, interpolantul Shepard de tip Taylor care se obt, ine are forma [28]

STn[f ](x, y) =

K∑
i=1

Ai,µ(x, y)T
i
n[f ](x, y). (1.4.9)

1.4.3 Operatori Shepard-Hermite bivariaţi

În această subsect, iune vom prezenta rezultatele principale cu privire la operatorul Shep-

ard combinat cu un polinom de tip Hermite, publicate ı̂n [24] de către Coman. Se consideră

următoarele date cunoscute pentru funct, ia f :

∆H(f) =

{
η
(α,β)
i f : η

(α,β)
i f =

∂α+βf

∂xα∂yβ
(xi, yi), α, β ∈ N, α+ β ≤ ri, i = 1, . . . ,K

}
.

Fiecărui nod xi ı̂i atas, ăm o mult, ime Xi,mi de mi puncte, i = 1, . . . ,K, definită ca

Xi,mi = {xi,xi+1, . . . ,xi+mi−1}, mi ∈ N∗,mi < K − 1,

considerând xK+i = xi, i ∈ N. Fie

∆i(f) = {η(α,β)i f : α+ β ≤ ri}

informat, ia cunoscută relativ la nodul xi, i = 1, . . . ,K, s, i

∆i,mi(f) =

mi−1⋃
j=0

∆i+j(f)

reuniunea mult,umilor ce cont, in informat, ii despre nodurile din Xi,mi . Polinomul Hermite bivariat

de grad ni, H
i
ni
[f ], i = 1, . . . ,K, este polinomul care satisface condit, iile

∂α+βH i
ni
[f ]

∂xα∂yβ
(xj , yj) =

∂α+βf

∂xα∂yβ
(xj , yj) (1.4.10)

pentru fiecare (xj , yj) ∈ Xi,mi cu α+ β ≤ rj .
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Gradul ni trebuie ales astfel ı̂ncât card(∆i,mi(f)) =
(ni+1)(ni+2)

2 , pentru fiecare i = 1, . . . ,K.

Dacă polinomul Hermite H i
ni

există, ı̂n ipotezele de mai sus, putem defini operatorul Shepard-

Hermite combinat ca [24]

SHn1,...,nK [f ](x, y) =
K∑
i=1

Ai,µ(x, y)H
i
ni
[f ](x, y).

1.4.4 Operatori Shepard-Birkhoff bivariaţi

Un caz mai general care extinde operatorii prezentat, i anterior este dat de problema de tip

Birkhoff, studiată de către Coman ı̂n [25].

Considerăm următoarele date de tip Birkhoff referitoare la o funct, ie cu valori reale f : X → R

∆B(f) =

{
η
(α,β)
i f : η

(α,β)
i f =

∂α+βf

∂xα∂yβ
(xi, yi), (α, β) ∈ Ii ⊆ N2, i = 1, . . . ,K

}
.

Ca s, i ı̂n cazul Hermite, fiecărui nod xi ı̂i asociem o mult, ime Xi,mi de mi noduri, mi ∈
N∗, mi < K − 1, i = 1, . . . ,K, de forma

Xi,mi = {xi,xi+1, ...,xi+mi−1},

s, i, având ı̂n vedere faptul că ∆i(f) reprezintă informat, ia cunoscută relativ la f ı̂n xi, i.e.,

∆i(f) =
{
η
(α,β)
i f : (α, β) ∈ Ii

}
,

definim de asemenea următoarea mult, ime de informat, ii pentru nodurile din Xi,mi

∆i,mi(f) =

mi−1⋃
j=0

∆i+j(f),

cu convent, ia xK+i = xi, i ∈ N.
Generalizarea problemelor de tip Lagrange, Taylor s, i Hermite se reduce la găsirea polinomului

BH i
ni

de grad total ni care satisface următoarele condit, ii de interpolare

∂α+βBH i
ni
[f ]

∂xα∂yβ
(xj , yj) =

∂α+βf

∂xα∂yβ
(xj , yj), (1.4.11)

pentru fiecare (xj , yj) ∈ Xi,mi , cu (α, β) ∈ Ij .

Atunci când ri := card(∆i,mi(f)) =
(ni+1)(ni+2)

2 , matricea sistemului ce rezultă din (1.4.11)

este pătratică, astfel că sistemul are solut, ie unică atunci când determinantul este nenul. Opera-

torul Shepard de tip Birkhoff ı̂n acest caz este definit ca [25]

SBHn1,...,nK [f ](x, y) =
K∑
i=1

Ai,µ(x, y)BH
i
ni
[f ](x, y). (1.4.12)

Ca s, i ı̂n cazul Hermite, dificultatea ce apare este aceea de a selecta ı̂n mod convenabil

submult, imile Xi,mi astfel ı̂ncât card(∆i,mi(f)) = ri s, i, de asemenea, matricea asociată sistemului

(1.4.11) să aibă determinantul nenul, pentru fiecare i = 1, . . . ,K.

Definiţia 1.4.1. [25] O succesiune de submult, imi Xi,mi , i = 1, . . . ,K, se numes,te admisibilă

dacă card(∆i,mi(f)) = ri s, i matricea asociată sistemului dat de condit, iile de interpolare core-

spunzătoare are determinantul nenul.
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1.4.5 Operatori Shepard bivariaţi de tipul Hermite-Birkhoff complet

O altă abordare pentru a obt, ine operatori Shepard combinat, i implică utilizarea polinoamelor

Hermite-Birkhoff complete, precum au propus Dell’Accio s, i Di Tommaso ı̂n [38]. Pentru o

mult, ime X deschisă, convexă s, i mărginită s, i nodurile X = {xi, i = 1, . . . ,K} ⊂ X, cei doi au

considerat varianta locală, i.e., forma modificată introdusă ı̂n (1.4.3).

Presupunem că pentru fiecare nod xi, i = 1, . . . ,K, următoarele date de tip Hermite-Birkhoff

se cunosc

∆i(f) =

{
∂α+βf

∂α∂β
(xi) : (α, β) ∈ Ii ⊂ N2, α+ β ≤ ri

}
,

impunând ca, dacă valoarea unei derivate part, iale de ordinul γ a lui f se cunoas,te pentru xi,

atunci toate celelalte derivate part, iale de ordinul γ să fie de asemenea cunoscute.

Conform [38], reuniunea acestor mult, imi ∆(f) =
K⋃
i=1

∆i(f) se numes,te mult, ime Hermite-

Birkhoff completă.

În continuare, vom introduce o serie de notat, ii din [38]. În primul rând, considerăm T (i)

triunghiul cu un vârf ı̂n xi s, i celelalte două ı̂n xj s, i xk, astfel ı̂ncât acestea să se afle ı̂n interiorul

bilei ı̂nchise de rază Ri, centrată ı̂n xi. Punctul xi se numes,te vârful de referint,ă al lui T (i). În

sens trigonometric, pentru simplificarea notat, iilor, notăm cele trei vârfuri astfel: x1 := xi, x2 :=

xj , x3 := xk.

Considerând A(x,y, z) aria cu semn a triunghiului cu vârfurile x,y, z, definim coordonatele

baricentrice referitoare la triunghiul T (i) ca

λ1(x) =
A(x,x2,x3)

A(x1,x2,x3)
, λ2(x) =

A(x1,x,x3)

A(x1,x2,x3)
, λ3(x) =

A(x1,x2,x)

A(x1,x2,x3)
. (1.4.13)

În plus, vom utiliza derivatele direct, ionale de-a lungul laturilor triunghiului T (i). Con-

siderând ′′·′′ produsul scalar, ele se definesc ca

Dijf(x) = (xi − xj) · ∇f(x)

= (xi − xj)
∂f

∂x
(x) + (yi − yj)

∂f

∂y
(x), i, j = 1, 2, 3, i ̸= j. (1.4.14)

Compunerea acestor derivate direct, ionale se exprimă ca

D
(γ1,γ2)
1 = Dγ1

21D
γ2
31, D

(γ1,γ2)
2 = Dγ1

12D
γ2
32, D

(γ1,γ2)
3 = Dγ1

13D
γ2
23, (1.4.15)

pentru (γ1, γ2) ∈ N2.

Astfel, putem defini polinomul Hermite-Birkhoff complet HBT (i)[f ] ca o combinat, ie ı̂ntre

valorile derivatelor direct, ionale s, i ale unor polinoame ı̂n variabila λ = (λ1, λ2, λ3) de forma [38]

HBT (i)[f ](λ) =
∑
m

q1,m(λ)D
(α1

m,α2
m)

1 f(x1) +
∑
p

q2,p(λ)D
(β1

p ,β
2
p)

2 f(x2)

+
∑
s

q3,s(λ)D
(γ1

s ,γ
2
s )

3 f(x3), (1.4.16)

cu

{(α1
m, α

2
m)}m = Ii, {(β1p , β2p)}p ⊂ Ij , {(γ1s , γ2s )}s ⊂ Ik,
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s, i

card({m}) + card({p}) + card({s}) = (ni + 1)(ni + 2)

2
.

Observaţia 1.4.2. Avem că BHT (i)[f ] ∈ P2
ni
.

După finalizarea pas, ilor algoritmului de determinare a lui HBT (i)[f ], operatorul Shepard

modificat de tipul Hermite-Birkhoff poate fi scris ca [38]

SHB[f ](x, y) =
K∑
i=1

wi,µ(x, y)HB
T (i)[f ](x, y). (1.4.17)

1.4.6 Operatori Shepard-Lidstone bivariaţi

Operatorul Lidstone este construit pe baza polinoamelor Lidstone [1]
Λ0(x) = x,

Λ′′
n(x) = Λn−1(x), n ≥ 1

Λn(0) = Λn(1), n ≥ 1.

(1.4.18)

În această subsect, iune vom prezenta două abordări pentru a construi operatori Shepard-

Lidstone. Prima abordare, propusă de Cătinaş ı̂n [13], extinde polinoamele Lidstone de-a lungul

unui domeniu dreptunghiular. Cea de-a doua, dezvoltată de Caira, Dell’Accio s, i Di Tommaso

in [9], se bazează pe o formulă de aproximare de-a lungul unui domeniu triunghiular obt, inută

cu ajutorul acestor polinoame, as,a cum a fost prezentată ı̂n [34].

Pentru cazul dreptunghiular, vom defini mai ı̂ntâi interpolant, ii de tip Lidstone univariat, i,

pe care ı̂i vom extinde ulterior la cazul bidimensional. Fie [a, b], [c, d] două intervale de numere

reale s, i notăm cu ∆1 : a = x1 < x2 < . . . < xK1 = b s, i ∆2 : c = y1 < y2 < . . . < yK2 = d,

partit, iile uniforme ale lui [a, b] s, i [c, d], cu pas, ii h1 = b−a
K1−1 s, i respectiv h2 = d−c

K2−1 . Considerăm

de asemenea

Ln(∆1) = {p ∈ C[a, b] : p ∈ P2n−1 pentru fiecare subinterval [xi, xi+1], i = 1, . . . ,K1 − 1}.

Pentru f ∈ C2n−2[a, b], interpolantul Lidstone poate fi scris ca [1]

L∆1
n [f ](x) =

K1∑
i=1

n−1∑
j=0

lni,j(x)f
(2j)(xi), (1.4.19)

cu

lni,j(x) =


Λj

(
x−xi−1

h1

)
h2j1 , x ∈ [xi−1, xi], i = 2, . . . ,K1,

Λj

(
xi+1−x

h1

)
h2j1 , x ∈ [xi, xi+1], i = 1, . . . ,K1 − 1,

0, altfel.

Operatorul (1.4.19) satisface următoarele condit, ii de interpolare [1]

L∆1
n [f ](2j)(xi) = f (2j)(xi), j = 0, . . . , n− 1, i = 1, . . . ,K1.

În cazul bivariat, pentru f ∈ C2n−2,2n−2([a, b]×[c, d]) s, i partit, ia dreptunghiulară ∆ = ∆1×∆2

a lui [a, b]× [c, d], unicul interpolant de tip Lidstone se exprimă ca [1]
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L∆
n [f ](x, y) =

K1∑
i=1

n−1∑
α=0

K2∑
j=1

n−1∑
β=0

lni,α(x)l
n
j,β(y)

∂2α+2βf

∂x2α∂y2β
(xi, yj), (1.4.20)

având aceleas, i proprietăt, i de interpolare precum ı̂n cazul univariat

∂2α+2βL∆
n [f ]

∂x2α∂y2β
(xi, yj) =

∂2α+2βf

∂x2α∂y2β
(xi, yj),

α, β = 0, . . . , n− 1, i = 1, . . . ,K1, j = 1, . . . ,K2. (1.4.21)

Ne vom opri asupra cazului K1 = K2 =: K s, i considerăm pe fiecare dreptunghi ∆i =

[xi, xi+i]× [yi, yi+1] ⊆ [a, b]× [c, d], i = 1, . . . ,K, următoarele date de tip Lidstone

Li(f) =

{
∂4αf

∂x2α∂y2α
(xi, yi),

∂4αf

∂x2α∂y2α
(xi+1, yi+1), α = 0, . . . , n− 1

}
.

Considerând L∆i
n [f ] restrict, ia operatorului din (1.4.20) la dreptunghiul ∆i, definim operatorul

Shepard-Lidstone bivariat ca [13]

SL∆
n [f ](x, y) =

K∑
i=1

Ai,µ(x, y)L
∆i
n [f ](x, y). (1.4.22)

În ultima parte a acestei sect, iuni vom discuta o metodă diferită de a construi operatori

Shepard-Lidstone combinat, i, propusă ı̂n [9]. Ca s, i ı̂n sect, iunea precedentă, abordarea se bazează

pe a considera extensia polinomului univariat Lidstone la triunghiul T (i), i = 1, . . . ,K, având

ca vârf de referint, ă pe xi s, i ca alte două vârfuri xj , xk, situate ı̂n interiorul bilei ı̂nchise Bi

de centru xi s, i rază Ri, notate prin x1 := xi, x2 := xj , x3 := xk. Vom folosi coordonatele

baricentrice (λ1, λ2, λ3) ale lui x = (x, y) relativ la vârfurile triunghiului T (i), definite ca ı̂n

(1.4.13). În plus, notăm

v1 = (x2 − x3, y2 − y3), v1 =
v1

∥v1∥
,

v2 = (x3 − x1, y3 − y1), v2 =
v2

∥v2∥
,

v3 = (x2 − x1, y2 − y1), v3 =
v3

∥v3∥
.

Interpolantul Lidstone corespunzător triunghiului T (i) este de forma [9]

L̃T (i)
n [f ](x, y) =

n−1∑
α=0

n−1−α∑
β=0

∥v2∥2β
(
Λβ(1− λ2 − λ3)

∂2α+2βf

∂v2β2 ∂v2α1
(x1)

+ Λβ(λ2 + λ3)
∂2α+2βf

∂v2β2 ∂v2α1
(x3)

)
·Λα

(
λ3

λ2 + λ3

)
(1.4.23)

+
n−1−α∑
β=0

∥v3∥2β
(
Λβ(1− λ2 − λ3)

∂2α+2βf

∂v2β3 ∂v2α1
(x1)

+Λβ(λ2 + λ3)
∂2α+2βf

∂v2β3 ∂v2α1
(x2)

)
· Λα

(
λ2

λ2 + λ3

)]
· ∥v1∥2α(λ2 + λ3)

2α,
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pentru f ∈ C2n(X), X domeniu convex, (x, y) ∈ X.

Forma modificată a operatorului Shepard-Lidstone ı̂n acest caz este dată de [9]

SL̃n[f ](x, y) =
K∑
i=1

wi,µ(x, y)L̃
T (i)
n [f ](x, y). (1.4.24)

Pentru fiecare nod xi, i = 1, . . . ,K, triunghiul T (i) corespunzător este ales astfel ı̂ncât

să fie situat ı̂n interiorul bilei ı̂nchise de centru xi s, i rază Ri s, i ı̂n plus, să minimizeze can-

titatea e2nmax(i)
[
e2max(i)A(i)

]2n−1
, unde emax(i) = max{∥x1 − x2∥, ∥x2 − x3∥, ∥x3 − x1∥} s, i

A(i) = |2A(x1,x2,x3)|−1.

1.4.7 Operatori Shepard-Bernoulli bivariaţi

O extensie a funct, ilor reale cu ajutorul polinoamelor Bernoulli de-a lungul unei dreptunghi

a fost propusă de către Costabile s, i Dell’Accio ı̂n [32]. Cu ajutorul acestor operatori, Cătinaş

a introdus interpolantul Shepard-Bernoulli bivariat ı̂n [11]. Vom prezenta rezultatele principale

din cele două articole ı̂n prima parte a sect, iunii curente.

Considerăm dreptunghiul X = [a, b]× [c, d] ⊆ R2 s, i f ∈ Cm,n(X). În aceste ipoteze, putem

defini interpolantul de tip Bernoulli ca [32]

Bm,n[f ](x, y) =f(a, c) +

m∑
i=1

hi−1

i!
Si

(
x− a

h

)
∆(h,0)

∂i−1f

∂xi−1
(a, c)

+

n∑
j=1

kj−1

j!
Sj

(
y − c

k

)
∆(0,k)

∂j−1f

∂yj−1
(a, c) (1.4.25)

+

m∑
i=1

n∑
j=1

hi−1kj−1

i!j!
Si

(
x− a

h

)
Sj

(
y − c

k

)
∆(h,k)

∂i+j−2f

∂xi−1∂yj−1
(a, c),

considerând notat, iile

∆(h,0)f(x, y) = f(x+ h, y)− f(x, y),

∆(0,k)f(x, y) = f(x, y + k)− f(x, y),

∆(h,k)f(x, y) = f(x, y)− f(x+ h, y) + f(x+ h, y + k)− f(x, y + k),

pentru h = b− a s, i k = d− c.

Avem de asemenea că

Si

(
x− a

h

)
= Bi

(
x− a

h

)
−Bi,

cu Bi(·) reprezentând polinoamele Bernoulli s, i Bi = Bi(0) numerele Bernoulli, date de (1.3.11).

Pentru simplificarea notat, iilor, vom nota operatorul introdus ı̂n (1.4.25) prin

Bm,n[f ; (a, c), (h, k)]. Considerând cele de mai sus, pentru o mult, ime de K noduri xi = (xi, yi) ∈
X, i = 1, . . . ,K, definim operatorul Shepard combinat de tip Bernoulli ı̂n cazul bivariat ca [11]

SBm,n[f ](x, y) =
K∑
i=1

Ai,µ(x, y)B
i
m,n[f ](x, y), (1.4.26)

Bi
m,n[f ](x, y) = Bm,n[f ; (xi, yi), (hi, ki)], i = 1, . . . ,K,
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considerând dreptunghiul [xi, xi+1]× [yi, yi+1], cu hi = xi+1 − xi s, i ki = yi+1 − yi, i = 1, . . . ,K,

unde xK+1 = xK−1.

Operatorul Bernoulli triunghiular se obt, ine prin atribuirea fiecărui nod xi, i = 1, . . . ,K,

a unui triunghi T (i) cu alte două noduri xj s, i xk ca vârfuri, astfel ı̂ncât ele să fie situate ı̂n

interiorul bilei ı̂nchise centrată ı̂n xi, de rază Ri. Pentru simplificarea notat, iilor, ı̂n fiecare

triunghi T (i) facem din nou convent, ia ca x1 := xi, x2 := xj , x3 := xk. Considerăm (λ1, λ2, λ3)

coordonatele baricentrice ale unui punct x ∈ X relativ la triunghiul T (i), obt, inute precum ı̂n

(1.4.13). În plus, impunem ca X ⊆ R2 să fie un domeniu compact s, i convex.

În ipotezele de mai sus, pentru o funct, ie f cu valori reale, de clasă Cn(X), operatorul

Bernoulli de ordinul n introdus ı̂n [37] are forma

B̃T (i)
n [f ](x, y) =f(x1) +

n∑
i=1

Si(λ2 + λ3)

i!

(
D

(0,i−1)
1 f(x3)−D

(0,j−1)
1 f(x1)

)

+
n∑

i=1

n−i+1∑
j=1

(λ2 + λ3)
i−1Si

(
λ2

λ2+λ3

)
Sj(λ2 + λ3)

i!j!
(1.4.27)

·
[
(−1)i+j

(
D

(j−1,i−1)
2 f(x2)−D

(j−1,i−1)
2 f(x1)

)
+(−1)j

(
D

(j−1,i−1)
3 f(x3)−D

(j−1,i−1)
3 f(x1)

)]
,

cu derivatele direct, ionale s, i compunerile lor D
(γ1,γ2)
i , i = 1, 2, 3, date de (1.4.14) s, i (1.4.15).

Pentru fiecare nod xi, alegerea triunghiului T (i) corespunzător este realizată similar cu

celelalte două cazuri prezentate.

Definim operatorul Shepard-Bernoulli bivariat de ordinul n ca [37]

SB̃n[f ](x, y) =

K∑
i=1

wi,µ(x, y)B̃
T (i)
n [f ](x, y). (1.4.28)

1.5 Interpolare sferică cu ajutorul operatorului Shepard

Această sect, iune are intent, ia de a prezenta rezultate din literatură referitoare la problema

interpolării pe sfera unitate d-dimensională Sd. Cazul pe care ı̂l vom studia este cel ı̂n care

d = 2, deoarece acest tip de probleme apare ı̂n multe domenii practice ı̂n care datele provin,

de exemplu, din măsurătorile unor fenomene fizice la nivelul Pământului, caz ı̂n care sfera S2

reprezintă un model potrivit pentru Pământ, precum a fost punctat ı̂n [19], [53], [84].

Alte domenii care folosesc interpolarea sferică includ modelarea suprafet,elor ı̂nchise din

CAGD, precum a fost ment, ionat ı̂n [36], sau ı̂n rezolvarea unor probleme geofizice (topografie,

intensitatea câmpului magnetic, potent, ialul gravitat, ional [53]).

Aproximarea sferică a funct, iilor a reprezentat subiectul lucrărilor multor autori. O temă des

abordată s-a bazat pe teoria funct, iilor radiale (vezi, e.g., [5], [54], [58], [84]). Alt, i autori s-au

concentrat asupra metodelor de tip Shepard combinate cu funct, ii radiale (vezi, e.g., [18], [19],

[20], [21], [35], [36]) sau, atunci când date referitoare la derivatele part, iale au fost disponibile,

combinate, de exemplu cu polinoame Hermite-Birkhoff [2]. În plus, metode de tip Shepard

construite cu ajutorul triangularizării sferice au fost propuse ı̂n [97], [98].
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1.5.1 Funcţii radiale sferice

Sfera unitate S2 este definită ca

S2 = {x = (x, y, z) ∈ R3 : ∥x∥ = 1},

cu ∥ · ∥ reprezentând norma Euclideană. Aria suprafet,ei lui S2 este ω2 = 4π.

Distant,a geodezică dintre x, y ∈ S2, notată cu g(x,y), este calculată ca [54]

g(x,y) = arccos(x · y), (1.5.1)

cu ′′·′′ reprezentând produsul scalar. Această distant, ă măsoară lungimea arcului celui mai scurt

drum dintre x s, i y.

Cazul analog pe sferă al problemei funct, iilor radiale foloses,te ı̂n loc de distant,a Euclideană

pe cea geodezică g s, i o funct, ie radială sferică (SBF) ψ : [0, π] → R. Pentru o mult, ime de date

dispersate X = {xi ∈ S2 : i = 1, . . . ,K} cu valori cunoscute ale unei funct, ii f : S2 → R pe X ,

obiectivul este acela de a găsi un interpolant s de forma [54]

s(x) =
K∑
i=1

aiψ(g(x,xi)), (1.5.2)

astfel ı̂ncât s(xi) = f(xi), i = 1, . . . ,K.

Sistemul liniar ce rezultă are forma [54]

Ma = f, (1.5.3)

unde

M ∈ RK×K , Mij = ψ(g(xi,xj)), i, j = 1, . . . ,K,

a = (a1, . . . , aK)T , f = (f1, . . . , fK)T , cu fi = f(xi).

Deseori, as,a cum este ment, ionat ı̂n [84], se consideră aproximarea prin funct, ii radiale sferice

plus un polinom armonic sferic. În această situat, ie, interpolantul are forma [54]

sh(x) =
K∑
i=1

aiψ(g(x,xi)) + y(x), (1.5.4)

cu y reprezentând un polinom armonic sferic.

Definiţia 1.5.1. [54] Un polinom p : R3 → R de grad d, d ≥ 0, este omogen de gradul d dacă

p(tx) = tdp(x), pentru orice x ∈ R3 s, i t > 0.

Definiţia 1.5.2. [54] Un polinom p : R3 → R este armonic dacă ∆p(x) = 0, pentru orice

x ∈ R3, unde ∆ reprezintă operatorul Laplace, i.e.,

∆p =
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
+
∂2p

∂z2
.
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Definiţia 1.5.3. [54] Dacă Pd este mult, imea polinoamelor de grad d ı̂n R3 armonice s, i omogene

de grad d, mult, imea polinoamelor armonice sferice de ordin exact d este dată de spat, iul liniar

H∗
d(S

2) = {p|S2 : p ∈ Pd}.

Definiţia 1.5.4. [54] Spat, iul polinoamelor armonice sferice de ordin cel mult d, notat cuHd(S
2),

este definit ca

Hd(S
2) =⊕d

j=0H
∗
j (S

2).

Dacă y din (1.5.4) este un polinom armonic sferic de gradul d, după dezvoltarea sa, obt, inem

următoarea formă a interpolantului sh [54]

sh(x) =
K∑
i=1

aiψ(g(x,xi)) +
D∑
i=1

Aiyi(x), (1.5.5)

cu D = dimHd(S
2) s, i {y1, . . . , yD} bază pentru Hd(S

2).

Pe lângă condit, iile de interpolare

sh(xi) = f(xi), i = 1, . . . ,K, (1.5.6)

următoarele constrângeri liniare trebuie satisfăcute [54]

K∑
k=1

akyi(xk) = 0, i = 1, . . . , D. (1.5.7)

Astfel obt, inem un sistem liniar augmentat cu K +D necunoscute s, i K +D ecuat, ii, ce poate

fi scris sub formă matriceală ca [54](
M Y

Y T 0

)
·

(
a

A

)
=

(
f

0

)
, (1.5.8)

unde

M ∈ RK×K , Mij = ψ(g(xi,xj)), i, j = 1, . . . ,K,

Y ∈ RK×D, Yij = yj(xi), i = 1, . . . ,K, j = 1, . . . , D,

a = (a1, . . . , aK)T , A = (A1, . . . , AD)
T ,

f = (f1, . . . , fK)T , cu fi = f(xi).

Conform [54], interpolant, ii s s, i sh există s, i sunt unici dacă s, i numai dacă matricele (1.5.3)

s, i (1.5.8) sunt nesingulare. Similar cazului RBF, acest lucru are loc pentru funct, ii strict pozitiv

definite s, i condit, ional strict pozitiv definite pe sferă.

Definiţia 1.5.5. [54] Fie ψ : [0, π] → R o funct, ie continuă. Spunem că ψ este strict pozitiv

definită pe S2 (ψ ∈ SPD) dacă, pentru orice mult, ime de K noduri distincte xi ∈ S2, i = 1, ...,K,

forma cuadratică
K∑
i=1

K∑
j=1

aiajψ(g(xi,xj)) (1.5.9)

este pozitivă pe RK \ {0}.
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Teorema 1.5.6. [54] Orice funct,ie ψ ∈ SPD oferă un interpolant unic s precum ı̂n (1.5.2).

Definiţia 1.5.7. [54] Fie ψ : [0, π] → R o funct, ie continuă s, i m ∈ N. Spunem că ψ este

condit,ional strict pozitiv definită pe S2 de ordinulm (ψ ∈ CSPD(m)) dacă, pentru orice mult, ime

de K noduri distincte xi ∈ S2, i = 1, ...,K, forma cuadratică (1.5.9) este pozitivă pe

Wm−1 =
{
a ∈ RK \ {0} :

K∑
i=1

aiy(xi) = 0, oricare ar fi y ∈ Hm−1(S
2)
}
.

Definiţia 1.5.8. [54] Se consideră m ∈ N s, i D = dimHm−1(S
2). O mult, ime de noduri distincte

X = {xi ∈ S2 : i = 1, . . . , D} se numes,te unisolventă relativ la Hm−1(S
2) dacă singurul element

care se anulează pentru fiecare xi este polinomul armonic sferic nul.

Teorema 1.5.9. [54] Orice funct,ie ψ ∈ CSPD(m) oferă un interpolant unic sh precum ı̂n

(1.5.5) dacă condit,ia de unisolvent,ă pe sferă are loc.

1.5.2 Operatori Shepard combinaţi cu funcţii radiale sferice

Interpolarea sferică a datelor cu ajutorul operatorilor de tip Shepard combinat, i cu funct, ii

radiale a fost intensiv studiată de către Cavoretto s, i De Rossi (vezi, e.g., [18], [19], [20], [21],

[35], [36]).

Se consideră o mult, ime de noduri distincte X = {xi = (xi, yi, zi), i = 1, ...,K}, aflate pe

sfera S2 ı̂mpreună cu valorile fi = f(xi), i = 1, ...,K, ale unei funct, ii f : S2 → R. Pentru

x = (x, y, z) ∈ S2 operatorul Shepard sferic modificat este dat de [36]

S(x) =
K∑
j=1

wj(x)fj , (1.5.10)

cu

wj(x) =
wj(x)

K∑
k=1

wk(x)

. (1.5.11)

Ponderile wj se definesc ca

wj (x) =
[
(Rw

j −g(x,xj))+
Rw

j g(x,xj)

]µ
, (1.5.12)

considerând Rw
j o rază de influent, ă a nodului j s, i g distant,a geodezică (1.5.1) dintre x s, i xj .

Definiţia 1.5.10. [36] Interpolantul de tipul funct,ie de bază zonală s(1) : S2 → R asoociat lui

X s, i valorilor corespunzătoare ale funct, iei f pe X este definit ca

s(1)(x) =

K∑
j=1

ajψ(g(x,xj)), (1.5.13)

cu coeficient, ii aj , j = 1, ...,K, obt, inut, i din relat, iile de interpolare

s(1)(xi) = fi, i = 1, ...,K,

unde g(x,xj) reprezintă distant,a geodezică dintre x s, i xj s, i ψ : [0, π] → R este o funct, ie radială

sferică.
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Definiţia 1.5.11. [35] Interpolantul augmentat de tipul funct,ie de bază zonală s(2) : S2 → R
asociat lui X s, i valorilor corespunzătoare ale funct, iei f pe X este definit ca

s(2)(x) =
K∑
j=1

ajψ(g(x,xj)) +
D∑

k=1

Akyk(x), (1.5.14)

unde yk ∈ Hd(S
2), k = 1, . . . , D, sunt polinoamele armonice sferice de ordin cel mult d, D =

dimHd(S
2) s, i {y1, ..., yD} formează o bază pentru Hd(S

2).

Coeficient, ii aj , j = 1, ...,K s, i Ak, k = 1, ..., D se obt, in din

s(2)(xi) = fi, i = 1, ...,K,

s, i impunând constrângerile
K∑
i=1

aiyk(xi) = 0, k = 1, ..., D.

Definiţia 1.5.12. [36] Atas, ând fiecărui punct xj , j = 1, ...,K, o mult, ime Ij de indici ai nZ

vecini ai lui xj , definim interpolantul local de tipul funct,ie de bază zonală s
(1)
j : S2 → R ca

s
(1)
j (x) =

∑
i∈Ij

ajiψ(g(x,xj)), (1.5.15)

unde aji , i ∈ Ij , j = 1, ...,K, rezultă din

s
(1)
j (xi) = fi, i ∈ Ij , j = 1, ...,K.

Definiţia 1.5.13. [35] Atas, ând fiecărui punct xj , j = 1, ...,K, o mult, ime Ij de indici ai nZ

vecini ai lui xj , definim interpolantul augmentat local de tipul funct,ie de bază zonală s
(2)
j : S2 → R

ca

s
(2)
j (x) =

∑
i∈Ij

ajiψ(g(x,xj)) +

D∑
k=1

Aj
kyk(x), (1.5.16)

unde D = dimHd(S
2), D ≤ nZ , iar {y1, . . . , yD} este o bază a lui Hd(S

2).

Coeficient, ii a
j
i , i ∈ Ij , j = 1, ...,K s, i A

j
k, k = 1, ..., D, se obt, in prin impunerea condit, iilor

s
(2)
j (xi) = fi, i ∈ Ij , j = 1, ...,K,

s, i ∑
i∈Ij

ajiyk(xi) = 0, j = 1, ...,K, k = 1, ..., D.

Definiţia 1.5.14. [35, 36] Pentru o mult, ime de noduri distincte X = {xi ∈ S2, i = 1, . . . ,K}
s, i valorile fi = f(xi), i = 1, . . . ,K, ale funct, iei f : S2 → R, operatorul Shepard sferic modificat,

combinat cu o funct,ie de bază zonală este dat de

S(k)(x) =

K∑
j=1

wj(x)s
(k)
j (x), k = 1, 2. (1.5.17)
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1.5.3 Operatori Shepard sferici de tipul Hermite-Birkhoff

Allasia, Cavoretto s, i De Rossi au propus ı̂n [2] o metodă de interpolare sferică a datelor

dispersate cu ajutorul funct, iilor de bază de tip Shepard s, i al operatorilor Hermite-Birkhoff.

Operatorul Shepard combinat de tipul Hermite-Birkhoff este definit ca [2]

H(x) =

K∑
i=1

Ai(x)T [f ](x,xi,∆i), (1.5.18)

unde

T [f ](x,xi,∆i) =
∑
γ∈∆i

∂|γ|f

∂xγ1∂yγ2∂zγ3
(xi) ·

3∏
j=1

(uj − uj(xi))
γj

γj !
, (1.5.19)

iar Ai sunt funct, ii de bază cardinale ce satisfac condit, iile

Ai ∈ Ck(X), Ai(x) ≥ 0,

K∑
i=1

Ai(x) = 1, Ai(xj) = δij , (1.5.20)

s, i, ı̂n plus,
∂|γ|Ai

∂xγ1∂yγ2∂zγ3
(xj) = 0, γ ∈ ∆i, |γ| ∈ {1, . . . , k}, j = 1, . . . ,K.

Pentru a obt, ine o metodă de tip Shepard, funct, iile de bază cardinale pot fi exprimate sub

forma [2]

Ai(x) =
(α(x,xi))

−1

K∑
j=1

(α(x,xj))
−1

, Ai(xi) = 1, i = 1, . . . ,K. (1.5.21)

Funct, ia α : X×X → R+ trebuie să fie continuă s, i mărginită, cu α(x,xi) > 0, ∀x ∈ X, x ̸= xi

s, i α(xi,xi) = 0, ∀xi ∈ X . În plus, α trebuie să fie continuă s, i diferent, iabilă de ordinul k pe X

cu
∂|γ|α

∂xγ1∂yγ2∂zγ3
(x,xi)

∣∣∣∣∣
x=xi

= 0, 0 < |γ| ≤ k, i = 1, . . . ,K.

Folosind distant,a geodezică g definită ı̂n (1.5.1), α poate fi scrisă ca

α(x,y) = (g(x,y))µ , µ ∈ R+, µ ≥ k, x,y ∈ X. (1.5.22)

O altă metodă dezvoltată ı̂n [2] implică utilizarea unei abordări locale pentru a construi

funct, iile de bază cardinale, de forma

wi(x) =
τ(x,xi) (g(x,xi))

−µ

K∑
k=1

τ(x,xk) (g(x,xk))
−µ

, (1.5.23)

astfel ı̂ncât wi să se anuleze ı̂n exteriorul vecinătăt, ii lui xi, cu

τ(x,xi) =

(
1− g(x,xi)

R

)k+1

+

, x ∈ X, i = 1, . . . ,K.

Cu această alegere, funct, ia τ : X → R+ este de clasă Ck pe X s, i, pentru o valoare potrivită

a lui R > 0, se anulează ı̂n exteriorul bilei de centru xi s, i rază R.

Astfel, noul operator de interpolare local de tipul Hermite-Birkhoff poate fi scris ca [2]

H̃(x) =

K∑
i=1

wi(x)T [f ](x,xi,∆i). (1.5.24)
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Capitolul 2

Operatori Shepard univariat, i

obt, inut, i cu ajutorul polinoamelor de

tipul celor mai mici pătrate

Acest capitol introduce un nou operator Shepard univariat, combinat cu polinoame constru-

ite prin metoda celor mai mici pătrate ponderate. Sect, iunea 2.1 prezintă construirea acestor

polinoame, alături de câteva dintre proprietăt, ile lor, precum proprietăt, ile de interpolare, gradul

de exactitate s, i liniaritatea. Sect, iunea 2.2 se concentrează asupra operatorului Shepard rezul-

tat, demonstrând că mos,tenes,te proprietăt, ile amintite anterior. În final, este analizată eroarea

de interpolare pe baza Teoremei lui Peano s, i sunt oferite exemple numerice care demonstrează

beneficiile utilizării acestor operatori. Rezultatele obt, inute ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n

lucrarea Malina [62].

2.1 Construcţia şi proprietăţile polinoamelor univariate de tipul

celor mai mici pătrate

Renka a introdus ı̂n [72], ı̂n 1988, un algoritm de ı̂mbunătăt, ire a operatorului Shepard

bivariat, considerând un polinom cuadratic care interpolează funct, ia f pe o mult, ime de noduri

date s, i care, de asemenea, aproximează datele prin metoda celor mai mici pătrate ponderate.

Ulterior, ı̂n 1999, ı̂n [74], a ı̂mbunătăt, it metoda prin substituirea polinomului de gradul al doilea

cu unul cubic. În 2010, W. I. Thacker et al. [89] au prezentat principalele dezavantaje ale celor

două metode s, i au sugerat combinarea operatorului Shepard cu un polinom liniar care păstrează

aproximarea datelor prin metoda celor mai mici pătrate ponderate.

Se consideră X ⊂ R, f : X → R s, i K noduri reale date, notate prin xj , j = 1, ...,K. Valorile

funct, iei f pe noduri se cunosc s, i se notează cu fj = f(xj), j = 1, ...,K.

În aceste ipoteze, pentru un punct x ∈ X, definim funct, ia polinomială de grad n, Cn
j [f ],

j = 1, ...,K, n ∈ N, ca

Cn
j [f ](x) = fj +

n∑
k=1

aj,k(x− xj)
k, (2.1.1)
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unde coeficient, ii aj,k se determină astfel ı̂ncât să minimizeze

Ej =
K∑
i=1
i ̸=j

λi,j
[
Cn
j [f ](xi)− fi

]2
, (2.1.2)

cu

λi,j =
|xi − xj |−µ

K∑
k=1
k ̸=i

|xi − xk|−µ

, (2.1.3)

pentru i, j = 1, ...,K s, i µ > 0.

Pentru a determina coeficient, ii aj,k (i.e., a obt, ine minimul expresiei (2.1.2)), vom rezolva

sistemul
∂Ej

∂aj,k
= 0, pentru fiecare k = 1, ..., n, s, i j = 1, ...,K.

Ulterior, pentru fiecare j = 1, ...,K, se obt, ine

∂Ej

∂aj,k
= 2

K∑
i=1
i ̸=j

λi,j

 n∑
p=1

aj,p(xi − xj)
p + (fj − fi)

 (xi − xj)
k = 0, pentru orice k = 1, ..., n.

Pentru fiecare j = 1, ...,K, putem scrie ecuat, iile normale ce rezultă mai sus sub formă

matriceală ca

Mj · aj = bj , (2.1.4)

unde Mj este matricea de dimensiune n×n ce are pe pozit, ia (r, s) elementul
K∑
i=1
i ̸=j

λi,j(xi−xj)r+s,

bj este un vector coloană cu n elemente cu
K∑
i=1
i ̸=j

λi,j(xi − xj)
k(fi − fj) pe pozit, ia k s, i aj =

(aj,1, aj,2, ..., aj,n)
T este vectorul de necunoscute.

Teorema 2.1.1. Operatorul Cn
j [f ] definit ı̂n (2.1.1) satisface următoarele proprietăt,i de inter-

polare

Cn
j [f ](xj) = fj , j = 1, ...,K.

Teorema 2.1.2. Operatorul Cn
j [f ], j = 1, ...,K, are gradul de exactitate n, i.e.,

dex(Cn
j [f ]) = n, j = 1, ...,K.

Teorema 2.1.3. Operatorul Cn
j [f ] este liniar.

2.2 Operatori Shepard univariaţi combinaţi cu polinoame de

tipul celor mai mici pătrate

Definiţia 2.2.1. Pentru f : X ⊂ R → R s, i o mult, ime X = {xj : j = 1, . . . ,K} ⊂ X de K

noduri de interpolare, astfel ı̂ncât valorile lui f sunt cunoscute pe X , putem defini operatorul

Shepard univariat combinat cu un polinom de grad n ca

SPn[f ](x) =
K∑
j=1

Aj,µ(x)C
n
j [f ](x), (2.2.1)
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cu Cn
j [f ] definit ı̂n (2.1.1), Aj,µ date de (1.3.2) s, i µ > 0.

Teorema 2.2.2. Următoarele proprietăt,i de interpolare au loc

SPn[f ](xj) = f(xj), j = 1, ...,K.

Teorema 2.2.3. Operatorul SPn este liniar.

Teorema 2.2.4. Operatorul Shepard SPn are gradul de exactitate n.

Formula de interpolare pentru operatorul Shepard univariat, combinat cu un polinom de

grad n este dată de

f = SPn[f ] +Rn[f ],

cu Rn[f ] reprezentând termenul rest.

Teorema 2.2.5. Dacă f ∈ Hn+1[a, b], atunci

Rn[f ](x) =

∫ b

a
ϕn(x, t)f

(n+1)(t) dt,

unde

ϕn(x, t) =
(x− t)n+

n!
−

K∑
j=1

Aj,µ(x)

[
(xj − t)n+

n!
+

n∑
k=1

aj,k(x− xj)
k

]
, (2.2.2)

cu aj,k reprezentând solut,iile ecuat,iilor
∂Ej

∂aj,k
= 0, pentru fiecare k = 1, ..., n, unde

Ej =
K∑
i=1
i ̸=j

λi,j

[
(xj − t)n+

n!
+

n∑
k=1

aj,k(xi − xj)
k −

(xi − t)n+
n!

]2
,

s, i λi,j sunt date ı̂n (2.1.3), j = 1, ...,K.
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Capitolul 3

Operatori Shepard bivariaţi obţinuţi

cu ajutorul funcţiilor radiale

Acest capitol introduce noi operatori Shepard combinat, i ı̂n cazul bidimensional, cu ajutorul

al trei funct, ii radiale: least squares thin-plate spline, inverse quadratic s, i inverse multiquadric.

Această abordare are ca scop obt, inerea unor rezultate de aproximare mai bune, datorită eficient,ei

dovedite a funct, iilor radiale, atât ı̂n contexte teoretice, cât s, i ı̂n contexte practice. Pe lângă

forma clasică s, i cea modificată, vom utiliza s, i o metodă iterativă, comparabilă cu cea de-a doua

ment, ionată. Rezultatele originale prezentate ı̂n Sect, iunile 3.1 s, i 3.2 au fost publicate ı̂n lucrările

Cătinaş s, i Malina [14], [17] s, i Malina [61].

La finalul capitolului, ı̂n Sect, iunea 3.3, vom considera o aplicat, ie practică a acestor operatori

ı̂n reconstruct, ia de imagini alb-negru s, i color. Rezultatele obt, inute ı̂n această sect, iune se regăsesc

ı̂n articolul Malina [60].

3.1 Operatorul Shepard combinat cu funcţia radială de tipul

thin-plate spline

Se consideră f o funct, ie cu valori reale definită pe X ⊂ R2 s, i (xi, yi) ∈ X noduri distincte,

astfel ı̂ncât f(xi, yi), i = 1, . . . ,K, sunt cunoscute.

Definiţia 3.1.1. Operatorul Shepard clasic de tipul thin-plate spline se exprimă ca

Sm
µ [f ](x, y) =

K∑
i=1

Ai,µ(x, y)Fi(x, y), (3.1.1)

unde Ai,µ, i = 1, ...,K, sunt date de (1.4.2), pentru un parametru µ > 0 dat, iar funct, iile de

tipul least squares thin-plate spline sunt definite ca

Fi(x, y) =
i∑

j=1
αjd

2
j log(dj) + ax+ by + c, i = 1, ...,K, (3.1.2)

cu dj =
√
(x− xj)2 + (y − yj)2.
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Coeficient, ii αj , a, b, c of Fi se determină astfel ı̂ncât să minimizeze expresia

E =
K∑
i=1

[Fi(xi, yi)− f(xi, yi)]
2,

deci, ca solut, ii ale unor sisteme de forma (vezi, e.g., [64])



0 d212 log d12 · · · d21K log d1K x1 y1 1

d221 log d21 0 · · · d22K log d2K x2 y2 1
...

...
...

...
...

...
...

d2K1 log dK1 d2K2 log dK2 · · · 0 xK yK 1

x1 x2 · · · xK 0 0 0

y1 y2 · · · yK 0 0 0

1 1 · · · 1 0 0 0



·



α1

α2

...

αK

a

b

c



=



f1

f2
...

fK

0

0

0



, (3.1.3)

cu d2ij = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 , fi = f(xi, yi), i, j = 1, . . . ,K.

Definiţia 3.1.2. Definim operatorul Shepard modificat de tipul least squares thin-plate spline ca

Sm
W [f ](x, y) =

K∑
i=1

wi,µ (x, y)Fi(x, y), (3.1.4)

cu wi,µ date de (1.4.4) s, i Fi definite ı̂n (3.1.2), pentru i = 1, ...,K.

Pentru a ı̂mbunătăt, i metodele descrise mai sus, vom considera o mult, ime mai mică de k ∈ N∗

noduri (x̂j , ŷj), j = 1, ..., k, reprezentativă pentru mult, imea init, ială de K noduri de interpolare.

Această mult, ime se obt, ine utilizând ideea propusă de J. R. McMahon ı̂n 1986. Pas, ii algoritmului

sunt următorii (vezi, e.g., [64], [65]):

1. Se generează k noduri aleatoare, cu k < K ;

2. Fiecărui punct i se atribuie cel mai apropiat nod, pe baza distant,ei Euclidiene ;

3. Dacă există noduri cărora nu le-a fost atribuit niciun punct, se ı̂nlocuiesc prin cel

mai apropiat punct ;

4. Se construies,te următoarea mult, ime de noduri ca media aritmetică a tuturor

punctelor corespunzătoare ;

5. Se repetă pas, ii 2-4 până când mult, imea de noduri rămâne neschimbată timp de două

iterat, ii.
Algoritmul 1: Generarea nodurilor reprezentative pentru o mult,ime de puncte date.

Observaţia 3.1.3. Utilizarea mult, imii de K noduri de interpolare este indicată prin setarea

m = 1, ı̂n timp ce utilizarea celor k noduri reprezentative este indicată prin m = 2.

Operatorul Shepard modificat, introdus de Franke s, i Nielson [47], necesită utilizarea unor

parametri artificiali precum numărul celor mai apropiat, i vecini sau raza de influent, ă. O abordare

diferită propusă ı̂n [63] constă ı̂ntr-o metodă iterativă care nu foloses,te aces,ti parametri s, i reduce

reziduul de interpolare la fiecare iterat, ie. Acuratet,ea acestei metode este comparabilă cu cea a
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variantei locale precum a fost demonstrat ı̂n [63], des, i există cazuri ı̂n care una dintre metode

este preferată celeilalte.

Pentru (x, y) ∈ X, operatorul Shepard iterativ introdus ı̂n [63] este de forma

u(x, y) =

M∑
i=0

K∑
j=1

u(k)j ω ((x− xj , y − yj)/τi) /

K∑
p=1

ω ((xp − xj , yp − yj)/τi)

 , (3.1.5)

unde (xi, yi) ∈ X, i = 1, ...,K, reprezintă nodurile de interpolare s, i ω este o funct, ie pondere,

continuă s, i diferent, iabilă, ce satisface următoarele proprietăt, i:

ω(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R2, ω(0, 0) > 0 s, i ω(x, y) = 0 dacă ∥(x, y)∥ > 1.

În ecuat, ia de mai sus, u
(k)
j reprezintă reziduul de la pasul k, cu u

(0)
j ≡ uj .

Folosind ideile s, i metoda descrise ı̂n [63], introducem ı̂n cele ce urmează un nou operator

Shepard de tipul least squares thin-plate spline.

Definiţia 3.1.4. Operatorul Shepard iterativ de tipul least squares thin-plate spline este dat de

umL [f ](x, y) =
M∑
i=0

K∑
j=1

u(i)Fj
ω ((x− xj , y − yj)/τi) /

K∑
p=1

ω ((xp − xj , yp − yj)/τi)

 , (3.1.6)

cu reziduurile de interpolare de la pasul i, u
(i)
Fj
, definite prin

u
(0)
Fj

= Fj(xj , yj), (xj , yj) ∈ X, j = 1, ...,K,

s, i

u
(i+1)
Fj

= u
(i)
Fj

−
K∑
q=1

u(i)Fq
ω ((xj − xq, yj − yq)/τi) /

K∑
p=1

ω ((xp − xq, yp − yq)/τi)

 .
Ponderea ω este de forma

ω(x, y) = ω(x)ω(y),

cu

ω(x) =

{
5(1− |x|)4 − 4(1− |x|)5, |x| < 1

0, |x| ≥ 1
.

Fj sunt funct, iile de tipul least squares thin-plate splines date de (3.1.2). Parametrul τi se

alege precum ı̂n [63] s, i scade de la o valoare τ0, ce poate fi, de exemplu,

τ0 > sup
(x,y)∈X

max
1≤j≤K

∥(x− xj , y − yj)∥

la

τM < min
k ̸=j

∥(xk − xj , yk − yj)∥.

S, irul {τi} de factori de scalare este dat de

τi = τ0 · γi, γ ∈ (0, 1).

Aplicând conceptul de analiză multiscalară, a fost demonstrat ı̂n [63] că interpolantul rămâne

stabil pentru γ ∈ [0.6, 0.95]. Valori mai mici ale lui γ pot fi de asemenea selectate pentru a reduce

timpul computat, ional, ı̂n special ı̂n cazul nodurilor de interpolare dispersate.
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3.2 Operatorul Shepard combinat cu funcţiile radiale de tipul

inverse quadratic şi inverse multiquadric

Pentru o funct, ie f : X ⊆ R2 → R, cu valori cunoscute pe o mult, ime de K noduri de

interpolare (xi, yi) ∈ X, i = 1, . . . ,K, se consideră funct, ia

ϕβi (x, y) =
i∑

j=1
αj

[
1 + (ϵdj)

2
]β

+ ax+ by + c, i = 1, ...,K, (3.2.1)

cu ϵ un parametru de formă s, i dj =
√

(x− xj)2 + (y − yj)2.

Pentru β = −1, obt, inem cazul funct, iei de tip inverse quadratic s, i pentru β = −1/2 cel al

funct, iei de tip inverse multiquadric.

Coeficient, ii αj , a, b, c sunt obt, inut, i ca solut, ii ale sistemelor ce au o formă similară celor din

(3.1.3). Pe scurt, ele pot fi scrise ca(
A XT

X O3

)
·

(
α

u

)
=

(
f

0

)
, (3.2.2)

considerând următoarele notat, ii:

A ∈ RK×K , aij =
[
1 + (ϵdij)

2
]β
, j = 1, ...,K, β ∈ {−1, −1/2};

X ∈ R3×K(R), X =


x1 ... xK

y1 ... yK

1 ... 1

 ;

u = (a, b, c)T , α = (α1, . . . , αK)
T ,0 = (0, 0, 0)T ;

f = (f1, . . . , fK)T , fi = f(xi, yi), i = 1, . . . ,K.

Precum ı̂n cazul thin-plate spline, vom considera două mult, imi de date: una init, ială cu

K noduri de interpolare (m = 1) s, i o a doua cu k noduri reprezentative, obt, inută folosind

Algoritmul 1 (m = 2).

Definiţia 3.2.1. Operatorii Shepard clasici, combinat,i cu funct,iile de tip inverse quadratic s, i

inverse multiquadric se definesc ca

Sβ,m
µ [f ](x, y) =

K∑
i=1

Ai,µ(x, y)ϕ
β
i (x, y), (3.2.3)

cu Ai,µ, i = 1, ...,K, definite ı̂n (1.4.2), pentru parametrul µ > 0, iar ϕβi date de (3.2.1), pentru

β ∈ {−1,−1/2}.

Definiţia 3.2.2. Definim operatorii Shepard modificat,i, combinat,i cu funct,iile de tip inverse

quadratic s, i inverse multiquadric ca

Sβ,m
W [f ](x, y) =

K∑
i=1

wi,µ (x, y)ϕ
β
i (x, y), (3.2.4)

cu wi µ, i = 1, ...,K, date de (1.4.4) s, i ϕ
β
i definite ı̂n (3.2.1), pentru β ∈ {−1,−1/2}.
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Definiţia 3.2.3. Operatorii Shepard iterativi, combinat,i cu funct,iile de tip inverse quadratic s, i

inverse multiquadric se exprimă ca

uβ,mϕ [f ](x, y) =

M∑
i=0

K∑
j=1

u(i)
ϕβ
j

ω ((x− xj , y − yj)/τi) /

K∑
p=1

ω ((xp − xj , yp − yj)/τi)

 , (3.2.5)

cu β ∈ {−1,−1/2} s, i u
(i)

ϕβ
j

reziduul de interpolare de la pasul i dat de

u
(0)

ϕβ
j

= ϕβj (xj , yj), (xj , yj) ∈ X, j = 1, ...,K,

s, i

u
(i+1)

ϕβ
j

= u
(i)

ϕβ
j

−
K∑
q=1

u(i)
ϕβ
q
ω ((xj − xq, yj − yq)/τi) /

K∑
p=1

w ((xp − xq, yp − yq)/τi)

 .
Funct, iile ϕ

β
i sunt definite ı̂n (3.2.1). Alegerea parametrilor din varianta iterativă se face

conform ideilor din [63], prezentate ı̂n sect, iunea precedentă.

3.3 Aplicaţie ı̂n reconstrucţia de imagini

În ceea ce urmează, ne ı̂ndreptăm atent, ia asupra unei aplicat, ii a operatorului Shepard bivariat

ı̂n reconstruct, ia imaginilor. Această problemă a fost investigată cu ajutorul funct, iilor radiale

(vezi, e.g., [69], [80], [83], [91], [92], [95], [96]), ı̂nsă ı̂n cazul operatorului Shepard nu au fost

raportate foarte multe rezultate. Obiectivul nostru este acela de a reconstrui imagini alb-negru

s, i color cu ajutorul operatorilor Shepard combinat, i de tipul inverse quadratic s, i inverse multi-

quadric. Reconstruct, ia imaginilor este necesară ı̂n cazurile ce implică inpainting sau existent,a

zgomotului. Deoarece ne concentrăm asupra restaurării imaginilor, nu pe detectarea defectelor,

vom considera că suprafat,a ce trebuie reconstruită a fost deja identificată.

3.3.1 Reconstrucţia imaginilor alb-negru

Se consideră o imagine originală, necoruptă, alb-negru a cărei reprezentare matriceală se

notează cu M , fiecare pozit, ie M(x, y) stocând valoarea unui pixel al imaginii. Vom nota

reprezentarea matriceală a imaginii corupte cu M̂ . Coordonatele unui pixel valid fi se notează

cu xi = (xi, yi), i.e., fi = M̂(xi, yi), iar cele ale unui pixel corupt f̂i cu x̂i = (x̂i, ŷi), i.e.,

f̂i = M̂(x̂i, ŷi). În abordarea noastră, vom corupe ı̂n mod deliberat pixelii cu ajutorul zgomotu-

lui de tip Salt-and-Pepper. Acesta constă ı̂n schimbarea valorilor unui anumit procent de pixeli

ı̂n 0 (negru = ”pepper”) sau 255 (alb = ”salt”).

• Cazul global

Folosind câteva dintre ideile prezentate ı̂n [69], considerăm reconstruct, ia unei imagini alb-

negru deteriorate folosind operatorii Shepard bivariat, i S
β
µ [f ] introdus, i ı̂n (3.2.3), mai exact de

tipul inverse quadratic (β = −1) s, i inverse multiquadric (β = −1/2). Pentru reconstruct, ie, vom

folosi metoda globală, unde valoarea unui pixel corupt este calculată pe baza informat, iilor oferite
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de mult, imea pixelilor corect, i. Se consideră matricea M̂ asociată unei imagini cu rezolut, ia m×n
ce cont, ine un procent de p% pixeli deteriorat, i. Fie K numărul de pixeli valizi s, i K̂ numărul

celor corupt, i.

Fie X mult, imea nodurilor de interpolare, X = {xi = (xi, yi), i = 1, ...,K}, unde xi s, i yi

reprezintă coordonatele matriceale ale pixelilor corect, i fi, i = 1, . . . ,K. Vom aplica operatorul

Shepard dat de (3.2.3) pentru a reconstrui mult, imea pixelilor corupt, i, X̂ = {x̂i = (x̂i, ŷi), i =

1, ..., K̂}. Valorile reconstruite ale pixelilor corupt, i se obt, in ca f̂i = Sβ
µ [f](x̂i), i = 1, . . . , K̂.

Pseudocodul acestei metode este dat ı̂n Algoritmul 2.

Data: matrice deteriorată M̂

Result: matrice reconstruită M ′

X = {xi = (xi, yi), i = 1, ...,K} ; /* coordonatele pixelilor corect,i */

X̂ = {x̂i = (x̂i, ŷi), i = 1, ..., K̂} ; /* coordonatele pixelilor corupt,i */

f = {M̂(xi), xi ∈ X , i = 1, ...,K} ; /* valorile pixelilor corect,i */

M ′ = M̂ ;

for i = 1 . . . K̂ do

M ′(x̂i) = Sβ
µ [f ](x̂i) ; /* reconstruirea pixelilor deteriorat,i */

end

Algoritmul 2: Reconstruct,ie globală a imaginilor alb-negru.

• Cazul local

În cazul global, valoarea unui pixel incorect se calculează pe baza tuturor informat, iilor

provenite de la pixelii corect, i. Această abordare nu oferă ı̂ntotdeauna cele mai bune rezul-

tate pentru imaginea reconstruită, deoarece pixelii unei imagini au proprietăt, i locale puternice,

as,a cum a fost subliniat ı̂n [83]. Mai eficient ar fi ca valoarea unui pixel incorect să fie aproximată

folosind o variantă locală a algoritmului. Această abordare conduce la un timp computat, ional

scăzut, comparativ cu cazul global, ı̂n special ı̂n cazul imaginilor cu rezolut, ie mare, deoarece

sistemele (3.2.2) au o dimensiune mult mai mică. Pseudocodul este prezentat ı̂n Algoritmul 3.

3.3.2 Reconstrucţia imaginilor color

Se consideră o funct, ie vectorială f : X ⊆ R2 → Rm, f = (f1, . . . , fm) s, i o mult, ime de

K noduri de interpolare xi = (xi, yi) ∈ X, i = 1, . . . ,K. Somogyi s, i Soos au introdus ı̂n [88]

operatorul Shepard vectorial ca

m⋃
k=1

Sµ,k[f ](x) =
m⋃
k=1

K∑
i=1

Ai,µ(x)fk(xi), (3.3.1)

pentru x ∈ X, µ > 0, Ai,µ date de (1.4.2).

Pe baza celor de mai sus, putem defini operatorul Shepard vectorial, combinat cu funct, iile

radiale de bază de tipul inverse quadratic s, i inverse multiquadric ca

m⋃
k=1

Sβ
µ,k[f ](x) =

m⋃
k=1

K∑
i=1

Ai,µ(x)ϕ
β
i,k(x), (3.3.2)
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Data: matrice deteriorată M̂ , tolerant, ă init, ială ε

Result: matrice reconstruită M ′

X̂ = {x̂i = (x̂i, ŷi), i = 1, ..., K̂} ; /* coordonatele pixelilor corupt,i */

M = M̂ ;

while X̂ not empty do

K̂ = size(X̂ ) ;

for i = 1 . . . K̂ do

Define Xi = neighborhood of x̂i ;

Xi = {xj ∈ Xi, j = 1, ...,Ki} ; /* pixeli corect,i ı̂n Xi */

if nr wrong pixels neighborhood / nr pixels neighborhood < ε then

fi = {M̂(xj), xj ∈ Xi, j = 1, ...,Ki} ;

M(x̂i) = Sβ
µ [fi](x̂i) ; /* reconstruct,ia pixelilor incorect,i */

end

end

Update X̂ ;

ε = ε+ 0.01 ;

end

Algoritmul 3: Reconstruct,ie locală a imaginilor alb-negru.

pentru x ∈ X, µ > 0, Ai,µ date de (1.4.2) s, i

ϕβi,k(x) =

i∑
j=1

αj,k

[
1 + (ϵdj)

2
]β

+ akx+ bky + ck, k = 1, . . . ,m. (3.3.3)

Coeficient, ii αj,k, ak, bk, ck se determină prin rezolvarea unor sisteme similare celor din (3.2.2).

O imagine color este reprezentată ca o structură de dimensiune m×n× 3, cu fiecare compo-

nentă definind culorile ros,u, verde s, i albastru ale unui pixel. Cu ajutorul operatorului Shepard

vectorial (3.3.2), considerând m = 3, putem reconstrui imagini color folosind idei similare celor

din cazul alb-negru. Computat, ional, aplicăm metoda locală descrisă ı̂n Algoritmul 3 pentru

fiecare dintre cele trei componente: ros,u, verde s, i albastru. Deoarece reconstruirile celor trei

componente sunt independente, considerăm calculul paralel, realizat ı̂n Matlab.
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Capitolul 4

Interpolare sferică folosind noi

operatori Shepard

Ultimul capitol al tezei este dedicat interpolării sferice a datelor dispersate prin intermediul

operatorilor Shepard combinat, i. Precum a fost ment, ionat ı̂n Sect, iunea 1.5, această problemă de

interpolare este importantă deoarece apare ı̂n rezolvarea unor aplicat, ii ce modelează fenomene

fizice. Noile rezultate obt, inute ı̂n Sect, iunea 4.1 s, i publicate ı̂n lucrarea Cătinaş s, i Malina [15]

au fost obt, inute pe baza a două funct, ii radiale sferice: least squares thin-plate spline s, i inverse

multiquadric.

A doua metodă de tip Shepard se obţine folosind operatori de tip Bernoulli, utili când se

cunosc informat, ii referitoare la derivatele part, iale ale funct, iei. După determinarea triangu-

larizării Delaunay a sferei, vom considera două abordări ı̂n aplicarea acestui operator, detaliate

ı̂n Sect, iunea 4.2. Rezultatele originale au fost incluse ı̂n lucrarea Cătinaş s, i Malina [16].

Două fenomene fizice sunt investigate ı̂n Sect, iunile 4.3 s, i 4.4: predict, ia temperaturilor la

suprafat,a Pământului s, i aproximarea de date topografice. Rezultatele demonstrează că metodele

introduse sunt un instrument puternic pentru rezolvarea unor probleme ce modelează fenomene

practice.

4.1 Operatori Shepard sferici combinaţi cu funcţii radiale

4.1.1 Operatori Shepard sferici combinaţi cu funcţii radiale de tipul thin-

plate spline şi inverse multiquadric

Considerăm S2 sfera unitate din R3 centrată ı̂n origine s, i o mult, ime de noduri de interpolare

X = {xi = (xi, yi, zi) ∈ S2 : i = 1, . . . ,K} ı̂mpreună cu valorile corespunzătoare fi = f(xi), i =

1, . . . ,K, ale funct, iei f : S2 → R. Cu ajutorul funct, iilor de bază zonale, locale (1.5.15) s, i (1.5.16),

construite cu ajutorul funct, iilor de tipul thin-plate spline s, i inverse multiquadric, intent, ionăm

să ı̂mbunătăt, im operatorul Shepard modificat (1.5.10), considerând µ = 2.

Definiţia 4.1.1. Fie X = {xi, i = 1, . . . ,K} ⊂ S2 o mult, ime de noduri date s, i Ij o mult, ime
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ce cont, ine indicii corespunzători pentru nZ vecini ai lui xj . Definim noii interpolant,i Shepard

locali de tipul thin-plate spline ca

S1(x) =
K∑
j=1

wj(x)Z
(1)
j (x), (4.1.1)

cu funct, ia de bază zonală, locală dată de

Z
(1)
j (x) =

∑
i∈Ij

ajiψ1(g(x,xi)),

s, i

S2(x) =
K∑
j=1

wj(x)Z
(2)
j (x), (4.1.2)

cu funct, ia de bază zonală, locală, augmentată dată de

Z
(2)
j (x) =

∑
i∈Ij

ajiψ1(g(x,xi)) +
D∑

k=1

Aj
kyk(x),

considerând funct, ia radială sferică de tipul thin-plate spline (vezi, e.g., [5])

ψ1(r) = r2 log r, r = 2 sin
g(x,y)

2
, g(x,y) = arccos(x · y).

În ambele cazuri, coeficient, ii ce apar se determină din

Z
(k)
j (xi) = fi, i ∈ Ij , j = 1, . . . ,K, k = 1, 2, (4.1.3)

ı̂mpreună cu constrângerile adit, ionale pentru Z
(2)
j , impuse pentru mult, imea ce cont, ine poli-

noamele armonice sferice de ordin cel mult d pe S2, Y = {y1, . . . , yD}. În acest caz, Y constituie

o bază pentru Hd(S
2) s, i D = dimHd(S

2) ≤ nZ . Aceste condit, ii sunt∑
i∈Ij

ajiyk(xi) = 0, k = 1, . . . , D, j = 1, . . . ,K. (4.1.4)

Definiţia 4.1.2. Fie X = {xi, i = 1, . . . ,K} ⊂ S2 o mult, ime de noduri date s, i Ij o mult, ime

ce cont, ine indicii corespunzători pentru nZ vecini ai lui xj . Definim noii interpolant,i Shepard

locali de tipul inverse multiquadric ca

S3(x) =
K∑
j=1

wj(x)Z
(3)
j (x), (4.1.5)

cu funct, ia de bază zonală, locală dată de

Z
(3)
j (x) =

∑
i∈Ij

ajiψ2(g(x,xi)),

s, i

S4(x) =
K∑
j=1

wj(x)Z
(4)
j (x), (4.1.6)

cu funct, ia de bază zonală, locală, augmentată dată de

Z
(4)
j (x) =

∑
i∈Ij

ajiψ2(g(x,xi)) +
D∑

k=1

Aj
kyk(x), (4.1.7)
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considerând funct, ia radială sferică de tipul inverse multiquadric (vezi, e.g., [5])

ψ2(r) = (r2 + c2)−
1
2 , r = 2 sin

g(x,y)

2
, g(x,y) = arccos(x · y).

Ca s, i ı̂n cazul precedent, coeficient, ii lui Z
(3)
j s, i Z

(4)
j sunt obt, inut, i din condit, iile de interpolare

(4.1.3), ı̂mpreună cu constrângerile suplimentare (4.1.4) pentru Z
(4)
j .

Teorema 4.1.3. Se consideră o mult,ime de noduri distincte X = {xi, i = 1, ...,K}, situate pe

S2 s, i valorile corespunzătoare fi, i = 1, ...,K, ale funct,iei f : S2 → R. Pentru fiecare x ∈ S2,

obt,inem următoarea estimare a erorii de interpolare pentru operatorii Shepard Si, i = 1, ..., 4,

definit,i ı̂n (4.1.1), (4.1.2), (4.1.5) s, i (4.1.6):

Ei(x) = |f(x)− Si(x)| ≤
K∑
j=1

wj(x)ej(x), i = 1, 2, 3, 4,

unde ej(x) =
∣∣∣f(x)− Z

(i)
j (x)

∣∣∣ reprezintă eroarea de interpolare a funct,iilor de bază locale

Z
(i)
j , i = 1, ..., 4, pe mult,imea de noduri xk, k ∈ Ij, Ij cont,inând indicii nodurilor ai nZ

vecini pentru xj, j = 1, ...,K. În plus, avem

Ei(x) ≤ max
j=1,...,K

ej(x), pentru i = 1, ..., 4 s, i x ∈ S2.

Teorema 4.1.4. Se consideră o mult,ime de noduri distincte X = {xi, i = 1, ...,K}, situate

pe S2 s, i valorile corespunzătoare fi, i = 1, ...,K, ale funct,iei f : S2 → R. Pentru operatorii

Shepard S1, S3 dat,i de (4.1.1) s, i (4.1.5) avem că Si(x) ∈ C1(S2), i = 1, 3.

Teorema 4.1.5. Pentru X = {xi, i = 1, . . . ,K} o mult,ime de noduri distincte din S2 s, i

f ∈ C(S2), următoarea estimare are loc

|Si(x)− f(x)| ≤
K∑
j=1

wj(x)|Z(i)
j (x)− Z

(i)
j (xj)|+ ω(f, hX ), pentru i = 1, ..., 4,

unde ω(f, hX )= sup
d(x,y)≤hX

|f(x) − f(y)| reprezintă modulul de continuitate al funct,iei f s, i hX

norma mesh, i.e., hX = sup
x∈S2

g(x,X ).

4.2 Operatori sferici Shepard-Bernoulli

4.2.1 Triangularizarea Delaunay a sferei

Problema interpolării datelor sferice cu ajutorul unor metode de triangularizare a fost

adresată s, i tratată, de exemplu, ı̂n [68], [75].

Definiţia 4.2.1. [73] O triangularizare T a lui X reprezintă o mult, ime de triunghiuri ce satisfac

următoarele proprietăt, i:

1. Vârfurile triunghiurilor din T sunt reprezentate de nodurile din X ;

2. Singurele noduri aflate ı̂ntr-un triunghi sunt cele care ı̂i formează vârfurile;
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3. Interioarele triunghiurilor sunt disjuncte două câte două;

4. Reuniunea tuturor triunghiurilor acoperă ı̂nvelitoarea convexă a lui X .

Observaţia 4.2.2. Vârfurile x1,x2,x3 ale unui triunghi sunt specificate ı̂n sens trigonometric

(i.e, determinantul ale cărui linii/coloane sunt x1,x2,x3, ı̂n această ordine, este pozitiv).

Definiţia 4.2.3. [73] Spunem că o triangularizare T are proprietatea interiorului gol al cercului

circumscris dacă cercul circumscris corespunzător fiecărui triunghi din T nu cont, ine niciun alt

nod ı̂n interiorul său. Acest tip de triangularizare se numes,te triangularizare Delaunay.

4.2.2 Operatori Shepard de tipul Bernoulli

Pentru a obt, ine noi operatori Shepard de tipul Bernoulli, vom utiliza coordonatele sferice

(ϕ, θ) corespunzătoare punctului x ∈ S2, ale cărui coordonate carteziene sunt (x, y, z).

Similar cazului plan (1.4.14), pot fi obt, inute derivatele direct, ionale ale unei funct, ii f relativ

la ϕ s, i θ (vezi, e.g., [68]), as,adar, B
T (i)
m [f̃ ](ϕ, θ) poate fi scris similar lui (1.4.27), considerând

f̃(ϕ, θ) = f(x, y, z).

În plus, ı̂n acest caz, coordonatele baricentrice λ1, λ2, λ3 date de (1.4.13) sunt calculate pe

baza ariei cu semn A a triunghiului sferic cu vârfuri ı̂n x,y, z ∈ S2, mai exact

tan

(
A(x1,x2,x3)

2

)
=

x1 · (x2 × x3)

1 + x1 · x2 + x2 · x3 + x1 · x3
,

cu ′′·′′ reprezentând produsul scalar s, i ′′×′′ produsul vectorial.

Observaţia 4.2.4. Coordonatele baricentrice λ1, λ2, λ3 satisfac relat, ia λ1 + λ2 + λ3 = 1.

Definiţia 4.2.5. Fie T triangularizarea Delaunay a unei mult, imi X ce cont, ine K noduri xi ∈
S2, i = 1, . . . ,K, s, i Ti mult, imea tuturor triunghiurilor ce au un vârf ı̂n xi, pentru fiecare i =

1, . . . ,K. Alegând ca triunghi reprezentativ pentru construct, ia operatorului B
T (i)
m [f̃ ] triunghiul

T (i) ⊂ Ti pentru care eroarea de aproximare este minimă, definim operatorul Shepard-Bernoulli

sferic ca

S1
Bm

[f ](x) =
K∑
i=1
Ai,µ(x)B

T (i)
m [f̃ ](ϕ, θ), x ∈ S2, (4.2.1)

cu B
T (i)
m [f̃ ](ϕ, θ) dat ı̂n (1.4.27), f̃(ϕ, θ) = f(x, y, z) s, i Ai,µ reprezentate ı̂n formă baricentrică ca

Ai,µ(x) =
(g(x,xi))

−µ

K∑
k=1

(g(x,xk))
−µ

, (4.2.2)

pentru µ ∈ R+ un parametru de control s, i g distant,a geodezică (1.5.1).

Teorema 4.2.6. Se consideră o mult,ime de noduri distincte xi, i = 1, ...,K, pe sfera unitate

S2 s, i f : S2 → R. Pentru orice x ∈ S2, obt,inem următoarea estimare a erorii a operatorului

Shepard S1
Bm

definit ı̂n (4.2.1)

E(x) =
∣∣f(x)− S1

Bm
[f ](x)

∣∣ ≤ K∑
i=1

Ai,µ(x)ei(x),
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cu ei(x) =
∣∣∣f(x)−B

T (i)
m [f ](ϕ, θ)

∣∣∣ , i = 1, ...,K. În plus, avem

E(x) ≤ max
i=1,...,K

ei(x), pentru orice x ∈ S2.

În continuare considerăm o altă abordare, propusă ı̂n [97] s, i [98], ce constă ı̂n construirea

operatorului Bernoulli pe fiecare triunghi al triangularizării T a lui S2. În cazul nostru, vom

considera triangularizarea Delaunay. Fie N numărul de triunghiuri din triangularizare. În

această parte, Ti, i = 1, . . . , N, va reprezenta un triunghi din triangularizare, cu vârfurile

xi1 ,xi2 ,xi3 , astfel ı̂ncât fiecare nod xi, i = 1, . . . ,K, să reprezinte vârful cel put, in al unui

triunghi, i.e., ⋃
i

{i1, i2, i3} = {1, . . . ,K}.

Fiecare funct, ie de bază Φi,µ corespunzătoare triunghiului Ti, i = 1, . . . , N, va fi de forma [97]

Φi,µ(x) =

3∏
j=1

(
g(x,xij )

)−µ

N∑
k=1

3∏
j=1

(
g(x,xkj )

)−µ
, i = 1, . . . , N, (4.2.3)

pentru µ ∈ R+ un parametru de control.

Definiţia 4.2.7. Fie T triangularizarea Delaunay a sferei unitate S2 s, i Ti, i = 1, . . . , N, un

triunghi din T , astfel ı̂ncât fiecare punct dintr-o mult, ime de K noduri distincte xi ∈ S2, i =

1, . . . ,K, reprezintă vârful cel put, in al unui triunghi din T . Cu ajutorul funct, iilor de bază

Φi,µ, i = 1, . . . , N, date de (4.2.3), definim operatorul Shepard-Bernoulli sferic modificat ca

S2
Bm

[f ](x) =
N∑
i=1

Φi,µ(x)B
Ti
m [f̃ ](ϕ, θ), oricare ar fi x ∈ S2, (4.2.4)

cu BTi
m [f̃ ](ϕ, θ) dat de (1.4.27) s, i f̃(ϕ, θ) = f(x, y, z).

Teorema 4.2.8. Considerând xj , j = 1, ...,K, vârfurile cel put,in ale unui triunghi Ti, i =

1, . . . , N , obt,inem următoarele proprietăt,i de interpolare pentru S2
Bm

[f ],

S2
Bm

[f ](xj) = f(xj), j = 1, ...,K. (4.2.5)

4.3 Aplicaţie ı̂n predicţia temperaturilor medii

Vom considera un exemplu de aproximare a datelor reale folosind operatorii introdus, i ı̂n

sect, iunile precedente, mai exact predict, ia temperaturilor medii pe glob din ianuarie 2010 s, i

iunie 2010. Setul de date a fost extras din https://www.kaggle.com/datasets/shishu1421/

global-temperature?select=air_temp.2010. Pentru experimentele numerice, am considerat

1073 noduri s, i am reconstruit 21449 de valori ale temperaturii. Pentru operatorul Shepard

combinat cu cele două funct, ii radiale sferice, am folosit cazul funct, iilor de bază zonale combinate

cu un polinom armonic sferic, S2 s, i S4, date ı̂n (4.1.2) s, i (4.1.6). În cazul operatorului Shepard-

Bernoulli, am considerat a doua sa variantă, descrisă ı̂n (4.2.4), folosind operatorul Bernoulli

de ordinul 1, i.e., S2
B1

. Valorile corespunzătoare lunii ianuarie sunt prezentate ı̂n Figura 4.1, iar

cele din luna iunie ı̂n Figura 4.2.
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(a) Valori reale. (b) S2 (c) S4 (d) S2
B1

Figura 4.1: Temperaturile din ianuarie 2010.

(a) Valori reale. (b) S2 (c) S4 (d) S2
B1

Figura 4.2: Temperaturile din iunie 2010.

4.4 Aplicaţie ı̂n probleme de tip topografic

Pentru a ilustra alte beneficii practice ale acestor operatori, vom folosi date topografice

provenite din Centrul Nat, ional de Date Geofizice, Departamentul de Comert, al SUA NOAA,

disponibile ı̂n Matlab prin comanda load topo. Pentru reconstruct, ia a 21600 de date cu ajutorul

operatorilor S2, S4 s, i S2
B1

, definit, i ı̂n (4.1.2), (4.1.6) s, i (4.2.4) am considerat 1063 de noduri.

Rezultatele grafice sunt ilustrate ı̂n Figura 4.3.

(a) Valori exacte. (b) S2 (c) S4 (d) S2
B1

Figura 4.3: Valorile datelor topografice.

45



Concluzii

Principalul scop al acestei teze a fost acela de a introduce s, i a studia noi operatori Shepard

de tipul univariat, bivariat s, i sferic. Dată fiind important,a problemelor de interpolare a datelor

dispersate, datorită numeroaselor aplicat, ii practice, necesitatea găsirii unor metode pentru a

ı̂mbunătăt, i acest operator este de la sine ı̂nt,eleasă.

Primul obiectiv a fost acela de a introduce un nou operator Shepard ı̂n cazul univariat,

obt, inut cu ajutorul unor polinoame construite prin metoda celor mai mici pătrate ponderate.

Am detaliat modul de construire al acestora s, i am investigat câteva dintre proprietăt, ile lor

precum cele de interpolare, gradul de exactitate s, i liniaritatea. Ulterior, cu ajutorul funct, iilor

polinomiale construite, am obt, inut noii operatori Shepard s, i am demonstrat că aces,tia mos,tenesc

proprietăt, ile ment, ionate anterior. În final, am studiat restul formulei de interpolare pe baza

Teoremei lui Peano.

A doua direct, ie de cercetare a cuprins cazul bivariat. Cu ajutorul a trei funct, ii radiale (thin-

plate spline, inverse quadratic s, i inverse multiquadric), am introdus noi metode de aproximare

folosind formele clasică, modificată s, i iterativă ale operatorului Shepard. Prima formă [82] este

o metodă globală, as,a cum a fost propusă init, ial ı̂n 1968. Cea de-a doua [47] este una locală care

asigură faptul că doar nodurile din vecinătatea punctului de aproximare au o influent, ă semni-

ficativă asupra datelor de reconstruit. Ultima metodă ment, ionată [63] nu cont, ine parametrii

artificiali pe care ı̂i au primele două metode s, i asigură la fiecare iterat, ie reducerea reziduului

de interpolare. Am demonstrat că aces,ti operatori pot fi aplicat, i cu succes ı̂n reconstruct, ia de

imagini alb-negru s, i color.

Ultima parte a acestei teze s-a concentrat asupra interpolării sferice a datelor dispersate,

introducând doi noi operatori Shepard. Primul a fost construit folosind metoda locală s, i două

funct, ii radiale sferice: thin-plate spline s, i inverse multiquadric. În plus, am considerat s, i o altă

abordare, anume adăugarea unei componente polinomiale, mai precis un polinom armonic sferic,

motivată de faptul că aceste aproximări oferă avantaje reale. Am studiat eroarea de interpolare,

am arătat că operatorii sunt de clasă C1 s, i am oferit o limită a erorii pe baza modulului de

continuitate. În cazul celui de-al doilea tip al operatorului Shepard, am considerat combinat, ia

dintre acesta s, i operatorul Bernoulli, potrivit atunci când se cunosc informat, ii referitoare la

derivatele part, iale ale funct, iei. Noii interpolant, i au fost obt, inut, i după triangularizarea de tip

Delaunay a sferei, folosind două tipuri de funct, ii de bază ı̂n construct, ia lor. Am investigat

eroarea de interpolare s, i proprietăt, ile de interpolare. În final, am prezentat două aplicat, ii

practice ale operatorilor introdus, i ı̂n acest capitol, mai precis predict, ia temperaturilor de la
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suprafat,a Pământului s, i aproximarea datelor de tip topografic.

Acuratet,ea metodelor propuse a fost investigată ı̂n toate cele trei capitole cu ajutorul nu-

meroaselor funct, ii de test s, i mult, imi de date propuse.

Ca s, i direct, ii de cercetare viitoare ment, ionăm, de exemplu, ı̂mbunătăt, iri ale operatorului

Shepard sferic, acesta fiind un subiect destul de recent ı̂n literatura de specialitate. Combinat, ii

cu operatori precum Lagrange sau Lidstone pot fi studiate. În plus, optimizarea implementării

algoritmilor este necesară, deoarece problemele practice implică mult, imi foarte mari de date,

necesitând astfel viteză, eficient, ă s, i paralelizarea algoritmilor ı̂n toate cazurile studiate pe par-

cursul tezei. Totodată, dată fiind cererea actuală privind cercetarea ı̂n inteligent, ă artificială s, i

ı̂nvăt,are automată, ne propunem explorarea ı̂n detaliu a potent, ialului pe care operatorul Shepard

ı̂l are ı̂n aceste domenii. Recent, noi tehnici bazate pe interpolarea Shepard au fost dezvoltate

pentru ret,elele neuronale. Acestea au fost testate cu succes ı̂n probleme precum clasificarea seri-

ilor de timp s, i a imaginilor, recunoas,terea imaginilor sau probleme de inpainting, demonstrând

astfel potent, ialul operatorului Shepard ı̂n aceste aplicat, ii.

47



Bibliografie

[1] R. Agarwal and P. J. Y. Wong. Error Inequalities in Polynomial Interpolation and their

Applications. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1993.

[2] G. Allasia, R. Cavoretto, and A. De Rossi. “Hermite-Birkhoff interpolation on scattered

data on the sphere and other manifolds”. In: Appl. Math. Comput. 318 (2018), pp. 35–50.

[3] K. Atkinson and W. Han. Spherical Harmonics and Approximations on the Unit Sphere:

An Introduction. Springer Berlin, Heidelberg, 2012.

[4] R. E. Barnhill, R. P. Dube, and F. F. Little. “Properties of Shepard’s surfaces”. In: Rocky

Mountain J. Math. 13 (1983), pp. 365–382.

[5] B.J.C. Baxter and S. Hubbert. “Radial basis functions for the sphere”. In: Recent Progress

in Multivariate Approximation. Ed. by W. Haussmann, K. Jetter, and M. Reimer. Vol. 137.
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[14] T. Cătinaş and A. Malina. “Shepard operator of least squares thin-plate spline type”. In:
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