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Introducere

Scopul acestei teze este acela de a introduce si a studia noi operatori de interpolare univariati,
bivariati si sferici. Interpolarea este o ramura importanta a Teoriei Aproximarii, des intalnita in
aplicatiile practice In care este necesara reconstruirea unei suprafate pe baza unor date cunoscute.
Datorita structurii iregulare a acestor date, ele se numesc date dispersate.

Acest tip de probleme poate fi reformulat astfel: cunoscandu-se o multime de date formate
din coordonatele punctelor X = {x; € R", i = 1,..., K} si valorile acestora f; = f(x;) €
R, i=1,..., K, sa se gaseasca s : R — R astfel incat s sa interpoleze multimea de date, i.e.,
s(x;) = f(x;), sau sa o aproximeze, i.e., s(x;) ~ f(x;).

Aplicatiile acestui tip de probleme se regasesc In multe domenii, precum matematica, infor-
matica, biologie, geologie sau inginerie, acesta fiind motivul pentru care aproximarea datelor dis-
persate a devenit un domeniu atat de studiat si important. Cateva exemple concrete ale acestora,
mentionate de M. D. Buhmann (7], G. E. Fasshauer [44] si H. Wendland [93], includ aplicatii pre-
cum reconstruirea suprafetelor (artefacte arheologice, sculpturi, parti ale masinariilor), restaurea
de imagini si inpainting, modelarea terenurilor, masuratori pentru fenomene fizice (presiune, tem-
peratura solului sau la nivelul marii, precipitatii, forte gravitationale), modelarea suprafetelor
inchise in CAGD, solutii pentru ecuatiile cu derivate partiale si probleme geofizice (topografie,
intensitatea campului magnetic, potential gravitational), aproximarea nucleului si a masinilor
cu suport vectorial in retelele neuronale sau extragerea datelor.

Unul dintre principalele instrumente folosite in interpolarea datelor dispersate este opera-
torul introdus de D. Shepard in 1968, in [82], considerat a fi una dintre cele mai potrivite metode
pentru a aproxima multimi mari de date. In forma sa originala, operatorul se obtine pe baza
valorilor cunoscute ale datelor si a unor ponderi globale construite cu ajutorul distantei dintre
puncte si al unui parametru de control pozitiv. In ciuda avantajelor precum spatiul mic de
stocare si generalizarea usoara dupa adaugarea de date noi, operatorul prezinta si dezavantaje
precum reproducerea slaba a datelor, acuratete scazuta si un cost computational ridicat. Aces-
tea au fost motivele pentru care multi autori au propus diverse alternative cu ajutorul carora
eficienta operatorului sa fie imbunatatita, iar acuratetea si creasci. Printre pionierii cu nu-
meroase rezultate in acest domeniu se numara R. Franke si G. Nielson (vezi, e.g., [46], [47]),
R. J. Renka si A. K. Cline (vezi, e.g., [72], [74], [76], [77]), R. Farwig (vezi, e.g., [43]), R. E.
Barnhill, R. P. Dube si F. F. Little (vezi, e.g., [4]).

Scoala clujeana de Teoria Aproximarii a obtinut rezultate semnificative in studiul acestui

operator, atat in cazul univariat, cit si in cel bivariat. Autorii care s-au remarcat in acest



domeniu sunt Gh. Coman, T. Catinag si R. Trimbitag (vezi, e.g., [10]-[13], [24]-[31], [90]).
De asemenea, scoala italiana a adus contributii semnificative. In cazul univariat si bivariat 1i
mentionam pe R. Caira, F. Dell’Accio si F. Di Tomasso (vezi, e.g. (8], [9], [37]-]39]), iar in cazul
sferic, multe imbunatatiri au fost realizate de catre G. Allasia, R. Cavoretto si A. De Rossi (vezi,
e.g., [2], [18]-[21], [35], [36]).

Teza este impartita in patru capitole, fiecare contindnd numeroase sectiuni si subsectiuni.

Capitolul [T] se concentreaza in primul rand pe trecerea in revista a unor rezultate si notiuni
privind operatorul Shepard. Sectiunea introduce notatii cheie si rezultate fundamentale
esentiale pe parcursul tezei. Sectiunea discuta pe scurt functiile radiale, un alt instrument
important In aproximarea datelor dispersate, instrument ce va fi utilizat pentru a imbunatati
operatorul Shepard. Sectiunea prezinta rezultate fundamentale pentru operatorii Shepard
univariati imbunatatiti, obtinuti prin combinarea cu diverse polinoame de interpolare, precum
Lagrange [29], Taylor [29], Hermite [29], Birkhoff [29], [31], Abel-Goncharov [12] si Bernoulli [8].
Sectiunea [I.4] revizuieste contributii importante din teoria operatorului Shepard bivariat. Detal-
iem aici varianta locala a acestui interpolant, metoda care asigura o influenta scazuta a punctelor
departate de punctul pentru care se face aproximarea, obtinand in acest mod o acuratete mai
ridicata comparativ cu metoda clasica, care este de tip global. Varianta locala a fost propusa
initial de R. Franke si G. Nielson in [47], iar mai apoi studiata si imbunatatita de R. Franke in
[46] si de R. J. Renka in [76]. Ca si in cazul anterior, pentru a creste gradul de exactitate si a
micsora erorile de aproximare, au fost propuse numeroase combinatii cu polinoame de interpolare
precum Lagrange [30], Taylor [28], Hermite [24], Birkhoff [25], Hermite-Birkhoff complet [38],
Lidstone 9], [13] si Bernoulli [11], [37]. In final, in Sectiunea [1.5| prezentdm operatorul Shepard
sferic. Mai intai amintim cateva rezultate din teoria functiilor radiale sferice (vezi, e.g. [5], [54],
[58], [84]), cu scopul de a prezenta ulterior operatorii Shepard sferici combinati cu functii radiale
(vezi, e.g., |18]—[21], [35], [36]). Cazul care cuprinde informatii privind derivatele partiale ale
functiei este prezentat in [2], unde este studiat operatorul Shepard de tip Hermite-Birkhoff.

Scopul Capitolului |2 este acela de a introduce un nou tip de operator Shepard in cazul
univariat, obtinut cu ajutorul polinoamelor construite pe baza metodei celor mai mici patrate
ponderate. In Sectiunea detaliem construirea acestor polinoame, iar ulterior studiem cateva
dintre proprietatile acestora. In Teorema demonstram proprietatile de interpolare ale
functiei polinomiale introduse pe multimea de noduri date. Teorema [2.1.2] arata ca gradul de
exactitate al acestori operatori coincide cu cel al polinoamelor folosite. In ultimul rezultat din
aceasta sectiune, Teorema demonstram liniaritatea operatorilor. Sectiunea se axeazd
pe combinatia dintre operatorul Shepard si polinoamele introduse anterior. In Teoremele
[2.2.3] respectiv [2.2.4] demonstram c& noii operatori Shepard introdusi mostenesc proprietatile
referitoare la interpolare, grad de exactitate, respectiv liniaritate. Pe baza Teoremei lui Peano,
studiem restul formulei de interpolare in Teorerna Incheiem acest capitol cu cateva exemple
numerice realizate pe doud multimi de date (noduri echidistante si noduri Cebasev) si patru
functii de test, comparand rezultatele obtinute cu ajutorul noilor operatori introdusi cu cele

obtinute cu ajutorul operatorilor Shepard de tip Lagrange, Taylor si Bernoulli. Toate rezultatele



din acest capitol sunt originale si sunt incluse in articolul A. Malina [62].

Obiectivul Capitolului [3] este acela de a prezenta noi operatori Shepard bidimensionali
combinati cu trei functii radiale: thin-plate spline, inverse quadratic si inverse multiquadric.
Metodele propuse urmaresc imbunatatirea celei initiale, datorita eficientei dovedite a functiilor
radiale atat in context teoretic, cat si practic. Pe langa forma clasica (globald) si cea modificata
(locala), vom folosi de asemenea si o metoda iterativa, comparabila cu cea locala, propusa de A.
V. Masjukov si V. V. Masjukov in [63]. Pentru a creste acuratetea metodelor, vom urmari cateva
dintre ideile propuse de J. R. McMahon (vezi, e.g., [64], [65]) si vom construi multimi de noduri
reprezentative pentru cele initiale. Folosirea acestor noi noduri reduce costul computational si de
asemenea creste acuratetea metodelor, lucru demonstrat prin numeroase experimente numerice
realizate cu ajutorul a trei functii test. Pasii pentru obtinerea noilor noduri sunt detaliati in
Algoritmul [T} Rezultatele obtinute in cazul utilizérii functiei de tipul thin-plate spline, prezen-
tate in Sectiunea (3.1 au fost structurate si publicate in doua articole: T. Catinag si A. Malina
[14] si A. Malina [61], In timp ce rezultatele obtinute prin utilizarea functiilor de tipul inverse
quadratic si inverse multiquadric au fost publicate in lucrarea T. Catinag si A. Malina [17]. In
final, Sectiunea [3.3| prezinta o aplicatie practica a operatorilor mentionati anterior in proce-
sarea de imagini, anume In reconstructia imaginilor alb-negru (Subsectiunea si a celor
color (Subsectiunea [3.3.2). Detaliem doud metode, una globald (Algoritmul [2) si una locald
(Algoritmul , realizand numeroase experimente pe trei imagini avand diverse rezolutii. Nece-
sitatea reconstructiei de imagini poate aparea in cazuri de inpainting sau reducere a zgomotului.
Deoarece ne concentram pe restaurarea imaginii si nu pe detectarea deteriorarii, consideram ca
portiunea imaginii ce trebuie reconstruita se cunoaste. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune
sunt incluse in lucrarea A. Malina [60].

Capitolul [4 este dedicat interpolarii sferice a datelor dispersate cu ajutorul unor noi operatori
Shepard combinati. Precum este mentionat in [19] si [84], acest tip de probleme, in care dome-
niul este o sfera, poate aparea in multe arii, deoarece, in general, sfera se considera a fi un model
al Pamantului. Sectiunea 4.1 prezinta noi operatori Shepard locali combinati cu functiile radi-
ale de tipul thin-plate spline si inverse multiquadric. Aproximarile obtinute folosind combinatii
intre polinoame si functii radiale au fost des studiate in cazul functiilor radiale construite pe
baza nucleelor conditional pozitiv definite, caz in care partea polinomiala e necesara pentru ca
teoria sa functioneze. Ne oprim aici asupra cazului nucleelor (conditional) strict pozitiv definite,
considerand de asemenea includerea unei componente polinomiale, motivata de faptul ca acest
tip de aproximari ofera avantaje reale, practice. In Teorema studiem eroarea de interpo-
lare, in timp ce in Teorema demonstram ci operatorii introdusi sunt de clasa C?. In final,
in Teorema oferim o limitd a erorii pe baza modulului de continuitate. Rezultatele noi
obtinute in aceasti sectiune sunt cuprinse in articolul T. Citinag si A. Malina [15]. In Sectiunea
4.2]introducem o noud metoda de tip Shepard, cu ajutorul operatorului Bernoulli, potrivit atunci
cand se cunosc informatii cu privire la derivatele functiei. Dupa efectuarea triangularizarii De-
launay a sferei, consideram doua metode pentru a aplica acest operator. Prima, bazata pe

operatorul Shepard global, implicad construirea operatorului Bernoulli pentru fiecare nod x;,



dupa selectarea ca triunghi reprezentativ a aceluia ce are nodul x; ca varf si pentru care eroarea
de aproximare Bernoulli este minima. In Teorema studiem eroarea de interpolare. A doua
metoda, propusa in [97] si [98], implica construirea operatorului Bernoulli pe fiecare triunghi
obtinut in urma triangularizarii sferei. In Teorema demonstram proprietatatile de inter-
polare ale operatorului Shepard-Bernoulli rezultat. Rezultatele originale din aceasta sectiune
sunt cuprinse in lucrarea T. Catinag si A. Malina [16]. Ambele sectiuni se incheie cu exemple
numerice realizate pe numeroase functii test si seturi de date (puncte de evaluare aleatoare,
noduri spirala, noduri Halton), demonstrand eficienta metodelor propuse. In plus, in finalul
capitolului sunt investigate doua fenomene fizice. Sectiunile si prezinta aplicatii practice
ale noilor operatori Shepard sferici introdusi in predictia temperaturilor la nivelul Pamantului
si In aproximarea datelor topografice. Rezultatele obtinute demonstreaza ca acesti interpolanti

ofera avantaje semnificative in rezolvarea problemelor ce modeleaza fenomene practice concrete.
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Capitolul 1
Preliminarii

Primul capitol este dedicat unor rezultate si notiuni existente din Analiza Numerica, in special
din teoria aproximarii si a interpolarii. Dupa enumerarea in Sectiunea a catorva notatii si
concepte fundamentale pe care le vom folosi pe parcursul tezei si dupa o scurta introducere in
teoria functiilor radiale in Sectiunea[I.2] ne indreptam atentia citre obiectivul principal al acestei
tezei, anume studiul operatorului Shepard, introdus in [82]. Printre pionierii acestei metode se
numara Franke si Nielson [46], [47], Renka si Cline (72|, [74], [76], [77], Farwig [43], Barnhill,
Dube si Little [4]. Sectiunea reaminteste rezultatele fundamentale din cazul univariat, In
timp ce Sectiunea[l.4]le prezinta pe cele din cazul bivariat. Referinte notabile in cele doua cazuri
cuprind studiile realizate de Caira, Dell’Accio si Di Tommaso (8], [9], [37], [38], [39], Coman,
Citinag si Trimbitag [10]-[13], [24]-[31], [90]. In final, Sec‘giunea prezinta operatorul Shepard
construit pe sfera unitate. Rezultate importante in acest caz au fost obtinute de catre Allasia,
Cavoretto si De Rossi [2], [18], [19], [20], [21], [35], [36].

1.1 Notatii si notiuni fundamentale

Teorema 1.1.1. [79] (Teorema lui Peano in R)
Fie L : H"[a,b] — R o functionald liniara care comuta cu operatorul integrala definita. Daca

ker L = P,_1, atunci
b
Lifl = [ eu™(0) d.

CUu

1
(n—1)!

L*[f] reprezentand faptul ca L este aplicat lui f relativ la variabila x.

Pn(t) = L* [(x )77,

Teorema 1.1.2. [79] (Teorema lui Peano in R?)

Se considerd X = [a,b]x[c,d] si L : Bqg(a,c) — R o functionald liniard. Dacdker L =P2_,,
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atunci
o"f

W(s, C) ds

b
L1 =Y | du-ji(s)

j<p’

d n
+ Z/ ¢i,n—i(t)L(avt) dt

i<av€ axlayn—l

8a+ﬁf s d
+//¢Q’B(S7t)8$aayﬁ(87t) S t,
X

1 T,y n—j— J
Pn—jji(s) = mL ’ [(fﬂ — )17 (y—o) } ;
Gin—i(t) = MLW [(x—a) - (y—t)T"],
1 T,y a— —
(ba,,ﬁ(S?t): (Oé—l)'(ﬁ—l)'L [(.’IJ-S)+ 1(y_t>5- 1]'

1.2 Functii radiale

Definitia 1.2.1. [44] Functia ¥ : R” — R este radiald daca exista o functie ¢ : Ry — R astfel

incat ¥(x) = ¢(||x]|), cu || - || reprezentand, de obicei, norma Euclideana.

In cazul functiilor radiale (RBF), interpolantul s se consider a fi de forma [44]

K

s(x) =) a;¥(x, %), (1.2.1)
i=1
pentrux € R", x;, € X, i =1,..., K, si U(x,%x;) = ¥(d(x,%;)), cu ¢ : Ry — R.
Conditiile de interpolare ce trebuie satisfacute [44]
s(x5) = f(x3),i=1,..., K, (1.2.2)
ne conduc la sistemul de ecuatii liniare
Ma = f, (1.2.3)

unde

M e RF, My = ¢(d(xi,x))), 1,5 =1,..., K,

a = (ah'"aaK)Ta f: (fl?'-'afK)T'

Pentru a obtine o solutie unica a sistemului , matricea de interpolare M trebuie sa fie
inversabila. Precum a fost mentionat in (93], din punct de vedere numeric, o cerinta ce apare
natural este aceea ca M sa fie strict pozitiv definita.

Deseori, in loc de a studia dacd matricea M este strict pozitiv definita, se aplicd acelasi

studiu functiei ¥, metoda pe care o vom folosi in continuare.

11



Teorema 1.2.2. [95] Fie ¥ : R" — R o functie continud. Atunci, U este strict pozitiv definita

dacd si numai dacd ea este pard si oricare ar fi K € N si oricare ar fi a = (a1,...,ax)" €
RX\ {0}, avem

K K

E E a;ja;W(x;,%x;5) >0,

i=1 j=1

cu X1, ...,Xxg € R" distincte.

2

Daci mai sus consideram a € RX si semnul ” > 7 este inlocuit de ” > 7, atunci termenul
strict pozitiv definit devine pozitiv definit.
Deoarece lucram cu functii radiale, este des intalnit in literatura faptul de a ne referi la

functia univariata v ca functie radiala (strict) pozitiv definita, precum a fost evidentiat in [44].

Lema 1.2.3. [44] Deoarece ¥ = 1) od, spunem ca 1 este radiala (strict) pozitiv definita in R™,

oricare ar fi m < n, daca V este radiald (strict) pozitiv definita in R™.

Deseori, un polinom este adaugat interpolantului s dat in ((1.2.1]), devenind astfel [44]
K D
s(x) = aP(x,xi) + Y Ai(x), (1.2.4)
=1 =1

unde x € R" si {y1,...,yp} formeaza o baza pentru P!, _;, cu D =dimP}, | = (m;;ffl)

Pe langa conditiile de interpolare ([1.2.2)), apar de obicei D constrangeri de forma

K
> aiyi(x) =0, j=1,...,D, (1.2.5)
i=1
pentru a obtine solutie unica. Precizia polinomiala este strans legatd de conditia ca X =
{x1,...,XxK} sa formeze o multime (m — 1)— unisolventa.
Definitia 1.2.4. [44] Spunem ca X = {x1,...,Xg} C R" este m—unisolventa daca singurul

polinom de grad total cel mult m care se anuleaza pe X este polinomul nul.

Problema se reduce la a rezolva urmatorul sistem liniar [44]
M Y
) = (7). (1.2.6)
vyt Op) \A 0

M € KK, My = g(d(xi,x)), 17 = 1. K,

unde

Y eRP Y, =yi(xi),i=1,....K, j=1,...,D,
a=(ay,...,ax)T, A= (Ay,...,Ap)T,
f: (fla"'afK)Ta cu fZ:f(X’L)

Teorema 1.2.5. (93] Fie ¥ : R™ — R o functie continud si para. Atunci, U este strict
conditional pozitiv definita de ordinul m daca si numai daca pentru orice K € N si pentru

orice a = (ay,...,ax)’ € RE\ {0} cu
K
> ay(xi) =0,
i=1

12



unde y este orice polinom real de grad mai mic decat m, avem

K K
ZZaiaj\Il(xi,Xj) >0,

i=1 j=1

cu X1,...,Xg € R" distincte.

Daci in teorema de mai sus consideram a € R¥ si inlocuim semnul ” >" cu ” > obtinem

cazul functiilor care sunt conditional pozitiv definite de ordinul m.

Lema 1.2.6. [/4] Deoarece ¥V = 1 o d, spunem cd v este radiala (strict) conditional pozitiv
definita in R™, oricare ar fi m < n, daca U este radiala (strict) conditional pozitiv definita in
R™.

Teorema 1.2.7. [44] Daca ¥V = 1 o d este o functie para, radiald, strict conditional
pozitiv definitd de ordinul m in R™ si nodurile distincte {xi,...,Xg} formeazd o multime

(m — 1)—unisolventd, atunci sistemul liniar dat in are solutie unicd.

1.3 Operatori Shepard univariati

Aceasta sectiune este dedicata revizurii anumitor operatori Shepard univariati, combinati cu
diverse polinoame de interpolare precum Lagrange [29], Taylor |29], Hermite [29], Birkhoff [29],
[31], Abel-Goncharov [12] si Bernoulli [§].

Se considera X C R si f : X — R o functie cu valori reale astfel incat pentru K noduri de
interpolare date, x; € X, ¢ = 1,..., K, valorile lui f se cunosc. Atunci, pentru z € X, definim

operatorul Shepard univariat, clasic ca [82]

K
Suf (@) =" Ai () f(22), (1.3.1)
i=1
cu functiile de baza A;,, date de
|z — 2| . .
Aiu(z) = w i= 1,...,K, x; #xj, pentrui # j, j =1,..., K, (1.3.2)
> |z — ™"
7j=1

si 4 > 0 un parametru arbitrar.

1.3.1 Operatori Shepard-Lagrange univariati

Acest operator a fost studiat de Coman si Trimbitag in [29].  Operatorul Shepard-Lagrange

univariat este dat de [29]

K
SLilf@) = 3 4@ Lilf) (@), (1.33)
i=1
-3 T o) s, (1.3.4)
7=0 a=0, as#j (xH_j B xi—‘,—a) ’
TK+4+j = Xj, jIl,...,k.



1.3.2 Operatori Shepard-Taylor univariati

Acest operator a fost studiat de catre Coman si Trimbitas in [29]. Se considera multimile
A={nif)=fD):i=1,....K, j=0,....k ke N},

si
A’L:{nl,p(f) p:07"')k})

astfel incat A; este o submultime a lui A asociata lui n;, avand n; € A;, pentruoricei =1,..., K.

In aceastd ipoteza, operatorul Shepard-Taylor univariat este definit ca [29]

ST[f ZA inl (x), (1.3.5)

cu

k
Z ; ) £0)(ay) (1.3.6)

7=0
1.3.3 Operatori Shepard-Hermite univariati

Interpolantul Shepard-Hermite univariat este definit ca |29)

K

SHy[f(x) = > A () Hi[f](), (1.3.7)

i=1
H{[f] fiind un operator de tipul Hermite, de forma

i+k Tj

= Z Z hjp(x)f

j=i p=0

hjp reprezentand polinoamele fundamentale Hermite, cu x4 =25, 1 €N, i < ksil <k < K.

1.3.4 Operatori Shepard-Birkhoff univariati

Coman si Trimbitas au studiat operatorul Shepard-Birkhoff in cazul univariat n [29] si |31].

Acesta este definit ca «

SBH[f)(z) =) Aiu(e) BHL[f](2), (1.3.8)

i=1
cu BH}[f], 1 <k < K, reprezentand polinomul Birkhoff de grad &

i+k

BH}[fl(@) =) > bjp(a)f¥

j=i pel,

considerand xx4; =x;, 1 <1 < k.
In contrast cu cazul Hermite, acest polinom nu exista intotdeauna si de asemenea, nu este

Intotdeauna unic.
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1.3.5 Operatori Shepard-Abel-Goncharov univariati

Operatorul Abel-Goncharov are avantajul de a exista si a fi unic intotdeauna, spre deosebire
de operatorul anterior. Consideram o multime de K + 1 noduri de interpolare, x;, i =0, ..., K.
Problema care apare in acest caz este aceea de a gasi un polinom de interpolare Pk |[f], de grad
K, astfel incat

FO @) = PR1f(), i=0,... . K.
Acest polinom poate fi exprimat ca [42]

K

Pr[f](z) = Zgi(ﬂf)f(i) (i),

i=0
g; reprezentand polinoamele de tip Goncharov [42].

Operatorul Shepard-Abel-Goncharov univariat a fost studiat de Catinag in [12]. Fie k €

N, k < K si pentru fiecare nod z;, i = 0,..., K, consideram multimea [12]
Xk =A{xi, ... xigr},
CU Tx+i+1 = i, © = 0,..., k, si operatorul Abel-Goncharov asociat
i+k

Pifl(z) = gi—i(@) fU " (xy), i =0,..., K,
Jj=t

unde

i 1| e AR ,
9j<$) = ﬁ ) — ng(x) (p)x;_i_f , J > 1
Putem defini operatorul Shepard-Abel-Goncharov univariat ca [12]
K .
SAGH[fl(z) = Y () Pi[f](2). (1.3.9)
i=0

1.3.6 Operatori Shepard-Bernoulli univariati

Se considers X = [a,b], f € C¥[a,b], k > 1 si K noduri de interpolare distincte z; €
X, i € {1,..., K}, aranjate in ordine crescatoare. Caira si Dell’Accio au definit operatorul

Shepard-Bernoulli univariat ca [8]

K

SBi[f)(x) = D Ai (@) Brlf; i, v (w), (1.3.10)

i=1

cu operatorii de tip Bernoulli Bg[f;x;; z;4+1] exprimati sub forma

Bylf; wi, mia](z) = f(wi) + Zk: e <BJ' (T) - Bj) (f(j_l)(ﬂfiﬂ) - f(j_l)(ﬂfi)) ;

i
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pentru h = zj41 — x; Sl Tx+1 = TR 1.

In general, pentru n € N, polinoamele Bernoulli B, (-) se definesc recursiv ca [55)
> 1, (1.3.11)
1

Pentru x = 0, obtinem numerele Bernoulli B,,, i.e., B,, = B,(0).

1.3.7 Operatori Shepard modificati de tip univariat

Franke si Nielson au propus in [47] o metoda locala de obtinere a operatorului, metoda ce se
bazeaza pe inlocuirea ponderilor 4;,, cu

Ry, — |x—$i|>“

Ry|x — z]

wiu(x) = ( , (1.3.12)

+

unde R, reprezinta o raza de influenta ce variaza in functie de ¢, rezultand in acest mod asa-
numitul operator Shepard univariat, modificat [47)

K
Y wiy () f ()

Swf(z) ==

(1.3.13)

K
wa (x)
=1

1.4 Operatori Shepard bivariati

In aceastd sectiune ne indreptam atentia catre cazul bidimensional pe care Shepard l-a studiat
in [82]. Ne vom concentra asupra prezentarii acestei metode in forma sa clasica (globald), alaturi
de cateva variante modificate (locale) dezvoltate in |46], [47], [76]. Mai apoi, vom discuta cateva
cazuri de interpolanti de tip Shepard bine-cunoscuti, combinati cu diversi operatori, precum
Lagrange [30], Taylor [28], Hermite |24], Birkhoff [25]|, Hermite-Birkhoff complet [38], Lidstone
19], [13] si Bernoulli [11], [37].

Consideram o functie obiectiv f : X C R? — R ale carei valori f; = f(zi,v:), i = 1,..., K,
se cunosc pe o multime de date dispersate X = {(x;,v;), i =1,..., K} C X. In forma clasica,

asa cum a fost propus de catre Shepard, acest interpolant este definit ca [82]

K
Suf(xy) = A (@, y) f(i,:), (1.4.1)
i=1
cu ponderile 4; , date de
K
[1d5 (z,y)
J';l.
Aip (@,y) = 57 : (1.4.2)
> 11d5 (2, v)
k=1j=1
J#k



considerand parametrul de control p > 0 si d; (x,y) distanta dintre (x,y) € X si nodurile
(zi,y;) € X, i =1,..., K. Casiin cazurile anterioare discutate in aceasta teza, vom considera
norma FEucldieana.

Pentru a imbunatati acuratetea acestei metode globale, Franke si Nielson au propus o vari-
antd locala in [47], ulterior discutata si dezvoltatd de catre Franke in [46] si Renka in [76].

Cunoscut ca operatorul Shepard modificat, el este definit ca [47]

K
SWf(:Cay) = Zwi,ﬂ($7y)f(xi7yi)> (1'4'3)
=1

cu functiile cu suport compact w; , de forma

w; (e,
Wi, y) = #7 (1.4.4)

Z wjvl’“(x7 y)
i=1
unde

(R — di(x,y)) 1"
Rwdi(x’y) ’

considerand d;(x, y) distanta Euclideana dintre nodul ¢ si punctul (z,y) si R, o raza de influenta

wi,u(xay) = M > 07

ce variaza in functie de indexul i.
Chiar Shepard a considerat in [82] o Imbunatatire a metodei initiale prin adiugarea
derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei f, obtinand
K
S f(@y) = Aiu(z,y) [f(xi,yi) + (z - xi)gi(xi,yi) +(y— yi)gjyf(xi’ Yi)| - (1.4.5)
i=1
Astfel, gradul de exactitate este 1 si proprietatile de interpolare au loc de asemenea si pentru

derivatele partiale de ordinul intai.

1.4.1 Operatori Shepard-Lagrange bivariati

Acest tip de operator a fost studiat de Coman si Trimbitas in [30]. Pentru simplificarea
notatiilor, notdm nodul (z;,y;) cu x;, ¢ = 1,..., K. Daca ii asociem fiecarui nod x; o multime
de m puncte

Xi,m = {Xiaxi-‘,-l)' ..,XH_m_l}, i=1,.... K, m < K,

unde Xg1; = X4, ¢ = 1,...,m — 1, putem introduce polinomul Lagrange bivariat de grad n,
Ly[f], ca [30]
) i+m—1
Ly [fl(z,y) = Z li(z,y)f(zj,y;), pentru fiecare i =1,..., K, (1.4.6)
j=i

cu l; reprezentand polinoamele cardinale corespunzatoare, i.e.,

lj(xx) = 0j, pentru fiecare j,k =14,...,i+m — 1.
Existenta si unicitatea lui L%[f], ¢ = 1,..., K, sunt conditionate de cerinta ca nodurile
Xj, j = 4...,4 +m — 1, sa nu se afle pe aceeasi curba algebrica de grad n, data ca
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> /\a’gxayﬂ = 0. In plus, gradul n al polinomului Lagrange L [f] trebuie ales astfel incat
a+pB<n
m=(n+1)(n+2)/2<K.

In aceste ipoteze, operatorul Shepard-Lagrange bivariat se scrie ca [30]
K .
SLolfl(z,y) =Y Az, y) Li[f](2, y). (1.4.7)
i=1

1.4.2 Operatori Shepard-Taylor bivariati

Atunci cind anumite informatii referitoare la derivatele partiale ale lui f se cunosc, operatorul
Shepard bivariat poate fi imbunitatit combinandu-1 cu un polinom Taylor de grad n, T%[f],
atasat unui nod x; = (z4,v:), ¢ = 1,..., K, definit ca [2§]

(x —x)*(y —y)®  9°*Ff
alf! OxeoyP

Tfl@y) =

a+B<n

Astfel, interpolantul Shepard de tip Taylor care se obtine are forma [28§]

K
STulf)(w,y) = Y Aip(z, )T [f1(@,y). (1.4.9)
1=1

1.4.3 Operatori Shepard-Hermite bivariati

In aceasts subsectiune vom prezenta rezultatele principale cu privire la operatorul Shep-
ard combinat cu un polinom de tip Hermite, publicate in [24] de catre Coman. Se considera

urmatoarele date cunoscute pentru functia f:

An(f) = (a,ﬁ)f. a,ﬂ)f_ 8a+5f(‘ ) BeEN, atB<r i=1 K
H =37 B _Gm‘l@yﬂ Ty Yi), O , O <r,t=1,..., .
Fiecarui nod x; 1i atasam o multime X;,,, de m; puncte, i = 1,..., K, definita ca
Xi,mi = {Xiﬂxi+1a s ,Xi+mi71}, m; € N*ami <K -1,

considerand xx4; = x;, ¢ € N. Fie

Ai(f) = "D fra+B <)

informatia cunoscuta relativ la nodul x;, i =1,..., K, si

m;—1

Aim; (f) = U Aiyi(f)
=0

reuniunea multumilor ce contin informatii despre nodurile din X ,,,. Polinomul Hermite bivariat

de grad n;, Hf% [f], i=1,..., K, este polinomul care satisface conditiile
0°PHj [f] §otl
W(%y]‘) = W(%,yj) (1.4.10)

pentru fiecare (zj,y;) € Xjm, cu o+ 5 < ;.
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, ; inca 4 — (ni+1)(ni+2) L
i i,m; = ) RSN
Gradul n; trebuie ales astfel incat card(A; p, (f)) 5 pentru fiecare i = 1 K
Daca polinomul Hermite H,ZLZ exista, in ipotezele de mai sus, putem defini operatorul Shepard-
Hermite combinat ca [24)

K
SHnl,...,nK [f] (37, y) = Z Ai,,u(a;v y)HrZLZ [f](.’L‘, y)

i=1
1.4.4 Operatori Shepard-Birkhoff bivariati

Un caz mai general care extinde operatorii prezentati anterior este dat de problema de tip
Birkhoff, studiata de catre Coman in |25].

Consideram urmatoarele date de tip Birkhoff referitoare la o functie cu valori reale f : X — R

B

@B (e, OOf > . _

Ap(f) = {ma Finf® 0 = g i, (@ f) € LCN i=1,. Ky

Ca si In cazul Hermite, fiecarui nod x; 1i asociem o multime A&j,,, de m; noduri, m; €

N* m; < K—1,i=1,...,K, de forma
Xz‘,mi = {Xi,Xi—f—l; "'7Xi+mi—1}7

si, avand in vedere faptul ca A;(f) reprezinta informatia cunoscuta relativ la f in x;, i.e.,

Ai(f) = {n*”f : (a.8) € 1}

definim de asemenea urmatoarea multime de informatii pentru nodurile din &j ,,,

m;—1

Aim ()= U Qi (),
=0

cu conventia Xy ; = x;, ¢ € N.
Generalizarea problemelor de tip Lagrange, Taylor si Hermite se reduce la gasirea polinomului

BH};LZ, de grad total n; care satisface urmatoarele conditii de interpolare

9*tPBH} |f] §ath f

W(xj,yj) = 9550,7 (x,95), (1.4.11)
pentru fiecare (z;,y;) € Xim,, cu (o, ) € I;.

Atunci cand r; := card(A; m, (f)) = w, matricea sistemului ce rezultd din ((1.4.11))
este patratica, astfel ca sistemul are solutie unica atunci cand determinantul este nenul. Opera-

torul Shepard de tip Birkhoff in acest caz este definit ca [25]

K
SBHp,, g [f)(,y) =D Aiy(z,y) BH}, [f](x,y). (1.4.12)
=1

Ca si in cazul Hermite, dificultatea ce apare este aceea de a selecta in mod convenabil
submultimile X; ,,,, astfel incat card(A; m,, (f)) = 75 si, de asemenea, matricea asociata sistemului

(1.4.11)) sa aiba determinantul nenul, pentru fiecare i = 1,..., K.

Definitia 1.4.1. [25] O succesiune de submultimi &j,,,, i = 1,..., K, se numeste admisibila
daca card(A;;,,(f)) = 7 si matricea asociatd sistemului dat de conditiile de interpolare core-

spunzatoare are determinantul nenul.
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1.4.5 Operatori Shepard bivariati de tipul Hermite-Birkhoff complet

O alta abordare pentru a obtine operatori Shepard combinati implica utilizarea polinoamelor

Hermite-Birkhoff complete, precum au propus Dell’Accio si Di Tommaso in [38]. Pentru o

multime X deschisa, convexa si marginita si nodurile X = {x;, i = 1,..., K} C X, cei doi au
considerat varianta locald, i.e., forma modificata introdusa in .

Presupunem ca pentru fiecare nod x;, ¢ = 1, ..., K, urmatoarele date de tip Hermite-Birkhoff
Se Ccunosc

a+p
A(f) = {aa;aﬁf(xi) (,B) e CN? a+p< n},

impunand ca, daca valoarea unei derivate partiale de ordinul v a lui f se cunoaste pentru x;,
atunci toate celelalte derivate partiale de ordinul « sa fie de asemenea cunoscute.

Conform [3§], reuniunea acestor multimi A(f) = 6 A;(f) se numeste multime Hermite-
Birkhoff completa. =

In continuare, vom introduce o serie de notatii din [38]. In primul rand, considerdm T (7)
triunghiul cu un varf in x; si celelalte doua in x; si x;,, astfel incat acestea sa se afle in interiorul
bilei inchise de razi R;, centratd in x;. Punctul x; se numeste vérful de referintd al lui T'(7). In
sens trigonometric, pentru simplificarea notatiilor, notam cele trei varfuri astfel: x; := x;, x9 :=
Xj, X3 1= X},

Considerand A(x,y, z) aria cu semn a triunghiului cu varfurile x,y, z, definim coordonatele
baricentrice referitoare la triunghiul 7'(i) ca

A(x,x2,%3)
A(x1,%2,X3)’

A(x1, %, X3)
A(x1,%2,X3)’

A(x1,X2,X)

Aux) = A(x1,%x2,X3)

Ag(x) = (1.4.13)

Ao(x) =

In plus, vom utiliza derivatele directionale de-a lungul laturilor triunghiului 7'(¢). Con-

siderand ”-” produsul scalar, ele se definesc ca
)

Dijf(x) = (xi — x;) - Vf(x)

= (@i~ 2) 900 + (i — 1) 3o

Compunerea acestor derivate directionale se exprima ca
D§V1N2) _ D;iDgga Dé’nﬁz) _ DigD?'gv Dé’)/h’ﬁ) _ DiYéDgg’ (1.4.15)

pentru (1, 72) € N2,
Astfel, putem defini polinomul Hermite-Birkhoff complet HBT() [f] ca o combinatie intre

valorile derivatelor directionale si ale unor polinoame in variabila A = (A1, A2, A\3) de forma [38]

2

i al, a2, BL,B2
HBTO[FI(N) =3 qum WD) f(x1) + 3 gop(A) DY)
m p

f(x2)

1.2
+ D a5.s(N DT f(xy), (1.4.16)

{(arlnva?’n)}m = I’L {( ;763)}17 - [j7 {(’7;7’73)}5 C Ika
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7 (ni+1)(ni+2).

card({m}) + card({p}) + card({s}) = 5

Observatia 1.4.2. Avem ci BHTW[f] € P2 .

Dupa finalizarea pasilor algoritmului de determinare a lui H BT® [f], operatorul Shepard
modificat de tipul Hermite-Birkhoff poate fi scris ca [3§]

K
Suplf](w,y) = Zﬁi,u(% y) HBTO[f](z,y). (1.4.17)

i=1
1.4.6 Operatori Shepard-Lidstone bivariati

Operatorul Lidstone este construit pe baza polinoamelor Lidstone [1]

Ao(z) = =z,
Al(z)=Ap—1(x), n>1 (1.4.18)
An(0) =Ap(1), n> 1.

In aceastd subsectiune vom prezenta doua abordari pentru a construi operatori Shepard-
Lidstone. Prima abordare, propusa de Catinag in [13], extinde polinoamele Lidstone de-a lungul
unui domeniu dreptunghiular. Cea de-a doua, dezvoltata de Caira, Dell’Accio si Di Tommaso
in [9], se bazeaza pe o formula de aproximare de-a lungul unui domeniu triunghiular obtinuta
cu ajutorul acestor polinoame, asa cum a fost prezentata in [34].

Pentru cazul dreptunghiular, vom defini mai intai interpolantii de tip Lidstone univariati,
pe care 1i vom extinde ulterior la cazul bidimensional. Fie [a,b], [c, d] doud intervale de numere
reale sinotam cu Ay : a =21 <2< ...<xg, =bsiAg: c=y1 <y2 <...<vyk, =d,

e . . . . _ b—a . . _ d—c . v
partitiile uniforme ale lui [a, b] si [c, d], cu pasii h; = 7o sirespectiv hy = =4 Consideram

de asemenea
L,(A1) ={p € Cla,b] : p € Py,_; pentru fiecare subinterval [x;, z;11], i =1,..., K1 — 1}.

Pentru f € C?"~2[a, b], interpolantul Lidstone poate fi scris ca [1]

K1 n—1
L) =30 301 ) F2) ), (1.4.19)
=1 5=0
cu .
Aj (=) R, wefmia), =2, K,
@)= Ay (B2 B, wefwnminl, i=1,... K -1,
0, altfel.

Operatorul ((1.4.19)) satisface urmatoarele conditii de interpolare [1]
LAY () = f@D(zy), 5=0,...,n—1,i=1,...,K].

In cazul bivariat, pentru f € C?"~2202([q, b] x [¢, d]) si partitia dreptunghiulars A = A;x Ay

a lui [a, b] X [e,d], unicul interpolant de tip Lidstone se exprima ca [1]
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K1 n—1 Ko n—1 82a+25f

LAy => 3 Y D it (x) 56(0) Gnggs (Bio ) (1.4.20)

i=1 a=0 j=1 =0

avand aceleasi proprietati de interpolare precum in cazul univariat

82a+2ﬁL$ [f] aQa—f—Qﬁf
g5 (TinYj) = 5 5aa55 (0 Yj),
Ox209y26 Qw20 9y28
a,f=0,...n—1,i=1,. K, j=1,..., Ko (1.4.21)
Ne vom opri asupra cazului K1 = Ko =: K si consideram pe fiecare dreptunghi A; =
[, Tivi] X [Yi, yir1] C [a,b] X [e,d], i =1,..., K, urmatoarele date de tip Lidstone

84o¢f a4af
Li(f) = {W(%y’)’ W($i+layi+l)a a=0,...,n— 1} .
Considerand Lﬁi [f] restrictia operatorului din ([1.4.20)) la dreptunghiul A;, definim operatorul
Shepard-Lidstone bivariat ca [13]

K
SL[fl(x,y) = > Aiplw,y) L [](x, ). (1.4.22)

i=1
In ultima parte a acestei sectiuni vom discuta o metoda diferita de a construi operatori
Shepard-Lidstone combinati, propusa in [9]. Ca si in sectiunea precedenta, abordarea se bazeaza
pe a considera extensia polinomului univariat Lidstone la triunghiul 7'(i), ¢ = 1,..., K, avand
ca varf de referintd pe x; si ca alte doua varfuri x;, Xy, situate in interiorul bilei inchise B;
de centru x; si razd R;, notate prin x; := X;, X2 := Xj, X3 := X}. Vom folosi coordonatele

baricentrice (A1, A2, A3) ale lui x = (z,y) relativ la varfurile triunghiului 7°(i), definite ca in

. In plus, notam

Vi
V] = (332 —I3,Y2 — y3), U1 = m,

V2
Vo = (x?) —X1,Y3 — y1)7 Vo = M7

V3
V3 = (332 —T1,Y2 — yl), v3 = m

Interpolantul Lidstone corespunzator triunghiului 7°(i) este de forma [9]

n—1 | n—1—«

=) 28 8204-&-2,8]0
Ly [f](a:,y)zz Z [[vall A6(1*A2*)\3)ﬂ(xl)
a=0 | B=0 el
82a+2’8f )\3 )
+ Ag(Aa+ A3)——(x Aq 1.4.23
000 o) ) o (57, (1:423)
n—l—a
82a+26f
+ v | Ag(1 = Ay — A3) ———(x
/;) [Vl ( s(1 = A2 3)81)32,58@%0‘( 1)
82a+26f )\2
Asg(Ng + N\3)——" g : 2o\ + A3)%@,
) I e | LGRS
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pentru f € C?"(X), X domeniu convex, (z,y) € X.

Forma modificata a operatorului Shepard-Lidstone in acest caz este data de [9)

K
SLalf)(x,y) = > Wi u(z, y) LYV f)(,y). (1.4.24)
i=1
Pentru fiecare nod x;, i = 1,..., K, triunghiul 7'(¢) corespunzator este ales astfel incat

sa fie situat in interiorul bilei inchise de centru x; si raza R; si in plus, sa minimizeze can-

. . N ara12n—1 . .
titatea eit. (i) [enax()A@D)]™ ", unde emax(i) = max{|x1 — xaf, [Ix2 — xs]|, x5 — x|} si
A(Z) = |2A(X1,X2,X3)‘71.

1.4.7 Operatori Shepard-Bernoulli bivariati

O extensie a functilor reale cu ajutorul polinoamelor Bernoulli de-a lungul unei dreptunghi
a fost propusa de catre Costabile si Dell’Accio in [32]. Cu ajutorul acestor operatori, Catinag
a introdus interpolantul Shepard-Bernoulli bivariat in [11]. Vom prezenta rezultatele principale
din cele doua articole in prima parte a sectiunii curente.

Considersm dreptunghiul X = [a,b] X [¢,d] C R? si f € C"™"(X). In aceste ipoteze, putem
defini interpolantul de tip Bernoulli ca [32]

. opi—1 _ gi—1
Bl f)(@,y) =f(a,¢) + ) = 5; (h) Aw)a?_{(a, ¢)
=1 ’

" ki1 Yy—c aj_lf
+Z 4! 5j ( k ) A(O,k)W(%C) (1.4.25)
j=1

men i1l T —a y—c az‘+j—2f
+22 5i< h )Sj<k>A(h’k)8xi—16?yj—1(a’C)’

i=1 j=1

considerand notatiile

A(h,O)f('r7y) f(.%'—i-h,y)—f(.%',y),
A(O,k)f(x7y) f(xay_'_k) _f(x7y)a

x—a x—a
S; = B; - B,
(5) =2 (%)
cu B;(+) reprezentand polinoamele Bernoulli si B; = B;(0) numerele Bernoulli, date de (1.3.11)).

Pentru simplificarea notatiilor, vom nota operatorul introdus in (1.4.25) prin

pentruh=b—asik=d—c

Avem de asemenea ca

Bpnlf; (a,¢), (h, k)]. Considerand cele de mai sus, pentru o multime de K noduri x; = (z;,y;) €

X, i=1,..., K, definim operatorul Shepard combinat de tip Bernoulli in cazul bivariat ca |11]
K .
SBunlf1(x,y) =D Ai (@, ) Bl 1), y), (1.4.26)
i=1

B:n,n[f](xvy) = Bm,n[f; (xivyi)7 (hukl)]v 1= 17 v 7K7
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considerand dreptunghiul [x;, zj+1] X [yi, Yit1], cu hy = xjp1 — i si ks = yiv1 —vyi, 1 =1,..., K,
unde Xg 411 = XK _1.

Operatorul Bernoulli triunghiular se obtine prin atribuirea fiecarui nod x;, i = 1,..., K,
a unui triunghi 7°(¢) cu alte doua noduri x; si x;, ca varfuri, astfel incat ele sa fie situate in
interiorul bilei inchise centrata in x;, de raza R;. Pentru simplificarea notatiilor, in fiecare
triunghi 7'(¢) facem din nou conventia ca x; := X;, X2 := X;, X3 := Xj,. Consideram (A, A2, A3)
coordonatele baricentrice ale unui punct x € X relativ la triunghiul 7'(¢), obtinute precum in
. In plus, impunem ca X C R? si fie un domeniu compact si convex.

In ipotezele de mai sus, pentru o functie f cu valori reale, de clasa C"(X), operatorul

Bernoulli de ordinul n introdus in [37] are forma

BIO1)(,y) =f(x +Z PR B2 (D () = DI )

n n—i+l ()\2 + )\3) SZ' (/\QAT%\J) S ()\2 + >\3)

22

i=1 j=1
=0 (DY fixa) = DY TR p(x1) )
+(-1) (Déj’l”"l)f(m) - Déjfl’ifl)f(m))} :

(1.4.27)

cu derivatele directionale si compunerile lor Dzhl ’72), 1 =1,2,3, date de d1.4.14l) si (]1.4.15b.

Pentru fiecare nod x;, alegerea triunghiului 7'(i) corespunzator este realizata similar cu
celelalte doua cazuri prezentate.

Definim operatorul Shepard-Bernoulli bivariat de ordinul n ca [|37]

K
SBu[fl(z,y) =Y Wiu(w,y)BED[f](z,y). (1.4.28)
=1

1.5 Interpolare sferica cu ajutorul operatorului Shepard

Aceasta sectiune are intentia de a prezenta rezultate din literatura referitoare la problema
interpolérii pe sfera unitate d-dimensionald S¢. Cazul pe care il vom studia este cel in care
d = 2, deoarece acest tip de probleme apare in multe domenii practice in care datele provin,
de exemplu, din masuratorile unor fenomene fizice la nivelul Pamantului, caz in care sfera 52
reprezintd un model potrivit pentru Pamant, precum a fost punctat in [19], [53], [84].

Alte domenii care folosesc interpolarea sferica includ modelarea suprafetelor inchise din
CAGD, precum a fost mentionat in [36], sau in rezolvarea unor probleme geofizice (topografie,
intensitatea campului magnetic, potentialul gravitational [53]).

Aproximarea sferica a functiilor a reprezentat subiectul lucrarilor multor autori. O tema des
abordata s-a bazat pe teoria functiilor radiale (vezi, e.g., [5], [54], [58], [84]). Alti autori s-au
concentrat asupra metodelor de tip Shepard combinate cu functii radiale (vezi, e.g., [1§], [19],
[20], [21], [35], |36]) sau, atunci cand date referitoare la derivatele partiale au fost disponibile,
combinate, de exemplu cu polinoame Hermite-Birkhoff [2]. In plus, metode de tip Shepard

construite cu ajutorul triangularizarii sferice au fost propuse in [97], [98].
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1.5.1 Functii radiale sferice

Sfera unitate S? este definit ca
S*={x=(z,y,2) R’ : ||x|| = 1},

cu || - || reprezentand norma Euclideans. Aria suprafetei lui S? este wy = 4.

Distanta geodezica dintre x, y € S2, notata cu g(x,y), este calculata ca [54]

g(x,y) = arccos(x - y), (1.5.1)

"

cu reprezentand produsul scalar. Aceasta distantd masoara lungimea arcului celui mai scurt

drum dintre x si y.

Cazul analog pe sfera al problemei functiilor radiale foloseste in loc de distanta Euclideana
pe cea geodezica ¢ si o functie radiald sferica (SBF) ¢ : [0, 7] = R. Pentru o multime de date
dispersate X = {x; € S? :i =1,..., K} cu valori cunoscute ale unei functii f : S> — R pe X,

obiectivul este acela de a gasi un interpolant s de forma [54]

K
i=1

astfel incat s(x;) = f(x;), i=1,..., K.

Sistemul liniar ce rezulta are forma [54]
Ma = f, (1.5.3)
unde

M ERKXK7 MZ] :w(g(xzaxj))7 ZM] = 17"‘7K7
a:(ala---vaK)Tv f:(flu"'va)Tv cu fZ:f(Xl>

Deseori, asa cum este mentionat in [84], se considera aproximarea prin functii radiale sferice

plus un polinom armonic sferic. In aceastd situatie, interpolantul are forma [54]

K
sn(x) = Y ai(9(x,x1)) +y(x), (1.5.4)

i=1
cu y reprezentand un polinom armonic sferic.

Definitia 1.5.1. [54] Un polinom p : R?* — R de grad d, d > 0, este omogen de gradul d daci
p(tx) = t¥p(x), pentru orice x € R3 si ¢t > 0.

Definitia 1.5.2. [54] Un polinom p : R? — R este armonic dacd Ap(x) = 0, pentru orice

x € R3, unde A reprezinta operatorul Laplace, i.e.,

Pp  0*p 0%
Ap= 5% +— + ——=.
P= 522 + Oy? * 022
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Definitia 1.5.3. [54] Daci P4 este multimea polinoamelor de grad d in R? armonice si omogene

de grad d, multimea polinoamelor armonice sferice de ordin exact d este data de spatiul liniar
Ha(5%) = {pls2 : p € Pa}.

Definitia 1.5.4. [54] Spatiul polinoamelor armonice sferice de ordin cel mult d, notat cu Hq(S?),

este definit ca

Ha(5?) = Bj_oH;(5%).

Daca y din (|1.5.4)) este un polinom armonic sferic de gradul d, dupa dezvoltarea sa, obtinem

urmatoarea forma a interpolantului sp, [54]

K D
sn(x) =Y ai(g(x,x:)) + Y Aiyi(x), (1.5.5)
=1 i=1

cu D = dim Hq(S?) si {y1,...,yp} bazi pentru Hy(S?).
Pe langa conditiile de interpolare

sp(xi) = f(x), i=1,..., K, (1.5.6)

urmatoarele constrangeri liniare trebuie satisfacute [54]

K
> aryi(xx) =0, i=1,...,D. (1.5.7)
k=1

Astfel obtinem un sistem liniar augmentat cu K + D necunoscute si K + D ecuatii, ce poate

fi scris sub forma matriceala ca [54]
MY
) = (7). (1.5.8)
vt o) \A 0

M € REXE My = (g(xi,%5)), i,5=1,..., K,

Y e R Y =yi(xi), i=1,...,K, j=1,...,D,
a= (al,...jaK)T, A:(Al,...,AD)T,

F= 0 )T e fi = f(x).

unde

Conform [54], interpolantii s si sp exista si sunt unici daca si numai daca matricele (1.5.3)
si (1.5.8) sunt nesingulare. Similar cazului RBF, acest lucru are loc pentru functii strict pozitiv

definite si conditional strict pozitiv definite pe sfera.

Definitia 1.5.5. [54] Fie ¢ : [0,7] — R o functie continud. Spunem ca 1) este strict pozitiv
definitd pe S? (1 € SPD) daci, pentru orice multime de K noduri distincte x; € §2, i =1, ..., K,

forma cuadratica
K K

YD aiagd(g(xi,xg)) (1.5.9)

i=1 j=1

este pozitiva pe R¥ \ {0}.
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Teorema 1.5.6. (54| Orice functie v» € SPD ofera un interpolant unic s precum in .

Definitia 1.5.7. [54] Fie ¢ : [0,7] — R o functie continua si m € N. Spunem ca 1 este
conditional strict pozitiv definitd pe S? de ordinul m (i) € CSPD(m)) daci, pentru orice multime
de K noduri distincte x; € S2, i = 1, ..., K, forma cuadratica (1.5.9) este pozitiva pe

K
Wn-1 = {a e RE\ {0} : Zaiy(xi) =0, oricare ar fiy € Hm_l(Sz)}.
i=1
Definitia 1.5.8. [54] Se considera m € N si D = dim H,,_1(5?). O multime de noduri distincte

X ={x;€5%:i=1,...,D} se numeste unisolventd relativ la H,, 1(S?) daca singurul element

care se anuleaza pentru fiecare x; este polinomul armonic sferic nul.

Teorema 1.5.9. [5/] Orice functie v € CSPD(m) oferd un interpolant unic sp precum in
daca conditia de unisolventa pe sferd are loc.

1.5.2 Operatori Shepard combinati cu functii radiale sferice

Interpolarea sferica a datelor cu ajutorul operatorilor de tip Shepard combinati cu functii
radiale a fost intensiv studiata de catre Cavoretto si De Rossi (vezi, e.g., [18], [19], [20], |21],
35], [36]).

Se considera o multime de noduri distincte X = {x; = (x;,yi,2i), ¢ = 1,..., K}, aflate pe
sfera S? impreuna cu valorile f; = f(x;), i = 1,..., K, ale unei functii f : S> — R. Pentru

x = (z,y,2) € S? operatorul Shepard sferic modificat este dat de [36]

K
S(x) = _w;(x)f;, (1.5.10)
j=1

W;(x) = IZ’””A (1.5.11)
> wi(x)
k=1

Ponderile w; se definesc ca

(R} —g(x.%;))+ 1
wj (%) = | “Rrgtex) ] , (1.5.12)
considerand R} o raza de influentd a nodului j si g distanta geodezica (|1.5.1) dintre x si x;.

Definitia 1.5.10. [36] Interpolantul de tipul functie de bazd zonald sV : S? — R asoociat lui

X si valorilor corespunzatoare ale functiei f pe X este definit ca

K
sW(x) =Y ae(9(x,%;)), (1.5.13)
j=1
cu coeficientii a;, j = 1,..., K, obtinuti din relatiile de interpolare
sWO(x))=f;,i=1,...,K,

unde g(x,x;) reprezinta distanta geodezica dintre x si x; si ¥ : [0, 7] — R este o functie radiala

sferica.

27



Definitia 1.5.11. [35] Interpolantul augmentat de tipul functie de bazd zonala s@ .52 4R

asociat lui X si valorilor corespunzatoare ale functiei f pe X este definit ca

K D
=Y ab(g(x,%5)) + Y Aryr(x), (1.5.14)
J=1 k=1
unde yi € Hq(S?), k= 1,...,D, sunt polinoamele armonice sferice de ordin cel mult d, D =

dim H4(S?) si {y1,...,yp} formeazi o bazi pentru Hq(S?).
Coeficientii a;, j =1,..., K si Ay, k=1,..., D se obtin din

s(x))=fi,i=1,.., K,

si impunand constrangerile
K

Zaiyk(xi) =0, k=1,...,D.
i=1

Definitia 1.5.12. [36] Atasand fiecarui punct x;, j = 1,..., K, o multime I; de indici ai ny
vecini ai lui x;, definim interpolantul local de tipul functie de bazd zonala 5§1) : 52 5 R ca

sVx) = alvlg(xx;)) (1.5.15)

i€l
unde ag, i€lj, j=1,.., K, rezulta din
sVx)=fiiel, j=1,..K
j ) 79 7 J JERES) .

Definitia 1.5.13. [35] Atasand fiecarui punct x;, j = 1,..., K, o multime I; de indici ai ng
vecini ai lui x;, definim interpolantul augmentat local de tipul functie de baza zonala s( ). 82 4R

ca

sP(x) = alw(gxx;)) —|—ZAkyk (1.5.16)

i€l

unde D = dim H4(S?), D < ngz, iar {y1,...,yp} este o bazd a lui H4(S?).

Coeficientii a{, i€lj,j=1,.,Ksi A{C, k=1,...,D, se obtin prin impunerea conditiilor
2 . .
8§~ Jxi)=fi, i€l j=1,.,K,

si

> alyp(xi) =0, j=1,...K, k=1,..,D.
Definitia 1.5.14. [35, |36] Pentru o multime de noduri distincte X = {x; € S%, i = 1,..., K}
si valorile f; = f(x;), i =1,..., K, ale functiei f: S? — R, operatorul Shepard sferic modificat,

combinat cu o functie de bazd zonald este dat de

S®) (x ij sV(x), k=1,2. (1.5.17)
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1.5.3 Operatori Shepard sferici de tipul Hermite-Birkhoff

Allasia, Cavoretto si De Rossi au propus in [2] o metoda de interpolare sferica a datelor
dispersate cu ajutorul functiilor de baza de tip Shepard si al operatorilor Hermite-Birkhoff.

Operatorul Shepard combinat de tipul Hermite-Birkhoff este definit ca |2]

K
x) = > A(x)T[f](x,xi, Ag), (1.5.18)
unde s
ohly (uj = uj (i)™
T(f](x, %1, Ay) Z oo () JH1 IR (1.5.19)
iar A; sunt functii de baza cardlnale ce satisfac conditiile
K
A; € CH(X), Ai(x) 20, > Ai(x) =1, Ai(x;) = b, (1.5.20)
i=1
si, In plus,
ol A; .
m( i) =0, v€li, [yl e{l,... .k}, j=1,... . K.
Pentru a obtine o metoda de tip Shepard, functiile de baza cardinale pot fi exprimate sub
forma [2]
(a(x, %))~ ,
AZ(X) = ) Az(xz) :1, 221,...,K. (1521)

K
> (alx,x;)) "
7j=1

Functia o : X x X — R trebuie sa fie continua si marginita, cu a(x, x;) > 0, Vx € X, x # x;
si a(x,x;) =0, Vx; € X. In plus, a trebuie si fie continui si diferentiabila de ordinul k pe X

cu
oy

W(X,Xi) =0,0<|y|<k,i=1,...,K.

X=X;

Folosind distanta geodezica g definitd in (1.5.1)), o poate fi scrisa ca

alx,y) = (g(x,y)", peRy, p>k, x,y € X. (1.5.22)

O alta metoda dezvoltatda in [2] implica utilizarea unei abordari locale pentru a construi

functiile de baza cardinale, de forma

mi(o) = T X (906 xi) " (1.5.23)

T(X, Xk) (g(X, Xk))iﬂ

M=

k=1

astfel incat w; sa se anuleze in exteriorul vecinatatii lui x;, cu

g(x Xz) k+1
T(X,Xﬁ-(l—}’g) ,xeX, i=1,...,K.
+

Cu aceasta alegere, functia 7 : X — R este de clasa C* pe X si, pentru o valoare potrivita
a lui R > 0, se anuleaza in exteriorul bilei de centru x; si raza R.

Astfel, noul operator de interpolare local de tipul Hermite-Birkhoff poate fi scris ca [2]

K
= Zwi(X)T[f] (%, %3, A). (1.5.24)
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Capitolul 2

Operatori Shepard univariati
obtinuti cu ajutorul polinoamelor de

tipul celor mai mici patrate

Acest capitol introduce un nou operator Shepard univariat, combinat cu polinoame constru-
ite prin metoda celor mai mici patrate ponderate. Sectiunea prezinta construirea acestor
polinoame, alaturi de cateva dintre proprietatile lor, precum proprietatile de interpolare, gradul
de exactitate si liniaritatea. Sectiunea se concentreaza asupra operatorului Shepard rezul-
tat, demonstrand ca mosteneste proprietatile amintite anterior. In final, este analizata eroarea
de interpolare pe baza Teoremei lui Peano si sunt oferite exemple numerice care demonstreaza
beneficiile utilizarii acestor operatori. Rezultatele obtinute in acest capitol au fost publicate in

lucrarea Malina [62].

2.1 Constructia si proprietatile polinoamelor univariate de tipul

celor mai mici patrate

Renka a introdus in [72], in 1988, un algoritm de imbunatatire a operatorului Shepard
bivariat, considerand un polinom cuadratic care interpoleaza functia f pe o multime de noduri
date si care, de asemenea, aproximeaza datele prin metoda celor mai mici patrate ponderate.
Ulterior, in 1999, in [74], a imbunatatit metoda prin substituirea polinomului de gradul al doilea
cu unul cubic. In 2010, W. I. Thacker et al. [89] au prezentat principalele dezavantaje ale celor
doua metode si au sugerat combinarea operatorului Shepard cu un polinom liniar care pastreaza
aproximarea datelor prin metoda celor mai mici patrate ponderate.

Se considera X C R, f: X — R si K noduri reale date, notate prin x;, j = 1, ..., K. Valorile
functiei f pe noduri se cunosc si se noteaza cu f; = f(x;), j=1,..., K.
In aceste ipoteze, pentru un punct z € X, definim functia polinomiala de grad n, CJ”[ 11

71=1,...,.K,neN, ca
an[f](x) =fj+ Zaj,k(l’ - QTj)k, (2.1.1)
k=1
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unde coeficientii a;, se determina astfel incat sd minimizeze

K
n 2
Ej=3 X [CFf@) — fi]” (2.1.2)
1=1
i#]
cu iy
Aij = Km_—x]' (2.1.3)
> @ — a7
k=1
ki

pentru i, j =1,..., K sipu>0.
Pentru a determina coeficientii a;yj (i.e., a obtine minimul expresiei (2.1.2)), vom rezolva

sistemul

OE;
8aj,k

=0, pentru fiecare k =1,...,n, sij=1,.... K.

Ulterior, pentru fiecare j = 1, ..., K, se obtine

K n
OF; .
5 '] = QZAM E ajp(zi — )P + (fj — fi) | (x; — x;)¥ = 0, pentru orice k = 1,...,n.
g,k i—1 p=1
i#j
Pentru fiecare j = 1,..., K, putem scrie ecuatiile normale ce rezultda mai sus sub forma

matriceala ca

Mj c4j = bj, (214)
K
unde M, este matricea de dimensiune n x n ce are pe pozitia (r, s) elementul > \; j(x; —x;)" 5,
i=1
i#£]
> k
b; este un vector coloana cu n elemente cu Zl)\”(:v, — x;)"(fi — fj) pe pozitia k si a; =
1=
i#]
(aj1, aj2, .., ajm)T este vectorul de necunoscute.

Teorema 2.1.1. Operatorul C7[f] definit in satisface urmatoarele proprietati de inter-

polare
Cifz) = fi, 5 =1,..., K.
Teorema 2.1.2. Operatorul an[f]v j=1,..,K, are gradul de exactitate n, i.e.,

dex(C7[f]) =n, j=1,.., K.

Teorema 2.1.3. Operatorul C7[f] este liniar.

2.2 Operatori Shepard univariati combinati cu polinoame de

tipul celor mai mici patrate

Definitia 2.2.1. Pentru f : X C R — R si o multime & = {z; : j=1,..., K} C X de K
noduri de interpolare, astfel incat valorile lui f sunt cunoscute pe X, putem defini operatorul

Shepard univariat combinat cu un polinom de grad n ca

K
SPalfl(@) =) Aju(@)CF[f)(@), (2.2.1)
j=1
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cu C7[f] definit in , A; ,, date de sip>0.

Teorema 2.2.2. Urmatoarele proprietati de interpolare au loc
SPu[fl(x;) = f(zj), j=1,...K.

Teorema 2.2.3. Operatorul SP, este liniar.

Teorema 2.2.4. Operatorul Shepard SP, are gradul de exactitate n.

Formula de interpolare pentru operatorul Shepard univariat, combinat cu un polinom de

grad n este data de
f = SPn[f] +Rn[f]7

cu R, [f] reprezentand termenul rest.

Teorema 2.2.5. Dacd f € H""[a,b], atunci

b
= / Gz, t) FOHD (1) dt,

unde P
(z — 1)1 (=)} k
bn(z,t) = T+ =) Aju(x) JT+ +) ajn(z— )|, (2.2.2)
j=1 k=1
cu aj ) reprezentand solutiile ecuatiilor 68 = 0, pentru fiecare k =1, ...,n, unde

2

#J
s1 i j sunt date in , 1=1,.. K.
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Capitolul 3

Operatori Shepard bivariati obtinuti

>

cu ajutorul functiilor radiale

Acest capitol introduce noi operatori Shepard combinati in cazul bidimensional, cu ajutorul
al trei functii radiale: least squares thin-plate spline, inverse quadratic si inverse multiquadric.
Aceasta abordare are ca scop obtinerea unor rezultate de aproximare mai bune, datorita eficientei
dovedite a functiilor radiale, atat in contexte teoretice, cat si in contexte practice. Pe langa
forma clasica si cea modificata, vom utiliza si o metoda iterativa, comparabila cu cea de-a doua
mentionata. Rezultatele originale prezentate in Sectiunile si au fost publicate in lucrarile
Catinag si Malina [14], [17] si Malina [61].

La finalul capitolului, in Sectiunea[3.3] vom considera o aplicatie practica a acestor operatori
in reconstructia de imagini alb-negru si color. Rezultatele obtinute in aceasta sectiune se regasesc

in articolul Malina [60].

3.1 Operatorul Shepard combinat cu functia radiala de tipul

thin-plate spline

Se considers f o functie cu valori reale definita pe X C R? si (z;,1;) € X noduri distincte,

astfel incat f(z;,vy;), ¢ =1,..., K, sunt cunoscute.

Definitia 3.1.1. Operatorul Shepard clasic de tipul thin-plate spline se exprima ca

K
S, y) = > Aiplz,y)Fi(z,y), (3.1.1)
=1

unde A;,, ¢ = 1,..., K, sunt date de (1.4.2), pentru un parametru p > 0 dat, iar functiile de

tipul least squares thin-plate spline sunt definite ca

Fi(z,y) = Zogd? log(dj) +ax +by+c, i=1,.., K, (3.1.2)
j=1

cu dj = /(z — ;) + (y — y;)*.
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Coeficientii «j, a, b, c of F; se determina astfel Incat sa minimizeze expresia

E = Y [Fi(wi, y:) — f(zi, 9:)]%,

IR

Il
—

2

deci, ca solutii ale unor sisteme de forma (vezi, e.g., [64])

0 diylogdia -+ diglogdik =1 w1 1) (e fi
d3 log da 0 o diglogdary wa oy 1| | a2l | fo
i logdi1 dieplogdrs - 0 rx yr 1||ax|=|fk]| (3.1.3)
T1 T2 T 0 0 0f|a
Y1 Y2 YK 0 0 O
1 1 1 0 0 o0o/\c)lo

cu d,?] - (‘T’L_m])2+(y’b_y])2 ) fl :f(mwyz)? Za] = 17"‘7K'

Definitia 3.1.2. Definim operatorul Shepard modificat de tipul least squares thin-plate spline ca
K

S, y) = Wi, (x,y) Fi(x,y), (3.1.4)
i=1

cu w;, date de (1.4.4) si F; definite in (3.1.2), pentrui =1, ..., K.

Pentru a imbunatati metodele descrise mai sus, vom considera o multime mai mica de k € N*
noduri (Z,9;), j =1, ..., k, reprezentativa pentru multimea initiala de K noduri de interpolare.
Aceasta multime se obtine utilizand ideea propusa de J. R. McMahon in 1986. Pasii algoritmului

sunt urmatorii (vezi, e.g., [64], [65]):

1. Se genereaza k noduri aleatoare, cu k < K ;

2. Fiecarui punct i se atribuie cel mai apropiat nod, pe baza distantei Euclidiene ;

3. Daca exista noduri carora nu le-a fost atribuit niciun punct, se inlocuiesc prin cel
mai apropiat punct ;

4. Se construieste urmatoarea multime de noduri ca media aritmetica a tuturor
punctelor corespunzatoare ;

5. Se repeta pasii 2-4 pana cand multimea de noduri ramane neschimbata timp de doua

iteratii.
Algoritmul 1: Generarea nodurilor reprezentative pentru o multime de puncte date.

Observatia 3.1.3. Utilizarea multimii de K noduri de interpolare este indicata prin setarea

m = 1, in timp ce utilizarea celor k noduri reprezentative este indicata prin m = 2.

Operatorul Shepard modificat, introdus de Franke si Nielson [47], necesita utilizarea unor
parametri artificiali precum numarul celor mai apropiati vecini sau raza de influenta. O abordare
diferita propusa in [63] consta intr-o metoda iterativa care nu foloseste acesti parametri si reduce

reziduul de interpolare la fiecare iteratie. Acuratetea acestei metode este comparabila cu cea a
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variantei locale precum a fost demonstrat in [63], desi exista cazuri in care una dintre metode
este preferata celeilalte.

Pentru (z,y) € X, operatorul Shepard iterativ introdus in [63] este de forma

M K K
u(z,y) = SN e (@ — gy — yi)/m) D w (@p — 25,9 — y3)/70) | (3.1.5)
p=1

i=0 j=1
unde (z;,y;) € X, ¢ = 1,..., K, reprezinta nodurile de interpolare si w este o functie pondere,

continua si diferentiabila, ce satisface urmatoarele proprietati:

w(z,y) >0, V(z,y) € R?, w(0,0) > 0 si w(z,y) = 0 daci ||(z,y)| > 1.
(k) (0)

In ecuatia de mai sus, u; reprezinta reziduul de la pasul k, cu u ;= uj.
Folosind ideile si metoda descrise in [63], introducem in cele ce urmeaza un nou operator

Shepard de tipul least squares thin-plate spline.

Definitia 3.1.4. Operatorul Shepard iterativ de tipul least squares thin-plate spline este dat de

M K ) K
uP [ y) =3 [uie (5 — a5y = 3)/7) /D w (@p — 25,00 —v3)/7) |+ (3.1.6)

i=0 j=1 p=1

cu reziduurile de interpolare de la pasul i, u%), definite prin

0 .
u}j) = Fj(zj,y5), (zj,y;) € X, j=1,..., K,

si
K

K
upe™ = uff) - Z uftlw (2 — g,y — o) /73) / le ((2p — g, Yp — Ya)/73)
q= p=

Ponderea w este de forma
w(z,y) = w(@)w(y),

cu o) { 5(1— |2))* — 4(1 — |z|)%, || < 1

0, @ =1
F; sunt functiile de tipul least squares thin-plate splines date de (3.1.2). Parametrul 7; se

alege precum 1n [63] si scade de la o valoare 79, ce poate fi, de exemplu,

70 > Sup max T — 1 . )
(zy)eX 1SISK IC iy = Y5

la
v < min |[(zp — x5,y — yi)l|-
i o~ 25,1~ 35|
Sirul {7;} de factori de scalare este dat de
Ti:TO”Yia Y E (07 1)

Aplicand conceptul de analiza multiscalara, a fost demonstrat in [63] ca interpolantul ramane
stabil pentru v € [0.6,0.95]. Valori mai mici ale lui v pot fi de asemenea selectate pentru a reduce

timpul computational, in special in cazul nodurilor de interpolare dispersate.
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3.2 Operatorul Shepard combinat cu functiile radiale de tipul

inverse quadratic si itnverse multiquadric

Pentru o functie f : X € R?> — R, cu valori cunoscute pe o multime de K noduri de

interpolare (x;,y;) € X, i =1,..., K, se considera functia

( B
¢f(:r,y) = > [1 + (edj)ﬂ +ar+by+ec i=1,..,K, (3.2.1)
i=1

cu € un parametru de forma si d; = \/(z — z;)2 + (y — y;)2.
Pentru = —1, obtinem cazul functiei de tip inverse quadratic si pentru § = —1/2 cel al
functiei de tip inverse multiquadric.

Coeficientii oj, a, b, c sunt obtinuti ca solutii ale sistemelor ce au o forma similara celor din

(3.1.3)). Pe scurt, ele pot fi scrise ca
A XT a f
: = , (3.2.2)
X 03 u 0

B
AeRFK g = [1 + (€dij)2] yJ=1 K Be {1, —1/2}

considerand urmatoarele notatii:

T, ... Tg
XeRYNMR), X=|y, .. yxl;
1 .1

u=(a, b, )7, a=(ay,...,ax)’,0=(0, 0, 0)T;
f:(fl""?fK)T7fZ:f(xl7yl)7 izl""’K’
Precum in cazul thin-plate spline, vom considera doua multimi de date: una initiala cu

K noduri de interpolare (m = 1) si o a doua cu k noduri reprezentative, obtinuta folosind
Algoritmul [1| (m = 2).

Definitia 3.2.1. Operatorii Shepard clasici, combinati cu functiile de tip inverse quadratic si
tnverse multiquadric se definesc ca

K

SEMf(x,y) =D Ai (@, y)df (x,1), (3.2.3)

=1

cu A, i =1,..., K, definite in (1.4.2), pentru parametrul p > 0, iar qblﬁ date de (3.2.1f), pentru
ge{-1,-1/2}.

Definitia 3.2.2. Definim operatorii Shepard modificati, combinati cu functiile de tip inverse

quadratic si inverse multiquadric ca
K
Sy N, y) = Wi (,y) 6] (2, y), (3.2.4)
i=1

cuw; ,i=1,.., K, date de 1| si gbf definite in 1' pentru 5 € {—1,—1/2}.
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Definitia 3.2.3. Operatorii Shepard iterativi, combinati cu functiile de tip inverse quadratic si

tverse multiquadric se exprima ca

K

M K
ug "l =D “¢ﬁw v =i,y —y)/m) ) > w((@p -y —y)/m) |, (3.2.5)

=0 j=1 p=1

cupe{-1,-1/2}si ugg reziduul de interpolare de la pasul ¢ dat de
J

0 .
) = 03 (s ) (0j0) € X, = L K

si
K K

+1 i

ult ) =y = 37 e (@ — 20,05~ a) /) ) D w (@ — 24, vp — ua)/73)
J J q=1 p=1

Functiile (;Siﬂ sunt definite in 1) Alegerea parametrilor din varianta iterativa se face

conform ideilor din [63], prezentate in sectiunea precedenta.

3.3 Abplicatie in reconstructia de imagini

In ceea ce urmeaza, ne indreptam atentia asupra unei aplicatii a operatorului Shepard bivariat
in reconstructia imaginilor. Aceasta problema a fost investigata cu ajutorul functiilor radiale
(vezi, e.g., [69], [80], [83], [91], [92], [95], [96]), insad in cazul operatorului Shepard nu au fost
raportate foarte multe rezultate. Obiectivul nostru este acela de a reconstrui imagini alb-negru
si color cu ajutorul operatorilor Shepard combinati de tipul inverse quadratic si inverse multi-
quadric. Reconstructia imaginilor este necesara in cazurile ce implica inpainting sau existenta
zgomotului. Deoarece ne concentram asupra restaurarii imaginilor, nu pe detectarea defectelor,

vom considera ca suprafata ce trebuie reconstruita a fost deja identificata.

3.3.1 Reconstructia imaginilor alb-negru

Se considera o imagine originala, necoruptd, alb-negru a carei reprezentare matriceald se
noteaza cu M, fiecare pozitie M (z,y) stocand valoarea unui pixel al imaginii. Vom nota
reprezentarea matriceala a imaginii corupte cu M. Coordonatele unui pixel valid f; se noteaza
cu x; = (x4,v), e, fi = ]\/Z(xi,yi), iar cele ale unui pixel corupt fA'Z cu X; = (Z4,9:), ie.,
f, = M (Zi, Ui)- In abordarea noastra, vom corupe in mod deliberat pixelii cu ajutorul zgomotu-
lui de tip Salt-and-Pepper. Acesta consta in schimbarea valorilor unui anumit procent de pixeli

in 0 (negru = "pepper”) sau 255 (alb = "salt”).
e Cazul global

Folosind cateva dintre ideile prezentate in [69], consideram reconstructia unei imagini alb-
negru deteriorate folosind operatorii Shepard bivariati SE[ f] introdusi in 1} mai exact de
tipul inverse quadratic (8 = —1) si inverse multiquadric (8 = —1/2). Pentru reconstructie, vom

folosi metoda globala, unde valoarea unui pixel corupt este calculata pe baza informatiilor oferite
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de multimea pixelilor corecti. Se considera matricea M asociata unei imagini cu rezolutia m x n
ce contine un procent de p% pixeli deteriorati. Fie K numarul de pixeli valizi si K numarul
celor corupti.

Fie X multimea nodurilor de interpolare, X = {x; = (x;,v;), ¢ = 1,..., K}, unde z; si y;

reprezinta coordonatele matriceale ale pixelilor corecti f;, i = 1,..., K. Vom aplica Operatorul
Shepard dat de pentru a reconstrui multimea pixelilor corupti, X = {xi = (x4, 41), i =
1,...,K}. Valorile reconstruite ale pixelilor corupti se obtin ca f, = Su A=), i =1,...,K.

Pseudocodul acestei metode este dat in Algoritmul

Data: matrice deteriorats M

Result: matrice reconstruitd M’

X={xi = (zs,45), 1=1,..., K} ; /* coordonatele pixelilor corecti */
X = {x: = (T, 1), it = 1,...,1?} ; /* coordonatele pixelilor corupti */
f= {M\(xl), x; €X,i=1,...,K}; /* valorile pixelilor corecti */
M =M ;
fori=1...K do

‘ M'(%;) = SHf](%:) ; /* reconstruirea pixelilor deteriorati */
end

Algoritmul 2: Reconstructie globala a imaginilor alb-negru.

e Cazul local

In cazul global, valoarea unui pixel incorect se calculeaza pe baza tuturor informatiilor
provenite de la pixelii corecti. Aceasta abordare nu ofera intotdeauna cele mai bune rezul-
tate pentru imaginea reconstruita, deoarece pixelii unei imagini au proprietati locale puternice,
asa cum a fost subliniat in [83]. Mai eficient ar fi ca valoarea unui pixel incorect sa fie aproximata
folosind o varianta locald a algoritmului. Aceastd abordare conduce la un timp computational
scazut, comparativ cu cazul global, in special in cazul imaginilor cu rezolutie mare, deoarece

sistemele au o dimensiune mult mai mica. Pseudocodul este prezentat in Algoritmul l

3.3.2 Reconstructia imaginilor color

Se considerd o functie vectoriala f : X C R? — R™, f = (f1,...,fm) si o multime de
K noduri de interpolare x; = (x;,y;) € X, i = 1,..., K. Somogyi si Soos au introdus in [88]

operatorul Shepard vectorial ca
m
s
k=1

pentru x € X, u > 0, A;,, date de (1.4.2)).

Pe baza celor de mai sus, putem defini operatorul Shepard vectorial, combinat cu functiile

K
D A () falxi), (3.3.1)

1=

Cs

k

—_

radiale de baza de tipul inverse quadratic si inverse multiquadric ca

UERGEE
k=1

A (x)¢) (%), (3.3.2)

s
=

=
Il
—
-
Il

1



Data: matrice deteriorata ]\/Z, toleranta initiala e
Result: matrice reconstruiti M’
X = {Xi = (T, 9s), 1 = 1,...,]?} ; /* coordonatele pixelilor corupti */
M = ]/\4\;
while X' not empty do
K = size(z’?) ;
fori=1...K do
Define X; = neighborhood of X; ;
Xi={x;€X,j=1,...,K}; /* pixeli corecti in X; */
if nr_wrong_pizels_neighborhood | nr_pizels_neighborhood < e then
£ ={M(x;), x; € Xs, j=1,..,K;};

M(%:) = Shf](%:) 5 /* reconstructia pixelilor incorecti */

end

end

Update X ;
e=¢e+40.01;

end

Algoritmul 3: Reconstructie locala a imaginilor alb-negru.

pentru x € X, u >0, A; , date de ([1.4.2)) si
i
gb;@,k(x) = Zo‘j,k [1+ (edj)ﬂﬁ +apr+bry+cp, k=1,...,m. (3.3.3)
j=1

Coeficientii aj , ag, by, ¢ se determina prin rezolvarea unor sisteme similare celor din .
O imagine color este reprezentata ca o structura de dimensiune m x n x 3, cu fiecare compo-
nenta definind culorile rosu, verde si albastru ale unui pixel. Cu ajutorul operatorului Shepard
vectorial , considerand m = 3, putem reconstrui imagini color folosind idei similare celor
din cazul alb-negru. Computational, aplicam metoda locala descrisa in Algoritmul [3] pentru
fiecare dintre cele trei componente: rosu, verde si albastru. Deoarece reconstruirile celor trei

componente sunt independente, consideram calculul paralel, realizat in Matlab.
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Capitolul 4

Interpolare sferica folosind noi

operatori Shepard

Ultimul capitol al tezei este dedicat interpolarii sferice a datelor dispersate prin intermediul
operatorilor Shepard combinati. Precum a fost mentionat in Sectiunea[I.5] aceastd problema de
interpolare este importanta deoarece apare in rezolvarea unor aplicatii ce modeleaza fenomene
fizice. Noile rezultate obtinute in Sectiunea si publicate in lucrarea Catinas si Malina [15]
au fost obtinute pe baza a doua functii radiale sferice: least squares thin-plate spline si inverse
multiquadric.

A doua metoda de tip Shepard se obtine folosind operatori de tip Bernoulli, utili cand se
cunosc informatii referitoare la derivatele partiale ale functiei. Dupa determinarea triangu-
larizarii Delaunay a sferei, vom considera doua abordari in aplicarea acestui operator, detaliate
in Sectiunea Rezultatele originale au fost incluse in lucrarea Catinas si Malina [16].

Doua fenomene fizice sunt investigate in Sectiunile si predictia temperaturilor la
suprafata Pamantului si aproximarea de date topografice. Rezultatele demonstreaza ca metodele
introduse sunt un instrument puternic pentru rezolvarea unor probleme ce modeleaza fenomene

practice.

4.1 Operatori Shepard sferici combinati cu functii radiale

4.1.1 Operatori Shepard sferici combinati cu functii radiale de tipul thin-

plate spline si inverse multiquadric

Consideram S? sfera unitate din R3 centrata in origine si o multime de noduri de interpolare
X ={x; = (v;,y;,2) € S?: i=1,..., K} impreuna cu valorile corespunzitoare f; = f(x;), i =
1,..., K, ale functiei f : $? — R. Cu ajutorul functiilor de baza zonale, locale ((1.5.15)) si (1.5.16)),
construite cu ajutorul functiilor de tipul thin-plate spline si inverse multiquadric, intentionam
s& Imbunatatim operatorul Shepard modificat , considerand p = 2.

Definitia 4.1.1. Fie X = {x;, i = 1,..., K} C 5? o multime de noduri date si I; o multime
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ce contine indicii corespunzatori pentru nz vecini ai lui x;. Definim noii interpolanti Shepard

locali de tipul thin-plate spline ca

L (1)
Si(x) = > w;(x)Z; 7 (%), (4.1.1)

icl;
| () 22
Sa(x) = E:ij(x)Zj (x), (4.1.2)
j:

cu functia de baza zonala, locala, augmentata data de
9 .
@) X) = Za?ibl( X, X;) ‘f‘ZAkyk
’iEIj
considerand functia radiala sferica de tipul thin-plate spline (vezi, e.g., [5])

Yi(r) = r? logr, r = 2sin g(x2, Y), g(x,y) = arccos(x - y).

In ambele cazuri, coeficientii ce apar se determina din
ZN(x)=fiiel, j=1,.. K k=12, (4.1.3)

impreuna cu constrangerile aditionale pentru Zj(?), impuse pentru multimea ce contine poli-
noamele armonice sferice de ordin cel mult d pe S?, Y = {y1,...,yp}. In acest caz, ) constituie
o baza pentru Hq(S?) si D = dim Hq(S?) < nz. Aceste conditii sunt
d alye(xi)=0,k=1,....D, j=1,... K. (4.1.4)
1€l
Definitia 4.1.2. Fie X = {x;, i = 1,..., K} C 5? o multime de noduri date si I; o multime
ce contine indicii corespunzatori pentru nyz vecini ai lui x;. Definim noii interpolanti Shepard

locali de tipul inverse multiquadric ca
S (50 2)
S3(x) = lej(x)Zj (x), (4.1.5)
j:

cu functia de baza zonala, locala data de
5 ,
27(x) = Y alta(g(x,x1)),
i€l
si

Si(x) = Y w;(x) 2 (x), (4.1.6)

10

cu functia de baza zonala, locala, augmentata data de

= ala(g(x,xi)) —i—ZAkyk ), (4.1.7)

i€l
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considerand functia radiala sferica de tipul inverse multiquadric (vezi, e.g., [5])

Pa(r) = (7"2 + 02)_%, r = 2sin g(x2,y)7 g(x,y) = arccos(x - y).

Ca si in cazul precedent, coeficientii lui Z ](-3) siZ ](-4) sunt obtinuti din conditiile de interpolare

(4)

4.1.3)), impreuna cu constrangerile suplimentare (4.1.4)) pentru 2 ;

Teorema 4.1.3. Se considera o multime de noduri distincte X = {x;, i = 1,..., K}, situate pe
S? si valorile corespunzdtoare f;, i = 1,...,K, ale functiei f : S*> — R. Pentru fiecare x € S?,
obtinem urmdtoarea estimare a erorii de interpolare pentru operatorii Shepard S;, i = 1,...,4,

definiti in (4.1.1), (7-1.9), [#.1.5) si {7.1.6):

K
Ei(z) = |f(x) = Si(x)| < Y wj(x)e;(x), i=1,2,3,4,
j=1
unde ej(x) = |f(x)— ZJ(-i)(X) reprezintd eroarea de interpolare a functiilor de baza locale
Z]@, it = 1,...,4, pe multimea de noduri xi, k € I;, I; continand indicii nodurilor ai nz

vecini pentru x;, j = 1,..., K. In plus, avem

E;i(x) < rglaxKej(x), pentrui=1,...,4 si x € S%.
=15

Teorema 4.1.4. Se considerd o multime de noduri distincte X = {x;, i = 1,..., K}, situate
pe S? si walorile corespunzdtoare fi, i = 1,...,K, ale functiei f : S> — R. Pentru operatorii

Shepard Sy, S3 dati de (4.1.1) si (4.1.5) avem ca S;i(x) € C1(S?), i =1,3.

Teorema 4.1.5. Pentru X = {x;, i = 1,...,K} o multime de noduri distincte din S* si

f € C(S?), urmdtoarea estimare are loc
|5;(x) x)| < ij Z(Z (x) — Z]@(xj)\ +w(f, hx), pentrui=1,...,4,

unde w(f,hx)= sup |f(x) — f(y)| reprezinta modulul de continuitate al functiei f si hx
d(xvy)ShX

norma mesh, i.e., hy = sup g(x, X).
x€S52

4.2 Operatori sferici Shepard-Bernoulli

4.2.1 Triangularizarea Delaunay a sferei

Problema interpolarii datelor sferice cu ajutorul unor metode de triangularizare a fost

adresata si tratata, de exemplu, in [68], [75].

Definitia 4.2.1. |73] O triangularizare 7" a lui X reprezinta o multime de triunghiuri ce satisfac

urmatoarele proprietati:
1. Varfurile triunghiurilor din 7" sunt reprezentate de nodurile din X’;

2. Singurele noduri aflate intr-un triunghi sunt cele care 1i formeaza varfurile;
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3. Interioarele triunghiurilor sunt disjuncte doua cate doua;
4. Reuniunea tuturor triunghiurilor acopera invelitoarea convexa a lui X.

Observatia 4.2.2. Varfurile x1, x2,x3 ale unui triunghi sunt specificate in sens trigonometric

(i.e, determinantul ale carui linii/coloane sunt x1,x2, X3, in aceasta ordine, este pozitiv).

Definitia 4.2.3. |73] Spunem ca o triangularizare T" are proprietatea interiorului gol al cercului
circumscris daca cercul circumscris corespunzator fiecarui triunghi din 7" nu contine niciun alt

nod in interiorul sau. Acest tip de triangularizare se numeste triangularizare Delaunay.

4.2.2 Operatori Shepard de tipul Bernoulli

Pentru a obtine noi operatori Shepard de tipul Bernoulli, vom utiliza coordonatele sferice
(¢,0) corespunzatoare punctului x € S2, ale cirui coordonate carteziene sunt (z,y, z).

Similar cazului plan , pot fi obtinute derivatele directionale ale unei functii f relativ
la ¢ si 6 (vezi, e.g., [68]), asadar, Bh® [f](¢,0) poate fi scris similar lui , considerand
F(6,0) = f(z,9,2).

In plus, in acest caz, coordonatele baricentrice A1, Ao, A3 date de sunt calculate pe
baza ariei cu semn A a triunghiului sferic cu varfuri in x,y,z € 5%, mai exact

tom <«4(X1,X2,X3)> _ X1 - (%2 X x3)

2 1—{—X1-X2—{—X2-X3—{—X1'X37

cu """ reprezentand produsul scalar si ”x” produsul vectorial.

Observatia 4.2.4. Coordonatele baricentrice Aj, A2, A3 satisfac relatia \; + Ao + A3 = 1.

Definitia 4.2.5. Fie T triangularizarea Delaunay a unei multimi X' ce contine K noduri x; €
S?2 i =1,...,K,si T; multimea tuturor triunghiurilor ce au un varf in x;, pentru fiecare i =
1,..., K. Alegand ca triunghi reprezentativ pentru constructia operatorului B,{;(i) [ f] triunghiul

T'(i) C T; pentru care eroarea de aproximare este minima, definim operatorul Shepard-Bernoulli

sferic ca
K . ~,
S%;m [f1(x) = QA-,#(X)35<Z> [1(6,0), x €82, (4.2.1)
cu BL [f] ¢, 0) dat in f ¢,0) = f(x,y, z) si A;, reprezentate in forma baricentrica ca
Ajp(x) = K( g66x;)) " , (4.2.2)
3 (o x1)

pentru x4 € Ry un parametru de control si g distanta geodezica (1.5.1]).

Teorema 4.2.6. Se considera o multime de noduri distincte x;, © = 1, ..., K, pe sfera unitate

S? si f : S = R. Pentru orice x € S%, obtinem urmdtoarea estimare a erorii a operatorului

Shepard S}Bm definit in
K

E(x) = |f(x) = S, [/Ix)] < Y Aiu(x)ei(x),

=1
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cu e;(x) = | f(x) — ng(i)[f](qh 0, i=1,..,K. In plus, avem
Ex) < max ei(x), pentru orice x € S°.
i=1,...,

In continuare considerim o altd abordare, propusi in [97] si [98], ce constd in construirea
operatorului Bernoulli pe fiecare triunghi al triangularizarii 7 a Iui S2. In cazul nostru, vom
considera triangularizarea Delaunay. Fie N numarul de triunghiuri din triangularizare. In
aceasta parte, 7;, ¢ = 1,..., N, va reprezenta un triunghi din triangularizare, cu varfurile
Xi,, Xiq, Xiy, astfel Incat fiecare nod x;, 7 = 1,..., K, sa reprezinte varful cel putin al unui
triunghi, i.e.,

(J{irsda,is} = {1,..., K}
i
Fiecare functie de baza ®; ;, corespunzatoare triunghiului 7;, i = 1,..., N, va fi de forma [97]

3
1;[ (g(X7 Xij)) :

j=1 .
Pipu(x) = — 3 " i=1,...,N, (4.2.3)
Z H (g(x7xkj))
k=1j=1
pentru p € R4 un parametru de control.
Definitia 4.2.7. Fie T triangularizarea Delaunay a sferei unitate S% si 7;, i = 1,..., N, un

triunghi din T, astfel incat fiecare punct dintr-o multime de K noduri distincte x; € S?, i =
1,..., K, reprezinta varful cel putin al unui triunghi din 7. Cu ajutorul functiilor de baza
®;u, i=1,...,N, date de (4.2.3)), definim operatorul Shepard-Bernoulli sferic modificat ca

S%m [f](x) = JXV:<I>,-7“(X)BZE [£](¢,0), oricare ar fi x € S, (4.2.4)
i=1

cu BRi[f1(¢,6) dat de (L.4.27) si f(¢,6) = f(z,y,2).
Teorema 4.2.8. Considerand x;, j = 1,..., K, varfurile cel putin ale unui triunghi T;, i =

1,..., N, obtinem uwrmatoarele proprietati de interpolare pentru S%m [f],

SELA(x5) = f(x5), G=1,..., K. (4.2.5)

4.3 Aplicatie in predictia temperaturilor medii

Vom considera un exemplu de aproximare a datelor reale folosind operatorii introdusi in
sectiunile precedente, mai exact predictia temperaturilor medii pe glob din ianuarie 2010 si
iunie 2010. Setul de date a fost extras din https://www.kaggle.com/datasets/shishul421/
global-temperature?select=air_temp.2010. Pentru experimentele numerice, am considerat
1073 noduri si am reconstruit 21449 de valori ale temperaturii. Pentru operatorul Shepard
combinat cu cele doua functii radiale sferice, am folosit cazul functiilor de baza zonale combinate
cu un polinom armonic sferic, Sy si Sy, date In si . In cazul operatorului Shepard-
Bernoulli, am considerat a doua sa varianta, descrisa in , folosind operatorul Bernoulli
de ordinul 1, i.e., 5’1231. Valorile corespunzatoare lunii ianuarie sunt prezentate in Figura iar

cele din luna iunie in Figura [4.2
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Figura 4.1: Temperaturile din ianuarie 2010.
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Figura 4.2: Temperaturile din iunie 2010.

4.4 Aplicatie in probleme de tip topografic

Pentru a ilustra alte beneficii practice ale acestor operatori, vom folosi date topografice
provenite din Centrul National de Date Geofizice, Departamentul de Comert al SUA NOAA,
disponibile in Matlab prin comanda load topo. Pentru reconstructia a 21600 de date cu ajutorul
operatorilor Sy, Sy si 5%1, definiti in <I4.1.2D, (I4.1.6D si (I4.2.4[) am considerat 1063 de noduri.
Rezultatele grafice sunt ilustrate in Figura [£.3]

P N 1 og=w I 1oe= | U
IQ ” 10 | i‘\ | 0
N f 2 ¥ . ol > 4 - . ™ . wl ‘W
. 2
(a) Valori exacte. (b) S2 (c) Sa (d) Sg,

Figura 4.3: Valorile datelor topografice.
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Concluzii

Principalul scop al acestei teze a fost acela de a introduce si a studia noi operatori Shepard
de tipul univariat, bivariat si sferic. Data fiind importanta problemelor de interpolare a datelor
dispersate, datorita numeroaselor aplicatii practice, necesitatea gasirii unor metode pentru a
imbunatati acest operator este de la sine inteleasa.

Primul obiectiv a fost acela de a introduce un nou operator Shepard in cazul univariat,
obtinut cu ajutorul unor polinoame construite prin metoda celor mai mici patrate ponderate.
Am detaliat modul de construire al acestora si am investigat cateva dintre proprietatile lor
precum cele de interpolare, gradul de exactitate si liniaritatea. Ulterior, cu ajutorul functiilor
polinomiale construite, am obtinut noii operatori Shepard si am demonstrat ca acestia mostenesc
proprietatile mentionate anterior. In final, am studiat restul formulei de interpolare pe baza
Teoremei lui Peano.

A doua directie de cercetare a cuprins cazul bivariat. Cu ajutorul a trei functii radiale (thin-
plate spline, inverse quadratic si inverse multiquadric), am introdus noi metode de aproximare
folosind formele clasica, modificata si iterativa ale operatorului Shepard. Prima forma [82] este
o metoda globala, asa cum a fost propusa initial in 1968. Cea de-a doua [47] este una locala care
asigura faptul ca doar nodurile din vecinatatea punctului de aproximare au o influentd semni-
ficativa asupra datelor de reconstruit. Ultima metoda mentionatd [63] nu contine parametrii
artificiali pe care 1i au primele doud metode si asigura la fiecare iteratie reducerea reziduului
de interpolare. Am demonstrat ca acesti operatori pot fi aplicati cu succes in reconstructia de
imagini alb-negru si color.

Ultima parte a acestei teze s-a concentrat asupra interpolarii sferice a datelor dispersate,
introducand doi noi operatori Shepard. Primul a fost construit folosind metoda locala si doua
functii radiale sferice: thin-plate spline si inverse multiquadric. In plus, am considerat si o alta
abordare, anume adaugarea unei componente polinomiale, mai precis un polinom armonic sferic,
motivata de faptul ca aceste aproximari oferd avantaje reale. Am studiat eroarea de interpolare,
am aratat ci operatorii sunt de clasid C! si am oferit o limitd a erorii pe baza modulului de
continuitate. In cazul celui de-al doilea tip al operatorului Shepard, am considerat combinatia
dintre acesta si operatorul Bernoulli, potrivit atunci cand se cunosc informatii referitoare la
derivatele partiale ale functiei. Noii interpolanti au fost obtinuti dupa triangularizarea de tip
Delaunay a sferei, folosind doua tipuri de functii de baza in constructia lor. Am investigat
eroarea de interpolare si proprietatile de interpolare. In final, am prezentat doud aplicatii

practice ale operatorilor introdusi in acest capitol, mai precis predictia temperaturilor de la
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suprafata Pamantului si aproximarea datelor de tip topografic.

Acuratetea metodelor propuse a fost investigata in toate cele trei capitole cu ajutorul nu-
meroaselor functii de test si multimi de date propuse.

Ca si directii de cercetare viitoare mentionam, de exemplu, Imbunatatiri ale operatorului
Shepard sferic, acesta fiind un subiect destul de recent in literatura de specialitate. Combinatii
cu operatori precum Lagrange sau Lidstone pot fi studiate. In plus, optimizarea implement&rii
algoritmilor este necesara, deoarece problemele practice implica multimi foarte mari de date,
necesitand astfel viteza, eficienta si paralelizarea algoritmilor in toate cazurile studiate pe par-
cursul tezei. Totodata, data fiind cererea actuald privind cercetarea in inteligenta artificiala si
invatare automata, ne propunem explorarea in detaliu a potentialului pe care operatorul Shepard
il are in aceste domenii. Recent, noi tehnici bazate pe interpolarea Shepard au fost dezvoltate
pentru retelele neuronale. Acestea au fost testate cu succes in probleme precum clasificarea seri-
ilor de timp si a imaginilor, recunoasterea imaginilor sau probleme de inpainting, demonstrand

astfel potentialul operatorului Shepard in aceste aplicatii.
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