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4.1.3 Metoda numerică s, i validarea modelului . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.1.4 Rezultate s, i discut, ii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Further research directions 69

Concluzii 71

Bibliografie - Listă Selectivă 73
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Levi-Civita” la Universita degli Studi di Padova, Italia. De asemenea, ı̂i sunt recunoscător domnului
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Introducere

Scopul acestei teze de doctorat este tratarea de probleme importante cu valori pe frontieră
eliptice pentru sisteme de ecuat, ii cu derivate part, iale (EDP) care apar ı̂n mecanica fluidelor, cu
ajutorul metodelor teoriei potent, ialului s, i a unei teoreme de punct fix. Am tratat diverse probleme
cu valori pe frontieră precum probleme Dirichlet, Robin-Dirichlet, transmisie, Robin-transmisie ı̂n
cazul liniar, precum s, i ı̂n cazul neliniar. Am oferit exemple numerice sugestive pentru o problemă
practică cu aplicat, ii multiple, cu scopul de a completa studiul teoretic, prezentat ı̂n primele trei
capitole.

În cele ce urmează, fie D ⊂ Rn, n ≥ 2 un domeniu Lipschitz mărginit şi notăm frontiera acestui
domeniu cu Γ. Considerăm P , o funct, ie cu valori matriceale, ale cărei componente sunt funct, ii
esent, ial mărginite. Introducem sistemul Brinkman

∆v− Pv−∇p = f, div u = 0, ı̂n D, (0.0.1)

unde perechea (v, p) reprezintă câmpurile viteză, respectiv presiune ale fluxului de fluid considerat
şi f este o fort, ă externă, dată, care act, ionează asupra curgerii fluidului. În cazul special P = αI, ı̂n
care α > 0 este o constantă dată, sistemul (0.0.1) devine sistemul Brinkman clasic,

∆v− αv−∇p = f, div v = 0, ı̂n D. (0.0.2)

Dacă considerăm P = 0 ı̂n sistemul (0.0.1), obţinem renumitul sistem Stokes,

∆v−∇p = f, div v = 0, ı̂n D. (0.0.3)

Acum, să considerăm sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat

∆v− Pv− k|v|v− β(v · ∇)v−∇p = f, div v = 0, ı̂n D, (0.0.4)

unde k, β sunt funct, ii pozitive, esent, ial mărginite, definite pe D. În cazul special P = αI, ı̂n
care α > 0 este o constantă dată s, i k, β > 0 sunt constante date, sistemul (0.0.4) devine sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman clasic

∆v− αv− k|v|v− β(v · ∇)v−∇p = f, div v = 0, ı̂n D. (0.0.5)

Să ment, ionăm faptul că sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman este utilizat ı̂n probleme ı̂n care
inert, ia fluidului nu este neglijabilă. (a se vedea, de exemplu, [86]).

În cele din urmă, pentru P = 0, k = 0 şi β > 0 o constantă dată, sistemul (0.0.4) devine sistemul
Navier-Stokes

∆v− β(v · ∇)v−∇p = f, div v = 0, ı̂n D. (0.0.6)

Pentru detalii suplimentare cu privire la ecuat, iile Navier-Stokes a se vedea [38], [100], [97], [102].
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În această teză, ne vom ocupa de cuplarea acestor sisteme de ecuat, ii cu derivate part, iale (EDP)
ment, ionate anterior. În aceste probleme de transmisie, ne vom ocupa ı̂n mod specific de două tipuri
de configurat, ii. Geometria acestor configurat, ii este specificată ı̂n detaliu ı̂n Capitolul 1. Mai mult,
ı̂n aceste probleme, luăm ı̂n considerare următoarele condit, ii pe frontieră

TrD+v+ − TrD−v− = g, tP,D+(v+, p+, f+)− tD−(v−, p−, f−) + LTrD+v+ = h, pe Γ, (0.0.7)

care vor fi denumite condit,ii de transmisie, unde operatorul urmă Tr, operatorul de derivare conor-
mală t s, i funct, ia cu valori matriceale L sunt descrise ulterior.

În acestă teză, am luat ı̂n considerare sistemul Brinkman generalizat (0.0.1), pe care l-am obt, inut
prin ı̂nlocuirea constantei α > 0 (̂ın sistemul (0.0.2)) cu o funct, ie cu valori matriceale, P , ale cărei
intrări sunt funct, ii esent, ial mărginite. În acest caz, prin generalizarea ment, ionată mai sus, ne
ı̂ndreptăm către conceptul de sistem Brinkman anizotrop. Scopul pe care ı̂l avem ı̂n vedere este
acela de a investiga fluxul de fluid ı̂n medii poroase, ı̂n cazul ı̂n care mediul nostru poros are
porozitate sau permeabilitate variabilă. Pentru mai multe detalii, vezi, spre exemplu, [58], [59],
[60].

Să oferim câteva perspective pentru motivat, ia practică pentru studiul problemelor de transmisie.
Să ment, ionăm faptul că, problemele de transmisie apar ca un model matematic pentru studiul
problemelor de mediu ı̂n care fluxul de aer liber interact, ionează cu evaporarea din sol s, i/sau schimbul
transvascular dintre fluxul sanguin din vase s, i t,esutul ı̂nconjurător (pentru detalii adiţionale, vezi,
[52] s, i referint,ele din acesta). Sistemul Stokes anizotrop este folosit pentru a descrie anumite procese
(de exemplu, procese din fizică, inginerie, industrie) ı̂n care apar diferite fluxuri de fluide, spre
exemplu, fluxul de fluide imiscibile sau fluxul de fluide neomogene cu vâscozitate care depinde de
densitate (cf. [18], a se vedea, de asemenea, [60]).

Pentru a studia astfel de probleme, pot fi folosite multe tehnici. Pentru problemele cu valori
pe frontieră liniare, subliniem două abordări, s, i anume, metodele teoriei potent, ialului s, i, respectiv,
metodele variat, ionale. De asemenea, pentru studiul problemelor neliniare cu valori pe frontieră, se
poate folosi fie teoria punctului fix, fie teoria gradului topologic.

În cele ce urmează, vom oferi o scurtă imagine de ansamblu asupra a literaturii s,tiint, ifice care
se referă la problemele cu valori pe frontieră.

Să explorăm lucrări anterioare care se ocupă de studiul problemelor cu valori pe frontieră ı̂n
context euclidian. Să ı̂ncepem cu lucrarea lui Verchota [107], care a stabilit proprietatea de in-
versabilitate a potent, ialelor de strat clasice asociate ecuat, iei lui Laplace, ı̂n L2(∂Ω) s, i ı̂n subspat, ii
ale spat, iului L2(∂Ω), ı̂n cazul unui domeniu Lipschitz mărginit Ω ⊂ Rn, n ≥ 2. Dahlberg, Ke-
nig s, i Verchota [21] au obt, inut rezultate de bine-punere pentru problema Dirichlet pentru sistemul
Lame ı̂ntr-un domeniu Lipschitz arbitrar ı̂n Rn cu date pe frontieră din L2. Aceştia au investigat,
de asemenea,

”
condit, ia de alunecare” pentru ecuat, iile Stokes, ı̂n cazul ı̂n care datele pe frontieră

apart, in spat, iului L2 (vezi s, i [22]). Amrouche, Girault s, i Girore [12] au rezolvat probleme cu valori
pe frontieră de tip Dirichlet s, i Neumann pentru Laplacian ı̂n domenii exterioare din Rn, n ≥ 2,
ı̂n cadrul spat, iilor Sobolev ponderate. Fabes, Mendez s, i Mitrea [32] au folosit metode integrale
pe frontieră pentru investigarea problemelor cu valori pe frontieră neomogene pentru Laplacian ı̂n
domenii arbitrare Lipschitz cu date ı̂n spat, ii Besov. Escauriaza s, i Mitrea [30] au stabilit rezultate
de existent, ă s, i unicitate pentru problema de transmisie pentru Laplacian ı̂n cadrul domeniilor Lip-
schitz complementare ı̂n Rn pentru n ≥ 2, ı̂n timp ce datele pe frontieră au considerare ı̂n spat, ii
Lebesgue s, i Hardy.

În cele ce urmează, să numim câteva lucrări ı̂n care au fost efectuate studiile asupra sistemului
Stokes (0.0.3). Cu toate acestea, lista publicat, iilor ı̂n care se discută acest subiect este mult mai
lungă. Studiul efectuat de Fabes, Kenig s, i Verchota [31] este o contribut, ie importantă ı̂n domeniul
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teoriei potent, ialului. Autorii au folosit potent, iale de strat pentru a obt, ine rezultate de existent, ă
s, i unicitate pentru problema Dirichlet pentru sistemul Stokes ı̂ntr-un domeniu Lipschitz arbitrar ı̂n
Rn, ı̂n cazul ı̂n care datele pe frontieră apart, in spat, iului L2. Dauge [24] a studiat Hs-regularitatea
solutiilor sistemului Stokes in domenii cu colt,uri. Girault s, i Sequeira [40] au investigat problema
Dirichlet pentru sistemul Stokes ı̂n domeniile exterioare Lipschitz ı̂n Rn, n = 2, 3. Power [89] a
extins metoda folosită ı̂n [90] la cea a problemei fluxului Stokes ı̂n cilindri multipli, ı̂ntr-un cadru
bidimensional, domenii mărginite s, i nemărginite. Shen [98] a considerat problema Lp Dirichlet
pentru sistemul Stokes ı̂n domenii Lipschitz mărginite ı̂n Rn, n ≥ 3 s, i a furnizat rezultate de
bine-punere pentru o astfel de problemă. Alliot s, i Amrouche [9] au dedicat un studiu problemei
Stokes ı̂n Rn, n ≥ 2, ı̂n spat, ii Sobolev ponderate. Această abordare permite autorilor să discute
despre condit, iile de cres,tere ale solut, iilor la infinit. Alliot s, i Amrouche [11] au investigat problema
neomogenă Dirichlet pentru sistemul Stokes ı̂ntr-un domeniu Lipschitz exterior, conex, ı̂n Rn, n ≥ 2
ı̂n spat, ii Sobolev ponderate, pentru a lua ı̂n considerare comportamentul solut, iei la infinit. Russo
s, i Tartaglione [94] au furnizat rezultate de existent, ă s, i unicitate pentru problema de tip Robin
asociată sistemului Stokes s, i, de asemenea, pentru sistemul Navier-Stokes, ı̂ntr-un domeniu Lipschitz
mărginit ı̂n cadrul euclidian.

Sistemul liniar, eliptic Brinkman (0.0.2) a fost, de asemenea, investigat de o mult, ime de cer-
cetători. McCracken [72] a studiat problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent ı̂n semi-
spat, iu ı̂n R3 s, i a furnizat rezultatul de bine-punere al problemei Dirichlet ı̂n spat, ii Lp. Deuring
[25] a construit solut, ii ı̂n spat, ii Lp pentru problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent ı̂n
exteriorul unui domeniu mărginit cu frontieră de clasă C2, ı̂n R3. Farwig s, i Sohr [33] au arătat că
problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent admite o solut, ie unică ı̂n spat, ii Sobolev pon-
derate, ı̂n cadrul unui domeniu exterior de clasă C1,1 ı̀n Rn , n ≥ 2. Shen [99] a obt, inut estimări
ı̂n Lp pentru sistemul Stokes rezolvent ı̂n cadrul domeniilor Lipschitz ı̂n Rn, n ≥ 3, prin utilizarea
metodelor potent, ialelor de strat ı̂n studiul său. Kohr, Lanza de Cristoforis şi Wendland [53] au
investigat probleme cu valori pe frontieră de tip Robin pentru sistemul Brinkman, respectiv, sis-
temul Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n domenii Lipschitz, ı̂n context euclidian. Autorii tratează,
de asemenea, problemele mixte de tip Dirichlet-Robin s, i probleme de transmisie pentru sistemele
Brinkman ı̂n cadrul domeniilor Lipschitz ı̂ncret, ite, mărginite, ı̂n Rn, n ≥ 3, precum s, i problema
Navier pentru sistem Brinkman ı̂ntr-un domeniu Lipschitz mărginit, ı̂n R3. Kohr, Lanza de Cris-
toforis s, i Wendland [55] au obt, inut un rezultat de existent, ă pentru problema Poisson pentru un
sistem Brinkman semiliniar pe un domeniu Lipschitz mărginit ı̂n Rn, n ≥ 2, cu condit, ii Dirichlet sau
Robin pe frontieră. Medkova [76] a investigat problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent
ı̂n cadrul domeniilor mărginite s, i nemărginite cu frontieră Lyapunov compactă.

Acum, să ne concentrăm asupra studiilor anterioare care au urmărit investigarea problemelelor
cu valori pe frontieră pentru ecuat, ii neliniare, cum ar fi ecuat, iile Navier-Stokes (0.0.6) sau ecuat, iile
Darcy-Forchheimer-Brinkman (0.0.5). Ment, ionăm contribut, ia lui Alliot s, i Amrouche [10], care au
studiat proprietăt, ile de regularitate ale solut, iilor slabe ale sistemului Navier-Stokes stat, ionar ı̂n
domeniile exterioare din R3. Russo s, i Tartaglione [95] au studiat problema Robin pentru sistemele
Oseen s, i Navier-Stokes ı̂ntr-un domeniu exterior de clasă C1 din R3. Autorii au folosit o abordare
bazată pe potent, iale de strat pentru a arăta existent,a unei solut, ii pentru problema Robin pentru
sistemul Oseen, iar pentru rezultatul de existent, ă asociat problemei Robin pentru sistemul Navier-
Stokes, au folosit o metodă de punct fix. Amrouche s, i Nguyen [13] au investigat problema exterioară,
omogenă, Dirichlet, pentru sistemul Navier-Stokes ı̂ntr-un domeniu Lipschitz exterior ı̂n R3, ı̂n
cadrul spat, iilor Sobolev ponderate. Russo s, i Tartaglione [96] au folosit o abordare variat, ională s, i
teoreme de punct fix pentru a obt, ine rezultate de existent, ă pentru problema Navier pentru sistemul
Navier-Stokes ı̂n domenii Lipschitz mărginite s, i domenii Lipschitz exterioare ı̂n R3. Kohr, Lanza de
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Cristoforis s, i Wendland [55] a obt, inut un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru problema Dirichlet
pentru sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n cazul unor date ”mici” pe frontieră.

Cercetătorii s-au dedicat, de asemenea, investigării problemelor cu valori pe frontieră ı̂n contextul
varietăt, ilor. Evident, iem câteva lucrări ı̂n cele ce urmează. Să ı̂ncepem prin a remarca faptul că
Mitrea, Mitrea, Mitrea s, i Taylor [80] au tratat probleme pe frontieră pentru operatorul Hodge-
Laplacian ı̂n cadrul varietăt, ilor riemanniene. De asemenea, Dindos s, i Mitrea [26] au folosit metoda
ecuat, iilor integrale pe frontieră pentru a obt, ine rezultatul de existent, ă s, i unicitate pentru problema
Poisson pentru sistemul Stokes ı̂n domenii Lipschitz ı̂n cadrul unor varietăt, i riemanniene netede
s, i compacte. În [63], Kohr, Pintea s, i Wendland au folosit o abordare bazată pe potent, iale de
strat pentru a investiga un anumit tip de operatori matriceali, pseudodiferent, iali, generali, definit, i
pe domenii Lipschitz pe varietăt, i compacte riemanniene. Autorii au propus o abordare utilă, prin
care, rezultatele de existent, ă s, i unicitate ale anumitor probleme cu valori pe frontieră pot fi obt, inute
prin utilizarea rezultatelor de bine-punere pentru probleme de tip transmisie. Kohr, Mikhailov s, i
Wendland [57] au investigat problemele cu valori pe frontieră de tip transmisie pentru sistemele
Navier-Stokes s, i Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂ntr-o varietate
riemanniană compactă de dimensiune m, m = 2, 3. Abordarea lor se bazează pe tehnici de teoria
potent, ialului, combinate cu argumente de punct fix.

Să subliniem câteva lucrări care tratează probleme de tip transmisie. Mitrea s, i Taylor [83] au
dezvoltat metode de potent, ial strat pentru ecuat, ii cu derivate part, iale pe domenii Lipschitz ı̂n va-
rietăt, i riemanniene netede, conexe s, i compacte de dimensiune m ≥ 3. Mitrea s, i Taylor [84] au oferit
rezultate de existent, ă s, i unicitate pentru problema Dirichlet pentru sistemul Stokes s, i pentru pro-
blema init, ială cu valori pe frontieră pentru sistemul Navier-Stokes cu condit, ie Dirichlet pe frontieră.
Kohr, Lanza de Cristoforis s, i Wendland au [54] investigat existent,a unei solut, ii pentru problema ne-
liniară de transmisie Neumann pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n domeniile Lipschitz ı̂n cadru
euclidian. Medkova [74] a folosit metoda ecuat, iilor integrale pentru a oferi rezultate de bine-punere
ale problemelor de transmisie, problema Robin-transmisie s, i problema Dirichlet-transmisie pentru
sistemul Brinkman ı̂n cadrul domeniilor Lipschitz complementare ı̂n Rn, n ≥ 3. Autorul lucrării
[75] a folosit metoda ecuat, iilor integrale pentru a găsi rezultate de bine-punere pentru problemele
de transmisie asociate ecuat, iilor Stokes ı̂n domenii complementare din R3 cu frontieră Lipschitz.
Kohr, Lanza de Cristoforis, Mikhailov s, i Wendland [52] au obt, inut rezultate de bine-punere pen-
tru o problemă de transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Stokes ı̂n domenii
complementare Lipschitz ı̂n R3. Abordarea lor propune o tehnică de teoria potent, ialului combi-
nată cu o teoremă de punct fix. Kohr, Lanza s, i Wendland [56] au investigat o problemă de tip
Robin-transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Navier-Stokes ı̂n două domenii
Lipschitz adiacente s, i mărginite din Rn, n = 2, 3. Autorii lucrării [56] au studiat o problemă de tip
Robin-transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Navier-Stokes ı̂n două domenii
Lipschitz adiacente ı̂n Rn, n = 2, 3, cu condit, ii liniare de transmisie s, i condit, ii Robin liniare pe
frontieră.

Să ment, ionăm, de asemenea, lucrări importante care se referă la investigarea sistemelor de EDP
cu coeficient, i variabili s, i a problemelor cu valori pe frontieră pentru astfel de sisteme. Duffy [29] a
furnizat un model pentru un fluid vâscos incompresibil anizotrop. În acest caz, ecuat, iile de stare ale
unui astfel de fluid implică aparit, ia unui tensor fizic, anizotrop, constant. Mitrea, Mitrea s, i Shi [81]
au investigat probleme cu valori pe frontieră de tip transmisie cu coeficient, i variabili ı̂n contextul
domeniilor Lipschitz mărginite definite pe varietăt, i nenetede de dimensiune n ≥ 2. Choi s, i Yang [19]
au studiat solut, ia fundamentală a sistemului Stokes stat, ionar cu coeficient, i măsurabili ı̂n Rn, n ≥ 3.
Choi, Dong s, i Kim [18] au investigat problema derivatei conormale pentru ecuat, iile Stokes stat, ionare
cu coeficient, i neregulat, i ı̂n spat, ii Sobolev definite pe domenii plate Reifenberg. Dong s, i Kim [28] au
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studiat sistemul stat, ionar Stokes cu coeficient, i variabili, care sunt măsurabili ı̂ntr-o direct, ie, ı̂ntr-un
domeniu plat Reifenberg. În plus, ei stabilesc rezultate de bine-punere ı̂n spat, iile Sobolev standard
s, i, de asemenea, ı̂n spat, iile Sobolev ponderate de tip Muckenhoupt. Dong s, i Kim [27] au investigat
solut, ii ale sistemului stat, ionar Stokes cu coeficient, i variabili ı̂n domenii Lipschitz mărginite. Kohr
s, i Wendland [67] au obt, inut, ı̂n contextul domeniilor Lipschitz pe varietăt, i riemanniene compacte,
rezultate de bine-punere pentru problemele cu valori de frontieră de tip Dirichlet pentru sistemele
Stokes s, i Navier-Stokes cu coeficient, i variabili din L∞.

Kohr, Mikhailov s, i Wendland [59] au investigat probleme de transmisie pentru sistemele ani-
zotrope Stokes s, i Navier-Stokes cu un tensor puternic eliptic cu coeficient, i din L∞ ı̂n contextul
domeniilor complementare Lipschitz ı̂n Rn, n ≥ 3. Bine-punerea acestor probleme de tip transmisie
care implică sistemul Stokes anizotrop a fost obt, inută printr-o metodă variat, ională s, i, ı̂n consecint, ă,
autorii au introdus potent, iale de volum s, i potent, iale de strat pentru sistemul Stokes anizotrop cu
un tensor puternic eliptic cu coeficient, i din L∞. De asemenea, au fost enunt,ate s, i proprietăt, i de
mapare pentru aces,ti operatori. Aceste potent, iale ment, ionate mai sus au fost folosite pentru a
stabili rezultate de bine-punere a anumitor probleme de transmisie de tip liniar. Rezultatele de
existent, ă s, i unicitate ı̂n cazul liniar, ı̂mpreună cu un argument de punct fix, au determinat autorii
să obt, ină rezultate de bine-punere s, i ı̂n cazul neliniar. Kohr, Mikhailov s, i Wendland [60] au studiat
sistemul Stokes anizotrop cu tensor de vâscozitate cu coeficient, i din L∞ care satisface o condit, ie de
elipticitate pentru matrici simetrice, ale căror urmă este nulă. Ei au furnizat o teorie a potent, ialelor
de strat pentru acest sistem de EDP, ı̂n spat, ii Sobolev ponderate cu bază ı̂n L2, ı̂n domenii Lipschitz
ı̂n Rn, n ≥ 3. Abordarea acestora se bazează pe investigarea unor probleme speciale de transmisie
pentru sistemul anizotrop Stokes. După introducerea potent, ialelor de strat s, i a potent, ialului de
volum, autorii folosesc aceste potent, iale pentru a analiza problemele cu valori pe frontieră de tip
Dirichlet s, i de tip Neumann pentru sistemul anizotrop Stokes.

Kohr, Mikhailov s, i Wendland [58] au investigat sistemul Stokes anizotrop cu un tensor de
vâscozitate cu coeficient, i din L∞ care satisface o condit, ie de elipticitate pentru matrici simetrice care
au urma nulă. Pentru un astfel de sistem, ei au obt, inut rezultate de bine-punere pentru problema
Dirichlet s, i probleme de transmisie ı̂n domenii Lipschitz ı̂n Rn, n ≥ 3, cu date ı̂n spat, ii Sobolev
standard s, i ponderate. Mai mult, autorii tratează, de asemenea, probleme Dirichlet s, i problemele
de transmisie pentru sistemul anizotrop Navier-Stokes ı̂n domenii Lipschitz mărginite ı̂n R3. Kohr s, i
Precup [65] au furnizat o analiză teoretică pentru sistemele cuplate de tip Navier-Stokes cu termeni
neomogeni de tip react, ie. Kohr s, i Precup [66] au folosit o abordare variat, ională s, i teoria indexului
punctului fix pentru a analiza o problemă cu valori pe frontieră de tip Dirichlet pentru un sistem
general cuplat de ecuat, ii stat, ionare de tip Navier-Stokes cu coeficient, i variabili s, i termeni de tip
react, ie neomogeni ı̂ntr-un domeniu mărginit din Rn, n ≤ 3.

Problemele cu valori pe frontieră pot fi investigate s, i din punct de vedere numeric. Acest lucru
a condus la dezvoltarea unor metode numerice diverse (diferent,e finite, volume finite, element finit)
al căror scop este găsirea de solut, ii numerice pentru diferite probleme cu valori pe frontieră (vezi
s, i [93]). În cele ce urmează, discutăm despre câteva studii care se preocupă de tratarea numerică
a acestor probleme. Ghia, Ghia s, i Shin [39] au folosit formularea funct, iei vorticitate-funct, ie de
curent pentru ecuat, iile incompresibile Navier-Stokes ı̂n dimensiune n = 2. Problema investigată
de către autori este problema fluxului ı̂ntr-o cavitate pătrată. Vafai [104] a analizat efectele care
apar ı̂n cazul porozităt, ii variabile s, i al fort,elor inert, iale asupra fluxului convectiv s, i transferului de
căldură ı̂n medii poroase. Guo s, i Zhao [43] au propus un model de tip latice-Boltzmann pentru
un flux izoterm incompresibil ı̂n medii poroase s, i au inclus porozitatea ı̂n distribut, ia de echilibru
s, i un termen de fort, ă ı̂n ecuat, ia de evolut, ie (pentru a lua ı̂n considerare fort,ele de rezistent, ă
ale mediului), adică termenul Darcy s, i termenul Forchheimer. Yang, Xue s, i Mahias [109] s-au
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preocupat de investigarea cavităt, ii dreptunghiulare antrenate de capac care cont, ine un mediu poros
Brinkman-Forchheimer. AlAmiri [3] a investigat un transfer de căldură incompresibil, laminar cu
convect, ie mixtă, ı̂n cavitatea pătrată antrenată de un perete, ı̂n prezent,a unui bloc poros. Gutt s, i
Groşan [44] au studiat fluxul unui fluid vâscos incompresibil printr-un mediu poros ı̂ntr-o cavitate
pătrată de dimensiune n = 2. Ei analizează această problemă, de asemenea, teoretic s, i numeric.
Groşan, Pătrulescu s, i Pop [42] au propus un model matematic care cont, ine sistemul Brinkman
pentru a discuta despre convect, ia liberă constantă ı̂ntr-o cavitate pătrată ı̂ncălzită diferent, ial care
este umplută de un mediu poros bidispers.

Teza este alcătuită din patru capitole.

� Capitolul 1 cont, ine o privire de ansamblu asupra not, iunilor care sunt utilizate ı̂n această teză.
Definim conceptul de domeniu Lipschitz, discutăm câteva notat, ii pe care le folosim ı̂n această
teză. De asemenea, oferim două ipoteze (vezi Ipoteza 1.1.6 s, i Ipoteza 1.1.7, respectiv) care
descriu cadrul geometric ı̂n care investigăm problemele noastre cu valori pe frontieră. Aceste
probleme sunt analizate ı̂n capitolele următoare. În continuare, prezentăm spat, iile de funct, ii
pe care le folosim ı̂n această teză, s, i anume spat, ii Sobolev ı̂n domenii Lipschitz ı̂n context
euclidian, spat, ii Sobolev pe frontiere Lipschitz ı̂n context euclidian, spat, ii Sobolev ponderate
ı̂n R3 (vezi [47]). Discutăm operatorul urmă (Gagliardo) ı̂n cazul spat, iilor Sobolev clasice
s, i, de asemenea, ı̂n cazul spat, iilor Sobolev ponderate. În continuare, descriem operatorul
Stokes s, i operatorul Brinkman. Pentru fiecare dintre aces,ti operatori, dăm operatorii lor de
derivare conormală corespunzători fiecăruia dintre aceste sisteme. De asemenea, introducem o
versiune generalizată a sistemului Brinkman s, i dăm operatorul de derivare conormală asociat
(vezi Definit, ia 1.2.14 s, i Lema 1.2.15). În plus, oferim solut, ia fundamentală a sistemului
Stokes, potent, ialele Newtoniene s, i potent, ialele de strat pentru sistemul Stokes, ı̂mpreună cu
proprietăt, ile lor de mapare, proprietăt, ile de salt la frontieră s, i condit, iile de cres,tere. Procedăm
similar s, i ı̂n cazul sistemului Brinkman, dăm solut, ia fundamentală a sistemului Brinkman,
oferim potent, ialele Newtoniene s, i potent, ialele de strat pentru sistemul Brinkman, proprietăt, ile
lor de mapare, proprietăt, ile lor de salt la frontieră s, i condit, iile lor de cres,tere.

� Capitolul 2 se preocupă de rezultate de existent, ă s, i unicitatea pentru problemelor de tip
transmisie pentru sistemele de EDP liniare. Începem acest capitol prin a oferi un rezultat de
bine-punere pentru problema de tip Dirichlet pentru sistemul Brinkman ı̂ntr-un domeniu Lip-
schitz exterior ı̂n R3 (vezi Teorema 2.1.2). În continuare, furnizăm un rezultat de existent, ă s, i
unicitate pentru problema de tip transmisie pentru ecuat, iile Brinkman generalizate s, i ecuat, iile
Stokes ı̂n R3 (vezi Teorema 2.2.2 s, i Teorema 2.2.3). Continuăm cu un rezultat de bine-punere
pentru problema de tip transmisie pentru ecuat, iile Brinkman clasice s, i generalizate ı̂n R3 (vezi
Teorema 2.3.1). În ultima sect, iune a acestui capitol, avem un rezultatul de bine-punere pentru
o problemă de tip Robin-transmisie pentru ecuat, iile Brinkman ı̂n Rn, n ≥ 2 (vezi Teorema
2.4.1). În plus, prin utilizarea unei proceduri similare precum ı̂n cazul Teoremei 2.4.1, oferim
un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru o problemă Robin-transmisie de tip limită pentru
ecuat, iile Brinkman ı̂n Rn, n ≥ 2 (vezi Teorema 2.4.2). Ca o consecint, ă Teoremei 2.4.2, sun-
tem capabili să obt, inem un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru problema Robin-Dirichlet
pentru sistemul Brinkman (vezi Corolarul 2.4.3). Cont, inutul acestui capitol se bazează pe
lucrările [6], [7], [8].

� In Capitolul 3 discutăm despre o generalizare a ecuat, iilor Darcy-Forchheimer-Brinkman
(vezi Relat, ia (3.1.1)). De asemenea, oferim o lemă utilă (vezi Lema 3.1.3). Apoi, oferim
un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru problema de tip transmisie pentru ecuat, iile ge-
neralizate Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Stokes ı̂n R3 (vezi Teorema 3.2.1). În continuare,
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prezentăm un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru problema de tip transmisie pentru
ecuat, iile generalizate Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Brinkman ı̂n R3 (vezi Teorema 3.3.1).
Avem, de asemenea, un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru problema Robin-transmisie
pentru ecuat, iile Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n Rn, n = 2, 3 (vezi Teorema 3.4.1). Argu-
mente similare sunt folosite pentru a obt, ine un rezultat de bine-punere pentru o problemă
Robin-transmisie de tip limită pentru ecuat, iile Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n Rn, n = 2, 3
(vezi Teorema 3.4.2). În cele din urmă, datorită Teoremei 3.4.2, putem obt, ine un rezultat de
existent, ă pentru problema Robin-Dirichlet pentru ecuat, iile Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n
Rn, n = 2, 3 (vezi Corolarul 3.4.3). Cont, inutul acestui capitol se bazează pe lucrările [4], [5],
[8].

� În sfârs, it, scopul Capitolului 4 este de a oferi o analiză numerică pentru a determina o solut, ie
numerică pentru problema Robin-Dirichlet pentru ecuat, iile Darcy-Forchheimer-Brinkman.
Acest studiu numeric se referă la problema cavităt, ii poroase antrenată de un perete cu condit, ie
de alunecare pe frontieră de tip Navier, ı̂n prezent,a unui obstacol solid. Cadrul geometric al
acestei probleme poate fi văzut ı̂n Figura 4.1. Pentru a rezolva această problemă, mai ı̂ntâi
scriem modelul nostru matematic (vezi Relat, ia (4.1.1)), efectuăm o analiză non-dimensională
(vezi Relat, ia (4.1.2)). Pentru a obt, ine o solut, ie numerică, folosim un software numeric, s, i
anume COMSOL Multiphysics. Apoi, determinăm grid-ul optim pentru analiza noastră (vezi
Tabelul 4.1) s, i ne validăm modelul prin comparat, ie cu rezultatele existente (vezi Figura 4.2).
În cele din urmă, investigăm impactul lungimii de alunecare adimensională (vezi Subsect, iunea
4.1.4). Cont, inutul acestui capitol se bazează pe lucrarea [8].

Următoarea listă cont, ine lucrările ı̂n care am inclus rezultatele originale care apar ı̂n această
teză. Acestea sunt:

� Albişoru, A.F., A note on a transmission problem for the Brinkman system and the generali-
zed Darcy-Forchheimer-Brinkman system in Lipschitz domains in R3, Studia Universitatis
Babeş-Bolyai, Series Mathematica, 64(3), 2019, 399-412. WOS-ESCI.

� Albişoru, A.F., On transmission-type problems for the generalized Darcy-Forchheimer-
Brinkman and Stokes systems in complementary Lipschitz domains in R3, Filomat, 33(11),
2019, 3361-3373. ISI, IF(November 2022): 0.988.

� Albişoru, A.F., A layer potential analysis for transmission problems for Brinkman-type
systems in Lipschitz domains in R3, Mathematische Nachrichten, 292(9), 2019, 1876-
1896. ISI, IF(November 2022): 1.199.

� Albişoru, A.F., A Poisson Problem of Transmission-type for the Stokes and Generalized
Brinkman Systems in Complementary Lipschitz Domains in R3, Taiwanese Journal of
Mathematics, 24(2), 2020, 331-354. ISI, IF(November 2022): 0.87.

� Albişoru, A.F., Kohr, M., Papuc, I., Wendland, W.L., On some Robin-transmission pro-
blems for the Brinkman system and a Navier-Stokes type system, Mathematical Methods in
Applied Sciences, DOI:https://doi.org/10.1002/mma.10170, 2024, published online: May
2024. ISI, IF(June 2023): 2.9.

Cuvinte cheie: probleme de transmisie, probleme cu valori pe frontieră eliptice, spaţii Sobolev,
spaţii Sobolev ponderate, soluţie fundamentală, teoria potenţialului, domenii Lipschitz, operator
urmă, operator de derivare conormală, sistemul Stokes, sistemul Brinkman, sistemul Navier-Stokes,
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sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, metoda elementului finit, problema de curgere ı̂n cavitatea
antrenată de un perete.
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Metode de Teoria Potent, ialului pentru sistemele
Stokes s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz

Acest capitol stabiles,te cadrul funct, ional ı̂n care vom analiza problemele noastre cu valori pe
frontieră pentru ecuat, iile Stokes, Brinkman, Navier-Stokes s, i Darcy-Forchheimer-Brinkman. În
acest scop, amintim definit, ii, notat, ii s, i proprietăt, i pe care le vom folosi pe parcursul acestei lucrări.

Prin urmare, vom introduce conceptele de domeniu Lipschitz mărginit s, i de domeniu Lipschitz
nemărginit (sau exterior) ı̂n (cadrul euclidian al lui) Rn, pentru n ≥ 2. Vom pune, de asemenea,
accent pe cazul n = 3 ı̂n cadrul căruia, am obt, inut multe dintre rezultatele noastre de bine-punere
(̂ın sens Hadamard). În continuare, vom aminti definit, iile spat, iilor Sobolev ı̂n context euclidian s, i
proprietăt, ile acestora, proprietăt, i care sunt cele mai relevante pentru studiul nostru. În plus, vom
discuta despre Lema Operatorului Urmă Gagliardo, ce ne permite să definim operatorul urmă ı̂n
cadrul spat, iilor Sobolev. Acest operator urmă este implicat ı̂n condit, iile pe frontieră ale problemelor
cu valori pe frontieră pe care le studiem.

În continuare, vom studia sistemele Stokes s, i Brinkman. În cazul acestor două sisteme, vom
discuta despre operatorii lor de derivare conormală asociat, i. Aces,ti operatori vor apărea ı̂n condit, iile
pe frontieră ale problemelor cu valoari pe frontieră pe care le tratăm ulterior.

Un aspect important pe care dorim să-l subliniem este că, ı̂n acest capitol, ne ocupăm de o
versiune generalizată a sistemului Brinkman. Rezultatele noastre originale implică acest sistem
specific de ecuat, ii cu derivate part, iale (EDP).

Capitolul acesta se ı̂ncheie cu două secţiuni. Aceste sect, iuni cont, in potent, ialele de strat asociate
ecuat, iilor Stokes, respectiv, Brinkman. Aces,ti operatori sunt utilizat, i ı̂n dovedirea rezultatelor
noastre de existent, ă s, i unicitate, datorită faptului că, cu ajutorul acestor potent, iale, suntem capabili
să construim solut, ii pentru problemele noastre cu valoari pe frontieră. Sursele care au fost folosite
ı̂n pregătirea acestui capitol sunt [1], [2], [45], [49], [51], [73], [91], [101], [103], [108].

1.1 Cadrul funct, ional

Această sect, iune este dedicată descrierii principalelor not, iuni care sunt utilizate pe tot parcursul
acestei lucrări. În primul rând, definim conceptul de domeniu Lipschitz s, i descriem notat, ii impor-
tante pe care le folosim pe parcursul acestei teze. De asemenea, descriem geometria domeniilor
Lipschitz care apar ı̂n problemele cu valori pe frontieră pe care le vom studia ı̂n cele ce urmează. În
continuare, oferim o prezentare generală a spat, iilor Sobolev ı̂n Rn, pe domenii Lipschitz s, i frontiere
Lipschitz. Sunt date s, i unele proprietăt, i ale acestor spat, ii Sobolev. Mai mult, ne amintim de con-
ceptul de spat, iu Sobolev ponderat ı̂n exteriorul unui domeniu Lipschitz mărginit ı̂n R3. Încheiem
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această sect, iune cu o lemă (operatorul urmă - Gagliardo) utilă.

1.1.1 Domenii Lipschitz

Vom revizui definit, ia unui domeniu Lipschitz mărginit s, i vom introduce spat, iile ı̂n care căutăm
solut, iile noastre pentru problemele noastre cu valori pe frontieră. De asemenea, vom discuta despre
sistemele care sunt ı̂ntâlnite ı̂n studiul nostru s, i vom descrie operatorii care apar ı̂n condit, iile
noastre pe frontieră. Să oferim ı̂n cele de mai jos definit, ia conceptului de domeniu Lipschitz (vezi,
spre exemplu, [46, Def. 2.1]).

Definit, ia 1.1.1. Fie D ⊂ Rn, n ≥ 2 o mult,ime nevidă, deschisă s, i mărginită. Notăm cu Γ
frontiera mult,imii D. Spunem că D este un domeniu Lipschitz mărginit dacă pentru orice x ∈ Γ,
există constantele r1, r2 > 0, un sistem de coordonate (y1, ..., yn) = (y′, yn) ∈ Rn−1×R izometric cu
cel canonic, cu originea ı̂n x, s, i o funct,ie Lipschitz ψ : Rn−1 → R, astfel ı̂ncât

D ∩ C(r1, r2) = {y = (y′, yn) ∈ Rn−1 × R : |y′| < r1 s, i ψ(y′) < yn < r2},

unde

C(r1, r2) := {y = (y′, yn) ∈ Rn−1 × R : |y′| < r1, |yn| < r2} ⊆ Rn.

În continuare, formulăm câteva observat, ii utile.

Observat, ia 1.1.2. În această teză, vom folosi convent,ia de ı̂nsumare a indicelui ce se repetă.

Observat, ia 1.1.3. În această teză, folosim notat,ia a.p.t. ı̂n loc de aproape peste tot.

Observat, ia 1.1.4. Dacă X este un spat,iu Banach, atunci dualul său topologic va fi notat cu X ′.

Observat, ia 1.1.5. Dacă Y este o submult,ime deschisă a lui Rn, n ≥ 2, atunci dualitatea ı̂ntre
două spat,ii duale definite pe Y este notată cu 〈·, ·〉Y .

În aceasta din urmă, vom enunt,a câteva ipoteze care ne permit să reprezentăm geometria do-
meniilor Lipschitz, adică contextele ı̂n care vor fi formulate problemele noastre.

Ipoteza 1.1.6. Fie D+ := D ⊆ Rn, n ≥ 2, un domeniu Lipschitz mărginit cu o frontieră conexă Γ.
Notăm cu D− := Rn \ D domeniul Lipschitz (exterior) complementar (vezi Figura 1.1).

Ipoteza 1.1.7. Fie D ⊆ Rn, n ≥ 2, un domeniu Lipschitz mărginit cu o frontieră conexă Γ−.
Presupunem că D+ este un domeniu Lipschitz mărginit, cu o frontieră conexă notată cu Γ+, astfel
ı̂ncât D+ ⊂ D s, i fie D− := D \ D+. În consecint,ă, frontiera lui D− are două componente conexe,
adică, Γ+ s, i Γ− (vezi Figura 1.2).

Figura 1.1: Domeniile Lipschitz complementare D+ s, i D− ı̂n Rn.
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Figura 1.2: Un domeniu Lipschitz mărginit D = D+ ∪ D− care satisface Ipoteza 1.1.7

1.1.2 Despre spaţii Sobolev pe domenii Lipschitz

Scopul acestei sect, iuni este de a oferi o privire de ansamblu asupra spat, iilor Sobolev ı̂ntr-un
cadru euclidian ı̂n Rn. Aceste spat, ii sunt utilizate ı̂n investigarea solut, iilor (slabe) ale anumitor
EDP, pentru care nu se poate găsi o solut, ie clasică. Vom folosi aceste spat, ii pe parcursul acestei
teze.

În cea din urmă, Z+ denotă mult, imea numerelor ı̂ntregi nenegative s, i vectorul α = (α1, ..., αn) ∈
Zn+ se numes,te multi-indice. Să fixăm |α| =

∑n
i=1 αj. Introducem operatorul diferent, ial

Dα =
∂|α|

∂x1
α1 ...∂xnαn

. (1.1.1)

Mai mult, introducem de asemenea s, i operatorul diferent, ial

Dk :=
1

i

∂

∂xk
, i2 = −1. (1.1.2)

Acum, fie D ⊆ Rn, n ≥ 2, un domeniu Lipschitz mărginit sau un domeniu Lipschitz exterior sau
Rn. În cazul unui domeniu Lipschitz mărginit sau un domeniu Lipschitz exterior D, notăm frontiera
acestor domenii cu Γ.

Fie C(D) spaţiul funct, iilor continue pe D s, i este ı̂nzestrat cu norma supremum.
Pentru o funct, ie g : D→ R, definim suportul funct, iei g astfel

supp g := {x ∈ D | g(x) 6= 0}. (1.1.3)

Fie C∞(D) spat, iul funct, iilor infinit diferent, iabile definite pe D. Notăm cu C∞0 (D) spat, iul funct, iilor
infinit diferent, iabile, care dispar ı̂ntr-o vecinătate a lui Γ. T, inem cont că pentru o funct, ie g ∈ C∞0 (D)
avem g|Γ = 0. De asemenea, dacă g ∈ C∞0 (D) atunci mult, imea (1.1.3) este compactă ı̂n D. De
asemenea introducem spat, iile cu valori vectoriale C∞(D)n s, i C∞0 (D)n

C∞(D)n := {u : D→ Rn | u = (u1, ..., un), ui ∈ C∞(D), i = 1, n},
C∞0 (D)n := {u : D→ Rn | u = (u1, ..., un), ui ∈ C∞0 (D), i = 1, n}.

(1.1.4)

Pentru p ∈ [1,∞), spat, iul Lebesgue Lp(D) al (claselor de echivalent, ă ale) funct, iilor măsurabile,
de puterea p, integrabile Lebesgue ı̂n modul pe D, este dat de

Lp(D) :=

{
u : D→ R

∣∣∣∣ ∫
D

|u(x)|pdx <∞
}

(1.1.5)
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iar norma asociată este

||u||Lp(D) :=

(∫
D

|u(x)|pdx
) 1

p

, (1.1.6)

pentru 1 ≤ p <∞. De asemenea, definim spat, iul de funct, ii cu valori vectoriale Lp(D)n

Lp(D)n := {u : D→ Rn | u = (u1, ..., un), ui ∈ Lp(D), i = 1, n}. (1.1.7)

Spat, iul L∞(D) este spat, iul (claselor de echivalent, ă al) funct, iilor esent, ial mărginite pe D. Norma
pe acest spat, iu este

||u||L∞(D) := esssupx∈D|u(x)|. (1.1.8)

Cantitatea din membrul drept al relat, iei (1.1.8) este denumită supremul esent, ial al lui u. Acesta
este cel mai mic număr ε cu proprietatea că mult, imea {x ∈ D | u(x) > ε} are măsură Lebesgue
nulă. Mai mult, definim spat, iul L∞(D)n

L∞(D)n := {u : D→ Rn | u = (u1, ..., un), ui ∈ L∞(D), i = 1, n}. (1.1.9)

În cele ce urmează, vom folosi s, i spat, iul

L∞(D)n×n := {U : D→ Rn × Rn | U = (uij), uij ∈ L∞(D), i, j = 1, n} (1.1.10)

Mai mult, pentru p ∈ (1,∞), dualul topologic al spat, iului Lp(D) este spat, iul Lq(D), pentru
1
p

+ 1
q

= 1. Dualul spat, iului L1(D) este spat, iul L∞(D). Să t, inem cont că, pentru 1 ≤ p ≤ ∞, spat, iul

Lp(D) este un spat, iu Banach. Mai mult, L2(D) este un spat, iu Hilbert.
În cele de mai jos, să privim spat, iul C∞0 (D) ca un spat, iu vectorial topologic. Atunci, să intro-

ducem spat, iile D(D) s, i D′(D).

Definit, ia 1.1.8. Spat,iul Schwarz al funct,iilor de test D(D) este spat,iul C∞0 (D) ı̂nzestrat cu topologia
limitei inductive.

Spat, iul D(D)n poate fi definit similar, anume,

D(D)n := {ψ : D→ Rn | ψ = (ψ1, ..., ψn), ψi ∈ D(D), i = 1, n}. (1.1.11)

Definit, ia 1.1.9. Spat,iul distribut,iilor D′(D) este spat,iul funct,ionalelor liniare s, i continue definite
pe D(D).

Spat, iul D′(D)n de funct, ii cu valori vectoriale este dat de

D′(D)n := {Ψ : D→ Rn | Ψ = (Ψ1, ...,Ψn),Ψi ∈ D′(D), i = 1, n}. (1.1.12)

În continuare, descriem not, iunea de spat, iu Sobolev. Ret, inet, i că, ı̂n această teză, folosim spat, ii
Sobolev cu bază ı̂n L2, definite pe D. În consecint, ă, introducem spat, iile Sobolev cu index ı̂ntreg
nenegativ, cu bază ı̂n L2, după cum urmează.

Definit, ia 1.1.10. Fie k ∈ Z+. Atunci, spat,iul Sobolev Hk(D) este definit de

Hk(D) := {u ∈ L2(D) | Dαu ∈ L2(D),∀ α ∈ Zn+, |α| ≤ k}, (1.1.13)

s, i norma pe acest spat,iu este dată de

||u||Hk(D) :=

∑
|α|≤k

||Dαu||2L2(D)

 1
2

. (1.1.14)
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Introducem spat, iul Sobolev Hk(D)n prin

Hk(D)n := {u : D→ Rn | u = (u1, ..., un), ui ∈ Hk(D), i = 1, n}. (1.1.15)

Să introducem, de asemenea, spat, iul Hk
0 (D) ≡ H̊k(D), care este ı̂nchiderea spat, iului D(D) ı̂n

Hk(D) raport cu norma || · ||Hk(D). Similar, introducem spat, iul Hk
0 (D)n ≡ H̊k(D)n. Mai mult,

H̊k(Rn) = Hk(Rn) s, i H̊k(Rn)n = Hk(Rn)n.

Spat, iile Hk(D) s, i H̊k(D) sunt spat, ii Hilbert. De asemenea, să ment, ionăm că spat, iul Hilbert
Hk(D) este ı̂nzestrat cu produsul scalar

(u, v)Hk(D) :=
∑
|α|≥k

(Dαu,Dαv)
1
2

L2(D). (1.1.16)

În următoarele definit, ii introducem spaţiile Sobolev cu bază ı̂n L2, cu indice fract, ionar.

Definit, ia 1.1.11. Fie 0 < s < 1. Spat,iul Sobolev space Hs(D) cu indice fract,ionar este dat de

Hs(D) :=

{
u ∈ L2(D)

∣∣∣∣ ∫
D

∫
D

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dxdy <∞

}
(1.1.17)

s, i norma acestuia este dată de

||u||Hs(D) =

(∫
D

|u(x)|2dx+

∫
D

∫
D

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dxdy

) 1
2

. (1.1.18)

Definit, ia 1.1.12. Fie 0 < s < 1 s, i k ∈ Z+. Fie σ = k + s. Spat,iul Sobolev cu indice fract,ionar
Hσ(D) este definit de

Hσ(D) := {u ∈ Hk(D) | Dαu ∈ Hs(D),∀α ∈ Zn+, 0 ≤ |α| ≤ k} (1.1.19)

s, i norma acestui spat,iu este dată de

||u||Hσ(D) :=

∑
|α|≤k

||Dαu||2Hs(D)

 1
2

. (1.1.20)

T, inând cont de Definit, ia 1.1.11 s, i Definit, ia 1.1.12, putem introduce spat, iile Hs(D)n s, i Hσ(D)n

de funct, ii cu valori vectoriale pe componente. Mai mult, spat, iul Sobolev cu indice fract, ionar Hσ(D)
este un spat, iu Hilbert.

Să discutăm despre spaţiile L2-Sobolev cu indice negativ. Fie k ∈ Z+. Pentru a introduce aceste
spat, ii Sobolev, avem că spat, iul Hk

0 (D) este ı̂nchiderea spat, iului C∞0 (D) ı̂n spat, iul Hk(D). Mai mult,

Hk
0 (Rn) = Hk(Rn). (1.1.21)

Similar, putem defini spat, iul de funct, ii cu valori vectoriale Hk
0 (D)n pe componente s, i relat, ia (1.1.21)

pot fi scrise s, i ı̂n cazul spat, iului Hk
0 (Rn)n de funct, ii cu valori vectoriale.

Să definim spat, iile L2-Sobolev cu indice negativ.

18



Capitolul 1. Metode de Teoria Potent, ialului

Definit, ia 1.1.13. Fie k ∈ Z+. Atunci, spat,iul Sobolev cu indice negativ H−k(D) este dualul
spat,iului Hk

0 (D), adică,

H−k(D) := (Hk
0 (D))′, (1.1.22)

s, i norma pe acest spat,iu este dată de

||h||H−k(D) := sup
u∈Hk

0 (D),u6=0

|〈h, u〉|
||u||Hk

0 (D)

. (1.1.23)

Să remarcăm faptul că spat, iul de funcţii cu valori vectoriale H−k(D)n este definit pe componente.
Mai mult, avem H−k(D)n = (Hk

0 (D)n)′. Datorită densităt, ii spat, iului C∞0 (D) ı̂n Hk
0 (D) are loc

incluziunea H−k(D) ⊂ D′(D). Să remarcăm faptul că spat, iul H−k(D) este un spat, iu Hilbert.

Deoarece C∞0 (D) nu este dens ı̂n spat, iul Hk(D), pentru k ∈ Z+, dualul spat, iului Hk(D) nu poate
fi scufundat ı̂ntr-un subspat, iu al spat, iului de distribut, ii D′(D).

Definit, ia 1.1.14. Fie s ∈ R. Fie D un domeniu Lipschitz ı̂n Rn. Spat,iul H̃s(D) este ı̂nchiderea
spat,iului D(D) ı̂n Hs(Rn).

Mai mult, spat, iul de funct, ii cu valori vectoriale H̃s(D)n este dat de

H̃s(D)n := {u : D→ Rn | u = (u1, ..., un), ui ∈ H̃s(D), i = 1, n}. (1.1.24)

Spat, iul H̃s(D) admite următoarea caracterizare

H̃s(D) = {u ∈ Hs(Rn) | supp u ⊆ D}. (1.1.25)

Mai mult, H̃s(Rn) = Hs(Rn).

Avem, de asemenea, următoarele relat, ii de dualitate

(Hk
0 (D))′ = H−k(D), (Hk(D))′ = H̃−k(D), (1.1.26)

pentru k ∈ Z+. Să ment, ionăm faptul că relat, iile de dualitate descrise ı̂n (1.1.26), au loc de asemenea
s, i ı̂n cazul spat, iilor Sobolev de funct, ii cu valori vectoriale.

Mai departe, furnizăm teorema de scufundare a lui Sobolev (vezi, spre exemplu, [1, Teorema
4.12], [2]).

Teorema 1.1.15. Fie k ∈ Z+. Fie D ⊂ Rn un domeniu Lipschitz mărginit. Atunci

(i) scufundarea Hk(D) ↪→ C(D) este continuă, dacă k > n
2
.

(ii) scufundarea Hk(D) ↪→ Lq(D) este continuă s, i compactă, pentru orice q ∈ [1,∞), dacă k = n
2
.

(iii) scufundarea Hk(D) ↪→ Lq(D) este continuă pentru 1
q

= 1
2
− k

n
, dacă k < n

2
.

(iv) scufundarea Hk(D) ↪→ Lr(D) este compactă pentru 1 < r < q, 1
q

= 1
2
− k

n
, dacă k < n

2
.
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1.1.3 Spat, ii Sobolev pe frontiere Lipschitz boundaries

Să definim spat, iul L2(Γ) (claselor de echivalent, ă al) funct, iilor care sunt la pătrat integrabile pe Γ
ca completatul spat, iului C0(Γ) ı̂n raport cu norma

||g||L2(Γ) :=

(∫
Γ

|g(y)|2dσ

) 1
2

.

Fie s ∈ (0, 1). Definim spat, iul Sobolev pe frontieră Hs(Γ) ca completatul spat, iului

C0
2 := {f ∈ C0(Γ) | ||f ||Hs(Γ) <∞},

ı̂n raport cu norma

||f ||Hs(Γ) :=

{
||f ||2L2(Γ) +

∫
Γ

∫
Γ

|f(x)− f(y)|2

|x− y|n−1+2s
dσxdσy

} 1
2

.

Să ı̂ncheiem această sect, iune, t, inând cont de faptul că, pentru s ∈ (−1, 0), definim spat, iile Sobolev
cu indice negativ prin dualitate, adică, H−s(Γ) = (Hs(Γ))′. De asemenea, avem H0(Γ) = L2(Γ).
Versiunile cu valori vectoriale ale spat, iilor anterior prezentate sunt definite pe componente.

1.1.4 Spat, ii Sobolev ponderate

În această subsect, iune, vom lua ı̂n considerare cadrul oferit de Ipoteza 1.1.6 ı̂n cazul n = 3.
Subliniem că, ı̂n acest caz particular, lucrăm cu un domeniu Lipschitz exterior (sau complementar)
D− ı̂n R3. Acest fapt aduce o problemă ı̂n prim plan. Unele dintre problemele noastre de transmisie
considerate cont, in sistemul Stokes ı̂n acest domeniu Lipschitz complementar D−. Scopul nostru va
fi acela de a lua ı̂n considerare comportamentul la infinit al solut, iilor problemelor noastre cu valori
pe frontieră studiate. Ca atare, comportamentul acestor solut, ii trebuie inclus ı̂n spat, iile care vor
fi folosite ı̂n analiza noastră s, i acest lucru se poate cu ajutorul ponderilor. Prin urmare, ı̂n cadrul
spat, iului R3, introducem spat, iile Sobolev ponderate, ca ı̂n lucrarea lui Hanouzet (vezi [47]).

Să presupunem că Ipoteza 1.1.6 are loc pentru n = 3. Să considerăm funct, ia pondere

ρ(x) := (1 + |x|)
1
2 , pentru x ∈ R3.

Introducem spat, iul Lebesgue ponderat

L2(ρ−1;D) := {f : D− → R | ρ−1f ∈ L2(D−)}

s, i cu ajutorul acestuia, putem defini spat, iul Sobolev ponderat

H1(D−) := {f ∈ D(D−) | ρ−1f ∈ L2(D−),∇f ∈ L2(D−)3},

ı̂n care spat, iul de funct, ii cu valori vectoriale L2(D−)3 poate fi definit pe componente (precum ı̂n
(1.1.7)). Spat, iul Sobolev ponderat H1(D−) este un spat, iu Hilbert ı̂n raport cu norma

||f ||H1(D−) :=
(
||ρ−1f ||2L2(D−) + ||∇f ||2L2(D)3

) 1
2
. (1.1.27)

De asemenea, să introducem spat, iul

H̃1(D−) as the closure of D(D−) in H1(R3).
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Untroducem spat, iile
H−1(D−) = (H̃1(D−))′, H̃−1(D−) = (H1(D−))′.

T, inem cont că spat, iul D(D−) este dens ı̂n spat, iul H1(D−) s, i spat, iul D(D−) este dens ı̂n spat, iul
H̃1(D−). Folosind faptul că seminorma

|g|H1(D−) := ||∇g||L2(D−)3

este echivalentă cu norma (1.1.27) s, i cu ajutorul inegalităt, ii Sobolev (vezi [1, Teorema 4.31]), avem
scufundarea

H1(D−) ↪→ L6(D−).

Spaţiile Sobolev ponderate de funct, ii cu valori vectoriale H1(D−)3 s, i H̃−1(D−)3 sunt date de

H1(D−)3 := {u : D− → R | u = (u1, u2, u3), ui ∈ H1(D−), i = 1, 3},
H̃−1(D−)3 := {u : D− → R | u = (u1, u2, u3), ui ∈ H̃−1(D−), i = 1, 3}.

(1.1.28)

Finalmente, să descriem not, iunea de funct, ie care tinde spre o constantă la infinit ı̂n sensul lui
Leray s, i un rezultat particular. Aceste concepte vor fi folosite ı̂n capitolele următoare (a se vedea,
de exemplu, [52, Definit, ia 2.3 s, i Corolarul 2.4] s, i referint,ele din interiorul acesteia).

Definit, ia 1.1.16. O funct,ie u tinde spre o constantă u∞ la ∞, ı̂n sensul lui Leray dacă

lim
r→∞

∫
S2
|u(ry)− u∞|dσy = 0,

unde S2 este sfera unitate ı̂n R3.

Corolar 1.1.17. Dacă u ∈ H1(D−), atunci u tinde la zero la ∞ ı̂n sensul lui Leray.

1.1.5 Operatorul Urmă pe Spat, ii Sobolev

În această subsect, iune, scopul nostru este de a introduce un operator care apare ı̂n condit, iile pe
frontieră ale problemelor noastre de tip transmisie ce sunt studiate ı̂n această teză.

Legătura dintre spat, iile Sobolev definite pe domeniile Lipschitz s, i spat, iile Sobolev definite pe
frontiere Lipschitz este dată de următorul rezultat cunoscut sub numele de Lema Urmă Gagliardo
(a se vedea, de exemplu, [20], [36], [50, Propozit, ia 3.3], [77, Lema 2.6]).

Lema 1.1.18. (Lema Operatorului Urmă Gagliardo) Fie Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Atunci, există
operatori liniar s, i continui

TrD± : H1(D±)→ H
1
2 (Γ), (1.1.29)

ce se numesc operatori (Gagliardo) urmă, cu proprietatea că

TrD±v = v|Γ, (1.1.30)

pentru orice v ∈ D(D±). Mai mult, aces,ti operatori sunt surjectivi s, i admit inverse la dreapta
(ne-unice) liniare s, i continue

Tr−1
D±

: H
1
2 (Γ)→ H1(D±), (1.1.31)

adică TrD± ◦ Tr−1
D±

= I.
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Încheiem această subsect, iune subliniind câteva observat, ii utile.

Observat, ia 1.1.19. Similar lemei 1.1.18, se poate defini operatorul urmă exterior pe spat,iul Sobolev

ponderat H1(D−), adică, TrD− : H1(D−)→ H
1
2 (Γ) (pentru detalii adit,ionale, a se vedea, de exemplu,

[77, Teorema 2.3, Lema 2.6], [52, Lema 2.2]).

Observat, ia 1.1.20. Lema 1.1.18 rămâne validă s, i ı̂n cazul spat,iilor de funct,ii cu valori vectoriale
sau valori matriceale. Pentru a păstra concizia prezentării, păstrăm notat,iile TrD± s, i Tr−1

D±
ı̂n cazul

funct,iilor cu valori vectoriale sau valori matriceale.

1.2 Operatorii Stokes, Brinkman classic s, i Brinkman gene-

ralizat

În această sect, iune vom discuta despre operatorii care apar ı̂n această lucrare. Aces,ti opera-
tori sunt implicat, i ı̂n problemele de transmisie pe care le studiem. Reamintim faptul că S(Rn)
este spaţiul Schwartz al funct, iilor rapid descrescătoare, iar dualul acestuia, S ′(Rn), este spat, iul
distribut, iilor temperate. Spat, iile de funct, ii cu valori vectoriale S(Rn)n s, i S ′(Rn)n sunt definite pe
componente.

Operatorul Stokes este dat de

S :=

[
∆ −∇
div 0

]
: S(Rn)n × S(Rn)→ S(Rn)n × S(Rn) (1.2.1)

s, i operatorul
L0 : S(Rn)n × S(Rn)n → S(Rn)n, L0(v, p) := ∆v−∇p. (1.2.2)

T, inem cont că operatorul S introdus ı̂n relat, ia (1.2.1) este Agmon-Douglis-Nirenberg eliptic (vezi
[49], [108]) s, i acest operator S ı̂mpreună cu operatorul L0 pot fi extins, i la operatori liniari s, i continui,

S : H1(Rn)n × L2(Rn)n → H−1(Rn)n × L2(Rn), L0 : H1(Rn)n × L2(Rn)n → H−1(Rn)n. (1.2.3)

Fie α > 0 o constantă dată. Să introducem operatorul Brinkman

Bα :=

[
(∆− αI) −∇

div 0

]
: S(Rn)n × S(Rn)→ S(Rn)n × S(Rn) (1.2.4)

s, i operatorul asociat

Lα : S(Rn)n × S(Rn)n → S(Rn)n, Lα(v, p) := (∆− αI)v−∇p. (1.2.5)

Operatorul Bα introdus ı̂n relat, ia (1.2.4) este Agmon-Douglis-Nirenberg eliptic (vezi [49], [108]) s, i
operatorul său asociat Lα pot fi extins, i la operatori liniari s, i continui,

Bα : H1(Rn)n × L2(Rn)n → H−1(Rn)n × L2(Rn), Lα : H1(Rn)n × L2(Rn)n → H−1(Rn)n. (1.2.6)

În final, oferim câteva notat, ii pe care le vom folosi de acum ı̂nainte, pe parcursul acestei teze

Notat, ia 1.2.1. Considerăm spat,iile de vectori cu divergent,ă nulă

H1
div(D)n = {u ∈ H1(D)n | div u = 0 ı̂n D}, (1.2.7)

s, i
H1

div(D−)3 := {u ∈ H1(D−)3 | div u = 0 ı̂n D−}. (1.2.8)

Notat, ia 1.2.2. Pe parcursul acestei teze, introducem operatorul E̊±, care reprezintă operatorul de

extensie cu zero ı̂n exteriorul mult,imii D±. Mai precis, ne permite să extindem funct,iile din H̊1(D±)

cu zero, la mult,imea Rn \D±. Păstrăm notat,ia E̊± ı̂n cazul spat,iilor de funct,ii cu valori vectoriale.
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1.2.1 Operatorul de derivare conormală asociat sistemelor Stokes s, i
Brinkman

Această subsect, iune este dedicată introducerii operatorilor de derivare conormală asociat, i sis-
temelor Stokes s, i Brinkman. Discutăm operatorul de derivare conormală clasic s, i operatorul de
derivare conormală generalizat asociat acestor sisteme. În cele ce urmează, fie D ⊂ Rn, n ≥ 2, un
domeniu Lipschitz mărginit cu frontieră conexă Γ.

Vom introduce operatorul de derivare conormală clasic după cum urmează. Pentru o pereche
(v, p) ∈ C1(D±)n × C0(D±) cu proprietatea div v = 0 in D± avem că operatorul clasic de derivare
conormală asociat operatorului Stokes sau operatorului Brinkman este dat de ecuat, ia constitutivă
a fluidului vâscos incompresibil Newtonian,

t±(v, p) := TrDσ(v, p)ν, (1.2.9)

unde
σ(v, p) := −pI + 2E(v) (1.2.10)

este tensorul tensiune s, i E(v) este partea simetrică a lui ∇v, adică E(v) = 1
2
(∇v + (∇v)t), unde

superscript-ul t notează transpusa. Simbolul ν reprezintă normala unitate exterioară la D, care este
definită a.p.t. pe Γ.

Pentru φ ∈ D(Rn)n, avem următoarea identitate Green pentru sistemul Brinkman,

± 〈t±α (v, p),φ〉Γ = 2〈E(v),E(φ)〉D± + α〈v,φ〉D± − 〈p, div φ〉D± + 〈Lα(v, p),φ〉D± , (1.2.11)

unde α > 0 este o constantă dată. În particular, pentru α = 0, obt, inem identitatea Green pentru
sistemul Stokes,

± 〈t±(v, p),φ〉Γ = 2〈E(v),E(φ)〉D± − 〈p, div φ〉D± + 〈L0(v, p),φ〉D± . (1.2.12)

Formulele (1.2.11) s, i (1.2.12) rezultă după aplicarea repetată a integrării prin părt, i.
Formula (1.2.12) sugerează definit, ia operatorului de derivare conormală generalizat asociat sis-

temului Stokes s, i formula Green aferentă, ı̂n cadrul spat, iilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [85,
Teorema 10.4.1], [20, Lema 3.2], [77, Definit, ia 3.1, Teorema 3.2]).

Definit, ia 1.2.3. Fie D+ := D ⊂ Rn, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie D− := Rn \ D. Definim
spat,iul H1(D±, L0)

H1(D±, L0) := {(v±, p±,g±) ∈ H1(D±)n × L2(D±)× H̃−1(D±)n : L0(v±, p±) = g±|D±
s, i div v± = 0 in D±}.

Atunci, operatorii de derivare conormală generalizat,i tD± pentru sistemul Stokes ı̂n D± sunt definit,i
pe fiecare (v±, p±,g±) ∈ H1(D±, L0) prin intermediul relat,iei

±〈tD±(v±, p±,g±),φ〉Γ := 2〈E(v±),E(Tr−1
D±
φ)〉D± − 〈p±, div (Tr−1

D±
φ)〉D±

+〈g±,Tr−1
D±
φ〉D± ,∀ φ ∈ H

1
2 (Γ)n.

(1.2.13)

Lema 1.2.4. În contextul Definit,iei 1.2.3, operatorii de derivare conormală generalizat,i

tD± : H1(D±, L0)→ H−
1
2 (Γ)n (1.2.14)
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sunt liniari s, i mărginit,i s, i Definit,ia 1.2.3 nu depinde de alegerea unei inverse la dreapta Tr−1
D±

:

H
1
2 (Γ)n → H1(D+)n a operatorului urmă TrD± : H1(D+)n → H

1
2 (Γ)n. Mai mult, următoarele

formule Green

±〈tD±(v±, p±,g±),TrD±ψ±〉Γ := 2〈E(v±),E(ψ±)〉D± − 〈p±, div ψ±〉D±
+〈g±,ψ±〉D± ,

(1.2.15)

au loc pentru orice (v±, p±,g±) ∈ H1(D±, L0) s, i pentru orice ψ± ∈ H1(D±)n.

Similar, formula (1.2.11) sugerează definit, ia operatorului de derivare conormală generalizat aso-
ciat sistemului Brinkman, (a se vedea, de exemplu, [20, Lema 3.2], [56, Lema 2.2], [52, Lema 2.5]).

Definit, ia 1.2.5. Fie D+ := D ⊂ Rn, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie D− := Rn \ D. Definim
spat,iul H1(D±, Lα)

H1(D±, Lα) := {(v±, p±,g±) ∈ H1(D±)n × L2(D±)× H̃−1(D±)n : Lα(v±, p±) = g±|D±
s, i div v± = 0 ı̂n D±}.

Atunci, operatorii de derivare conormală generalizat,i tα,D± pentru sistemul Brinkman ı̂n D± sunt
definit,i pe fiecare (v±, p±,g±) ∈ H1(D±, Lα) prin intermediul relat,iei

±〈tα,D±(v±, p±,g±),φ〉Γ := 2〈E(v±),E(Tr−1
D±
φ)〉D± + α〈v±,Tr−1

D±
φ〉D±

−〈p±, div (Tr−1
D±
φ)〉D± + 〈g±,Tr−1

D±
φ〉D± ,∀ φ ∈ H

1
2 (Γ)n.

(1.2.16)

Lema 1.2.6. In contextul Definit,iei 1.2.5, operatorii de derivare conormală generalizat,i

tα,D± : H1(D±, Lα)→ H−
1
2 (Γ)n (1.2.17)

sunt liniari s, i mărginit,i s, i Definit,ia 1.2.5 nu depinde de alegerea unei inverse la dreapta Tr−1
D±

:

H
1
2 (Γ)n → H1(D+)n a operatorului urmă TrD± : H1(D+)n → H

1
2 (Γ)n. Mai mult, următoarele

formule Green

±〈tα,D±(v±, p±,g±),TrD±ψ±〉Γ := 2〈E(v±),E(ψ±)〉D± + α〈v±,ψ±〉D±
−〈p±, div ψ±〉D± + 〈g±,ψ±〉D± ,

(1.2.18)

au loc pentru orice (v±, p±,g±) ∈ H1(D±, Lα) s, i pentru orice ψ± ∈ H1(D±)n.

Să ı̂ncheiem această subsect, iune subliniind câteva remarci utile (vezi de asemenea [52, Observat, ia
2.6, Lema 2.9], [56, Observat, ia 2.4]).

Observat, ia 1.2.7. Pentru α = 0, derivata conormală pentru sistemul Brinkman (vezi Definit,ia
1.2.5) devine derivata conormală pentru sistemul Stokes (vezi Definit,ia 1.2.3).

Observat, ia 1.2.8. Fie D+ := D ⊂ R3, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie D− := R3 \D. Pentru
(v−, p−,g−) ∈ H1(D−)3×L2(D−)×H̃−1(D−)3 cu proprietatea că L0(v−, p−) = g−|D−, operatorul de
derivare conormală tD−(v−, p−,g−) este bine-definit de relat,ia (1.2.13) s, i o formulă Green asociată,
similară relat,iei (1.2.15), este adevărată ı̂n D−.

Observat, ia 1.2.9. Fie D+ := D ⊂ R3, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie D− := R3 \D. Atunci,
pentru (v−, p−,g−) ∈ H1(D−)3 ×M(D−) × H̃−1(D−)3, such that Lα(v−, p−) = g−|D−, derivata
conormală tα,D−(v−, p−,g−) este bine definită de relat,ia (1.2.16). Mai mult, ı̂n acest caz, formula
Green (1.2.18) este adevărată, ı̂n D−. Spaţiul M(D−) este furnizat ı̂n Definit,ia 2.1.1.
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Observat, ia 1.2.10. Fie D ⊂ Rn, n ≥ 2, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie Γ frontiera acestuia.

În cazul Γ = Γ1∪Γ2, unde Γ1 s, i Γ2 sunt componente conexe ale lui Γ cu proprietatea că Γ1∩Γ2 = ∅,
definim operatorul

(tα,D(·, ·, ·))|Γ1 : H1(D, Lα)→ H−
1
2 (Γ1)n, (1.2.19)

cu ajutorul relat,iei
〈tα,D(v, p,g)|Γ1 ,Φ〉Γ1 := 〈tα,D(v, p,g),Φ〉Γ, (1.2.20)

pentru orice Φ ∈ C∞(Rn)n care sunt nule ı̂ntr-o vecinătate deschisă a lui Γ2.

Observat, ia 1.2.11. Pe parcursul acestei teze vom scrie tα,D(v, p) ı̂n loc de tα,D(v, p,0).

1.2.2 Sistemul Brinkman generalizat s, i rezultate aferente

În această teză considerăm un sistem Brinkman generalizat. Într-adevăr, termenul αI care apare
ı̂n operatorul clasic Brinkman (vezi relat, iile (1.2.4) s, i (1.2.5)) a fost ı̂nlocuit cu un alt termen, mult
mai general. O parte din rezultatele originale care sunt incluse ı̂n teză sunt probleme de transmisie
ı̂n care este implicată această versiune generalizată a sistemului Brinkman. Mai recent, acest sistem
Brinkman generalizat a fost tratat s, i ı̂n cadrul mult mai general al sistemelor de EDP cu coeficient, i
variabili. (a se vedea, de exemplu, [58], [59], [60], [67]).

Prin urmare, pentru introducerea acestei versiuni generalizate a sistemului Brinkman, consi-
derăm un domeniu Lipschitz mărginit. D ⊆ R3. Sistemul Brinkman generalizat este dat de

LP(v, p) := ∆v− Pv−∇p = g in D, div v = 0 in D, (1.2.21)

unde P ∈ L∞(D)3×3 astfel ı̂ncat P satisface următoarea condit, ie de ne-negativitate

〈Pv,v〉D ≥ cP‖v‖2
L2(D)3 , ∀ v ∈ L2(D)3, (1.2.22)

unde cP > 0 este o constantă.
Sistemul (1.2.21) este privit ı̂n sens distribuţional, adică pentru (v, p) ∈ H1(D)3 × L2(D), avem

〈LP(v, p),ψ〉D+ = 〈g,ψ〉D, 〈div v, g0〉D = 0, (1.2.23)

pentru fiecare (ψ, g0) ∈ D(D)3 ×D(D), unde

〈LP(v, p),ψ〉D := 〈∆v− Pv−∇p,ψ〉D = −〈∇v,∇ψ〉D − 〈Pv,ψ〉D + 〈p, div ψ〉D.

De asemenea, scufundarea continuă L2(D) ↪→ H−1(D) implică liniaritatea s, i mărginirea opera-
torului

LP : H1(D)3 × L2(D)→ H−1(D)3 = (H̊1(D)3)′. (1.2.24)

Ret, inet, i că, din această versiune generalizată a sistemului Brinkman, putem extrage sistemele
clasice Stokes sau Brinkman. Acest fapt este subliniat ı̂n observat, iile următoare.

Observat, ia 1.2.12. Pentru P ≡ 0, sistemul (1.2.21) este sistemul Stokes clasic.

Observat, ia 1.2.13. Pentru P ≡ αI, unde α > 0 este o constantă, sistemul (1.2.21) este sistemul
Brinkman clasic.

Pentru această versiune generalizată a sistemului Brinkman, introducem operatorul de derivare
conormală asociat (a se vedea, de exemplu, [6, Lema 2.4]).
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Definit, ia 1.2.14. Fie D+ := D ⊂ R3, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie Γ frontiera acestuia.
Fie P ∈ L∞(D+)3×3 care satisface condit,ia (1.2.22). Definim spat,iul H1(D+, LP)

H1(D+, LP) := {(v+, p+,g+) ∈ H1(D+)3 × L2(D+)× H̃−1(D+)3 : LP(v+, p+) = g+|D+

s, i div v+ = 0 in D+}.

Atunci, operatorul de derivare conormală

tP,D+ : H1(D+, LP)→ H−
1
2 (Γ)3 (1.2.25)

pentru sistemul Brinkman generalizat ı̂n D+ este definit pentru fiecare (v+, p+,g+) ∈ H1(D+, LP)
prin relaţia

〈tP,D+(v+, p+,g+),φ〉Γ := 2〈E(v+),E(Tr−1
D+
φ)〉D+ + 〈Pv+,Tr−1

D+
φ〉D+

− 〈p+, div (Tr−1
D+
φ)〉D+ + 〈g+,Tr−1

D+
φ〉D+ ,∀ φ ∈ H

1
2 (Γ)3.

(1.2.26)

Lema 1.2.15. În cadrul Definit,iei 1.2.14, operatorul de derivare conormală pentru sistemul Brin-
kman generalizat,

tP,D+ : H1(D+, LP)→ H−
1
2 (Γ)3 (1.2.27)

este liniar s, i mărginit, s, i Definit,ia 1.2.14 nu depinde de alegerea unei inverse la dreapta Tr−1
D+

:

H
1
2 (Γ)3 → H1(D+)3 a operatorului urmă TrD+ : H1(D+)3 → H

1
2 (Γ)3. Mai mult, următoarea

formulă Green

〈tP,D+(v+, p+,g+),TrD+ψ+〉Γ := 2〈E(v+),E(ψ+)〉D+ + 〈Pv+,ψ+〉D+

−〈p+, div ψ+〉D+ + 〈g+,ψ+〉D+ ,
(1.2.28)

are loc pentru orice (v+, p+,g+) ∈ H1(D+, LP) s, i pentru orice ψ+ ∈ H1
div(D+)n.

Demonstrat, ia Lemei 1.2.15 urmează idei similare cu cele folosite ı̂n demonstrat, ia Lemei 1.2.6,
adică, cazul special P = αI, ı̂n care α > 0 este o constantă dată. Pentru mai multe detalii, a se
vedea [56, Lema 2.2].

Observat, ia 1.2.16. T, inând cont de definit,iile operatorilor de derivare conormală sistemele Stokes,
respectiv Brinkman generalizat, furnizate de (1.2.13) s, i (1.2.26), avem că

tP,D+(v, p,g) = tD+(v, p,g + E̊+(Pv)), (1.2.29)

unde E̊+ notează operatorul de extensie cu zero ı̂n afara mult,imii D+.

1.3 Potent, ialele de strat Stokes s, i proprietăt, ile acestora

În această sect, iune oferim solut, ia fundamentală pentru sistemul Stokes ı̂n Rn, n ≥ 2 s, i, cu
ajutorul ei, definim operatorii de strat care sunt implicat, i ı̂n solut, ionarea problemelor noastre de
transmisie. Sursele pe care le-am folosit pentru pregătirea acestei sect, iuni sunt [49], [52], [64], [85].
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1.3.1 Sistemul Stokes s, i solut, ia sa fundamentală

Fie (G(·, ·),P(·, ·)) ∈ D′(Rn×Rn)n×n×D′(Rn×Rn)n solut, ia fundamentală a sistemului Stokes.
Notăm cu G(·, ·) tensorul viteză fundamental şi cu P(·, ·) vectorul presiune fundamental pentru
sistemul Stokes in Rn.

Ret, inem că solut, ia fundamentală a sistemului Stokes satisface ecuat, iile

∆xG(x,y)−∇xP(x,y) = −δy(x)I, divxG(x,y) = 0, (1.3.1)

unde simbolul δy reprezintă distribut, ia lui Dirac distribution cu masă ı̂n y. De asemenea, operatorii
diferent, iali ∆x, ∇x s, i divx act, ionează ı̂n raport cu variabila x.

Componentele solut, iei fundamentale (G(Gjk),P(Pk)) sunt date de (a se vedea, de exemplu, [64,
p. 38-39], [85, Relat, ia (4.19), Relat, ia (4.20), Relat, ia (4.21)], [106])

Gjk(x,y) :=
1

2ωn

{
δjk

(n− 2)|y− x|n−2
+

xjxk
|y− x|n

}
, Pk(x,y) =

1

ωn

xk
|y− x|n

, (1.3.2)

pentru n ≥ 3, s, i

Gjk(x,y) :=
1

4π

{
xjxk
|y− x|2

− δjk log |y− x|n−2

}
, Pk(x,y) =

1

2π

xk
|y− x|2

, (1.3.3)

pentru n ≥ 2. Simbolul δjk este simbolul lui Kronecher şi ωn este măsura sferei unitate Sn−1 ı̂n Rn.
De asemenea, fie S(Sjkl), R(Rjk) tensori tensiune s, i presiune asociat, i sistemului Stokes. Compo-

nentele acestora sunt (a se vedea, de exemplu, [64, Capitolul 2], [85])

Sjkl(x,y) :=
n

ωn

xixjxk
|y− x|n+2

, Rjk(x,y) := − 2

ωn

{
− δjk
|y− x|n

+ n
xjxk

|y− x|n+2

}
, (1.3.4)

pentru n ≥ 2.
Pentru x,y ∈ Rn, x 6= y, perechea (S(Sjkl),R(Rjk)) satisface sistemul Stokes,

∆xSjkl(x,y)− ∂Rjk(y,x)

∂xk
= 0,

∂Sjkl(x,y)

∂xk
= 0. (1.3.5)

1.3.2 Potent, ialul de volum asociat sistemului Stokes s, i proprietăt, ile
acestuia

Scopul acestei subsect, iuni este de a introduce operatorii potent, iali newtonieni (de volum) asociat, i
sistemului Stokes s, i de a oferi proprietăt, ile lor de mapare. În acest scop, luăm ı̂n considerare dome-
niile Lipschitz D± as,a cum sunt descrise ı̂n Ipoteza 1.1.6 si vom tine cont de solutia fundamentala a
sistemului Stokes, adică perechea (G(·, ·),P(·, ·)) ∈ D′(Rn×Rn)n×n×D′(Rn×Rn)n dată de formula
(1.3.2) sau (1.3.3).

Definit, ia 1.3.1. Pentru f ∈ H−1(Rn)n, definim potent,ialele newtoniene (de volum) viteză s, i pre-
siune pentru sistemul Stokes, prin

(NRnf)(x) := −〈G(x, ·), f〉Rn , (QRnf)(x) := −〈P(x, ·), f〉Rn . (1.3.6)

n plus, potent,ialele newtoniene (de volum) viteză s, i presiune pentru sistemul Stokes corespunzătoare
mult,imilor D±, sunt date de

ND±f := (NRnf)|D± , QD±f := (QRnf)|D± , (1.3.7)

unde |D± este operatorul de restrict,ie la D±, care acţionează asupra funcţiilor cu valori vectoriale
sau scalare ı̂n Rn.
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Următoarea lemă descrie proprietăt, ile de mapare ale operatorilor potent, iali de strat newtonieni
(de volum) ı̂n contextul spat, iilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.3]).

Teorema 1.3.2. Operatorii potent,iali newtonieni (de volum) viteză s, i presiune pentru sistemul
Stokes, introdus, i ı̂n relat,ia (1.3.6),

NRn : H−1(Rn)n → H1(Rn)n, QRn : H−1(Rn)n → L2(Rn),

NR3 : H−1(R3)3 → H1(R3)3, QR3 : H−1(R3)3 → L2(R3)
(1.3.8)

sunt operatori liniari s, i continui. Mai mult, potent,ialele newtoniene (de volum) viteză s, i presiune
pentru sistemul Stokes, introduse ı̂n relat,ia (1.3.7),

ND+ : H̃−1(D+)n → H1(D+)n, QD+ : H̃−1(D+)n → L2(D+), (1.3.9)

s, i
ND− : H̃−1(D−)3 → H1(D−)3, QD− : H̃−1(D−)3 → L2(D−), (1.3.10)

ı̂n cazul n = 3, sunt, de asemenea, operatori liniari s, i continui.

În cele din urmă, luând ı̂n considerare relat, ia (1.3.1), avem că potent, ialele newtoniene satisfac
următoarele ecuat, ii (̂ın sensul distribut, iilor)

∆(NRnf)−∇(QRnf) = f, div (NRnf) = 0, ı̂n Rn, (1.3.11)

s, i
∆(ND±f)−∇(QD±f) = f, div (ND±f) = 0, ı̂n D±. (1.3.12)

1.3.3 Potent, ialele de strat asociate sistemului Stokes s, i rezultate afe-
rente

În această subsect, iune, ne preocupăm de operatori de potent, ial de simplu strat s, i de dublu strat
asociat, i sistemului Stokes. Scopul nostru este să le oferim definit, iile, proprietăt, ile lor de mapare
relat, iile lor de salt s, i să le specificăm comportamentul acestora la infinit. În cele ce urmează lucrăm
ı̂n cadrul Ipotezei 1.1.6 s, i ı̂n plus, presupunem că domeniul Lipschitz mărginit D+ are o frontieră
conexă Γ.

În primul rând, să ne concentrăm asupra potent, ialelor de viteză s, i presiune de simplu strat,
asociate sistemului Stokes (a se vedea, de exemplu, [85, Relat, ia (4.24), Relat, ia (4.27)]).

Definit, ia 1.3.3. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie ϕ ∈ H−
1
2 (Γ)n. Definim potent,ialul

viteză de simplu strat VΓϕ s, i potent,ialul presiune asociat acestuia QsΓϕ pentru sistemul Stokes
astfel

(VΓϕ) := 〈G(x, ·),ϕ〉Γ, (Qs
Γϕ) := 〈P(x, ·),ϕ〉Γ, ∀ x ∈ Rn \ Γ. (1.3.13)

T, inând cont de relat, ia (1.3.1), avem faptul că perechea (VΓϕ,QsΓϕ) satisface sistemul Stokes
omogen

∆(VΓϕ)−∇(QsΓϕ) = 0, div (VΓϕ) = 0 (1.3.14)

ı̂n Rn \ Γ.
Următoarea teoremă oferă câteva proprietăt, i de mapare utile pentru operatorii potent, iali de

simplu strat asociat, i sistemului Stokes (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.4]).
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Teorema 1.3.4. Considerăm ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Atunci operatorii

(VΓ)|D+ : H−
1
2 (Γ)n → H1(D+)n, (QsΓ)|D+ : H−

1
2 (Γ)n → L2(D+) (1.3.15)

sunt liniari s, i mărginit,i. Mai mult, pentru n = 3, avem că operatorii

(VΓ)|D− : H−
1
2 (Γ)3 → H1(D−)3, (QdΓ)|D− : H−

1
2 (Γ)3 → L2(D−) (1.3.16)

sunt liniari s, i mărginit,i, unde spat,iul Sobolev ponderat H1(D−)3 este dat de relat,ia (1.1.28).

În al doilea rând, ne concentrăm pe potent, ialele viteză s, i presiune de dublu strat, asociate
sistemului Stokes (a se vedea, de exemplu, [85, Relat, ia (4.25), Relat, ia (4.28)]).

Definit, ia 1.3.5. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie φ ∈ H 1
2 (Γ)n. Atunci, potent,ialul viteză

de dublu strat WΓφ s, i potent,ialul presiune asociat QdΓφ pentru sistemul Stokes sunt date de

(WΓφ)k(x) :=

∫
Γ

Sjkl(y,x)νl(y)φj(y)dσy, ∀ x ∈ Rn \ Γ,

(QdΓφ)(x) :=

∫
Γ

Rjl(x,y)νl(y)φj(y)dσy, ∀ x ∈ Rn \ Γ,

(1.3.17)

unde ν(νl)l=1,n este vectorul normal unitar la D+, definit a.p.t. pe Γ.

Folosit relat, ia (1.3.5), avem că perechea (WΓφ,QdΓφ) satisface sistemul Stokes omogen

∆(WΓφ)−∇(QdΓφ) = 0, div (WΓφ) = 0 (1.3.18)

ı̂n Rn \ Γ.
Mai mult, să introducem versiunea pe frontieră a potent, ialului viteză de dublu strat al sistemului

Stokes in sensul valorii principale (a se vedea, de exemplu, [85, Relat, ia (4.44)]).

Definit, ia 1.3.6. Definim valoarea principală a lui WΓφ, notată cu KΓφ astfel

(KΓφ)k(x) : = p.v.

∫
Γ

Sjkl(y,x)νl(y)φj(y)dσy

= lim
ε→0

∫
Γ\(Γ∩B(x,ε))

Sjkl(y,x)νl(y)φj(y)dσy,
(1.3.19)

pentru x ∈ Γ, ı̂n care această limită este definită.

De asemenea, următorul rezultat ne oferă proprietăt, i utile de mapare ale operatorilor potent, iali
dublu strat pentru sistemul Stokes (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.4]).

Teorema 1.3.7. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Atunci operatorii

(WΓ)|D+ : H
1
2 (Γ)n → H1(D+)n, (QdΓ)|D+ : H

1
2 (Γ)n → L2(D+), (1.3.20)

sunt liniari s, i mărginit,i. Mai mult, pentru n = 3, avem că operatorii

(WΓ)|D− : H
1
2 (Γ)3 → H1(D−)3, (QdΓ)|D− : H

1
2 (Γ)3 → L2(D−) (1.3.21)

sunt de asemenea liniari s, i mărgint,i.
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Să oferim, de asemenea, lema care descrie relat, iile de salt ale potent, ialelor de simplu s, i dublu
strat pentru sistemul Stokes, ı̂n cadrul spat, iilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.4], [85,
Propozit, ia 4.2.2, Propozit, ia 4.2.5, Propozit, ia 4.2.9, Corolar 4.3.2, Teorema 5.3.6, Teorema 5.4.1]).

Lema 1.3.8. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută.

(i) Pentru ϕ ∈ H− 1
2 (Γ)n s, i φ ∈ H

1
2 (Γ)n, relat,iile de salt

TrD+(VΓϕ) = TrD−(VΓϕ) =: VΓϕ,

TrD±(WΓφ) =

(
∓1

2
I + KΓ

)
φ,

tD±(VΓϕ,QsΓϕ) =

(
±1

2
I + K∗Γ

)
ϕ,

tD+(WΓφ,QdΓφ) = tD−(WΓφ,QdΓφ) =: DΓφ

(1.3.22)

au loc a.p.t. pe Γ, unde K∗Γ : H−
1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n este adjunctul operatorului potent,ial de

dublu strat KΓ : H
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n.

(ii) Operatorii de potent,ial de strat Stokes

VΓ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n, KΓ : H

1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n,

K∗Γ : H−
1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n, DΓ : H

1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n,

(1.3.23)

sunt liniari s, i mărginit,i. Mai mult, operatorul VΓ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n este un operator

Fredholm de index zero s, i nucleul acestuia, Ker VΓ, este

Ker {VΓ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n} = Rν. (1.3.24)

Avem următoarea observat, ie utilă.

Observat, ia 1.3.9. Dacă f s, i g sunt două funct,ii definite ı̂ntr-o vecinătate a unui punct x (care
poate fi s, i ∞), atunci

f(x) = O(g(x))⇔ |f(x)|
|g(x)|

este mărginit. (1.3.25)

Să ı̂ncheiem această subsect, iune precizând formulele asimptotice care sunt satisfăcute de
potent, ialele de strat asociate sistemului Stokes la infinit (a se vedea, de exemplu, [54, Relat, ia
(3.14)])

(VΓϕ)(x) = O(ln|x|), (QsΓϕ)(x) = O(|x|−1) pentru |x| → ∞, n = 2

(VΓϕ)(x) = O(|x|2−n), (QsΓϕ)(x) = O(|x|1−n) pentru |x| → ∞, n ≥ 3

(WΓφ)(x) = O(|x|1−n), (QdΓφ)(x) = O(|x|−n) pentru |x| → ∞, n ≥ 2.

(1.3.26)

1.4 Potent, ialele de strat Brinkman s, i proprietăt, ile acestora

În această sect, iune considerăm solut, ia fundamentală pentru sistemul Brinkman ı̂n Rn, n ≥ 2,
iar apoi definim operatori potenţiali de strat care sunt utili ı̂n analiza problemelor de transmisie
ce apar ı̂ns capitolele următoare. Sursele utilizate ı̂n pregătirea acestei sect, iuni sunt [49], [54], [56],
[52].
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1.4.1 Sistemul Brinkman s, i solut, ia sa fundamentală

Fie α > 0 o constantă dată. Fie (Gα(·, ·),Pα(·, ·)) ∈ D′(Rn × Rn)n×n × D′(Rn × Rn)n solut, ia
fundamentală a sistemului Brinkman, unde Gα(·, ·) este tensorul viteză fundamental s, i Pα(·, ·)
este vectorul presiune fundamental asociate sistemului Brinkman system ı̂n Rn. Atunci, perechea
(Gα(·, ·),Pα(·, ·)) satisface ecuat, iile

∆xG
α(x,y)− αGα(x,y)−∇xP

α(x,y) = −δy(x)I, divxG
α(x,y) = 0. (1.4.1)

Reamintim că δy este distribut, ia lui Dirac cu masă ı̂n y s, i operatorii diferent, iali ∆x, ∇x s, i divx

act, ionează ı̂n raport cu variabila x.
Componenetele solut, iei fundamentale (Gα(Gαjk),P

α(Pαk )) sunt date de (a se vedea, de exemplu,
[54, Relat, ia (2.29)], [106])

Gαjk(x,y) :=
1

2ωn

{
δjk

|y− x|n−2
E1(α|y− x|) +

xjxk
|y− x|n

E2(α|y− x|)
}
,

Pαk (x,y) =
1

ωn

xk
|y− x|n

,

(1.4.2)

unde

E1(s) :=

(
s
2

)n
2
−1
Kn

2
−1(s)

Γ
(
n
2

) + 2

(
s
2

)n
2 Kn

2
(s)

s2 · Γ
(
n
2

) − 1

s2
,

E2(s) :=
n

s2
− 4

(
s
2

)n
2

+1
Kn

2
+1(s)

s2 · Γ
(
n
2

) ,

(1.4.3)

s, i Kβ este funct, ia Bessel de spet,a a doua de ordin β ≥ 0, Γ(·) este funct, ia Gamma a lui Euler.
Reamintim că δjk este simbolul lui Kronecher s, i ωn este măsura sferei unitate Sn−1 ı̂n Rn, n ≥ 2.

Mai mult, fie Sα(Sαjkl) s, i Rα(Rαjk) tensorii tensiune s, i presiune asociat, i sistemului Brinkman.
Componentele acestora sunt (a se vedea, de exemplu, [54, Relat, ia (2.31) s, i Relat, ia (2.32)])

Sαjkl(x,y) :=
1

ωn

{
δjl

xj
|y− x|n

E1(α|y− x|) +
δjlxi + δijxl
|y− x|n

E2(α|y− x|) +
xixjxl
|x|n+2

E3(α|y− x|)
}
,

Rαjk(x,y) :=
1

2π

{
−(yi − xi)

4(yk − xk)
|y− x|4

− (α|y− x|2 log |y− x|+ 2)
δik

|y− x|2

}
, n = 2,

Rαjk(x,y) :=
1

ωn

{
−(yi − xi)

2n(yk − xk)
|y− x|n+2

+
2δik
|y− x|n

− α 1

n− 2

1

|y− x|n−2
δik

}
, n ≥ 3,

(1.4.4)
unde

E1(s) := 8

(
s
2

)n
2

+1
Kn

2
+1(s)

s2 · Γ
(
n
2

) − 2n

z2
+ 1

E2(s) := 8

(
s
2

)n
2

+1
Kn

2
+1(s)

s2 · Γ
(
n
2

) + 2

(
s
2

)n
2 Kn

2
(s)

Γ
(
n
2

) − 2n

s2

E3(s) := −16

(
s
2

)n
2

+2
Kn

2
+2(s)

s2 · Γ
(
n
2

) +
2n(n+ 2)

s2
.

(1.4.5)

Pentru x,y ∈ Rn, x 6= y, perechea (Sα(Sαjkl),R
α(Rαjk)) satisface sistemul Brinkman

∆xS
α
jkl(x,y)− αSαjkl(x,y)−

∂Rαjk(y,x)

∂xk
= 0,

∂Sαjkl(x,y)

∂xk
= 0. (1.4.6)
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1.4.2 Potent, ialul de volum asociat sistemului Brinkman s, i proprietăt, ile
acestuia

Scopul acestei subsect, iuni este de a introduce operatorii potent, iali newtonieni (de volum) asociat, i
sistemului Brinkman s, i de a oferi proprietăt, ile lor de mapare. În acest scop, luăm ı̂n considerare
domeniile Lipschitz D± descrise ı̂n Ipoteza 1.1.6 s, i vom lua ı̂n considerare solut, ia fundamentală a
sistemului Brinkman, adică perechea (Gα(·, ·),Pα(·, ·)) ∈ D′(Rn × Rn)n×n × D′(Rn × Rn)n dată de
relat, ia (1.4.2).

Definit, ia 1.4.1. Fie α > 0 o constantă dată. Pentru f ∈ H−1(Rn)n, definim potent,ialele newto-
niene (de volum) viteză s, i presiune pentru sistemul Brinkman astfel

(Nα,Rnf)(x) := −〈Gα(x, ·), f〉Rn , (Qα,Rnf)(x) := −〈Pα(x, ·), f〉Rn . (1.4.7)

Mai mult, potent,ialele newtoniene (de volum) viteză şi presiune asociate sistemului Brinkman ı̂n
D±, sunt date de

Nα,D±f := (Nα,Rnf)|D± , Qα,D±f := (Qα,Rnf)|D± . (1.4.8)

Reaminitim faptul că |D± este operatorul de restrict,ie la D±, care act,ionează asupra distribut,iilor cu
valori vectoriale sau cu valori scalare ı̂n Rn.

Următorul rezultat descrie proprietăt, ile de mapare ale operatorilor potent, iali newtonieni (de
volum) ı̂n cadrul spat, iilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.3]).

Teorema 1.4.2. Fie α > 0 o constantă dată. Operatori potent,iali newtonieni (de volum) viteză s, i
presiune asociat,i sistemului Brinkman, dat,i de relat,ia (1.4.7),

Nα,Rn : H−1(Rn)n → H1(Rn)n, Qα,Rn : H−1(Rn)n → L2(Rn),

Qα,R3 : H−1(R3)3 →M(R3)
(1.4.9)

sunt operatori liniari s, i continui. Mai mult, operatorii potent,iali newtonieni (de volum) viteză s, i
presiune asociat,i sistemului Brinkman, introdus, i de relat,ia (1.4.8),

Nα,D+ : H̃−1(D+)n → H1(D+)n, Qα,D+ : H̃−1(D+)n → L2(D+) (1.4.10)

s, i

Nα,D− : H̃−1(D−)3 → H1(D−)3, Qα,D− : H̃−1(D−)3 →M(D−), (1.4.11)

ı̂n cazul n = 3, sunt operatori liniari s, i continui, iar spat,iile M(R3) s, i M(D−) sunt date de Definit,ia
2.1.1.

Finalmente, luând ı̂n considerare relat, ia (1.4.1), avem că potent, ialele newtoniene (de volum)
asociate sistemului Brinkman, introduse ı̂n Definit, ia 1.4.1 satisfac ecuat, iile (̂ın sens distribut, ional)

∆(Nα,Rnf)− α(Nα,Rnf)−∇(Qα,Rnf) = f, div (Nα,Rnf) = 0, ı̂n Rn, (1.4.12)

respectiv

∆(Nα,D±f)− α(Nα,D±f)−∇(Qα,D±f) = f, div (Nα,D±f) = 0, ı̂n D±. (1.4.13)
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1.4.3 Potent, ialele de strat asociate sistemului Brinkman s, i rezultate
aferente

În această subsect, iune, luăm ı̂n considerare operatorii potent, iali de simplu strat, respectiv de
dublu strat asociat, i sistemului Brinkman. Le oferim definit, iile, proprietăt, ile lor de mapare, relat, iile
lor de salt s, i le descriem comportamentul la infinit. Ca s, i ı̂n sect, iunea anterioară, considerăm cadrul
oferit de Ipoteza 1.1.6 s, i fie D+ un domeniu Lipschitz mărginit cu granit,a conexă Γ.

În primul rând, să ne concentrăm pe potent, ialele de viteză s, i presiune de simplu strat, asociate
sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [56, Relat, ia (3.6)], [54, Relat, ia (3.1)]).

Definit, ia 1.4.3. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie α > 0 o constantă dată. Fie ϕ ∈
H−

1
2 (Γ)n. Definim potent,ialul viteză de simplu strat Vα,Γϕ s, i potent,ialul presiune asociat acestuia

Qsα,Γϕ pentru sistemul Brinkman, astfel

(Vα,Γϕ) := 〈Gα(x, ·),ϕ〉Γ, (Qsα,Γϕ) := 〈Pα(x, ·),ϕ〉Γ, ∀ x ∈ Rn \ Γ. (1.4.14)

T, inând cont de relat, ia (1.4.1), avem că perechea (Vα,Γϕ,Qsα,Γϕ) satisface sistemul Brinkman
omogen

∆(Vα,Γϕ)− α(Vα,Γϕ)−∇(Qsα,Γϕ) = 0, div Vα,Γϕ = 0 (1.4.15)

ı̂n Rn \ Γ.
Următoarea teoremă oferă câteva proprietăt, i utile de mapare ale potent, ialelor de simplu strat

asociate sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [54, Lema 3.1], [52, Lema A.8]).

Teorema 1.4.4. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie α > 0 o constantă dată. Atunci opera-
torii

(Vα,Γ)|D+ : H−
1
2 (Γ)n → H1(D+)n, (Qsα,Γ)|D+ : H−

1
2 (Γ)n → L2(D+), (1.4.16)

sunt liniari s, i mărginit,i. Mai mult, pentru n = 3, avem că operatorii

(Vα,Γ)|D− : H−
1
2 (Γ)3 → H1(D−)3, (Qsα,Γ)|D− : H−

1
2 (Γ)3 → L2(D−) (1.4.17)

sunt de asemenea liniari s, i mărginit,i.

În al doilea rând, ne concentrăm pe potent, ialele de viteză s, i presiune de dublu strat, asociate
sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [56, Relat, ia (3.7)]).

Definit, ia 1.4.5. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie α > 0 o constantă dată. Fie φ ∈
H

1
2 (Γ)n. Definim potent,ialul de dublu strat Wα,Γφ s, i potent,ialul presiune asociat acestuia Qdα,Γφ

pentru sistemul Brinkman, astfel

(Wα,Γφ)k(x) :=

∫
Γ

Sαjkl(y,x)νl(y)φj(y)dσy, ∀ x ∈ Rn \ Γ,

(Qdα,Γφ)(x) :=

∫
Γ

Rαjl(x,y)νl(y)φj(y)dσy, ∀ x ∈ Rn \ Γ.

(1.4.18)

Reamintim faptul că ν(νl)l=1,n este vectorul normal unitate la D+, definit a.p.t. pe Γ.

Datorită relat, iei (1.4.6), perechea (Wα,Γφ,Qdα,Γφ) satisface sistemul Brinkman omogen

∆(Wα,Γφ)− α(Wα,Γφ)−∇(Qdα,Γφ) = 0, div (Wα,Γφ) = 0 (1.4.19)

ı̂n Rn \ Γ.
Mai mult, introducem versiunea pe frontieră a potent, ialului viteză de dublu strat asociat siste-

mului Brinkman cu ajutorul valorii principale (a se vedea, de exemplu, [56, Relat, ia (3.8)]).
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Definit, ia 1.4.6. Fie α > 0 o constantă dată. Definim valoarea principală a Wα,Γφ, notată cu
Kα,Γφ astfel

(Kα,Γφ)k(x) : = p.v.

∫
Γ

Sαjkl(y,x)νl(y)φj(y)dσy

= lim
ε→0

∫
Γ\(Γ∩B(x,ε))

Sαjkl(y,x)νl(y)φj(y)dσy,
(1.4.20)

pentru x ∈ Γ, unde limita aceasta este definită.

De asemenea, ment, ionăm câteva proprietăt, i utile de mapare ale potent, ialelor de dublu strat ı̂n
următoarea afirmat, ie (a se vedea, de exemplu, [54, Lema 3.1], [52, Lema A.8]).

Teorema 1.4.7. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie α > 0 o constantă dată. Atunci opera-
torii

(Wα,Γ)|D+ : H
1
2 (Γ)n → H1(D+)n, (Qdα,Γ)|D+ : H

1
2 (Γ)n → L2(D+) (1.4.21)

sunt liniari s, i mărginit,i. Mai mult, pentru n = 3, avem că operatorii

(Wα,Γ)|D− : H
1
2 (Γ)3 → H1(D−)3, (Qdα,Γ)|D− : H

1
2 (Γ)3 →M(D−) (1.4.22)

sunt de asemenea liniari s, i mărginit,i s, i spat,iul M(D−) este dat de Definit,ia 2.1.1.

În continuare, ne preocupăm de relat, iile de salt pentru potent, ialele de simplu s, i dublu strat
asociate sistemului Brinkman, ı̂n cadrul spat, iilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [54, Lema 3.1],
[52, Lema A.4]).

Lema 1.4.8. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută. Fie α > 0 o constantă dată.

(i) Fie ϕ ∈ H− 1
2 (Γ)n s, i φ ∈ H

1
2 (Γ)n. Atunci formulele de salt

TrD+(Vα,Γϕ) = TrD−(Vα,Γϕ) := Vα,Γϕ,

TrD±(Wα,Γφ) =

(
∓1

2
I + Kα,Γ

)
φ,

tα,D±(Vα,Γϕ,Qsα,Γϕ) =

(
±1

2
I + K∗α,Γ

)
ϕ,

tα,D+(Wα,Γφ,Qdα,Γφ) = tα,D−(Wα,Γφ,Qdα,Γφ) = Dα,Γφ

(1.4.23)

au loc a.p.t. pe Γ, unde K∗α,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n este adjunctul operatorului de dublu strat

Kα,Γ : H
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n.

(ii) Operatorii

Vα,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n, Kα,Γ : H

1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n,

K∗α,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n, Dα,Γ : H

1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n

(1.4.24)

sunt liniari s, i mărginit,i. Mai mult, operatorul Vα,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n este un operator

Fredholm de index zero s, i spat,iul nul al acestuia, Ker Vα,Γ, este

Ker {Vα,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n} = Rν. (1.4.25)
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Să introducem operatorii

Vα,0,Γ := Vα,Γ − VΓ, Kα,0,Γ := Kα,Γ −KΓ,

K∗α,0,Γ := K∗α,Γ −K∗Γ, Dα,0,Γ := Dα,Γ − DΓ,
(1.4.26)

operatori ce vor fi denumit, i operatori potent, iali de strat complementari. Reamintim faptul că
operatorii VΓ, KΓ, K∗Γ s, i DΓ sunt introdus, i ı̂n Lema 1.3.8 care cont, ine relat, iile de salt ale potent, ialelor
de strat asociate sistemului Stokes. Avem următoarea lemă (a se vedea, de exemplu, [54, Teorema
3.1]).

Lema 1.4.9. Operatorii potent,iali de strat complementari

Vα,0,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n, Kα,0,Γ : H

1
2 (Γ)n → H

1
2 (Γ)n,

K∗α,0,Γ : H−
1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n, Dα,0,Γ : H

1
2 (Γ)n → H−

1
2 (Γ)n,

(1.4.27)

sunt compact,i a.p.t. pe Γ.

Acum, oferim formulele asimptotice (vezi Observat, ia 1.3.9) care specifică comportamentul la
infinit al potent, ialelor de strat asociate sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [54, Relat, ia
(3.12)])

(Vα,Γϕ)(x) = O(|x|−n), (Wα,Γφ)(x) = O(|x|1−n) pentru |x| → ∞, n ≥ 2

(Qsα,Γϕ)(x) = O(|x|−1), (Qdα,Γφ)(x) = O(ln|x|) pentru |x| → ∞, n = 2

(Qsα,Γϕ)(x) = O(|x|1−n), (Qdα,Γφ)(x) = O(|x|2−n) pentru |x| → ∞, n ≥ 3.

(1.4.28)

Observat, ia 1.4.10. Rezultatele prezentate ı̂n Sect,iunea 1.3 s, i ı̂n Sect,iunea 1.4, inclusiv definit,iile
potent,ialelor de strat, pot fi extinse la cazul sistemului Stokes (sau Brinkman) cu coeficient,i variabili
(care apart,in spat,iului L∞) utilizând o abordare variat,ională (a se vedea, de exemplu, [58], [59], [60],
[67]).

35



2

Probleme cu valori pe frontieră liniare de tip
transmisie legate de sistemele Stokes s, i Brinkman

Acest capitol tratează anumite probleme liniară de tip transmisie ı̂n care sunt implicate sistemul
Stokes, sistemul Brinkman s, i o versiune generalizată a sistemului Brinkman (vezi relat, ia (1.2.21)) ı̂n
domenii Lipschitz ı̂n cadru euclidian (vezi Ipoteza 1.1.6 s, i Ipoteza 1.1.7). Cont, inutul acestui capitol
urmăres,te rezultatele obt, inute ı̂n lucrările [6], [7], [8].

Prezentăm s, i demonstrăm rezultate de bine-punere pentru următoarele probleme cu valori pe
frontieră. În primul rând, tratăm problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Brinkman
generalizat s, i Stokes ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3. În al doilea rând, analizăm problema
Poisson de tip de transmisie pentru sistemul Brinkman generalizat s, i sistemul Brinkman clasic ı̂n
domenii complementare Lipschitz ı̂n R3. În continuare, investigăm problema Poisson de tip Robin-
transmisie pentru sistemul Brinkman ı̂n cadrul euclidian furnizat de Ipoteza 1.1.7.

Să remarcăm faptul că sistemul Stokes poate fi văzut ca un caz particular al sistemului Brinkman.
Chiar s, i ı̂n acest caz, am separat studiul problemelor de transmisie care implică sistemul Brinkman
s, i Stokes de problemele de transmisie care implică doar sistemul Brinkman. O astfel de distinct, ie
poate fi justificată prin prisma diferitelor aplicat, ii practice ale acestor probleme (a se vedea, de
exemplu, [15], [52]). Mai mult, spat, iile ı̂n care căutăm solut, iile pentru fiecare dintre problemele de
transmisie studiate sunt diferite. Anume, dacă lucrăm cu sistemul Stokes ı̂ntr-un domeniu exterior
(nemărginit), folosim spat, ii Sobolev ponderate. În schimb, dacă lucrăm cu sistemul Brinkman
ı̂ntr-un domeniu exterior nemărginit, folosim spat, iile Sobolev clasice.

Pentru a obt, ine rezultatele prezentate ı̂n acest capitol, principalele instrumente de investigat, ie
pe care le-am folosit sunt teoria potent, ialului s, i teoria operatorilor Fredholm. Într-adevăr, utilizând
potent, ialele de strat Stokes, potent, ialele de strat Brinkman, rezultate privind operatorii Fredholm s, i
formule Green, construim solut, ii unice pentru problemele noastre cu valori pe frontieră considerate.

În cele ce urmează, să ment, ionăm câteva lucrări anterioare care au contribuit la investigarea
problemelor cu valoari pe frontieră eliptice. În primul rând, să reamintim lucrarea autorilor Fabes,
Kenig s, i Verchota [31] care se referă la investigarea problemei Dirichlet pentru sistemul Stokes ı̂ntr-
un domeniu Lipschitz ı̂n Rn. Aces,tia au oferit formule de reprezentare ı̂n termeni de potent, ial de
strat pentru solut, ie. Costabel [20] a studiat potent, ialele de simplu s, i dublu strat pentru operatori
diferent, iali eliptici de ordinul doi pe domenii Lipschitz, ı̂n context euclidian s, i a furnizat rezultate de
continuitate s, i regularitate. Dalla Riva, Lanza de Cristoforis s, i Musolino [23] au analizat problemele
cu valori pe frontieră pentru ecuat, ia lui Laplace ı̂n domenii perturbate singular, cu accent pe
domeniile cu găuri mici.

Varnhorn [105] a folosit teoria potent, ialului pentru a construi o solut, ie explicită a sistemului
Stokes rezolvent ı̂ntr-un domeniu mărginit ı̂n R3 cu frontieră de clasă C2. De asemenea, Varnhorn
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[106] a furnizat o teorie a solvabilităt, ii pentru sistemul Stokes ı̂n domenii exterioare s, i a anali-
zat existent,a unor solut, ii tari ı̂n spat, ii Sobolev s, i alte proprietăt, i. Medkova [74] a folosit metoda
ecuat, iilor integrale pentru a obt, ine solut, ii ı̂n L2 pentru problema de transmisie, problema Robin-
transmisie s, i problema Dirichlet-transmisie pentru sistemul Brinkman, ı̂n timp ce ı̂n [75], dumneaei
a folosit aceeas, i metodă pentru a studia problema de transmisie pentru sistemul Stokes, ı̂n spat, ii
Sobolev omogene ı̂n domenii Lipschitz ı̂n R3. Medkova [76] a studiat, de asemenea, problema Diri-
chlet pentru sistemul Stokes rezolvent cu date mărginite pe frontieră ı̂n cadrul domeniilor mărginite
s, i nemărginite cu frontieră Lyapunov compactă. Chkadua, Mikhailov s, i Natroshvili [16] au folosit
potent, iale integrale localizate asociate operatorului Laplace pentru a reduce problemele cu valori pe
frontieră pentru ecuat, ii cu derivate part, iale (EDP) cu coeficient, i variabili, ı̂n formă de divergent,a,
eliptice de ordinul doi, la sisteme de ecuat, ii integrale singulare localizate domeniu-frontieră. Escau-
riaza s, i Mitrea [30] au folosit metode de potent, iale de strat pentru a obt, ine rezultatul de bine-punere
a problemei de transmisie pentru Laplacian ı̂n prezent,a unei interfet,e Lipschitz cu date pe frontieră
care apart, in spat, iilor Lebesgue s, i Hardy. Lucrarea lui Mitrea s, i Wright [85] se referă s, i la proble-
mele cu valori pe frontieră de tip transmisie pentru sistemul Stokes ı̂n domenii Lipschitz ı̂n context
euclidian, pentru n ≥ 2.

Autorii lucrării [56] au obt, inut un rezultat de bine-puneere pentru o problemă liniară de tip
Robin-transmisie pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz adiacente ı̂n Rn, n ≥ 2
cu condit, ii de transmisie liniară pe interfat,a Lipschitz s, i condit, ii Robin pe frontiera rămasă. Kohr,
Wendland s, i Lanza de Cristoforis [54] au analizat o problemă neliniară de tip Neumann-transmisie
pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz euclidiene cu date pe frontieră ı̂n spat, ii Lp,
Sobolev s, i Besov. Fericean, Groşan, Kohr s, i Wendland [34] au tratat probleme pe interfat, ă cu valori
pe frontieră de tip Robin-transmisie pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz ı̂n
Rn pentru n ≥ 3 s, i cu date pe frontieră ı̂n Lp sau spat, ii Sobolev. Fericean s, i Wendland [35]
au folosit teoria potent, ialului pentru a obt, ine rezultate de bine-punere pentru o problemă de tip
Dirichlet-transmisie pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz ı̂n Rn pentru n ≥ 3.
Autorii lucrării [52] au obt, inut de bine-punere pentru o problemă de transmisie pentru sistemele
Stokes s, i Brinkman ı̂n domenii complementare Lipschitz ı̂n R3 ı̂n spat, ii Sobolev ponderate prin
utilizarea tehnicilor de potent, ial de strat. În [78], Mikhailov s, i Portillo au studiat o problemă cu
valori pe frontieră mixtă pentru sistemul Stokes compresibil stat, ionar cu vâscozitate variabilă ı̂ntr-
un domeniu exterior din R3 prin intermediul ecuat, iilor integrale domeniu-frontieră (BDIE). Mitrea,
Mitrea s, i Mitrea [79] au demonstrat rezultate de bine-punere s, i de solvabilitate Fredholm pentru
problemele cu valori pe frontieră pentru sisteme eliptice omogene cu coeficient, i constant, i, de ordinul
doi, ı̂n domenii generale.

În ceea ce prives,te setarea colectoarelor, să ment, ionăm că Kohr, Pintea s, i Wendland [63] au
dezvoltat o analiză potent, ială pentru anumit, i operatori matriceali pseudodiferent, iali pe domeniile
Lipschitz ı̂n varietăt, i Riemmaniene compacte s, i au studiat problemele Dirichlet-transmisie pentru
operatori Brinkman ı̂n domenii Lipschitz ı̂n varietăt, i Riemmaniene compacte. De asemenea, Kohr,
Mikhailov s, i Wendland [57] au investigat o problemă de transmisie liniară pentru Stokes s, i sis-
temul Brinkman generalizat ı̂n două domenii Lipschitz complementare ı̂ntr-o varietate compactă
Riemanniană de dimensiune m ≥ 2.

Mai recent, o mare atent, ie a fost ı̂ndreptată către EDP cu coeficient, i variabili. Ret, inet, i că
lucrările lui Kohr, Mikhailov s, i Wendland [58], [59], [60] se referă la analiza sistemului Stokes
anizotrop cu tensor cu coeficient, i ı̂n L∞. Ei investighează diverse probleme cu valori pe frontieră,
de tip Dirichlet, de tip transmisie s, i au discutat, de asemenea, potent, iale pentru acest sistem
anizotrop.
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2.1 Problema de tip Dirichlet pentru sistemul Brinkman

ı̂ntr-un domeniu exterior

Scopul acestei sect, iuni este unul dublu. În primul rând, introducem un spat, iu funct, ional special,
care este implicat ı̂n proprietăt, ile de mapare ale potent, ialelor Newtoniene pentru sistemul Brinkman
(vezi relat, ia (1.4.10) a Teoremei 1.4.2). În al doilea rând, studiem o problemă exterioară cu valori pe
frontieră de tip Dirichlet pentru sistemul Brinkman, problemă care este implicată ı̂n demonstrarea
rezultatelor noastre de bine-punere (vezi Teorema 2.3.1, Teorema 2.3.3, Teorema 3.3.1).

În cele ce urmează, notăm cu D fie R3, D+ fie D−, domenii ce sunt descrise ı̂n Ipoteza 1.1.6,
pentru n = 3. Să introducem spat, iul H−1

curl(D)3 astfel

H−1
curl(D)3 := {h ∈ H−1(D)3 : curl h = 0}.

Definit, ia 2.1.1. Fie D unul din domeniile descrise ı̂n Ipoteza 1.1.6, pentru n = 3. Definim spat,iul
M(D) prin

M(D) := {g ∈ L2(ρ−1,D) : ∇g ∈ H−1
curl(D)3}. (2.1.1)

Acum, să notăm cu M′(D) dualul spat, iului M(D), avem următorul lant, de scufundări continue
(a se vedea, de exemplu, [52, (A.24)])

L2(ρ,D) ⊂M′(D) ⊂ L2(D) ⊂M(D) ⊂ L2(ρ−1,D) ⊂ L2
loc(D). (2.1.2)

Mai departe, ne preocupam de doua rezultate importante. În primul rând, analizăm problema
Dirichlet exterioară pentru sistemul clasic Brinkman ı̂n H1(D−)3×M(D−), unde D− este domeniul
Lipschitz exterior introdus ı̂n Ipoteza 1.1.6, ı̂n cazul n = 3. Avem următorul rezultat de bine-
punere (vezi, [6, Teorema A.1], [52, Lema A.2], s, i [105, Prop. 4.5] ı̂n cazul unui domeniu exterior
cu frontieră de clasă C2).

Teorema 2.1.2. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută pentru n = 3. Fie α > 0 o constantă dată.
Atunci, problema Dirichlet exterioară pentru sistemul Brinkman

∆u− αu−∇π = 0 ı̂n D−,

div u = 0 ı̂n D−,

TrD−u = h ∈ H
1
2 (Γ)3 pe Γ,

u(x) = O(|x|−2),∇u(x) = O(|x|−1), π(x) = O(|x|−1) pentru |x| → ∞,

(2.1.3)

are o solut,ie unică ı̂n H1(D−)3 ×M(D−).

Încheiem această sect, iune cu un rezultat, care arată că dacă avem o pereche (v, p) ∈ H1(D−)3×
M(D−) satisface sistemul Brinkman ı̂ntr-un domeniu Lipschitz exterior, atunci condit, ii de cres,tere
descrise ı̂n problema (2.1.3) sunt de asemenea satisfăcute (vezi [6, Lema A.2], [52, Lema A.2]).

Lema 2.1.3. Considerăm Ipoteza 1.1.6 satisfăcută pentru n = 3. Fie α > 0 o constantă dată.
Dacă perechea (v, p) ∈ H1(D−)3 ×M(D−) satisface

∆v− αv−∇p = 0, div v = 0 ı̂n D−, (2.1.4)

atunci
v(x) = O(|x|−2),∇v(x) = O(|x|−1), p(x) = O(|x|−1) pentru |x| → ∞. (2.1.5)
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2.2 Problema de transmisie pentru un sistem de tip Brin-

kman si sistemul Stokes ı̂n domenii Lipschitz comple-

mentare ı̂n R3

În această sect, iune, ne propunem să enunt, ăm s, i să demonstrăm un rezultat de bine-punere,
pentru o problemă de tip transmisie, care a fost obt, inută ı̂n contextul Ipotezei 1.1.6 pentru n = 3,
adică, domenii Lipschitz complementare ı̂n R3. Considerăm o versiune generalizată a sistemului
Brinkman ı̂n domeniul Lipschitz mărginit D+ s, i sistemul Stokes ı̂n domeniul Lipschitz complementar
D−. De asemenea, avem următoarea ipoteză pe care o vom folosi ulterior.

Ipoteza 2.2.1. Fie n ≥ 2. Fie L ∈ L∞(Γ)n×n o funct,ie cu valori ı̂n mult,imea matricilor simetrice,
care satisface următoarea condit,ie de nenegativitate

〈Lu,u〉Γ ≥ 0, (2.2.1)

pentru orice u ∈ L2(Γ)n.

Să considerăm spat, iul ı̂n care cătăm solut, iile noastre,

Xw := H1
div(D+)3 × L2(D+)×H1

div(D−)3 × L2(D−) (2.2.2)

respectiv, spat, iul datelor problemei,

Yw := H̃−1(D+)3 × H̃−1(D−)3 ×H
1
2 (Γ)3 ×H−

1
2 (Γ)3. (2.2.3)

Problema Poisson de tip transmisie, pentru sistemele Stokes s, i Brinkman generalizat, considerată
este 

∆u+ − Pu+ −∇π+ = f+|D+ in D+,

∆u− −∇π− = f−|D− in D−,

div u± = 0 in D±,

TrD+u+ − TrD−u− = g on Γ,

tP,D+(u+, π+, f+)− tD−(u−, π−, f−) + LTrD+u+ = h on Γ,

(2.2.4)

ı̂n care necunoscuta este (u+, π+,u−, π−) ∈ Xw. Ret, inet, i că, prezent,a sistemului Stokes ı̂n domeniul
nemărginit Lipschitz D− justifică includerea spat, iului H1

div(D−)3 ı̂n spat, iul solut, iilor Xw furnizat de
relat, ia (2.2.2).

În consecint, ă, ı̂ncepem cu rezultatul de bine-punere care a fost obt, inut pentru problema de
transmisie (2.2.4), ı̂n cazul u∞ = 0 (vezi [7, Teorema 4.5], [52, Teorema 4.2], [57, Teorema 4.4]).

Teorema 2.2.2. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Fie P ∈ L∞(D+)3×3

astfel ı̂ncât condit,ia (1.2.22) este satisfăcută. Atunci, pentru (f+, f−,g,h) ∈ Yw date, problema
Poisson de tip transmisie pentru sistemele Stokes s, i Brinkman generalizat (2.2.4) are o solut,ie
unică (u+, π+,u−, π−) ∈ Xw. În plus, există o constantă C ≡ C(D+,D−,P ,L) > 0 astfel ı̂ncât

||(u+, π+,u−, π−)||Xw ≤ C||(f+, f−,g,h)||Yw , (2.2.5)

s, i u− tinde către zero la infinit, ı̂n sens Leray.

Acum, furnizăm rezultatul de bine-punere pentru problem de transmisie (2.2.4), ı̂n cazul u∞ 6= 0
(vezi, [7, Observat, ia 4.6], [52, Teorema 4.4]).
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Teorema 2.2.3. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Fie P ∈ L∞(D+)3×3

astfel ı̂ncât condit,ia (1.2.22) este satisfăcută. Atunci, pentru (f+, f−,g,h,u∞) ∈ Yw×R3, problema
Poisson de tip transmisie pentru sistemele Stokes s, i Brinkman generalizat (2.2.4) are o solut,ie unică

(u+, π+,u−, π−) (2.2.6)

care satisface condit,ia

(u+, π+,u− − u∞, π−) ∈ Xw. (2.2.7)

Mai mult, operatorul solut,ie asociat,

T : Yw × R3 → Xw, (2.2.8)

este liniar s, i mărginit, şi avem că există o constantă C ≡ C(D+,D−,P ,L) > 0 astfel ı̂ncât solut,ia
unică a problemei (2.2.4) satisface inegalitatea

||(u+, π+,u− − u∞, π−)||Xw ≤ C||(f+, f−,g,h,u∞)||Yw×R3 , (2.2.9)

s, i u− − u∞ tinde către zero la infinit, ı̂n sens Leray.

2.2.1 Problema de transmisie pentru sistemul Stokes ı̂n domenii Lips-
chitz complementare ı̂n R3

Această subsect, iune este dedicată studiului problemei de transmisie pentru sistemul Stokes
ı̂n domenii complementare Lipschitz ı̂n R3, adică, cadrul Ipotezei 1.1.6 for n = 3. Mai mult,
considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută, pentru n = 3. Problema de tip transmisie pentru sistemul
Stokes considerată este

∆u+ −∇π+ = f+|D+ in D+,

∆u− −∇π− = f−|D− in D−,

div u± = 0 in D±,

TrD+u+ − TrD−u− = g on Γ,

tD+(u+, π+, f+)− tD−(u−, π−, f−) + LTrD+u+ = h on Γ.

(2.2.10)

Să descriem pas, ii pe care ı̂i urmăm pentru a arăta că problema de transmisie (2.2.10), este
bine-pusă. În primul rând, enunt, ăm s, i demonstrăm următoarea lemă (vezi, [7, Lema 4.1, Corolar
4.2]).

Lema 2.2.4. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Atunci, operatorii

I + VΓL : H
1
2 (Γ)3 → H

1
2 (Γ)3,

I + LVΓ : H−
1
2 (Γ)3 → H−

1
2 (Γ)3,

(2.2.11)

sunt izomorfisme.

În al doilea rând, enunt, ăm s, i demonstrăm lema care arată că problema de transmisie (2.2.10)
are cel mult o solut, ie (u+, π+,u− − u∞, π−) ∈ Xw, unde u∞ ∈ R3 este o constantă (vezi [7, Lema
4.1], [52, Lema 4.1]).
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Lema 2.2.5. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Atunci, pentru
(f+, f−,g,h,u∞) ∈ Yw × R3, problema de tip transmisie pentru sistemul Stokes (2.2.10) are cel
mult o solut,ie (u+, π+,u−, π−) care satisface (u+, π+,u− − u∞, π−) ∈ Xw.

Să enunt, ăm s, i să demonstrăm rezultatul de bine-punere, pe care l-am obt, inut, pentru problema
de transmisie pentru sistemul Stokes ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3 ı̂n cazul u∞ = 0
(vezi [7, Teorema 4.3], [52, Teorema 4.2], [75, Teorema 5.1]).

Teorema 2.2.6. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Atunci, pentru
(f+, f−,g,h) ∈ Yw, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemul Stokes (2.2.10) are o solut,ie
unică (u+, π+,u−, π−) ∈ X. În plus, există un operator liniar s, i continuu,

S : Yw → Xw, (2.2.12)

care asociază datelor (f+, f−,g,h) ∈ Yw solut,ia unică (u+, π+,u−, π−) ∈ Xw a problemei (2.2.10),
adică, există o constantă C ≡ C(D+,D−,L) > 0 cu proprietatea că

||(u+, π+,u−, π−)||Xw ≤ C||(f+, f−,g,h)||Yw . (2.2.13)

Mai mult, u− tinde către zero la infinit, ı̂n sens Leray.

În cele din urmă, să furnizăm rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie (2.2.10)
ı̂n cazul u∞ 6= 0 (a se vedea, de exemplu, [7, Teorema 4.4], [52, Teorema 4.4]).

Teorema 2.2.7. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Atunci, pentru
(f+, f−,g,h,u∞) ∈ Yw×R3, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemul Stokes (2.2.10) are
o solut,ie unică (u+, π+,u−, π−) ce satisface condit,ia (u+, π+,u− − u∞, π−) ∈ Xw. Mai mult, există
o constantă C ≡ C(D+,D−,L) > 0 cu proprietatea că

||(u+, π+,u− − u∞, π−)||Xw ≤ C||(f+, f−,g,h,u∞)||Yw×R3 , (2.2.14)

s, i u− − u∞ tinde către zero la infinit, ı̂n sens Leray.

2.3 Problema de transmisie pentru sistemele Brinkman ge-

neralizat s, i Brinkman clasic ı̂n domenii Lipschitz com-

plementare ı̂n R3

În această sect, iune vom afirma s, i demonstra un rezultat de bine-punere, pentru o problemă de
tip transmisie, care a fost obt, inut ı̂n contextul Ipotezei 1.1.6 pentru n = 3, adică, domenii Lipschitz
Lipschitz ı̂n R3. Am luat ı̂n considerare o versiune generalizată a lui Brinkman ı̂n domeniul Lips-
chitz mărginit D+ s, i sistemul Brinkman ı̂n mult, imea Lipschitz complementară D−. De asemenea,
considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută, pentru n = 3.

Să introducem următoarele spat, ii, anume spat, iul solut, iilor,

XB := H1
div(D+)3 × L2(D+)×H1

div(D−)3 ×M(D−) (2.3.1)

s, i, respectiv, spat, iul datelor,

YB := H̃−1(D+)3 × H̃−1(D−)3 ×H
1
2 (Γ)3 ×H−

1
2 (Γ)3. (2.3.2)
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Subliniem faptul că spat, iul M(D−) este introdus ı̂n Definit, ia 2.1.1.

Să evident, iem faptul că prezent,a sistemului Brinkman ı̂n domeniul exterior Lipschitz D−, dat
de Ipoteza 1.1.6, n = 3, conduce la utilizarea spat,iilor Sobolev clasice, ı̂n locul spat,iilor Sobolev
ponderate (precum ı̂n cazul sistemului Stokes ı̂n domeniile exterioare Lipschitz), pentru a găsi
câmpul de viteză ı̂n D−. Aceasta este o consecint, ă a comportării solut, iei fundamentale a sistemului
Brinkman la infinit, ı̂n cazul n = 3.

Ne ı̂ndreptăm atent, ia către problema de tip transmisie pentru sistemul Brinkman generalizat s, i
sistemul Brinkman clasic, anume,

∆u+ − Pu+ −∇π+ = f+|D+ ı̂n D+,

∆u− − αu− −∇π− = f−|D− ı̂n D−,

div u± = 0 ı̂n D±,

TrD+u+ − TrD−u− = g pe Γ,

tP,D+(u+, π+, f+)− tα,D−(u−, π−, f−) + LTrD+u+ = h pe Γ,

(2.3.3)

ı̂n necunoscuta (u+, π+,u−, π−) ∈ XB.

Să afirmăm s, i să demonstrăm rezultatul de bine-punere pe care l-am obt, inut pentru problema
(2.3.3) (a se vedea, de asemenea, [6, Teorema 3.3] s, i [57, Teorema 4.4] ı̂n cazul varietăt, ilor Rieman-
niene compacte). În plus, următorul rezultat de bine-punere oferă s, i condit, iile de cres,tere pe care
le satisface solut, ia noastră (vezi Observat, ia 1.3.9).

Teorema 2.3.1. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Fie α > 0 o
constantă. Fie P ∈ L∞(D+)3×3 astfel ı̂ncat condit,ia (1.2.22) este satisfăcută. Atunci, pentru datele
(f+, f−,g,h) ∈ YB, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Brinkman generalizat s, i
clasic (2.3.3) are o solut,ie unică

(u+, π+,u−, π−) ∈ XB. (2.3.4)

În plus, operatorul solut,ie asociat,

TB : YB → XB, (2.3.5)

este liniar s, i mărginit, s, i ca urmare, există o constantă C ≡ C(D+,D−,P ,L) > 0 astfel ı̂ncat solut,ia
unică a problemei (2.3.3) satisface

||(u+, π+,u−, π−)||XB ≤ C||(f+, f−,g,h)||YB . (2.3.6)

Mai mult, perechea (u−, π−) satisface următoarele condit,ii de cres,tere,

u−(x) = O(|x|−2), ∇u−(x) = O(|x|−1), π−(x) = O(|x|−1), (2.3.7)

pentru |x| → ∞.

2.3.1 Problema de transmisie pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n
domenii Lipschitz complementare ı̂n R3

Această subsect, iune este dedicată studiului problemei de tip transmisie pentru sistemele Stokes
s, i Brinkman ı̂n domenii complementare Lipschitz ı̂n R3, adică, cadrul Ipotezei 1.1.6 pentru n = 3.
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În plus, considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută, pentru n = 3. Problema de tip transmisie considerată
pentru sistemele Stokes s, i Brinkman este

∆u+ −∇π+ = f+|D+ ı̂n D+,

∆u− − αu− −∇π− = f−|D− ı̂n D−,

div u± = 0 ı̂n D±,

TrD+u+ − TrD−u− = g pe Γ,

tD+(u+, π+, f+)− tα,D−(u−, π−, f−) + LTrD+u+ = h pe Γ.

(2.3.8)

În primul rând, avem un rezultat preliminar ı̂n care vom arăta că problema de transmisie (2.3.8)
are cel mult o solut, ie (vezi [6, Lema 3.1], [52, Lema 4.1]).

Lema 2.3.2. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Fie α > 0 o constantă.
Atunci, pentru datele (f+, f−,g,h) ∈ YB, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Stokes
s, i Brinkman (2.3.8) are cel mult o solut,ie (u+, π+,u−, π−) ∈ XB.

Enut, ăm s, i demonstrăm rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie (2.3.8) (vezi,
[6, Teorema 3.2], [52, Teorema 4.2]).

Teorema 2.3.3. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Fie α > 0 o
constantă. Atunci, pentru datele (f+, f−,g,h) ∈ YB, problema Poisson de tip transmisie pentru
sistemele Stokes s, i Brinkman (2.3.8) are o solut,ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XB. În plus, operatorul

S : YB → XB, (2.3.9)

care asociază datelor (f+, f−,g,h) ∈ YB solut,ia (u+, π+,u−, π−) ∈ XB problemei de transmisie
(2.3.8) este liniar s, i continuu. Prin urmare, există o constantă C ≡ C(D+,D−,L) > 0 cu proprie-
tatea că

||(u+, π+,u−, π−)||XB ≤ C||(f+, f−,g,h)||YB . (2.3.10)

Mai mult, u−, π− satisfac următoarele condit,ii de cres,tere

u−(x) = O(|x|−2), ∇u−(x) = O(|x|−1), π−(x) = O(|x|−1), (2.3.11)

pentru |x| → ∞.

2.4 Asupra unei probleme de tip Robin-transmisie pentru

sistemul Brinkman

În această sect, iune, ne propunem să enunt, ăm s, i să demonstrăm un rezultat de existent, ă s, i
unicitate, pentru o problemă de tip transmisie, care a fost obt, inută ı̂n contextul Ipotezei 1.1.7.
Înainte de analiza problema de transmisie, să ment, ionăm că astfel de probleme sunt folosite pentru
modelarea fluxului de fluid ı̂n exteriorul unei cavităt, i sau ı̂n cavităt, ile umplute cu medii poroase,
ı̂n cazul saltului tensiunilor sau vitezelor pe interfat, ă. O altă idee este aceea de a analiza fluxul de
fluid ı̂ntr-un mediu poros ı̂n rezervoare a căror frontieră are două părt, i, prima cea a unei suprafet,e
solide s, i a doua, o interfat, ă ı̂ntre fluid s, i un alt material fluid sau vâscoelastic. (pentru mai multe
detalii, a se vedea, de exemplu, [53]). Din punct de vedere practic, Baber [15] a analizat aplicat, ii
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ale problemelor de transmisie, precum managementul apei ı̂n celulele de combustie sau procesarea
nutrient, ilor ı̂ntre două domenii, unul care cont, ine sânge s, i celălalt care cont, ine t,esut poros.

Problema de tip transmisie pe care dorim să o tratăm se va numi problema Robin-transmisie
pentru sistemul Brinkman (vezi problema (2.4.3)). În plus, considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută.

Considerăm următoarele spat, ii, anume, spat, iul solut, iilor,

XRT := H1
div(D+)n × L2(D+)×H1

div(D−)n × L2(D−), (2.4.1)

respectiv, spat, iul datelor

YRT := H̃−1(D+)n × H̃−1(D−)n ×H
1
2
ν (Γ+)n ×H−

1
2 (Γ+)n ×H−

1
2 (Γ−)n. (2.4.2)

Vom studia problema Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman, anume,

∆u± − αu± −∇π± = f±|D± ı̂n D±,

div u± = 0 ı̂n D±,

λ(TrD+u+)−
(
TrD−u−

)
|Γ+ = g1 pe Γ+,

tα,D+(u+, π+, f+)−
(
tα,D−(u−, π−, f−)

)
|Γ+ = h1 pe Γ+,(

tα,D−(u−, π−, f−)
)
|Γ− + L

(
TrD−u−

)
|Γ− = g2 pe Γ−,

(2.4.3)

unde α > 0 s, i λ ∈ (0, 1] sunt constante date. Ne propunem să determinăm necunoscuta
(u+, π+,u−, π−) ∈ XRT .

Enunt, ăm s, i demonstrăm rezultatul de existent, ă s, i unicitate obt, inut pentru problema Robin-
transmisie (2.4.3) (a se vedea, de asemenea, [8, Teorema 1], [56, Teorema 4.1], [63, Teorema 5.8]).

Teorema 2.4.1. Fie α > 0 s, i λ ∈ (0, 1] sunt constante date. Considerăm Ipotezele 1.1.7 s, i
Assumption 2.2.1 satisfăcute. Atunci, pentru orice (f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT , problema Poisson de
tip Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman (2.4.3) are o solut,ie unică

(u+, π+,u−, π−) ∈ XRT . (2.4.4)

În plus, operatorul solut,ie asociat,

TRT : YRT → XRT , (2.4.5)

este liniar s, i mărginit, s, i ı̂n consecint,ă, există o constantă C ≡ C(D+,D−, α,L, λ) > 0 astfel ı̂ncât
solut,ia unică a problemei (2.4.3) satisface inegalitatea

||(u+, π+,u−, π−)||XRT ≤ C||(f+, f−,g1,h1,g2)||YRT . (2.4.6)

Demonstraţie. Demonstrăm acest rezultat ı̂ntr-un mod similar cu cel folosit ı̂n demonstrarea Te-
oremei 4.1 din [56] s, i Teoremei 5.8 din [63]. Acest mod foloseşte metode de teoria potent, ialului.
Pentru expunerea clară a rat, ionamentului nostru, introducem spat, iul

Y := H
1
2
ν (Γ+)n ×H−

1
2 (Γ+)n ×H−

1
2 (Γ−)n, (2.4.7)

pe care ı̂l vom folosi ı̂n această demonstrat, ie.
Ne ı̂mpărt, im argumentele ı̂n două cazuri separate. Primul caz se referă la λ ∈ (0, 1) iar al doilea

caz se referă la λ = 1.
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Cazul 1: Presupunem că λ ∈ (0, 1). În primul rând, arătăm că problema noastră admite o
solut, ie, (adică, existent,a unei solut, ii) s, i ne propunem să o construim, folosind o abordare specifică
teoriei potent, ialului. În acest scop, să căutăm o solut, ie ı̂n forma

u+ = Nα,D+f+ + Wα,Γ+Φ + Vα,Γ+ϕ,

π+ = Qα,D+f+ + Qd
α,Γ+

Φ + Qs
α,Γ+

ϕ,

u− = Nα,D−f− + Wα,Γ+Φ + Vα,Γ+ϕ+ Vα,Γ−ψ,

π− = Qα,D−f− + Qd
α,Γ+

Φ + Qs
α,Γ+

ϕ+ Qs
α,Γ−ψ,

(2.4.8)

unde (Φ,ϕ,ψ) ∈ Y sunt densităt, i necunoscute s, i spat, iul Y este dat de relat, ia (2.4.7).
Să observăm că, proprietăt, ile de mapare ale potent, ialelor asociate sistemului Brinkman (vezi

Teorema 1.4.2, Teorema 1.4.4, Teorema 1.4.7) implică faptul că (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT .
În continuare, dacă t, inem cont de formulele de salt la frontieră (vezi relat, ia (1.4.23) din Lema

1.4.8) s, i prin ı̂nlocuire ı̂n relat, ia (2.4.3)3, obt, inem(
λ

(
−1

2
I + Kα,Γ+

)
−
(

1

2
I + Kα,Γ+

))
Φ +

(
λVα,Γ+ − Vα,Γ+

)
ϕ− VΓ−,Γ+ψ = g01, (2.4.9)

s, i g01 este dat de
g01 = g1 − λ(TrD+(Nα,D+f+)) + (TrD−(Nα,D−f−))|Γ+ . (2.4.10)

Operatorul
VΓ−,Γ+ : H−

1
2 (Γ−)n → H

1
2 (Γ+)n, VΓ−,Γ+ψ :=

(
TrD−

(
Vα,Γ−ψ

))
|Γ+ , (2.4.11)

este compact, t, inând cont că acesta este un operator integral cu nucleu real-analitic (vezi [23,
Teorema A.28 (ii)] referitor la proprietăt, ile operatorilor integrali cu nuclee real-analitice) s, i datorită

compactităt, ii scufundării H1(Γ+)n ↪→ H
1
2 (Γ+)n. De asemenea, avem că g01 ∈ H

1
2
ν (Γ+)n. Afirmat, ia

precedentă are loc odată cu aplicarea Teoremei Divergent,ei s, i pe baza relat, iei (1.4.13).
Să t, inem cont de formulele de salt pentru potent, ialele de strat s, i prin ı̂nlocuire ı̂n relat, ia (2.4.3)4,

avvem
ϕ−K∗Γ−,Γ+

ψ = h01, (2.4.12)

iar h01 este dat de

h01 := h1 − tα,D+(Nα,D+f+,Qα,D+f+, f+) + (tα,D−(Nα,D−f−,Qα,D−f−, f−))|Γ+ . (2.4.13)

Să avem ı̂n vedere faptul că operatorul

K∗Γ−,Γ+
: H−

1
2 (Γ−)n → H−

1
2 (Γ+)n, K∗Γ−,Γ+

ψ :=
(
tα,D−(Vα,Γ−ψ,Qα,Γ−ψ)

)
|Γ+ , (2.4.14)

este compact, fapt bazat pe [23, Teorema A.28 (ii)] s, i pe compactitatea scufundării L2(Γ+)n ↪→
H−

1
2 (Γ+)n.
Aplicăm iarăs, i formulele de salt pentru potent, ialele de strat asociate sistemului Brinkman (vezi

Lema 1.4.8) s, i prin ı̂nlocuire ı̂n relat, ia (2.4.3)5 (adică, condit, ia Robin), obt, inem ecuat, ia(
DΓ+,Γ− + LKΓ+,Γ−

)
Φ +

(
K∗Γ+,Γ− + LVΓ+,Γ−

)
ϕ+

(
1

2
I + K∗α,Γ− + LVα,Γ−

)
ψ = g02, (2.4.15)

iar g02 este dat de

g02 := g2 − (tα,D−(Nα,D−f−,Qα,D−f−, f−))|Γ− −L(TrD−(Nα,D−f−))|Γ− . (2.4.16)
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Să subliniem faptul că operatorii

DΓ+,Γ− : H
1
2 (Γ+)n → H−

1
2 (Γ−)n, DΓ+,Γ−Φ :=

(
tα,D−(Wα,Γ+Φ,Qd

α,Γ+
Φ)
)
|Γ− ,

KΓ+,Γ− : H
1
2 (Γ+)n → H

1
2 (Γ−)n, KΓ+,Γ−Φ :=

(
TrD−

(
Wα,Γ+Φ

))
|Γ− ,

K∗Γ+,Γ− : H−
1
2 (Γ+)n → H−

1
2 (Γ−)n, K∗Γ+,Γ−ϕ :=

(
tα,D−

(
Vα,Γ+ϕ,Q

s
α,Γ+

ϕ
))
|Γ− ,

VΓ+,Γ− : H−
1
2 (Γ+)n → H

1
2 (Γ−)n, VΓ+,Γ−ϕ :=

(
TrD−

(
Vα,Γ+ϕ

))
|Γ− ,

(2.4.17)

ce intervin ı̂n relat, ia (2.4.15) sunt compact, i. Afirmat, ia este adevărată dacă aplicăm [23, Teorema

A.28 (ii)] s, i dacă t, inem cont de compactitatea scufundărilor H1(Γ+)n ↪→ H
1
2 (Γ+)n s, i L2(Γ+)n ↪→

H−
1
2 (Γ+)n.
Astfel, problema Robin-transmisie (2.4.3) se reduce la ecuat, iile descrise ı̂n relat, iile (2.4.9),

(2.4.12), (2.4.15). Să scriem aceste ecuat, ii ı̂n forma matriceală

A(Φ,ϕ,ψ)t = (g01,h01,g02) in Y, (2.4.18)

ı̂n necunoscuta (Φ,ϕ,ψ)t ∈ Y. Operatorul matriceal A : Y → Y ce apare ı̂n relat, ia (2.4.18) este
dat de

A :=

λ (−1
2
I + Kα,Γ+

)
−
(

1
2
I + Kα,Γ+

)
λVα,Γ+ − Vα,Γ+ −VΓ−,Γ+

0 I −K∗Γ−,Γ+

DΓ+,Γ− + LKΓ+,Γ− K∗Γ+,Γ−
+ LVΓ+,Γ−

1
2
I + K∗α,Γ− + LVα,Γ−

 . (2.4.19)

Să scriem operatorul matriceal (2.4.19) ı̂n următoarea formă echivalentă

A :=

−λ+1
2
I + (λ− 1)Kα,Γ+ (λ− 1)Vα,Γ+ −VΓ−,Γ+

0 I −K∗Γ−,Γ+

DΓ+,Γ− + LKΓ+,Γ− K∗Γ+,Γ−
+ LVΓ+,Γ−

1
2
I + K∗α,Γ− + LVα,Γ−

 . (2.4.20)

Afirmăm faptul că operatorul A : Y→ Y este un izomorfism. Pentru a justifica această afirmat, ie,
vom arăta că operatorul A : Y→ Y este Fredholm de index zero, pentru λ ∈ (0, 1] s, i este un operator
injectiv.

Să arătăm, mai ı̂ntâi, că A : Y → Y este un operator Fredholm de index zero. O simplă
rearanjare ne permite să rescriem operatorul (2.4.20) ı̂n forma

A :=

(λ− 1)
(

1
2

1+λ
1−λI + Kα,Γ+

)
(λ− 1)Vα,Γ+ −VΓ−,Γ+

0 I −K∗Γ−,Γ+

DΓ+,Γ− + LKΓ+,Γ− K∗Γ+,Γ−
+ LVΓ+,Γ−

1
2
I + K∗α,Γ− + LVα,Γ−

 . (2.4.21)

Se verifică imediat faptul că operatorul matriceal A : Y→ Y este bine definit, liniar s, i continuu.
Să ne reamintim definit, ia operatorilor complementari de strat (vezi relat, ia (1.4.26)) s, i cu ajutorul

acestora descompunem operatorul matriceal (2.4.21) astfel

A = A0 + AC : Y→ Y, (2.4.22)

unde operatorii A0 : Y→ Y s, i AC : Y→ Y sunt definit, i astfel

A0 :=

(λ− 1)
(

1
2

1+λ
1−λI + KΓ+

)
(λ− 1)VΓ+ 0

0 I 0
0 0 1

2
I + K∗Γ− + LVΓ−

 (2.4.23)
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s, i

AC :=

 (λ− 1)Kα,0,Γ+ (λ− 1)Vα,0,Γ+ −VΓ−,Γ+

0 0 −K∗Γ−,Γ
DΓ+,Γ− + LKΓ+,Γ− K∗Γ+,Γ−

+ LVΓ+,Γ− K∗α,0,Γ− + LVα,0,Γ−

 . (2.4.24)

Să analizăm proprietăt, ile operatorului A0 : Y→ Y dat de relat, ia (2.4.23). T, inem cont de faptul
că operatorul

1

2

1 + λ

1− λ
I + KΓ+ : H

1
2 (Γ+)n → H

1
2 (Γ+)n, (2.4.25)

este un operator Fredholm de index zero (a se vedea, de exemplu, [85, Corolar 9.1.2], [63, Lema
5.3]). În continuare, datorită Lemei 1.3.8, operatorul

VΓ+ : H−
1
2 (Γ+)n → H

1
2 (Γ+)n, (2.4.26)

este operator Fredholm de index zero. Mai mult, operatorul

1

2
I + K∗Γ− + LVΓ− : H−

1
2 (Γ−)n → H−

1
2 (Γ−)n, (2.4.27)

este un alt operator de tip Fredholm de index zero, deoarece

1

2
I + K∗Γ− : H−

1
2 (Γ−)n → H−

1
2 (Γ−)n (2.4.28)

este un operator Fredholm de index zero s, i operatorul

LVΓ− : H−
1
2 (Γ−)n → H−

1
2 (Γ−)n (2.4.29)

este compact datorită compactităt, ii scufundărilor H
1
2 (Γ−)n ↪→ L2(Γ−)n s, i L2(Γ−)n ↪→ H−

1
2 (Γ−)n

(pentru mai multe detalii, a se vedea, spre exemplu, [56, Teorema 4.1]).
Datorită argumentelor anterioare, am arătat ca operatorii (2.4.25), (2.4.26) s, i (2.4.27) sunt

operatori Fredholm de index zero şi deducem faptul că operatorul A0 : Y → Y este Fredholm de
index zero.

Să ne concentrăm asupra operatorului AC : Y→ Y dat de relat, ia (2.4.24). Datorită compactităt, ii
operatorilor complementari de strat Kα,0,Γ+ , Vα,0,Γ+ , K∗α,0,Γ− , Vα,0,Γ− (vezi relat, ia (1.4.27) din Lema
1.4.9) s, i de asemenea compactitatea operatorilor (2.4.11), (2.4.14) s, i (2.4.17), obt, inem compactitatea
operatorului AC : Y→ Y.

Deoarece operatorul A : Y → Y este suma dintre un operator Fredholm de index zero s, i un
operator compact, avem că A : Y→ Y este un operator Fredholm de index zero, pentru λ ∈ (0, 1).

Acum, arătăm că operatorul A : Y → Y este injectiv, sau echivalent, arătăm că nucleul opera-
torului A : Y→ Y este spat, iul nul, adică,

Ker {A : Y→ Y} = {0}. (2.4.30)

As,adar, să considerăm (Φ0,ϕ0,ψ0)t ∈ Ker {A : Y→ Y}. Atunci, să construim câmpurile
(u0

+, π
0
+) s, i (u0

−, π
0
−) după cum urmează,

u0
+ := Wα,Γ+Φ0 + Vα,Γ+ϕ0 π0

+ := Qd
α,Γ+

Φ0 + Qs
α,Γ+

ϕ0

u0
− := Wα,Γ+Φ0 + Vα,Γ+ϕ0 + Vα,Γ−ψ0 π0

− := Qd
α,Γ+

Φ0 + Qs
α,Γ+

ϕ0 + Qs
α,Γ−ψ0.

(2.4.31)
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Să observăm că câmpurile (u0
+, π

0
+) s, i (u0

−, π
0
−) satisfac

λ(TrD+u0
+) =

(
TrD−u0

−
)
|Γ+ a.p.t. pe Γ+,

tα,D+(u0
+, π

0
+) =

(
tα,D−(u0

−, π
0
−)
)
|Γ+ a.p.t. pe Γ+,(

tα,D−(u0
−, π

0
−)
)
|Γ− + L

(
TrD−u0

−
)
|Γ− = 0, a.p.t. pe Γ−.

(2.4.32)

Acum, să aplicăm formula Green (1.2.18) câmpurilor date de relat, ia (2.4.31) s, i obt, inem

2
〈
E(u0

+),E(u0
+)
〉
D+

+ α
〈
u0

+,u
0
+

〉
D+

=
〈
tα,D+(u0

+, π
0
+),TrD+u0

+

〉
Γ+
,

2
〈
E(u0

−),E(u0
−)
〉
D−

+ α
〈
u0
−,u

0
−
〉
D−

=−
〈(

tα,D−(u0
−, π

0
−)
)
|Γ+ ,

(
TrD−u0

−
)
|Γ+

〉
Γ+

+
〈(

tα,D−(u0
−, π

0
−)
)
|Γ− ,

(
TrD−u0

−
)
|Γ−
〉

Γ−
.

(2.4.33)

Să ı̂nmult, im relat, ia (2.4.33)1 cu λ s, i adunăm rezultatul la relat, ia (2.4.33)2 s, i cu ajutorul relat, iilor
(2.4.32)1, (2.4.32)2 s, i (2.4.32)3 avem că

λ
(

2
〈
E(u0

+),E(u0
+)
〉
D+

+ α
〈
u0

+,u
0
+

〉
D+

)
+ 2

〈
E(u0

−),E(u0
−)
〉
D−

+ α
〈
u0
−,u

0
−
〉
D−

= −
〈
L
(
TrD−u0

−
)
|Γ− ,

(
TrD−u0

−
)
|Γ−
〉

Γ−
.

(2.4.34)

Să observăm că, membrul stâng al egalităt, ii (2.4.34) este ne-negativ s, i membrul drept al egalităt, ii
(2.4.34) este non-pozitiv (datorită faptului că L satisface condit, ia (2.2.1)). As,adar, obt, inem

λ
(

2
〈
E(u0

+),E(u0
+)
〉
D+

+ α
〈
u0

+,u
0
+

〉
D+

)
+ 2

〈
E(u0

−),E(u0
−)
〉
D−

+ α
〈
u0
−,u

0
−
〉
D−

= 0. (2.4.35)

În consecint, ă, obt, inem u0
± = 0 in D±, care, implică faptul că π0

± = c0
±, unde c0

± ∈ R sunt
constante. De asemenea, relat, iile (2.4.32)2 s, i (2.4.32)3 implică faptul că c0

+ = c0
− = 0. As,adar, avem

u0
± = 0, in D±, π

0
± = 0 in D±. (2.4.36)

Să aplicăm relat, ia (1.4.23) a Lemei 1.4.8 pentru a obt, ine

TrD−u0
+ = Φ0, TrD+u0

− = −Φ0, a.p.t. pe Γ+,

tα,D−(u0
+, π

0
+) = −ϕ0, tα,D+(u0

−, π
0
−) = ϕ0 a.p.t. pe Γ+.

(2.4.37)

În plus, apartenent,a Φ0 ∈ H
1
2
ν (Γ+)n ne conduce la (Wα,Γ+Φ0)(x) = O(|x|−n) pentru |x| → ∞,

(vezi [106, Lema 2.12]). Să ment, ionăm că potent, ialul de simplu strat Vα,Γ+ϕ0 se comportă ı̂ntr-un

mod similar la infinit (vezi [106, Lema 2.12]). În consecint, ă, u0
+(x) = O(|x|−n) pentru |x| → ∞.

As,adar, câmpurile (u0
+, π

0
+) satisfac formula Green (1.2.18) corespunzătoare domeniului Rn \ D+.

Să aplicăm formula Green (1.2.18) câmpurilor (u0
+, π

0
+) in Rn \D+, s, i t, inem cont de relat, ia (2.4.37).

Obt, inem
2
〈
E(u0

+),E(u0
+)
〉
Rn\D+

+ α
〈
u0

+,u
0
+

〉
Rn\D+

= −
〈
tα,ν,Rn\D+

(u0
+, π

0
+),TrRn\D+

u0
+

〉
Γ+

= 〈ϕ0,Φ0〉Γ+
.

(2.4.38)

Mai mult, aplicăm formula Green (1.2.18) pentru (u0
−, π

0
−) ı̂n D+, t, inem cont de relat, ia (2.4.37)

s, i găsim

2
〈
E(u0

−),E(u0
−)
〉
D+

+ α
〈
u0
−,u

0
−
〉
D+

=
〈
tα,D+(u0

−, π
0
−),TrD+u0

−
〉

Γ+
= −〈ϕ0,Φ0〉Γ+

. (2.4.39)
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Să adunăm relat, iile (2.4.38) s, i (2.4.39). Obt, inem

2
〈
E(u0

+),E(u0
+)
〉
Rn\D+

+ α
〈
u0

+,u
0
+

〉
Rn\D+

+ 2
〈
E(u0

−),E(u0
−)
〉
D+

+ α
〈
u0
−,u

0
−
〉
D+

= 0, (2.4.40)

ceea ce arată că
u0

+ = 0, π0
+ = 0 in Rn \ D+, u0

− = 0, π0
− = 0 in D+. (2.4.41)

Să subliniem faptul că π0
+ = 0 in Rn \D+ este o consecint, ă a faptului că perechea (u0

+, π
0
+) satis-

face sistemul Brinkman omogen ı̂n Rn \ D+ s, i de asemenea datorită faptului că π0
+(x) = O(|x|1−n)

pentru |x| → ∞ (vezi [54, Relat, iile (3.12), (3.13)]).
Acum, cu ajutorul relat, iilor (2.4.37) s, i (2.4.41) deducem faptul că

Φ0 = 0, ϕ0 = 0. (2.4.42)

Relat, ia (2.4.42), ı̂mpreună cu faptul că u0
− = 0 in D+, conduc la faptul că Vα,Γ−ψ0 = 0 in D+.

Continuitatea potent, ialului de simplu strat pentru sistemul Brinkman pe Γ− (vezi Teorema 1.4.4)
implică faptul că

Vα,Γ−ψ0 = 0 ı̂n Rn \ D+, (2.4.43)

iar comportamentul la infinit al potent, ialului presiune de simplu strat (anume, că Qs
α,Γ−ψ0 =

O(|x|1−n) pentru n ≥ 2, precum ı̂n relat, ia (3.12) din [54]) conduce la faptul că

Qs
α,Γ−ψ0 = 0 ı̂n Rn \ D+. (2.4.44)

În consecint, ă, relat, iile (2.4.43) s, i (2.4.44) conduc la

tα,D+(Vα,Γ−ψ0,Q
s
α,Γ−ψ0) = 0, pe Γ−, tα,ν,Rn\D+

(Vα,Γ−ψ0,Q
s
α,Γ−ψ0) = 0, pe Γ−. (2.4.45)

Să scădem relat, ia (2.4.45)2 din relat, ia (2.4.45)1 s, i cu ajutorul formulelor de salt (1.4.23) din Lema
1.4.8 obt, inem

ψ0 = 0. (2.4.46)

Pentru a ı̂ncheia argumentul nostru, având ı̂n vedere relat, iile (2.4.42) s, i (2.4.46), avem că pro-
prietatea (2.4.30) este satisfăcută, adică nucleul operatorului matriceal A : Y→ Y este spat, iul nul,
sau echivalent, A : Y→ Y este injectiv.

As,adar, operatorul matriceal A : Y → Y este un izomorfism s, i ecuat, ia (2.4.18) are o solut, ie
unică (Φ,ϕ,ψ)t ∈ Y. Solut, ia unică a ecuat, iei (2.4.18) ı̂mpreună cu reprezentările date de relat, ia
(2.4.8) furnizează o solut, ie a problemei Robin-transmisie (2.4.3) ı̂n spat, iul XRT .

Mai departe, ne ocupăm de unicitatea solut,iei problemei (2.4.3). Pentru a demonstra această
proprietate, să presupunem că problema (2.4.3) admite două solut, ii s, i notă diferent,a celor două
solut, ii cu (v0

±, π
0
±). Ca atare, câmpurile (v0

+, π
0
+,v

0
−, π

0
−) ∈ XRT verifică

∆v0
± + αv0

± −∇p0
± = 0 ı̂n D±,

div v0
± = 0 ı̂n D±,

λ(TrD+v0
+)−

(
TrD−v0

−
)
|Γ+ = 0 pe Γ+,

tα,D+(v0
+, π

0
+)−

(
tα,D−(v0

−, π
0
−)
)
|Γ+ = 0 pe Γ+,(

tα,D−(v0
−, π

0
−)
)
|Γ− + L

(
TrD−v0

−
)
|Γ− = 0 pe Γ−,

(2.4.47)

adică, versiunea omogenă a problemei (2.4.3).
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Acum, să folosim formula lui Green (1.2.18) ı̂n domeniile D± s, i obt, inem relat, iile

2
〈
E(v0

+),E(v0
+)
〉
D+

+ α
〈
v0

+,v
0
+

〉
D+

=
〈
tα,D+(v0

+, π
0
+),TrD+v0

+

〉
Γ+

2
〈
E(v0

−),E(v0
−)
〉
D−

+ α
〈
v0
−,v

0
−
〉
D−

= −
〈
tα,D−(v0

−, π
0
−)|Γ+ ,

(
TrD−v0

−
)
|Γ+

〉
Γ+

+
〈(

tα,D−(v0
−, π

0
−)
)
|Γ− ,

(
TrD−v0

−
)
|Γ−
〉

Γ−
.

(2.4.48)

Să ı̂nmult, im relat, ia (2.4.48)1 cu λ s, i să adunăm la rezultat relat, ia (2.4.48)2 s, i t, inem cont de condit, iile
pe frontieră specificate ı̂n problema (2.4.47). După calcule, obt, inem

λ
(

2
〈
E(v0

+),E(v0
+)
〉
D+

+ α
〈
v0

+,v
0
+

〉
D+

)
+ 2

〈
E(v0

−),E(v0
−)
〉
D−

+ α
〈
v0
−,v

0
−
〉
D−

= −
〈
L
(
TrD−v0

−
)
|Γ− ,

(
TrD−v0

−
)
|Γ−
〉

Γ−
.

(2.4.49)

Remarcă faptul că membrul stâng al relat, iei (2.4.49) este non-negativ s, i cum L satisface condit, ia
(2.2.1), membrul drept al relat, iei (2.4.49) este non-pozitiv. Aşadar,

v0
± = 0, π0

± = c0
± ∈ R ı̂n D±. (2.4.50)

Acum, datorită relat, iei (2.4.50) s, i condit, iilor pe frontieră din problema (2.4.47), avem că c0
± =

0 ı̂n D±. Aşadar proprietatea de unicitate a solut, iei problemei (2.4.3) este dovedită.
În cele din urmă, continuitatea potent, ialelor ce apar ı̂n relat, ia (2.4.8) implică existent,a unei

constante C ≡ C(D+,D−, α,L, λ) > 0, cu proprietatea că solut, ia (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT problemei
(2.4.3) satisface inegalitatea (2.4.6).

Cazul 2: Presupunem că λ = 1. În acest caz, operatorul matriceal A din (2.4.20) devine

A =

 −I 0 −VΓ−,Γ+

0 I −K∗Γ−,Γ+

DΓ+,Γ− + LKΓ+,Γ− K∗Γ+,Γ−
+ LVΓ+,Γ−

1
2
I + K∗α,Γ− + LVα,Γ−

 . (2.4.51)

Folosind pas, i similari celor din cazul λ ∈ (0, 1), se poate arăta că problema Robin-transmisie (2.4.3)
admite o solut, ie unică care depinde continuu de datele problemei, pentru λ = 1. Aceasta ı̂ncheie
demonstrat, ia noastră.

2.4.1 Sistemul Brinkman s, i o problemă Robin-transmisie de tip limită
asociată, ı̂n cazul λ = 0

În cele ce urmează, considerăm Ipoteza 1.1.7 satisfăcută. Ne concentrăm asupra investigării
problemei Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman (2.4.3) ı̂n cazul special λ = 0. Această
alegere specială duce la problema (2.4.52), care contine o conditie speciala de transmisie pe frontiera
Γ+, anume, că cont, ine doar urma câmpului de viteză necunoscut u− pe Γ+. Aşadar, vom numi
problem (2.4.52) problema Robin-transmisie de tip limită pentru sistemul Brinkman. Tratăm acest
caz separat datorită faptului că problema Robin-transmisie (2.4.3) nu este aceeas, i problemă cu
problema Robin-transmisie de tip limită (2.4.52). Aceste probleme sunt diferite deoarece au condit, ii
de transmisie diferite pe frontiera interioară. Analiza problemei Robin-transmisie de tip limită
pentru sistemul Brinkman (2.4.52) este foarte utilă, deoarece rezultatul de existent,a şi unicitate
obt, inut pentru aceasta oferă un rezultat de existent, ă şi unicitate pentru problema Robin-Dirichlet
pentru acelas, i sistem. Această analiză provine din ideea de a găsi rezultate de bine-punere pentru
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problemele Dirichlet, Neumann, Robin s, i combinat, ii ale acestora, din rezultatele de bine-punere
pentru probleme de transmisie (vezi [63]).

Să considerăm λ = 0 ı̂n problema Robin-transmisie (2.4.3) s, i obt, inem problema de transmisie
de tip limită 

∆u± − αu± −∇π± = f±|D± ı̂n D±,

div u± = 0 ı̂n D±,(
TrD−u−

)
|Γ+ = −g1 pe Γ+,

tα,D+(u+, π+, f+)−
(
tα,D−(u−, π−, f−)

)
|Γ+ = h1 pe Γ+,(

tα,D−(u−, π−, f−)
)
|Γ− + L

(
TrD−u−

)
|Γ− = g2 pe Γ−,

(2.4.52)

unde α > 0 este o constantă dată. Ne propunem să determinăm necunoscuta (u+, π+,u−, π−) ∈
XRT .

În acest caz special, am obt, inut următorul rezultat de existent, ă s, i unicitate (a se vedea [8,
Theorem 2], [56, Theorem 4.1], [63, Theorem 6.1]).

Teorema 2.4.2. Fie α > 0 o constantă dată. Considerăm Ipotezele 1.1.7 s, i 2.2.1 satisfăcute.
Atunci, pentru orice (f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT , problema Poisson de tip Robin-transmisie de tip
limită (2.4.52) are o solut,ie unică

(u+, π+,u−, π−) ∈ XRT . (2.4.53)

În plus, operatorul solut,ie asociat,
Tlim : YRT → XRT , (2.4.54)

este liniar s, i mărginit, şi prin urmare, există o constantă C ≡ C(D+,D−, α,L, λ) > 0 astfel ı̂ncat
solut,ia unică a problemei (2.4.52) satisface inegalitatea

||(u+, π+,u−, π−)||XRT ≤ C||(f+, f−,g1,h1,g2)||YRT . (2.4.55)

2.4.2 Sistemul Brinkman s, i o problemă Robin-Dirichlet asociată

În această subsect, iune, ne propunem să subliniem rolul special pe care ı̂l ı̂ndeplines,te o problemă
de tip transmisie. În continuare, fie α > 0 o constantă dată s, i considerăm Ipoteza 1.1.7 satisfăcută.
Să ment, ionăm că, ne vom concentra pe domeniul Lipschitz D− s, i folosim argumente similare cu cele
prezentate ı̂n [63, p. 4581]. Subliniem faptul că problema (2.4.52) este bine-pusă, as,a cum a fost
stabilit ı̂n Teorema 2.4.2. Aceasta ı̂nseamnă că obt, inem o solut, ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT a
problemei (2.4.52). Această solut, ie cont, ine câmpurile (u−, π−) ∈ H1

div(D−)n×L2(D−) care satisfac o
altă problemă cu valori pe frontieră, anume, următoarea problemă Robin-Dirichlet pentru sistemul
Brinkman, 

∆u− − αu− −∇π− = f−|D− ı̂n D−,

div u− = 0 ı̂n D−,

(TrD−u−)|Γ+ = −g1 pe Γ+,

(tα,D−(u−, π−, f−))|Γ− + L(TrD−u)|Γ− = g2 pe Γ−.

(2.4.56)

Cu alte cuvinte, suntem capabili să determinăm solut, ia unei probleme cu valori pe frontieră (adică,
problema (2.4.56)) prin extragerea ei din solut, ia unei probleme de tip transmisie (adică, problema
(2.4.52)). As,adar, perechea (u−, π−) este o solut, ie a problemei Robin-Dirichlet (2.4.56).

Mai mult, pentru proprietatea de unicitate, similar cu pas, ii prezentat, i ı̂n demonstrat, ia Teoremei
2.4.2, conduc la faptul că problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Brinkman (2.4.56) este, la
rândul acesteia, bine-pusă. În cadrul ipotezelor Teoremei 2.4.2, am obt, inut următorul rezultat (vezi
[8, Corolar 1], [63, p. 4581]).
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Corolar 2.4.3. Problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Brinkman (2.4.56) are o solut,ie unică
(u−, π−) ∈ H1

div(D−)n × L2(D−), pentru n ∈ N, n ≥ 2.
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3

Probleme cu valori pe frontieră neliniare de tip
transmisie legate de sistemele Navier-Stokes s, i

Darcy-Forchheimer-Brinkman

Scopul acestui capitol este de a trata probleme neliniare de tip transmisie care cont, in o versiune
generalizată a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman sau a sistemului clasic Darcy-Forchheimer-
Brinkman (vezi relat, ia (3.1.1) ı̂n domenii Lipschitz ı̂n cadru Euclidean (vezi Ipotezele 1.1.6 s, i 1.1.7).
Toate aceste probleme sunt importante pentru aplicat, iile lor practice (a se vedea, de exemplu, [37],
[86]). Cont, inutul acestui capitol urmăres,te rezultatele obt, inute ı̂n lucrările [4], [5], [8].

Să descriem pe scurt cont, inutul acestui capitol. Oferim rezultate de existent, ă s, i unicitate pen-
tru următoarele probleme cu valori pe frontieră. În primul rând, analizăm problema Poisson de
tip transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat s, i sistemul Stokes ı̂n do-
menii Lipschitz complementare ı̂n R3. În continuare, investigăm problema Poisson de tip transmisie
pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz com-
plementare ı̂n R3. În cele din urmă, avem problema Poisson de tip Robin-transmisie pentru sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n context euclidian, furnizat de Ipoteza 1.1.7.

Rezultatele de bine-punere pentru problemele liniare analizate ı̂n Capitolul 2 introduc operatori
solut, ie asociat, i acestor probleme, care sunt liniari s, i continui. Luându-le ı̂n considerare, ı̂mpreună
cu neliniarităt, ile ecuat, iilor cu derivate part, iale considerate ı̂n acest capitol (ecuat, iile Navier-Stokes,
ecuat, iile Darcy-Forcheimer-Brinkman), reducem analiza problemelor cu valori pe frontieră pentru
astfel de ecuat, ii cu derivate neliniare, la studiul anumitor operatori neliniari s, i studiul punctelor fixe
ale acestora, ı̂n unele cazuri speciale. Astfel de operatori neliniari apar din compunerea operatorilor
liniari ment, ionat, i mai sus s, i a operatorilor care descriu neliniarităt, ile ecuat, iilor cu derivate part, iale
neliniare. Punctele lor fixe vor oferi solut, iile problemelor noastre neliniare cu valori pe frontieră (a
se vedea, de asemenea [70]).

Să luăm, de asemenea, act de unele lucrări care se referă la investigarea problemelor limită care
implică sisteme de ecuat, ii cu derivate part, iale neliniare. Spre exemplu, Choe s, i Kim [17] au obt, inut
existent,a s, i regularitatea solut, iilor pentru problema Dirichlet neomogenă pentru sistemul Navier-
Stokes ı̂ntr-un domeniu Lipschitz mărginit ı̂n R3, ale cărei date pe frontieră posedă o regularitate
minimă. Kohr, Lanza de Cristoforis s, i Wendland [55] au obt, inut un rezultat de existent, ă s, i unicitate
pentru problema Dirchlet pentru sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂ntr-un domeniu
Lipschitz mărginit ı̂n Rn, n ≤ 4. Autorii lucrării [52] au obt, inut un rezultat de existent, ă s, i unicitate
pentru o problemă de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Stokes ı̂n R3.
De asemenea, ı̂n [61], autorii au obt, inut existent,a unor solut, ii ale unei probleme Dirichlet-transmisie
pentru sistemul anizotrop Navier-Stokes ı̂n domenii Lipschitz ı̂n Rn, n = 2, 3 (vezi de asemenea [14],
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[68], [71]).

3.1 Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat s, i

rezultate asociate

În această sect, iune, să luăm ı̂n considerare D ⊂ R3 un domeniu Lipschitz mărginit, dacă nu este
specificat altfel. Prezentăm o versiune generalizată a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman, care
este dată de

∆v− Pv− k|v|v− β(v · ∇)v−∇p = g ı̂n D, div v = 0 ı̂n D, (3.1.1)

unde P ∈ L∞(D)3×3 satisface condit, ia (1.2.22) s, i k, β : D → R+ sunt funct, ii date, cu proprietatea
că k, β ∈ L∞(D,R+), adică, funct, ii esent, ial mărginite, nenegative, definite pe D (pentru mai multe
detalii, vezi de asemenea [41]). Avem următoarele observat, ii utile.

Observat, ia 3.1.1. Pentru P ≡ αI s, i α, k, β > 0 constante date, sistemul (3.1.1) devine sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman clasic.

Observat, ia 3.1.2. Pentru P ≡ 0, k = 0 s, i pentru β > 0 o constantă dată, sistemul (3.1.1) devine
sistemul Navier-Stokes.

Acum, oferim o lemă pe care o vom folosi ı̂n demonstrat, iile rezultatelor de bine-punere din acest
capitol (vezi de asemenea, [52, Lemma 5.1]).

Lema 3.1.3. Fie D ⊂ Rn, n = 2, 3, un domeniu Lipschitz mărginit s, i fie k, β : D → R+ cu
proprietatea că k, β ∈ L∞(D,R+). Fie

Jk,β,D(u) := E̊(k|u|u + β(u · ∇)u), (3.1.2)

unde E̊ este operatorul de extensie cu zero ı̂n afara domeniului D. Atunci, operatorul nelinear

Jk,β,D : H1
div(D)n → H̃−1(D)n, (3.1.3)

este continuu s, i mărginit, adică există o constantă c0 = c0(D, k, β) > 0 astfel ı̂ncât

||Jk,β,D(u)||H̃−1(D)n ≤ c0||u||2H1(D)n . (3.1.4)

În plus, are loc următoarea relat,ie

||Jk,β,D(u)− Jk,β,D(v)|| ≤ c0(||u||H1(D)n + ||v||H1(D)n)||u− v||H1(D)n , (3.1.5)

unde c0 = c0(D, k, β) > 0 este constanta ce apare ı̂n relat,ia (3.1.4).

3.2 Problema de transmisie pentru sistemul Darcy-

Forchheimer-Brinkman generalizat s, i sistemul Stokes

clasic ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3

Scopul acestei sect, iuni este de a oferi un rezultat de bine-punere, pentru o problemă de tip
transmisie, care a fost obt, inută ı̂n contextul Ipotezei 1.1.6 pentru n = 3, adică, domenii Lips-
chitz complementare ı̂n R3. Am luat ı̂n considerare o versiune generalizată a sistemului Darcy-
Forchheimer-Brinkman ı̂n domeniul Lipschitz mărginit D+ s, i sistemul Stokes ı̂n mult, imea comple-
mentară Lipschitz D−. De asemenea considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută, pentru n = 3.
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Să reaminitim spat, iul ı̂n care căutăm solut, ii

Xw := H1
div(D+)3 × L2(D+)×H1

div(D−)3 × L2(D−) (3.2.1)

s, i spat, iul datelor,

Yw := H̃−1(D+)3 × H̃−1(D−)3 ×H
1
2 (Γ)3 ×H−

1
2 (Γ)3. (3.2.2)

Studiem următoarea problemă Poisson de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-
Brinkman generalizat s, i Stokes,

∆u+ − Pu+ − k|u+|u+ − β(u+ · ∇)u+ −∇π+ = f+|D+ ı̂n D+,

∆u− −∇π− = f−|D− ı̂n D−,

div u± = 0 ı̂n D±,

TrD+u+ − TrD−u− = g pe Γ,

tP,D+(u+, π+, f+ + E̊+(k|u+|u+ + β(u+ · ∇)u+))

− tD−(u−, π−, f−) + LTrD+u+ = h pe Γ,

(3.2.3)

s, i determinăm necunoscuta (u+, π+,u−, π−) ∈ Xw. Încă o dată, deoarece sistemul Stokes apare
ı̂n domeniul Lipschitz nemărginit D−, trebuie să lucrăm cu spat, iul ponderat H1

div(D−)3, care este
inclus ı̂n spat, iul de solut, ii Xw.

Următorul rezultat referitor la bine-punerea problemei de transmisie (3.2.3) a fost obt, inut, pen-
tru u∞ ∈ R3 o constantă dată (vezi [5, Theorem 3.3] vezi de asemenea [52, Theorem 5.2] ı̂n cazul
k, β > 0, P ≡ αI, unde α > 0 este o constantă).

Teorema 3.2.1. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 3. Fie P ∈ L∞(D+)3×3

cu proprietatea (1.2.22). Fie u∞ ∈ R3 un vector constant. Atunci, există două constante

ξ = ξ(D+,D−,P , k, β,L) > 0, η = η(D+,D−,P , k, β,L) > 0, (3.2.4)

cu proprietatea că pentru orice (f+, f−,g,h,u∞) ∈ Yw × R3 care satisface

||(f+, f−,g,h,u∞)||Yw×R3 ≤ ξ, (3.2.5)

problema Poisson de tip transmisie pentru sistemle Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i Stokes (3.2.3)
admite o solut,ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ Xw s, i

||(u+, π+,u− − u∞, π−)||Xw ≤ η. (3.2.6)

În plus, solut,ia depinde continuu de date s, i satisface inegalitatea

||(u+, π+,u− − u∞, π−)||Xw ≤ C0||(f+, f−,g,h,u∞)||Yw×R3 , (3.2.7)

unde C0 = C0(D+,D−,P ,L) > 0 este o constantă s, i u− − u∞ tinde către zero la infinit ı̂n sens
Leray.

Încheiem această sect, iune enunt, ând câteva remarci importante care arată situat, iile particulare
care sunt, de asemenea, tratate de Teorema 3.2.1.

Observat, ia 3.2.2. În cazul k = 0 s, i β : D+ → R+ cu proprietatea că β ∈ L∞(D+,R+), Teo-
rema 3.2.1 furnizează un rezultat de bine-punere pentru problema neliniară de tip transmisie pentru
sistemul Navier-Stokes generalizat s, i sistemul Stokes.

Observat, ia 3.2.3. În cazul k : D+ → R+ cu proprietatea k ∈ L∞(D+,R+) s, i β = 0, Teorema 3.2.1
furnizează un rezultat de bine-punere pentru problema semilineară de tip transmisie pentru sistemul
semilinear Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i sistemul Stokes.
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3.3 Problema de transmisie pentru sistemul Darcy-

Forchheimer-Brinkman generalizat s, i sistemul Brink-

man clasic ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3

În această sect, iune, scopul nostru este de a oferi un rezultat de bine-punere pentru o problemă
de tip transmisie, care a fost obt, inut ı̂n cadrul Ipotezei 1.1.6 pentru n = 3, adică, domenii Lipschitz
complementare ı̂n R3. Am considerat o versiune generalizată a sistemului Darcy-Forchheimer-
Brinkman ı̂n domeniul Lipschitz mărginit D+ s, i sistemul Brinkman ı̂n mult, imea complementară
Lipschitz D−. De asemenea, considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută, pentru n = 3.

Să ne amintim spat, iul de solut, ii

XB := H1
div(D+)3 × L2(D+)×H1

div(D−)3 ×M(D−) (3.3.1)

s, i

YB := H̃−1(D+)3 × H̃−1(D−)3 ×H
1
2 (Γ)3 ×H−

1
2 (Γ)3, (3.3.2)

spat, iul datelor. Să observăm că M(D−) este spat, iul dat de Definit, ia 2.1.1.
Din moment ce avem de-a face cu sistemul Brinkman din domeniul Lipschitz exterior D− (vezi

Ipoteza 1.1.6 ı̂n cazul n = 3), rezultă că putem folosi spat, iul Sobolev clasic H1
div(D−)3, ı̂n locul

spaţiului Sobolev ponderat H1
div(D−)3, ca spat, iul ı̂n care căutăm câmpul de viteză ı̂n D−. Acest

lucru se datorează comportării solut, iei fundamentale a sistemului Brinkman la infinit, ı̂n cazul
n = 3.

Acum, luăm ı̂n considerare problema de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-
Brinkman generalizat s, i Brinkman clasic, care este dată de

∆u+ − Pu+ − k|u+|u+ − β(u+ · ∇)u+ −∇π+ = f+|D+ in D+,

∆u− − αu− −∇π− = f−|D− in D−,

div u± = 0 in D±,

TrD+u+ − TrD−u− = g on Γ,

tP,D+(u+, π+, f+ + E̊+(k|u+|u+ + β(u+ · ∇)u+))− tα,D−(u−, π−, f−)

+ LTrD+u+ = h on Γ,

(3.3.3)

cu necunoscuta (u+, π+,u−, π−) ∈ XB.
Rezultatul de bine-punere obt, inut este următorul (vezi de exemplu, [4, Teorema 3.2], s, i [52,

Teorema 5.2] ı̂n cazul P = αI, unde α, k, β > 0 sunt constante).

Teorema 3.3.1. Fie α > 0 o constantă dată. Considerăm Ipotezele 1.1.6 s, i 2.2.1 satisfăcute,
pentru n = 3. Fie P ∈ L∞(D+)3×3 cu proprietatea (1.2.22). Atunci, există două constante,

ξ = ξ(D+,D−,P , k, β,L) > 0 η = η(D+,D−,P , k, β,L) > 0 (3.3.4)

cu proprietatea că pentru orice (f+, f−,g,h) ∈ YB care satisfac

||(f+, f−,g,h)||YB ≤ ξ, (3.3.5)

problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat s, i
Brinkman (3.3.3) are o solut,ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XB astfel ı̂ncât

||u+||H1
div(D+)3 ≤ η. (3.3.6)
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În plus, solut,ia depinde continuu de date, adică există o constantă C0 = C0(D+,D−,P ,L) > 0 astfel
ı̂ncât

||(u+, π+,u−, π−)||XB ≤ C0||(f+, f−,g,h)||YB . (3.3.7)

Încheiem această sect, iune enunt, ând câteva remarci utile care sunt derivate din rezultatul nostru
de bine-punere, adică Teorema 3.3.1.

Observat, ia 3.3.2. Dacă k = 0 s, i β : D+ → R+ satisface β ∈ L∞(D+,R+) ı̂n Teorema 3.3.1,
obt,inem rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie neliniară pentru sistemele Navier-
Stokes generalizat s, i Brinkman ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3.

Observat, ia 3.3.3. Dacă k : D+ → R+ satisface k ∈ L∞(D+,R+) s, i β = 0 ı̂n Teorema 3.3.1,
obt,inem rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie semiliniară pentru un sistem Darcy-
Forchheimer-Brinkman semiliniar s, i sistemul Brinkman ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3.

3.4 Asupra unei probleme de tip Robin-transmisie pentru

sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman

În această sect, iune, oferim un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru o problemă de tip trans-
misie, care a fost obt, inută ı̂n contextul Ipotezei 1.1.7. Această problemă specială de tip transmisie
pe care o studiem va fi numită problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman (vezi problema (3.4.3)). În plus, fie λ ∈ (0, 1] o constantă s, i considerăm Ipoteza 2.2.1
satisfăcută, pentru n = 2, 3.

Să ne reamintim spat, iul solut, iilor

XRT := H1
div(D+)n × L2(D+)×H1

div(D−)n × L2(D−), (3.4.1)

s, i spat, iul datelor,

YRT := H̃−1(D+)n × H̃−1(D−)n ×H
1
2
ν (Γ+)n ×H−

1
2 (Γ+)n ×H−

1
2 (Γ−)n. (3.4.2)

Problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman este dată de

∆u± − αu± − k|u±|u± − β(u± · ∇)u± −∇π± = f±|D± ı̂n D±,

div u± = 0 ı̂n D±,

λ
(
TrD+u+

)
−
(
TrD−u−

)
|Γ+ = g1 pe Γ+,

tα,D+(u+, π+, f+ + E̊+(k|u+|u+ + β(u+ · ∇)u+))

−
(
tα,D−(u−, π−, f− + E̊−(k|u−|u− + β(u− · ∇)u−))

)
|Γ+ = h1 pe Γ+,(

tα,D−(u−, π−, f− + E̊−(k|u−|u− + β(u− · ∇)u−))
)
|Γ−

+ L
(
TrD−u−

)
|Γ− = g2 pe Γ−,

(3.4.3)

cu necunoscuta (u+, π+,u−, π−) ∈ XXT . Să observăm că E̊± este operatorul de extensie cu zero ı̂n
exteriorul mult, imii D±.

Am obt, inut următorul rezultat de bine-punere (vezi de asemenea, [52, Teorema 5.2]).
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Teorema 3.4.1. Fie α > 0, k, β ∈ R∗ s, i λ ∈ (0, 1] sunt constante date. Considerăm Ipotezele 1.1.7
s, i 2.2.1 satisfăcute, pentru n = 2, 3. Atunci, există două constante,

ξ ≡ ξ(D+,D−, α, k, β, λ,L) > 0, η ≡ η(D+,D−, α, k, β, λ,L) > 0, (3.4.4)

cu proprietatea că pentru orice (f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT , care satisface

||(f+, f−,g1,h1,g2)||YRT ≤ ξ, (3.4.5)

problema Poisson de tip Robin-transmisie (3.4.3) pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman are
o solut,ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT cu proprietatea

||(u+, π+,u−, π−)||XRT ≤ η. (3.4.6)

Mai mult, există o constantă C0 ≡ C0(D+,D−, α,L, λ) > 0 astfel ı̂ncât solut,ia unică satisface

||(u+, π+,u−, π−)||XRT ≤ C0||(f+, f−,h1,h1,g2)||YRT . (3.4.7)

Demonstraţie. Demonstrăm acest rezultat cu ajutorul unor argumente similare cu cele prezentate
ı̂n demonstrat, ia [52, Teorema 5.2]. Ne ı̂mpărt, im argumentele ı̂n trei pas, i.

Pasul 1. Arătăm că o solut,ie a problemei (3.4.3) există. Rescriem problema de transmisie
neliniară (3.4.3) astfel

∆u± − αu± −∇π± = f±|D± + Jk,β,D±(u±)|D± ı̂n D±,

div u± = 0 ı̂n D±,

λ
(
TrD+u+

)
−
(
TrD−u−

)
|Γ+ = g1 pe Γ+,

tα,D+(u+, π+, f+ + Jk,β,D±(u+))−
(
tα,D−(u−, π−, f− + Jk,β,D±(u−))

)
|Γ+

= h1 pe Γ+,(
tα,D−(u−, π−, f− + Jk,β,D±(u−))

)
|Γ− + L

(
TrD−u−

)
|Γ− = g2 pe Γ−.

(3.4.8)

În continuare, ne propunem să construim un operator neliniar H care mapează o bilă ı̂nchisă Bη
a spat, iului H1

div(D+)n×H1
div(D−)n ı̂n aceasta, s, i, de asemenea, este o contract, ie pe Bη. Prin urmare,

punctul fix unic al H va oferi o solut, ie a problemei (3.4.8).
Să construim operatorul nostru neliniar ı̂n felul următor. Să ne amintim că datele noastre

(f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT care intervin ı̂n (3.4.8) sunt fixate. În plus, să fixăm

(u+,u−) ∈ H1
div(D+)n ×H1

div(D−)n. (3.4.9)

Să luăm ı̂n considerare următoarea problemă liniară Poisson de tip de transmisie pentru sistemul
Brinkman cu necunoscutele (u0

+, π
0
+,u

0
−, π

0
−)

∆u0
± − αu0

± −∇π0
± = f±|D± + Jk,β,D±(u±)|D± ı̂n D±,

div u0
± = 0 ı̂n D±,

λ
(
TrD+u0

+

)
−
(
TrD−u0

−
)
|Γ+ = g1 pe Γ+,

tα,D+(u0
+, π

0
+, f+ + Jk,β,D±(u+))−

(
tα,D−(u0

−, π
0
−, f− + Jk,β,D±(u−))

)
|Γ+

= h1 pe Γ+,(
tα,D−(u0

−, π
0
−, f− + Jk,β,D±(u−))

)
|Γ− + L

(
TrD−u0

−
)
|Γ− = g2 pe Γ−.

(3.4.10)

În plus, apartenentt,a E̊(k|u±|u± + β(u± · ∇)u±) ∈ H̃−1(D±)n are loc pe baza Lemei 3.1.3.
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Să aplicăm Teorema 2.4.1. Prin urmare, deducem că probema (3.4.10) are o solut, ie unică

(u0
+, π

0
+,u

0
−, π

0
−) := TRT (f+|D+ + Jk,β,D+(u+)|D+ , f−|D− + Jk,β,D−(u−)|D− ,g1,h1,g2) ∈ XRT

= (U+(u+,u−),R+(u+,u−),U−(u+,u−),R−(u+,u−)).
(3.4.11)

Să remarcăm că, operatorul TRT : YRT → XRT care apare ı̂n relat, ia (3.4.11) este operatorul solut, ie
dat de relat, ia (2.4.5). Să t, inem cont că TRT : YRT → XRT este bine-definit, liniar s, i continuu, care
pun ı̂n corespondent, ă datelor (ce apart, in spat, iului YRT ) solut, ia unică a problemei Poisson de tip
Robin-transmisie (2.4.3) pentru sistemul Brinkman ı̂n cadrul Ipotezei 1.1.7, pentru n = 2, 3. De
asemenea, TRT : YRT → XRT satisface inegalitatea (2.4.6) din Teorema 2.4.1.

Mai mult, datorită Lemei 3.1.3 s, i Teoremei 2.4.1 s, i pentru (f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT , operatorii
neliniari furnizat, i de relat, ia (3.4.11),

(U+,R+,U−,R−) : H1
div(D+)n ×H1

div(D−)n → XRT , (3.4.12)

sunt continui s, i există o constantă C ≡ C(D+,D−, α, λ,L) > 0 astfel ı̂ncât

||(U+(u+,u−),R+(u+,u−),U−(u+,u−),R−(u+,u−))||XRT
≤ C||(f+|D+ + Jk,β,D+(u+)|D+ , f− + Jk,β,D−(u−)|D− ,g1,h1,g2)||YRT
≤ C||(f+|D+ , f−|D− ,g1,h1,g2)||YRT + ||Jk,β,D+(u+)||H̃−1(D+)n + ||Jk,β,D−(u−)||H̃−1(D−)n

≤ C||(f+|D+ , f−|D− ,g1,h1,g2)||YRT + c+
1 C||u+||2H1

div(D+)n + c−1 C||u−||2H1
div(D−)n ,

(3.4.13)

pentru orice (u+,u−) ∈ H1
div(D+)n ×H1

div(D−)n, unde c+
1 s, i c

−
1 sunt constantele din Lema 3.1.3, ce

corespund domeniilor D+, respectiv, D−.
T, inând cont de (3.4.10), avem

∆U±(u+,u−)− αU±(u+,u−)−∇R±(u+,u−)

= f±|D± + Jk,β,D±(u±)|D± ı̂n D±,

div U±(u+,u−) = 0 ı̂n D±,

λ
(
TrD+U+(u+,u−)

)
−
(
TrD−U−(u+,u−)

)
|Γ+ = g1 pe Γ+,

tα,D+(U+(u+,u−),R+(u+,u−), f+ + Jk,β,D±(u+))

−
(
tα,D−(U−(u+,u−),R−(u+,u−), f− + Jk,β,D±(u−))

)
|Γ+

= h1 pe Γ+,(
tα,D−(U−(u+,u−),R−(u+,u−), f− + Jk,β,D±(u−))

)
|Γ−

+ L
(
TrD−U−(u+,u−)

)
|Γ− = g2 pe Γ−.

(3.4.14)

Să introducem operatorul neliniar

H : H1
div(D+)n ×H1

div(D−)n → H1
div(D+)n ×H1

div(D−)n

prin
H(u+,u−) := (U+(u+,u−),U−(u+,u−)). (3.4.15)

Acum, dacă arătăm că operatorul neliniar H are un punct fix (u+.u−) ∈ H1
div(D+)n×H1

div(D−)n,
acest punct fix va fi solut, ia ecuat, iei H(u+,u−) = (u+,u−) s, i ı̂mpreună cu π± = R±(u+,u−) furni-
zează o solut, ie a problemei (3.4.8) ı̂n XRT .

Pentru a justifica afirmat, ia noastră, arătăm că H mapează o bilă ı̂nchisă Bη ⊆ H1
div(D+)n ×

H1
div(D−)n ı̂n aceasta s, i de asemenea este o contrat, ie pe bila Bη.
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Să introducem constantele

ξ :=
3

16C2 max{c+
1 , c

−
1 }

> 0, η :=
1

4C max{c+
1 , c

−
1 }

> 0, (3.4.16)

s, i bila ı̂nchisă

Bη := {(u+,u−) ∈ H1
div(D+)n ×H1

div(D−)n : ||(u+,u−)||H1
div(D+)n×H1

div(D−)n ≤ η}, (3.4.17)

iar constantele c+
1 s, i c

+
1 sunt aceleas, i constante care apar ı̂n relat, ia (3.4.13). În plus, presupunem

că datele noastre satisfac
||(f+, f−,g1,h1,g2)||YRT ≤ ξ. (3.4.18)

Datorită relat, iilor (3.4.13), (3.4.16), (3.4.17), (3.4.18), obt, inem

||(U+(u+,u−),U−(u+,u−))||XRT ≤ η, (3.4.19)

pentru orice (u+,u−) ∈ Bη, ceea ce arată că ||H(u+,u−)||H1
div(D+)n×H1

div(D−)n ≤ η. În consecint, ă H
mapează Bη ı̂n Bη.

Să arătăm că H este o contract, ie pe Bη. În acest scop, să fixăm datele (f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT .
Dacă (v+,v−), (w+,w−) ∈ Bη sunt câmpuri arbitrare, obt, inem

||H(v+,v−)− H(w+,w−)||H1
div(D+)n×H1

div(D−)n

≤ C||(Jk,β,D+(v+)− Jk,β,D+(w+), Jk,β,D+(v−)− Jk,β,D+(w−))||H̃−1(D+)n×H̃−1(D−)n

≤ Cc+
1 (||v+||H1

div(D+)n + ||w+||H1
div(D+)n)||v+ −w+||H1

div(D+)n

+ Cc−1 (||v−||H1
div(D−)n + ||w−||H1

div(D−)n)||v− −w−||H1
div(D−)n

≤ 2ηC max{c+
1 , c

−
1 }||(v+ −w+,v− −w−)||H1

div(D+)n×H1
div(D−)n

=
1

2
||(v+ −w+,v− −w−)||H1

div(D+)n×H1
div(D−)n .

(3.4.20)

În (3.4.20) am utilizat linearitatea s, i continuitatea operatorului TRT : YRT → XRT (vezi relat, ia
(2.4.5)) ı̂mpreună cu relat, ia (3.1.5) din Lema 3.1.3. As,adar, operatorul H : Bη → Bη este 1

2
-

contract, ie.
Datorită teoremei de punct fix a lui Banach, obt, inem existent,a unui unic punct fix (u+,u−) ∈ Bη

al operatorului H, anume, H(u+,u−) = (u+,u−). Perechea (u+,u−) ı̂mpreună cu funct, iile π± =
R±(u+,u−) date de (3.4.11), determină o solut, ie a problemei neliniare (3.4.8) ı̂n spat, iul XRT . În
consecint, ă, (u+, π+,u−, π−) este o solut, ie a problemei de transmisie neliniară (3.4.3) ı̂n XRT .

Datorită apartenent,ei (u+,u−) ∈ Bη, avem

Cc+
1 ||u+||H1

div(D+)n ≤ Cc+
1 η ≤

1

4
, Cc−1 ||u−||H1

div(D+)n ≤ Cc−1 η ≤
1

4
. (3.4.21)

Atunci, aplicăm inegalitatea (3.4.13) pentru a obt, ine

||u+||H1
div(D+)n + ||π+||L2(D+) + ||u−||H1

div(D−)n + ||π−||L2(D−) = ||(u+, π+,u−, π−)||XRT

≤ C||(f+|D+ , f−|D− ,g1,h1,g2)||YRT +
1

4
||u+||H1

div(D+)n +
1

4
||u−||H1

div(D−)n ,
(3.4.22)

s, i avem

||u+||H1
div(D+)n + ||u−||H1

div(D−)n ≤
4

3
C||(f+|D+ , f−|D− ,g1,h1,g2)||YRT . (3.4.23)
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Prin ı̂nlocuirea relat, iei (3.4.23) ı̂n relat, ia (3.4.22), obt, inem inegalitatea (3.4.7) cu C0 = 4
3
C.

Step 2. Dorim să arătăm proprietatea de unicitate a solut,iei problemei de transmisie neliniare
(3.4.3). Teorema de punct fix a lui Banach asigură proprietatea de unicitate a solut, iei problemei
(3.4.3) ı̂năuntrul bilei Bη. Deoarece argumentele care sunt implicate ı̂n demonstrarea acestui pas
sunt similare cu cele din demonstrat, ia Teoremei 3.2.1, le omitem pentru a păstra concizia prezentării.

Step 3. Rămâne să arătăm că solut,ia problemei noastre (3.4.3) depinde continuu de date. În
acest scop, continuitatea operatorului neliniar H : Bη → Bη şi continuitatea operatorului soluţie
TRT : YRT → XRT (vezi relat, ia (2.4.5)) arată că solut, ia unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT depinde conti-
nuu de date s, i inegalitatea (3.4.7) are loc pentru constanta C0 = 4

3
C. Aceasta ı̂ncheie demonstrat, ia

noastră.

3.4.1 Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i o problemă Robin-
transmisie de tip limită asociată, ı̂n cazul λ = 0

În această subsect, iune, vom lucra ı̂n cadrul Ipotezei 1.1.7. Dorim să discutăm o problemă
specială de tip Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman. Această nouă pro-
blemă de tip transmisie se obt, ine prin a alege λ = 0 ı̂n problema de transmisie (3.4.3). În consecint, ă,
obt, inem problema (3.4.24) care include o anumită condit, ie de transmisie pe frontieră Γ+, anume,
cont, ine doar urma vitezei necunoscute u− pe Γ+. Datorită acestui fapt, problemă (3.4.24) va fi
denumită problema Robin-transmisie de tip limită pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman.
Să remarcăm că, această problemă Robin-transmisie de tip limită cont, ine o problemă Robin-
Dirichlet pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman D−. Scopul nostru este de a arăta bine-
punerea problemei Robin-transmisie de tip limită pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i,
ı̂n consecint, ă, obt, inem un rezultat de bine-punere pentru problema Robin-Dirichlet pentru siste-
mul Darcy-Forchheimer-Brinkman. În mod echivalent, izolăm solut, ia problemei Robin-Dirichlet
din solut, ia problemei Robin-transmisie de tip limită. Această metodă originală subliniază faptul
că solut, iile anumitor probleme cu valoari pe frontieră pot fi determinate luând ı̂n considerare, ı̂n
primul rând, anumite probleme de transmisie.

Să considerăm λ = 0 ı̂n problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman (3.4.3). Obt, inem problema Robin-transmission de tip limită pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman,

∆u± − αu± − k|u±|u± − β(u± · ∇)u± −∇π± = f±|D± ı̂n D±,

div u± = 0 ı̂n D±,(
TrD−u−

)
|Γ+ = −g1 pe Γ+,

tα,D+(u+, π+, f+ + E̊+(k|u+|u+ + β(u+ · ∇)u+))

−
(
tα,D−(u−, π−, f− + E̊−(k|u−|u− + β(u− · ∇)u−))

)
|Γ+

= h1 pe Γ+,(
tα,D−(u−, π−, f− + E̊−(k|u−|u− + β(u− · ∇)u−))

)
|Γ−

+ L
(
TrD−u−

)
|Γ− = g2 pe Γ−,

(3.4.24)

cu necunoscuta (u+, π+,u−, π−) ∈ XXT . Să t, inem cont că, E̊± este operatorul de extensie cu zero
ı̂n exteriorul mult, imii D±. Mai mult, considerăm Ipoteza 2.2.1 satisfăcută, pentru n = 2, 3.

Rezultatul de bine-punere care a fost obt, inut, este următorul (a se vedea, de exemplu, [52,
Teorema 5.2]).
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Teorema 3.4.2. Fie α > 0, k, β ∈ R∗ constante date. Considerăm Ipotezele 1.1.7 s, i 2.2.1 sa-
tisfăcute pentru n = 2, 3. Atunci, există două constante,

ξ ≡ ξ(D+,D−, α, k, β,L) > 0, η ≡ η(D+,D−, α, k, β,L) > 0, (3.4.25)

astfel ı̂ncât, pentru orice (f+, f−,g1,h1,g2) ∈ YRT ,care satisface

||(f+, f−,g1,h1,g2)||YRT ≤ ξ, (3.4.26)

problema Poisson de tip Robin-transmisie de tip limită (3.4.24) pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman are o solut,ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT cu proprietatea

||(u+, π+,u−, π−)||XRT ≤ η. (3.4.27)

Mai mult, există o constantă C0 ≡ C0(D+,D−, α,L, λ) > 0 astfel ı̂ncât solut,ia unică satisface
inegalitatea

||(u+, π+,u−, π−)||XRT ≤ C0||(f+, f−,g1,h1,g2)||YRT . (3.4.28)

3.4.2 Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i o problemă Robin-
Dirichlet asociată

Scopul acestei subsect, iuni este de a evident, ia rolul particular pe care ı̂l satisface o problemă
de tip transmisie. În cele ce urmează, fie α, k, β > 0 constante date s, i considerăm Ipoteza 1.1.7
satisfăcută. Considerăm domeniul Lipschitz D− s, i folosim argumente similare celor descrise ı̂n [63, p.
4581]. Să continuăm prin a afirma faptul că problema (3.4.24) este bine-pusă (vezi Teorema 3.4.2).
În consecint, ă, obt, inem o solut, ie unică (u+, π+,u−, π−) ∈ XRT a problemei (3.4.24). Din aceasta,
extragem perechea (u−, π−) ∈ H1

div(D−)n × L2(D−) s, i observăm că această pereche particulară
satisface o altă problemă cu valori pe frontieră, s, i anume, următoarea problemă Robin-Dirichlet
pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n D−,

∆u− − αu− − k|u−|u− − β(u− · ∇)u− −∇π− = f−|D− ı̂n D−,

div u− = 0 ı̂n D−,

(TrD−u−)|Γ+ = −g1 pe Γ+,

(tα,D−(u−, π−, f− + E̊−(k|u−|u− + β(u− · ∇)u−)))|Γ− + L(TrD−u)|Γ− = g2, pe Γ−.

(3.4.29)

Pentru a rezuma, putem obt, ine solut, ia pentru o problemă cu valori pe frontieră (anume, pro-
blema (3.4.29)) prin extragerea acesteia din solut, ia unei probleme de tip transmisie (anume, pro-
blema (3.4.24)). Rezultă că perechea (u−, π−) este o solut, ie a problemei Robin-Dirichlet (3.4.29)
pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman.

Fie (f−,g1,g2) ∈ H̃−1(D−)n ×H
1
2
ν (Γ+)n ×H− 1

2 (Γ−)n care satisface (3.4.26) din Teorema 3.4.2.
Atunci, avem următoarea consecint, ă (vezi [63, p. 4581]).

Corolar 3.4.3. Problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman (3.4.29)
are o solut,ie ı̂n spat,iul H1

div(D−)n × L2(D−), unde n = 2, 3.
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4

O abordare numerică legată de sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman cu condit, ii

Robin-Dirichlet

Scopul acestui capitol este de a studia, numeric, problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman, problema (3.4.29). În plus, avem rezultatul de existent, ă pentru problema
(3.4.29), care este Corolarul 3.4.3. Rezolvăm numeric problema cavităt, ii antrenată de un perete.
Această problemă constă dintr-o cavitate pătrată care cont, ine un pătrat solid. În consecint, ă, avem
o frontieră interioară (anume, frontiera pătratului solid intern) s, i o frontieră exterioară (anume,
peret, ii exteriori ai cavităt, ii). Peret, ii interiori sunt considerat, i fixat, i. Peret, ii exteriori alunecă cu
viteze constante diferite. Mai mult, domeniul delimitat de frontiera exterioară s, i interioară este
umplut cu un mediu poros s, i saturat de un fluid vâscos incompresibil Newtonian, ce este modelat de
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman (vezi Relat, ia (4.1.1)). Configurat, ia este furnizată ı̂n Figura
4.1. Cont, inutul acestui capitol urmăres,te rezultatele obt, inute ı̂n lucrarea [8].

Remarcăm că abordările noastre anterioare din Capitolul 2 s, i Capitolul 3 s-au concentrat pe
obt, inerea unei solut, ii unice pentru problemele noastre de tip transmisie. Într-adevăr, am folosit
teoria potent, ialului pentru a construi o solut, ie pentru problemele liniare. Am folosit s, i teorema
punctului fix de Banach pentru a obt, ine o solut, ie ı̂n cadrul neliniar. În plus, am văzut că putem
obt, ine o solut, ie la unele probleme cu valori pe frontieră prin extragerea acesteia dintr-o problemă
de transmisie. Prezentăm o altă abordare pentru găsirea unei solut, ii pentru o problemă cu valori
pe frontieră care are rădăcini ı̂n unele metode care provin din analiza numerică.

În acest paragraf, să ment, ionăm câteva lucrări care se ocupă de problema fluxului ı̂ntr-o cavitate
antrenată de un perete. În primul rând, să subliniem contribut, ia lui Ghia, Ghia s, i Shin [39]. Autorii
au obt, inut rezultate numerice pentru fluxul antrenat ı̂ntr-o cavitate pătrată. Aceste rezultate oferă
un caz de testare util prin care pot fi verificate alte metode numerice. În [69], autorii remarcă faptul
că problema fluxului ı̂ntr-o cavitate antrenată de un perete este o problemă de test, ı̂n două sau
trei dimensiuni, prin care pot fi validate sau invalidate diverse scheme numerice. Atractivitatea
unei astfel de probleme constă ı̂n geometria ei simplă s, i structura sa percepută a fluxului. Gutt s, i
Groşan [44] au investigat numeric o problemă mixtă cu valori pe frontieră Dirichlet-Robin pentru
sistemul Darcy-Brinkman cadrul problemei fluxlui antrenat de un perete ı̂ntr-o cavitate poroasă.
De asemenea, ei analizează influent,a diferit, ilor parametri asupra fluxului fluidului.
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4.1 Studiul numeric al problemei mis,cării fluide ı̂ntr-o cavi-

tate bidimensională antrenată de un perete cu condit, ia

de alunecare pe frontieră de tip Navier, ı̂n prezent,a

unui corp solid

4.1.1 Enunt,area problemei s, i observat, ii

Să descriem modelul matematic pentru problema noastră, a fluxului de fluid ı̂ntr-o cavitate ı̂n
dimensiune doi, antrenată de un perete, cu condit, ie de alunecare Navier pe frontieră, ı̂n prezent,a
unui obstacol solid. Scopul nostru este acela de a studia fluxul unui fluid vâscos incompresibil
Newtonian ı̂ntr-un mediu poros ı̂ntr-un domeniu Lipschitz special, notat cu D−, precum cel din
Figura 4.1. Considerăm condit, ii Dirichlet pe frontiera interioară s, i condit, ii Robin pe frontiera
exterioară. Să descriem geometria problemei noastre. Fie D ⊂ R2 o cavitate pătrată de lungime L
care cont, ine un obstacol solid, notat cu D+, de lungime l astfel ı̂ncât l < L. Să definim D− := D\D+.
Frontiera interioară, notată cu Γ+ este considerată fixă, iar frontiera exterioară Γ−, constă din patru
peret, i Γt−, Γl−, Γb−, Γr− care alunecă cu viteze constante, dar diferite (vezi Figura 4.1).

Figura 4.1: Cavitatea poroasă cu un bloc intern solid

4.1.2 Modelul matematic al problemei

Înăuntrul cavităt, ii poroase, anume, Fig. 4.1, fluxul fluidului este descris de sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman (a se vedea, de exemplu, [3], [43], [109]). Pe frontiera exterioară Γ−, impu-
nem condit, ia de alunecare Navier care este o condit, ie de tip Robin pe frontieră (vezi, [48], [92]) s, i pe
frontiera interioară Γ+, impunem condit, ii Dirichlet pe frontieră. Modelul matematic al problemei
noastre este 

∆u− −
κ

K
u− −

κ

νρ
∇π− =

1

ν
(u− · ∇)

u−
κ

+
κCf

ν
√
K
|u−|u− ı̂n D−

div u− = 0 ı̂n D−

u− = g1 pe Γ+

u− + sl
∂u−
∂n−

= g2 pe Γ−.

(4.1.1)

64
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Pentru a efectua analiza adimensională, să ı̂nlocuim variabilele dimensionale din (4.1.1) cu va-
riabilele adimensionale

X =
x

L
, Y =

y

L
, Sl =

sl
L
, Ux =

ux
ut
, Uy =

uy
ut
, Π =

π

ρ(ut)2
.

. Ca urmare, obt, inem

∆U− −
κ

Da
U− −Reκ∇Π = Re (U− · ∇)

U−
κ

+
ReκCf√

Da
|U−|U− ı̂n D−

div U− = 0 ı̂n D−

U− = (0, 0) pe Γ+

U− + Sl
∂U−
∂n−

= G2 pe Γ−

(4.1.2)

s, i

G2 =



(1, 0) pe Γt−
(0, U r) pe Γr−

(U b, 0) pe Γb−

(0, U l) pe Γl−.

(4.1.3)

În analiza noastră, considerăm funct, ia de curent Ψ, care este dată de

Ux =
∂Ψ

∂Y
, Uy = − ∂Ψ

∂X
. (4.1.4)

Folosim această funct, ie pentru a calcula valoarea maximă a funct, iei de curent atinsă ı̂n interiorul
cavităt, ii, Ψmax. De asemenea, utilizăm funct, ia de curent Ψ pentru a vizualiza fluxul fluidului, care
se observă ı̂n forma liniilor de curent.

4.1.3 Metoda numerică s, i validarea modelului

Folosim software-ul COMSOL Multiphysics bazat pe element finit (vezi [110]) pentru a rezolva
sistemul (4.1.2) ı̂mpreună cu ecuat, ia

∆Ψ =
∂Ux
∂Y
− ∂Uy
∂X

, (4.1.5)

Să observăm că ecuat, ia (4.1.5) este obt, inută din relat, ia (4.1.4).
Pentru a discretiza domeniul din Figura 4.1, considerăm un free quad mesh. Mesh-ul a fost

construit astfel. Începem cu un număr fix de elemente, N , care sunt de fiecare parte a lui Γ−.

Pe partea frontierei Γ+ avem N
L

l
elemente. Dimensiunea maximă a unui element din interiorul

cavităt, ii este egală cu
1

N
. Pentru a obt, ine o solut, ie numerică, rezolvitorul neliniar iterează până

când eroarea relativă este mai mică decât ε = 10−6.
În continuare, efectuăm un test de convergent, ă pentru valoarea maximă a funct, iei de curent,

Ψmax, ı̂n funcţie de nivelul de rafinare a mesh-ului. Atunci, pentru problema noastră (4.1.2)
ı̂mpreună cu (4.1.5) avem următoarele setări implicite

L = 1, l = 0.4, κ = 0.3, Re = 100, Da = 0.01, U r = U b = −0.1, U l = 0.1. (4.1.6)
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În vederea setărilor din (4.1.6) am obt, inut Tabela 4.1, care cont, ine valorile calculate pentru Ψmax

pentru diferite valori ale lui N . Din Tabela 4.1 reiese că alegerea mesh-ului care cont, ine 80 elemente
pe fiecare parte a lui Γ− din Figura 4.1 este potrivit pentru simulările noastre.

N (elemente pe partea exterioară) Ψmax EroareaΨmax

20 0.04366673
40 0.04358508 0.000081465
60 0.04358398 0.0000011
80 0.04358332 0.00000066

Tabela 4.1: Dependent,a de mesh

Să comparăm solut, iile noastre numerice cu rezultate stabilite anterior pentru a valida abordarea
noastră. În acest scop, avem următoarele setări

U r = U b = U l = 0, µ = 1, l = 0, Sl = 0, (4.1.7)

care este cazul cavităt, ii poroase pătrate, antrenată de un perete, fără obstacol s, i cu condit, ie ”no-slip”
pe frontieră. În continuare, pentru valorile

κ = 0.1, Re = 10, Da = 0.01, (4.1.8)

reprezentăm componenta x a vitezei, Ux, de-a lungul liniei verticale ce trece prin centrul cavităt, ii s, i
componenta y a vitezei, Uy, de-a lungul liniei orizontale ce trece prin centrul cavităt, ii. Comparăm
profilele de viteză obt, inute pe care le-am determinat cu datele obt, inute ı̂n [43]. Ambele grafice din
Figura 4.2 arată un acord bun al rezultatelor obt, inute.

(a) Ux de-a lungul liniei
centrale verticale

(b) Uy de-a lungul liniei
centrale orizontale

Figura 4.2: Componentele vitezei de-a lungul liniilor centrale, verticală s, i orizontală, ale cavităt, ii
pătrate, comparate cu [43].

4.1.4 Rezultate s, i discut, ii

Ne propunem să determinăm impactul lungimii de alunecare adimensională, Sl, asupra fluxului
fluidului ı̂năuntrul cavităt, ii poroase. În acest scop, setăm parametrii

l = 0.4, κ = 0.3, Re = 100, Da = 0.01, U r = U b = −0.1, U l = 0.1 (4.1.9)

s, i studiem proprietăt, ile fluxlui pentru Sl ∈ (0, 0.003).
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Sl Ψmax

0 0.04371041
0.0005 0.04317579
0.001 0.04290319
0.0015 0.04262631
0.002 0.04234790
0.0025 0.04206969
0.003 0.04179283

Tabela 4.2: Valorile maxime ale funct, iei
de curent pentru diferite valori Sl

Figura 4.3: Efectul lungimii de alune-
care adimensională

Valorile lui Ψmax calculate ı̂n interiorul cavităţii pentru diferite valori ale parametrului adimen-
sional Sl ∈ (0, 0.003) sunt afis,ate ı̂n Tabela 4.2. Aceste valori sunt de asemenea reprezentate ı̂n
Figura 4.3. Figura 4.3 arată scăderea liniară a funct, iei Ψmax ı̂ntre Sl = 0.0005 s, i Sl = 0.003. Depla-
sarea fluidului ı̂n interiorul cavităt, ii poroase este evident, iată ı̂n Figura 4.4. O remarcă importantă
care poate fi făcută aici este că variat, ia parametrului de alunecare adimensională Sl nu schimbă
brusc fluxul de curgere. Acest lucru poate fi văzut ı̂n similaritatea tuturor celor trei imagini din fi-
gura 4.4. Chiar dacă liniile de curent s, i profilul de viteză sunt diferite ı̂n fiecare caz, aceste diferent,e
sunt neglijabile s, i nu atât de evidente.

(a) Sl = 0 (b) Sl = 0.0015 (c) Sl = 0.003

Figura 4.4: Liniile de curent s, i profilele de viteză pentru valori diferite ale parametrului de alunecare
Sl.

Continuăm analiza noastră s, i setăm Sl = 0.0005. Considerăm

U r = U b = U, U l = −U, (4.1.10)

unde U este o constantă care ia valorile

U = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, (4.1.11)

respectiv. Prin urmare, dorim să vedem cum se comportă fluxul de fluid ı̂n interiorul cavităt, ii, dacă
viteza peret, ilor verticali s, i a celui de jos cres,te fat, ă de viteza peretelui superior. Ceilalt, i parametri
rămân la fel ca ı̂n relat, ia (4.1.9). În această situat, ie, liniile de curent s, i profilele de viteză pentru
particulele de fluid pentru U = 0.1, 0.5, 0.9 sunt date ı̂n Figura 4.5. Să remarcăm că, pentru valori
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crescătoare ale lui U , centrul vortexului secundar, care este init, ial aproape de partea superioară,
tinde să se apropie de centrul cavităt, ii, fiind ı̂n cele din urmă asimilat de vortexul principal care
se rotes,te ı̂n jurul obstacolului. Acest lucru se datorează echilibrului de fort,e generat de cei patru
peret, i dispus, i simetric. În Tabela 4.3 observăm variat, ia lui Ψmax, ı̂n timp ce minimul său este atins
pentru U = 0.3. După U = 0.3, Ψmax tinde să crească pe măsură ce U se apropie de viteza peretelui
superior, atingând o valoare maximă pentru U = 0.9.

(a) U = 0.1 (b) U = 0.5 (c) U = 0.9

Figura 4.5: Liniile de curent s, i profilele de viteză pentru Sl = 0.0005 s, i U = 0.1, 0.5, 0.9.

U Ψmax

0.1 0.04317579
0.3 0.04286458
0.5 0.04294202
0.7 0.04330634
0.9 0.04392932

Tabela 4.3: Valorile maxime ale funct, iei de curent pentru
variat, ia lui U
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Direct, ii de cercetare ulterioare

Dorim să evident, iem câteva direct, ii de cercetare care ar putea fi explorate ı̂n urma acestei teze.

Extinderea rezultatelor obt, inute

Ca o primă direct, ie, ne propunem să extindem rezultatele init, iale care au fost prezentate ı̂n
această teză la spat, ii de funct, ii mai generale precum spat, ii Sobolev cu bază ı̂n Lp, p ∈ (1,∞), spat, ii
Besov, spat, ii Bessel potent, iale, spat, ii Triebel-Lizorkin. De asemenea, putem lua ı̂n considerare
problemele noastre cu valori pe frontieră ı̂n anumite domenii, a căror geometrie este mai generală
sau mai complexă, de exemplu, domenii poliedrale. În plus, intent, ionăm să obt, inem astfel de
rezultate utilizând alte tehnici, cum ar fi metode variat, ionale s, i teoria indexului punctului fix.
Mai mult, putem urmări un studiu practic precum investigarea corelat, iei dintre parametrii fizici
(de exemplu, numărul lui Reynolds) s, i existent,a vortexurilor ı̂n unele curgeri de fluide vâscoase ı̂n
prezent,a obstacolelor solide. Într-un astfel de studiu, putem formula probleme cu valori pe frontieră
similare cu cele tratate ı̂n această teză.

Coeficient, i variabili

În ultimii ani, au fost dedicate multe studii (vezi, spre exemplu, [59], [60], [67]) generalizării
ecuat, iilor Stokes. Anume, ı̂n loc de operatorul lui Laplace, se poate lua ı̂n considerare un alt operator
diferenţial, eliptic de ordinul doi, ı̂n formă de divergent, ă. În consecint, ă, această abordare conduce
la sistemul Stokes anizotrop s, i, respectiv, la sistemul Navier-Stokes anizotrop. Aceste generalizări
t, in cont de posibilitatea modelării unui fluid incompresibil cu vâscozitate variabilă.

Această nouă perspectivă conduce la ideea viitoare de a studia probleme cu valori pe frontieră
pentru ecuat, ii mai generale Brinkman sau Darcy-Forchheimer-Brinkman, ı̂n diverse configurat, ii, ı̂n
timp ce tot, i coeficient, ii care apar ı̂n aceste sisteme sunt variabili (a se vedea, de exemplu, [66]).

Modele de medii poroase bidisperse (multidisperse)

O altă posibilă direct, ie care poate fi urmărită este studiul teoretic s, i/sau numeric al mediilor
poroase bidisperse.

Autorii lucrării [65] au dezvoltat o analiză teoretică pentru un sistem general de ecuat, ii de tip
Navier-Stokes cuplate, ı̂n cazul incompresibil, ı̂ntr-un domeniu mărginit. Autorii au considerat o
condit, ie Dirichlet omogenă pe frontiera domeniului. Abordarea acestora se bazează pe modelul
propus de Nield s, i Kuznetsov ı̂n lucrările [87] s, i [88]. Kohr s, i Precup [66] au studiat o clasă generală
de ecuat, ii de tip Navier-Stokes anizotrope cuplate cu coeficient, i variabili care descriu fluxurile de
fluide vâscoase ı̂n medii poroase anizotrope multidisperse. Mai mult, autorii au luat ı̂n considerare
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s, i termeni neomogeni de tip react, ie ı̂n cazul incompresibil. Aceştia au folosit o tehnică variat, ională
s, i teoria indexului punctului fix pentru a obt, ine rezultate de existent, ă.

Lucrările [65] s, i [66] sugerează o posibilă direct, ie de cercetare, aceea de investigare a altor modele
care apar ı̂n studiul fluxurilor ı̂n medii poroase anizotrope bidisperse (sau multidisperse) cu scopul
de a obt, ine rezultate de existent, ă pentru alte probleme cu valori pe frontieră asociate sistemelor de
ecuat, ii cu derivate part, iale corespunzătoare.

Mai mult, un alt punct de explorare poate fi diversificarea metodelor numerice care pot fi folosite
ı̂n studiul problemelor cu valori pe frontieră sugerate de aplicat, iile ı̂n mecanica fluidelor s, i medii
poroase. Să ment, ionăm că, pe lângă abordările clasice ca metode cu diferent,e finite (spre exemplu,
folosite ı̂n [42]), metoda volumelor finite, există rezolvitoare puternice de ecuat, ii cu derivate part, iale,
cum ar fi FreeFem++, Ansys, Comsol, ce pot fi folosite pentru a obt, ine rezultate numerice pentru
studiile viitoare pentru diferite probleme cu valori pe frontieră.

Probleme cu valori pe frontieră pe varietăt, i

În cele din urmă, dorim să precizăm că rezultatele incluse ı̂n teză au fost toate obt, inute ı̂n
cadrul euclidian Rn. Există, de asemenea, multe lucrări dedicate investigării problemelor cu valori
pe frontieră pe varietăt, i compacte (vezi, spre exemplu, [57], [63], [67], [83], [84]). Un pas firesc ar fi
să luăm ı̂n considerare probleme cu valori pe frontieră, similare cu cele tratate ı̂n această teză, ı̂n
cadrul varietăt, ilor riemanniene compacte sau a varietăt, ilor riemanniene necompacte.

Mai recent, a fost dezvoltat un nou concept. Dorim să evident, iem contribut, ia autorilor Kohr,
Nistor s, i Wendland ı̂n [62], ı̂n care au obt, inut rezultatele necesare pentru a introduce s, i investiga
potent, iale de strat pe varietăt, i cu capete conice sau cilindrice. Autorii au introdus clase de operatori
pseudodiferent, iali, care sunt definit, i pe aceste varietăt, i, anume operatori

”
invariant, i la translat, ie

la infinit” s, i ”
esent, iali invariant, i la translat, ie” s, i au studiat proprietăt, ile acestor clase, urmărind

aplicat, iile acestora pentru sistemul Stokes. Ca o direct, ie viitoare de cercetare care poate fi urmată,
lucrarea [62] (see also [82]) oferă o deschidere pentru analiza unor probleme cu valori pe frontieră
pentru alte sisteme de ecuat, ii cu derivate part, iale eliptice ı̂n cadrul varietăt, ilor cu capete cilindrice.



Concluzii

Scopul acestei teze este de a furniza rezultate de existent, ă s, i unicitate pentru probleme cu valori
pe frontieră de tip transmisie pentru anumite sisteme eliptice cu coeficient, i constant, i s, i coeficient, i
variabili. Astfel de sisteme pot fi găsite ı̂n domeniul mecanicii fluidelor, ı̂n timp ce altele sunt
implicate ı̂n anumite modele de medii poroase. Problemele de tip transmisie ment, ionate mai sus
sunt investigate ı̂n context euclidian folosind mijloacele teoriei potent, ialului s, i metodele punctului
fix s, i completăm rezultatele teoretice cu o investigare numerică a unei probleme de valoare la limită.

Începem prin a descrie toate not, iunile pe care le folosim de-a lungul acestei teze. Introducem
operatorul urmă (Gagliardo) ı̂n spat, iile Sobolev clasice, precum s, i ı̂n spat, iile Sobolev ponderate.
Analizăm ecuat, iile Stokes, Brinkman s, i Brinkman generalizate s, i introducem operatorii de derivare
conormală asociat, i acestor ecuat, ii. Pentru sistemele Stokes s, i Brinkman, furnizăm solut, iile lor
fundamentale, introducem potent, ialele de simplu strat, de dublu strat s, i de volum asociate acestora.
Pentru fiecare dintre aceste potent, iale am furnizat proprietăt, ile lor de mapare, relat, iile lor de salt
s, i condit, iile lor de cres,tere la infinit.

Următorul capitol se referă la rezultatele de bine-punere pentru problema de transmisie pentru
sisteme de ecuai,i cu derivate part, iale liniare. În primul rând, avem un rezultat de bine-punere
pentru problema Dirichlet exterioară pentru sistemul Brinkman ı̂n R3 (vezi Teorema 2.1.2). În con-
tinuare, avem un rezultat de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele Brinkman
generalizat s, i Stokes ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3 (vezi Teorema 2.2.2). Un alt rezultat
de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele Brinkman generalizat s, i Brinkman
clasic este, de asemenea, obt, inut ı̂n domenii Lipschitz complementare ı̂n R3 (vezi Teorema 2.3.1).
Mai mult, avem un rezultat de bine-punere pentru problema Robin-transmisie pentru sistemul
Brinkman clasic (vezi Teorema 2.4.1). De asemenea, arătăm că, problema de tip limită Robin-
transmisie pentru sistemul Brinkman clasic este, de asemenea, bine-pusă (vezi Teorema 2.4.2) s, i, ı̂n
consecint, ă, obt, inem un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru problemei Robin-Dirichlet pentru
sistemul Brinkman (vezi Corolar 2.4.3).

Următorul capitol cont, ine generalizarea sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i o lemă utilă.
Aici, avem un rezultat de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele Darcy-
Forchheimer-Brinkman generalizat s, i Stokes ı̂n spat, ii Sobolev ponderate ı̂n R3 (vezi Teorema 3.2.1).
În continuare, avem un rezultat de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele
Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat s, i Brinkman ı̂n R3 (vezi Teorema 3.3.1). De asemenea,
obt, inem un alt rezultat de bine-punere pentru problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman clasic (vezi Teorema 3.4.1). În plus, problema de tip limită Robin-transmisie
pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman clasic este de asemenea bine-pusă (vezi teorema 3.4.2)
s, i acest rezultat oferă, de asemenea, un rezultat de existent, ă pentru problema Robin-Dirichlet pentru
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman (vezi Corolarul 3.4.3).

Ultimul capitol constă ı̂ntr-o investigat, ie numerică pentru problema fluxului ı̂ntr-o cavitate an-
tenată de un perete mis,cător ı̂n două dimensiuni pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman.
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Considerăm condit, ii de tip Dirichlet pe peretele interior s, i condit, ii de tip Robin pe peretele exte-
rior. Analizăm impactul lungimii de alunecare adimensională asupra comportamentului fluxului de
fluid ı̂n interiorul cavităt, ii poroase.
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