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Introducere

Scopul acestei teze de doctorat este tratarea de probleme importante cu valori pe frontiera
eliptice pentru sisteme de ecuatii cu derivate partiale (EDP) care apar in mecanica fluidelor, cu
ajutorul metodelor teoriei potentialului si a unei teoreme de punct fix. Am tratat diverse probleme
cu valori pe frontiera precum probleme Dirichlet, Robin-Dirichlet, transmisie, Robin-transmisie in
cazul liniar, precum si in cazul neliniar. Am oferit exemple numerice sugestive pentru o problema
practica cu aplicatii multiple, cu scopul de a completa studiul teoretic, prezentat in primele trei
capitole.

In cele ce urmeazi, fie D C R™, n > 2 un domeniu Lipschitz marginit gi notam frontiera acestui
domeniu cu I'. Consideram P, o functie cu valori matriceale, ale carei componente sunt functii
esential marginite. Introducem sistemul Brinkman

Av—Pv—-Vp=f divu=0, inD, (0.0.1)

unde perechea (v, p) reprezinta campurile viteza, respectiv presiune ale fluxului de fluid considerat
si f este o forta externa, data, care actioneaza asupra curgerii fluidului. In cazul special P = ol in
care & > 0 este o constanta data, sistemul (0.0.1)) devine sistemul Brinkman clasic,

Av—av—Vp={f divv=0, inD. (0.0.2)
Daca consideram P = 0 1n sistemul , obtinem renumitul sistem Stokes,
Av—-Vp=1f divv=0, inD. (0.0.3)
Acum, sa consideram sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat
Av —Pv—klvlv—-p(v-V)v—Vp=£f divv=0, inD, (0.0.4)

unde k, 8 sunt functii pozitive, esential marginite, definite pe D. In cazul special P = al, in
care a > 0 este o constanta data si k, 8 > 0 sunt constante date, sistemul ((0.0.4) devine sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman clasic

Av—av—klvlv—=p(v-V)v—Vp=f divv=0, inD. (0.0.5)

Sa mentionam faptul ca sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman este utilizat in probleme in care
inertia fluidului nu este neglijabila. (a se vedea, de exemplu, [80]).
In cele din urma, pentru P =0, £k = 0si f > 0 o constanta data, sistemul devine sistemul
Navier-Stokes
Av—fF(v-V)v—=Vp=1£ divv=0, inD. (0.0.6)

Pentru detalii suplimentare cu privire la ecuatiile Navier-Stokes a se vedea [38], [100], [97], [102].
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In aceasti tez, ne vom ocupa de cuplarea acestor sisteme de ecuatii cu derivate partiale (EDP)
mentionate anterior. In aceste probleme de transmisie, ne vom ocupa in mod specific de doua tipuri
de configuratii. Geometria acestor configuratii este specificata in detaliu in Capitolul 1. Mai mult,
in aceste probleme, luam in considerare urmatoarele conditii pe frontiera

Trp, vy —Trp ve =g, tpp, (V4,p4, 1) —tp_ (v, p_,f_) + LTrp, vy =h, peT, (0.0.7)

care vor fi denumite conditit de transmisie, unde operatorul urma Tr, operatorul de derivare conor-
mala t si functia cu valori matriceale L sunt descrise ulterior.

In acestd tezd, am luat in considerare sistemul Brinkman generalizat , pe care l-am obtinut
prin inlocuirea constantei a > 0 (in sistemul ) cu o functie cu valori matriceale, P, ale carei
intrari sunt functii esential marginite. In acest caz, prin generalizarea mentionata mai sus, ne
indreptam catre conceptul de sistem Brinkman anizotrop. Scopul pe care il avem in vedere este
acela de a investiga fluxul de fluid in medii poroase, in cazul in care mediul nostru poros are
porozitate sau permeabilitate variabild. Pentru mai multe detalii, vezi, spre exemplu, [58], [59],
[60].

Sa oferim cateva perspective pentru motivatia practica pentru studiul problemelor de transmisie.
Sa mentionam faptul ca, problemele de transmisie apar ca un model matematic pentru studiul
problemelor de mediu in care fluxul de aer liber interactioneaza cu evaporarea din sol si/sau schimbul
transvascular dintre fluxul sanguin din vase si tesutul inconjurator (pentru detalii aditionale, vezi,
[52] si referintele din acesta). Sistemul Stokes anizotrop este folosit pentru a descrie anumite procese
(de exemplu, procese din fizica, inginerie, industrie) in care apar diferite fluxuri de fluide, spre
exemplu, fluxul de fluide imiscibile sau fluxul de fluide neomogene cu vascozitate care depinde de
densitate (cf. [I8], a se vedea, de asemenea, [60]).

Pentru a studia astfel de probleme, pot fi folosite multe tehnici. Pentru problemele cu valori
pe frontiera liniare, subliniem doua abordari, si anume, metodele teoriei potentialului si, respectiv,
metodele variationale. De asemenea, pentru studiul problemelor neliniare cu valori pe frontiera, se
poate folosi fie teoria punctului fix, fie teoria gradului topologic.

In cele ce urmeazs, vom oferi o scurtd imagine de ansamblu asupra a literaturii stiintifice care
se refera la problemele cu valori pe frontiera.

Sa exploram lucrari anterioare care se ocupa de studiul problemelor cu valori pe frontiera in
context euclidian. Sa incepem cu lucrarea lui Verchota [I07], care a stabilit proprietatea de in-
versabilitate a potentialelor de strat clasice asociate ecuatiei lui Laplace, in L*(9f2) si in subspatii
ale spatiului L?(99), in cazul unui domeniu Lipschitz marginit Q C R™, n > 2. Dahlberg, Ke-
nig si Verchota [21] au obtinut rezultate de bine-punere pentru problema Dirichlet pentru sistemul
Lame intr-un domeniu Lipschitz arbitrar in R” cu date pe frontiera din L?. Acestia au investigat,
de asemenea, ,conditia de alunecare” pentru ecuatiile Stokes, in cazul in care datele pe frontiera
apartin spatiului L? (vezi si [22]). Amrouche, Girault si Girore [12] au rezolvat probleme cu valori
pe frontiera de tip Dirichlet si Neumann pentru Laplacian in domenii exterioare din R", n > 2,
in cadrul spatiilor Sobolev ponderate. Fabes, Mendez si Mitrea [32] au folosit metode integrale
pe frontiera pentru investigarea problemelor cu valori pe frontiera neomogene pentru Laplacian in
domenii arbitrare Lipschitz cu date in spatii Besov. Escauriaza si Mitrea [30] au stabilit rezultate
de existenta si unicitate pentru problema de transmisie pentru Laplacian in cadrul domeniilor Lip-
schitz complementare in R™ pentru n > 2, in timp ce datele pe frontiera au considerare in spatii
Lebesgue si Hardy.

In cele ce urmeaza, sa numim cateva lucrari in care au fost efectuate studiile asupra sistemului
Stokes (0.0.3). Cu toate acestea, lista publicatiilor In care se discutd acest subiect este mult mai
lunga. Studiul efectuat de Fabes, Kenig si Verchota [31] este o contributie importanta in domeniul
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teoriei potentialului. Autorii au folosit potentiale de strat pentru a obtine rezultate de existenta
si unicitate pentru problema Dirichlet pentru sistemul Stokes intr-un domeniu Lipschitz arbitrar in
R", in cazul in care datele pe frontiera apartin spatiului L?. Dauge [24] a studiat H*-regularitatea
solutiilor sistemului Stokes in domenii cu colturi. Girault si Sequeira [40] au investigat problema
Dirichlet pentru sistemul Stokes in domeniile exterioare Lipschitz in R", n = 2,3. Power []9] a
extins metoda folosita in [90] la cea a problemei fluxului Stokes in cilindri multipli, intr-un cadru
bidimensional, domenii marginite si nemarginite. Shen [98] a considerat problema LP Dirichlet
pentru sistemul Stokes in domenii Lipschitz marginite in R", n > 3 si a furnizat rezultate de
bine-punere pentru o astfel de problema. Alliot si Amrouche [9] au dedicat un studiu problemei
Stokes in R™, n > 2, in spatii Sobolev ponderate. Aceasta abordare permite autorilor sa discute
despre conditiile de crestere ale solutiilor la infinit. Alliot si Amrouche [11] au investigat problema
neomogena Dirichlet pentru sistemul Stokes intr-un domeniu Lipschitz exterior, conex, in R", n > 2
in spatii Sobolev ponderate, pentru a lua in considerare comportamentul solutiei la infinit. Russo
si Tartaglione [94] au furnizat rezultate de existenta si unicitate pentru problema de tip Robin
asociata sistemului Stokes si, de asemenea, pentru sistemul Navier-Stokes, intr-un domeniu Lipschitz
marginit in cadrul euclidian.

Sistemul liniar, eliptic Brinkman a fost, de asemenea, investigat de o multime de cer-
cetatori. McCracken [72] a studiat problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent in semi-
spatiu in R3 si a furnizat rezultatul de bine-punere al problemei Dirichlet in spatii LP. Deuring
[25] a construit solutii in spatii L” pentru problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent in
exteriorul unui domeniu marginit cu frontierd de clasa C?, in R3. Farwig si Sohr [33] au aritat ca
problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent admite o solutie unica in spatii Sobolev pon-
derate, in cadrul unui domeniu exterior de clasa C' in R™ | n > 2. Shen [99] a obtinut estimari
in LP pentru sistemul Stokes rezolvent in cadrul domeniilor Lipschitz in R™, n > 3, prin utilizarea
metodelor potentialelor de strat in studiul sau. Kohr, Lanza de Cristoforis si Wendland [53] au
investigat probleme cu valori pe frontiera de tip Robin pentru sistemul Brinkman, respectiv, sis-
temul Darcy-Forchheimer-Brinkman in domenii Lipschitz, in context euclidian. Autorii trateaza,
de asemenea, problemele mixte de tip Dirichlet-Robin si probleme de transmisie pentru sistemele
Brinkman in cadrul domeniilor Lipschitz incretite, marginite, in R", n > 3, precum si problema
Navier pentru sistem Brinkman intr-un domeniu Lipschitz marginit, in R®. Kohr, Lanza de Cris-
toforis si Wendland [55] au obtinut un rezultat de existenta pentru problema Poisson pentru un
sistem Brinkman semiliniar pe un domeniu Lipschitz marginit in R”, n > 2, cu conditii Dirichlet sau
Robin pe frontiera. Medkova [76] a investigat problema Dirichlet pentru sistemul Stokes rezolvent
in cadrul domeniilor marginite si nemarginite cu frontiera Lyapunov compacta.

Acum, sa ne concentram asupra studiilor anterioare care au urmarit investigarea problemelelor
cu valori pe frontiera pentru ecuatii neliniare, cum ar fi ecuatiile Navier-Stokes sau ecuatiile
Darcy-Forchheimer-Brinkman ([0.0.5). Mentiondm contributia lui Alliot si Amrouche [10], care au
studiat proprietatile de regularitate ale solutiilor slabe ale sistemului Navier-Stokes stationar in
domeniile exterioare din R3. Russo si Tartaglione [95] au studiat problema Robin pentru sistemele
Oseen si Navier-Stokes intr-un domeniu exterior de clasa C' din R3. Autorii au folosit o abordare
bazata pe potentiale de strat pentru a arata existenta unei solutii pentru problema Robin pentru
sistemul Oseen, iar pentru rezultatul de existenta asociat problemei Robin pentru sistemul Navier-
Stokes, au folosit 0 metoda de punct fix. Amrouche si Nguyen [13] au investigat problema exterioara,
omogena, Dirichlet, pentru sistemul Navier-Stokes intr-un domeniu Lipschitz exterior in R?, in
cadrul spatiilor Sobolev ponderate. Russo si Tartaglione [06] au folosit o abordare variationala si
teoreme de punct fix pentru a obtine rezultate de existenta pentru problema Navier pentru sistemul
Navier-Stokes in domenii Lipschitz marginite si domenii Lipschitz exterioare in R3. Kohr, Lanza de
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Cristoforis si Wendland [55] a obtinut un rezultat de existenta si unicitate pentru problema Dirichlet
pentru sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman in cazul unor date ”mici” pe frontiera.

Cercetatorii s-au dedicat, de asemenea, investigarii problemelor cu valori pe frontiera in contextul
varietatilor. Evidentiem cateva lucrari in cele ce urmeaza. Sa incepem prin a remarca faptul ca
Mitrea, Mitrea, Mitrea si Taylor [80] au tratat probleme pe frontiera pentru operatorul Hodge-
Laplacian in cadrul varietatilor riemanniene. De asemenea, Dindos si Mitrea [26] au folosit metoda
ecuatiilor integrale pe frontiera pentru a obtine rezultatul de existenta si unicitate pentru problema
Poisson pentru sistemul Stokes in domenii Lipschitz in cadrul unor varietati riemanniene netede
si compacte. In [63], Kohr, Pintea si Wendland au folosit o abordare bazata pe potentiale de
strat pentru a investiga un anumit tip de operatori matriceali, pseudodiferentiali, generali, definiti
pe domenii Lipschitz pe varietati compacte riemanniene. Autorii au propus o abordare utila, prin
care, rezultatele de existenta si unicitate ale anumitor probleme cu valori pe frontiera pot fi obtinute
prin utilizarea rezultatelor de bine-punere pentru probleme de tip transmisie. Kohr, Mikhailov si
Wendland [57] au investigat problemele cu valori pe frontiera de tip transmisie pentru sistemele
Navier-Stokes si Darcy-Forchheimer-Brinkman in domenii Lipschitz complementare intr-o varietate
riemanniana compacta de dimensiune m, m = 2,3. Abordarea lor se bazeaza pe tehnici de teoria
potentialului, combinate cu argumente de punct fix.

Sa subliniem cateva lucrari care trateaza probleme de tip transmisie. Mitrea si Taylor [83] au
dezvoltat metode de potential strat pentru ecuatii cu derivate partiale pe domenii Lipschitz in va-
rietati riemanniene netede, conexe si compacte de dimensiune m > 3. Mitrea si Taylor [84] au oferit
rezultate de existenta si unicitate pentru problema Dirichlet pentru sistemul Stokes si pentru pro-
blema initiala cu valori pe frontiera pentru sistemul Navier-Stokes cu conditie Dirichlet pe frontiera.
Kohr, Lanza de Cristoforis si Wendland au [54] investigat existenta unei solutii pentru problema ne-
liniara de transmisie Neumann pentru sistemele Stokes si Brinkman in domeniile Lipschitz in cadru
euclidian. Medkova [74] a folosit metoda ecuatiilor integrale pentru a oferi rezultate de bine-punere
ale problemelor de transmisie, problema Robin-transmisie si problema Dirichlet-transmisie pentru
sistemul Brinkman in cadrul domeniilor Lipschitz complementare in R™, n > 3. Autorul lucrarii
[75] a folosit metoda ecuatiilor integrale pentru a gasi rezultate de bine-punere pentru problemele
de transmisie asociate ecuatiilor Stokes in domenii complementare din R? cu frontiers Lipschitz.
Kohr, Lanza de Cristoforis, Mikhailov si Wendland [52] au obtinut rezultate de bine-punere pen-
tru o problema de transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman si Stokes in domenii
complementare Lipschitz in R3. Abordarea lor propune o tehnici de teoria potentialului combi-
nata cu o teorema de punct fix. Kohr, Lanza si Wendland [56] au investigat o problema de tip
Robin-transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman si Navier-Stokes in doua domenii
Lipschitz adiacente si marginite din R”, n = 2,3. Autorii lucrarii [56] au studiat o problema de tip
Robin-transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman si Navier-Stokes in doua domenii
Lipschitz adiacente in R", n = 2,3, cu conditii liniare de transmisie si conditii Robin liniare pe
frontiera.

Sa mentionam, de asemenea, lucrari importante care se refera la investigarea sistemelor de EDP
cu coeficienti variabili si a problemelor cu valori pe frontiera pentru astfel de sisteme. Duffy [29] a
furnizat un model pentru un fluid vascos incompresibil anizotrop. In acest caz, ecuatiile de stare ale
unui astfel de fluid implica aparitia unui tensor fizic, anizotrop, constant. Mitrea, Mitrea si Shi [81]
au investigat probleme cu valori pe frontiera de tip transmisie cu coeficienti variabili in contextul
domeniilor Lipschitz marginite definite pe varietati nenetede de dimensiune n > 2. Choi si Yang [19]
au studiat solutia fundamentala a sistemului Stokes stationar cu coeficienti masurabili in R, n > 3.
Choi, Dong si Kim [18] au investigat problema derivatei conormale pentru ecuatiile Stokes stationare
cu coeficienti neregulati in spatii Sobolev definite pe domenii plate Reifenberg. Dong si Kim [28] au
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studiat sistemul stationar Stokes cu coeficienti variabili, care sunt masurabili intr-o directie, intr-un
domeniu plat Reifenberg. In plus, ei stabilesc rezultate de bine-punere in spatiile Sobolev standard
si, de asemenea, in spatiile Sobolev ponderate de tip Muckenhoupt. Dong si Kim [27] au investigat
solutii ale sistemului stationar Stokes cu coeficienti variabili in domenii Lipschitz marginite. Kohr
si Wendland [67] au obtinut, in contextul domeniilor Lipschitz pe varietati riemanniene compacte,
rezultate de bine-punere pentru problemele cu valori de frontiera de tip Dirichlet pentru sistemele
Stokes si Navier-Stokes cu coeficienti variabili din L>°.

Kohr, Mikhailov si Wendland [59] au investigat probleme de transmisie pentru sistemele ani-
zotrope Stokes si Navier-Stokes cu un tensor puternic eliptic cu coeficienti din L*> in contextul
domeniilor complementare Lipschitz in R™, n > 3. Bine-punerea acestor probleme de tip transmisie
care implica sistemul Stokes anizotrop a fost obtinuta printr-o metoda variationala si, in consecinta,
autorii au introdus potentiale de volum si potentiale de strat pentru sistemul Stokes anizotrop cu
un tensor puternic eliptic cu coeficienti din L*. De asemenea, au fost enuntate si proprietati de
mapare pentru acesti operatori. Aceste potentiale mentionate mai sus au fost folosite pentru a
stabili rezultate de bine-punere a anumitor probleme de transmisie de tip liniar. Rezultatele de
existenta si unicitate in cazul liniar, impreuna cu un argument de punct fix, au determinat autorii
sa obtina rezultate de bine-punere si in cazul neliniar. Kohr, Mikhailov si Wendland [60] au studiat
sistemul Stokes anizotrop cu tensor de vascozitate cu coeficienti din L> care satisface o conditie de
elipticitate pentru matrici simetrice, ale caror urma este nula. Ei au furnizat o teorie a potentialelor
de strat pentru acest sistem de EDP, in spatii Sobolev ponderate cu bazd in L?, in domenii Lipschitz
in R”, n > 3. Abordarea acestora se bazeaza pe investigarea unor probleme speciale de transmisie
pentru sistemul anizotrop Stokes. Dupa introducerea potentialelor de strat si a potentialului de
volum, autorii folosesc aceste potentiale pentru a analiza problemele cu valori pe frontiera de tip
Dirichlet si de tip Neumann pentru sistemul anizotrop Stokes.

Kohr, Mikhailov si Wendland [58] au investigat sistemul Stokes anizotrop cu un tensor de
vascozitate cu coeficienti din L> care satisface o conditie de elipticitate pentru matrici simetrice care
au urma nula. Pentru un astfel de sistem, ei au obtinut rezultate de bine-punere pentru problema
Dirichlet si probleme de transmisie in domenii Lipschitz in R™, n > 3, cu date in spatii Sobolev
standard si ponderate. Mai mult, autorii trateaza, de asemenea, probleme Dirichlet si problemele
de transmisie pentru sistemul anizotrop Navier-Stokes in domenii Lipschitz marginite in R3. Kohr si
Precup [65] au furnizat o analiza teoretica pentru sistemele cuplate de tip Navier-Stokes cu termeni
neomogeni de tip reactie. Kohr si Precup [66] au folosit o abordare variationala si teoria indexului
punctului fix pentru a analiza o problema cu valori pe frontiera de tip Dirichlet pentru un sistem
general cuplat de ecuatii stationare de tip Navier-Stokes cu coeficienti variabili si termeni de tip
reactie neomogeni intr-un domeniu marginit din R", n < 3.

Problemele cu valori pe frontiera pot fi investigate si din punct de vedere numeric. Acest lucru
a condus la dezvoltarea unor metode numerice diverse (diferente finite, volume finite, element finit)
al caror scop este gasirea de solutii numerice pentru diferite probleme cu valori pe frontiera (vezi
si [93]). In cele ce urmeazi, discutdm despre cateva studii care se preocupd de tratarea numericd
a acestor probleme. Ghia, Ghia si Shin [39] au folosit formularea functiei vorticitate-functie de
curent pentru ecuatiile incompresibile Navier-Stokes in dimensiune n = 2. Problema investigata
de catre autori este problema fluxului intr-o cavitate patrata. Vafai [I04] a analizat efectele care
apar in cazul porozitatii variabile si al fortelor inertiale asupra fluxului convectiv si transferului de
caldura in medii poroase. Guo si Zhao [43] au propus un model de tip latice-Boltzmann pentru
un flux izoterm incompresibil in medii poroase si au inclus porozitatea in distributia de echilibru
si un termen de forta in ecuatia de evolutie (pentru a lua in considerare fortele de rezistenta
ale mediului), adica termenul Darcy si termenul Forchheimer. Yang, Xue si Mahias [109] s-au
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preocupat de investigarea cavitatii dreptunghiulare antrenate de capac care contine un mediu poros
Brinkman-Forchheimer. AlAmiri [3] a investigat un transfer de caldura incompresibil, laminar cu
convectie mixta, in cavitatea patrata antrenata de un perete, in prezenta unui bloc poros. Gutt si
Grosan [44] au studiat fluxul unui fluid vascos incompresibil printr-un mediu poros intr-o cavitate
patrata de dimensiune n = 2. Ei analizeaza aceasta problema, de asemenea, teoretic si numeric.
Grosan, Patrulescu si Pop [42] au propus un model matematic care contine sistemul Brinkman
pentru a discuta despre convectia libera constanta intr-o cavitate patrata incalzita diferential care
este umpluta de un mediu poros bidispers.
Teza este alcatuita din patru capitole.

e Capitolul 1 contine o privire de ansamblu asupra notiunilor care sunt utilizate in aceasta teza.
Definim conceptul de domeniu Lipschitz, discutam cateva notatii pe care le folosim in aceasta
teza. De asemenea, oferim doua ipoteze (vezi Ipoteza si Ipoteza respectiv) care
descriu cadrul geometric in care investigam problemele noastre cu valori pe frontiera. Aceste
probleme sunt analizate in capitolele urmatoare. In continuare, prezentam spatiile de functii
pe care le folosim in aceasta teza, si anume spatii Sobolev in domenii Lipschitz in context
euclidian, spatii Sobolev pe frontiere Lipschitz in context euclidian, spatii Sobolev ponderate
in R? (vezi [47]). Discutdam operatorul urma (Gagliardo) in cazul spatiilor Sobolev clasice
si, de asemenea, in cazul spatiilor Sobolev ponderate. In continuare, descriem operatorul
Stokes si operatorul Brinkman. Pentru fiecare dintre acesti operatori, dam operatorii lor de
derivare conormala corespunzatori fiecaruia dintre aceste sisteme. De asemenea, introducem o
versiune generalizata a sistemului Brinkman si dam operatorul de derivare conormala asociat
(vezi Definitia si Lema . In plus, oferim solutia fundamentald a sistemului
Stokes, potentialele Newtoniene si potentialele de strat pentru sistemul Stokes, impreuna cu
proprietatile lor de mapare, proprietatile de salt la frontiera si conditiile de crestere. Procedam
similar si in cazul sistemului Brinkman, dam solutia fundamentala a sistemului Brinkman,
oferim potentialele Newtoniene si potentialele de strat pentru sistemul Brinkman, proprietatile
lor de mapare, proprietatile lor de salt la frontiera si conditiile lor de crestere.

e Capitolul 2 se preocupa de rezultate de existenta si unicitatea pentru problemelor de tip
transmisie pentru sistemele de EDP liniare. incepem acest capitol prin a oferi un rezultat de
bine-punere pentru problema de tip Dirichlet pentru sistemul Brinkman intr-un domeniu Lip-
schitz exterior in R? (vezi Teorema . In continuare, furnizim un rezultat de existenta si
unicitate pentru problema de tip transmisie pentru ecuatiile Brinkman generalizate si ecuatiile
Stokes in R? (vezi Teorema si Teorema[2.2.3). Continudm cu un rezultat de bine-punere
pentru problema de tip transmisie pentru ecuatiile Brinkman clasice si generalizate in R? (vezi
Teorema. In ultima sectiune a acestui capitol, avem un rezultatul de bine-punere pentru
o problema de tip Robin-transmisie pentru ecuatiile Brinkman in R", n > 2 (vezi Teorema
. In plus, prin utilizarea unei proceduri similare precum in cazul Teoremei , oferim
un rezultat de existenta si unicitate pentru o problema Robin-transmisie de tip limita pentru
ecuatiile Brinkman in R™, n > 2 (vezi Teorema . Ca o consecinta Teoremei sun-
tem capabili sa obtinem un rezultat de existenta si unicitate pentru problema Robin-Dirichlet
pentru sistemul Brinkman (vezi Corolarul . Continutul acestui capitol se bazeaza pe
lucrarile [6], [7], [8].

e In Capitolul 3 discutam despre o generalizare a ecuatiilor Darcy-Forchheimer-Brinkman
(vezi Relatia (3.1.1)). De asemenea, oferim o lema utila (vezi Lema . Apoi, oferim
un rezultat de existenta si unicitate pentru problema de tip transmisie pentru ecuatiile ge-
neralizate Darcy-Forchheimer-Brinkman si Stokes in R? (vezi Teorema . In continuare,
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prezentam un rezultat de existenta si unicitate pentru problema de tip transmisie pentru
ecuatiile generalizate Darcy-Forchheimer-Brinkman si Brinkman in R? (vezi Teorema [3.3.1]).
Avem, de asemenea, un rezultat de existenta si unicitate pentru problema Robin-transmisie
pentru ecuatiile Darcy-Forchheimer-Brinkman in R™, n = 2,3 (vezi Teorema [3.4.1)). Argu-
mente similare sunt folosite pentru a obtine un rezultat de bine-punere pentru o problema
Robin-transmisie de tip limita pentru ecuatiile Darcy-Forchheimer-Brinkman in R", n = 2,3
(vezi Teorema . In cele din urma, datorita Teoremei , putem obtine un rezultat de
existenta pentru problema Robin-Dirichlet pentru ecuatiile Darcy-Forchheimer-Brinkman in
R", n = 2,3 (vezi Corolarul 3.4.3)). Continutul acestui capitol se bazeaza pe lucrarile [4], [4],

8.

In sfarsit, scopul Capitolului 4 este de a oferi o analiza numerica pentru a determina o solutie
numerica pentru problema Robin-Dirichlet pentru ecuatiile Darcy-Forchheimer-Brinkman.
Acest studiu numeric se refera la problema cavitatii poroase antrenata de un perete cu conditie
de alunecare pe frontiera de tip Navier, in prezenta unui obstacol solid. Cadrul geometric al
acestei probleme poate fi vazut in Figura Pentru a rezolva aceasta problema, mai intai
scriem modelul nostru matematic (vezi Relatia (£.1.1))), efectudm o analizi non-dimensionald
(vezi Relatia (4.1.2))). Pentru a obtine o solutie numerica, folosim un software numeric, si
anume COMSOL Multiphysics. Apoi, determinam grid-ul optim pentru analiza noastra (vezi
Tabelul si ne validam modelul prin comparatie cu rezultatele existente (vezi Figura .
In cele din urma, investigam impactul lungimii de alunecare adimensionala (vezi Subsectiunea
[£.1.4). Continutul acestui capitol se bazeaza pe lucrarea [§].

Urmatoarea lista contine lucrarile in care am inclus rezultatele originale care apar in aceasta

teza.

Acestea sunt:

Albisoru, A.F., A note on a transmission problem for the Brinkman system and the generali-
zed Darcy-Forchheimer-Brinkman system in Lipschitz domains in R3, Studia Universitatis
Babes-Bolyai, Series Mathematica, 64(3), 2019, 399-412. WOS-ESCI.

Albisoru, A.F., On transmission-type problems for the generalized Darcy-Forchheimer-
Brinkman and Stokes systems in complementary Lipschitz domains in R3, Filomat, 33(11),
2019, 3361-3373. ISI, IF(November 2022): 0.988.

Albisoru, A.F., A layer potential analysis for transmission problems for Brinkman-type
systems in Lipschitz domains in R3, Mathematische Nachrichten, 292(9), 2019, 1876-
1896. ISI, IF (November 2022): 1.199.

Albisoru, A.F., A Poisson Problem of Transmission-type for the Stokes and Generalized
Brinkman Systems in Complementary Lipschitz Domains in R, Taiwanese Journal of
Mathematics, 24(2), 2020, 331-354. ISI, IF(November 2022): 0.87.

Albisoru, A.F., Kohr, M., Papuc, 1., Wendland, W.L., On some Robin-transmission pro-
blems for the Brinkman system and a Navier-Stokes type system, Mathematical Methods in
Applied Sciences, DOLhttps://doi.org/10.1002/mma.10170, 2024, published online: May
2024. ISI, IF (June 2023): 2.9.

Cuvinte cheie: probleme de transmisie, probleme cu valori pe frontiera eliptice, spatii Sobolev,
spatii Sobolev ponderate, solutie fundamentala, teoria potentialului, domenii Lipschitz, operator
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sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, metoda elementului finit, problema de curgere in cavitatea
antrenata de un perete.
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Metode de Teoria Potentialului pentru sistemele
Stokes si Brinkman in domenii Lipschitz

Acest capitol stabileste cadrul functional in care vom analiza problemele noastre cu valori pe
frontiera pentru ecuatiile Stokes, Brinkman, Navier-Stokes si Darcy-Forchheimer-Brinkman. In
acest scop, amintim definitii, notatii si proprietati pe care le vom folosi pe parcursul acestei lucrari.

Prin urmare, vom introduce conceptele de domeniu Lipschitz marginit si de domeniu Lipschitz
nemarginit (sau exterior) in (cadrul euclidian al lui) R, pentru n > 2. Vom pune, de asemenea,
accent pe cazul n = 3 in cadrul caruia, am obtinut multe dintre rezultatele noastre de bine-punere
(in sens Hadamard). In continuare, vom aminti definitiile spatiilor Sobolev in context euclidian si
proprietatile acestora, proprietati care sunt cele mai relevante pentru studiul nostru. In plus, vom
discuta despre Lema Operatorului Urma Gagliardo, ce ne permite sa definim operatorul urma in
cadrul spatiilor Sobolev. Acest operator urma este implicat in conditiile pe frontiera ale problemelor
cu valori pe frontiera pe care le studiem.

In continuare, vom studia sistemele Stokes si Brinkman. In cazul acestor doui sisteme, vom
discuta despre operatorii lor de derivare conormala asociati. Acesti operatori vor aparea in conditiile
pe frontiera ale problemelor cu valoari pe frontiera pe care le tratam ulterior.

Un aspect important pe care dorim sa-l subliniem este ca, in acest capitol, ne ocupam de o
versiune generalizata a sistemului Brinkman. Rezultatele noastre originale implica acest sistem
specific de ecuatii cu derivate partiale (EDP).

Capitolul acesta se incheie cu doua sectiuni. Aceste sectiuni contin potentialele de strat asociate
ecuatiilor Stokes, respectiv, Brinkman. Acesti operatori sunt utilizati in dovedirea rezultatelor
noastre de existenta si unicitate, datorita faptului ca, cu ajutorul acestor potentiale, suntem capabili
sa construim solutii pentru problemele noastre cu valoari pe frontiera. Sursele care au fost folosite
in pregatirea acestui capitol sunt [1], [2], [45], [49], [51], [73], [91], [10T], [103], [108].

1.1 Cadrul functional

Aceasta sectiune este dedicata descrierii principalelor notiuni care sunt utilizate pe tot parcursul
acestei lucrdri. In primul rand, definim conceptul de domeniu Lipschitz si descriem notatii impor-
tante pe care le folosim pe parcursul acestei teze. De asemenea, descriem geometria domeniilor
Lipschitz care apar in problemele cu valori pe frontiera pe care le vom studia in cele ce urmeaza. In
continuare, oferim o prezentare generala a spatiilor Sobolev in R", pe domenii Lipschitz si frontiere
Lipschitz. Sunt date si unele proprietati ale acestor spatii Sobolev. Mai mult, ne amintim de con-
ceptul de spatiu Sobolev ponderat in exteriorul unui domeniu Lipschitz marginit in R3. Incheiem
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aceasta sectiune cu o lema (operatorul urma - Gagliardo) utila.

1.1.1 Domenii Lipschitz

Vom revizui definitia unui domeniu Lipschitz marginit si vom introduce spatiile in care cautam
solutiile noastre pentru problemele noastre cu valori pe frontiera. De asemenea, vom discuta despre
sistemele care sunt intalnite in studiul nostru si vom descrie operatorii care apar in conditiile
noastre pe frontiera. Sa oferim in cele de mai jos definitia conceptului de domeniu Lipschitz (vezi,
spre exemplu, [46, Def. 2.1]).

Definitia 1.1.1. Fie D C R", n > 2 o multime nevida, deschisa si marginita. Notam cu I’
frontiera multimii D. Spunem ca D este un domeniu Lipschitz marginit daca pentru orice ¢ € T,
existd constantele ri,m9 > 0, un sistem de coordonate (yi,...,yn) = (v, yn) € R"™1 x R izometric cu
cel canonic, cu originea in x, si o functie Lipschitz ¢ : R"™' — R, astfel incat

DNC(ri,re) ={y= (¥, y2) ER" I xR |y <71 si(y) < yn <12},

unde
Cri,re) ={y = yn) ER" X R: || <11, |yn| <712} CR™

In continuare, formuldm cateva observatii utile.
Observatia 1.1.2. In aceastd teza, vom folosi conventia de insumare a indicelui ce se repeta.
Observatia 1.1.3. In aceastd teza, folosim notatia a.p.t. in loc de aproape peste tot.
Observatia 1.1.4. Daca X este un spativ Banach, atunci dualul sau topologic va fi notat cu X'.

Observatia 1.1.5. Daca Y este o submultime deschisa a lui R", n > 2, atunci dualitatea intre
doud spatii duale definite pe Y este notata cu (-, -)y.

In aceasta din urma, vom enunta cateva ipoteze care ne permit sa reprezentam geometria do-
meniilor Lipschitz, adica contextele in care vor fi formulate problemele noastre.

Ipoteza 1.1.6. Fie Dy :=D C R", n > 2, un domeniu Lipschitz marginit cu o frontierda conexd I'.
Notam cu D_ :=R"\ D domeniul Lipschitz (exterior) complementar (vezi Figura :

Ipoteza 1.1.7. Fie D C R", n > 2, un domeniu Lipschitz marginit cu o frontiera conexa I'_.
Presupunem ca Dy este un domeniu Lipschitz marginit, cu o frontiera conexa notata cu I'y, astfel
incat Dy C D st fie D_ := D\ D;. In consecinta, frontiera lui D_ are doud componente conexe,

adica, Ty si T_ (vezi Figura[1.9).

D

Figura 1.1: Domeniile Lipschitz complementare Dy si D_ in R".
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r_

Figura 1.2: Un domeniu Lipschitz marginit D = D, U D_ care satisface Ipoteza m

1.1.2 Despre spatii Sobolev pe domenii Lipschitz

Scopul acestei sectiuni este de a oferi o privire de ansamblu asupra spatiilor Sobolev intr-un
cadru euclidian in R™. Aceste spatil sunt utilizate in investigarea solutiilor (slabe) ale anumitor
EDP, pentru care nu se poate gasi o solutie clasica. Vom folosi aceste spatii pe parcursul acestei
teze.

In cea din urma, Z., denota multimea numerelor intregi nenegative si vectorul o = (ay, ..., ) €
Z" se numeste multi-indice. Sa fixam |a| = > | ;. Introducem operatorul diferential

D* —a\al 1.1.1
012101, (1.11)

Mai mult, introducem de asemenea si operatorul diferential

10

Dy = -2
r i Oxk’

i2 = —1. (1.1.2)

Acum, fie D C R", n > 2, un domeniu Lipschitz marginit sau un domeniu Lipschitz exterior sau
R™. In cazul unui domeniu Lipschitz marginit sau un domeniu Lipschitz exterior D, notam frontiera
acestor domenii cu I'.

Fie C(D) spatiul functiilor continue pe D si este inzestrat cu norma supremum.

Pentru o functie g : D — R, definim suportul functiei g astfel

supp g :={z € D | g(x) # 0}. (1.1.3)

Fie C*°(D) spatiul functiilor infinit diferentiabile definite pe D. Notam cu C5°(D) spatiul functiilor
infinit diferentiabile, care dispar intr-o vecinatate a lui I'. Tinem cont ca pentru o functie g € C5°(D)
avem g|r = 0. De asemenea, daca g € C°(D) atunci multimea este compacta in D. De
asemenea introducem spatiile cu valori vectoriale C>(D)" si C°(D)"

1,n},
o, (1.1.4)

C*MD)":={u:D—=>R" | u=(uy,...,up),u; € C*(D),i
C(D)" :={u:D = R" | u=(ug,....,upn),u; € C5°(D),1

Pentru p € [1, 00), spatiul Lebesgue LP(D) al (claselor de echivalenta ale) functiilor masurabile,
de puterea p, integrabile Lebesgue in modul pe D, este dat de

Hmy:%uD%R‘AW@WM<m} (1.1.5)
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lullzagoy = ( / |u<x>|pdx)’l’, (1.16)

pentru 1 < p < co. De asemenea, definim spatiul de functii cu valori vectoriale LP(D)™

lar norma asociata este

(D) :={u:D = R" | u=(uy,....un),u; € LP(D),i = T,n}. (1.1.7)

Spatiul L>(D) este spatiul (claselor de echivalenta al) functiilor esential marginite pe D. Norma
pe acest spatiu este
[[ull oo (D) = esssup,eplu(z)]. (1.1.8)

Cantitatea din membrul drept al relatiei (1.1.8) este denumita supremul esential al lui u. Acesta
este cel mai mic numar e cu proprietatea ca multimea {x € D | u(z) > €} are masura Lebesgue
nula. Mai mult, definim spatiul L>(D)"

L*D)" :={u:D = R" | u=(u,...,u,),u; € L°(D),i =1,n}. (1.1.9)
In cele ce urmeazi, vom folosi si spatiul

Mai mult, pentru p € (1,00), dualul topologic al spatiului LP(D) este spatiul L4(D), pentru
%—i—% = 1. Dualul spatiului L' (D) este spatiul L°°(D). S tinem cont ci, pentru 1 < p < oo, spatiul
L*(D) este un spatiu Banach. Mai mult, L?(D) este un spatiu Hilbert.

In cele de mai jos, s& privim spatiul C§°(D) ca un spatiu vectorial topologic. Atunci, sa intro-
ducem spatiile D(D) si D'(D).

Definitia 1.1.8. Spatiul Schwarz al functiilor de test D(D) este spatiul C5°(D) inzestrat cu topologia
limites inductive.

Spatiul D(D)™ poate fi definit similar, anume,
DD)* :={¢ :D = R" | ¥ = (1, ..., 0n),%; € D(D),i =1,n}. (1.1.11)

Definitia 1.1.9. Spatiul distributiilor D' (D) este spatiul functionalelor liniare si continue definite
pe D(D).

Spatiul D'(D)"™ de functii cu valori vectoriale este dat de
DD)":={¥:D—->R"|¥=(0,..,9,),¥ e DD),i=1n}. (1.1.12)

In continuare, descriem notiunea de spatiu Sobolev. Retineti ca, in aceasta teza, folosim spatii
Sobolev cu baza in L?, definite pe D. In consecintd, introducem spatiile Sobolev cu index intreg
nenegativ, cu baza in L%, dupa cum urmeaza.

Definitia 1.1.10. Fie k € Z . Atunci, spatiul Sobolev H*(D) este definit de
H*(D) :={u e L*(D) | D*u € L*(D),V a € Z, |a| < k}, (1.1.13)

st norma pe acest spatiu este data de

D=

ull ey = | D 1D%ullF2py | - (1.1.14)

| <k
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Introducem spatiul Sobolev H*(D)" prin
H*D)":={u:D = R" | u= (uy,...,u,),u; € H*(D),i = 1,n}. (1.1.15)

Si introducem, de asemenea, spatiul H¥(D) = H*(D), care este inchiderea spatiului D(D) in
H*(D) raport cu norma || - ||zxp). Similar, introducem spatiul Hf(D)" = H*(D)". Mai mult,
HYR") = HYR") si HYR™)" = H*(R")".

Spatiile H*(D) si H*(D) sunt spatii Hilbert. De asemenea, si mentionim ci spatiul Hilbert
H*(D) este inzestrat cu produsul scalar

(u, V) (D) = Z(D u, D” v)LQ(D) (1.1.16)

la|>k

In urmatoarele definitii introducem spatiile Sobolev cu baza in L?, cu indice fractionar.

Definitia 1.1.11. Fie 0 < s < 1. Spatiul Sobolev space H*(D) cu indice fractionar este dat de

H*(D) := {u e L*(D ' / ‘x ~ ‘n+22’2dxdy < oo} (1.1.17)

st norma acestuia este data de

(D) </ e 2da:+/ i |“|i:>_y|n(+22|2dxdy>é. (1.1.18)

Definitia 1.1.12. Fie 0 < s <1 st k € Zy. Fie 0 = k + s. Spatiul Sobolev cu indice fractionar
H?(D) este definit de

[l

H°(D) := {u € H*(D) | D*u € H*(D),Ya € Z", 0 < |a| < k} (1.1.19)

st norma acestui spatiu este data de

el o) = | D 1D ullfremy | - (1.1.20)

o] <k

Tinand cont de Definitia si Definitia putem introduce spatiile H*(D)" si H7(D)"
de functii cu valori vectoriale pe componente. Mai mult, spatiul Sobolev cu indice fractionar H?(D)
este un spatiu Hilbert.

Sa discutam despre spatiile L?-Sobolev cu indice negativ. Fie k € Z... Pentru a introduce aceste
spatii Sobolev, avem ci spatiul H¥(D) este inchiderea spatiului C5°(D) in spatiul H*(D). Mai mult,

HE(R™) = H*(R"). (1.1.21)

Similar, putem defini spatiul de functii cu valori vectoriale H%(D)" pe componente si relatia (1.1.21)
pot fi scrise si in cazul spatiului Hf(R™)" de functii cu valori vectoriale.
Sa definim spatiile L?-Sobolev cu indice negativ.
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Definitia 1.1.13. Fie k € Z,. Atunci, spatiul Sobolev cu indice negativ H "(D) este dualul
spatiului HY(D), adicd,
H7*D) := (H}(D)Y, (1.1.22)

st norma pe acest spatiu este data de

h,u
ooy = sup el
ue HE (D), u0 ||U||H§(D)

(1.1.23)

Sa remarcam faptul ca spatiul de functii cu valori vectoriale H=%(D)™ este definit pe componente.
Mai mult, avem H*(D)" = (HF(D)"). Datoritd densitatii spatiului C3°(D) in HE(D) are loc
incluziunea H~*(D) C D'(D). Sa remarcdm faptul ca spatiul H*(D) este un spatiu Hilbert.

Deoarece C5°(D) nu este dens in spatiul H*(D), pentru k € Z, , dualul spatiului H*(D) nu poate
fi scufundat intr-un subspatiu al spatiului de distributii D’'(D).

Definitia 1.1.14. Fie s € R. Fie D un domeniu Lipschitz in R". Spatiul H5(D) este inchiderea
spatiului D(D) in H*(R™).

Mai mult, spatiul de functii cu valori vectoriale H*(D)" este dat de
H*D)" :={u:D = R" |u=(u,...,u,),u; € H*(D),i = 1,n}. (1.1.24)
Spatiul H*(D) admite urmatoarea caracterizare
H*(D) = {u € H*(R") | supp u C D}. (1.1.25)

Mai mult, H*(R") = H*(R").
Avem, de asemenea, urmatoarele relatii de dualitate

(Hy(D)) = H™*(D), (H*(D)) = H*(D), (1.1.26)
pentru k € Z,. Sa mentionam faptul ca relatiile de dualitate descrise in ([1.1.26)), au loc de asemenea
si in cazul spatiilor Sobolev de functii cu valori vectoriale.

Mai departe, furnizam teorema de scufundare a lui Sobolev (vezi, spre exemplu, [I, Teorema
4.12], [2]).
Teorema 1.1.15. Fie k € Z,. Fie D C R" un domeniu Lipschitz marginit. Atunci
- k D L o n
(i) scufundarea H*(D) < C(D) este continuad, dacd k > 3.

(i) scufundarea H*(D) — L9(D) este continud si compactd, pentru orice q € [1,00), daca k = %.

—k dacd k <
n

0|3

k o 1_1
(iii) scufundarea H"(D) < L?(D) este continua pentru ; = 5

(iv) scufundarea H*(D) < L"(D) este compactd pentru 1 < r < q, % = % — %, daca k < 3.
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1.1.3 Spatii Sobolev pe frontiere Lipschitz boundaries

S& definim spatiul L?(T") (claselor de echivalenta al) functiilor care sunt la patrat integrabile pe I'
ca completatul spatiului C°(T") in raport cu norma

1gl| 2y = (/r |g(y)|2da)%.

Fie s € (0,1). Definim spatiul Sobolev pe frontiera H*(I") ca completatul spatiului
Cy = {fecm) [ lfl

_ 2 3
o= {1+ [ [ IO )

Sa incheiem aceasta sectiune, tinand cont de faptul ca, pentru s € (—1,0), definim spatiile Sobolev
cu indice negativ prin dualitate, adicd, H=*(T') = (H*(T"))". De asemenea, avem H°(I') = L*(T).
Versiunile cu valori vectoriale ale spatiilor anterior prezentate sunt definite pe componente.

Hs(I) < OO}7

in raport cu norma

I

1.1.4 Spatii Sobolev ponderate

In aceasti subsectiune, vom lua in considerare cadrul oferit de Ipoteza in cazul n = 3.
Subliniem ca, in acest caz particular, lucram cu un domeniu Lipschitz exterior (sau complementar)
D_ in R3. Acest fapt aduce o problema in prim plan. Unele dintre problemele noastre de transmisie
considerate contin sistemul Stokes in acest domeniu Lipschitz complementar D_. Scopul nostru va
fi acela de a lua in considerare comportamentul la infinit al solutiilor problemelor noastre cu valori
pe frontiera studiate. Ca atare, comportamentul acestor solutii trebuie inclus in spatiile care vor
fi folosite in analiza noastra si acest lucru se poate cu ajutorul ponderilor. Prin urmare, in cadrul
spatiului R?, introducem spatiile Sobolev ponderate, ca in lucrarea lui Hanouzet (vezi [47]).

Sa presupunem ca Ipoteza are loc pentru n = 3. Sa consideram functia pondere

p(x) = (1+ |x])?, pentru x € R?.
Introducem spatiul Lebesgue ponderat
L*(p75D):={f:D- =R |p'feL*D.)}
si cu ajutorul acestuia, putem defini spatiul Sobolev ponderat
#H'(D-)={feD(D-)|p'feL*D-),VfeLD_)},

in care spatiul de functii cu valori vectoriale L?*(D_)? poate fi definit pe componente (precum in
(1.1.7)). Spatiul Sobolev ponderat H'(D_) este un spatiu Hilbert in raport cu norma

1
_ 3
1 beo-y == (117 F B2y + 1191 Bx0e) (1.1.27)
De asemenea, sa introducem spatiul

H(D_) as the closure of D(D_) in H!(R?).
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Untroducem spatiile ) )
WD) = (HUD_)y, H D)= (H'(D.)).
Tinem cont ca spatiul D(D_) este dens in spatiul #'(D_) si spatiul D(D_) este dens in spatiul

7—21(D,). Folosind faptul ca seminorma

913 o2y = [IVgllr2p_)s

este echivalentd cu norma (|1.1.27)) si cu ajutorul inegalitatii Sobolev (vezi [, Teorema 4.31]), avem
scufundarea
HY(D_) — L%(D_).

Spatiile Sobolev ponderate de functii cu valori vectoriale #(D_)? si H~'(D_)? sunt date de

H' (D) :={u:D_ =R |u= (uy,us,u3),u; € H'(D_),i = 1,3}, (1.1.28)
H YD) :={u:D_ >R |u= (u,us,us),u; € H (D_),i=T1,3}. o

Finalmente, sa descriem notiunea de functie care tinde spre o constanta la infinit in sensul lui
Leray si un rezultat particular. Aceste concepte vor fi folosite in capitolele urmatoare (a se vedea,
de exemplu, [52, Definitia 2.3 si Corolarul 2.4] si referintele din interiorul acesteia).

Definitia 1.1.16. O functie u tinde spre o constantd U, la 0o, in sensul lui Leray daca

lim lu(ry) — ux|doy, = 0,
r—00 S2

unde 8% este sfera unitate in R3.

Corolar 1.1.17. Dacd u € H'(D_), atunci u tinde la zero la oo in sensul lui Leray.

1.1.5 Operatorul Urma pe Spatii Sobolev

In aceastd subsectiune, scopul nostru este de a introduce un operator care apare in conditiile pe
frontiera ale problemelor noastre de tip transmisie ce sunt studiate in aceasta teza.

Legatura dintre spatiile Sobolev definite pe domeniile Lipschitz si spatiile Sobolev definite pe
frontiere Lipschitz este data de urmatorul rezultat cunoscut sub numele de Lema Urma Gagliardo
(a se vedea, de exemplu, [20], [36], [50, Propozitia 3.3], [77, Lema 2.6]).

Lema 1.1.18. (Lema Operatorului Urma Gagliardo) Fie [poteza satisfacuta. Atunci, exista
operatori liniar si continui

Trp, : H'(Dy) — Hz(T), (1.1.29)
ce se numesc operatori (Gagliardo) urma, cu proprietatea ca

Trp, v = v, (1.1.30)

pentru orice v € D(D+). Mai mult, acesti operatori sunt surjectivi si admit inverse la dreapta
(ne-unice) liniare si continue
Tigl : H2(I') — H'(D4), (1.1.31)

.o -1
adica Trp, o Trp, =1.
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Incheiem aceasta subsectiune subliniind cateva observatii utile.

Observatia 1.1.19. Similar lemei|1.1.18, se poate defini operatorul urma exterior pe spatiul Sobolev
ponderat H'(D_), adicd, Trp_ : HY(D_) — Hz(T') (pentru detalii aditionale, a se vedea, de exemplu,
[77, Teorema 2.3, Lema 2.6, [52, Lema 2.2]).

Observatia 1.1.20. Lema ramane valida si in cazul spatitlor de functii cu valori vectoriale
sau valori matriceale. Pentru a pastra concizia prezentarii, pastram notatiile Trp, st Trgi n cazul
functiilor cu valori vectoriale sau valori matriceale.

1.2 Operatorii Stokes, Brinkman classic si Brinkman gene-
ralizat

In aceast’ sectiune vom discuta despre operatorii care apar in aceasta lucrare. Acesti opera-
tori sunt implicati in problemele de transmisie pe care le studiem. Reamintim faptul ca S(R")
este spatiul Schwartz al functiilor rapid descrescatoare, iar dualul acestuia, S'(R™), este spatiul
distributiilor temperate. Spatiile de functii cu valori vectoriale S(R™)™ si S’(R™)" sunt definite pe
componente.

Operatorul Stokes este dat de

S = [ﬁ ‘V] : S(R™)" x S(R) = S(R™)" x S(R™) (1.2.1)
iv 0
si operatorul
Lo : S(RM)" x S(R")" — S(R™)", Lo(v,p) :=Av — Vp. (1.2.2)

Tinem cont ca operatorul S introdus in relatia (1.2.1)) este Agmon-Douglis-Nirenberg eliptic (vezi
[49], [108]) si acest operator S impreuna cu operatorul Ly pot fi extinsi la operatori liniari si continui,

S: H'(R™)™ x L*(R™)" — H '(R")" x L*(R"), Lo: H'(R™" x L*(R")" — H Y(R™)". (1.2.3)

Fie a > 0 o constanta data. Sa introducem operatorul Brinkman

B, = [@d_ivo‘ﬂ) _OV] L SR x S(RY) = S(R™)" x S(RY) (1.2.4)

si operatorul asociat
Ly : S(R™)™ x S(R")" — S(R™)",  La(v,p) := (A —al)v — Vp. (1.2.5)

Operatorul B, introdus in relatia ((1.2.4)) este Agmon-Douglis-Nirenberg eliptic (vezi [49], [108]) si
operatorul sau asociat L, pot fi extinsi la operatori liniari si continui,

B, : HY(R™" x L*(R")" — H Y R™" x L*(R"), L,: H'(R")" x L*(R™)" — H '(R™)". (1.2.6)
In final, oferim cateva notatii pe care le vom folosi de acum inainte, pe parcursul acestei teze
Notatia 1.2.1. Consideram spatiile de vectori cu divergenta nula
H} (D) = {u e H(D)" | divu =0 in D}, (1.2.7)

s1

HL (D) :={ueH' (D) |divu=0inD_}. (1.2.8)

Notatia 1.2.2. Pe parcursul acestei teze, introducem operatorul Ey, care reprezinta operatorul de
extensie cu zero in exteriorul multimii Do. Mai precis, ne permite sd extindem functiile din H* (D<)
cu zero, la multimea R™ \ Dy. Pdstram notatia Ex in cazul spatiilor de functii cu valori vectoriale.
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1.2.1 Operatorul de derivare conormala asociat sistemelor Stokes si
Brinkman

Aceasta subsectiune este dedicata introducerii operatorilor de derivare conormala asociati sis-
temelor Stokes si Brinkman. Discutam operatorul de derivare conormala clasic si operatorul de
derivare conormala generalizat asociat acestor sisteme. In cele ce urmeaza, fie D C R", n > 2, un
domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexa I'.

Vom introduce operatorul de derivare conormala clasic dupa cum urmeaza. Pentru o pereche
(v,p) € CY(D1)" x C°(D.) cu proprietatea div v = 0 in D+ avem ca operatorul clasic de derivare
conormala asociat operatorului Stokes sau operatorului Brinkman este dat de ecuatia constitutiva
a fluidului vascos incompresibil Newtonian,

t*(v,p) := Trpo (v, p)v, (1.2.9)

unde
o(v,p) = —pl+ 2E(v) (1.2.10)

este tensorul tensiune si E(v) este partea simetricd a lui Vv, adicd E(v) = (Vv + (Vv)!), unde
superscript-ul ¢ noteaza transpusa. Simbolul v reprezinta normala unitate exterioara la D, care este
definita a.p.t. pe I.

Pentru ¢ € D(R™)", avem urmatoarea identitate Green pentru sistemul Brinkman,

+ <ti:(V,p), ¢>F = 2<E(V)7E(¢)>Di + Oé<V, ¢>Di - <p7 div ¢>Di + <La(V,p)7 ¢>D:i:7 (1211)

unde o > 0 este o constantd datd. In particular, pentru a = 0, obtinem identitatea Green pentru
sistemul Stokes,

+ <ti(V,p),¢>F = 2<E(V)7E(¢)>Di - <p> div ¢>Di + <L0(Vap)v ¢>Di' (1212)

Formulele (1.2.11)) si ([1.2.12)) rezulta dupa aplicarea repetata a integrarii prin parti.

Formula (|1.2.12)) sugereaza definitia operatorului de derivare conormala generalizat asociat sis-
temului Stokes si formula Green aferenta, in cadrul spatiilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [85),
Teorema 10.4.1], [20, Lema 3.2], [77, Definitia 3.1, Teorema 3.2]).

Definitia 1.2.3. Fie D, := D C R", un domeniu Lipschitz mdrginit si fie D_ := R™ \ D. Definim
spatiul H' (D4, Lo)

H'(Dy,Lo) == {(vs,ps,gs) € H'(D+)" x L*(Dy) x H 1 (D1)" : Lo(Va,ps) = 81 lps
$Z div Vi = 0 n Di}

Atunci, operatorii de derivare conormala generalizati tp, pentru sistemul Stokes in Dy sunt definiti
pe fiecare (vi,pi,gy) € H (Dx,Lo) prin intermediul relatiei

+(to, (v, pr,81) d)r = 2(E(v) E(Trp, ¢))o, — (pa. div (Trp, é))o.

1 1 (1.2.13)
+(gx, Trp, o,V ¢ € Hz(I')".
Lema 1.2.4. In contextul Definitiei , operatorii de derivare conormala generalizati
tp, : H' (D4, L) — H 2(I)" (1.2.14)
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sunt liniari si marginite si Definitia nu depinde de alegerea unei inverse la dreapta Trai :
H2(D)" — HYD,)" a operatorului urmd Trp, : HY(D,)" — Hz(T)*. Mai mult, urmdtoarele

formule Green
(o, (Vi px, 81), Trop i )r = 2(E(va), E(¢L))p, — (ps, div ¥y )o,
+(84: ¥ 1)Dss

au loc pentru orice (vi,ps,g.) € H (D4, Lg) si pentru orice ¢, € H'(D1)™.

(1.2.15)

Similar, formula ([1.2.11)) sugereaza definitia operatorului de derivare conormala generalizat aso-
ciat sistemului Brinkman, (a se vedea, de exemplu, [20, Lema 3.2], [50, Lema 2.2], [52, Lema 2.5]).

Definitia 1.2.5. Fie D, := D C R", un domeniu Lipschitz mdrginit si fie D_ := R™\ D. Definim
spatiul H' (D, Ly)

H'(Dy,Lo) == {(vs.ps.gs) € H'(D1)" x L*(Dx) x H '(D1)" : La(ve,ps) = 8o,
sidivvy =0 inDy}.

Atunci, operatorii de derivare conormala generalizati t,p,. pentru sistemul Brinkman in Dy sunt
definiti pe fiecare (vi,ps,g.) € H (Di,Ly,) prin intermediul relatiei

+(ta,0. (Vi P, 81), @)1 = 2(E(va), E(Trp; é))o. + a{ve, Trp) ¢)o.

' . . P (1.2.16)
—(p+, div (TrDi¢)>D:i: + <gi7TrDi¢>Dj:7v ¢ € H2(I)".
Lema 1.2.6. In contextul Definitiei|1.2.5] operatorii de derivare conormala generalizati
tup, : H(Dy,Ly) — H 2(D)" (1.2.17)

sunt lintari si marginitt st Definitia nu depinde de alegerea unei inverse la dreapta Trsi :

Hz:(T)" — HYD,)" a operatorului urmd Trp, : HY(D,)" — H=2(T)". Mai mult, urmdtoarele
formule Green

F(ta,ps (Va, P+, 84), Tro i )r == 2(E(ve), E(¥y))ps + a(ve, ¥y)p,

pediv a)os + {gas o (1:2.18)

au loc pentru orice (vi,ps,gy) € H (D, Ly) si pentru orice 9, € H'(D1)™.

Sa incheiem aceasta subsectiune subliniind cateva remarci utile (vezi de asemenea [52, Observatia
2.6, Lema 2.9], [50, Observatia 2.4]).

Observatia 1.2.7. Pentru o = 0, derivata conormald pentru sistemul Brinkman (vezi Definitia

devine derivata conormald pentru sistemul Stokes (vezi Definitia .

Observatia 1.2.8. Fie D, := D C R3, un domeniu Lipschitz mdrginit si fie D_ := R3\ D. Pentru
(v_,p_,g ) € HYD_)® x L*(D_) x H"Y(D_)? cu proprietatea ci Lo(v_,p_) =g_|p_, operatorul de
derivare conormald tp_(v_,p_,g_) este bine-definit de relatia s1 o formula Green asociata,
stmilard relatiei (1.2.15), este adevaratd in D_.

Observatia 1.2.9. Fie D, := D C R®, un domeniu Lipschitz mdarginit si fie D_ := R3\ D. Atunci,
pentru (v_,p_,g ) € H'(D_)® x M(D_) x H(D_)?, such that Lo(v_,p_) = g_|o_, derivata
conormald top_ (v_,p_,g_) este bine definita de relatia . Mai mult, in acest caz, formula
Green este adevarata, in D_. Spatiul M(D_) este furnizat in Definitia m
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Observatia 1.2.10. Fie D C R", n > 2, un domeniu Lipschitz marginit si fie I' frontiera acestuia.
In cazul T' =T1UTy, unde T'y si Ty sunt componente coneze ale lui T cu proprietatea ca T'1NTy =0,
definim operatorul

(ta,0 (> )|ry - HY(D, La) — H™2(Iy)", (1.2.19)

cu ajutorul relaties
<toz,D(V7p7 g)’rm ¢>F1 = <ta,D(Vap7 g)7 ¢)>F7 (1220)

pentru orice ® € C°(R™)" care sunt nule intr-o vecinatate deschisa a lui I's.

Observatia 1.2.11. Pe parcursul acestei teze vom scrie to,p(v,p) in loc de typ(v,p,0).

1.2.2 Sistemul Brinkman generalizat si rezultate aferente

In aceastd tezd considerfm un sistem Brinkman generalizat. Intr-adevir, termenul ol care apare
in operatorul clasic Brinkman (vezi relatiile (1.2.4)) si (1.2.5))) a fost inlocuit cu un alt termen, mult
mai general. O parte din rezultatele originale care sunt incluse in teza sunt probleme de transmisie
in care este implicata aceasta versiune generalizata a sistemului Brinkman. Mai recent, acest sistem
Brinkman generalizat a fost tratat si in cadrul mult mai general al sistemelor de EDP cu coeficienti
variabili. (a se vedea, de exemplu, [58], [59], [60], [67]).

Prin urmare, pentru introducerea acestei versiuni generalizate a sistemului Brinkman, consi-
derdm un domeniu Lipschitz marginit. D C R3. Sistemul Brinkman generalizat este dat de

Lp(v,p) :=Av—Pv—-Vp=ginD, divv=0in D, (1.2.21)
unde P € L>(D)**? astfel incat P satisface urmatoarea conditie de ne-negativitate
(Pv,v)p > c7>||v||%2(D)3, Vv e L*(D)?, (1.2.22)

unde cp > 0 este o constanta.
Sistemul ([1.2.21]) este privit in sens distributional, adici pentru (v,p) € H'(D)? x L*(D), avem

(Lp(v,p),%)p, = (8 ¥)p, (divv,g0)p =0, (1.2.23)

pentru fiecare (1, go) € D(D)* x D(D), unde

(Lp(v,p),¥)p := (Av — Pv — Vp,¥)p = —(Vv,Vp)p — (Pv,¢)p + (p,div 9)p.

De asemenea, scufundarea continua L?*(D) — H~!(D) implica liniaritatea si marginirea opera-
torului )
Lp : H(D)® x L*(D) — H'(D)* = (H'(D)%)'. (1.2.24)

Retineti ca, din aceasta versiune generalizata a sistemului Brinkman, putem extrage sistemele
clasice Stokes sau Brinkman. Acest fapt este subliniat in observatiile urmatoare.

Observatia 1.2.12. Pentru P = 0, sistemul (1.2.21]) este sistemul Stokes clasic.

Observatia 1.2.13. Pentru P = al, unde a > 0 este o constanta, sistemul (1.2.21) este sistemul
Brinkman clasic.

Pentru aceasta versiune generalizata a sistemului Brinkman, introducem operatorul de derivare
conormala asociat (a se vedea, de exemplu, [6, Lema 2.4]).
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Definitia 1.2.14. Fie D, := D C R®, un domeniu Lipschitz mdrginit si fie T' frontiera acestuia.
Fie P € L>=(D4)*® care satisface conditia . Definim spatiul H' (D, Lp)

H'(Ds,Lp) := {(v4,p+.8,) € H'(D4)? x L*(D4) x H™'(D4)? : Lp(vy,py) = glo.
sidiv vy =0 in Dy}.

Atunci, operatorul de derivare conormala
tpp, : H (D, Lp) — H () (1.2.25)

pentru sistemul Brinkman generalizat in D este definit pentru fiecare (vi,ps,8,) € H'(D4,Lp)
prin relatia

<t73,D+ (V+7p+a g+>a ¢>F = 2<E<V+)7 E(Tr5i¢)>D+ + <PV+7 Tr5i¢>D+

) 1.2.26
- <p+,diV (Tr5i¢)>D+ + <g+,Tr5i¢>D+,V ¢ € H> (F)S' ( )

Lema 1.2.15. In cadrul Definitiei|1.2.14] operatorul de derivare conormala pentru sistemul Brin-
kman generalizat,

tpp, : H'(Dy,Lp) — H2(I)? (1.2.27)
este liniar si marginit, si Definitia |1.2.14] nu depinde de alegerea unei inverse la dreapta Trgi :

H2(T)* - HYD.)? a operatorului urmd Trp, : H'(D4)? — H:(T)®. Mai mult, urmdtoarea
formula Green

(tro, (Vi,p4,84), Tro, ¥ )r == 2(E(vy), E(¥,))p, + (Pvy, ¥ )b,

1.2.28
_<p+7 div ¢+>D+ + <g+7¢+>D+7 ( )

are loc pentru orice (vy,py,g.) € H (Dy,Lp) si pentru orice ¢, € HY (Dy)".

Demonstratia Lemei [I.2.15) urmeaza idei similare cu cele folosite in demonstratia Lemei [1.2.6]
adica, cazul special P = all, in care a > 0 este o constanta data. Pentru mai multe detalii, a se
vedea [56, Lema 2.2].

Observatia 1.2.16. Tinand cont de definitiile operatorilor de derivare conormala sistemele Stokes,
respectiv Brinkman generalizat, furnizate de (1.2.15) si (1.2.20), avem ca

tP,D+ (V7p7 g) = tD+ (Vapv g+ E_,_(PV)), (1229)

unde E; noteaza operatorul de extensie cu zero in afara multimiz D .

1.3 Potentialele de strat Stokes si proprietatile acestora

In aceasts sectiune oferim solutia fundamentala pentru sistemul Stokes in R™, n > 2 si, cu
ajutorul ei, definim operatorii de strat care sunt implicati in solutionarea problemelor noastre de
transmisie. Sursele pe care le-am folosit pentru pregatirea acestei sectiuni sunt [49], [52], [64], [85].
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1.3.1 Sistemul Stokes si solutia sa fundamentala

Fie (G(-,-),P(-,+)) € D'(R" x R")™"™ x D'(R™ x R™)" solutia fundamentala a sistemului Stokes.
Notam cu G(-,-) tensorul viteza fundamental si cu P(-,-) vectorul presiune fundamental pentru
sistemul Stokes in R"™.

Retinem ca solutia fundamentala a sistemului Stokes satisface ecuatiile

AxG(x,y) — VxP(x,y) = =6y (x)I, divyG(x,y) =0, (1.3.1)

unde simbolul dy reprezinta distributia lui Dirac distribution cu masa in y. De asemenea, operatorii
diferentiali Ay, Vx si divy actioneaza in raport cu variabila x.

Componentele solutiei fundamentale (G(G;x), P(Py)) sunt date de (a se vedea, de exemplu, [64]
p. 38-39], [85 Relatia (4.19), Relatia (4.20), Relatia (4.21)], [106])

1 [y x;T), 1 x
Gjr(x,y) == { . ! } , Prxy)= ———, (1.3.2)
! 2w, | (n=2)[y —x["2 |y —x[" wn [y — x|
pentru n > 3, si
1 T;Tg, _ 1 T
G; = 5] — x| P = — 1.3.3
]k(X7Y) A {‘y—XP ik 0g|y X| } ; k(Xa y) 27T‘y-X‘2, ( )

pentru n > 2. Simbolul d;;, este simbolul lui Kronecher si w,, este masura sferei unitate S 1in R™.
De asemenea, fie S(S;x;), R(Rj;) tensori tensiune si presiune asociati sistemului Stokes. Compo-
nentele acestora sunt (a se vedea, de exemplu, [64, Capitolul 2], [85])

no T;T;T 2 Ok Ty
, — IR R == 1.34
S]kl(x7 y) W, |y—X|n+2’ jk<X7 Y) W, { |y—X|n _'_nly—X‘nJ'_Q ) ( 3 )
pentru n > 2.
Pentru x,y € R", x # y, perechea (S(S;x), R(Rj;)) satisface sistemul Stokes,
8Rk(y X) 0S ‘kl(X y)
Ax . _ J ’ = J ! = . 1 .

S]kl (X7 y) ﬁxk 07 al’k 0 ( 3 5)

1.3.2 Potentialul de volum asociat sistemului Stokes si proprietatile
acestuia

Scopul acestei subsectiuni este de a introduce operatorii potentiali newtonieni (de volum) asociati
sistemului Stokes si de a oferi proprietatile lor de mapare. In acest scop, luam in considerare dome-
niile Lipschitz Dy asa cum sunt descrise in Ipoteza si vom tine cont de solutia fundamentala a
sistemului Stokes, adica perechea (G(-,-), P(-,-)) € D'(R™ x R")™*" x D'(R"™ x R™)" data de formula

(1.3.2) sau (1.3.3).

Definitia 1.3.1. Pentru f € H=Y(R™)", definim potentialele newtoniene (de volum) vitezd si pre-
siune pentru sistemul Stokes, prin

(Newf)(@) = —(G(, ). Fhn, (Qunf)(@) = —(P(a.), P (1.3.6)

n plus, potentialele newtoniene (de volum) viteza si presiune pentru sistemul Stokes corespunzatoare
multimilor Dy, sunt date de

NDif = (NR”f)‘Di7 QDif = (QR”f)’Dia (137)

unde |p. este operatorul de restrictie la Dy, care actioneaza asupra functiilor cu valori vectoriale
sau scalare in R".
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Urmatoarea lema descrie proprietatile de mapare ale operatorilor potentiali de strat newtonieni
(de volum) in contextul spatiilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.3]).

Teorema 1.3.2. Operatorii potentiali newtonieni (de volum) viteza si presiune pentru sistemul

Stokes, introdusi in relatia (1.5.6]),

Nan : HTY(R™" — HYR™", Qg : H'(R")" — LA(R"),

Nas  HHR?)? = HYR®)?, Qps : HHR?)® — L2(RY) (1.3.8)

sunt operatori liniari si continui. Mai mult, potentialele newtoniene (de volum) vitezda si presiune

pentru sistemul Stokes, introduse in relatia ,

No, : HY(Dy)" — H'(D,)", Qp, : H (D))" — L*(Dy), (1.3.9)

No_ :H YD) > HY D), Qp_ :H YD_)* = L*(D.), (1.3.10)

in cazul n = 3, sunt, de asemenea, operatori liniari si continui.

In cele din urma, luand in considerare relatia 1) avem ca potentialele newtoniene satisfac
urmatoarele ecuatii (in sensul distributiilor)

A(Naof) — V(Qpif) = f, div (Ngof) =0, in R", (1.3.11)

s

ANp, ) — V(Qp,f) = f, div (Np.f) =0, in D. (1.3.12)

1.3.3 Potentialele de strat asociate sistemului Stokes si rezultate afe-
rente

In aceast’ subsectiune, ne preocupam de operatori de potential de simplu strat si de dublu strat
asociati sistemului Stokes. Scopul nostru este sa le oferim definitiile, proprietatile lor de mapare
relatiile lor de salt si sa le specificam comportamentul acestora la infinit. In cele ce urmeazi lucram
in cadrul Ipotezei si in plus, presupunem ca domeniul Lipschitz marginit D are o frontiera
conexa [

In primul rand, si ne concentrim asupra potentialelor de viteza si presiune de simplu strat,
asociate sistemului Stokes (a se vedea, de exemplu, [85, Relatia (4.24), Relatia (4.27)]).

Definitia 1.3.3. Consideram Ipoteza satisficutd. Fie @ € H™2(D)". Definim potentialul
viteza de simplu strat Vi si potentialul presiune asociat acestuia Q. pentru sistemul Stokes
astfel

(Vi) = (G(x, ), p)r, (Qbp) = (P(z ), ¢)r, Ve R"\T. (1.3.13)

Tinand cont de relatia (1.3.1)), avem faptul ci perechea (Vrep, Q) satisface sistemul Stokes
omogen
A(Vre) — V(Qip) =0, div (Vre) =0 (1.3.14)
in R*\T.
Urmatoarea teorema ofera cateva proprietati de mapare utile pentru operatorii potentiali de
simplu strat asociati sistemului Stokes (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.4]).
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Teorema 1.3.4. Consideram ipoteza[I.1.6 satisfacuta. Atunci operatorii

(Vi)lo. : H=2(D)" = H'(D)", (Qp)lp, : H™3(I)" — L*(D,) (1.3.15)
sunt lintari si marginiti. Mai mult, pentru n = 3, avem ca operatorii

(Vi)lo_ : H™2(T)* — H'(D_)*, (Qf)[p_ : H™*(I)* — L*(D_) (1.3.16)
sunt liniari si mdrginiti, unde spatiul Sobolev ponderat H*(D_)3 este dat de relatia .

In al doilea rand, ne concentram pe potentialele viteza si presiune de dublu strat, asociate
sistemului Stokes (a se vedea, de exemplu, [85 Relatia (4.25), Relatia (4.28)]).

Definitia 1.3.5. Consideram Ipoteza satisfacuta. Fie ¢ € H%(F)”. Atunci, potentialul viteza

de dublu strat Wr¢ si potentialul presiune asociat Q& pentru sistemul Stokes sunt date de

(Wehi(a) = [ Sl 2m(9)o;(v)doy, ¥z R\T.
r (1.3.17)

(Qlep) () := / Ri(x, )i (4)6; (4)doy, ¥ & € RP\T,

r

unde v(v),_1, este vectorul normal unitar la D, definit a.p.t. pe T

Folosit relatia (1.3.5)), avem ci perechea (Wra¢, Q%¢) satisface sistemul Stokes omogen
A(Wr¢) — V(Qf¢) =0, div (Wre) =0 (1.3.18)

in R"\T.
Mai mult, sa introducem versiunea pe frontiera a potentialului viteza de dublu strat al sistemului
Stokes in sensul valorii principale (a se vedea, de exemplu, [85, Relatia (4.44)]).

Definitia 1.3.6. Definim valoarea principala a lui Wre, notata cu Kr¢ astfel
Krdhi(@) i = pv. | Sl Du(u)oy (o,
v (1.3.19)
= lim o Sjkl(ya $)Vl(y)¢y(y)d‘7ya
€20 J\(PNB(,¢))

pentru ® € I, in care aceasta limita este definita.

De asemenea, urmatorul rezultat ne ofera proprietati utile de mapare ale operatorilor potentiali
dublu strat pentru sistemul Stokes (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.4]).

Teorema 1.3.7. Consideram Ipoteza satisfacuta. Atunci operatorii

(Wr)lo, « H=(I)" = H'(D,)", (QF)lo,  H=(I)" = L*(D.), (1.3.20)
sunt liniari st marginiti. Mai mult, pentru n = 3, avem ca operatorii

(Wr)|o_ : H2(I)® = HY(D_)3, (QY)|o_ : H2(I')® = L*(D_) (1.3.21)
sunt de asemenea lintari si marginti.
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Sa oferim, de asemenea, lema care descrie relatiile de salt ale potentialelor de simplu si dublu
strat pentru sistemul Stokes, in cadrul spatiilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.4], [85],
Propozitia 4.2.2, Propozitia 4.2.5, Propozitia 4.2.9, Corolar 4.3.2, Teorema 5.3.6, Teorema 5.4.1]).

Lema 1.3.8. Consideram Ipoteza satisfacuta.
(i) Pentru o € H™2(T)" si ¢ € Hz(T)", relatiile de salt
Trp, (Vre) = Trp_ (Vi) =: Vi,

’TI"Di (WF¢) = (ZF%]I + KF) ¢7
(1.3.22)

1

tp, (Wre, Ot¢) = tp_(Wro¢, Qf¢) =: Dro
au loc a.p.t. pe F,l unde K. :1H’%(F)" — H~2(D)" este adjunctul operatorului potential de
dublu strat Ky : H2(I')" — Hz2(I')".
(i1) Operatorii de potential de strat Stokes
Ve H ()" — H2 ()", Kp: H2(T)" — H2(T)",

. . ) L (1.3.23)
Ky:H2(I)"—= H=2(I)", Dp: H2(I")" — H 2(I")",

sunt liniari si marginiti. Mai mult, operatorul Vp : H2(I)" — Hz(T)" este un operator
Fredholm de index zero si nucleul acestuia, Ker Vr, este

Ker {Vr: H*(I')" — H?(I')"} = Ru. (1.3.24)

Avem urmatoarea observatie utila.
Observatia 1.3.9. Daca f si g sunt doud functii definite intr-o vecindtate a unui punct x (care
poate fi si 00), atunci

f(x) =0(g(z)) & % este marginit. (1.3.25)

Sa incheiem aceasta subsectiune precizand formulele asimptotice care sunt satisfacute de
potentialele de strat asociate sistemului Stokes la infinit (a se vedea, de exemplu, [54, Relatia

(3.14)))
(Veg)(x) = O(lnfx]),  (Qip)(x) = O(x|™") pentru |x| — o0, n =2

(Veg)(x) = O(xP™"),  (Qhp)(x) = O(x|'™™) pentru x| > o0, n >3 (1.3.26)
(Wrg)(x) = O(Ix"™),  (Qfeh)(x) = O(Ix| ™) pentru x| = 00, n > 2.

1.4 Potentialele de strat Brinkman si proprietatile acestora
In aceastd sectiune consideram solutia fundamentala pentru sistemul Brinkman in R”, n > 2,
iar apoi definim operatori potentiali de strat care sunt utili in analiza problemelor de transmisie

ce apar ins capitolele urmatoare. Sursele utilizate in pregatirea acestei sectiuni sunt [49], [54], [56],
[52].
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1.4.1 Sistemul Brinkman si solutia sa fundamentala

Fie @ > 0 o constanta data. Fie (G®(-,-),P%(-,-)) € D'(R™ x R")™*"™ x D'(R™ x R™)" solutia
fundamentala a sistemului Brinkman, unde G®(-,-) este tensorul viteza fundamental si P“(:,-)
este vectorul presiune fundamental asociate sistemului Brinkman system in R™. Atunci, perechea
(G(+,-), P“(+,-)) satisface ecuatiile

AcGY(x,y) — aG%(x,y) — VxP%(x,y) = —dy(x), divyG*(x,y) = 0. (1.4.1)

Reamintim ca d, este distributia lui Dirac cu masa in y si operatorii diferentiali Ay, Vy si divy
actioneaza In raport cu variabila x.

Componenetele solutiei fundamentale (G*(Gjj,), P*(Py)) sunt date de (a se vedea, de exemplu,
[54, Relatia (2.29)], [106])

o 1 0 T
Gtx¥) = 5 { s Bulaly = x)) + 2 Bulaly — x) },
Prx,y) = —— 2k B
X =
k 7y Wy, |y_x|n7
unde n_q n
)2 " Kn (s )2 Kn(s 1
El(S) — (2) 2 1( >+2(2) 2< ) ’
r(3) s> T(3) &
T (1.4.3)
Ba(s) = & _4(5) K%H(S)
2 52 52-F(%) ’

si K este functia Bessel de speta a doua de ordin § > 0, I'(-) este functia Gamma a lui Euler.

Reamintim ca d;;, este simbolul lui Kronecher si w,, este masura sferei unitate S"=1in R* n > 2.
Mai mult, fie S%(S%,;) si R*(Rj;) tensorii tensiune si presiune asociati sistemului Brinkman.

Componentele acestora sunt (a se vedea, de exemplu, [54, Relatia (2.31) si Relatia (2.32)])

a ) 1 Z; (Sjlﬂfi + 5,']'%1 T
Siu(x,y) = o {@lmﬂ(ab’ —x|) + W&(O‘b’ —x|)+ X[ Ez(aly —x][) ¢,
a . 1 4(yk - ﬂUk) 2 ik
Rik(x,y) = o {—(yi - %’)W — (aly —x["log |y — x| + 2)‘},_—X|2 n =2,
R‘?‘ = — 8§ —y; —x; - 51 3 > 3a
]k(va) N { (y 'CE) ’y_xln+2 |y—X’n an—?]y—x["” k n =
(1.4.4)
unde -
(§)§ Kﬂ+1(5) 2n
Ey(s) =82 2 - 41
1(3> 82 T (%) 22
s P Kn S s %Kﬂ S 2
Ey(s) == 8(2) 31(5) +2(2) 2(5) _ 20 (1.4.5)
O RO
ﬂ+2
(2)27 Kuio(s)  2n(n+2)
Es(s) = —16-2 2
" T
Pentru x,y € R", x # y, perechea (S%(Sj;,), R*(Rj;)) satisface sistemul Brinkman
ORG (y, %) 0S5 (x,y)
«a «a VLACH o RIS .
AxSSi(x,y) — aSfy(x,y) — T om 0, o 0. (1.4.6)
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1.4.2 Potentialul de volum asociat sistemului Brinkman si proprietatile
acestuia

Scopul acestei subsectiuni este de a introduce operatorii potentiali newtonieni (de volum) asociati
sistemului Brinkman si de a oferi proprietatile lor de mapare. In acest scop, luam in considerare
domeniile Lipschitz D, descrise in Ipoteza si vom lua in considerare solutia fundamentala a
sistemului Brinkman, adica perechea (G*(-,-),P%(-,-)) € D'(R" x R™")™" x D'(R™ x R™)" data de

relatia (|1.4.2)).

Definitia 1.4.1. Fie a > 0 o constantd datd. Pentru f € H'(R™)", definim potentialele newto-
niene (de volum) viteza si presiune pentru sistemul Brinkman astfel

(Nagnf)(@) = —(G(, ), F)pn, (Quznf)(@) i= —(P*(, ), Fn. (1.4.7)

Mai mult, potentialele newtoniene (de volum) viteza si presiune asociate sistemului Brinkman in
D., sunt date de

Na,Dif = (N’oc,]Rnf”Di) Qa,Dif = (QOC7Rnf)|D:t‘ (148)

Reaminitim faptul cd |p. este operatorul de restrictie la D, care actioneaza asupra distributiilor cu
valori vectoriale sau cu valori scalare in R™.

Urmatorul rezultat descrie proprietatile de mapare ale operatorilor potentiali newtonieni (de
volum) in cadrul spatiilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [52, Lema A.3]).

Teorema 1.4.2. Fie a > 0 o constanta data. Operatori potentiali newtonieni (de volum) vitezd $i
presiune asociafi sistemului Brinkman, dati de relatia (1.4.7),

Nogn : HYRM)" = HY(R™)", Qugn : HH(R™)" — L*(R"),

Q%RS : Hil(R3)3 - m(RZS) (149)

sunt operatori liniari si continui. Mai mult, operatorii potentiali newtonieni (de volum) vitezd si
presiune asociati sistemului Brinkman, introdusi de relatia (1.4.8),

Nop, - H YD) = H'(D})", Qap, : H*(Dy)" — L*(Dy) (1.4.10)

Nop_ : HHD_)> = HY(D_)?, Qup_: HY(D_)> - M(D_), (1.4.11)

in cazul m = 3, sunt operatori liniari si continui, iar spatiile M(R3) si M(D_) sunt date de Definitia

211

Finalmente, luand in considerare relatia (1.4.1)), avem ca potentialele newtoniene (de volum)
asociate sistemului Brinkman, introduse in Definitia satisfac ecuatiile (in sens distributional)

A(NaJRnf) — Q(Na’Rnf) — V(Q(%Rnf) = f, le (NaJRnf) = 0, in Rn, (1412)

respectiv
A(Napif) — Oé(Na,Dif) - V(Qapif) = f, div (Na,Dif) = 0, n Di. (1.4.13)
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1.4.3 Potentialele de strat asociate sistemului Brinkman si rezultate
aferente

In aceasti subsectiune, luam In considerare operatorii potentiali de simplu strat, respectiv de
dublu strat asociati sistemului Brinkman. Le oferim definitiile, proprietatile lor de mapare, relatiile
lor de salt si le descriem comportamentul la infinit. Ca si in sectiunea anterioara, consideram cadrul
oferit de Ipoteza si fie D, un domeniu Lipschitz marginit cu granita conexa T'.

In primul rand, sa ne concentram pe potentialele de viteza si presiune de simplu strat, asociate
sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [56, Relatia (3.6)], [54, Relatia (3.1)]).

Definitia 1.4.3. Consideram Ipoteza satisfacuta. Fie oo > 0 o constanta data. Fie ¢ €
H _%(F)”. Definim potentialul viteza de simplu strat 'V, e si potentialul presiune asociat acestuia
Qi r pentru sistemul Brinkman, astfel

(Va,FSO) = <Ga(m7 ')7 90>F7 (Qi,FQO) = <Pa<m7 ')7 90>F7 VezeR" \ L. (1‘4‘14)

Tinand cont de relatia l) avem ca perechea (V,rp, QF rp) satisface sistemul Brinkman
omogen

A(Vare) —a(Vare) = V(Qire) =0, div Vare =0 (1.4.15)

in R*\ T
Urmatoarea teorema ofera cateva proprietati utile de mapare ale potentialelor de simplu strat
asociate sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [54, Lema 3.1], [52, Lema A.8]).

Teorema 1.4.4. Consideram Ipoteza satisfacuta. Fie a > 0 o constanta data. Atunci opera-
torit

(Var)lo, : H 2(T)" — H'(D,)", (Q5)lb, : H2(I)" = L*(D,), (1.4.16)
sunt lintari st marginiti. Mai mult, pentru n = 3, avem ca operatorii

(Var)lo_ : H3(1)* = HY(D_)*, (Q%p)lo_ : H 3(I')® — L*(D_) (1.4.17)
sunt de asemenea lintari si marginiti.

In al doilea rand, ne concentram pe potentialele de viteza si presiune de dublu strat, asociate
sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [56, Relatia (3.7)]).

Definitia 1.4.5. Consideram Ipoteza satisfacuta. Fie o« > 0 o constanta data. Fie ¢ €
H%(F)". Definim potentialul de dublu strat W, r¢ si potentialul presiune asociat acestuia Q‘ip(b
pentru sistemul Brinkman, astfel

(W rd)ela) = / S (v Di(w) s (w)doy, ¥ &€ RM\T,

(1.4.18)
(Q4:9)@) = [ Rl wu(w)o,(v)doy, ¥ o€ B\ T.
r
Reamintim faptul cd v(v),_1; este vectorul normal unitate la D, definit a.p.t. pe I,
Datorita relatiei 1} perechea (W, ro, Qgr¢) satisface sistemul Brinkman omogen
A(Word) — a(Word) — V(QLr¢) =0, div (W,re) =0 (1.4.19)
in R"\T.

Mai mult, introducem versiunea pe frontiera a potentialului viteza de dublu strat asociat siste-
mului Brinkman cu ajutorul valorii principale (a se vedea, de exemplu, [56, Relatia (3.8)]).
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Definitia 1.4.6. Fie @ > 0 o constanta data. Definim valoarea principald a W, ¢, notatd cu
Kor¢ astfel

(Kord)e(@) : = pov. / S (. 2)(v),(9)do,
r (1.4.20)

= lim Sy, »u(y)d;(y)doy,
20 Jr\(PNB(a.e))

pentru & € I', unde limita aceasta este definita.

De asemenea, mentionam cateva proprietati utile de mapare ale potentialelor de dublu strat in
urmatoarea afirmatie (a se vedea, de exemplu, [54, Lema 3.1], [52, Lema A.8]).

Teorema 1.4.7. Consideram Ipoteza [1.1.6] satisfacuta. Fie o > 0 o constanta data. Atunci opera-
tori
1 1
(War)lp, « H2(T)" — H'(D4)", (Qar)lp. : H2(T)" — L*(Dy) (1.4.21)

sunt lintari st marginiti. Mai mult, pentru n = 3, avem ca operatorii
(War)lo : HZ(D)® = HY(D_)?, (Q%p)lo_ : H(I)* — M(D_) (1.4.22)
sunt de asemenea liniari si marginiti si spatiul M(D_) este dat de Definitia|2.1.1].

In continuare, ne preocupam de relatiile de salt pentru potentialele de simplu si dublu strat
asociate sistemului Brinkman, in cadrul spatiilor Sobolev (a se vedea, de exemplu, [54, Lema 3.1],
[52, Lema A .4]).

Lema 1.4.8. Consideram Ipoteza|l.1.6| satisfacuta. Fie o > 0 o constanta data.
(i) Fie p € H2(D)" si ¢ € H2(D)". Atunci formulele de salt

Tl"D+ (Va,F‘:O) = Trp_ (Va,F‘P) = Vare,

Tl”Di (er(f)) = (:F%H + Ka,F) ¢7
(1.4.23)

1 *
toz,D:i: (VQ,F907 Q;I‘LP) = <j:§]1 + Ka,l") P

ta,D+ (Wa,F¢7 Qi,Fqb) = ta,D— (Wa,F¢7 Qi,Fqb) = Da,r¢

au loc a.p.t. pe ', unde K, H™2
Ko : H2(D)" — Hz ()"

(T)" — H—2(D)" este adjunctul operatorului de dublu strat

(i1) Operatorii

N[

(0)" — H2(I)", Kap: H2(I)" — H2(T)",

Va,F cH™
()", Dar:H2(I)" - H ()"

1 (1.4.24)
Kip: H3(D)" — H™

sunt liniari st marginiti. Mai mult, operatorul V,r : H*%(F)” — H%(F)" este un operator
Fredholm de index zero si spatiul nul al acestuia, Ker V,r, este

Ker {Vor: H ()" — H?(T')"} = Ru. (1.4.25)
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Sa introducem operatorii

Voor :=Var —Vr, Kior:=K,r—Kr,

' e (1.4.26)
Ka,O,F = KQ,F - KI" Da,(),l" = Da,F - ID)F;

operatori ce vor fi denumiti operatori potentiali de strat complementari. Reamintim faptul ca
operatorii Vr, Kr, K}, si Dr sunt introdusi in Lema care contine relatiile de salt ale potentialelor

de strat asociate sistemului Stokes. Avem urmatoarea lema (a se vedea, de exemplu, [54, Teorema
3.1]).

Lema 1.4.9. Operatorii potentiali de strat complementari

Vaor : H2(T)" = H([)", Kaor: H2(I)" — H2(I)",

. L Y L L (1.4.27)
K:op: H2(D)" — H2(I)", Duor: H2(I)" — H ()",

M

sunt compacti a.p.t. pe L.

Acum, oferim formulele asimptotice (vezi Observatia [1.3.9) care specificd comportamentul la
infinit al potentialelor de strat asociate sistemului Brinkman (a se vedea, de exemplu, [54, Relatia

(3.12)])

(Vare)(x) = O(x| ™),  (Warg)(x) = O(jx|'""") pentru x| = co, n > 2
(Qare)(x) = O(x|™"),  (Qar¢)(x) = O(ln|x|) pentru |x| — co, n =2 (1.4.28)

)

(Qere)(x) =O(x|'™), (Qard)(x)

)

O(|x|*™™) pentru |x| — oo, n > 3.

Observatia 1.4.10. Rezultatele prezentate in Sectiunea[1.3] si in Sectiunea inclusiv definitiile
potentialelor de strat, pot fi extinse la cazul sistemului Stokes (sau Brinkman) cu coeficienti variabili
(care apartin spatiului L™ ) utilizand o abordare variationalda (a se vedea, de exemplu, [58], [59], [60],

[57).
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Probleme cu valori pe frontiera liniare de tip
transmisie legate de sistemele Stokes si Brinkman

Acest capitol trateaza anumite probleme liniara de tip transmisie n care sunt implicate sistemul
Stokes, sistemul Brinkman si o versiune generalizata a sistemului Brinkman (vezi relatia (1.2.21))) in
domenii Lipschitz in cadru euclidian (vezi Ipoteza si Ipoteza. Continutul acestui capitol
urmareste rezultatele obtinute in lucrarile [6], [7], [8].

Prezentam si demonstram rezultate de bine-punere pentru urmatoarele probleme cu valori pe
frontierd. In primul rand, tratam problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Brinkman
generalizat si Stokes in domenii Lipschitz complementare in R3. In al doilea rand, analizam problema
Poisson de tip de transmisie pentru sistemul Brinkman generalizat si sistemul Brinkman clasic in
domenii complementare Lipschitz in R3. In continuare, investigam problema Poisson de tip Robin-
transmisie pentru sistemul Brinkman in cadrul euclidian furnizat de Ipoteza [1.1.7]

Sa remarcam faptul ca sistemul Stokes poate fi vazut ca un caz particular al sistemului Brinkman.
Chiar si in acest caz, am separat studiul problemelor de transmisie care implica sistemul Brinkman
si Stokes de problemele de transmisie care implica doar sistemul Brinkman. O astfel de distinctie
poate fi justificata prin prisma diferitelor aplicatii practice ale acestor probleme (a se vedea, de
exemplu, [I5], [52]). Mai mult, spatiile in care cautam solutiile pentru fiecare dintre problemele de
transmisie studiate sunt diferite. Anume, daca lucram cu sistemul Stokes intr-un domeniu exterior
(nemarginit), folosim spatii Sobolev ponderate. In schimb, daca lucram cu sistemul Brinkman
intr-un domeniu exterior nemarginit, folosim spatiile Sobolev clasice.

Pentru a obtine rezultatele prezentate in acest capitol, principalele instrumente de investigatie
pe care le-am folosit sunt teoria potentialului si teoria operatorilor Fredholm. intr—adevér, utilizand
potentialele de strat Stokes, potentialele de strat Brinkman, rezultate privind operatorii Fredholm si
formule Green, construim solutii unice pentru problemele noastre cu valori pe frontiera considerate.

In cele ce urmeaza, sa mentionam cateva lucrari anterioare care au contribuit la investigarea
problemelor cu valoari pe frontiera eliptice. In primul rand, sa reamintim lucrarea autorilor Fabes,
Kenig si Verchota [31] care se refera la investigarea problemei Dirichlet pentru sistemul Stokes intr-
un domeniu Lipschitz in R". Acestia au oferit formule de reprezentare in termeni de potential de
strat pentru solutie. Costabel [20] a studiat potentialele de simplu si dublu strat pentru operatori
diferentiali eliptici de ordinul doi pe domenii Lipschitz, in context euclidian si a furnizat rezultate de
continuitate si regularitate. Dalla Riva, Lanza de Cristoforis si Musolino [23] au analizat problemele
cu valori pe frontiera pentru ecuatia lui Laplace in domenii perturbate singular, cu accent pe
domeniile cu gauri mici.

Varnhorn [105] a folosit teoria potentialului pentru a construi o solutie explicita a sistemului
Stokes rezolvent intr-un domeniu marginit in R® cu frontiera de clasa C2?. De asemenea, Varnhorn
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[106] a furnizat o teorie a solvabilitatii pentru sistemul Stokes in domenii exterioare si a anali-
zat existenta unor solutii tari in spatii Sobolev si alte proprietati. Medkova [74] a folosit metoda
ecuatiilor integrale pentru a obtine solutii in L? pentru problema de transmisie, problema Robin-
transmisie si problema Dirichlet-transmisie pentru sistemul Brinkman, in timp ce in [75], dumneaei
a folosit aceeasi metoda pentru a studia problema de transmisie pentru sistemul Stokes, in spatii
Sobolev omogene in domenii Lipschitz in R3. Medkova [76] a studiat, de asemenea, problema Diri-
chlet pentru sistemul Stokes rezolvent cu date marginite pe frontiera in cadrul domeniilor marginite
si nemarginite cu frontiera Lyapunov compacta. Chkadua, Mikhailov si Natroshvili [I6] au folosit
potentiale integrale localizate asociate operatorului Laplace pentru a reduce problemele cu valori pe
frontiera pentru ecuatii cu derivate partiale (EDP) cu coeficienti variabili, in forma de divergenta,
eliptice de ordinul doi, la sisteme de ecuatii integrale singulare localizate domeniu-frontiera. Escau-
riaza si Mitrea [30] au folosit metode de potentiale de strat pentru a obtine rezultatul de bine-punere
a problemei de transmisie pentru Laplacian in prezenta unei interfete Lipschitz cu date pe frontiera
care apartin spatiilor Lebesgue si Hardy. Lucrarea lui Mitrea si Wright [85] se refera si la proble-
mele cu valori pe frontiera de tip transmisie pentru sistemul Stokes in domenii Lipschitz in context
euclidian, pentru n > 2.

Autorii lucrarii [56] au obtinut un rezultat de bine-puneere pentru o problema liniara de tip
Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman in domenii Lipschitz adiacente in R", n > 2
cu conditii de transmisie liniara pe interfata Lipschitz si conditii Robin pe frontiera ramasa. Kohr,
Wendland si Lanza de Cristoforis [54] au analizat o problema neliniara de tip Neumann-transmisie
pentru sistemele Stokes si Brinkman in domenii Lipschitz euclidiene cu date pe frontiera in spatii L,
Sobolev si Besov. Fericean, Grogan, Kohr si Wendland [34] au tratat probleme pe interfata cu valori
pe frontiera de tip Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman in domenii Lipschitz in
R™ pentru n > 3 si cu date pe frontiera in LP sau spatii Sobolev. Fericean si Wendland [35]
au folosit teoria potentialului pentru a obtine rezultate de bine-punere pentru o problema de tip
Dirichlet-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman in domenii Lipschitz in R"™ pentru n > 3.
Autorii lucrarii [52] au obtinut de bine-punere pentru o problema de transmisie pentru sistemele
Stokes si Brinkman in domenii complementare Lipschitz in R?® in spatii Sobolev ponderate prin
utilizarea tehnicilor de potential de strat. In [78], Mikhailov si Portillo au studiat o problema cu
valori pe frontiera mixta pentru sistemul Stokes compresibil stationar cu vascozitate variabila intr-
un domeniu exterior din R? prin intermediul ecuatiilor integrale domeniu-frontiera (BDIE). Mitrea,
Mitrea si Mitrea [79] au demonstrat rezultate de bine-punere si de solvabilitate Fredholm pentru
problemele cu valori pe frontiera pentru sisteme eliptice omogene cu coeficienti constanti, de ordinul
doi, in domenii generale.

In ceea ce priveste setarea colectoarelor, si mentionim ci Kohr, Pintea si Wendland [63] au
dezvoltat o analiza potentiala pentru anumiti operatori matriceali pseudodiferentiali pe domeniile
Lipschitz in varietati Riemmaniene compacte si au studiat problemele Dirichlet-transmisie pentru
operatori Brinkman in domenii Lipschitz in varietati Riemmaniene compacte. De asemenea, Kohr,
Mikhailov si Wendland [57] au investigat o problema de transmisie liniara pentru Stokes si sis-
temul Brinkman generalizat in doua domenii Lipschitz complementare intr-o varietate compacta
Riemanniana de dimensiune m > 2.

Mai recent, o mare atentie a fost indreptata catre EDP cu coeficienti variabili. Retineti ca
lucrarile lui Kohr, Mikhailov si Wendland [58], [59], [60] se refera la analiza sistemului Stokes
anizotrop cu tensor cu coeficienti in L. Ei investigheaza diverse probleme cu valori pe frontiera,
de tip Dirichlet, de tip transmisie si au discutat, de asemenea, potentiale pentru acest sistem
anizotrop.
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2.1 Problema de tip Dirichlet pentru sistemul Brinkman
intr-un domeniu exterior

Scopul acestei sectiuni este unul dublu. In primul rand, introducem un spatiu functional special,
care este implicat in proprietatile de mapare ale potentialelor Newtoniene pentru sistemul Brinkman
(vezi relatia ([1.4.10)) a Teoremei . In al doilea rand, studiem o problema exterioara cu valori pe
frontiera de tip Dirichlet pentru sistemul Brinkman, problema care este implicata in demonstrarea
rezultatelor noastre de bine-punere (vezi Teorema [2.3.1] Teorema Teorema [3.3.1]).

In cele ce urmeazi, notdm cu D fie R?, D, fie D_, domenii ce sunt descrise in Ipoteza ,
pentru n = 3. Si introducem spatiul H_ ! (D)? astfel

H L(D)? :={he H '(D)*: curl h = 0}.
Definitia 2.1.1. Fie D unul din domeniile descrise in Ipoteza[l.1.6], pentrun = 3. Definim spatiul
M(D) prin
IM(D) :={g € L*(p"',D) : Vg € H_L(D)*}. (2.1.1)

Acum, sa notam cu M'(D) dualul spatiului M(D), avem urmatorul lant de scufundari continue
(a se vedea, de exemplu, [52 (A.24)])

L*(p,D) c 9'(D) c L*(D) c M(D) C L*(p~',D) C L} .(D). (2.1.2)

loc

Mai departe, ne preocupam de doua rezultate importante. In primul rand, analizam problema
Dirichlet exterioara pentru sistemul clasic Brinkman in H'(D_)3 x 9(D_), unde D_ este domeniul
Lipschitz exterior introdus in Ipoteza [1.1.6] in cazul n = 3. Avem urmatorul rezultat de bine-
punere (vezi, [6, Teorema A.1], [52, Lema A.2], si [105, Prop. 4.5] in cazul unui domeniu exterior
cu frontiera de clasi C?).

Teorema 2.1.2. Consideram Ipoteza satisfacuta pentru n = 3. Fie a > 0 o constanta data.
Atunci, problema Dirichlet exterioarda pentru sistemul Brinkman

Au—au—-Vr=01inD_,

divu=01inD_,

Trp.u=he H%(F)3 pe [,

u(x) = O(x|™), Vu(x) = O(|x| ™), 7(x) = O(x|™") pentru |x| — oo,

(2.1.3)

are o solutie unicd in H'(D_)? x M(D_).

Incheiem aceastd sectiune cu un rezultat, care arati c& daci avem o pereche (v, p) € H'(D_)? x
M (D_) satisface sistemul Brinkman intr-un domeniu Lipschitz exterior, atunci conditii de crestere
descrise in problema ([2.1.3)) sunt de asemenea satisfacute (vezi [0, Lema A.2], [52, Lema A.2]).

Lema 2.1.3. Consideram Ipoteza satisfacuta pentru n = 3. Fie a > 0 o constanta data.
Dacd perechea (v,p) € HY(D_)? x M(D_) satisface

Av—av—Vp=0,divv=0inD_, (2.1.4)

atuncs
v(x) = O(|x| ™), Vv(x) = O(|]x| "), p(x) = O(|x|™") pentru |x| — co. (2.1.5)
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2.2 Problema de transmisie pentru un sistem de tip Brin-
kman si sistemul Stokes in domenii Lipschitz comple-
mentare in R?

In aceast’ sectiune, ne propunem sa enuntam si sa demonstram un rezultat de bine-punere,
pentru o problema de tip transmisie, care a fost obtinuta in contextul Ipotezei [I.1.6] pentru n = 3,
adicd, domenii Lipschitz complementare in R®. Consideram o versiune generalizata a sistemului
Brinkman in domeniul Lipschitz marginit D si sistemul Stokes in domeniul Lipschitz complementar
D_. De asemenea, avem urmatoarea ipoteza pe care o vom folosi ulterior.

Ipoteza 2.2.1. Fien > 2. Fie £ € L>*(I")"*" o functie cu valori in multimea matricilor simetrice,
care satisface urmatoarea conditie de nenegativitate

(Lu, u)r >0, (2.2.1)
pentru orice uw € L*(I")"™.
Sa consideram spatiul in care catam solutiile noastre,
Xu i= H3y(D4)* x (D) x HY, (D) x LD ) (2:22)
respectiv, spatiul datelor problemei,
Yo = H N(D,)? x HY(D_)® x H2(T)® x H 2(I')®. (2.2.3)

Problema Poisson de tip transmisie, pentru sistemele Stokes si Brinkman generalizat, considerata

este )
Au+ — PU+ — V7T+ = f+’D+ in D+,

Au_. —Vr_=f|p inD_,
div us = 0 in Da, (2.2.4)

Trp,uy —Trp_u_=gonl,

(tpp, (0t 74, £y) —tp_(u_ 7, f )+ £Trp,uy =honT,

in care necunoscuta este (uy, 7, u_,7_) € X,,. Retineti ca, prezenta sistemului Stokes in domeniul
nemarginit Lipschitz D_ justifici includerea spatiului HJ;,(D_)? in spatiul solutiilor X,, furnizat de

relatia (2.2.2)).

In consecinta, incepem cu rezultatul de bine-punere care a fost obtinut pentru problema de
transmisie (2.2.4)), in cazul us, = 0 (vezi [7, Teorema 4.5], [52, Teorema 4.2], [57, Teorema 4.4]).

Teorema 2.2.2. Consideram ]potezele ;:i satisfdcute, pentrun = 3. Fie P € L>(D,)>*3
astfel incat conditia este satisfacuta. Atunci, pentru (f,,f_ g h) € Y, date, problema
Poisson de tip transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman generalizat are o solutie
unicd (g, my,u_,m_) € X,. In plus, existd o constantd C = C(Dy,D_, P, L) >0 astfel incat

||(U+, Ty, 0, 7T_)||Xw < C||(f+a f—7 g, h)||Yw7 (225)
st u_ tinde catre zero la infinit, in sens Leray.

Acum, furnizam rezultatul de bine-punere pentru problem de transmisie (2.2.4)), in cazul u., # 0
(vezi, [7, Observatia 4.6], [52, Teorema 4.4]).
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Teorema 2.2.3. Consideram Ipotezele[1.1.6] si satisfacute, pentrun = 3. Fie P € L>(D,)**?
astfel incat conditia este satisfacutd. Atunci, pentru (£, f_, g, h,uy) € Y, X R3, problema
Poisson de tip transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman generalizat are o solutie unica

(wy,m,u_,m_) (2.2.6)
care satisface conditia
(Uy, T, U — U, ) € Xy (2.2.7)
Mai mult, operatorul solutie asociat,
T:Yy, xR = Xy, (2.2.8)

este liniar si marginit, i avem ca exista o constanta C = C(Dy,D_, P, £) > 0 astfel incat solutia
unica a problemei satisface inegalitatea

[(ag, meus — s, ) |[x, < C[[(f4, -, 8, us)||v,, xre, (2.2.9)

S1 U_ — Uy tinde catre zero la infinit, in sens Leray.

2.2.1 Problema de transmisie pentru sistemul Stokes in domenii Lips-
chitz complementare in R?

Aceasta subsectiune este dedicata studiului problemei de transmisie pentru sistemul Stokes
in domenii complementare Lipschitz in R3, adica, cadrul Ipotezei for n = 3. Mai mult,
consideram Ipoteza [2.2.1] satisfacuta, pentru n = 3. Problema de tip transmisie pentru sistemul
Stokes considerata este

( .
AU+ - V7T+ = f+|D+ m D+7

Au_ —Vr_=f|p inD_,

div us = 0 in Dy, (2.2.10)
Trp,u;y —Trp.u_=gonl,

tp, (uy,my, fy) —tp_(u_,7n_,f_) + £LTrp,uy =hon .

\

Sa descriem pasii pe care i urmam pentru a arata ca problema de transmisie (2.2.10]), este
bine-pusa. In primul rand, enuntam si demonstram urmatoarea lema (vezi, [7, Lema 4.1, Corolar

4.2)).

Lema 2.2.4. Consideram Ipotezele si satisfacute, pentru n = 3. Atunci, operatorii

N|—

T+WVe: H2(T)® — H2(T)?,

_>
1 1 (2.2.11)
I+ 2V H 2(I)? - H 2(I)?,
sunt izomorfisme.

In al doilea rand, enuntam si demonstram lema care arata ca problema de transmisie ([2.2.10))
are cel mult o solutie (uy, 7, u_ — Uy, 7_) € Xy, unde u,, € R? este o constanta (vezi [7, Lema
4.1], [52, Lema 4.1]).
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Lema 2.2.5. Consideram Ipotezele [1.1.6 si [2.2.1] satisfacute, pentru n = 3. Atunci, pentru
(f.,f ,g, hyuy) € Y, x R® problema de tip transmisie pentru sistemul Stokes (2.2.1(}) are cel
mult o solutie (wy,m,u_,m_) care satisface (Ui, T4, U_ — Uy, T_) € Xyp.

Sa enuntam si sa demonstram rezultatul de bine-punere, pe care l-am obtinut, pentru problema
de transmisie pentru sistemul Stokes in domenii Lipschitz complementare in R? in cazul u, = 0
(vezi [7, Teorema 4.3], [52, Teorema 4.2], [75, Teorema 5.1]).

Teorema 2.2.6. Consideram Ipotezele $i satisfacute, pentru n = 3. Atunci, pentru
(f.,f ,g h) €Y,, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemul Stokes 2.2.1(}) are o solutie
unicd (uy, my,u_,m_) € X. In plus, exista un operator liniar si continuu,

S: Yy = X, (2.2.12)

care asociaza datelor (f,f_ g h) € Y, solutia unicd (uy, 7y, u_,7_) € X,y a problemei (2.2.10),
adica, exista o constanta C' = C(Dy,D_, £) > 0 cu proprietatea ca

(uy, 70, 7 )||x, < Cll(f £-, g, by, (2.2.13)
Mai mult, u_ tinde catre zero la infinit, in sens Leray.

In cele din urma, sa furnizam rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie (2.2.10))
in cazul uy # 0 (a se vedea, de exemplu, [7, Teorema 4.4], [52, Teorema 4.4]).

Teorema 2.2.7. Consideram Ipotezele si satisfacute, pentru n = 3. Atunci, pentru
(f,,f_, g, hyuy) € Y, xR3, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemul Stokes are
o solutie unica (Ui, my,u_,m_) ce satisface conditia (s, Ty, U_ — Uso, T—) € Xy. Mai mult, exista
o constanta C = C(Dy,D_, £) > 0 cu proprietatea ca

[, i = e 7o)l < Il - g, )y, (2.2.14)

ST U_ — Uy tinde catre zero la infinit, in sens Leray.

2.3 Problema de transmisie pentru sistemele Brinkman ge-
neralizat si Brinkman clasic in domenii Lipschitz com-
plementare in R?

In aceasti sectiune vom afirma si demonstra un rezultat de bine-punere, pentru o problema de
tip transmisie, care a fost obtinut in contextul Ipotezei [I.1.6] pentru n = 3, adica, domenii Lipschitz
Lipschitz in R®. Am luat in considerare o versiune generalizatd a lui Brinkman in domeniul Lips-
chitz marginit D, si sistemul Brinkman in multimea Lipschitz complementara D_. De asemenea,
consideram Ipoteza satisfacuta, pentru n = 3.

Sa introducem urmatoarele spatii, anume spatiul solutiilor,

Xg i= H}y (D2 ) x L2(Dy) x Hb,(D-)* x (D) (2.3.1)
si, respectiv, spatiul datelor,

Ys = H ' (Dy)? x H(D_)* x H2(T')® x H™2(I")%. (2.3.2)
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Subliniem faptul ca spatiul 9(D_) este introdus in Definitia [2.1.1

Sa evidentiem faptul ca prezenta sistemului Brinkman in domeniul exterior Lipschitz D_, dat
de Ipoteza [1.1.6] n = 3, conduce la utilizarea spatiilor Sobolev clasice, in locul spatiilor Sobolev
ponderate (precum in cazul sistemului Stokes in domeniile exterioare Lipschitz), pentru a gasi
campul de viteza in D_. Aceasta este o consecinta a comportarii solutiei fundamentale a sistemului
Brinkman la infinit, in cazul n = 3.

Ne indreptam atentia catre problema de tip transmisie pentru sistemul Brinkman generalizat si
sistemul Brinkman clasic, anume,

(Au, —Pu, — Vr, =f,|p, in Dy,
Au_ —au_ —Vr_=f|p_inD_,
divuy =01in Dy, (2.3.3)
Trp,uy —Trp_ u_=gpel,

L tro, (0, mi £y) —tap (u_ 7. f ) + £Trp,uy =hpe I

in necunoscuta (uy, 7y, u_,m_) € Xg.

Sa afirmam si sa demonstram rezultatul de bine-punere pe care l-am obtinut pentru problema
(2.3.3) (a se vedea, de asemenea, [6, Teorema 3.3] si [57), Teorema 4.4] in cazul varietatilor Rieman-
niene compacte). In plus, urmatorul rezultat de bine-punere ofera si conditiile de crestere pe care
le satisface solutia noastra (vezi Observatia [1.3.9).

Teorema 2.3.1. Consideram Ipotezele St satisfacute, pentru n = 3. Fie a > 0 o

constantd. Fie P € L>®(D,)3*3 astfel incat conditia 29) este satisfacuta. Atunci, pentru datele
(f,,f_, g, h) € Yi, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Brinkman generalizat si
clasic are o solutie unicd

(U+,7T+,u,,7T,) € XB. (234)

In plus, operatorul solutie asociat,
Ts:Yp = Xg, (2.3.5)

este liniar si marginit, si ca urmare, exista o constanta C' = C(Dy,D_, P, £) > 0 astfel incat solutia
unica a problemei (2.3.9) satisface

(s ot 7)o < ClI(Er £ by, (2.3.6)
Mai mult, perechea (u_,m_) satisface urmdatoarele conditii de crestere,
u_(x) = O(|x| ™), Vu_(x) = O(|x|™"), 7_(x) = O(|x|™), (2.3.7)

pentru |x| — oo.

2.3.1 Problema de transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman in
domenii Lipschitz complementare in R?

Aceasta subsectiune este dedicata studiului problemei de tip transmisie pentru sistemele Stokes
si Brinkman in domenii complementare Lipschitz in R3, adica, cadrul Ipotezei m pentru n = 3.
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In plus, consideram Ipoteza satisfacuta, pentru n = 3. Problema de tip transmisie considerata
pentru sistemele Stokes si Brinkman este

(Au, — Vr, =f,|p, in Dy,
Au_ —ou_ —Vr_=f|p_InD_,
divuy =01in Dy, (2.3.8)
Trp,uy —Trp_u_ =gpel,

(to, (s, 7y, £1) —top (w7, f )+ £Trp,uy =hpe I'.
In primul rand, avem un rezultat preliminar in care vom arata ca problema de transmisie 1}
are cel mult o solutie (vezi [0, Lema 3.1], [52, Lema 4.1]).

Lema 2.3.2. Consideram Ipotezele si satisfacute, pentrun = 3. Fie a > 0 o constantd.
Atunci, pentru datele (f.,f_, g, h) € Y, problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Stokes

st Brinkman are cel mult o solutie (uy, 7, u_,m_) € Xpg.

Enutam si demonstram rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie (2.3.8)) (vezi,
[0, Teorema 3.2], [52, Teorema 4.2]).

Teorema 2.3.3. Consideram Ipotezele si satisfacute, pentru n = 3. Fie a > 0 o
constanta. Atunci, pentru datele if+,f_,g,h) € Yp, problema Poisson de tip transmisie pentru

sistemele Stokes si Brinkman (2.5.8) are o solutie unica (uy,m,u_,7_) € Xg. In plus, operatorul
S: YB — XB; (239)

care asociaza datelor (fo,f_ g h) € Yg solutia (uy,7,u_,m_) € X problemei de transmisie
este liniar si continuu. Prin urmare, existda o constanta C = C(Dy,D_, £) > 0 cu proprie-
tatea ca

[(uy, musm)f[xy < Cl(Er £, g, h) v, (2.3.10)

Mai mult, u_, m_ satisfac urmatoarele conditii de crestere
u_(x) = O(jx|™%), Vu_(x) = O(|x|™"), 7 (x) = O(|x| "), (2.3.11)

pentru |x| — oo.

2.4 Asupra unei probleme de tip Robin-transmisie pentru
sistemul Brinkman

In aceast’ sectiune, ne propunem sa enuntam si sa demonstram un rezultat de existenta si
unicitate, pentru o problema de tip transmisie, care a fost obtinuta in contextul Ipotezei [I.1.7]
Inainte de analiza problema de transmisie, sa mentionam ca astfel de probleme sunt folosite pentru
modelarea fluxului de fluid in exteriorul unei cavitati sau in cavitatile umplute cu medii poroase,
in cazul saltului tensiunilor sau vitezelor pe interfata. O alta idee este aceea de a analiza fluxul de
fluid intr-un mediu poros in rezervoare a caror frontiera are doua parti, prima cea a unei suprafete
solide si a doua, o interfata intre fluid si un alt material fluid sau vascoelastic. (pentru mai multe
detalii, a se vedea, de exemplu, [53]). Din punct de vedere practic, Baber [15] a analizat aplicatii
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ale problemelor de transmisie, precum managementul apei in celulele de combustie sau procesarea

nutrientilor intre doua domenii, unul care contine sange si celalalt care contine tesut poros.
Problema de tip transmisie pe care dorim sa o tratam se va numi problema Robin-transmisie

pentru sistemul Brinkman (vezi problema ) In plus, consideram Ipoteza satisfacuta.
Consideram urmatoarele spatii, anume, spatiul solutiilor,

Xpr = Hi,(DL)" x L3(D.) x HY, (D_)" x L*(D_), (2.41)
respectiv, spatiul datelor
Yor = B (D)™ x BN (D_)" x HZ(T.)" x H™3(I',)" x H™3(T'_)". (2.4.2)
Vom studia problema Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman, anume,

(Aug — auy — Vg = fi|p, in Dy,

divuy =0 1n Dy,

{ M(Trp,uy) — (Trp_u_) |, =g, pe I'y, (2.4.3)
ton, (uy, T, fy) — (ta,Df(u_,w_,f_)) Ir, =hy pe I'y,

\ (ta,D, (u_,w_,f_)) I+ £ (Teru_) . =g, pel_,

unde a > 0 si A € (0,1] sunt constante date. Ne propunem sa determinam necunoscuta
(uy, 7y, u 7 ) € Xgr.

Enuntam si demonstram rezultatul de existenta si unicitate obtinut pentru problema Robin-
transmisie (2.4.3) (a se vedea, de asemenea, [8, Teorema 1], [0, Teorema 4.1], [63, Teorema 5.8]).

Teorema 2.4.1. Fie « > 0 si A € (0,1] sunt constante date. Consideram Ipotezele si
Assumption satisfacute. Atunci, pentru orice (f.,f g, hy,8,) € Yrr, problema Poisson de
tip Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman are o solutie unica

<U+,7T+,u,,7'r,) c XRT. (244)

In plus, operatorul solutie asociat,
TRT : YRT — XRT7 (245)

este lintar si marginit, si in consecinta, existda o constanta C' = C(Dy,D_, a, £, X) > 0 astfel incat
solutia unica a problemei (2.4.5) satisface inegalitatea

H(u-H Ty, U, 7T—)HXRT < CH(f-H f g h, gZ)HYRT' (2'4'6)

Demonstratie. Demonstram acest rezultat intr-un mod similar cu cel folosit in demonstrarea Te-
oremei 4.1 din [56] si Teoremei 5.8 din [63]. Acest mod foloseste metode de teoria potentialului.
Pentru expunerea clara a rationamentului nostru, introducem spatiul

Y = H2(T)" x H2(T',)" x H™2(I_)", (2.4.7)
pe care 1l vom folosi in aceasta demonstratie.

Ne impartim argumentele in doua cazuri separate. Primul caz se refera la A € (0, 1) iar al doilea
caz se refera la A = 1.
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Cazul 1: Presupunem ca A € (0,1). In primul rand, aratam ca problema noastra admite o
solutie, (adica, existenta unei solutii) si ne propunem sa o construim, folosind o abordare specifica
teoriei potentialului. In acest scop, sa cautam o solutie in forma

u, =Nop, £ +Wor, @+ Vo, o,

Ty = Qup.fy + Qi,mq’ + Qor,

u_ =MNop o +Wor, @+ V,or, o+ Var 9,
m_ = Qup f_+ Qi,m‘I’ + Qar,¥ + Qor ¥,

unde (®, ¢, 1) € Y sunt densitati necunoscute si spatiul Y este dat de relatia (2.4.7)).
Sa observam ca, proprietatile de mapare ale potentialelor asociate sistemului Brinkman (vezi

Teorema [1.4.2] Teorema [1.4.4] Teorema [1.4.7) implicd faptul cd (uy, 7, u_,7_) € Xgr.
(1.4.23)) din Lema

In continuare, daca tinem cont de formulele de salt la frontiera (vezi relatia

1.4.8)) si prin Inlocuire in relatia (2.4.3))3, obtinem

(2.4.8)

1 1
()\ (—511 + Ka7p+) — (511 + KaLr)) ® + (\War, = Var,) =V 0,9 = gy, (2.4.9)

si g, este dat de
go1 = 81 — A(Tro, Voo, £4)) + (Tro_ (Nap_£-))Ir, - (2.4.10)

Operatorul ) .
VF,,F+ . H_§<F_)n — H>2 (F+)n, VF,,F+¢ = (TI‘D7 (Va,pi’l/ﬁ)) |F+, (2411)

este compact, tinand cont ca acesta este un operator integral cu nucleu real-analitic (vezi [23),
Teorema A.28 (ii)] referitor la proprietatile operatorilor integrali cu nuclee real-analitice) si datorita
1
compactititii scufundérii H* (D, )" < Hz ()" De asemenea, avem c gy, € H2(I',)". Afirmatia
precedenta are loc odata cu aplicarea Teoremei Divergentei si pe baza relatiei (1.4.13).
Sa tinem cont de formulele de salt pentru potentialele de strat si prin inlocuire in relatia (2.4.3))4,
avvem

¢ —Ki_ % = hoy, (2.4.12)
iar hy; este dat de
ho; :=hy —top, Nap,fr, Qap. fi ) + (tap WNap o, Qap £, £ ))|r,. (2.4.13)
Sa avem 1n vedere faptul ca operatorul
Kip, t H3(0)" = HA(0)" Kb p 0= (tap_ (Var %, Qer %) Iy, (24.14)
este compact, fapt bazat pe [23, Teorema A.28 (ii)] si pe compactitatea scufundarii L*(T')" —

H ()"
Aplicam iarasi formulele de salt pentru potentialele de strat asociate sistemului Brinkman (vezi
Lema [1.4.8)) si prin inlocuire in relatia (2.4.3))5 (adica, conditia Robin), obtinem ecuatia

. 1 .
(Dr,r. +LKp,r )@+ (Kf, p +&Vr, 1 )+ (511 +Kip + sva,p_) YV =gy, (2.4.15)

iar gy, este dat de
g02 = g2 — (ta,D_ (Na,D_f—, Qa,D_f—a f_))lp_ — S(TI‘D_ (Na,D_f—))’F_- (2416)
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Sa subliniem faptul ca operatorii

Dr,r_: H2(D2)" — H 3(I_)", D, r @ = (tap (War, ®,Q% 1, ®))|r_,

Kr,r : H2(Dy)" = H2 (D))", Kr,p @ = (Tro (War, ®)) |r, (2.4.17)
Ki, r o H2(T,)" aH”(r_)”, Ki, r @ = (tan. (Var @, Qur.¢)) Ir_. -
vm H™2(Dy)" = H2 (D)™, Vo ¢ = (Tio_ (Var, @) Ir,

ce intervin in relatia sunt compacti. Afirmatia este adevarata daca aplicam [23, Teorema
A.28 (ii)] si dac tinem cont de compactitatea scufundarilor HY(I',)" < Hz (D)™ si L2(T})" <
Hz(T, )"

Astfel, problema Robin-transmisie se reduce la ecuatiile descrise in relatiile ,

(2.4.12), (2.4.15)). Sa scriem aceste ecuatii in forma matriceala

AP, p, l[))t = (801, ho1,8py) In Y, (2.4.18)

in necunoscuta (@, ¢, )" € Y. Operatorul matriceal A : Y — Y ce apare in relatia (2.4.18)) este
dat de

A5l +Kar,) = 31+ Kar,)  AVar, = Var. ~Ve_r,
A= 0 i “Ki r, . (2.4.19)
Dr, r_ + £Kr, r_ Kr,r +&Vr r. %]I +Kir + LVar_

Sa scriem operatorul matriceal (2.4.19)) in urmatoarea forma echivalenta

— 21T+ (A= DKar, A=1)Vaur, ~Vr r,
A= 0 I —K& . ) (2.4.20)
DF+,F, + 2Kp+,p7 KltJr,F, + 2Vr+7r7 %H + KZ,F, + SVQJL

Afirmam faptul ca operatorul A : Y — Y este un izomorfism. Pentru a justifica aceasta afirmatie,
vom arata ca operatorul A : Y — Y este Fredholm de index zero, pentru A € (0, 1] si este un operator
injectiv.

Sa aratam, mai intai, ca A : Y — Y este un operator Fredholm de index zero. O simpla
rearanjare ne permite sa rescriem operatorul in forma

A=D G+ Kar,) (A= DVar. Ve,
A= 0 I ~Ki_r, . (2.4.21)
DF+,F_ + ,QKF+7F_ Klt+,l_‘_ + 8VF+7I‘_ ]I + K* T_ + Sva Jo

Se verifica imediat faptul ca operatorul matriceal A : Y — Y este bine definit, liniar si continuu.
Sa ne reamintim definitia operatorilor complementari de strat (vezi relatia ([1.4.26))) si cu ajutorul
acestora descompunem operatorul matriceal (2.4.21)) astfel

A=Aj+Ac:Y =Y, (2.4.22)

unde operatorii Ag: Y — Y si Ac: Y — Y sunt definiti astfel

A=1) (3BI+Kr,) (A—1)Vr, 0
Ay = 0 I 0 (2.4.23)
0 0 sI+Kq +£2Vr
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(A=DKaor, (A—=1)Vaor, —Vr_r,
Ac = 0 0 CK: . | (2.4.24)

Sa analizam proprietatile operatorului Ap : Y — Y dat de relatia (2.4.23]). Tinem cont de faptul
ca operatorul

ST+ Ky, H2(Dy)" — H2 (D)™, (2.4.25)

este un operator Fredholm de index zero (a se vedea, de exemplu, [R5, Corolar 9.1.2], [63, Lema
5.3]). In continuare, datoriti Lemei [1.3.8] operatorul

Vr, : H3(T,)" — HZ(T})", (2.4.26)

este operator Fredholm de index zero. Mai mult, operatorul
1
S+ Ki + 2V H (D))" — H 3(I'_)", (2.4.27)

este un alt operator de tip Fredholm de index zero, deoarece

1
SI+ K H 2([_)" = H 2(I_)" (2.4.28)

este un operator Fredholm de index zero si operatorul
eVr tH 2(T_)" — H z([_)" (2.4.29)

este compact datorita compactitatii scufundarilor H2(T_)" < LAT_)" si LA(T_)" — H2(D_)"
(pentru mai multe detalii, a se vedea, spre exemplu, [56, Teorema 4.1]).

Datorita argumentelor anterioare, am aratat ca operatorii (2.4.25)), (2.4.26) si (2.4.27)) sunt
operatori Fredholm de index zero si deducem faptul ca operatorul Ay : Y — Y este Fredholm de
index zero.

S& ne concentram asupra operatorului Ac : Y — Y dat de relatia (2.4.24). Datorita compactitétii
operatorilor complementari de strat Ko or,, Vaor,, K, or ;, Vaor_ (vezi relatia (1.4.27) din Lema
si de asemenea compactitatea operatorilor (2.4.11), (2.4.14)) si (2.4.17)), obtinem compactitatea
operatorului Ac : Y — Y.

Deoarece operatorul A : Y — Y este suma dintre un operator Fredholm de index zero si un
operator compact, avem ca A : Y — Y este un operator Fredholm de index zero, pentru A € (0, 1).

Acum, aratam ca operatorul A : Y — Y este injectiv, sau echivalent, aratam ca nucleul opera-
torului A : Y — Y este spatiul nul, adica,

Ker {A:Y — Y} = {o}. (2.4.30)

Asadar, sa consideram (®o, gy, 9,)" € Ker{A:Y — Y}. Atunci, sd construim campurile
(ul,7%) si (u’,7°) dupd cum urmeaza,

u(-::- = War, ®o+ Var, ¢ 7T9r = Qi,m P+ Qir, Po

: e ) ) (2.4.31)
u_:=Wur, ®o+ Var,po+ Var ¥y 72 :=Qur, ®o+ Qir, Yo+ Qar %o
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0 0
S& observam ca campurile (uf,79) si (u®,7%) satisfac

A(Trp,u?) = (Trp_u?) |r, a.p.t. pe Ty,
top. (00, 7)) = (tap_(0®, 7)) v, a.p.t. pe Ty, (2.4.32)
(ta,D (u?, 7% )) Ir_ —|—£(TrD u’ )|p =0, a.p.t. pe I'_.
Acum, sa aplicam formula Green campurilor date de relatia si obtinem
2 (E(uf), E(uf >D —|—a<u+,u+> = (ta,p. (uf, 1), TrD+u+>r ’
2 (E). By +a (0 )y =~ {(bao (10,7) 1. (Tro ) e, ) r, (2.4.33)
+ ((ba0- (2, 72)) fr_, (Tro_u?) r). -

Sa inmultim relatia (2.4.33); cu A si adunam rezultatul la relatia (2.4.33)), si cu ajutorul relatiilor
(2.4.32))1, (2.4.32))2 si (2.4.32)5 avem ca

A <2 (E(uf),E(uf) >D —|—a<u9r,u9r>D ) +2<E(ug),E(ug)>D_ —|—a<u(l,u(i>D_
— (8 (Trou) o (Tro_u) ).

(2.4.34)

Sa observam ca, membrul stang al egalitatii (2.4.34)) este ne-negativ si membrul drept al egalitatii

(2.4.34)) este non-pozitiv (datorita faptului ca £ satisface conditia (2.2.1])). Asadar, obtinem

A (2 (E(u).E(u?)), +a <u0+,u3>D+) +2(B(?),BE(?)), +a(u,u’), =0. (2435

In consecintd, obtinem ul = 0 in D, care, implici faptul c¢& 70 = %, unde ¢ € R sunt
constante. De asemenea, relatiile (2.4.32), si (2.4.32))3 implica faptul cd ¢ = ¢® = 0. Asadar, avem

ul =0, in Dy, 71 =0in Dy. (2.4.36)
Sa aplicam relatia (|1.4.23)) a Lemei m pentru a obtine
Trp_u’ = &, Trp, u’ = —®,, a.p.t. pe ',
o +H o (2.4.37)

ta7D (ug—7ﬂ-+) (P()? t’Oé D+(u_7ﬂ_ ) ‘PO apt pe F+

R 1

In plus, apartenenta ®, € H7? (I'y)" ne conduce la (W, r, ®0)(x) = O(|x|™") pentru |x| — oo,
(vezi [106, Lema 2.12]). Sa mentionam ca potentialul de simplu strat V, r, ¢, se comporta intr-un
mod similar la infinit (vezi [I06, Lema 2.12]). In consecintd, u?(x) = O(|x|~") pentru |x| — oo.
Asadar, campurile (uf,79) satisfac formula Green (1.2.18)) coiespunzétoare domeniului R” \ D.
S& aplicdm formula Green (|1.2.18)) campurilor (ul, 79) in R™\ D4, si tinem cont de relatia (2.4.37).
Obtinem

0 0 0 440
2 <E(u+)7 IE(u-i—)>]Rn\5+ + « <u+, u+>Rn\5+
= — <ta,ll,R"\B+ (].].3_7 7T3_)7 TrR”\D+u(—)i->F+ = <(p07 ¢0>F+
Mai mult, aplicim formula Green ((1.2.18)) pentru (u®,7%) in D, , tinem cont de relatia (2.4.37)

si gasim

(2.4.38)

2(E(u?),E(u?)),, +a(ulu), = (tep.(ul,7%), Trp,ul). =~ (@ Bo)p, . (2.4.39)
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Sa adunam relatiile (2.4.38]) si (2.4.39)). Obtinem

2 (E(u?), IE‘,(uS)r)%R{n\6+ +a(ul, u9r>Rn\5+ +2(E(u?), IE(u(i)>D+ +a(u?, u(i>D+ =0, (2.4.40)

ceea ce arata ca
ul =0, 70 =0inR"\D;, u’ =0, 7° =0in D,. (2.4.41)

Sa subliniem faptul ca 7r9r =0in R"” \5+ este o consecinta a faptului ca perechea (u‘}r, 71'9’_) satis-

face sistemul Brinkman omogen in R \ D si de asemenea datoritd faptului ca 79 (x) = O(|x|'™™)
pentru |x| — oo (vezi [54, Relatiile (3.12), (3.13)]).
Acum, cu ajutorul relatiilor (2.4.37) si (2.4.41)) deducem faptul ca

®, =0, p,=0. (2.4.42)

Relatia , impreuna cu faptul cd u’ = 0 in Dy, conduc la faptul ca V,r 1, = 0in D,.
Continuitatea potentialului de simplu strat pentru sistemul Brinkman pe I'_ (vezi Teorema
implica faptul ca

Var_ 1, =0in R"\ Dy, (2.4.43)

iar comportamentul la infinit al potentialului presiune de simplu strat (anume, ca Qjr %, =
O(|x|*™™) pentru n > 2, precum in relatia (3.12) din [54]) conduce la faptul ci

Q.r %y =0mR" \ D.. (2.4.44)

In consecinta, relatiile (]2.4.43[) si (]2.4.44[) conduc la

ta,0. (Va,r_y, QZ,FJbo) =0, pel'_, to rn\D, (Var_y, QZ,F,’%) =0, pel_. (2.4.45)

Sa scadem relatia ([2.4.45)), din relatia (2.4.45)); si cu ajutorul formulelor de salt ([1.4.23) din Lema

obtinem
P, = 0. (2.4.46)

Pentru a incheia argumentul nostru, avand in vedere relatiile (2.4.42) si (2.4.46]), avem ca pro-
prietatea este satisfacuta, adica nucleul operatorului matriceal A : Y — Y este spatiul nul,
sau echivalent, A : Y — Y este injectiv.

Asadar, operatorul matriceal A : Y — Y este un izomorfism si ecuatia are o solutie
unica (®, ¢, )" € Y. Solutia unicd a ecuatiei (2.4.18)) impreuna cu reprezentarile date de relatia
furnizeaza o solutie a problemei Robin-transmisie in spatiul Xgr.

Mai departe, ne ocupam de unicitatea solutiei problemes . Pentru a demonstra aceasta
proprietate, sa presupunem ca problema admite doua solutii si nota diferenta celor doua

solutii cu (v, 7). Ca atare, campurile (v, 75, v, 7°) € Xgr verifica

(AV) +avl — Vpd = 01in Dy,

div vl =0 in D,

AMTrp, v) = (Trp_v?) |r, =0 pe Ty, (2.4.47)
tap. (V™) — (tap_ (V2. 7)) |r, =0 pe I'y,
\ (tap- (v, 72)) [r_ + £ (Trp_v?) [r_ =0 pe T,

adica, versiunea omogena a problemei ([2.4.3)).
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Acum, sa folosim formula lui Green ([1.2.18]) in domeniile D, si obtinem relatiile

2(E(vY), E(Vg_)>D+ +a(v9, V3_>D+ = (tap. (v9,7%), TrD+V3->F+
2(E(v2).E(vY))p +a(vi, v, =—(tap (v, 7). (Tro_v2) [r, )y (2.4.48)
+ <(ta,D, v°, 7T0_)) Ir_, (Terv(i) |F7>11 )

Sa iInmultim relatia (2.4.48]); cu A si sa adunam la rezultat relatia (2.4.48), si tinem cont de conditiile
pe frontiera specificate In problema ([2.4.47]). Dupa calcule, obtinem

A (2(BOL)EW)), o (v VD), ) +2(BV2) EWD))y +a (v v0),

. . (2.4.49)
- — <£ (TI'D_V_) |F_7 (TI"D_V_) ‘F—>F_ .
Remarca faptul ca membrul stang al relatiei (2.4.49) este non-negativ si cum £ satisface conditia
(2.2.1), membrul drept al relatiei (2.4.49)) este non-pozitiv. Asadar,

vi=0, 1. =c. €RinD.. (2.4.50)

Acum, datoritd relatiei (2.4.50) si conditiilor pe frontiera din problema (2.4.47), avem c& ¢ =

0 in Dy. Agadar proprietatea de unicitate a solutiei problemei (2.4.3]) este dovedita.
In cele din urma, continuitatea potentialelor ce apar in relatia 1) implica existenta unei
constante C'= C(Dy,D_, «, £, A) > 0, cu proprietatea ca solutia (uy, 7, u_,7_) € Xgr problemei

(2.4.3)) satisface inegalitatea (2.4.6)).

Cazul 2: Presupunem ca A = 1. In acest caz, operatorul matriceal A din (2.4.20]) devine

.| 0 —Vr_r,
A= 0 i “K} p, | (2.4.51)

DF+,F_ + 2Kp+7p_ KF+,F_ + SVF+,F_ %]I + KZ,F_ + QV%F_

Folosind pasi similari celor din cazul A € (0, 1), se poate arata ca problema Robin-transmisie ([2.4.3])
admite o solutie unica care depinde continuu de datele problemei, pentru A = 1. Aceasta incheie
demonstratia noastra. O

2.4.1 Sistemul Brinkman si o problema Robin-transmisie de tip limita
asociata, in cazul A =0

In cele ce urmeaza, consideram Ipoteza satisfacuta. Ne concentram asupra investigarii
problemei Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman in cazul special A = 0. Aceasta
alegere speciala duce la problema , care contine o conditie speciala de transmisie pe frontiera
[',, anume, ca contine doar urma campului de viteza necunoscut u_ pe I';. Agadar, vom numi
problem ([2.4.52)) problema Robin-transmisie de tip limita pentru sistemul Brinkman. Tratam acest
caz separat datorita faptului ca problema Robin-transmisie nu este aceeasi problema cu
problema Robin-transmisie de tip limita . Aceste probleme sunt diferite deoarece au conditii
de transmisie diferite pe frontiera interioara. Analiza problemei Robin-transmisie de tip limita
pentru sistemul Brinkman (2.4.52)) este foarte utila, deoarece rezultatul de existenta si unicitate
obtinut pentru aceasta ofera un rezultat de existenta si unicitate pentru problema Robin-Dirichlet
pentru acelasi sistem. Aceasta analiza provine din ideea de a gasi rezultate de bine-punere pentru
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problemele Dirichlet, Neumann, Robin si combinatii ale acestora, din rezultatele de bine-punere
pentru probleme de transmisie (vezi [63]).
Sa consideram A = 0 in problema Robin-transmisie si obtinem problema de transmisie

de tip limita
(Aug — auy — Vg = fi|p. In Dy,

divuy =0 1n Do,

(Trp_u_) |r, = —g; pe I'y, (2.4.52)
top, (uy,my, fr) — (tmD_(u,,W,,f,)) lr, =h; pel'y,
| (top_(u_, 7, f)) [r_ + £ (Trp_u_) |r_ =g, pe I'_,

unde o > 0 este o constanta datd. Ne propunem sa determinam necunoscuta (uy, 7., u_,7_) €

XEgr-
In acest caz special, am obtinut urmatorul rezultat de existentd si unicitate (a se vedea [8]
Theorem 2], [56, Theorem 4.1], [63, Theorem 6.1]).

Teorema 2.4.2. Fie o > 0 o constanta data. Consideram Ipotezele si satisfdcute.
Atunci, pentru orice (f,f_ g, hy,8,) € Yrr, problema Poisson de tip Robin-transmisie de tip

limita are o solutie unica
(U+,7T+,u_77T_) € XRT. (2453)

In plus, operatorul solutie asociat,
Tiim : Yrr = Xpr, (2.4.54)

este liniar si marginit, si prin urmare, exista o constanta C = C(Dy,D_,a, £, \) > 0 astfel incat

solutia unica a problemei satisface inegalitatea
||<11+, Ty, a, 7T_)||XRT < C||(f+7 f.g hy, g2)||YRT' (2455)

2.4.2 Sistemul Brinkman si o problema Robin-Dirichlet asociata

In aceast subsectiune, ne propunem sa subliniem rolul special pe care il indeplineste o problema
de tip transmisie. In continuare, fie o > 0 o constants dats si consideram Ipoteza satisfacuta.
Sa mentionam ca, ne vom concentra pe domeniul Lipschitz D_ si folosim argumente similare cu cele
prezentate in [63] p. 4581]. Subliniem faptul ca problema este bine-pusa, asa cum a fost
stabilit in Teorema Aceasta Inseamna ca obtinem o solutie unica (uy,7y,u_,7_) € Xgr a
problemei (2.4.52). Aceasti solutie contine campurile (u_,7_) € H} (D_)" x L?(D_) care satisfac o
alta problema cu valori pe frontiera, anume, urmatoarea problema Robin-Dirichlet pentru sistemul
Brinkman,

Au_ —au_ —Vr_=f|p_inD_,
divu.=0mnD_,

(Trp_u_)|r, = —g, pe I'y,

(tap (u_,m_.f))|r. + £(Trp u)lr. =g, pe I'_.

Cu alte cuvinte, suntem capabili sa determinam solutia unei probleme cu valori pe frontiera (adica,
problema ([2.4.56))) prin extragerea ei din solutia unei probleme de tip transmisie (adica, problema
(2.4.52)). Asadar, perechea (u_,7_) este o solutie a problemei Robin-Dirichlet (2.4.56).

Mai mult, pentru proprietatea de unicitate, similar cu pasii prezentati in demonstratia Teoremei
2.4.2) conduc la faptul ca problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Brinkman este, la
randul acesteia, bine-pusa. In cadrul ipotezelor Teoremei am obtinut urmatorul rezultat (vezi
[8, Corolar 1], [63] p. 4581]).

(2.4.56)
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Corolar 2.4.3. Problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Brinkman are o solutie unica
(u_,m_)e HL (D_)" x L*(D_), pentrun € N, n > 2.
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3

Probleme cu valori pe frontiera neliniare de tip
transmisie legate de sistemele Navier-Stokes si
Darcy-Forchheimer-Brinkman

Scopul acestui capitol este de a trata probleme neliniare de tip transmisie care contin o versiune
generalizata a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman sau a sistemului clasic Darcy-Forchheimer-
Brinkman (vezi relatia in domenii Lipschitz in cadru Euclidean (vezi Ipotezele[L.1.6]si[1.1.7)).
Toate aceste probleme sunt importante pentru aplicatiile lor practice (a se vedea, de exemplu, [37],
[86]). Continutul acestui capitol urmareste rezultatele obtinute in lucrarile [4], [5], [§].

Sa descriem pe scurt continutul acestui capitol. Oferim rezultate de existenta si unicitate pen-
tru urmatoarele probleme cu valori pe frontiera. In primul rand, analizam problema Poisson de
tip transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat si sistemul Stokes in do-
menii Lipschitz complementare in R3. In continuare, investigam problema Poisson de tip transmisie
pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat si Brinkman in domenii Lipschitz com-
plementare in R3. In cele din urma, avem problema Poisson de tip Robin-transmisie pentru sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman in context euclidian, furnizat de Ipoteza [1.1.7]

Rezultatele de bine-punere pentru problemele liniare analizate in Capitolul [2| introduc operatori
solutie asociati acestor probleme, care sunt liniari si continui. Luandu-le in considerare, impreuna
cu neliniaritatile ecuatiilor cu derivate partiale considerate in acest capitol (ecuatiile Navier-Stokes,
ecuatiile Darcy-Forcheimer-Brinkman), reducem analiza problemelor cu valori pe frontiera pentru
astfel de ecuatii cu derivate neliniare, la studiul anumitor operatori neliniari si studiul punctelor fixe
ale acestora, in unele cazuri speciale. Astfel de operatori neliniari apar din compunerea operatorilor
liniari mentionati mai sus si a operatorilor care descriu neliniaritatile ecuatiilor cu derivate partiale
neliniare. Punctele lor fixe vor oferi solutiile problemelor noastre neliniare cu valori pe frontiera (a
se vedea, de asemenea [70]).

Sa luam, de asemenea, act de unele lucrari care se refera la investigarea problemelor limita care
implica sisteme de ecuatii cu derivate partiale neliniare. Spre exemplu, Choe si Kim [17] au obtinut
existenta si regularitatea solutiilor pentru problema Dirichlet neomogena pentru sistemul Navier-
Stokes intr-un domeniu Lipschitz marginit in R®, ale carei date pe frontiera poseda o regularitate
minima. Kohr, Lanza de Cristoforis si Wendland [55] au obtinut un rezultat de existenta si unicitate
pentru problema Dirchlet pentru sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman intr-un domeniu
Lipschitz marginit in R™, n < 4. Autorii lucrarii [52] au obtinut un rezultat de existenta si unicitate
pentru o problema de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman si Stokes in R3.
De asemenea, in [61], autorii au obtinut existenta unor solutii ale unei probleme Dirichlet-transmisie
pentru sistemul anizotrop Navier-Stokes in domenii Lipschitz in R™, n = 2,3 (vezi de asemenea [14],
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[68], [71]).

3.1 Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat si
rezultate asociate

In aceasti sectiune, si ludm in considerare D C R?® un domeniu Lipschitz marginit, daca nu este
specificat altfel. Prezentam o versiune generalizata a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman, care
este data de

Av —Pv—klvlv—-p(v-V)v—Vp=ginD, divv=01in D, (3.1.1)

unde P € L>(D)3*3 satisface conditia (1.2.22) si k, 3 : D — R, sunt functii date, cu proprietatea
ca k,p € L>*(D,R,), adica, functii esential marginite, nenegative, definite pe D (pentru mai multe
detalii, vezi de asemenea [41]). Avem urmatoarele observatii utile.

Observatia 3.1.1. Pentru P = ol si a, k, 5 > 0 constante date, sistemul devine sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman clasic.

Observatia 3.1.2. Pentru P =0, k =0 si pentru 8 > 0 o constantd datd, sistemul devine
sistemul Navier-Stokes.

Acum, oferim o lema pe care o vom folosi in demonstratiile rezultatelor de bine-punere din acest
capitol (vezi de asemenea, [52, Lemma 5.1]).

Lema 3.1.3. Fie D C R", n = 2,3, un domeniu Lipschitz marginit si fie k,5 : D — Ry cu
proprietatea ca k, 5 € L>°(D,R,). Fie

Jesp(u) := E(kluju+ S(u- V)u), (3.1.2)
unde E este operatorul de extensie cu zero in afara domeniului D. Atunci, operatorul nelinear
Jipp : Hy(D)® — HH(D)", (3.1.3)
este continuu si marginit, adica exista o constantd co = co(D, k, B) > 0 astfel incat
||Jk,ﬁ,D(u)||H*1(D)n < COH“H?P(D)”' (3.1.4)
In plus, are loc urmatoarea relatie
[Hes.0(0) = Jkso(WI < collal[m oy + |[V[[ar o))l [0 = VI[m1(D)r, (3.1.5)
unde co = ¢o(D, k, B) > 0 este constanta ce apare in relatia .

3.2 Problema de transmisie pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman generalizat si sistemul Stokes
clasic in domenii Lipschitz complementare in R’

Scopul acestei sectiuni este de a oferi un rezultat de bine-punere, pentru o problema de tip
transmisie, care a fost obtinutd in contextul Ipotezei [I.1.6] pentru n = 3, adica, domenii Lips-
chitz complementare in R3. Am luat in considerare o versiune generalizata a sistemului Darcy-
Forchheimer-Brinkman in domeniul Lipschitz marginit D, si sistemul Stokes in multimea comple-
mentara Lipschitz D_. De asemenea consideram Ipoteza satisfacuta, pentru n = 3.
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Sa reaminitim spatiul in care cdutam solutii
Xu = Hi, (D) x L2(D,) x HY, (D) x L3(D.) (3:2.1)
si spatiul datelor,
Yo = H(D.)? x H(D_)? x H2(T)® x H 2(I")%. (3.2.2)
Studiem urmatoarea problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-
Brinkman generalizat si Stokes,
(Au+ - PU+ - k|U+|U+ — /8(11+ : V)U+ — V7T+ = f_|_|DJr in D+7
Au_. —Vr_=f|p inD_,
divuy =0 1n D4,
- R (3.2.3)
Trp,uy —Trp_u_=gpel,

tpo, (up, my, £ + By (klug fuy + B(u, - V)uy))
(| —tp_(u_,7_,f )+ £Trp,u;y =hpel,

si determinam necunoscuta (uy, 7., u_,7_) € X,. Inci o data, deoarece sistemul Stokes apare
in domeniul Lipschitz nemarginit D_, trebuie si lucrdm cu spatiul ponderat H}; (D_)?
inclus in spatiul de solutii X,,.

Urmatorul rezultat referitor la bine-punerea problemei de transmisie a fost obtinut, pen-
tru us, € R? o constanta data (vezi [5, Theorem 3.3] vezi de asemenea [52, Theorem 5.2] in cazul
k., >0,P = al, unde a > 0 este o constanta).

Teorema 3.2.1. Consideram Ipotezele[1.1.6] si satisfacute, pentrun = 3. Fie P € L>(D,)**?
cu proprietatea . Fie uy, € R? un vector constant. Atunci, existd doud constante

¢ =¢D,D_, P,k B,8) >0, n=nD.,D_,P,kj3 &) >0, (3.2.4)

, care este

cu proprietatea cd pentru orice (£, f_, g, h,uy) € Y, x R? care satisface

[(fr, fo g, hyus)| |y, «rs <&, (3.2.5)
problema Poisson de tip transmisie pentru sistemle Darcy-Forchheimer-Brinkman si Stokes

admite o solutie unica (Ui, 7y, u_,m_) € X, §i
(e, 70 — w7 )l <7 (3.2.6)

In plus, solutia depinde continuu de date si satisface inegalitatea

||(u+v7T+vu— - uoovﬂ-—)HXw < CO||<f+7f—vgahvuoo)”YwXR?” (327)

unde Cy = Cy(D4,D_,P, L) > 0 este o constantd si u_ — Uy, tinde catre zero la infinit in sens
Leray.

Incheiem aceasta sectiune enuntand cateva remarci importante care arata situatiile particulare
care sunt, de asemenea, tratate de Teorema [3.2.1}

Observatia 3.2.2. In cazul k = 0 si B : Dy — Ry cu proprietatea ca € L*(Dy,Ry), Teo-
rema furnizeaza un rezultat de bine-punere pentru problema neliniara de tip transmisie pentru
sistemul Navier-Stokes generalizat si sistemul Stokes.

Observatia 3.2.3. In cazul k - D. — Ry cu proprietatea k € L>(D4,R,) si B =0, Teoremam
furnizeaza un rezultat de bine-punere pentru problema semilineara de tip transmisie pentru sistemul
semilinear Darcy-Forchheimer-Brinkman si sistemul Stokes.
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3.3 Problema de transmisie pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman generalizat si sistemul Brink-
man clasic in domenii Lipschitz complementare in R?

In aceastd sectiune, scopul nostru este de a oferi un rezultat de bine-punere pentru o problema
de tip transmisie, care a fost obtinut in cadrul Ipotezei pentru n = 3, adica, domenii Lipschitz
complementare iIn R3. Am considerat o versiune generalizata a sistemului Darcy-Forchheimer-
Brinkman in domeniul Lipschitz marginit Dy si sistemul Brinkman in multimea complementara
Lipschitz D_. De asemenea, consideram Ipoteza satisfacuta, pentru n = 3.

Sa ne amintim spatiul de solutii

Xg = H},(D3)* x L2(D5) x Hy,(D_)* x M(D_) (3.3.1)

Yg:=H ' (D.)» x H'(D_)* x H2(I')* x H 2(I)?, (3.3.2)

spatiul datelor. S& observam ca M(D_) este spatiul dat de Definitia [2.1.1]

Din moment ce avem de-a face cu sistemul Brinkman din domeniul Lipschitz exterior D_ (vezi
Ipoteza in cazul n = 3), rezulta ci putem folosi spatiul Sobolev clasic H (D_)3, in locul
spatiului Sobolev ponderat H}; (D_)?, ca spatiul in care cautdm campul de vitezd in D_. Acest
lucru se datoreaza comportarii solutiei fundamentale a sistemului Brinkman la infinit, in cazul
n = 3.

Acum, luam In considerare problema de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-
Brinkman generalizat si Brinkman clasic, care este data de

(Auy — Puy — kluy|uy — f(uy - V)uy — Vg =fi|p, in Dy,
Au_ —ou_ —Vr_=f|p_inD_,
divug =01in D4,

Trp,u;y —Trp. u_=gonl, (3.3.3)

tpp, (wy, my £ + IOE+(k;|u+|u+ +B(uy - V)uy)) —tap (u_, 7, )
(| +£LTrp,uy =honT,

cu necunoscuta (uy, T, u_,7_) € Xg.
Rezultatul de bine-punere obtinut este urmatorul (vezi de exemplu, [4, Teorema 3.2], si [52]
Teorema 5.2] in cazul P = o, unde «, k, § > 0 sunt constante).

Teorema 3.3.1. Fie o > 0 o constanta data. Consideram Ipotezele si satisfacute,
pentrun = 3. Fie P € L>(D)*3 cu proprietatea . Atunci, existd doud constante,

¢ =¢(Ds,D_ P,k 3,€) >0 5=n(Dy,D_ P,k 5, L) >0 (3.3.4)
cu proprietatea ca pentru orice (f,,f_, g, h) € Yg care satisfac

(£ £, g, h)|lv, <&, (3.3.5)

problema Poisson de tip transmisie pentru sistemele Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat si
Brinkman are o solutie unica (uy, 4, u_,7_) € Xp astfel incat

|"1+HH(}W(D+)3 <. (3.3.6)
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In plus, solutia depinde continuu de date, adica exista o constanta Cy = Co(D4,D_, P, £) > 0 astfel
incat
H<u+7 Ty, Uy W*)“XB < 00H<f+7 f.g. h)HYB' (337)

Incheiem aceasta sectiune enuntand cateva remarci utile care sunt derivate din rezultatul nostru
de bine-punere, adica Teorema [3.3.1]

Observatia 3.3.2. Daca k = 0 si B : Dy — Ry satisface 8 € L®(D4,Ry) in Teorema [3.3.1],
obtinem rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie neliniara pentru sistemele Navier-
Stokes generalizat si Brinkman in domenii Lipschitz complementare in R3.

Observatia 3.3.3. Dacd k : Dy — Ry satisface k € L>(Dy,Ry) si 8 = 0 in Teorema [3.3.1]
obtinem rezultatul de bine-punere pentru problema de transmisie semiliniara pentru un sistem Darcy-
Forchheimer-Brinkman semiliniar si sistemul Brinkman in domenii Lipschitz complementare in R3.

3.4 Asupra unei probleme de tip Robin-transmisie pentru
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman

In aceasti sectiune, oferim un rezultat de existenta si unicitate pentru o problema de tip trans-
misie, care a fost obtinuta in contextul Ipotezei [I.1.7] Aceastd problema speciala de tip transmisie
pe care o studiem va fi numita problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman (vezi problema ) In plus, fie X € (0,1] o constanta si consideram Ipoteza
satisfacuta, pentru n = 2, 3.

Sa ne reamintim spatiul solutiilor

Xpr = Hg;, (D+)" x L*(D4) x Hg;,(D-)" x L*(D_), (3.4.1)
si spatiul datelor,
Yrr = H(D4)" x HY(D_)" x HZ(T+)" x H-3(I4)" x H-3(T_)". (3.4.2)
Problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman este data de

(Au. — auy — klug|luy — B(ug - V)ur — Vi =f4|p, in Dy,

divug =0 1n Dy,

A(Trp,uy) — (Trp_u_) |, =g, pe [',
) top, (wy, s, £ + E(kluifuy + B(uy - V)uy)) (3.4.3)
- (taij(u_,w_, £+ E_(klu_|u_ + Alu_ - V)u_))> Ir, =hy pe Ty,

(ta,D_ (u_, 7, £+ E_(klu_|u_ + B(u_ - V)u_))) I
+ £ (TrD_u,) Ir. =gy pel_,

cu necunoscuta (uy, 7y, u_,m_) € Xxr. Sa observam ca E. este operatorul de extensie cu zero in
exteriorul multimii D.
Am obtinut urmatorul rezultat de bine-punere (vezi de asemenea, [52), Teorema 5.2]).

57



Capitolul 3. Probleme de Transmisie Neliniare

Teorema 3.4.1. Fiea >0, k,3 € R* si A\ € (0,1] sunt constante date. Consideram Ipotezele
st satisfacute, pentru n = 2,3. Atunci, exista doud constante,

£E€(D+7D_7&7k7/87A7£) >07 nET]<D+7D_7a7k7/67A7£> >O7 (3'4'4)
cu proprietatea ca pentru orice (fi,f_ g, hy,8,) € Yrr, care satisface

(£ £y gr, ha, o) llver <6, (3.4.5)

problema Poisson de tip Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman are
o0 solutie unica (uy,m,u_,7m_) € Xgr cu proprietatea

(e, 707y < 7 (3.4.6)
Mai mult, existd o constanta Co = Co(Dy,D_, o, £, X) > 0 astfel incat solutia unica satisface
||(u+7 Ty, U, 7T—)||XRT < COH(f-i-v f . hy hy, g2)||YRT' (347)

Demonstratie. Demonstram acest rezultat cu ajutorul unor argumente similare cu cele prezentate
in demonstratia [52, Teorema 5.2]. Ne impartim argumentele in trei pasi.
Pasul 1. Aratam ca o solutie a problemei (3.4.3) existd. Rescriem problema de transmisie

neliniara (3.4.3)) astfel

'Aui — au4 — Vﬂ'i = fi|Di -+ Jkﬁ’Di(uiNDi in Di,
divuy =01n Do,
A (TrD+u+) — (Teru_) Ir, =g, pely,
ta,D+ (u+7 T, f+ + kaBuD:t (u-‘r)) - (ta,Df (11_, £+ ‘Jkﬁ»Dﬂ: (u—))) |F+
= hl pe FJr?
\ (ta,D— (u,,ﬂ,, f+ Jk,8.04 (u,))) ’F_ + £ (TrD_u,) ’F_ =gy pel .

(3.4.8)

In continuare, ne propunem sa construim un operator neliniar H care mapeaza o bila inchisa B,
. . 1 n 1 n . . .
a spatiului Hy, (Dy)" x Hy, (D)™ in aceasta, si, de asemenea, este o contractie pe B,. Prin urmare,
punctul fix unic al H va oferi o solutie a problemei (3.4.8]).
Sa construim operatorul nostru neliniar in felul urmator. Sa ne amintim ca datele noastre
(fy,f_, g, hy,8,) € Ygr care intervin in 1' sunt fixate. In plus, sa fixam

(u+7u—) € H(}iv(D-i-)n X Héiv(D—yL' (349)

Sa luam in considerare urmatoarea problema liniara Poisson de tip de transmisie pentru sistemul

Brinkman cu necunoscutele (u%, 7%, u’,7%)

(Allg: — Oéll(:)t — Vﬂ'g: = f:|:|Di + Jk75’Di(ui)|Di in Di,

div ul. =0 in Dy,

A (TrD+u3) — (TrD_u(l) lr, =g pel'y,

top. (0, 70 £ 4+ kg, (ur)) = (bap_(u, 72, £ + Jygp, (ul))) |r.
=M pe F+7

L (tQVDi (uo_, 7T(l, f + Jk,,B,Di (u_))) |F, + £ (Teru(l) |F, =g, pel_.

(3.4.10)

In plus, apartenentta E(k|uy|us + S(uy - V)uy) € H1(Dy)" are loc pe baza Lemei m
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Sa aplicam Teorema Prin urmare, deducem ca probema ([3.4.10) are o solutie unica

(ui,ﬁi’uo T ) TRT(f+|D+ +Jk:6D+( )|D+7f—|D, +Jk,ﬂ7D,(u—)’D,7g1,h1,g2) € Xrr
<U+(u+7 ) R+(u+7u ),U,(UJF,U,),R,(LLHU,))-

Sa remarcam ca, operatorul Try : Yrr — Xpgr care apare in relatia (3.4.11)) este operatorul solutie
dat de relatia . Sa tinem cont ca Tgrr : Yrr — Xpr este bine-definit, liniar si continuu, care
pun in corespondenta datelor (ce apartin spatiului Ygr) solutia unica a problemei Poisson de tip
Robin-transmisie pentru sistemul Brinkman in cadrul Ipotezei , pentru n = 2,3. De
asemenea, | gy : Ygrr — Xpgr satisface inegalitatea din Teorema m

Mai mult, datorita Lemei si Teoremei si pentru (f,,f_ g, hy,g,) € Ygr, operatorii

neliniari furnizati de relatia (3.4.11)),
(U+7 R+7 U—7 R—) : H(}iv(D-ﬁ-)n X Héiv(D—yL - XRT? (3412)

(3.4.11)

sunt continui si exista o constanta C'= C(Dy,D_, a, A, £) > 0 astfel incat

(U4 (uy,us), Ry (up,us), U (uy, un), Ro(uy, u )| [xgy

< Cl[(feloy + ko (up)los, o+ Jrgp (u)loo, 81,1, 8o)llver

< Oll(f+loy - £-lo- 815 b1 8o)llvar + [Hkp.0s (W)l -10,yn + [Brso- (W)l 710y
< COll(Eelo, E-lo 81118l Ivir + ef Ol By o,y + e Clluc|Zn o )

(3.4.13)

pentru orice (uy,u_) € HL (D))" x H} (D_)" unde ¢] si ¢; sunt constantele din Lema [3.1.3] ce
corespund domeniilor D, respectiv, D_.

Tinand cont de (3.4.10), avem
(AUi(ug,u-) —aUi(uy,u_) — VRi(uy,u)

=f.|p, +Jksp.(us)p, In Dy,
div Uy (uy,u_) =01n Dy,

A(Trp, Uy (uy,us)) = (Trp_U_(uy,us)) |r, =g, pe Iy,

tap, (Us(uy,u ), Ri(uy,u ), £y + Jy gy (uy)) (3.4.14)
_ (tohD,(U_(ll_i_,ll_), R_ (u+, ) f_ + Jk @Di( ))) |F+
= hl pe P+7

(ta,o_ (U_(uy,u_),R_(up,u), fo + Jpp, (u))) Ir_
[ +£(Trp U_(uy,u))fr =gypel .

Sa introducem operatorul neliniar
H: Héiv(D+)n X Hjiv(D*)n — Hjiv(DJr)n X Héiv<D*>n
prin
H(u+7u*) = (U+(u+7u*)7U*<u+7u*))' (3415)
Acum, dacd ardtdm ci operatorul neliniar H are un punct fix (u,.u_) € H}, (D, )" x H} (D),

acest punct fix va fi solutia ecuatiei H(u,,u_) = (u;,u_) si impreuna cu 7+ = Ry(u,,u_) furni-

zeaza, o solutie a problemei (3.4.8)) in Xgr.
Pentru a justifica afirmatia noastrd, ardtam cd H mapeazd o bild inchisa B, C Hj, (D4)" X

Hj,,(D_)™ in aceasta si de asemenea este o contratie pe bila B,).
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Sa introducem constantele
3 1

= >0 = >0 3.4.16
§ 1602 max{c{“, el } 7 4C max{cf, c } ’ ( )

si bila inchisa
B, = {(we,u) € Hy(D4)" x Hy (D) : (e u)lliy ooy 0 <7} (34.17)

iar constantele ¢i si ¢ sunt aceleasi constante care apar in relatia (3.4.13)). In plus, presupunem
ca datele noastre satisfac

’l(f+7f—7g17h17g2)||YRT S f (3418)
Datorita relatiilor (3.4.13), (3.4.16)), (3.4.17)), (3.4.18)), obtinem

(Ui (up,us), Uo(uy, us)lIxpr <, (3.4.19)

pentru orice (us,u-) € B, ceea ce arata ca [|H(us,u)|[g1 o, )nxmr oy < 0 In consecinta H
mapeaza B, in B,,.

Sa aratam ca H este o contractie pe B,. In acest scop, sa fixam datele (f;,f_,g;,hy,g,) € Yrr.
Daca (v4,v_), (W4, w_) € B, sunt campuri arbitrare, obtinem

IH(v, vo) = H(W+7W—)||H;iV(D+)an;iv(D,)n
< COll(Jkpps (V4) = k00 (W), Js 0, (Vo) = Jksos (W)l g-1(p ynxg-1(0_yn

< CCT(HthHHgiV(Dgn + ‘|W+||H§iv(D+)n)|’V+ - W+HH§iV(D+)n

(3.4.20)

+ Cop ([Ivlla, oy + W=l o )|V = Wo||m1 o )

< 2nCmax{cy, ey H|(vy — Wi, vo — W—)||Hgiiv(D+)angiv(D,)n

1
= §||(V+ — Wi, Vo — W*)|‘Héiv(D+)"><HéiV(D_)n-

In (3.4.20) am utilizat linearitatea si continuitatea operatorului Try : Yrr — Xgr (vezi relatia
(2.4.5)) impreund cu relatia (3.1.5) din Lema [3.1.3, Asadar, operatorul H : B, — B, este i-

contractie.

Datorita teoremei de punct fix a lui Banach, obtinem existenta unui unic punct fix (uy,u_) € B,
al operatorului H, anume, H(u,,u_) = (u;,u_). Perechea (u,,u_) impreuna cu functiile 7 =
Ri(u,,u ) date de , determing o solutie a problemei neliniare (3.4.8) in spatiul Xpr. In
consecinta, (uy, 7, u_,7_) este o solutie a problemei de transmisie neliniara in Xgr.

Datorita apartenentei (u;,u_) € B,, avem

1 _ _ 1
CCT||U+||H31N(D+)n < Ccfn < T Ccillulm o < Ceyn < 1 (3.4.21)
Atunci, aplicam inegalitatea (3.4.13) pentru a obtine
HU+HH;W(D+)H + H7T+HL2(D+) + H‘LHH(;V(D_)” + H7T7HL2(D_) = H(u+7ﬂ-+7u*7ﬂ-*)HXRT
1 1 (3.4.22)
< C|l(fr]o,, f-lp_ s &1, h1, 8)llver + Z||u+||thv(D+)n + 1||u—||H3hv(D,)n,
sl avem
4
||u+||Héiv(D+)" + ||u—||Héiv(D,)" < §C||(f+|D+7 f—lvagla hl: g2)||YRT' (3423)

6
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Capitolul 3. Probleme de Transmisie Neliniare

Prin inlocuirea relatiei ((3.4.23) in relatia (3.4.22)), obtinem inegalitatea 1} cuCy= %C .

Step 2. Dorim sa aratam proprietatea de unicitate a solutiei problemei de transmisie neliniare
3.4.3)). Teorema de punct fix a lui Banach asigura proprietatea de unicitate a solutiei problemei
3.4.3) induntrul bilei B,. Deoarece argumentele care sunt implicate in demonstrarea acestui pas
sunt similare cu cele din demonstratia Teoremei[3.2.1], le omitem pentru a pastra concizia prezentarii.

Step 3. Ramane sa aratam ca solutia problemei noastre {) depinde continuu de date. In
acest scop, continuitatea operatorului neliniar H : B, — B, si continuitatea operatorului solutie
Trr : Yrr — Xgr (vezi relatia (2.4.5))) arata ca solutia unica (uy, 74, u_,m_) € Xgr depinde conti-
nuu de date si inegalitatea loc pentru constanta Cy = %C’ . Aceasta Incheie demonstratia
noastra. O]

3.4.1 Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman si o problema Robin-
transmisie de tip limita asociata, in cazul A =0

In aceasti subsectiune, vom lucra in cadrul Ipotezei . Dorim sa discutam o problema
speciala de tip Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman. Aceasta noua pro-
blema de tip transmisie se obtine prin a alege A = 0 in problema de transmisie . In consecinta,
obtinem problema (3.4.24)) care include o anumita conditie de transmisie pe frontiera I';, anume,
contine doar urma vitezei necunoscute u_ pe I'y. Datorita acestui fapt, problema va fi
denumita problema Robin-transmisie de tip limita pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman.
Sa remarcam ca, aceasta problema Robin-transmisie de tip limita contine o problema Robin-
Dirichlet pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman D_. Scopul nostru este de a arata bine-
punerea problemei Robin-transmisie de tip limita pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman si,
in consecinta, obtinem un rezultat de bine-punere pentru problema Robin-Dirichlet pentru siste-
mul Darcy-Forchheimer-Brinkman. In mod echivalent, izolam solutia problemei Robin-Dirichlet
din solutia problemei Robin-transmisie de tip limita. Aceasta metoda originala subliniaza faptul
ca solutiile anumitor probleme cu valoari pe frontiera pot fi determinate luand in considerare, in
primul rand, anumite probleme de transmisie.

Sa consideram A = 0 in problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman (3.4.3). Obtinem problema Robin-transmission de tip limitd pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman,

(Aus — auy — klug|ur — B(ug - V)uy — Vg = fi|p, In Do,

div uy = 01n D4,

(TI"D_IL) \F+ =—g; pely,

tap, (0, 7y, £y + Er(klusluy + B(uy - V)uy))
_ (ta,D_ (u_, 7, f +E_(klu_|u_ + Blu_ - V)u,») Ir,
=h; pe I'y,

(ta,D, (u, 7, £+ E_(k|u_|u_ + B(u_ - V)u_))) e
+ £ (Trp_u_)|r. =g, pel_,

(3.4.24)

cu necunoscuta (uy, 7y, u_,7_) € Xxr. Sa tinem cont ca, Ei este operatorul de extensie cu zero
in exteriorul multimii D.. Mai mult, consideram Ipoteza satisfacuta, pentru n = 2, 3.

Rezultatul de bine-punere care a fost obtinut, este urmatorul (a se vedea, de exemplu, [52,
Teorema 5.2)).
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Teorema 3.4.2. Fie o > 0, k, € R* constante date. Consideram Ipotezele $i sa-
tisfacute pentru n = 2,3. Atunci, exista doud constante,

£=€(D,.D 0,k 5,2) >0, 5=3D;,D_akf L) >0, (3.4.25)
astfel incat, pentru orice (f1,f_,g,,h1,8,) € Yrr,care satisface

(£ £, gr, hy, o)l <6, (3.4.26)

problema Poisson de tip Robin-transmisie de tip limita (3.4.24) pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman are o solutie unicd (uy,my,u_,m_) € Xgr cu proprietatea

H<u+7ﬂ-+7u*7ﬂ;)”xRT <. (3427)

Mai mult, exista o constanta Cy = Cy(Dy,D_,a, £, X) > 0 astfel incdt solutia unica satisface
inegalitatea
H(u-i-?ﬂ—-i-?u—:ﬂ-—)“XRT < OO||(f+7f—7g17h17g2)”YRT' (3428)

3.4.2 Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman si o problema Robin-
Dirichlet asociata

Scopul acestei subsectiuni este de a evidentia rolul particular pe care il satisface o problema
de tip transmisie. In cele ce urmeaza, fie a, k, 8 > 0 constante date si consideram Ipoteza
satisfacuta. Consideram domeniul Lipschitz D _ si folosim argumente similare celor descrise in [63], p.
4581]. Sa continuam prin a afirma faptul ca problema (3.4.24]) este bine-pusa (vezi Teorema .
In consecint, obtinem o solutie unic (uy,m,u_,m_) € Xgr a problemei 1) Din aceasta,
extragem perechea (u_,7_) € H} (D_)" x L*(D_) si observam ca aceastd pereche particulara
satisface o alta problema cu valori pe frontiera, si anume, urmatoarea problema Robin-Dirichlet
pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman in D_,

Au_ —au_ —klu_ju- — f(u_ -V)ju. = Vr_=f_|p_ inD_,

divu.=0mnD_,

(Trp_u-)|r, = —g; pe I'y,

(tap. (u_, 7, f_ 4+ E_(klu_|Ju_ 4+ B(u_ - V)u_)))|r. + £(Trp_u)|r. = g,, pe I'_.

(3.4.29)

Pentru a rezuma, putem obtine solutia pentru o problema cu valori pe frontiera (anume, pro-
blema (3.4.29))) prin extragerea acesteia din solutia unei probleme de tip transmisie (anume, pro-
blema (3.4.24))). Rezulta ca perechea (u_,7_) este o solutie a problemei Robin-Dirichlet
pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman.

- 1
Fie (f_,g,,8,) € H(D_)" x H2(I'.)" x H™2(T'_)" care satisface (3.4.26) din Teorema [3.4.2]
Atunci, avem urmatoarea consecinta (vezi [63 p. 4581]).

Corolar 3.4.3. Problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman
are o solutie in spatiul HY (D_)" x L*(D_), unde n = 2,3.
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4

O abordare numerica legata de sistemul
Darcy-Forchheimer-Brinkman cu conditii

Robin-Dirichlet

Scopul acestui capitol este de a studia, numeric, problema Robin-Dirichlet pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman, problema . In plus, avem rezultatul de existenta pentru problema
(3.4.29)), care este Corolarul . Rezolvam numeric problema cavitdtii antrenata de un perete.
Aceasta problema consta dintr-o cavitate patrata care contine un patrat solid. In consecinta, avem
o frontiera interioara (anume, frontiera patratului solid intern) si o frontiera exterioara (anume,
peretii exteriori ai cavitatii). Peretii interiori sunt considerati fixati. Peretii exteriori aluneca cu
viteze constante diferite. Mai mult, domeniul delimitat de frontiera exterioara si interioara este
umplut cu un mediu poros si saturat de un fluid vascos incompresibil Newtonian, ce este modelat de
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman (vezi Relatia (4.1.1])). Configuratia este furnizata in Figura
.1l Continutul acestui capitol urméreste rezultatele obtinute in lucrarea [g].

Remarcam ca abordarile noastre anterioare din Capitolul 2 si Capitolul 3 s-au concentrat pe
obtinerea unei solutii unice pentru problemele noastre de tip transmisie. Intr-adevir, am folosit
teoria potentialului pentru a construi o solutie pentru problemele liniare. Am folosit si teorema
punctului fix de Banach pentru a obtine o solutie in cadrul neliniar. In plus, am vazut ca putem
obtine o solutie la unele probleme cu valori pe frontiera prin extragerea acesteia dintr-o problema
de transmisie. Prezentam o alta abordare pentru gasirea unei solutii pentru o problema cu valori
pe frontiera care are radacini in unele metode care provin din analiza numerica.

In acest paragraf, sa mentionam cateva lucrari care se ocupa de problema fluxului intr-o cavitate
antrenat de un perete. In primul rand, si subliniem contributia lui Ghia, Ghia si Shin [39]. Autorii
au obtinut rezultate numerice pentru fluxul antrenat intr-o cavitate patrata. Aceste rezultate ofera
un caz de testare util prin care pot fi verificate alte metode numerice. In [69], autorii remarci faptul
ca problema fluxului intr-o cavitate antrenata de un perete este o problema de test, in doua sau
trei dimensiuni, prin care pot fi validate sau invalidate diverse scheme numerice. Atractivitatea
unei astfel de probleme consta in geometria ei simpla si structura sa perceputa a fluxului. Gutt si
Grosan [44] au investigat numeric o problema mixta cu valori pe frontiera Dirichlet-Robin pentru
sistemul Darcy-Brinkman cadrul problemei fluxlui antrenat de un perete intr-o cavitate poroasa.
De asemenea, ei analizeaza influenta diferitilor parametri asupra fluxului fluidului.
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4.1 Studiul numeric al problemei miscarii fluide intr-o cavi-
tate bidimensionala antrenata de un perete cu conditia
de alunecare pe frontiera de tip Navier, in prezenta
unui corp solid

4.1.1 Enuntarea problemei si observatii

Sa descriem modelul matematic pentru problema noastra, a fluxului de fluid intr-o cavitate in
dimensiune doi, antrenata de un perete, cu conditie de alunecare Navier pe frontierda, in prezenta
unui obstacol solid. Scopul nostru este acela de a studia fluxul unui fluid vascos incompresibil
Newtonian intr-un mediu poros intr-un domeniu Lipschitz special, notat cu D_, precum cel din
Figura Consideram conditii Dirichlet pe frontiera interioara si conditii Robin pe frontiera
exterioara. Sa descriem geometria problemei noastre. Fie D C R? o cavitate patrata de lungime L
care contine un obstacol solid, notat cu D, de lungime [ astfel incat [ < L. Sa definim D_ := D\D,..
Frontiera interioara, notata cu I', este considerata fixa, iar frontiera exterioara I'_, consta din patru
pereti ', T | T® | T care aluneci cu viteze constante, dar diferite (vezi Figura .

yh
1-|£
Ly
1) r
T D, r
D_
0 rt Tn

Figura 4.1: Cavitatea poroasa cu un bloc intern solid

4.1.2 Modelul matematic al problemei

Induntrul cavitatii poroase, anume, Fig. , fluxul fluidului este descris de sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman (a se vedea, de exemplu, [3], [43], [109]). Pe frontiera exterioara I'_, impu-
nem conditia de alunecare Navier care este o conditie de tip Robin pe frontiera (vezi, [48], [92]) si pe
frontiera interioara I'y, impunem conditii Dirichlet pe frontiera. Modelul matematic al problemei
noastre este

’ 1 _ C
Au J— %u_ —_ VipVﬂ'_ = ;(u_ . V)u? + V/ﬁ:\/%|u_|u_ in D_
divu_ =0 in D_ (4.1.1)
u =g pe I'y
ou_
\u_+8l0I:g2 pel'_
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Pentru a efectua analiza adimensionala, sa inlocuim variabilele dimensionale din (4.1.1]) cu va-
riabilele adimensionale

X —_ — Y _— — S _ — UCC — —, U —, H —
L’ L’ L ut Yoot p(ut)?
. Ca urmare, obtinem
( U_.  RexC
AU_ — - U_ — RexVII = Re (U_ V)= + U U i D
Da Vv Da
divU_ =0 D_
v i (4.1.2)
U_ = (0 0) pe F+
ouU_
+ 5 = Go pel'_
\ On_
si
((1,0) pe I't
(0,U7) pe I'"
G, = (Ub,()) pe Fb_ (4.1.3)
0,0 pe T
\
In analiza noastrii, consideram functia de curent WU, care este data de
ov ov
= =——. 414
Ve = oY’ v = 0X ( )

Folosim aceasta functie pentru a calcula valoarea maxima a functiei de curent atinsa in interiorul
cavitatii, U,,,,. De asemenea, utilizam functia de curent ¥ pentru a vizualiza fluxul fluidului, care
se observa in forma liniilor de curent.

4.1.3 Metoda numerica si validarea modelului

Folosim software-ul COMSOL Multiphysics bazat pe element finit (vezi [110]) pentru a rezolva
sistemul (4.1.2]) impreuna cu ecuatia

ou, U,
Yy 90X’

Sa observam ca ecuatia (4.1.5)) este obtinuta din relatia (4.1.4)).
Pentru a discretiza domeniul din Figura [£.] consideram un free quad mesh. Mesh-ul a fost
construit astfel. Incepem cu un numar fix de elemente, N, care sunt de fiecare parte a lui I'_.

AV =

(4.1.5)

L
Pe partea frontierei ', avem N 7 elemente. Dimensiunea maxima a unui element din interiorul

1
cavitatii este egala cu N Pentru a obtine o solutie numerica, rezolvitorul neliniar itereaza pana

cand eroarea relativa este mai micd decat e = 1076,

In continuare, efectudm un test de convergenta pentru valoarea maxima a functiei de curent,
U, e, In functie de nivelul de rafinare a mesh-ului. Atunci, pentru problema noastra (4.1.2))
impreuna cu avem urmatoarele setari implicite

L=1,1=04, k=0.3, Re=100, Da=0.01, U"=U"=—0.1, U' =0.1. (4.1.6)
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In vederea setrilor din (4.1.6) am obtinut Tabela care contine valorile calculate pentru W,,,,
pentru diferite valori ale lui N. Din Tabela[.T|reiese ca alegerea mesh-ului care contine 80 elemente
pe fiecare parte a lui I'_ din Figura este potrivit pentru simularile noastre.

N (elemente pe partea exterioara) W0 Eroareay,
20 0.04366673
40 0.04358508 | 0.000081465
60 0.04358398 | 0.0000011
80 0.04358332 | 0.00000066

Tabela 4.1: Dependenta de mesh

Sa comparam solutiile noastre numerice cu rezultate stabilite anterior pentru a valida abordarea
noastra. In acest scop, avem urmatoarele setari

Ur=U"=U"=0, p=1,1=0, S, =0, (4.1.7)

care este cazul cavitatii poroase patrate, antrenata de un perete, fara obstacol si cu conditie "no-slip”
pe frontiera. In continuare, pentru valorile

k=0.1, Re =10, Da = 0.01, (4.1.8)

reprezentam componenta x a vitezei, U,, de-a lungul liniei verticale ce trece prin centrul cavitatii si
componenta y a vitezei, Uy, de-a lungul liniei orizontale ce trece prin centrul cavitatii. Comparam
profilele de viteza obtinute pe care le-am determinat cu datele obtinute in [43]. Ambele grafice din
Figura arata un acord bun al rezultatelor obtinute.

Wy(X,1/2)

0.6 08 1

o 0.2

0.4
VK(L/2,Y)

(a) Uy de-a lungul liniei (b) U, de-a lungul liniei
centrale verticale centrale orizontale

Figura 4.2: Componentele vitezei de-a lungul liniilor centrale, verticala si orizontala, ale cavitatii
patrate, comparate cu [43].

4.1.4 Rezultate si discutii

Ne propunem sa determinam impactul lungimii de alunecare adimensionala, S;, asupra fluxului
fluidului inauntrul cavitatii poroase. In acest scop, setam parametrii

1 =04, k=0.3, Re=100, Da=0.01, U'=U"=—0.1, U' = 0.1 (4.1.9)

si studiem proprietatile fluxlui pentru S; € (0,0.003).
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Sl ‘ \Ilmaz

0 0.04371041
0.0005 | 0.04317579
0.001 | 0.04290319
0.0015 | 0.04262631
0.002 | 0.04234790
0.0025 | 0.04206969
0.003 | 0.04179283

0.044

L
0.0435

0.043

0.0425

0.042

0.0415

Maxumum stream function value (Wnay)

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003
S

Tabela 4.2: Valorile maxime ale functiei Figura 4.3: Efectul lungimii de alune-
de curent pentru diferite valori .S, care adimensionala

Valorile lui V,,,,, calculate in interiorul cavitatii pentru diferite valori ale parametrului adimen-
sional S; € (0,0.003) sunt afisate In Tabela [1.2] Aceste valori sunt de asemenea reprezentate in
Figura Figura arata scaderea liniara a functiei U,,,, intre S; = 0.0005 si .S; = 0.003. Depla-
sarea fluidului in interiorul cavitatii poroase este evidentiata in Figura O remarca importanta
care poate fi facuta aici este ca variatia parametrului de alunecare adimensionala S; nu schimba
brusc fluxul de curgere. Acest lucru poate fi vazut in similaritatea tuturor celor trei imagini din fi-
gura[£.4] Chiar daca liniile de curent si profilul de viteza sunt diferite in fiecare caz, aceste diferente
sunt neglijabile si nu atat de evidente.

(b) S* = 0.0015

Figura 4.4: Liniile de curent si profilele de viteza pentru valori diferite ale parametrului de alunecare

Sy

Continuam analiza noastra si setam S; = 0.0005. Consideram
Ur=0"=U, U =—-U, (4.1.10)
unde U este o constanta care ia valorile
U =0.1,0.3,0.5,0.7,0.9, (4.1.11)

respectiv. Prin urmare, dorim sa vedem cum se comporta fluxul de fluid in interiorul cavitatii, daca
viteza peretilor verticali si a celui de jos creste fata de viteza peretelui superior. Ceilalti parametri
raman la fel ca in relatia . In aceasti situatie, liniile de curent si profilele de viteza pentru
particulele de fluid pentru U = 0.1,0.5,0.9 sunt date in Figura Sa remarcam ca, pentru valori
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crescatoare ale lui U, centrul vortexului secundar, care este initial aproape de partea superioara,
tinde sa se apropie de centrul cavitatii, fiind in cele din urma asimilat de vortexul principal care
se roteste 1n jurul obstacolului. Acest lucru se datoreaza echilibrului de forte generat de cei patru
pereti dispusi simetric. In Tabela observam variatia lui W,,4,, In timp ce minimul sau este atins
pentru U = 0.3. Dupa U = 0.3, ¥,,,,, tinde sa creasca pe masura ce U se apropie de viteza peretelui
superior, atingand o valoare maxima pentru U = 0.9.

(a) U =0.1 (b) U =0.5 () U =09

Figura 4.5: Liniile de curent si profilele de viteza pentru S; = 0.0005 si U = 0.1,0.5,0.9.

U | Vo

0.1 [ 0.04317579
0.3 | 0.04286458
0.5 | 0.04294202
0.7 | 0.04330634
0.9 | 0.04392932

Tabela 4.3: Valorile maxime ale functiei de curent pentru
variatia lui U
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Directii de cercetare ulterioare

Dorim sa evidentiem cateva directii de cercetare care ar putea fi explorate in urma acestei teze.

Extinderea rezultatelor obtinute

Ca o prima directie, ne propunem sa extindem rezultatele initiale care au fost prezentate in
aceasta teza la spatii de functii mai generale precum spatii Sobolev cu baza in L?, p € (1, 00), spatii
Besov, spatii Bessel potentiale, spatii Triebel-Lizorkin. De asemenea, putem lua in considerare
problemele noastre cu valori pe frontiera in anumite domenii, a caror geometrie este mai generala
sau mai complexa, de exemplu, domenii poliedrale. In plus, intentionam sa obtinem astfel de
rezultate utilizand alte tehnici, cum ar fi metode variationale si teoria indexului punctului fix.
Mai mult, putem urmari un studiu practic precum investigarea corelatiei dintre parametrii fizici
(de exemplu, numarul lui Reynolds) si existenta vortexurilor in unele curgeri de fluide vascoase in
prezenta obstacolelor solide. Intr-un astfel de studiu, putem formula probleme cu valori pe frontiera
similare cu cele tratate in aceasta teza.

Coeficienti variabili

In ultimii ani, au fost dedicate multe studii (vezi, spre exemplu, [59], [60], [67]) generalizirii
ecuatiilor Stokes. Anume, in loc de operatorul lui Laplace, se poate lua in considerare un alt operator
diferential, eliptic de ordinul doi, in forma de divergenta. In consecinta, aceasta abordare conduce
la sistemul Stokes anizotrop si, respectiv, la sistemul Navier-Stokes anizotrop. Aceste generalizari
tin cont de posibilitatea modelarii unui fluid incompresibil cu vascozitate variabila.

Aceasta noua perspectiva conduce la ideea viitoare de a studia probleme cu valori pe frontiera
pentru ecuatii mai generale Brinkman sau Darcy-Forchheimer-Brinkman, in diverse configuratii, in
timp ce toti coeficientii care apar in aceste sisteme sunt variabili (a se vedea, de exemplu, [66]).

Modele de medii poroase bidisperse (multidisperse)

O alta posibila directie care poate fi urmarita este studiul teoretic si/sau numeric al mediilor
poroase bidisperse.

Autorii lucrarii [65] au dezvoltat o analiza teoretica pentru un sistem general de ecuatii de tip
Navier-Stokes cuplate, in cazul incompresibil, intr-un domeniu marginit. Autorii au considerat o
conditie Dirichlet omogena pe frontiera domeniului. Abordarea acestora se bazeaza pe modelul
propus de Nield si Kuznetsov in lucrarile [87] si [88]. Kohr si Precup [66] au studiat o clasa generala
de ecuatii de tip Navier-Stokes anizotrope cuplate cu coeficienti variabili care descriu fluxurile de
fluide vascoase In medii poroase anizotrope multidisperse. Mai mult, autorii au luat in considerare
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si termeni neomogeni de tip reactie in cazul incompresibil. Acestia au folosit o tehnica variationala
si teoria indexului punctului fix pentru a obtine rezultate de existenta.

Lucrarile [65] si [66] sugereaza o posibila directie de cercetare, aceea de investigare a altor modele
care apar in studiul fluxurilor in medii poroase anizotrope bidisperse (sau multidisperse) cu scopul
de a obtine rezultate de existenta pentru alte probleme cu valori pe frontiera asociate sistemelor de
ecuatii cu derivate partiale corespunzatoare.

Mai mult, un alt punct de explorare poate fi diversificarea metodelor numerice care pot fi folosite
in studiul problemelor cu valori pe frontiera sugerate de aplicatiile in mecanica fluidelor si medii
poroase. Sa mentionam ca, pe langa abordarile clasice ca metode cu diferente finite (spre exemplu,
folosite in [42]), metoda volumelor finite, exista rezolvitoare puternice de ecuatii cu derivate partiale,
cum ar fi FreeFem++, Ansys, Comsol, ce pot fi folosite pentru a obtine rezultate numerice pentru
studiile viitoare pentru diferite probleme cu valori pe frontiera.

Probleme cu valori pe frontiera pe varietati

In cele din urma, dorim sa precizam ca rezultatele incluse in teza au fost toate obtinute in
cadrul euclidian R™. Exista, de asemenea, multe lucrari dedicate investigarii problemelor cu valori
pe frontiera pe varietati compacte (vezi, spre exemplu, [57], [63], [67], [83], [84]). Un pas firesc ar fi
sa luam in considerare probleme cu valori pe frontiera, similare cu cele tratate in aceasta teza, in
cadrul varietatilor riemanniene compacte sau a varietatilor riemanniene necompacte.

Mai recent, a fost dezvoltat un nou concept. Dorim sa evidentiem contributia autorilor Kohr,
Nistor si Wendland in [62], in care au obtinut rezultatele necesare pentru a introduce si investiga
potentiale de strat pe varietati cu capete conice sau cilindrice. Autorii au introdus clase de operatori
pseudodiferentiali, care sunt definiti pe aceste varietati, anume operatori ,invarianti la translatie
la infinit” si ,esentiali invarianti la translatie” si au studiat proprietatile acestor clase, urmarind
aplicatiile acestora pentru sistemul Stokes. Ca o directie viitoare de cercetare care poate fi urmata,
lucrarea [62] (see also [82]) ofera o deschidere pentru analiza unor probleme cu valori pe frontiera
pentru alte sisteme de ecuatii cu derivate partiale eliptice in cadrul varietatilor cu capete cilindrice.



Concluzii

Scopul acestei teze este de a furniza rezultate de existenta si unicitate pentru probleme cu valori
pe frontiera de tip transmisie pentru anumite sisteme eliptice cu coeficienti constanti si coeficienti
variabili. Astfel de sisteme pot fi gasite in domeniul mecanicii fluidelor, in timp ce altele sunt
implicate in anumite modele de medii poroase. Problemele de tip transmisie mentionate mai sus
sunt investigate in context euclidian folosind mijloacele teoriei potentialului si metodele punctului
fix si completam rezultatele teoretice cu o investigare numerica a unei probleme de valoare la limita.

Incepem prin a descrie toate notiunile pe care le folosim de-a lungul acestei teze. Introducem
operatorul urma (Gagliardo) in spatiile Sobolev clasice, precum si in spatiile Sobolev ponderate.
Analizam ecuatiile Stokes, Brinkman si Brinkman generalizate si introducem operatorii de derivare
conormala asociati acestor ecuatii. Pentru sistemele Stokes si Brinkman, furnizam solutiile lor
fundamentale, introducem potentialele de simplu strat, de dublu strat si de volum asociate acestora.
Pentru fiecare dintre aceste potentiale am furnizat proprietatile lor de mapare, relatiile lor de salt
si conditiile lor de crestere la infinit.

Urmatorul capitol se refera la rezultatele de bine-punere pentru problema de transmisie pentru
sisteme de ecuaii cu derivate partiale liniare. In primul rand, avem un rezultat de bine-punere
pentru problema Dirichlet exterioara pentru sistemul Brinkman in R? (vezi Teorema. In con-
tinuare, avem un rezultat de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele Brinkman
generalizat si Stokes in domenii Lipschitz complementare in R? (vezi Teorema. Un alt rezultat
de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele Brinkman generalizat si Brinkman
clasic este, de asemenea, obtinut in domenii Lipschitz complementare in R?® (vezi Teorema [2.3.1]).
Mai mult, avem un rezultat de bine-punere pentru problema Robin-transmisie pentru sistemul
Brinkman clasic (vezi Teorema [2.4.1)). De asemenea, aratam ca, problema de tip limita Robin-
transmisie pentru sistemul Brinkman clasic este, de asemenea, bine-pusa (vezi Teorema si, In
consecinta, obtinem un rezultat de existenta si unicitate pentru problemei Robin-Dirichlet pentru
sistemul Brinkman (vezi Corolar 2.4.3)).

Urmatorul capitol contine generalizarea sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman si o lema utila.
Aici, avem un rezultat de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele Darcy-
Forchheimer-Brinkman generalizat si Stokes in spatii Sobolev ponderate in R? (vezi Teorema.
In continuare, avem un rezultat de bine-punere pentru problema de transmisie pentru sistemele
Darcy-Forchheimer-Brinkman generalizat si Brinkman in R? (vezi Teorema . De asemenea,
obtinem un alt rezultat de bine-punere pentru problema Robin-transmisie pentru sistemul Darcy-
Forchheimer-Brinkman clasic (vezi Teorema. In plus, problema de tip limita Robin-transmisie
pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman clasic este de asemenea bine-pusa (vezi teorema
si acest rezultat ofera, de asemenea, un rezultat de existenta pentru problema Robin-Dirichlet pentru
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman (vezi Corolarul [3.4.3)).

Ultimul capitol consta intr-o investigatie numerica pentru problema fluxului intr-o cavitate an-
tenata de un perete miscator in doua dimensiuni pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman.
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Consideram conditii de tip Dirichlet pe peretele interior si conditii de tip Robin pe peretele exte-
rior. Analizam impactul lungimii de alunecare adimensionala asupra comportamentului fluxului de

fluid 1n interiorul cavitatii poroase.
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