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Rezumat s, i Publicat, ii relevante

Rezumat

Această teză de doctorat prezintă abordări alternative ale inegalităt, ilor de tip Hardy
s, i Rellich pe varietăt, i riemanniene. În ceea ce prives,te inegalităt, ile de tip Hardy,
stabilim o inegalitate funct, ională generică, atât ı̂n formă aditivă cât s, i multiplicativă,
care generează inegalităt, i bine cunoscute cât s, i unele cu adevărat noi. Pentru versiunea
aditivă, introducem not, iunea de perechi Riccati, cu ajutorul cărora demonstrat, iile devin
mai scurte s, i elegante pentru mai multe inegalităt, i funct, ionale celebre pe varietăt, i
riemanniene cu curbură sect, ională mărginită superior, prin simpla rezolvare a unei
ecuaţii diferenţiale ordinare de tip Riccati. Versiunea multiplicativă ne permite să
investigăm s, i principiile de incertitudine. În ceea ce prives,te inegalităt, ile de tip Rellich,
stabilim două inegalităt, i funct, ionale generice pe varietăt, i riemanniene de acelas, i tip ca
ı̂nainte. Ca aplicat, ii, pe de o parte, demonstrăm estimări optime ale decalajului spectral
pentru diverse probleme de valori proprii de ordin superior. Pe de altă parte, furnizăm
extensii pentru unele inegalităt, i de tip Rellich bine cunoscute. Aceste metode diferă
de abordarea perechilor Riccati, astfel că, ı̂n final, discutăm aplicabilitatea perechilor
Riccati ı̂n contextul inegalităt, ilor de tip Rellich. Elegant,a abordărilor noastre constă ı̂n
simplitatea lor: demonstrat, iile se bazează pe argumente de convexitate s, i pe aplicat, ii
ale teoremelor de divergent, ă/comparare; ı̂n plus, acestea nu necesită simetrizare. În
consecint, ă, nu este necesară validitatea conjecturei Cartan–Hadamard generalizate,
ceea ce extinde aria de aplicabilitate a rezultatelor noastre.

Cuvinte cheie

Inegalităt, i de tip Hardy, Inegalităt, i de tip Rellich, Varietăt, i riemanniene,
Perechi Riccati, Estimări ale decalajului spectral, Abordare fără simetrizare.

Clasificarea pe domenii ale Matematicii (MSC 2020)

26D10, 35A23, 35P15, 35R01, 46E35, 49R05, 58C40, 58J05, 58J60.
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Convent, ii privind citările

Rezultatele principale ale tezei sunt inegalităt,i funct,ionale generice care furnizează in-
egalităt, i de tip Hardy s, i Rellich. Aceste rezultate sunt, de asemenea, prezentate ı̂n una
dintre lucrările de mai sus. În aceste cazuri, furnizăm citări ı̂n următorul format:

Teorema X.Y (a se vedea [REF]).

Rezultatele secundare ale tezei sunt aplicat,ii ale rezultatelor principale. Acestea im-
plică ı̂n mod tipic extinderi s, i demonstrat, ii alternative ale unor inegalităt, i de tip Hardy
s, i Rellich formal bine-cunoscute. Aceste rezultate sunt, de asemenea, prezentate ı̂n unul
dintre articolele de mai sus; indicăm acest fapt folosind următorul format:

Teorema X.Y (a se vedea [REF]).

Ment, ionăm că anumite versiuni ale rezultatelor secundare pot fi găsite s, i ı̂n alte publicat, ii
ı̂n afara celor ment, ionate mai sus; referint,ele suplimentare sunt furnizate ı̂n textul co-
respunzător ı̂n următorul mod:

a se vedea Autor1, Autor2 [REF].

Citările rezultatelor auxiliare preluate din alte publicat, ii decât cele ment, ionate mai
sus sunt furnizate ı̂n textul corespunzător, utilizând formatul din urmă. Datorită ro-
lului lor explicativ, sunt omise citatele observat, iilor, care sunt prezente part, ial sau ı̂n
ı̂ntregime ı̂n lucrările de mai sus.
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autorul.

7





Capitolul 1

Introducere

Au trecut mai mult de o sută de ani de când a apărut celebra inegalitate (unidimensio-
nală) a lui Hardy (a se vedea Hardy [52]). O versiune multidimensională a rezultatului
init, ial poate fi enunt,ată după cum urmează: Dată fiind o funct, ie u netedă, cu suport
compact, pe Ω ⊆ Rn, norma L2 a termenului singular u(x)/|x| este controlată de norma
L2 a termenului ∇u astfel∫

Ω

|∇u(x)|2 dx ≥ (n− 2)2

4

∫
Ω

|u(x)|2

|x|2
dx, ∀u ∈ C∞

0 (Ω).

Mai multe extensii s, i ajustări ale acestei inegalităt, i pot fi găsite ı̂n literatura de specia-
litate, implicând ponderi mai generale, termeni de corect, ie suplimentari s, i/sau diverse
contexte geometrice de bază; uneori ı̂n formulări alternative, denumite şi principii de
incertitudine. În general, acestea pot fi scrise astfel:∫

Ω

V |∇u|p dm ≥
∫
Ω

W |u|p dm, ∀u ∈ C∞
0 (Ω), (H)(∫

Ω

V |∇u|p dm
) 1

p
(∫

Ω

W |u|p dm
) 1

p′

≥
∫
Ω

W̃ |u|p dm, ∀u ∈ C∞
0 (Ω), (UP)

unde p > 1 s, i p′
def
= p

p−1
este conjugatul lui p; Ω este o submulţime deschisă a unui spat, iu

ambiant M , care ar putea fi spat, iul euclidian Rn, orice varietate riemanniană/Finsler,

sau un grup stratificat; m este o măsură pe M , ı̂n timp ce V,W,W, W̃ : Ω → (0,∞)
sunt anumite potent, iale, care pot cont, ine termeni singulari.

Aceste inegalităt, i au devenit indispensabile din punctul de vedere al aplicat, iilor. Pe
de o parte, solut, iile unei clase largi de probleme eliptice care implică termeni singulari
se bazează pe validitatea inegalităt, ilor de tip Hardy corespunzătoare; prin urmare, ele
apar ı̂n mai multe domenii ale matematicii. În special, ele joacă un rol crucial ı̂n teoria
spectrală a problemei membranei fixe, descriind tonurile fundamentale.

Pe de altă parte, principiile de incertitudine au un rol deosebit de important ı̂n me-
canica cuantică, enunţând unul dintre principiile fundamentale, s, i totus, i surprinzătoare,
ale acesteia: Dată fiind o particulă arbitrară din Univers, nu se poate determina cu
precizie atât pozit, ia, cât s, i impulsul acesteia, adică, cu cât ı̂i cunoas,tem cu mai multă
precizie pozit, ia, cu atât ı̂i cunoas,tem cu mai put, ină precizie impulsul, s, i invers. În
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10 CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

acest studiu ne vom limita la punctul de vedere matematic al acestor principii de
incertitudine.

Observat, ii cheie legate de inegalităt, ile de tip Hardy au fost făcute (̂ın principal pen-
tru p = 2 s, i pentru contextul euclidian), de exemplu, de către Adimurthi, Chaudhuri s, i
Ramaswamy [1], Brezis s, i Marcus [16], Brezis s, i Vázquez [17], Devyver, Fraas s, i Pincho-
ver [33], Fefferman [40], Filippas, Maz’ya s, i Tertikas [41, 42], Filippas s, i Tertikas [43],
Muckenhoupt [81], Ruzhansky s, i Suragan [91] s, i Tertikas s, i Zographopoulos [94].

Variantele de ordin superior ale inegalităt, ii (H) sunt următoarele două inegalităt, i
de tip Rellich: ∫

Ω

U |∆u|p dm ≥
∫
Ω

W |u|p dm, ∀u ∈ C∞
0 (Ω), (R1)∫

Ω

U |∆u|p dm ≥
∫
Ω

V |∇u|p dm, ∀u ∈ C∞
0 (Ω), (R2)

unde p > 1 s, i U, V,W sunt potent, iale pozitive date pe Ω. Ambele inegalităt, i de
tipul (R1) s, i (R2) au numeroase aplicat, ii; aici evident, iem teoria spectrală a problemei
plăcii fixate s, i respectiv a problemei deformării. Prima problemă descrie vibrat, iile
dintr-o placă elastică subt, ire cu o margine fixată. A doua problemă studiază o placă
similară care este supusă unei sarcini de compresiune. Observăm, de asemenea, că
inegalitatea (R1) poate fi obt, inută prin combinarea fie (R2) s, i (H), fie versiunile lor
alternative, ı̂n care gradientul clasic ∇u este ı̂nlocuit cu derivata radială ∇radu =
⟨∇u,∇dx0⟩ s, i dx0 este distant,a fat, ă de un punct fix x0 ∈ Ω.

În literatura de specialitate ambele probleme sunt considerate ı̂n principal ı̂n con-
textul euclidian pentru p = 2. Versiunea clasică a inegalităt, ii (R1) datează din anii
1950 s, i se datorează lui Rellich [90]. În mod surprinzător, după cum sust, in autorii,
versiunea corespunzătoare a inegalităt, ii (R2) a apărut relativ recent (̂ın anii 2000) ı̂n
lucrarea lui Tertikas s, i Zographopoulos [94], sugerând faptul că inegalitatea (R2) este
mai problematică. Alte rezultate de pionierat ı̂n contextul euclidian pot fi găsite, de
exemplu, ı̂n lucrările lui Davies s, i Hinz [31] s, i Mitidieri [78]. Pentru rezultate referitoare
la structuri mai generale, a se vedea, de exemplu Kombe s, i Özaydin [61, 62] s, i Kristály
s, i Repovš [70]. Discut, ii cuprinzătoare despre inegalităt, ile de tip Hardy s, i Rellich pot
fi găsite, de asemenea, ı̂n monografiile lui Balinsky, Evans s, i Lewis [7], Ghoussoub s, i
Moradifam [50] s, i Ruzhansky s, i Suragan [92].

Un rezultat de referint, ă – referitor la problemele (H) s, i (R2) – a fost furnizat de
Ghoussoub s, i Moradifam, din nou pentru p = 2 s, i ı̂n context euclidian. Pe de o parte,
autorii au arătat că inegalitatea (H) este valabilă dacă s, i numai dacă (V,W ) este o pere-
che Bessel. Această not, iune se bazează pe rezolvabilitatea unei ecuat, ii diferent, iale ordi-
nare (pe scurt, EDO) liniare de tip Bessel de ordinul al doilea care cont, ine potent, ialele
V s, i W . Pe de altă parte, autorii au arătat că, ı̂n anumite condit, ii, inegalitatea (R2)

este valabilă dacă s, i numai dacă (U, Ṽ ) este o pereche Bessel, unde Ṽ este un potent, ial
care cont, ine pe V s, i un termen de corect, ie suplimentar. Demonstrat, iile se bazează ı̂n
mare parte pe tehnica descompunerii armonicilor sferice, care funct, ionează perfect ı̂n
cazul spat, iilor cu curbură constantă (spat, iul euclidian, spat, iul hiperbolic s, i sfera), dar
nu poate fi aplicată la varietăt, i riemanniene generale. Conceptul de perechi Bessel a
fost extins pentru p > 1 (a se vedea Duy, Lam s, i Lu [35]), s, i are aplicat, ii ı̂n contextul
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varietăt, ilor riemanniene cu curbură non-pozitivă (a se vedea Flynn, Lam, Lu s, i Mazu-
mdar [45] s, i Berchio, Ganguly s, i Grillo [10]), unde se utilizează ı̂n continuare not, iunea
obis,nuită de perechi Bessel s, i argumente de comparat, ie fină.

În această lucrare, prezentăm o abordare alternativă a inegalităt, ilor de tip Hardy
s, i Rellich, care evită complet utilizarea descompunerii armonicilor sferice. După cum
vom vedea, demonstrat, iile noastre se bazează pe argumente simple de convexitate, pe
utilizări multiple ale teoremelor de divergent, ă s, i pe teoreme de comparat, ie care codifică
informat, ii despre curbura varietăt, ii ambiante. În continuare, prezentăm rezultatele
noastre simultan cu structura acestui studiu.

În Capitolul 2 reamintim câteva definit, ii s, i rezultate preliminare care sunt relevante
pentru prezentarea noastră. În Sect, iunea 2.1 enumerăm mai multe concepte s, i notat, iile
corespunzătoare acestora referitoare la varietăt, i riemanniene generale. În Sect, iunea 2.2
prezentăm diverse not, iuni referitoare la varietăt, i cu curbură constantă s, i rezultate de
comparat, ie relevante. În Sect, iunea 2.3 abordăm anumite probleme de valori proprii s, i
estimările lor de decalaj spectral, s, i anume: problema membranei fixe (Sect, iunea 2.3.1),
problema plăcii fixate (Sect, iunea 2.3.2) s, i problema deformării (Sect, iunea 2.3.3). În
cele din urmă, ı̂n Sect, iunea 2.4 rezumăm metoda perechilor Bessel ment, ionată an-
terior, şi discutăm, de asemenea, relat, ia dintre perechile Bessel s, i metoda clasică a
supersolut,iilor, cunoscută s, i sub numele de abordarea Allegretto–Moss–Piepenbrink,
care derivă din lucrările lui Allegretto [4] s, i Moss s, i Piepenbrink [80].

În Capitolul 3 studiem inegalităt, ile lui Hardy; abordarea noastră pentru acestea este
prezentată ı̂n Sect, iunea 3.1: În primul rând, ı̂n Teorema 3.1, prezentăm o inegalitate
funct, ională generală pe varietăt, i riemanniene atât ı̂n formă aditivă cât s, i multiplicativă
care se dovedesc a fi echivalente ı̂ntre ele. Ambele forme includ mai mult, i parametri
ı̂n afară de funct, ia necunoscută u; substituind parametrii concret, i se obt, in inegalităt, i
de tip (H) s, i, respectiv, (UP).

În continuare, ı̂n Sect, iunea 3.1.1, facem o observat, ie cheie: Ambele forme cont, in La-
placianul unui potent, ial dat (codificând implicit informat, ii despre curbura varietăt, ii),
ceea ce sugerează aplicarea unui argument de comparat, ie adecvat. Această comparat, ie
furnizează – ı̂n forma aditivă – o inegalitate diferent, ială ordinară (IDO) de tip
Riccati, care conduce la not, iunea de perechi Riccati pentru anumite potent, iale (a
se vedea Definit, ia 3.2). Încorporând această not, iune ı̂n forma aditivă se obt, ine Te-
orema 3.3, care se dovedes,te a fi extrem de eficientă ı̂n demonstrarea inegalităt, ilor
de tip (H). Într-adevăr, pentru a demonstra o inegalitate de acest tip, este suficient
să se rezolve o IDO de tip Riccati s, i să se aplice Teorema 3.3. În cele din urmă, ı̂n
Propozit, ia 3.4 s, i Observat, ia 3.5 arătăm că perechile Riccati extind perechile Bessel
(us,or ı̂n cazul euclidian); cu toate acestea, diferent,a constă ı̂n principal ı̂n tehnica de
bază, nu ı̂n EDO/IDO.

În Sect, iunea 3.2 prezentăm demonstrat, ii alternative simple pentru diverse inega-
lităt, i funct, ionale de tip (H), folosind Teorema 3.1/(i) s, i Teorema 3.3. Subliniem că o
parte din aceste rezultate sunt cunoscute formal ı̂n contextul euclidian. Cu toate aces-
tea, metoda noastră le extinde şi pentru cazul varietăt,ilor Cartan–Hadamard, care sunt
varietăt, i riemanniene complete, simplu conectate, cu curbură sect, ională non-pozitivă.
Acest lucru demonstrează eficient,a rezultatelor noastre principale, bazate ı̂n special pe
perechi Riccati. Vom lua ı̂n considerare următoarele inegalităt, i:
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• În Sect, iunea 3.2.1 prezentăm două inegalităt,i de tip Lp-Caccioppoli pe varietăt, i
riemanniene, care furnizează demonstrat, ii alternative pentru rezultatele obt, inute
de D’Ambrosio s, i Dipierro [29] (a se vedea Teorema 3.6 şi Teorema 3.8). Îmbu-
nătăt, iri originale sunt, de asemenea, stabilite ı̂n cazul p ∈ (1, 2].

• În Sect, iunea 3.2.2 discutăm o serie de inegalităt,i de tip Hardy ı̂mbunătăt,ite pe
varietăt, i Cartan-Hadamard, inclusiv rezultatele lui Carron [19] s, i Kombe s, i Öza-
ydin [61, 62] (a se vedea Teorema 3.9), Edmunds s, i Triebel [36] (a se vedea Teo-
rema 3.12), Adimurthi, Chaudhuri s, i Ramaswamy [1] (a se vedea Teorema 3.13)
s, i Brezis s, i Vázquez [17] (a se vedea Teorema 3.14).

• În Sect, iunea 3.2.3 prezentăm estimări spectrale pe varietăt, i riemanniene. În
primul rând, stabilim o demonstrat, ie alternativă simplă a celebrului rezultat de
comparat, ie al lui Cheng pe varietăt, i riemanniene cu curbura sect, ională mărginită
superior (a se vedea Teorema 3.15). În continuare, luăm ı̂n considerare binecu-
noscuta inegalitate Faber–Krahn s, i estimarea decalajului spectral McKean (a se
vedea Teorema 3.16 şi Teorema 3.17). În plus, furnizăm o scurtă demonstrat, ie
a principalului rezultat spectral al lui Carvalho s, i Cavalcante [20] (a se vedea
Teorema 3.18).

• În Sect, iunea 3.2.4 stabilim o inegalitate de interpolare care face legătura ı̂ntre
inegalitatea de tip Hardy s, i estimarea spectrală a lui McKean privind decalajul
spectral pe varietăt, i Cartan–Hadamard, ı̂n spiritul lui Berchio, Ganguly, Grillo
s, i Pinchover [11] (a se vedea Teorema 3.19). O modificare simplă a acestui ar-
gument furnizează, de asemenea, o scurtă demonstrat, ie alternativă a inegalităt, ii
lui Akutagawa s, i Kumura [3] (a se vedea Teorema 3.22).

• În Sect, iunea 3.2.5 considerăm, ı̂n cazul euclidian, două inegalităt,i de tip
Ghoussoub–Moradifam, care depind de parametri (cf. [49]), ı̂n care ponderile
sunt de tip nesingular (a se vedea Teorema 3.23). Pentru un anumit interval
de parametri, extindem aceste inegalităt, i şi pentru cazul unor varietăt, i Cartan–
Hadamard (a se vedea Teorema 3.25).

În Sect, iunea 3.3 furnizăm demonstrat, ii alternative pentru diverse inegalităt, i mul-
tiplicative de tip Hardy, care sunt consecint,e simple ale Teoremei 3.1/(ii). Procedăm
după cum urmează:

• În Sect, iunea 3.3.1 stabilim un principiu de incertitudine optim, dependent de un
parametru, pe varietăt, i Cartan–Hadamard, care implică principiul de incertitu-
dine Heisenberg–Pauli–Weyl s, i principiul hidrogenului (a se vedea Teorema 3.27).
De asemenea, stabilim un rezultat de rigiditate: Dacă principiul de incertitu-
dine cantitativ este valabil pe o varietate Cartan–Hadamard n-dimensională cu
curbura Ricci mărginită inferior, atunci această varietate este izometrică cu o
varietate cu curbură constantă corespunzătoare (a se vedea Teorema 3.29).

• În Sect, iunea 3.3.2 prezentăm două inegalităt, i Caffarelli–Kohn–Nirenberg optime
pe varietăt, i Cartan–Hadamard (a se vedea Teoremele 3.30 & 3.31).
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În Capitolul 4 ne concentrăm asupra inegalităt, ilor lui Rellich. În Sect, iunea 4.1
prezentăm două inegalităt, i funct, ionale generale pe varietăt, i riemanniene, construite
pe baza argumentelor de convexitate s, i a teoremelor de divergent, ă/comparare. Prima
inegalitate implică un IDO de ordinul al doilea s, i furnizează inegalităt, i de tipul (R1),
pentru p > 1 (a se vedea Teorema 4.1). A doua inegalitate implică o inegalitate
diferent, ială part,ială (IDP) de ordinul al doilea s, i implică inegalităt, i de tipul (R2),
pentru p = 2 (a se vedea Teorema 4.2). Observăm că, pentru alegeri speciale ale
parametrilor, ultima IDP se reduce la o IDO, devenind mai us,or de tratat.

În restul capitolului, sunt prezentate câteva aplicat, ii pe varietăt, i Cartan–Hadamard.
Aici subliniem faptul că demonstrat, iile noastre nu implică simetrizare, prin urmare
nu necesită valabilitatea conjecturii generalizate Cartan–Hadamard, adică valabilitatea
inegalităt,ii isoperimetrice optime ı̂n acest context geometric. Observăm că conjectura
este valabilă pentru varietăt, i generale Cartan–Hadamard de dimensiune n ∈ {2, 3}
(a se vedea Bol [14] s, i Kleiner [59]) s, i pentru varietăt, i cu curbură constantă ı̂n orice
dimensiune (a se vedea Dinghas [34]).

În Sect, iunea 4.2 stabilim variante de ordinul patru ale celebrului rezultat al de-
calajului spectral al lui McKean [75]. Acest rezultat afirmă că o curbură negativă
puternică (atunci când curbura este mai mică sau egală decât un număr negativ) pro-
duce un decalaj spectral universal, independent de domeniu, pentru prima/principala
valoare proprie a problemei membranei fixe, ceea ce este ı̂n contrast radical cu cazul
euclidian.

• În Sect, iunea 4.2.1 demonstrăm o estimare a decalajului spectral s, i optimalitatea
sa pentru problema plăcii fixate pe varietăt, i Cartan–Hadamard cu curbură ne-
gativă puternică, pentru p > 1 (a se vedea Teorema 4.3). Observăm că aceeas, i
estimare a fost stabilită s, i de Kristály [65] (pe varietăt, i Cartan–Hadamard care
satisfac conjectura Cartan–Hadamard generalizată) s, i Ngô s, i Nguyen [83] (pe va-
rietăt, i cu curbură constantă) folosind simetrizarea. În acest caz, rezultatul nostru
completează cercetările existente.

• În Sect, iunea 4.2.2 furnizăm o estimare optimă a decalajului spectral pentru pro-
blema deformării pe varietăt, i Cartan–Hadamard cu curbură puternic negativă,
pentru p = 2 (a se vedea Teorema 4.4). Aceeas, i estimare este cunoscută pe
varietăt, i cu curbură constantă datorită lui Ngô s, i Nguyen [83]. În acest caz, re-
zultatul nostru adaugă o nouă piesă de puzzle la imaginea de ansamblu; cu toate
acestea, piesele corespunzătoare cazului general p > 1 lipsesc ı̂ncă.

• În Sect, iunea 4.2.3 stabilim estimări optime de ordin superior ale decalajului spec-
tral prin simpla combinare a inegalităt, ilor noastre anterioare. Rezultatele sunt
valabile pe varietăt, i Cartan–Hadamard cu curbură negativă puternică. Rezulta-
tele de tip placă fixată sunt valabile pentru p > 1, ı̂n timp ce rezultatele de tip
deformare sunt valabile pentru p = 2 (a se vedea Teorema 4.5 şi Teorema 4.6).

În Sect, iunea 4.3 considerăm inegalităt, i suplimentare de tip Rellich pe varietăt, i
Cartan–Hadamard, s, i anume:
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• În Sect, iunea 4.3.1 extindem inegalităt, ile Rellich clasice s, i ponderate la varietăt, ile
Cartan–Hadamard (a se vedea Teorema 4.7 s, i Corolarul 4.8). Aceste rezultate
sunt bine cunoscute ı̂n context euclidian (a se vedea, de exemplu, Mitidieri [79]).

• În Sect, iunea 4.3.2 furnizăm variante de ordin superior ale inegalităt, ii clasice a lui
Rellich pe varietăt, i Cartan–Hadamard (a se vedea Teorema 4.9).

• În Sect, iunea 4.3.3 furnizăm alte inegalităt, i de tip Rellich pe varietăt, i gene-
rale Cartan–Hadamard: Teorema 4.10 şi Teorema 4.11 sunt ı̂mbunătăt, iri de ti-
pul (R1), al doilea rezultat este valabil pentru cazul curburii negative puternice.
În cele din urmă, ı̂n Teorema 4.12 extindem inegalitatea clasică a lui Rellich
de tip (R2) la varietăt, i Cartan–Hadamard manifolds, dar numai ı̂n dimensiuni
n ≥ 8. Această constrângere rezultă din condit, ii tehnice; pentru un fenomen
similar, a se vedea Kristály s, i Repovš [70].

În Capitolul 5 prezentăm o a doua abordare alternativă pentru stabilirea inega-
lităt, ilor lui Rellich pe varietăt, i cu curbură constantă, folosind perechile Riccati. În
paralel cu prezentarea structurii acestui capitol, care cont, ine versiunile finale ale aces-
tei abordări s, i aplicat, iile sale, vom descrie pe scurt procesul de dezvoltare s, i observat, iile
intermediare. Aceste informat, ii suplimentare sunt destinate să motiveze alegerea mo-
dului de prezentare a rezultatelor noastre.

Scopul nostru init, ial a fost de a dezvolta o inegalitate funct, ională generală construită
pe perechile Riccati, care furnizează inegalităt, i Rellich de tip (R2). Având o astfel de
inegalitate s, i combinând-o cu rezultatele din Capitolul 3, care furnizează inegalităt, i de
tip (H), ar produce automat inegalităt, i de tip (R1). În mod evident, am intent, ionat
să formulăm inegalitatea noastră ı̂n cel mai general context posibil. T, inând cont de
necesitatea comparat, iei Laplace ı̂n argumentul nostru, varietăt, ile cu curbură sect, ională
limitată superior păreau a fi candidat, i buni s, i ı̂n acest caz.

În timpul studiului, s-a dovedit că argumentul de convexitate adecvat necesită atât
o comparat, ie Laplace, cât s, i o comparat, ie Hessiană, având direct, ii ”

opuse” una fat, ă
de cealaltă. Astfel, fie se impune s, i o limită inferioară pentru curbura sect, ională, fie se
iau ı̂n considerare pur s, i simplu varietăt, ile cu curbură constantă. Am optat pentru cea
de-a doua variantă deoarece mai multe aplicat, ii sunt, de asemenea, formulate ı̂n acest
context. În plus, ı̂n acest caz particular, rezultatele pot fi prezentate ı̂ntr-o modalitate
mai simplă s, i mai accesibilă.

În Sect, iunea 5.1 prezentăm abordarea noastră pentru inegalităt, ile lui Rellich pe
varietăt, ile cu curbură constantă. În Sect, iunea 5.1.1 ı̂ncepem cu două definit, ii. În
primul rând, motivat, i de simplitatea contextului geometric ambiant, ı̂n Definit, ia 5.1
introducem perechi Riccati simplificate incluzând acelas, i IDO, dar condit, ii mai simple
asupra parametrilor. Apoi, ı̂n Definit, ia 5.2 introducem perechi Riccati duale care includ
un IDO, care este fort,a motrice reală din spatele inegalităt, ilor Rellich. Observăm că
ultimul IDO diferă de primul printr-o schimbare de funct, ie, introducerea celui de-
al doilea concept este o decizie personală care sperăm că ı̂mbunătăt,es,te prezentarea
rezultatelor.

Folosind aceste concepte simplificate, am stabilit o inegalitate funct, ională generală
care furnizează inegalităt, i de tipul (R2) (a se vedea Teorema 5.3/(ii)). Din nefericire,
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s-a dovedit că condit, iile tehnice care rezultă din argumentul de convexitate implică de
obicei o constrângere de dimensiune, ı̂n mod similar cu Teorema 4.12. În acest moment,
ideea derivatelor radiale a părut utilă. În primul rând, ı̂n Teorema 5.3/(i) am dezvoltat
o inegalitate funct, ională generală, care furnizează versiuni radiale ale inegalităt, ii (R2),
ı̂n care gradientul este ı̂nlocuit cu derivata radială. Aici, condit, iile tehnice sunt mai
put, in restrictive, cel put, in nu necesită constrângeri dimensionale. În continuare, ı̂n Te-
orema 5.4 am stabilit o inegalitate funct, ională generală care furnizează versiuni radiale
ale inegalităt, ii (H). Observăm că, datorită inegalităt, ii Cauchy–Schwarz, această din
urmă inegalitate este mai puternică decât varianta sa non-radială, adică reformularea
Teoremei 3.3 ı̂n aceste contexte geometrice. De asemenea, observăm că această inega-
litate nu necesită condit, ii suplimentare. În restul capitolului, prezentăm aplicat, ii de
tipul (R1) exploatând ideea de derivate radiale. Observăm că fiecare dintre inegalităt, ile
radiale intermediare obt, inute admite un corespondent non-radial, a cărui condit, ie teh-
nică este de obicei mai restrictivă; pentru simplificarea prezentării, aceste inegalităt, i
sunt omise.

În Sect, iunea 5.2 furnizăm aplicat, ii ale metodei noastre ı̂n spat, ii euclidiene; aici in-
tent, ionăm să prezentăm atât punctele forte, cât s, i limitările abordării noastre. Pentru
a face aceasta, testăm rezultatul nostru fat, ă de două inegalităt, i demonstrate de Adi-
murthi, Grossi s, i Santra [2]. În primul rând, combinăm Teorema 5.3/(i) s, i Teorema 5.4
pentru a furniza o inegalitate funct, ională generală (a se vedea Teorema 5.5) formulată
ı̂n termeni de potent, iale Bessel (o not, iune legată de perechile Bessel), care ne per-
mite o prezentare mai simplă. În continuare, arătăm că prima inegalitate ı̂ndeplines,te
condit, iile ultimului rezultat (a se vedea Corolarul 5.6), ı̂n timp ce a doua nu (a se vedea
Observat, ia 5.7).

În Sect, iunea 5.3 aplicăm abordarea noastră la spat, iile hiperbolice. În Teorema 5.8
furnizăm o inegalitate radială ca o consecint, ă a Teoremei 5.3/(i), interpolând ı̂ntre
inegalităt, ile de tip Rellich s, i inegalităt, ile de tip estimare a decalajului spectral. Pen-
tru valorile extreme ale parametrului, obt, inem inegalităt, i cunoscute (a se vedea Co-
rolarele 5.9 şi 5.10). În Teorema 5.11 se prezintă corespondent, i de ordin inferior ai
Teoremei 5.8, care sunt consecint,e simple ale Teoremei 5.4. În cele din urmă, ı̂n Teo-
rema 5.13 combinăm cele două rezultate anterioare s, i furnizăm o inegalitate sofisticată
de tip (R1) pe spat, ii hiperbolice.





Capitolul 2

Preliminariile s, i notat, iile

2.1 Varietăt, i generale

2.2 Varietăt, i cu curbură constantă

2.3 Probleme de valori proprii

2.3.1 Problema membranei fixe

2.3.2 Problema plăcii fixate

2.3.3 Problema deformării

2.4 Abordarea perechilor Bessel
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Capitolul 3

Inegalităt, i de tip Hardy pe varietăt, i
riemanniene generale

În acest capitol, vom lua ı̂n considerare inegalităt, ile de tip Hardy. În § 3.1 prezentăm
abordarea noastră abstractă, iar ı̂n § 3.2 & 3.3 furnizăm aplicat, ii de tip (H) & (UP).

3.1 Inegalităt, i funct, ionale generale

Primul rezultat este o inegalitate funct, ională formulată ı̂n două forme equivalente.

Teorema 3.1 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, ne-
compactă n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu, p > 1 s, i fie ρ ∈ W 1,p

loc (Ω) ne-
constant s, i pozitiv cu Hn

g (ρ
−1(supΩ ρ)) = 0. Să presupunem că w : (0, supΩ ρ) → (0,∞),

G : (0, supΩ ρ) → R s, i H : R → R sunt funct,ii C1 astfel ı̂ncât

(G)ρ,w : G(ρ)w(ρ)
1
p′ |∇gρ|p−1 ∈ Lp′

loc(Ω) s, i (G(ρ)w(ρ))′|∇gρ|p, w(ρ) ∈ L1
loc(Ω),

s, i H(0) = H ′(0) = 0. Inegalităt,ile următoare sunt valabile:

(i) (Forma aditivă) Pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) avem∫

Ω

w(ρ)|∇gu|p dvg ≥ p

∫
Ω

[(G(ρ)w(ρ))′|∇gρ|p +G(ρ)w(ρ)∆g,pρ]H(u) dvg

+ (1− p)

∫
Ω

|G(ρ)|p′|∇gρ|pw(ρ)|H ′(u)|p′ dvg. (3.1)

(ii) (Forma multiplicativă) Pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) avem

∫
Ω

w(ρ)|∇gu|p dvg ≥

∣∣∣∣∫
Ω

[(G(ρ)w(ρ))′|∇gρ|p +G(ρ)w(ρ)∆g,pρ]H(u) dvg

∣∣∣∣p(∫
Ω

|G(ρ)|p′ |∇gρ|pw(ρ)|H ′(u)|p′ dvg
)p−1 , (3.2)

cu condit,ia să existe o vecinătate a lui zero V ⊆ R, care să satisfacă

H ′(s) ̸= 0,∀s ∈ V \ {0}, G(t) ̸= 0,∀t ∈ (0, sup
Ω

ρ) s, i Hn
g (|∇gρ|−1(0)) = 0. (3.3)
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După cum se va vedea, ambele inegalităt, i din Teorema 3.1 sunt generice, adică,
pentru alegeri adecvate ale parametrilor, ele produc diverse inegalităt, i funct, ionale.
În continuare vom arăta că această procedură poate fi inversată: Pentru o serie de
inegalităt, i de tip Hardy se pot găsi alegeri adecvate ale parametrilor care să furnizeze
demonstrat, ii scurte/elegante pentru acestea.

3.1.1 Perechi Riccati

Să ne concentrăm asupra formei aditive (i) a Teoremei 3.1. Fie p > 1, observăm că dacă

H(s) = |s|p
p
, pentru orice s ∈ R, atunci pH(s) = |H ′(s)|p′ = |s|p. Această observat, ie,

ı̂mpreună cu comparat, ia Laplace, sugerează următoarea not, iune.

Definit, ia 3.2 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, ne-
compactă n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu, p > 1 s, i fie ρ ∈ W 1,p

loc (Ω)
neconstant s, i pozitiv cu |∇gρ| = 1 dvg-a.p.t. ı̂n Ω. Se fixează funct, iile continue
L,W : (0, supΩ ρ) → (0,∞) s, i funct, ia w : (0, supΩ ρ) → (0,∞) de clasă C1. (L,W )
este o pereche (p, ρ, w)-Riccati ı̂n (0, supΩ ρ) dacă există o funct, ie G : (0, supΩ ρ) → R
astfel ı̂ncât

(c1) (G)ρ,w are loc (a se vedea Teorema 3.1);

(c2) ∆gρ ≥ L(ρ) ı̂n sens distribut, ional ı̂n Ω, s, i

G ≥ 0, dacă Hn
g ({x ∈ Ω : ∆gρ(x) > L(ρ(x))}) ̸= 0;

(c3) pentru fiecare t ∈ (0, supΩ ρ) avem

(G(t)w(t))′ +G(t)w(t)L(t) + (1− p)|G(t)|p′w(t) ≥ W (t)w(t). (3.4)

O funct, ie G, care ı̂ndeplines,te condit, iile de mai sus, este admisibilă pentru (L,W ).

O aplicat, ie eficientă a Teoremei 3.1/(i) bazată pe conceptul de pereche Riccati poate
fi enunt,ată după cum urmează.

Teorema 3.3 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, ne-
compactă n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu, p > 1 s, i fie ρ ∈ W 1,p

loc (Ω) ne-
constant s, i pozitiv cu |∇gρ| = 1 dvg-a.p.t. ı̂n Ω. Să presupunem că L,W : (0, supΩ ρ) →
(0,∞) sunt funct,ii continue s, i w : (0, supΩ ρ) → (0,∞) este de clasă C1 astfel ı̂ncât
(L,W ) este o pereche (p, ρ, w)-Riccati ı̂n (0, supΩ ρ). Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω)
are loc ∫

Ω

w(ρ)|∇gu|p dvg ≥
∫
Ω

W (ρ)w(ρ)|u|p dvg. (3.5)

Pentru a prezenta eficient,a Teoremei 3.3, schit, ăm o scurtă demonstrat, ie a cele-
brei estimări spectrale optime a lui McKean: Dacă (M, g) este o varietate Cartan–
Hadamard n-dimensională cu n ≥ 2 s, i curbura sect, ională K ≤ κ pentru un anu-
mit κ < 0, atunci spectrul esent,ial al operatorului Laplace-Beltrami pe (M, g) este
[Kκ,n,∞), unde

Kκ,n
def
=

(
(n− 1)

√
−κ

2

)2

.
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Într-adevăr, fixăm x0 ∈ M s, i alegem ρ = dg,x0 , adică distant,a de la x0, precum s, i

w ≡ 1, L ≡ (n− 1)
√
−κ, W ≡ (n− 1)c

√
−κ− c2, s, i G ≡ c,

pentru un anumit c > 0, care va fi definit ulterior. Obt, inem că IDO din (3.4) se verifică
cu egalitate, astfel, condit, iile (c1) şi (c3) sunt valabile. Comparat, ia Laplace implică
∆gρ ≥ L, prin urmare (c2) este de asemenea valabilă. Am obt, inut că (L,W ) este

o pereche (p, ρ, w)-Riccati, iar G este admisibilă pentru (L,W ). În baza unui calcul
simplu rezultă

max
c>0

(
(n− 1)

√
−κc− c2

)
= Kκ,n,

astfel, Teorema 3.3 implică imediat estimarea spectrală necesară:∫
M

|∇gu|2 dvg ≥ Kκ,n

∫
M

|u|2 dvg, ∀u ∈ C∞
0 (M).

În continuare, vom stabili legătura dintre perechile Riccati s, i Bessel. Definit, ia
acesteia din urmă este următoarea: Fie p > 1, R > 0 s, i A,B : (0, R) → R funct, ii, astfel
ı̂ncât A este de clasă C1. (A,B) este o pereche p-Bessel ı̂n (0, R), dacă ecuat, ia(

tn−1A(t)|y′(t)|p−2y′(t)
)′
+ tn−1B(t)|y(t)|p−2y(t) = 0 (3.6)

are o solut, ie pozitivă ı̂n (0, R). Acest concept este legat de perechile Riccati după cum
urmează.

Propozit, ia 3.4 (a se vedea [56]). Fie R > 0 s, i w,W : (0, R) → (0,∞) două
potent,iale astfel ı̂ncât w să fie de clasă C1. Funct,ia y > 0 este o solut,ie a ecuat,iei (3.6)
pe (0, R) pentru perechea

(A,B) = (w,wW )

dacă s, i numai dacă

G(t) = −|y′(t)|p−2y′(t)

y(t)p−1
(3.7)

este o solut,ie a ecuat,iei

(G(t)w(t))′ +G(t)w(t)L0(t) + (1− p)|G(t)|p′w(t) = W (t)w(t), (3.8)

ı̂n (0, R), care este exact (3.4) cu egalitate s, i

L(t) =
n− 1

t
= L0(t).

Observat, ia 3.5. Într-o varietate riemanniană (M, g) cu curbura sect, ională K ≤ κ
pentru un anumit κ ∈ R, o EDO mai adecvată ı̂n definit, ia unei perechi p-Bessel (A,B)
este, ı̂n loc de (3.6), următoarea:(

sn−1
κ (t)A(t)|y′(t)|p−2y′(t)

)′
+ sn−1

κ (t)B(t)|y(t)|p−2y(t) = 0, ∀t ∈ (0, R). (3.9)

Într-adevăr, când κ = 0, ecuat, ia (3.9) se reduce la (3.6), ı̂n timp ce pentru κ ̸= 0,
densitatea sκ codifică curbura s, i explică alegerea lui

L(t) = (n− 1)ctκ(t) = Lκ(t), ∀t ∈ (0, R).

Această observat, ie va fi crucială ı̂n unele inegalităt, i funct, ionale din sect, iunile următoare,
care vor fi obt, inute prin intermediul perechilor Riccati; a se vedea, de exemplu, prin-
cipiul de comparat, ie al lui Cheng pentru prima valoare proprie din Teorema 3.15.
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3.2 Aplicat, ii I: Inegalităt, i aditive de tip Hardy

3.2.1 Inegalităt, i de tip Caccioppoli

Prima consecint, ă simplă a Teoremei 3.1 este o inegalitate de tip Caccioppoli, demon-
strată de D’Ambrosio s, i Dipierro [29, Theorems 2.1 & 3.1; Corollary 2.3].

Teorema 3.6 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, necom-
pactă, n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu, p > 1 s, i fie ρ ∈ W 1,p

loc (Ω) necon-
stant s, i pozitiv. Dacă α ∈ R astfel ı̂ncât −(p− 1− α)∆g,pρ ≥ 0 ı̂n sens distribut,ional
ı̂n Ω s, i |∇gρ|pρα−p, ρα ∈ L1

loc(Ω), atunci pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) avem∫

Ω

ρα|∇gu|p dvg ≥
(
|p− 1− α|

p

)p ∫
Ω

ρα
|u|p

ρp
|∇gρ|p dvg. (3.10)

O consecint, ă imediată a Teoremei 3.6 este estimarea primei valori proprii Dirichlet
a operatorului p-Laplace–Beltrami, adică a problemei membranei fixe (pentru p > 1).
Din motive de simplitate considerăm cazul fără ponderi (α = 0):

Corolarul 3.7 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, necom-
pactă, n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu mărginit, p > 1 s, i ρ(x) = dg,∂Ω(x)
pentru fiecare x ∈ Ω. Dacă −∆gρ ≥ 0 ı̂n sens distribut,ional ı̂n Ω, atunci prima valoare
proprie Dirichlet a p-Laplacianului riemannian poate fi estimată astfel:

Λm,p(Ω) = inf
u∈C∞

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇gu|p dvg∫
Ω
|u|p dvg

≥
(
p− 1

p

)p
1

Rp
Ω

,

unde RΩ = supx∈Ω ρ(x).

Folosind notat, ia RΩ = supx∈Ω ρ(x) din Corolarul 3.7, ı̂n spiritul lui Brezis s, i Mar-
cus [16] s, i Barbatis, Filippas s, i Tertikas [8], furnizăm o extensie a Teoremei 3.6 cu un
termen rezidual adecvat, atunci când 1 < p ≤ 2, după cum urmează.

Teorema 3.8 (a se vedea [56]). În ipotezele din Corolarul 3.7, dacă 1 < p ≤ 2, atunci
avem ∫

Ω

|∇gu|p dvg ≥
(
p− 1

p

)p ∫
Ω

|u|p

ρp
(1 +Rp(ρ)) dvg, (3.11)

pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω), unde

Rp(t) =

(
1 + log−1

(
t

eRΩ

))p−2(
1 + (2− p) log−1

(
t

eRΩ

)
+ log−2

(
t

eRΩ

))
−1 ≥ 0,

pentru fiecare t ∈ (0, RΩ). În special, dacă p = 2, atunci avem∫
Ω

|∇gu|2 dvg ≥
1

4

∫
Ω

u2

ρ2
dvg +

1

4

∫
Ω

u2

ρ2
log−2

(
ρ

eRΩ

)
dvg. (3.12)
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3.2.2 Inegalităt, i de tip Hardy ı̂mbunătăt, ite pe varietăt, i
Cartan–Hadamard

Prezentăm următoarea inegalitate de tip Lp-Hardy, care a fost stabilită pentru prima
dată de Kombe s, i Özaydin [61, Theorem 2.1] pentru p > 1; versiunea init, ială pentru
p = 2 este celebrul rezultat al lui Carron [19, Theorem 1.4].

Teorema 3.9 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, necom-
pactă, n ≥ 2-dimensională. Fie α ∈ R, p > 1 s, i ρ : M → [0,∞) o funct,ie astfel
ı̂ncât ρ−1(0) ⊆ M este compactă, |∇gρ| = 1 s, i ∆gρ ≥ C

ρ
ı̂n sens distribuţional pen-

tru un anumit C > 0 cu proprietatea că C + 1 + α > p > 1. Atunci pentru fiecare
u ∈ C∞

0 (M \ ρ−1(0)) avem∫
M

ρα|∇gu|p dvg ≥
(
C + 1 + α− p

p

)p ∫
M

ρα
|u|p

ρp
dvg. (3.13)

Observat, ia 3.10. Dacă p-capacitatea mult, imii compacte ρ−1(0) ⊆ M este zero, atunci
inegalitatea (3.13) este valabilă nu numai ı̂n C∞

0 (M \ρ−1(0)), ci s, i ı̂n C∞
0 (M); a se vedea

de exemplu, Carron [19] s, i D’Ambrosio s, i Dipierro [29]. În particular, dacă n ≥ p s, i
Hn−p

g (ρ−1(0)) < ∞, atunci p-capacitatea lui ρ−1(0) ⊆ M este zero (a se vedea Heinonen,
Kilpeläinen s, i Martio [54]).

O consecint, ă simplă a Teoremei 3.9 este următoarea inegalitate de tip Hardy pon-
derată.

Corolarul 3.11 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională. Fie x0 ∈ M fixat s, i p, α ∈ R astfel ı̂ncât 1 < p < n+ α. Atunci pentru
fiecare u ∈ C∞

0 (M \ {x0}) avem∫
M

dαg,x0
|∇gu|p dvg ≥

(
n+ α− p

p

)p ∫
M

dαg,x0

|u|p

dpg,x0

dvg. (3.14)

În plus, constanta
(

n+α−p
p

)p
este optimă.

Când α = 0 ı̂n Corolarul 3.11, cazul limită p = n nu furnizează nicio inegalitate
rezonabilă similară cu (3.14). În următorul rezultat demonstrăm o inegalitate de tip
Hardy dependentă de parametru cu ponderi logaritmice, care este valabilă s, i ı̂n cazul
limită p = n; rezultate similare au fost stabilite de Edmunds s, i Triebel [36] ı̂n ca-
zul euclidian, precum s, i de D’Ambrosio s, i Dipierro [29, Theorem 6.5], Nguyen [84] s, i
Zhao [100, Theorem 1.3] ı̂n cazul varietăt, ilor riemanniene/Finsler.

Teorema 3.12 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională, x0 ∈ M fixat, Ω = Bg,x0(1) s, i α, p ∈ R astfel ı̂ncât 1 < p ≤ n s, i
α + 1 < p. Atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω \ {x0}) avem∫
Ω

logα(1/dg,x0)|∇gu|p dvg ≥
(
p− α− 1

p

)p ∫
Ω

logα−p(1/dg,x0)
|u|p

dpg,x0

dvg. (3.15)

În plus, constanta
(

p−α−1
p

)p
este optimă.
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În continuare, furnizăm o abordare alternativă pentru a stabili inegalităt, i de tip
Hardy ı̂mbunătăt, ite pe varietăt, i Cartan–Hadamard. Pentru simplitatea prezentării,
vom lua ı̂n considerare cazul ı̂n care p = 2 s, i α = 0. Primul astfel de rezultat

”
interpo-

lează” rezultatele din Corolarul 3.11 s, i Teorema 3.12 (a se vedea Adimurthi, Chaudhuri
s, i Ramaswamy [1]).

Teorema 3.13 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 3-
dimensională s, i Ω ⊆ M un domeniu mărginit. Fie x0 ∈ Ω s, i DΩ = supx∈Ω dg(x0, x).
Atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) avem∫
Ω

|∇gu|2 dvg ≥
(n− 2)2

4

∫
Ω

u2

d2g,x0

dvg +
1

4

∫
Ω

log−2

(
dg,x0

eDΩ

)
u2

d2g,x0

dvg. (3.16)

O altă ı̂mbunătăt, ire relevantă a inegalităt, ii lui Hardy ı̂n Rn se datorează lui Brezis
s, i Vázquez [17, Theorem 4.1]; mai precis, dacă Ω ⊆ Rn este un domeniu mărginit
(n ≥ 2), atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) avem

∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ (n− 2)2

4

∫
Ω

u2

|x|2
dx+ j20,1

(
ωn

Vol(Ω)

) 2
n
∫
Ω

u2 dx, (3.17)

unde j0,1 ≈ 2.4048 este prima rădăcină pozitivă a funct, iei Bessel J0, iar ωn este volumul
bilei unitate euclidiene. Inegalitatea (3.17) a fost obt, inută prin simetrizare Schwarz s, i
o analiză ingenioasă unidimensională. În continuare, prin utilizarea abordării noastre,
furnizăm o versiune riemanniană a rezultatului lui Brezis s, i Vázquez [17], care ne oferă
o nouă lumină asupra aparit, iei lui j0,1 ı̂n inegalitatea (3.17). Fie jν,k a k-a rădăcină
pozitivă a funct, iei Bessel Jν de spet,a I-a s, i de ordinul ν ∈ R.

Teorema 3.14 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională s, i Ω ⊆ M un domeniu mărginit. Fie x0 ∈ Ω s, i DΩ = supx∈Ω dg,x0(x).
Atunci pentru fiecare ν ∈

[
0, n−2

2

]
s, i u ∈ C∞

0 (Ω) avem∫
Ω

|∇gu|2 dvg ≥
(
(n− 2)2

4
− ν2

)∫
Ω

u2

d2g,x0

dvg +
j2ν,1
D2

Ω

∫
Ω

u2 dvg. (3.18)

3.2.3 Estimări spectrale pe varietăt, i riemanniene

Fie (M, g) o varietate riemanniană n-dimensională cu n ≥ 2. Fie Ω ⊆ M un domeniu s, i
p > 1. Prima valoare proprie Dirichlet a lui Ω pentru operatorul p-Laplace–Beltrami
−∆g,p pe (M, g) este dată de

Λm,p(Ω) = inf
u∈C∞

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇gu|p dvg∫
Ω
|u|p dvg

.

Primul rezultat din această sect, iune este principiul de comparat,ie al lui Cheng (a se
vedea Cheng [27]), a cărui demonstrat, ie originală se bazează pe argumentul lui Barta.
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Teorema 3.15 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană n-dimensională
cu n ≥ 2 s, i curbura sect,ională K ≤ κ pentru un anumit κ ∈ R. Fixăm x0 ∈ Ms, i

presupunem că 0 < R < min(injx0
, π/

√
κ) cu convent,ia π/

√
κ

def
= ∞, dacă κ ≤ 0.

Atunci avem
Λm,2(Bg,x0(R)) ≥ Λm,2(Bκ(R)), (3.19)

unde Bκ(R) este o bilă arbitrară de rază R in varietatea cu curbură constantă Mn
κ.

În cazul ı̂n care domeniul nu este o bilă, ca ı̂n cazul rezultatului lui Cheng, este
nevoie de un argument mai puternic. Vom lua ı̂n considerare doar cazul ı̂n care κ = 0,
care corespunde faimoasei inegalităt, i Faber–Krahn pe varietăt, i Cartan–Hadamard:

Teorema 3.16 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională, care satisface conjectura Cartan–Hadamard s, i fie Ω ⊆ M un domeniu
mărginit. Atunci avem

Λm,2(Ω) ≥ Λm,2(Ω
∗) = j2n

2
−1,1

(
ωn

Volg(Ω)

)2/n

, (3.20)

unde Ω∗ ⊆ Rn este o bilă cu Vol(Ω∗) = Volg(Ω).

Următorul rezultat este estimarea decalajului spectral al lui McKean, stabilit de
McKean [75] pentru p = 2 prin utilizarea unor proprietăt, i fine ale câmpurilor Jacobi;
argumentul nostru se bazează pe perechile Riccati.

Teorema 3.17 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională, cu curbură sect,ională K ≤ κ < 0. Dacă p > 1, atunci

Λm,p(M) ≥
(
n− 1

p

√
−κ

)p

. (3.21)

Următorul rezultat al lui Carvalho s, i Cavalcante [20, Theorem 1.1] ı̂ncheie această
sect, iune.

Teorema 3.18 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană n-dimensională,
n ≥ 2 s, i Ω ⊆ M un domeniu. Dat fiind p > 1, presupunem că există o funct,ie
ρ : Ω → R astfel ı̂ncât |∇gρ| ≤ a s, i ∆g,pρ ≥ b pentru anumite valori a, b > 0. Atunci

Λm,p(Ω) ≥
bp

ppap(p−1)
. (3.22)

3.2.4 Interpolare: Inegalitatea de tip Hardy versus decalajul
spectral

Rezultatul principal al acestei sect, iuni se referă la o
”
interpolare” ı̂ntre inegalitatea

clasică a lui Hardy s, i decalajul spectral al lui McKean, stabilit pentru prima dată ı̂n
literatura de specialitate de Berchio, Ganguly, Grillo s, i Pinchover [11, Theorem 2.1] ı̂n
spat, iul hiperbolic Hn

−1.
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Teorema 3.19 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 3-
dimensională, cu curbură sect,ională K ≤ κ < 0 s, i fie x0 ∈ M fixat. Atunci, pentru

fiecare λ ∈ [n− 2, (n−1)2

4
] s, i u ∈ C∞

0 (M \ {x0}) avem∫
M

|∇gu|2 dvg ≥ λ|κ|
∫
M

u2 dvg + h2
n(λ)

∫
M

u2

d2g,x0

dvg

+ |κ|
(
(n− 2)2

4
− h2

n(λ)

)∫
M

u2

sinh2(
√
−κdg,x0)

dvg

+ hn(λ)γn(λ)

∫
M

Dκ(dg,x0)

d2g,x0

u2 dvg, (3.23)

unde γn(λ) =
√

(n− 1)2 − 4λ s, i hn(λ) =
γn(λ)+1

2
.

O consecint, ă directă a Teoremei 3.19 poate fi enunt,ată după cum urmează pentru
cele două valori marginale ale lui λ.

Corolarul 3.20 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 3-
dimensională, cu curbură sect,ională K ≤ κ < 0. Dacă x0 ∈ M este fixat, atunci pentru
fiecare u ∈ C∞

0 (M \ {x0}) avem următoarele inegalităt,i:

(i) (̂Imbunătăt, irea inegalităţii de tip Hardy)∫
M

|∇gu|2 dvg ≥
(n− 2)2

4

∫
M

u2

d2g,x0

dvg + (n− 2)|κ|
∫
M

u2 dvg

+
(n− 2)(n− 3)

2

∫
M

Dκ(dg,x0)

d2g,x0

u2 dvg. (3.24)

(ii) (̂Imbunătăt, irea decalajului spectral de tip McKean)∫
M

|∇gu|2 dvg ≥
(n− 1)2

4
|κ|
∫
M

u2 dvg +
1

4

∫
M

u2

d2g,x0

dvg

+ |κ|(n− 1)(n− 3)

4

∫
M

u2

sinh2(
√
−κdg,x0)

dvg. (3.25)

Observat, ia 3.21. (a) Este de ment, ionat că inegalităt, ile din Teorema 3.19 s, i Coro-
larul 3.20 sunt cunoscute ca fiind critice pe Hn

−1 (a se vedea Devyver, Fraas s, i Pin-
chover [33, Definition 2.1]). Demonstrat, iile clasice ale criticalităţii (acestor inegalităţi)
sunt de obicei formulate utilizând abordarea supersolut, iilor; cu toate acestea, ele pot
fi adaptate la perechile Riccati.

(b) Ment, ionăm că Berchio, Ganguly s, i Grillo [10, Theorem 2.5] au furnizat o versiune
mai generală a inegalităt, ii (3.25), folosind o ipoteză de curbură punctuală. Inegalităt, i
similare pot fi, de asemenea, obt, inute ı̂n termeni de perechi Riccati prin utilizarea
unei comparat, ii Laplace punctuale corespunzătoare (a se vedea, de exemplu, Greene s, i
Wu [51]).
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Următorul rezultat al lui Akutagawa s, i Kumura [3, Theorem 1.3/(5)] ı̂ncheie această
sect, iune.

Teorema 3.22 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională cu curbură sect,ională K ≤ κ < 0. Fie x0 ∈ M fixat, R > 0 s, i Ω =
M \Bg,x0(R). Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) avem∫
Ω

|∇gu|2 dvg ≥
∫
Ω

(n− 1)2

4
|κ|u2 dvg +

∫
Ω

u2

4
(
dg,x0 −R + 1

(n−1)ctκ(R)

)2 dvg
+

∫
Ω

|κ| (n− 1)(n− 3)

4 sinh2(
√
−κdg,x0)

u2 dvg.

3.2.5 Inegalităt, i de tip Ghoussoub–Moradifam

În această sect, iune, luăm ı̂n considerare unele inegalităt, i stabilite de Ghoussoub s, i
Moradifam [49, Theorem 2.12] (a se vedea s, i [50]), unde ponderile sunt de forma

(a+ b|x|α)β/|x|2m

pentru anumit, i parametri a, b > 0. Se indică, de asemenea, posibilele extinderi ale aces-
tor inegalităt, i pentru cazul unor varietăt, i Cartan–Hadamard; a se vedea Observat, ia 3.24
s, i Teorema 3.25, unde sunt discutate unele dificultăt, i tehnice.

Teorema 3.23 (a se vedea [56]). Să presupunem că a, b > 0 s, i α, β,m ∈ R. Următoarele
afirmat,ii sunt valabile:

(i) Dacă αβ > 0 s, i m ≤ n−2
2
, atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Rn) avem∫
Rn

(a+ b|x|α)β

|x|2m
|∇u|2 dx ≥

(
n− 2m− 2

2

)2 ∫
Rn

(a+ b|x|α)β

|x|2m+2
u2 dx. (3.26)

(ii) Dacă αβ < 0 s, i 2m− αβ ≤ n− 2, atunci pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Rn) avem∫

Rn

(a+ b|x|α)β

|x|2m
|∇u|2 dx ≥

(
n− 2m+ αβ − 2

2

)2 ∫
Rn

(a+ b|x|α)β

|x|2m+2
u2 dx. (3.27)

Observat, ia 3.24. Am putea să ne as,teptăm la o demonstrat, ie similară pe varietăt, ile
Cartan–Hadamard ca ı̂n Teorema 3.23. Cu toate acestea, apare o dificultate tehnică
subtilă care provine din faptul că – ı̂n ciuda mai multor teste numerice de confirmare –
nu există nicio dovadă privind pozitivitatea funct, iei G pentru toate valorile admisibile
ale parametrilor.

Teorema 3.25 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n ≥ 2-
dimensională s, i fie x0 ∈ M un punct. Fie a, b, α, β > 0 s, i m ∈ R, cu m ≤ n−2

2

s, i

αβ +
√

αβ(αβ + 2(n− 2m− 2)) ≤ 2. (3.28)
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Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞
0 (M) avem următoarea inegalitate:∫

M

(a+ bdαg,x0
)β

d2mg,x0

|∇gu|2 dvg ≥
(
n− 2m− 2

2

)2 ∫
M

(a+ bdαg,x0
)β

d2m+2
g,x0

u2 dvg. (3.29)

Observat, ia 3.26. As,a cum am subliniat deja ı̂n Observat, ia 3.24, testele numerice con-
firmă pozitivitatea lui G pentru orice a, b > 0 s, i α, β,m ∈ R, iar demonstrarea acestui
fapt necesită argumente specifice din Teoria funct, iilor speciale. În acest moment, o
astfel de abordare nu este disponibilă. În particular, ne asteptăm ca in viitor să fie
eliminată ipoteza suplimentară din Teorema 3.25.

3.3 Aplicat, ii II: Inegalităt, i multiplicative de tip

Hardy

3.3.1 Principii de incertitudine optime

Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, necompactă, n-dimensională (n ≥ 2), s, i
fie x0 ∈ M fixat. Presupunem că p, α ∈ R astfel ı̂ncât

n > p > 1 s, i − p+ 1 < α ≤ 1. (3.30)

Investigăm următorul principiu de incertitudine: pentru orice u ∈ C∞
0 (M), avem(∫

M

|∇gu|p dvg
) 1

p
(∫

M

dp
′α

g,x0
|u|p dvg

) 1
p′

≥ n+ α− 1

p

∫
M

(
1 +

n− 1

n+ α− 1
Dκ(dg,x0)

)
dα−1
g,x0

|u|p dvg. (UPκ)

Observăm că (UPκ) se reduce formal la:

• principiul de incertitudine Heisenberg–Pauli–Weyl, când α = 1 (a se vedea Kombe
s, i Özaydin [61, 62] pentru p = 2 s, i κ = 0, Kristály [64] pentru p = 2 s, i κ ≤ 0 s, i
Nguyen [85] pentru p > 1 s, i κ ≤ 0 generice);

• Principiul de incertitudine al hidrogenului, când α = 0 (a se vedea Cazacu, Flynn
s, i Lam [22] s, i Frank [46] ı̂n Rn, deci, pentru κ = 0);

• Inegalitatea lui Hardy ı̂n cazul limită când α → −p+1 (a se vedea Corolarul 3.11).

Primul nostru rezultat arată validitatea principiului (UPκ) pe varietăt, i Cartan–
Hadamard, care poate fi formulat după cum urmează.

Teorema 3.27 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensională
(n ≥ 2), astfel ı̂ncât K ≤ κ ≤ 0. Dacă condit,iile din (3.30) sunt valabile, atunci s, i
principiul (UPκ) este valabil; ı̂n plus, constanta n+α−1

p
este optimă.



3.3. APLICAT, II II: INEGALITĂT, I MULTIPLICATIVE DE TIP HARDY 29

Observat, ia 3.28. Dacă are loc egalitatea ı̂n (UPκ) pentru o anumită funct, ie pozitivă
u ∈ W 1,p(M), atunci egalitatea ∆gdg,x0 = (n− 1)ctκ(dg,x0) este de asemenea valabilă,
ceea ce implică faptul că varietatea (M, g) este izometrică cu varietate cu curbură con-
stantă Mn

κ. Acest rezultat de rigiditate este cunoscut pentru κ = 0 de la Kristály [64]
pentru p = 2, s, i de la Nguyen [85] pentru p > 1.

Următorul rezultat este un complement al Teoremei 3.27, care furnizează rigidi-
tatea unor varietăt, i riemanniene cu Ric ≥ κ(n − 1)g pentru un anumit κ ≤ 0 care
validează principiul incertitudinii (UPκ). Rezultate similare au fost obt, inute mai ı̂ntâi
de Kristály [64] pentru p = 2 s, i α = 1, iar apoi de Nguyen [85] pentru p > 1 generic,
ambele articole considerând doar cazul κ = 0. Acum, avem un rezultat mai general,
valabil pentru orice κ ≤ 0 :

Teorema 3.29 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, ne-
compactă, n ≥ 2-dimensională, cu Ric ≥ κ(n − 1)g, pentru un anumit κ ≤ 0. Să
presupunem că (UPκ) este valabil pentru un anumit x0 ∈ M s, i că parametrii α, p, n
verifică fie −p + 1 < α ≤ 1 < p < n, când κ = 0, fie 0 < α ≤ 1 < p < n, când κ < 0.
Atunci (M, g) este izometrică cu varietate cu curbură constantă Mn

κ.

3.3.2 Inegalităt, ile Caffarelli–Kohn–Nirenberg

În această sect, iune, demonstrăm o versiune a inegalităt,ii Caffarelli–Kohn–Nirenberg (a
se vedea [18]), care rezultă din inegalitatea multiplicativă din Teorema 3.1/(ii).

Teorema 3.30 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensională
cu n ≥ 2 astfel ı̂ncât K ≤ κ pentru un anumit κ ≤ 0. Se fixează x0 ∈ M s, i se presupune
că p, α, r ∈ R satisfac

r > p > 1, α+ p > 1 s, i p(n+ α− 1) > r(n− p) > 0.

Atunci pentru fiecare u ∈ C∞
0 (M) are loc

(∫
M

|∇gu|p dvg
) 1

p
(∫

M

dp
′α

g,x0
|u|p′(r−1) dvg

) 1
p′

≥ n+ α− 1

r

∫
M

(
1 +

n− 1

n+ α− 1
Dκ(dg,x0)

)
dα−1
g,x0

|u|r dvg.

În plus, constanta n+α−1
r

este optimă.

După cum am arătat deja, diferite alegeri ale lui H s, i G din Teorema 3.1 produc ine-
galităt, i funct, ionale cunoscute sau chiar noi ı̂n literatura de specialitate. În acest spirit,
ı̂ncheiem sect, iunea cu o inegalitate neobis,nuită de tip Caffarelli–Kohn–Nirenberg, care
poate fi punctul de plecare pentru construirea altor inegalităt, i funct, ionale cu ajutorul
Teoremei 3.1.
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Teorema 3.31 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensională
cu n ≥ 2 s, i K ≤ κ < 0. Atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (M) \ {0} s, i c ∈ R, are loc∫
M

|∇gu|2 dvg ≥
(∫

M
s2c(u) dvg

)2∫
M
s2c(2u) dvg

(n− 1)2|κ|. (3.31)

În particular, are loc s, i estimarea decalajului spectral al lui McKean:

λm(M) ≥ (n− 1)2

4
|κ|.



Capitolul 4

Inegalităt, i de tip Rellich pe
varietăt, i riemanniene generale

În acest capitol, prezentăm prima noastră abordare a inegalităt, ilor de tip Rellich. În
§ 4.1 prezentăm abordarea abstractă. În § 4.2 stabilim estimări ale decalajului spectral
pentru diverse probleme de valori proprii de ordin superior pe varietăt, i riemanniene
generale. În § 4.3 furnizăm demonstrat, ii alternative pentru diferite inegalităt, i supli-
mentare de tip Rellich.

4.1 Inegalităt, i funct, ionale generale

În această sect, iune, prezentăm două inegalităt, i funct, ionale generale. Prima inegalitate
leagă |∆gu|p s, i |u|p, pentru p > 1, şi este formulată ı̂n teorema următoare.

Teorema 4.1 (a se vedea [38]). Fie (M, g)o varietate riemanniană completă, ne-
compactă, n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu, x0 ∈ Ω s, i ρ = dg,x0. Fie p > 1
s, i se presupune că L,W,w,G,H : (0, supΩ ρ) → (0,∞) satisfac următoarele condit,ii:

(C1) L,W sunt continue, w,G sunt de clasă C2 s, i H este de clasă C1;

(C2) ∆gρ ≥ L(ρ) ı̂n sens distribut,ional s, i (wG)′ ≤ 0;

(C3) inegalitatea diferent,ială ordinară

(p−1)
[
2(wGH)′ + 2wGHL− pwGH2 − w|G|p′

]
−(wG)′′−(wG)′L ≥ W (4.1)

este valabilă pentru funct,iile L(t),W (t), w(t), G(t), H(t), unde t ∈ (0, supΩ ρ).

Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) are loc∫

Ω

w(ρ)|∆gu|p dvg ≥
∫
Ω

W (ρ)|u|p dvg.

A doua inegalitate funct, ională leagă |∆gu|2 s, i |∇gu|2 şi este enunţată ı̂n teorema
următoare.
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Teorema 4.2 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate riemanniană completă, ne-
compactă, n ≥ 2-dimensională. Fie Ω ⊆ M un domeniu, x0 ∈ Ω s, i ρ = dg,x0. Să
presupune că L,W,G,H : (0, supΩ ρ) → (0,∞) satisfac următoarele condit,ii:

(C1’) L,W sunt continue, G este de clasă C2 s, i H este de clasă C1;

(C2’) ∆gρ ≥ L(ρ) ı̂n sens distribut,ional;

(C3’) următoarea IDP este valabilă pentru ρ = dg,x0(x) s, i pentru fiecare x ∈ Ω:

(W (ρ)H(ρ))′ +W (ρ)H(ρ)L(ρ)−W (ρ)H(ρ)2 ≥ ∆gG(ρ) +G(ρ)2. (4.2)

Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) are loc∫

Ω

|∆gu|2 dvg ≥
∫
Ω

(2G(ρ)−W (ρ))|∇gu|2 dvg.

4.2 Aplicat, ii I: Estimări ale decalajului spectral

În această sect, iune, stabilim estimări spectrale optime pe varietăt, ile Cartan–Hadamard
pentru problema plăcii fixate (pentru p > 1), pentru problema deformării (pentru
p = 2) s, i pentru variantele lor de ordin superior. Toate demonstrat, iile se bazează pe
argumente de convexitate s, i de comparat, ie; ı̂n plus, ele nu necesită simetrizare.

4.2.1 Problema plăcii fixate

Rezultatul nostru de decalaj spectral cu privire la problema plăcii fixate este următorul.

Teorema 4.3 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 2 s, i curbură sect,ională K ≤ κ, pentru un anumit κ < 0. Fie p > 1 s, i
Ω ⊆ M un domeniu. Atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆gu|p dvg ≥
(
(n− 1)2|κ|(p− 1)

p2

)p ∫
Ω

|u|p dvg. (4.3)

În plus, constanta din (4.3) este optimă.

Subliniem că estimarea din Teorema 4.3 este un rezultat nou, care nu a fost ı̂ncă
stabilit ı̂ntr-un context atât de general.

4.2.2 Problema deformării

Rezultatul nostru spectral cu privire la problema deformării este următorul.

Teorema 4.4 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 2 s, i curbură sect,ională K ≤ κ, pentru un anumit κ < 0. Dacă Ω ⊆ M
este un domeniu, atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆gu|2 dvg ≥
(n− 1)2|κ|

4

∫
Ω

|∇gu|2 dvg. (4.4)

În plus, constanta din (4.4) este optimă.
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Observăm că Teorema 4.4 este un rezultat nou, care oferă estimarea decalajului
spectral pe varietăt, i generale Cartan–Hadamard pentru p = 2.

4.2.3 Estimări de ordin superior

În continuare, prezentăm estimări de ordin superior referitoare atât la problema plăcii
fixate, cât s, i la problema deformării.

Teorema 4.5 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 2 s, i curbură sect,ională K ≤ κ, pentru un anumit κ < 0. Fie p > 1 s, i
Ω ⊆ M un domeniu. Atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) s, i k ≥ 1 cu k ∈ N, au loc∫
Ω

|∆k
gu|p dvg ≥

(
(n− 1)2(p− 1)κ2

p2

)kp ∫
Ω

|u|p dvg, (4.5)∫
Ω

|∇g∆
k
gu|p dvg ≥

(
(n− 1)κ

p

)p(
(n− 1)2(p− 1)κ2

p2

)kp ∫
Ω

|u|p dvg. (4.6)

În plus, constantele din (4.5) s, i (4.6) sunt optime.

Teorema 4.6 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 2 s, i curbură sect,ională K ≤ κ, pentru un anumit κ < 0. Dacă Ω ⊆ M
este un domeniu, atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) s, i k ≥ 1 au loc∫
Ω

|∆k
gu|2 dvg ≥

(
(n− 1)κ

2

)4k−2 ∫
Ω

|∇gu|2 dvg, (4.7)∫
Ω

|∇g∆
k
gu|2 dvg ≥

(
(n− 1)κ

2

)4k ∫
Ω

|∇gu|2 dvg. (4.8)

4.3 Aplicat, ii II: Inegalităt, i de tip Rellich

În această sect, iune, prezentăm alte aplicat, ii suplimentare ale inegalităt, ilor noastre
funct, ionale generale.

4.3.1 Inegalităt, i Rellich clasice s, i ponderate

Extinderea inegalităt, ii Rellich ponderate este următoarea; pentru versiunea euclidiană,
a se vedea Mitidieri [79, Theorem 3.1].

Teorema 4.7 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 5. Fie Ω ⊆ M un domeniu s, i p, γ ∈ R astfel ı̂ncât

1 < p < n/2 s, i 2− n

p
< γ <

n(p− 1)

p
.

Se fixează x0 ∈ Ω s, i fie ρ = dg,x0. Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) are loc∫

Ω

ργp|∆gu|p dvg ≥
(
n

p
− 2 + γ

)p(
n(p− 1)

p
− γ

)p ∫
Ω

|u|p

ρ(2−γ)p
dvg. (4.9)
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Corolarul 4.8 (a se vedea [38]). Alegând γ = 0 ı̂n Teorema 4.7, se obt,ine extinderea
inegalităt,ii clasice a lui Rellich; adică, pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆gu|p dvg ≥
(
n

p
− 2

)p(
n(p− 1)

p

)p ∫
Ω

|u|p

ρ2p
dvg.

În particular, dacă p = 2 pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) are loc∫

Ω

|∆gu|2 dvg ≥
n2(n− 4)2

16

∫
Ω

|u|2

ρ4
dvg. (4.10)

4.3.2 Variante de ordin superior ale inegalităt, ii clasice a lui
Rellich

Extinderea inegalităt, ilor de tip Rellich de ordin superior este indicată in teorema
următoare; pentru versiunile euclidiene, a se vedea Mitidieri [79, Theorem 3.3].

Teorema 4.9 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 5. Fie Ω ⊆ M un domeniu, se fixează x0 ∈ Ω s, i se defines, te ρ = dg,x0.
Următoarele inegalităt,i sunt valabile:

(i) Dacă k ≥ 1 s, i n > 2kp, atunci∫
Ω

|∆k
gu|p dvg ≥ Λr;1(k, p)

∫
Ω

|u|p

ρ2kp
dvg, ∀u ∈ C∞

0 (Ω),

unde

Λr;1(k, p) =
k∏

s=1

(
n

p
− 2s

)p(
n(p− 1)

p
+ 2s− 2

)p

.

(ii) Dacă k ≥ 1 s, i n > (2k + 1)p, atunci∫
Ω

|∇g∆
k
gu|p dvg ≥ Λr;2(k, p)

∫
Ω

|u|p

ρ(2k+1)p
dvg, ∀u ∈ C∞

0 (Ω)

unde

Λr;2(k, p) =

(
n− p

p

)p k∏
s=1

(
n

p
− 2s− 1

)p(
n(p− 1)

p
+ 2s− 1

)p

.

4.3.3 Inegalităt, i Rellich suplimentare

În această sect, iune prezentăm alte aplicat, ii ale inegalităt, ilor noastre funct, ionale gene-
rale, furnizând demonstrat, ii scurte pentru inegalităt, i suplimentare de tip Rellich.

Teorema 4.10 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 5. Fie Ω = Bg,x0(1) ⊆ M o bilă unitate centrată ı̂n x0 ∈ M . Se defines, te
ρ = dg,x0. Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆gu|2 dvg ≥
n2(n− 4)4

16

∫
Ω

u2

ρ4
dvg +

n(n− 4)j20,1
2

∫
Ω

u2

ρ2
dvg,

unde j0,1 reprezintă primul zero pozitiv al funct,iei Bessel J0.
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Al doilea rezultat se referă la cazul ı̂n care K ≤ κ pentru un anumit κ < 0 s, i poate
fi formulat după cum urmează.

Teorema 4.11 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală cu n ≥ 5 s, i curbură sect,ională K ≤ κ pentru un anumit κ < 0. Fie Ω ⊆ M un
domeniu, se fixează x0 ∈ Ω s, i se defines, te ρ = dg,x0. Atunci, pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω)
are loc ∫

Ω

|∆gu|2 dvg ≥
(n− 1)4|κ|2

16

∫
Ω

u2 dvg +
(n− 1)2|κ|

8

∫
Ω

u2

ρ2
dvg

+
(n− 1)3(n− 3)|κ|2

8

∫
Ω

u2

sinh2(κρ)
dvg.

Al treilea rezultat al sect, iunii este o aplicat, ie simplă a Teoremei 4.2.

Teorema 4.12 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan–Hadamard n-dimensio–
nală (n ≥ 8), Ω ⊆ M un domeniu, x0 ∈ M fixat s, i se defines, te ρ = dg,x0. Atunci,
pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆gu|2 dvg ≥
n2

4

∫
Ω

|∇gu|2

ρ2
dvg.

Observat, ia 4.13. Teorema 4.12 este as,teptată să fie valabilă pentru orice n ≥ 5; cu
toate acestea, condit, ia tehnică n ≥ 8 este necesară pentru a garanta aplicabilitatea
Teoremei 4.2 (W > 0 atunci când n ≥ 9, iar dacă n = 8, atunci W = 0, caz ı̂n care
demonstrarea Teoremei 4.2 este evidentă). O restrict, ie similară a apărut s, i ı̂n contextul
Finsler la demonstrarea inegalităt, ilor cantitative de tip Rellich; a se vedea Kristály s, i
Repovš [70], unde s-a aplicat o altă abordare.





Capitolul 5

Inegalităt, i de tip Rellich pe
varietăt, i cu curbură constantă

În acest capitol, folosind ideea perechilor Riccati, prezentăm o a doua abordare pentru a
demonstra inegalităt, ile lui Rellich pe varietăt, i cu curbură constantă: În § 5.1 prezentăm
abordarea noastră abstractă, ı̂n timp ce ı̂n § 5.2 & 5.3 furnizăm aplicat, ii ı̂n spat, iile
euclidiene s, i, respectiv, ı̂n spat, iile hiperbolice.

5.1 Inegalităt, i funct, ionale generale

În această sect, iune, prezentăm abordarea noastră abstractă. Motivată de simplitatea
contextului geometric, reformulăm definit, ia perechilor Riccati.

5.1.1 Perechi Riccati simplificate s, i perechi Riccati duale

Fie κ ≤ 0 s, i definim Lκ : (0,∞) → (0,∞), prin

Lκ(t) = (n− 1)ctκ(t).

O definit, ie simplificată a perechilor Riccati reformulată pentru varietăt, i cu curbură
constantă este următoarea (pentru versiunea originală, a se vedea Definit, ia 3.2).

Definit, ia 5.1 (a se vedea [55]). Fie κ ≤ 0 s, i Ω ⊆ Mn
κ un domeniu. Se fixează x0 ∈ Ω

s, i se consideră ρ = dκ,x0 distant,a de la x0. Se presupune că w,W : (0, supΩ ρ) → [0,∞)
sunt funct, ii netede. (Lκ,W ) este o pereche (ρ, w)-Riccati simplificată pe (0, supΩ ρ)
dacă există o funct, ie netedă G : (0, supΩ ρ) → R astfel ı̂ncât următoarea IDO să fie
valabilă:

G′(t) +

(
Lκ(t) +

w′(t)

w(t)

)
G(t)−G(t)2 ≥ W (t), ∀t ∈ (0, supΩ ρ). (5.1)

O funct, ie G care satisface (5.1) este admisibilă pentru (Lκ,W ).

Inegalitatea de mai sus este o fort, ă motrice pentru inegalităt, ile funct, ionale de tip
Hardy. Cu toate acestea, după cum vom vedea ı̂n curând, inegalităt, ile de tip Rellich
sunt mai compatibile cu versiunea sa duală, care poate fi enunt,ată după cum urmează.
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Definit, ia 5.2 (a se vedea [55]). Fie κ ≤ 0 s, i Ω ⊆ Mn
κ un domeniu. Se fixează x0 ∈ Ω

s, i se consideră ρ = dκ,x0 distant,a de la x0. Se presupune că v, V : (0, supΩ ρ) → [0,∞)
sunt funct, ii netede. (Lκ, V ) este o pereche (ρ, v)-Riccati duală pe (0, supΩ ρ) dacă există
o funct, ie netedă H : (0, supΩ ρ) → R astfel ı̂ncât următoarea IDO să fie valabilă:

−H ′(t) +

(
Lκ(t)−

v′(t)

v(t)

)
H(t)−H(t)2 ≥ V (t), ∀t ∈ (0, supΩ ρ). (5.2)

O funct, ie H care satisface (5.2) este admisibilă dual pentru (Lκ, V ).

Primul rezultat al sect, iunii este o inegalitate funct, ională generală, care poate fi
enunt,ată după cum urmează.

Teorema 5.3 (a se vedea [55]). Fie κ ≤ 0 s, i Ω ⊆ Mn
κ un domeniu. Se fixează

x0 ∈ Ω s, i se defines, te ρ = dκ,x0. Se presupune că (Lκ, V ) este o pereche Riccati duală
pe (0, supΩ ρ) s, i H este admisibilă dual pentru (Lκ, V ). Atunci sunt valabile următoarele
afirmat,ii.

(i) Pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) are loc∫

Ω

v(ρ)|∆κu|2 dxκ ≥
∫
Ω

v(ρ)V (ρ)|∇rad
κ u|2 dxκ, (5.3)

cu condit,ia ca E1(t) = (v(t)H(t))′ + v(t)H(t)(Lκ(t)− 2ctκ(t)) ≥ 0, ∀t > 0.

(ii) Pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω) are loc∫
Ω

v(ρ)|∆κu|2 dxκ ≥
∫
Ω

v(ρ)V (ρ)|∇κu|2 dxκ, (5.4)

cu condit,ia ca E2(t) = 2(v(t)H(t))′ + v(t)H(t)(H(t)− 2ctκ(t)) ≥ 0, ∀t > 0.

Al doilea rezultat al sect, iunii este conceput pentru a completa Teorema 5.3/(i).
Acesta poate fi enunt,at după cum urmează.

Teorema 5.4 (a se vedea [55]). Fie κ ≤ 0 s, i Ω ⊆ Mn
κ un domeniu. Se fixează x0 ∈ Ω

s, i se defines, te ρ = dκ,x0. Presupunem că (Lκ, V ) este o pereche Riccati simplificată pe
(0, supΩ ρ) s, i H este admisibilă pentru (Lκ, V ). Atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) avem∫
Ω

w(ρ)|∇rad
κ u|2 dxκ ≥

∫
Ω

w(ρ)W (ρ)u2 dxκ. (5.5)

Observăm că Teorema 5.3/(i) şi Teorema 5.4 pot fi utilizate ı̂n mod eficient pentru
a demonstra inegalităt, i de tip Rellich pe varietăt, ile cu curbură constată. Aceasta se
poate realiza s, i prin combinarea Teoremei 5.3/(ii) s, i a Teoremei 3.3, dar cu costul unor
condit, ii suplimentare, care implică de obicei constrângeri restrictive pentru dimensiune.
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5.2 Aplicat, ii I: Inegalităt, i pe spat, ii euclidiene

În contextul euclidian, o serie de inegalităt, i de tip Rellich bine cunoscute sunt stu-
diate de Ghoussoub s, i Moradifam [49] ı̂n termeni de potent, iale Bessel s, i/sau perechi
Bessel. După recapitularea conceptelor aferente, discutăm două inegalităt, i noi, care
evident, iază punctele forte s, i limitările metodei noastre. Pentru demonstrat, iile originale
ale inegalităt, ilor selectate (5.7) şi (5.8), a se vedea Adimurthi, Grossi s, i Santra [2].

Reamintim că o funct, ie Z > 0 este un potent,ial Bessel pe (0, R) dacă există o
constantă c > 0 s, i o funct, ie z > 0 astfel ı̂ncât următoarea EDO să fie valabilă:

z′′(t) +
z′(t)

t
+ c · Z(t) · z(t) = 0, ∀t ∈ (0, R). (5.6)

Folosind Teorema 5.3/(i) şi Teorema 5.4 obt, inem următorul rezultat general.

Teorema 5.5 (a se vedea [55]). Fie n ≥ 5 s, i fie B ⊆ Rn o bilă centrată ı̂n origine cu
raza R > 0. Să presupunem că Z este un potent,ial Bessel pe (0, R) cu solut,ia z s, i cea
mai bună constantă c, astfel ı̂ncât să avem

(Z) : Z′(t)
Z(t)

= −λ
t
+ f(t), unde λ < n− 2, f(t) ≥ 0 s, i limt→0 tf(t) = 0.

Se defines, te H(t) = n
2t
+ z′(t)

z(t)
. Dacă E1(t) = H ′(t)+H(t) · n−3

t
≥ 0, ∀t ∈ (0, R), atunci

pentru fiecare u ∈ C∞
0 (B) avem∫

B

|∆u|2 dx ≥ n2(n− 4)2

16

∫
B

u2

|x|4
dx+ c

(
n2

4
+

(n− λ− 2)2

4

)∫
B

Z(|x|)u2

|x|2
dx.

În continuare, pentru o funct, ie arbitrară h se definesc

h[0](t) = t, h[1](t) = h(t) s, i h[i](t) = h(h[i−1](t)), ∀i ≥ 2.

Un corolar al Teoremei 5.5 poate fi enunt,at după cum urmează.

Corolarul 5.6 (a se vedea [55]). Fie n ≥ 5 s, i B ⊆ Rno bilă centrată ı̂n origine cu
raza R > 0. Dacă k ≥ 1 s, i r = R · exp[k−1](e), atunci pentru fiecare u ∈ C∞

0 (Ω) avem∫
B

|∆u|2 dx ≥ n2(n− 4)2

16

∫
B

u2

|x|4
dx

+

(
1 +

n(n− 4)

8

) k∑
j=1

∫
B

u2

|x|4

(
j∏

i=1

log[i]

(
r

|x|

))−2

dx. (5.7)

Limitările Teoremei 5.5 pot fi ilustrate după cum urmează.

Observat, ia 5.7. Fie ℓ(t) = 1
1−log(t)

, k ≥ 1, R > 0 s, i se consideră inegalitatea∫
Ω

|∆u|2 dx ≥ n2(n− 4)2

16

∫
Ω

u2

|x|4
dx

+

(
1 +

n(n− 4)

8

) k∑
j=1

∫
Ω

u2

|x|4
j∏

i=1

ℓ2[i]

(
|x|
R

)
dx. (5.8)
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Inegalitatea (5.8) este generată de potent, ialul Bessel cu parametrii

Z̃k,R(t) =
k∑

j=1

1

t2

j∏
i=1

ℓ2[i]

(
t

R

)
, z̃k,R(t) =

(
k∏

i=1

ℓ[i]

(
t

R

))− 1
2

, ∀t ∈ (0, R),

s, i c =
1
4
. În plus, condit, ia (Z) este valabilă pentru λ = 2. Se observă că

lim
t→R

E1(t) = lim
t→R

(
H ′(t) +H(t) · n− 3

t

)
=

n− k

2
, unde H(t) =

n

2t
+

z̃′k,r(t)

z̃k,r(t)
.

Relat, ia de mai sus arată că, dacă k > n, condit, ia de pozitivitate nu este ı̂ndeplinită s, i,
prin urmare, Teorema 5.5 nu poate fi aplicată.

5.3 Aplicat, ii II: Inegalităt, i pe spat, ii hiperbolice

În această sect, iune, prezentăm aplicat, ii ale rezultatelor noastre pe spat, ii hiperbolice.
Primul rezultat ı̂n acest context este următoarea inegalitate de interpolare.

Teorema 5.8 (a se vedea [55]). Fie κ < 0, n ≥ 5 s, i Ω ⊆ Hn
κ un domeniu. Se fixează

x0 ∈ Ω s, i se notează cu ρ = dκ,x0 distant,a riemanniană de la x0. Atunci pentru fiecare
u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆κu|2 dxκ ≥ |κ|λ
∫
Ω

|∇rad
κ u|2 dxκ + h2

n(λ)

∫
Ω

|∇rad
κ u|2

ρ2
dxκ

+ |κ|
(
n2

4
− h2

n(λ)

)∫
Ω

|∇rad
κ u|2

sinh2(
√
−κρ)

dxκ

+ γn(λ)hn(λ)

∫
Ω

(ρ ctκ(ρ)− 1)

ρ2
|∇rad

κ u|2 dxκ, (5.9)

unde 0 ≤ λ ≤ (n−1)2

4
, γn(λ) =

√
(n− 1)2 − 4λ s, i hn(λ) =

γn(λ)+1
2

.

Consecint,ele directe pot fi enunt,ate după cum urmează pentru cele două valori
marginale ale lui λ.

Corolarul 5.9 (a se vedea [55]). Se alege λ = 0 ı̂n (5.9). Pentru fiecare u ∈ C∞
0 (Ω)

se obt,ine∫
Ω

|∆κu|2 dxκ ≥ n2

4

∫
Ω

|∇rad
κ u|2

ρ2
dxκ +

n(n− 1)

2

∫
Ω

(ρ ctκ(ρ)− 1)

ρ2
|∇rad

κ u|2 dxκ.

Corolarul 5.10 (a se vedea [55]). Se alege λ = (n−1)2

4
ı̂n (5.9). Pentru fiecare

u ∈ C∞
0 (Ω) se obţine∫

Ω

|∆κu|2 dxκ ≥ (n− 1)2|κ|
4

∫
Ω

|∇rad
κ u|2 dxκ +

1

4

∫
Ω

|∇rad
κ u|2

ρ2
dxκ

+
(n2 − 1)|κ|

4

∫
Ω

|∇rad
κ u|2

sinh2(
√
−κρ)

dxκ.
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Complementele de ordin inferior ale Corolarului 5.10 pot fi enunt,ate după cum
urmează.

Teorema 5.11 (a se vedea [55]). Fie κ < 0, n ≥ 5 s, i Ω ⊆ Hn
κ un domeniu. Se fixează

x0 ∈ Ω s, i se notează cu ρ = dκ,x0 distant,a riemanniană de la x0. Atunci pentru fiecare
u ∈ C∞

0 (Ω) au loc inegalităţile∫
Ω

|∇rad
κ u|2 dxκ ≥ (n− 1)2|κ|

4

∫
Ω

u2 dxκ +
1

4

∫
Ω

u2

ρ2
dxκ

+
(n− 1)(n− 3)|κ|

4

∫
Ω

u2

sinh2(
√
−κρ)

dxκ, (5.10)∫
Ω

|∇rad
κ u|2

ρ2
dxκ ≥ 9

4

∫
Ω

u2

ρ4
dxκ − (n− 1)

∫
Ω

ctκ(ρ)

ρ3
dxκ +

(n− 1)2|κ|
4

∫
Ω

u2

ρ2
dxκ

+
(n− 1)(n− 3)|κ|

4

∫
Ω

u2

ρ2 sinh2(
√
−κρ)

dx, (5.11)∫
Ω

|∇rad
κ u|2

sinh2(
√
−κρ)

dxκ ≥ 1

4

∫
Ω

u2

t2 sinh2(
√
−κρ)

dxκ +
(n− 3)2|κ|

4

∫
Ω

u2

sinh2(
√
−κρ)

dxκ

+
(n− 3)(n− 5)|κ|

4

∫
Ω

u2

sinh4(
√
−κρ)

dxκ. (5.12)

Observat, ia 5.12. Versiunile non-radiale ale ultimelor trei inegalităt, i pot fi obt, inute
folosind Teorema 3.3 prin alegerea aceloras, i funct, ii pentru parametri; a se vedea, de
asemenea, Sect, iunea 3.2.4 s, i rezultatele din aceasta.

Încheiem sect, iunea cu următorul rezultat, care combină Teorema 5.11 s, i Corola-
rul 5.10. Acest ultim rezultat poate fi enunt,at după cum urmează.

Teorema 5.13 (a se vedea [55]). Fie κ < 0, n ≥ 5 s, i Ω ⊆ Hn
κ un domeniu. Se fixează

x0 ∈ Ω s, i se notează cu ρ = dκ,x0 distant,a riemanniană de la x0. Atunci pentru fiecare
u ∈ C∞

0 (Ω) are loc∫
Ω

|∆κu|2 dxκ ≥ (n− 1)4|κ|
16

∫
Ω

u2 dxκ +
(n− 1)2|κ|

8

∫
Ω

u2

ρ2
dxκ

+
(n− 1)2|κ|

8

∫
Ω

u2

ρ2 sinh2(
√
−κρ)

dxκ

+
(n− 1)(n− 3)(n2 − 2n− 1)κ2

8

∫
Ω

u2

sinh2(
√
−κρ)

dxκ

− (n− 1)κ

4

∫
Ω

ctκ(ρ)|u2|
t3

dxκ

+
(n2 − 1)(n− 3)(n− 5)κ2

16

∫
Ω

u2

sinh4(
√
−κρ)

dxκ +
9

16

∫
Ω

u2

ρ4
dxκ.
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[56] S. Kajántó, A. Kristály, I. R. Peter s, i W. Zhao. A generic functional inequality
and Riccati pairs: an alternative approach to Hardy-type inequalities. Math.
Ann., 2024. accepted.
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[63] E. Krahn. Über eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft des Kreises.
Math. Ann., 94(1):97–100, 1925.
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Int. Congr. Math., volume 3, pages 243–250, 1954.

[91] M. Ruzhansky s, i D. Suragan. Hardy and Rellich inequalities, identities s, i sharp
remainders on homogeneous groups. Adv. Math., 317:799–822, 2017.

[92] M. Ruzhansky s, i D. Suragan. Hardy inequalities on homogeneous groups: 100
years of Hardy inequalities. Birkhäuser Basel, 2019.
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