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Rezumat si Publicatii relevante

Rezumat

Aceasta teza de doctorat prezinta abordari alternative ale inegalitatilor de tip Hardy
si Rellich pe varietati riemanniene. In ceea ce priveste inegalitatile de tip Hardy,
stabilim o inegalitate functionala generica, atat in forma aditiva cat si multiplicativa,
care genereaza inegalitati bine cunoscute cat si unele cu adevarat noi. Pentru versiunea
aditiva, introducem notiunea de perechi Riccati, cu ajutorul carora demonstratiile devin
mai scurte si elegante pentru mai multe inegalitati functionale celebre pe varietati
riemanniene cu curbura sectionala marginita superior, prin simpla rezolvare a unei
ecuatii diferentiale ordinare de tip Riccati. Versiunea multiplicativa ne permite sa
investigam si principiile de incertitudine. In ceea ce priveste inegalitatile de tip Rellich,
stabilim doua inegalitati functionale generice pe varietati riemanniene de acelasi tip ca
inainte. Ca aplicatii, pe de o parte, demonstram estimari optime ale decalajului spectral
pentru diverse probleme de valori proprii de ordin superior. Pe de alta parte, furnizam
extensii pentru unele inegalitati de tip Rellich bine cunoscute. Aceste metode difera
de abordarea perechilor Riccati, astfel ca, in final, discutam aplicabilitatea perechilor
Riccati in contextul inegalitatilor de tip Rellich. Eleganta abordarilor noastre consta in
simplitatea lor: demonstratiile se bazeaza pe argumente de convexitate si pe aplicatii
ale teoremelor de divergenta/comparare; in plus, acestea nu necesita simetrizare. In
consecinta, nu este necesara validitatea conjecturei Cartan-Hadamard generalizate,
ceea ce extinde aria de aplicabilitate a rezultatelor noastre.

Cuvinte cheie
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Teorema X.Y (a se vedea [REF]).
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Capitolul 1

Introducere

Au trecut mai mult de o suta de ani de cand a aparut celebra inegalitate (unidimensio-
nald) a lui Hardy (a se vedea Hardy [52]). O versiune multidimensionala a rezultatului
initial poate fi enuntata dupa cum urmeaza: Data fiind o functie u neteda, cu suport
compact, pe  C R", norma L? a termenului singular u(x)/|z| este controlata de norma
L? a termenului Vu astfel

2 [ u@)?

-2
/|Vu(x)|2dx > (=2 Ldr,  VueCE(Q).
0 4 o |zl

Mai multe extensii si ajustari ale acestei inegalitati pot fi gasite in literatura de specia-
litate, implicand ponderi mai generale, termeni de corectie suplimentari si/sau diverse
contexte geometrice de baza; uneori in formulari alternative, denumite si principii de
incertitudine. In general, acestea pot fi scrise astfel:

/V|Vu|pdm > / W ul? dm, Yu € C5°(Q2), (H)
0 0

(/ V]Vu]pdm)p (/ W\u|pdm>p 2/W\u|pdm, Vue Cx(Q),  (UP)
Q Q Q

unde p > 1sip/ aof z% este conjugatul lui p; 2 este o submultime deschisa a unui spatiu
ambiant M, care ar putea fi spatiul euclidian R", orice varietate riemanniana/Finsler,
sau un grup stratificat; m este o masura pe M, in timp ce V, W, W,W: Q — (0,00)
sunt anumite potentiale, care pot contine termeni singulari.

Aceste inegalitati au devenit indispensabile din punctul de vedere al aplicatiilor. Pe
de o parte, solutiile unei clase largi de probleme eliptice care implica termeni singulari
se bazeaza pe validitatea inegalitatilor de tip Hardy corespunzatoare; prin urmare, ele
apar in mai multe domenii ale matematicii. In special, ele joaca un rol crucial in teoria
spectrala a problemei membranei fize, descriind tonurile fundamentale.

Pe de alta parte, principiile de incertitudine au un rol deosebit de important in me-
canica cuantica, enuntand unul dintre principiile fundamentale, si totusi surprinzatoare,
ale acesteia: Data fiind o particula arbitrara din Univers, nu se poate determina cu
precizie atat pozitia, cat si impulsul acesteia, adica, cu cat 1i cunoastem cu mai multa
precizie pozitia, cu atat i cunoastem cu mai putina precizie impulsul, si invers. In

9



10 CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

acest studiu ne vom limita la punctul de vedere matematic al acestor principii de
incertitudine.

Observatii cheie legate de inegalitatile de tip Hardy au fost facute (in principal pen-
tru p = 2 si pentru contextul euclidian), de exemplu, de catre Adimurthi, Chaudhuri si
Ramaswamy [1], Brezis si Marcus [16], Brezis si Vazquez [17], Devyver, Fraas si Pincho-
ver [33], Fefferman [40], Filippas, Maz'ya si Tertikas [41, 42|, Filippas si Tertikas [43],
Muckenhoupt [81], Ruzhansky si Suragan [91] si Tertikas si Zographopoulos [94].

Variantele de ordin superior ale inegalitatii (H) sunt urmatoarele doua inegalitati
de tip Rellich:

/U|Au|pdm2/W|u|pdm, Vu € C(9), (R))
Q Q
/U\Au]pdmz/WVu]pdm, Yu € C5°(Q), (R2)
Q Q

unde p > 1 si U, V,W sunt potentiale pozitive date pe 2. Ambele inegalitati de
tipul (R;) si (R») au numeroase aplicatii; aici evidentiem teoria spectrala a problemei
placii fizate si respectiv a problemei deformarii. Prima problema descrie vibratiile
dintr-o placa elastica subtire cu o margine fixata. A doua problema studiaza o placa
similara care este supusa unei sarcini de compresiune. Observam, de asemenea, ca
inegalitatea (R;) poate fi obtinuta prin combinarea fie (R,) si (H), fie versiunile lor
alternative, in care gradientul clasic Vu este inlocuit cu derivata radiala V'®dy
(Vu,Vd,,) sid,, este distanta fata de un punct fix o € Q.

In literatura de specialitate ambele probleme sunt considerate in principal in con-
textul euclidian pentru p = 2. Versiunea clasica a inegalitatii (R;) dateaza din anii
1950 si se datoreaza lui Rellich [90]. In mod surprinzdtor, dupd cum sustin autorii,
versiunea corespunzatoare a inegalitatii (R») a aparut relativ recent (in anii 2000) in
lucrarea lui Tertikas si Zographopoulos [94], sugerand faptul ca inegalitatea (R,) este
mai problematica. Alte rezultate de pionierat in contextul euclidian pot fi gasite, de
exemplu, in lucrarile lui Davies si Hinz [31] si Mitidieri [78]. Pentru rezultate referitoare
la structuri mai generale, a se vedea, de exemplu Kombe si Ozaydin [61, 62] si Kristaly
si Repovs [70]. Discutii cuprinzatoare despre inegalitatile de tip Hardy si Rellich pot
fi gasite, de asemenea, In monografiile lui Balinsky, Evans si Lewis [7], Ghoussoub si
Moradifam [50] si Ruzhansky si Suragan [92].

Un rezultat de referinta — referitor la problemele (H) si (Ry) — a fost furnizat de
Ghoussoub si Moradifam, din nou pentru p = 2 si in context euclidian. Pe de o parte,
autorii au aratat ca inegalitatea (H) este valabila daca si numai daca (V, W) este o pere-
che Bessel. Aceasta notiune se bazeaza pe rezolvabilitatea unei ecuatii diferentiale ordi-
nare (pe scurt, EDO) liniare de tip Bessel de ordinul al doilea care contine potentialele
V si W. Pe de alta parte, autorii au aratat ca, in anumite conditii, inegalitatea (R»)
este valabila daca si numai daca (U, V) este o pereche Bessel, unde V este un potential
care contine pe V' si un termen de corectie suplimentar. Demonstratiile se bazeaza in
mare parte pe tehnica descompunerii armonicilor sferice, care functioneaza perfect in
cazul spatiilor cu curbura constanta (spatiul euclidian, spatiul hiperbolic si sfera), dar
nu poate fi aplicata la varietati riemanniene generale. Conceptul de perechi Bessel a
fost extins pentru p > 1 (a se vedea Duy, Lam si Lu [35]), si are aplicatii in contextul
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varietatilor riemanniene cu curbura non-pozitiva (a se vedea Flynn, Lam, Lu si Mazu-
mdar [45] si Berchio, Ganguly si Grillo [10]), unde se utilizeaza in continuare notiunea
obisnuita de perechi Bessel si argumente de comparatie fina.

In aceastd lucrare, prezentam o abordare alternativa a inegalitatilor de tip Hardy
si Rellich, care evita complet utilizarea descompunerii armonicilor sferice. Dupa cum
vom vedea, demonstratiile noastre se bazeaza pe argumente simple de convexitate, pe
utilizari multiple ale teoremelor de divergenta si pe teoreme de comparatie care codifica
informatii despre curbura varietatii ambiante. In continuare, prezentim rezultatele
noastre simultan cu structura acestui studiu.

In Capitolul 2 reamintim cateva definitii si rezultate preliminare care sunt relevante
pentru prezentarea noastra. In Sectiunea 2.1 enumeram mai multe concepte si notatiile
corespunzatoare acestora referitoare la varietati riemanniene generale. In Sectiunea 2.2
prezentam diverse notiuni referitoare la varietati cu curbura constanta si rezultate de
comparatie relevante. In Sectiunea 2.3 abordam anumite probleme de valori proprii si
estimarile lor de decalaj spectral, si anume: problema membranei fize (Sectiunea 2.3.1),
problema plicii fizate (Sectiunea 2.3.2) si problema deformdrii (Sectiunea 2.3.3). In
cele din urma, in Sectiunea 2.4 rezumam metoda perechilor Bessel mentionata an-
terior, gi discutam, de asemenea, relatia dintre perechile Bessel si metoda clasica a
supersolutiilor, cunoscuta si sub numele de abordarea Allegretto—Moss—Piepenbrink,
care deriva din lucrarile lui Allegretto [4] si Moss si Piepenbrink [80].

In Capitolul 3 studiem inegalitatile lui Hardy; abordarea noastra pentru acestea este
prezentata in Sectiunea 3.1: In primul rand, in Teorema 3.1, prezentim o inegalitate
functionala generala pe varietati riemanniene atat in forma aditiva cat si multiplicativa
care se dovedesc a fi echivalente intre ele. Ambele forme includ mai multi parametri
in afara de functia necunoscuta u; substituind parametrii concreti se obtin inegalitati
de tip (H) si, respectiv, (UP).

In continuare, in Sectiunea 3.1.1, facem o observatie cheie: Ambele forme contin La-
placianul unui potential dat (codificand implicit informatii despre curbura varietatii),
ceea ce sugereaza aplicarea unui argument de comparatie adecvat. Aceasta comparatie
furnizeaza — in forma aditivi — o inegalitate diferentiala ordinara (IDO) de tip
Riccati, care conduce la notiunea de perechi Riccati pentru anumite potentiale (a
se vedea Definitia 3.2). Incorporand aceasti notiune in forma aditiva se obtine Te-
orema 3.3, care se dovedeste a fi extrem de eficienta in demonstrarea inegalitatilor
de tip (H). intr—adevér, pentru a demonstra o inegalitate de acest tip, este suficient
sa se rezolve o IDO de tip Riccati si sa se aplice Teorema 3.3. In cele din urma, in
Propozitia 3.4 si Observatia 3.5 aratam ca perechile Riccati extind perechile Bessel
(usor in cazul euclidian); cu toate acestea, diferenta consta in principal in tehnica de
baza, nu in EDO/IDO.

In Sectiunea 3.2 prezentam demonstratii alternative simple pentru diverse inega-
litati functionale de tip (H), folosind Teorema 3.1/(i) si Teorema 3.3. Subliniem ca o
parte din aceste rezultate sunt cunoscute formal in contextul euclidian. Cu toate aces-
tea, metoda noastra le extinde si pentru cazul varietatilor Cartan—Hadamard, care sunt
varietati riemanniene complete, simplu conectate, cu curbura sectionala non-pozitiva.
Acest lucru demonstreaza eficienta rezultatelor noastre principale, bazate in special pe
perechi Riccati. Vom lua in considerare urmatoarele inegalitati:
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e In Sectiunea 3.2.1 prezentam doua inegalitati de tip LP-Caccioppoli pe varietati
riemanniene, care furnizeaza demonstratii alternative pentru rezultatele obtinute
de D’Ambrosio si Dipierro [29] (a se vedea Teorema 3.6 si Teorema 3.8). Imbu-
natatiri originale sunt, de asemenea, stabilite in cazul p € (1,2].

e In Sectiunea 3.2.2 discutam o serie de inegalitati de tip Hardy imbunatatite pe
varietiti Cartan-Hadamard, inclusiv rezultatele lui Carron [19] si Kombe si Oza-
ydin [61, 62] (a se vedea Teorema 3.9), Edmunds si Triebel [36] (a se vedea Teo-
rema 3.12), Adimurthi, Chaudhuri si Ramaswamy [1] (a se vedea Teorema 3.13)
si Brezis si Vazquez [17] (a se vedea Teorema 3.14).

e In Sectiunea 3.2.3 prezentam estimar: spectrale pe varietati riemanniene. In
primul rand, stabilim o demonstratie alternativa simpla a celebrului rezultat de
comparatie al lui Cheng pe varietati riemanniene cu curbura sectionala marginita
superior (a se vedea Teorema 3.15). In continuare, ludm in considerare binecu-
noscuta inegalitate Faber—Krahn si estimarea decalajului spectral McKean (a se
vedea Teorema 3.16 i Teorema 3.17). In plus, furnizam o scurta demonstratie
a principalului rezultat spectral al lui Carvalho si Cavalcante [20] (a se vedea
Teorema 3.18).

e In Sectiunea 3.2.4 stabilim o inegalitate de interpolare care face legatura intre
inegalitatea de tip Hardy si estimarea spectrala a lui McKean privind decalajul
spectral pe varietati Cartan-Hadamard, in spiritul lui Berchio, Ganguly, Grillo
si Pinchover [11] (a se vedea Teorema 3.19). O modificare simpla a acestui ar-
gument furnizeaza, de asemenea, o scurta demonstratie alternativa a inegalitatii
lui Akutagawa si Kumura [3] (a se vedea Teorema 3.22).

e In Sectiunea 3.2.5 consideram, in cazul euclidian, doua inegalitati de tip
Ghoussoub—Moradifam, care depind de parametri (cf. [49]), in care ponderile
sunt de tip nesingular (a se vedea Teorema 3.23). Pentru un anumit interval
de parametri, extindem aceste inegalitati si pentru cazul unor varietati Cartan—
Hadamard (a se vedea Teorema 3.25).

In Sectiunea 3.3 furnizam demonstratii alternative pentru diverse inegalitati mul-
tiplicative de tip Hardy, care sunt consecinte simple ale Teoremei 3.1/(ii). Procedam
dupa cum urmeaza:

e In Sectiunea 3.3.1 stabilim un principiu de incertitudine optim, dependent de un
parametru, pe varietati Cartan-Hadamard, care implica principiul de incertitu-
dine Heisenberg—Pauli-Weyl si principiul hidrogenului (a se vedea Teorema 3.27).
De asemenea, stabilim un rezultat de rigiditate: Daca principiul de incertitu-
dine cantitativ este valabil pe o varietate Cartan-Hadamard n-dimensionala cu
curbura Ricci marginita inferior, atunci aceasta varietate este izometrica cu o
varietate cu curbura constanta corespunzatoare (a se vedea Teorema 3.29).

e In Sectiunea 3.3.2 prezentam doua inegalitati Caffarelli-Kohn—Nirenberg optime
pe varietati Cartan-Hadamard (a se vedea Teoremele 3.30 & 3.31).
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In Capitolul 4 ne concentrim asupra inegalitatilor lui Rellich. In Sectiunea 4.1
prezentam doua inegalitati functionale generale pe varietati riemanniene, construite
pe baza argumentelor de convexitate si a teoremelor de divergenta/comparare. Prima
inegalitate implica un IDO de ordinul al doilea si furnizeaza inegalitati de tipul (R,),
pentru p > 1 (a se vedea Teorema 4.1). A doua inegalitate implica o inegalitate
diferentiala partiala (IDP) de ordinul al doilea si implica inegalitati de tipul (R»),
pentru p = 2 (a se vedea Teorema 4.2). Observam ca, pentru alegeri speciale ale
parametrilor, ultima IDP se reduce la o IDO, devenind mai usor de tratat.

In restul capitolului, sunt prezentate cateva aplicatii pe varietati Cartan-Hadamard.
Aici subliniem faptul ca demonstratiile noastre nu implica simetrizare, prin urmare
nu necesita valabilitatea conjecturii generalizate Cartan—Hadamard, adica valabilitatea
inegalitatii isoperimetrice optime in acest context geometric. Observam ca conjectura
este valabila pentru varietati generale Cartan-Hadamard de dimensiune n € {2,3}
(a se vedea Bol [14] si Kleiner [59]) si pentru varietati cu curbura constanta in orice
dimensiune (a se vedea Dinghas [34]).

In Sectiunea 4.2 stabilim variante de ordinul patru ale celebrului rezultat al de-
calajului spectral al lui McKean [75]. Acest rezultat afirma ca o curbura negativa
puternica (atunci cand curbura este mai mica sau egala decat un numar negativ) pro-
duce un decalaj spectral universal, independent de domeniu, pentru prima/principala
valoare proprie a problemei membranei fixe, ceea ce este in contrast radical cu cazul
euclidian.

e In Sectiunea 4.2.1 demonstram o estimare a decalajului spectral si optimalitatea
sa pentru problema placii fixate pe varietati Cartan-Hadamard cu curbura ne-
gativa puternica, pentru p > 1 (a se vedea Teorema 4.3). Observam ca aceeasi
estimare a fost stabilita si de Kristdly [65] (pe varietati Cartan-Hadamard care
satisfac conjectura Cartan-Hadamard generalizata) si Ngo si Nguyen [83] (pe va-
rietati cu curbura constanta) folosind simetrizarea. In acest caz, rezultatul nostru
completeaza cercetarile existente.

e In Sectiunea 4.2.2 furnizam o estimare optima a decalajului spectral pentru pro-
blema deformarii pe varietati Cartan-Hadamard cu curbura puternic negativa,
pentru p = 2 (a se vedea Teorema 4.4). Aceeasi estimare este cunoscuta pe
varietati cu curbura constanta datorita lui Ngo si Nguyen [83]. In acest caz, re-
zultatul nostru adauga o noua piesa de puzzle la imaginea de ansamblu; cu toate
acestea, piesele corespunzatoare cazului general p > 1 lipsesc inca.

e In Sectiunea 4.2.3 stabilim estimari optime de ordin superior ale decalajului spec-
tral prin simpla combinare a inegalitatilor noastre anterioare. Rezultatele sunt
valabile pe varietati Cartan-Hadamard cu curbura negativa puternica. Rezulta-
tele de tip placa fixata sunt valabile pentru p > 1, in timp ce rezultatele de tip
deformare sunt valabile pentru p = 2 (a se vedea Teorema 4.5 gi Teorema 4.6).

In Sectiunea 4.3 consideram inegalitati suplimentare de tip Rellich pe varietati
Cartan-Hadamard, si anume:
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e In Sectiunea 4.3.1 extindem inegalitatile Rellich clasice si ponderate la varietatile
Cartan-Hadamard (a se vedea Teorema 4.7 si Corolarul 4.8). Aceste rezultate
sunt bine cunoscute in context euclidian (a se vedea, de exemplu, Mitidieri [79]).

e In Sectiunea 4.3.2 furnizam variante de ordin superior ale inegalitatii clasice a lui
Rellich pe varietati Cartan-Hadamard (a se vedea Teorema 4.9).

e In Sectiunea 4.3.3 furnizam alte inegalitati de tip Rellich pe varietati gene-
rale Cartan-Hadamard: Teorema 4.10 si Teorema 4.11 sunt imbunatatiri de ti-
pul (R;), al doilea rezultat este valabil pentru cazul curburii negative puternice.
In cele din urm&, in Teorema 4.12 extindem inegalitatea clasica a lui Rellich
de tip (R») la varietati Cartan-Hadamard manifolds, dar numai in dimensiuni
n > 8. Aceasta constrangere rezulta din conditii tehnice; pentru un fenomen
similar, a se vedea Kristédly si Repovs [70].

In Capitolul 5 prezentam o a doua abordare alternativa pentru stabilirea inega-
litatilor lui Rellich pe varietati cu curbura constanta, folosind perechile Riccati. In
paralel cu prezentarea structurii acestui capitol, care contine versiunile finale ale aces-
tei abordari si aplicatiile sale, vom descrie pe scurt procesul de dezvoltare si observatiile
intermediare. Aceste informatii suplimentare sunt destinate sa motiveze alegerea mo-
dului de prezentare a rezultatelor noastre.

Scopul nostru initial a fost de a dezvolta o inegalitate functionala generala construita
pe perechile Riccati, care furnizeaza inegalitati Rellich de tip (R,). Avéand o astfel de
inegalitate si combinand-o cu rezultatele din Capitolul 3, care furnizeaza inegalitati de
tip (H), ar produce automat inegalititi de tip (R,). In mod evident, am intentionat
sa formulam inegalitatea noastra in cel mai general context posibil. Tinand cont de
necesitatea comparatiei Laplace in argumentul nostru, varietatile cu curbura sectionala
limitata superior pareau a fi candidati buni si in acest caz.

In timpul studiului, s-a dovedit ca argumentul de convexitate adecvat necesita atat
o comparatie Laplace, cat si o comparatie Hessiana, avand directii ,,opuse” una fata
de cealalta. Astfel, fie se impune si o limita inferioara pentru curbura sectionala, fie se
iau in considerare pur si simplu varietatile cu curbura constanta. Am optat pentru cea
de-a doua varianta deoarece mai multe aplicatii sunt, de asemenea, formulate in acest
context. In plus, in acest caz particular, rezultatele pot fi prezentate intr-o modalitate
mai simpla si mai accesibila.

In Sectiunea 5.1 prezentam abordarea noastra pentru inegalitatile lui Rellich pe
varietatile cu curbura constanta. In Sectiunea 5.1.1 incepem cu doua definitii. In
primul rand, motivati de simplitatea contextului geometric ambiant, in Definitia 5.1
introducem perechi Riccati simplificate incluzand acelasi IDO, dar conditii mai simple
asupra parametrilor. Apoi, in Definitia 5.2 introducem perechi Riccati duale care includ
un IDO, care este forta motrice reala din spatele inegalitatilor Rellich. Observam ca
ultimul IDO difera de primul printr-o schimbare de functie, introducerea celui de-
al doilea concept este o decizie personala care speram ca imbunatateste prezentarea
rezultatelor.

Folosind aceste concepte simplificate, am stabilit o inegalitate functionala generala
care furnizeaza inegalitati de tipul (R») (a se vedea Teorema 5.3/(ii)). Din nefericire,
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s-a dovedit ca conditiile tehnice care rezulta din argumentul de convexitate implica de
obicei o constrangere de dimensiune, in mod similar cu Teorema 4.12. In acest moment,
ideea derivatelor radiale a parut utild. In primul rand, in Teorema 5.3/(i) am dezvoltat
o inegalitate functionala generala, care furnizeaza versiuni radiale ale inegalitatii (R»),
in care gradientul este inlocuit cu derivata radiala. Aici, conditiile tehnice sunt mai
putin restrictive, cel putin nu necesita constrangeri dimensionale. In continuare, in Te-
orema 5.4 am stabilit o inegalitate functionala generala care furnizeaza versiuni radiale
ale inegalitatii (H). Observam ca, datorita inegalitatii Cauchy—Schwarz, aceasta din
urma inegalitate este mai puternica decat varianta sa non-radiala, adica reformularea
Teoremei 3.3 in aceste contexte geometrice. De asemenea, observam ca aceasta inega-
litate nu necesita conditii suplimentare. In restul capitolului, prezentam aplicatii de
tipul (R) exploatand ideea de derivate radiale. Observam ca fiecare dintre inegalitatile
radiale intermediare obtinute admite un corespondent non-radial, a carui conditie teh-
nica este de obicei mai restrictiva; pentru simplificarea prezentarii, aceste inegalitati
sunt omise.

In Sectiunea 5.2 furnizam aplicatii ale metodei noastre in spatii euclidiene; aici in-
tentionam sa prezentam atat punctele forte, cat si limitarile abordarii noastre. Pentru
a face aceasta, testam rezultatul nostru fata de doua inegalitati demonstrate de Adi-
murthi, Grossi si Santra [2]. In primul rand, combinim Teorema 5.3/(i) si Teorema 5.4
pentru a furniza o inegalitate functionala generala (a se vedea Teorema 5.5) formulata
in termeni de potentiale Bessel (o notiune legatd de perechile Bessel), care ne per-
mite o prezentare mai simpla. In continuare, aratam ca prima inegalitate indeplineste
conditiile ultimului rezultat (a se vedea Corolarul 5.6), in timp ce a doua nu (a se vedea
Observatia 5.7).

In Sectiunea 5.3 aplicam abordarea noastra la spatiile hiperbolice. In Teorema 5.8
furnizam o inegalitate radiala ca o consecinta a Teoremei 5.3/(i), interpoland intre
inegalitatile de tip Rellich si inegalitatile de tip estimare a decalajului spectral. Pen-
tru valorile extreme ale parametrului, obtinem inegalitati cunoscute (a se vedea Co-
rolarele 5.9 gi 5.10). In Teorema 5.11 se prezinta corespondenti de ordin inferior ai
Teoremei 5.8, care sunt consecinte simple ale Teoremei 5.4. In cele din urma, in Teo-
rema 5.13 combinam cele doua rezultate anterioare si furnizam o inegalitate sofisticata
de tip (R;) pe spatii hiperbolice.
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Capitolul 3

Inegalitati de tip Hardy pe varietati
riemanniene generale

In acest capitol, vom lua in considerare inegalitatile de tip Hardy. In § 3.1 prezentam
abordarea noastra abstracta, iar in § 3.2 & 3.3 furnizam aplicatii de tip (H) & (UP).

3.1 Inegalitati functionale generale

Primul rezultat este o inegalitate functionala formulata in doua forme equivalente.

Teorema 3.1 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniand completd, ne-
compacta n > 2-dimensionald. Fie Q C M un domeniu, p > 1 si fie p € VVI}DS(Q) ne-
constant si pozitiv cu H}}(p~' (supg p)) = 0. Sd presupunem ci w: (0,supq p) — (0, 00),
G: (0,supg p) — R si H: R — R sunt functic C astfel incat

1 / .
(G)ow = G(P)w(p) [Vopl"™" € Lio(Q) i (G(p)w(p))[Vepl”, w(p) € Lige($2),

si H(0) = H'(0) = 0. Inegalitatile urmatoare sunt valabile:

(i) (Forma aditiva) Pentru fiecare u € C§°(2) avem
/w(P)lng|p dvy > p/ [(G(p)w(p)) | Vepl” + Glp)w(p)Agpp] H(u) dug
Q Q
+(1 —p)/Q\G(ﬂ)!”/!Vgp\pw(p)\H'(u)!p/ dvg. (3.1)

(ii) (Forma multiplicativa) Pentru fiecare u € C§°(§2) avem

p

/Q (Cp)w(p)) [V opl? + Clo)w(p) Agpp] H(w) du,

[ 0o o, = L (32)

p—1
([ 16 Wapruimwy a,)
0
cu conditia sa existe o vecindatate a lui zeroV C R, care sa satisfaca

H'(s) #0,Vs € V\ {0}, G(t) # 0,Vt € (0, sup p) si Hy(|Vyp|~1(0)) =0. (3.3)

19
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Dupa cum se va vedea, ambele inegalitati din Teorema 3.1 sunt generice, adica,
pentru alegeri adecvate ale parametrilor, ele produc diverse inegalitati functionale.
In continuare vom arita ci aceasti procedura poate fi inversata: Pentru o serie de
inegalitati de tip Hardy se pot gasi alegeri adecvate ale parametrilor care sa furnizeze
demonstratii scurte/elegante pentru acestea.

3.1.1 Perechi Riccati

Sa ne concentram asupra formei aditive (i) a Teoremei 3.1. Fie p > 1, observam ca daca
H(s) = %, pentru orice s € R, atunci pH(s) = |H'(s)|” = |s|P. Aceasti observatie,
impreuna cu comparatia Laplace, sugereaza urmatoarea notiune.

Definitia 3.2 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniana completa, ne-
compactid n > 2-dimensionald. Fie Q € M un domeniu, p > 1 si fie p € W,27(Q)
neconstant si pozitiv cu |[Vyp| = 1 dygiap.t. in Q. Se fixeaza functiile continue
L, W: (0,supg p) — (0,00) si functia w: (0,supg p) — (0,00) de clasd C*. (L, W)
este o pereche (p, p, w)-Riccati in (0,supg, p) daca exista o functie G: (0,supg p) — R
astfel incat

(cl) (G),,, areloc (a se vedea Teorema 3.1);
(c2) Ayp > L(p) in sens distributional in €, si
G >0, daca Hj({r € Q:Ayp(x) > Lp(x))}) # 0;

(c3) pentru fiecare t € (0,supg, p) avem
(GHw(t) + Gw) L) + (1 = p)|GH)[w(t) = W(w(t).  (3.4)
O functie G, care indeplineste conditiile de mai sus, este admisibild pentru (L, W).

O aplicatie eficienta a Teoremei 3.1/(i) bazata pe conceptul de pereche Riccati poate
fi enuntata dupa cum urmeaza.

Teorema 3.3 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniand completd, ne-
compacta n > 2-dimensionala. Fie Q C M un domeniu, p > 1 si fie p € VVéf(Q) ne-
constant si pozitiv cu |Vyp| =1 dvg-a.p.t. in 2. Sa presupunem ca L, W : (0, supg p) —
(0,00) sunt functii continue si w: (0,supg p) — (0,00) este de clasa C' astfel incat
(L, W) este o pereche (p, p, w)-Riccati in (0,supq p). Atunci, pentru fiecare u € C§°(2)
are loc

| w9 av, > [ Wil v, (3.5)

Pentru a prezenta eficienta Teoremei 3.3, schitam o scurta demonstratie a cele-
brei estimari spectrale optime a lui McKean: Daca (M, g) este o varietate Cartan—
Hadamard n-dimensionala cu n > 2 si curbura sectionala K < x pentru un anu-
mit £ < 0, atunci spectrul esential al operatorului Laplace-Beltrami pe (M, g) este

[K 4, 00), unde
K. ((n —Dv _“)2
e\ g )
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intr—adevér, fixam zg € M si alegem p = d, ,,, adica distanta de la x(, precum si
w=1l, L=n-1v—-k W=h-1De/—r-¢, si G=c,

pentru un anumit ¢ > 0, care va fi definit ulterior. Obtinem ca IDO din (3.4) se verifica

cu egalitate, astfel, conditiile (c1) si (c3) sunt valabile. Comparatia Laplace implica

Agp > L, prin urmare (c2) este de asemenea valabila. Am obtinut ca (L, W) este

o pereche (p, p, w)-Riccati, iar G este admisibila pentru (L, ). In baza unui calcul

simplu rezulta
p— —_— p— 2 f—
r£1>ag< ((n 1) KC—C ) = Ky,

astfel, Teorema 3.3 implica imediat estimarea spectrala necesara:
/ IV yul? dv, > K,,W/ |ul? dv,, Vu € C3°(M).
M M

In continuare, vom stabili legitura dintre perechile Riccati si Bessel. Definitia
acesteia din urma este urmatoarea: Fiep > 1, R > 0si A, B: (0, R) — R functii, astfel
incat A este de clasd C'. (A, B) este o pereche p-Bessel in (0, R), dacd ecuatia

(" ADIY Oy () + T B0y 2y(t) = 0 (3.6)
are o solutie pozitiva in (0, R). Acest concept este legat de perechile Riccati dupa cum
urmeaza.

Propozitia 3.4 (a se vedea [56]). Fie R > 0 si w,W: (0,R) — (0,00) doud
potentiale astfel incat w sd fie de clasd C'. Functiay > 0 este o solutie a ecuatiei (3.6)

pe (0, R) pentru perechea
(4, B) = (w,wW)
daca si numai daca
ly' ()P ~*y' (1)
G(t) = ——F+—— 3.7
() = O (3.7)
este o solutie a ecuatiel
(G(w(t) + G(t)w(t)Lo(t) + (1 = PG w(t) = W(t)w(t), (3.8)
in (0, R), care este exact (3.4) cu egalitate si

n—1

Observatia 3.5. Intr-o varietate riemanniani (M, g) cu curbura sectionala K < &
pentru un anumit £ € R, o EDO mai adecvata in definitia unei perechi p-Bessel (A, B)
este, in loc de (3.6), urmatoarea:

(st OADIY Oy (1)) + s OBy *y(t) =0, Vi€ (0,R).  (3.9)
Intr-adevir, cand & = 0, ecuatia (3.9) se reduce la (3.6), in timp ce pentru x # 0,
densitatea s, codifica curbura si explica alegerea lui

L(t) = (n — 1)t (t) = L(1), vVt € (0, R).
Aceasta observatie va fi cruciala in unele inegalitati functionale din sectiunile urmatoare,

care vor fi obtinute prin intermediul perechilor Riccati; a se vedea, de exemplu, prin-
cipiul de comparatie al lui Cheng pentru prima valoare proprie din Teorema 3.15.
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3.2 Aplicatii I: Inegalitati aditive de tip Hardy

3.2.1 Inegalitati de tip Caccioppoli

Prima consecinta simpla a Teoremei 3.1 este o inegalitate de tip Caccioppoli, demon-
strata de D’Ambrosio si Dipierro [29, Theorems 2.1 & 3.1; Corollary 2.3].

Teorema 3.6 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemannianda completd, necom-
pacta, n > 2-dimensionala. Fie Q C M un domeniu, p > 1 st fie p € I/Vl(l)f(Q) necon-
stant si pozitiv. Dacd o € R astfel incat —(p — 1 — a)Agpp > 0 in sens distributional
in Q si |Vyp|Pp*?, p* € L (Q), atunci pentru fiecare u € C§°(Q?) avem

—1—al\” ulP
/pa|vgu|p dvg > (u) /pau|vgp|p du,. (3.10)
Q P o PP
O consecinta imediata a Teoremei 3.6 este estimarea primei valori proprii Dirichlet

a operatorului p-Laplace—Beltrami, adica a problemei membranei fixe (pentru p > 1).
Din motive de simplitate consideram cazul fara ponderi (o = 0):

Corolarul 3.7 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniand completa, necom-
pactd, n > 2-dimensionald. Fie Q C M un domeniu marginit, p > 1 si p(x) = dgo0(z)
pentru fiecare x € Q. Daca —Ayp > 0 in sens distributional in Q, atunci prima valoare
proprie Dirichlet a p-Laplacianului riemannian poate fi estimata astfel:

fQ\Vgu\pdvg - (p— 1)p 1

in — | =,
ueCg 0} [, |ul? duy R?,

Am,p<Q) = D

unde Rq = sup,cq p().

Folosind notatia Rq = sup,cq p(z) din Corolarul 3.7, in spiritul lui Brezis si Mar-
cus [16] si Barbatis, Filippas si Tertikas [8], furnizam o extensie a Teoremei 3.6 cu un
termen rezidual adecvat, atunci cand 1 < p < 2, dupa cum urmeaza.

Teorema 3.8 (a se vedea [506]). In ipotezele din Corolarul 3.7, dacd 1 < p < 2, atunci
avem

VoalPde > (220 190 LR ond 3.11
Q| gu| Vg = D Qpp(+ p(p)) Vg, ()

pentru fiecare u € C§°(§2), unde

R,(t) = (1 +log™! (ﬁ))w <1 +(2—p)log™! (ﬁ) + log? (%)) ~1>0,

pentru fiecare t € (0, Rg). In special, daca p = 2, atunci avem

1 [ u? 1 [ u?, p
/Q|Vgu|2dvg > A_L/Q?dvg—i_Z/QEIOg 2 (%) du,. (3.12)
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3.2.2 Inegalitati de tip Hardy imbunatatite pe varietati
Cartan—-Hadamard

Prezentam urmatoarea inegalitate de tip LP-Hardy, care a fost stabilita pentru prima
data de Kombe si Ozaydin [61, Theorem 2.1] pentru p > 1; versiunea initiala pentru
p = 2 este celebrul rezultat al lui Carron [19, Theorem 1.4].

Teorema 3.9 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniand completd, necom-
pacta, n > 2-dimensionald. Fie o € R, p > 1 si p: M — [0,00) o functie astfel
incat p~1(0) C M este compactd, |Vyp| =1 si Dgp > % in sens distributional pen-
tru un anumit C' > 0 cu proprietatea ca C + 1+« > p > 1. Atunci pentru fiecare
uwe CP(M\ p~1(0)) avem

C+1 - p\” P
/ PV ulP du, > ( rlte p> / p"‘M du,. (3.13)
M p Mo PP

Observatia 3.10. Daca p-capacitatea multimii compacte p~1(0) C M este zero, atunci
inegalitatea (3.13) este valabild nu numai in C§°(M\ p~1(0)), cisiin Cg°(M); a se vedea
de exemplu, Carron [19] si D’Ambrosio si Dipierro [29]. In particular, daci n > p si
HyP(p~1(0)) < oo, atunci p-capacitatea lui p~(0) C M este zero (a se vedea Heinonen,
Kilpelainen si Martio [54]).

O consecinta simpla a Teoremei 3.9 este urmatoarea inegalitate de tip Hardy pon-
derata.

Corolarul 3.11 (a se vedea [56]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionala. Fie vo € M fizat si p, € R astfel incat 1 < p < n+ a. Atunci pentru
fiecare uw € C§(M \ {zo}) avem

. nta—p\' [ .
/ dg’mo\vguv’ dUg Z <—) / dgyffodp_ dUg. (314)
M M

p 9,20
A p
In plus, constanta <W> este optimd.

Cand o = 0 in Corolarul 3.11, cazul limita p = n nu furnizeaza nicio inegalitate
rezonabila similara cu (3.14). In urmitorul rezultat demonstrim o inegalitate de tip
Hardy dependenta de parametru cu ponderi logaritmice, care este valabila si in cazul
limitd p = n; rezultate similare au fost stabilite de Edmunds si Triebel [36] in ca-
zul euclidian, precum si de D’Ambrosio si Dipierro [29, Theorem 6.5], Nguyen [84] si
Zhao [100, Theorem 1.3] in cazul varietatilor riemanniene/Finsler.

Teorema 3.12 (a se vedea [50]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionald, xo € M firat, Q = B,,,(1) si a,p € R astfel incit 1 < p < n si
a+1 < p. Atunci pentru fiecare u € C(Q2\ {zo}) avem

«a P b—a— 1 ! a—p |u|p
log®(1/dga0)|Vgul’ dvg > { ——— log (Udg,xo)dp_dvg- (3.15)
Q p Q 9,70

p—a—

A p
In plus, constanta < 1) este optima.
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In continuare, furnizam o abordare alternativa pentru a stabili inegalitati de tip
Hardy imbunatatite pe varietati Cartan-Hadamard. Pentru simplitatea prezentarii,
vom lua in considerare cazul in care p = 2 si @ = 0. Primul astfel de rezultat ,,interpo-
leaza” rezultatele din Corolarul 3.11 si Teorema 3.12 (a se vedea Adimurthi, Chaudhuri
si Ramaswamy [1]).

Teorema 3.13 (a se vedea [50]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 3-
dimensionald si @ C M un domeniu marginit. Fie xy € 0 si Do = sup,cq dy(zo, ).
Atunci pentru fiecare uw € C3°(§2) avem

—22 [ u? 1 dyry\ 2
/legu|2dvgz (n 1 ) /Qd?; dv9+1/910g_2 <ﬁ> dg—dvg. (3.16)

9,%0 9,%0

O alta imbunatatire relevanta a inegalitatii lui Hardy in R™ se datoreaza lui Brezis
si Vazquez [17, Theorem 4.1]; mai precis, daca @ C R"™ este un domeniu marginit
(n > 2), atunci pentru fiecare u € C§°(£2) avem

2

—2)? u? w n
Vul?dz > (n / dz + 52 (—n ) /u2 dz, 3.17
/Q| ‘ - 4 Q |CL’|2 jO,l VOl(Q) 0 ( )

unde jo; ~ 2.4048 este prima radacina pozitiva a functiei Bessel .Jy, iar w,, este volumul
bilei unitate euclidiene. Inegalitatea (3.17) a fost obtinuta prin simetrizare Schwarz si
o analiza ingenioasa unidimensionala. In continuare, prin utilizarea abordarii noastre,
furnizam o versiune riemanniana a rezultatului lui Brezis si Vazquez [17], care ne ofera
o noua lumina asupra aparitiei lui jo; in inegalitatea (3.17). Fie j,x a k-a radacina
pozitiva a functiei Bessel J, de speta I-a si de ordinul v € R.

Teorema 3.14 (a se vedea [50]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionald si Q@ C M un domeniu marginit. Fie xo € Q si Dg = sup,ecq dg .z, ().
n—2

Atunci pentru fiecare v € [O, %} siu € C3P(Q) avem

(n — 2)? u? jZ}l
/Q IV ul? dv, > (T —v° L dv, + D2 Qu2 du,. (3.18)
9,0

3.2.3 Estimari spectrale pe varietati riemanniene

Fie (M, g) o varietate riemanniana n-dimensionala cu n > 2. Fie Q C M un domeniu si
p > 1. Prima valoare proprie Dirichlet a lui €2 pentru operatorul p-Laplace—Beltrami
—A,, pe (M, g) este data de

fQ |V ulP dy,

A p(Q) =
»(2) ueCse (2)\{0} fQ W”dvg

Primul rezultat din aceasta sectiune este principiul de comparatie al lui Cheng (a se
vedea Cheng [27]), a carui demonstratie originala se bazeaza pe argumentul lui Barta.
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Teorema 3.15 (a se vedea [50]). Fie (M, g) o varietate riemanniand n-dimensionald
cun > 2 si curbura sectionala K < k pentru un anumit k € R. Fixam xo € Msi

y e : d y
presupunem cd 0 < R < min(inj, ,7/\/k) cu conventia w/\/k = 00, daca k < 0.
Atunci avem

Am,Q(Bg,xo (R)> > Am,2<Bn(R))v (319)

unde Bi(R) este o bila arbitrara de raza R in varietatea cu curburd constanta M.

In cazul in care domeniul nu este o bila, ca in cazul rezultatului lui Cheng, este
nevoie de un argument mai puternic. Vom lua in considerare doar cazul in care k = 0,
care corespunde faimoasei inegalitati Faber-Krahn pe varietati Cartan-Hadamard:

Teorema 3.16 (a se vedea [56]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionala, care satisface conjectura Cartan—Hadamard si fie @ C M un domeniu
marginit. Atunci avem

2/n
. Whn,
Am,Q(Q) 2 Am,Z(Q*) = ]2%_1 1 ( ) N (320)

unde 0* C R™ este o bila cu Vol(£2*) = Vol, ().

Urmatorul rezultat este estimarea decalajului spectral al lui McKean, stabilit de
McKean [75] pentru p = 2 prin utilizarea unor proprietati fine ale campurilor Jacobi;
argumentul nostru se bazeaza pe perechile Riccati.

Teorema 3.17 (a se vedea [56]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionala, cu curbura sectionala K < xk < 0. Daca p > 1, atunci

Aoy (M) > <”; 1\/—7)]0. (3.21)

Urmatorul rezultat al lui Carvalho si Cavalcante [20, Theorem 1.1] incheie aceasta
sectiune.

Teorema 3.18 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate riemanniand n-dimensionald,
n > 2 s Q C M un domeniu. Dat fiind p > 1, presupunem ca exista o functie
p: Q — R astfel incat [Vyp| < a si Ag,pp > b pentru anumite valori a,b > 0. Atunci

A p(2) > o

> T (3.22)

3.2.4 Interpolare: Inegalitatea de tip Hardy versus decalajul
spectral

Rezultatul principal al acestei sectiuni se refera la o ,interpolare” intre inegalitatea
clasica a lui Hardy si decalajul spectral al lui McKean, stabilit pentru prima data in
literatura de specialitate de Berchio, Ganguly, Grillo si Pinchover [11, Theorem 2.1] in
spatiul hiperbolic H",.
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Teorema 3.19 (a se vedea [50]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 3-
dimensionalad, cu curburda sectionala K < k < 0 s1 fie zg € M fizat. Atunci, pentru

fiecare X € [n — 2, @] siu € CP(M\ {xo}) avem

2
u
/M\Vgu|2dvg2A|/@]/Mu2dvg+hi()\)/ pp du,

9,20
(n—2)2 2 )/ u’
2 —hZ(A d
+ 4] ( 4 () M SinhZ(\/—lﬁngO) Yo
D
() [ Do), (3.23)
M dg xo

unde v, (N) = /(n — 1)2 — 4X si hy(N) = 225

2

O consecinta directa a Teoremei 3.19 poate fi enuntata dupa cum urmeaza pentru
cele doua valori marginale ale lui \.

Corolarul 3.20 (a se vedea [56]). Fie (M,g) o varietate Cartan—Hadamard n > 3-
dimensionala, cu curbura sectionald K < k < 0. Daca xy € M este fixat, atunci pentru
fiecare uw € C(M \ {xo}) avem urmatoarele inegalitati:

(i) (imbunété’girea inegalitatii de tip Hardy)

_22 2
/ IV ul? dv, > (n 1 ) / dg dv, + (n —2 ‘/i‘/ u? dv,
M 9900

—9)(n— D,.(
L =2 / 2 (dg.z0) 2 dv,. (3.24)
dg o

2

(ii) (Imbunitatirea decalajului spectral de tip McKean)

/|Vgu|2dvg |/£]/ u® dv, + /d2 dv,
M 9,T0

(n—1)(n —3) u?
+ || 1 /Msmh (\/_dm) . (3.25)

Observatia 3.21. (a) Este de mentionat ca inegalitatile din Teorema 3.19 si Coro-
larul 3.20 sunt cunoscute ca fiind critice pe H"; (a se vedea Devyver, Fraas si Pin-
chover [33, Definition 2.1]). Demonstratiile clasice ale criticalitatii (acestor inegalitati)
sunt de obicei formulate utilizand abordarea supersolutiilor; cu toate acestea, ele pot
fi adaptate la perechile Riccati.

(b) Mentionam ca Berchio, Ganguly si Grillo [10, Theorem 2.5] au furnizat o versiune
mai generala a inegalitatii (3.25), folosind o ipoteza de curbura punctuala. Inegalitati
similare pot fi, de asemenea, obtinute in termeni de perechi Riccati prin utilizarea
unei comparatii Laplace punctuale corespunzatoare (a se vedea, de exemplu, Greene si
Wu [51]).
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Urmatorul rezultat al lui Akutagawa si Kumura [3, Theorem 1.3/(5)] incheie aceasta
sectiune.

Teorema 3.22 (a se vedea [50]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionala cu curbura sectionala K < vk < 0. Fie xg € M fixat, R > 0 s1 Q =
M\ By, (R). Atunci, pentru fiecare u € C5°(2) avem

2

—1)?
[varan> [ g an, + [ u v,
Q Q 4 Q
1 <d

2
1
gao — R+ m)

2
u” dv,.

(n—1)(n —3)
* /Q A e v/ ey o)

3.2.5 Inegalitati de tip Ghoussoub—Moradifam

In aceasti sectiune, luam in considerare unele inegalitati stabilite de Ghoussoub si
Moradifam [49, Theorem 2.12] (a se vedea si [50]), unde ponderile sunt de forma

(a+ 0lz|*)? /|

pentru anumiti parametri a, b > 0. Se indica, de asemenea, posibilele extinderi ale aces-
tor inegalitati pentru cazul unor varietati Cartan-Hadamard; a se vedea Observatia 3.24
si Teorema 3.25, unde sunt discutate unele dificultati tehnice.

Teorema 3.23 (a se vedea [56]). Sa presupunem cda,b > 0 sia, B,m € R. Urmatoarele
afirmatii sunt valabile:

(i) Dacd aff >0 sim < 252, atunci pentru fiecare u € Cg°(R™) avem

a\p _ _ 2 a)B
/ Mmpdxz(w> / @bl 2, (306
]Rn n

|m|2m 2 |x|2m+2

(ii) Daca aff <0 si2m — aff < n— 2, atunci pentru fiecare uw € C§°(R™) avem

a\p _ _ 2 a\p
/MWudeZ(n 2m + off 2) / a0 2 qs (3.27)

|z|2m 2 | |2+

Observatia 3.24. Am putea sa ne asteptam la o demonstratie similara pe varietatile
Cartan-Hadamard ca in Teorema 3.23. Cu toate acestea, apare o dificultate tehnica
subtila care provine din faptul ca — in ciuda mai multor teste numerice de confirmare —
nu exista nicio dovada privind pozitivitatea functiei G pentru toate valorile admisibile
ale parametrilor.

Teorema 3.25 (a se vedea [50]). Fie (M,g) o varietate Cartan-Hadamard n > 2-
dimensionald si fie g € M un punct. Fie a,b,a,8 > 0 sim € R, cu m < %2

2
st

af +vaB(af +2(n —2m —2)) < 2. (3.28)
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Atunci, pentru fiecare w € C§°(M) avem urmdatoarea inegalitate:

bde B _ —92\? bd> . )P
/ Ot Moo 19, o, > <W) / (0t bys)” 2, (3.20)
M M

2m 2m—+-2
g,%o 2 d_‘]@o

Observatia 3.26. Asa cum am subliniat deja in Observatia 3.24, testele numerice con-
firma pozitivitatea lui G' pentru orice a,b > 0 si o, 5, m € R, iar demonstrarea acestui
fapt necesita argumente specifice din Teoria functiilor speciale. In acest moment, o
astfel de abordare nu este disponibila. In particular, ne asteptam ca in viitor sa fie
eliminata ipoteza suplimentara din Teorema 3.25.

3.3 Aplicatii II: Inegalitati multiplicative de tip
Hardy

3.3.1 Principii de incertitudine optime

Fie (M, g) o varietate riemanniana completa, necompacta, n-dimensionala (n > 2), si
fie xg € M fixat. Presupunem ca p,a € R astfel incat

n>p>1 si —p+l<a<l (3.30)

Investigam urmatorul principiu de incertitudine: pentru orice u € C§° (M), avem

(/M|vgu|pdvg)p (/Md{;jgowdvg)p

nras ! n—1 a—1
R X ) K T2 L

Observam ca (UP,,) se reduce formal la:

e principiul de incertitudine Heisenberg—Pauli-Weyl, cand o = 1 (a se vedea Kombe
si Ozaydin [61, 62] pentru p = 2 si k = 0, Kristaly [64] pentru p = 2 si £ < 0 si
Nguyen [85] pentru p > 1 si x < 0 generice);

e Principiul de incertitudine al hidrogenului, cand o = 0 (a se vedea Cazacu, Flynn
si Lam [22] si Frank [46] in R™, deci, pentru x = 0);

e [Inegalitatea lui Hardy in cazul limita cand o — —p+1 (a se vedea Corolarul 3.11).

Primul nostru rezultat arata validitatea principiului (UP,)) pe varietati Cartan—
Hadamard, care poate fi formulat dupa cum urmeaza.

Teorema 3.27 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensionald
(n > 2), astfel incit K < k < 0. Daca conditiile din (3.30) sunt valabile, atunci si
principiul (UP,.) este valabil; in plus, constanta "= este optimd.
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Observatia 3.28. Daca are loc egalitatea in (UP,,) pentru o anumita functie pozitiva
u € WHP(M), atunci egalitatea Ayd, ., = (n — 1)ct,(dy ., ) este de asemenea valabila,
ceea ce implica faptul ca varietatea (M, g) este izometrica cu varietate cu curbura con-
stanta M. Acest rezultat de rigiditate este cunoscut pentru £ = 0 de la Kristély [64]
pentru p = 2, si de la Nguyen [85] pentru p > 1.

Urmatorul rezultat este un complement al Teoremei 3.27, care furnizeaza rigidi-
tatea unor varietati riemanniene cu Ric > k(n — 1)g pentru un anumit x < 0 care
valideaza principiul incertitudinii (UP,). Rezultate similare au fost obtinute mai intai
de Kristaly [64] pentru p = 2 si @ = 1, iar apoi de Nguyen [85] pentru p > 1 generic,
ambele articole considerand doar cazul kK = 0. Acum, avem un rezultat mai general,
valabil pentru orice k <0 :

Teorema 3.29 (a se vedea [56]). Fie (M,g) o varietate riemanniand completd, ne-
compacta, n > 2-dimensionald, cu Ric > k(n — 1)g, pentru un anumit k < 0. Sa
presupunem ca (UP,) este valabil pentru un anumit xo € M si ca parametrii o, p,n

verifica fie —p+1l<a<l<p<n,cind k=0, fie0 <a<1<p<n, cand k <0.
Atunci (M, g) este izometrica cu varietate cu curbura constanta M.

3.3.2 Inegalitatile Caffarelli-Kohn—Nirenberg

In aceastd sectiune, demonstram o versiune a inegalitatii Caffarelli—-Kohn—Nirenberg (a
se vedea [18]), care rezulta din inegalitatea multiplicativa din Teorema 3.1/(ii).

Teorema 3.30 (a se vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensionald
cun > 2 astfel incat K < k pentru un anumit k < 0. Se fiveaza xg € M si se presupune
ca p,a,r € R satisfac

r>p>1, a+p>1 si pln+a—1)>r(n—p) >0.

Atunci pentru fiecare w € C5°(M) are loc

1
([ warran,)" ([ aurean,)

n+aoa-—1 n—1 a1l 1r
Z 7 /]W <1 + mDH(dQ@O)) dg’10|u| dUg.

n+a—1
r

e

In plus, constanta este optimad.

Dupa cum am aratat deja, diferite alegeri ale lui H si G’ din Teorema 3.1 produc ine-
galitati functionale cunoscute sau chiar noi in literatura de specialitate. In acest spirit,
incheiem sectiunea cu o inegalitate neobisnuita de tip Caffarelli-Kohn—Nirenberg, care
poate fi punctul de plecare pentru construirea altor inegalitati functionale cu ajutorul
Teoremei 3.1.
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Teorema 3.31 (ase vedea [56]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensionald
cun >2 si K <k <0. Atunci pentru fiecare uw € C°(M) \ {0} si c € R, are loc

/M IV, ul? dv, > (fM;gi;i;iz (n— 1)2|]. (3.31)

In particular, are loc si estimarea decalajului spectral al lui McKean:

(n— 1)2|/£|
1 .

Am(M) >



Capitolul 4

Inegalitati de tip Rellich pe
varietati riemanniene generale

In acest capitol, prezentam prima noastra abordare a inegalitatilor de tip Rellich. In
§ 4.1 prezentam abordarea abstracta. In § 4.2 stabilim estimari ale decalajului spectral
pentru diverse probleme de valori proprii de ordin superior pe varietati riemanniene
generale. In § 4.3 furnizam demonstratii alternative pentru diferite inegalitati supli-
mentare de tip Rellich.

4.1 Inegalitati functionale generale

In aceasta sectiune, prezentam doua inegalitati functionale generale. Prima inegalitate
leaga |Agju|P si |ulP, pentru p > 1, si este formulata in teorema urmatoare.

Teorema 4.1 (a se vedea [38]). Fie (M, g)o varietate riemanniand completd, ne-
compacta, n > 2-dimensionala. Fie Q) C M un domeniu, xog € Q st p = dgq,. Fiep >1
si se presupune ca L, W, w, G, H: (0,supg p) — (0,00) satisfac urmatoarele conditii:
(C1) L, W sunt continue, w, G sunt de clasi C? si H este de clasd C1;

(C2) Ayp > L(p) in sens distributional si (wG) < 0;

(C3) inegalitatea diferentiala ordinard

(p—1) [z(wGH)' 4 2wGHL — pwGH? — w|G\p/] (WG — (wGYL > W (4.1)

este valabila pentru functiile L(t), W (t),w(t), G(t), H(t), unde t € (0,supgq p).

Atunci, pentru fiecare u € C3°(2) are loc

| wonagupran, > [ Wil d,

A doua inegalitate functionald leagd |Ajul? si [V ul? si este enuntatd in teorema
urmatoare.

31
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Teorema 4.2 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate riemanniand completd, ne-
compacta, n > 2-dimensionala. Fie Q@ C M un domeniu, xop € Q si p = dg. Sa
presupune ca L, W, G, H: (0,supg p) — (0,00) satisfac urmatoarele conditii:

(C1’) L,W sunt continue, G este de clasi C* si H este de clasi C*;
(C2%) Ayp > L(p) in sens distributional;
(C3’) wrmatoarea IDP este valabila pentru p = dg ., (x) si pentru fiecare v € Q-

(W(p)H(p))' + W(p)H(p)L(p) — W (p)H(p)* > AgG(p) + G(p)*.  (4.2)

Atunci, pentru fiecare u € C3°(Q) are loc

[ 18P v, = [ 26(0) = Wip)IVul v,
Q Q

4.2 Aplicatii I: Estimari ale decalajului spectral

In aceast’ sectiune, stabilim estimari spectrale optime pe varietatile Cartan—-Hadamard
pentru problema placii fixate (pentru p > 1), pentru problema deformarii (pentru
p = 2) si pentru variantele lor de ordin superior. Toate demonstratiile se bazeaza pe
argumente de convexitate si de comparatie; in plus, ele nu necesita simetrizare.

4.2.1 Problema placii fixate
Rezultatul nostru de decalaj spectral cu privire la problema placii fixate este urmatorul.

Teorema 4.3 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nala cu n > 2 st curbura sectionala K < k, pentru un anumit K < 0. Fie p > 1 st
Q C M un domeniu. Atunci pentru fiecare u € C§°(2) are loc

/nguyp dv, > ((” - 1)1’?(}9 - 1))1)/9 ful? do,. (4.3)

In plus, constanta din (4.3) este optima.

Subliniem ca estimarea din Teorema 4.3 este un rezultat nou, care nu a fost inca
stabilit intr-un context atat de general.

4.2.2 Problema deformarii
Rezultatul nostru spectral cu privire la problema deformarii este urmatorul.

Teorema 4.4 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nala cu n > 2 si curbura sectionala K < k, pem‘ru un anumit k < 0. Daca Q2 C M
este un domeniu, atunci pentru fiecare u € COO( are loc

/|Agu|2dvg '“'/w ul? du,. (4.4)
Q

In plus, constanta din (4.4) este optima.
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Observam ca Teorema 4.4 este un rezultat nou, care ofera estimarea decalajului
spectral pe varietati generale Cartan-Hadamard pentru p = 2.

4.2.3 Estimari de ordin superior

In continuare, prezentam estimari de ordin superior referitoare atat la problema placii
fixate, cat si la problema deformarii.

Teorema 4.5 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nala cu n > 2 si curbura sectionala K < K, pentru un anumit k < 0. Fiep > 1 s
Q C M un domeniu. Atunci pentru fiecare uw € C§(2) sik > 1 cu k € N, au loc

AP du, > D= DR\ [ g, (4.5)
/Q ((”—)(p 1)2)’)/0

p2

/legA’;u]deg > ((”_ 1>“>p <(”_ Dp = 1)/€2)kp/9\u|pdvg. (4.6)

P p?

In plus, constantele din (4.5) si (4.6) sunt optime.

Teorema 4.6 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nala cun > 2 si curbura sectionala K < k, pentru un anumit k < 0. Daca 2 C M
este un domeniu, atunci pentru fiecare uw € C3°(Q) st k > 1 au loc

_ 1 4k—2
[1abupan, = (“525) 0 [ 1o, (@7)
Q Q
ERTYRL
/Q 1V, Al du, > (%) /Q IV, ul? du, (4.8)

4.3 Aplicatii II: Inegalitati de tip Rellich

In aceasta sectiune, prezentam alte aplicatii suplimentare ale inegalitatilor noastre
functionale generale.

4.3.1 Inegalitati Rellich clasice si ponderate

Extinderea inegalitatii Rellich ponderate este urmatoarea; pentru versiunea euclidiana,
a se vedea Mitidieri [79, Theorem 3.1].

Teorema 4.7 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nald cun > 5. Fie Q C M un domeniu si p,v € R astfel incat

-1
l<p<mn/2 si 2—2<7<M.
p p

Se fizeaza xg € § si fie p = dg . Atunci, pentru fiecare v € C§°(2) are loc

p _ p p
A o (7 np—1) ul
/Qp |Ayul? dv, > (p 2+ fy) ( p y fpeam dvy. (4.9)
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Corolarul 4.8 (a se vedea [38]). Alegind v = 0 in Teorema 4.7, se obtine extinderea
inegalitatii clasice a lui Rellich; adica, pentru fiecare u € C§°(Q2) are loc

n p(n(p—l))p |u|p
AulPdv, > | — —2 dv,.
/Q| gul” dey (p ) p Qp?

In particular, daca p = 2 pentru fiecare u € C§°(£2) are loc

20 _ 4)2 2
AMM”%ZR%G)lyﬂ®? (4.10)

p

4.3.2 Variante de ordin superior ale inegalitatii clasice a lui
Rellich

Extinderea inegalitatilor de tip Rellich de ordin superior este indicata in teorema
urmatoare; pentru versiunile euclidiene, a se vedea Mitidieri [79, Theorem 3.3].

Teorema 4.9 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nald cun > 5. Fie Q C M un domeniu, se fizeaza xo € ) si se defineste p = dg 4, -
Urmatoarele inegalitati sunt valabile:

(i) Daca k >1 sin > 2kp, atunci
/Q |Akul? dvg > A (K, p) g |p2]Lp dvyg, Yu € C5°(Q),
unde

Ava(k,p) = ﬁl (g - 2s)p (% + 25— 2)p.

(ii) Daca k> 1 sin > (2k + 1)p, atunci

juf”

U
/Q|VgA§u‘p dUg Z Ar;g(k,p) /Q mdl@, Yu € CSO(Q)

Ava(k,p) = <n;p>p£[l <g — 25— 1>p <w + 25— 1>p.

4.3.3 Inegalitati Rellich suplimentare

unde

In aceastd sectiune prezentam alte aplicatii ale inegalitatilor noastre functionale gene-
rale, furnizand demonstratii scurte pentru inegalitati suplimentare de tip Rellich.

Teorema 4.10 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nald cun > 5. Fie Q= B, ,,(1) C M o bila unitate centrata in xo € M. Se defineste
p=dga,. Atunci, pentru ﬁecare u € COO(Q) are loc

(n—4 )901 u’
/Q]Agu|2dvg /—d —5 /Qﬁdvg,

unde jo1 reprezinta primul zero pozitiv al functiei Bessel Jy.
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Al doilea rezultat se refera la cazul in care K < k pentru un anumit x < 0 si poate
fi formulat dupa cum urmeaza.

Teorema 4.11 (ase vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nala cu n > 5 si curbura sectionala K < k pentru un anumit k < 0. Fie Q C M un
domeniu, se fizeazd xo € Q si se defineste p = dg,,. Atunci, pentru fiecare uw € C§°(Q)

are loc
_14 2 _12 2
Q Q Q

—1)3(n — 2 2
UL Y S
8 q sinh”(kp)

Al treilea rezultat al sectiunii este o aplicatie simpla a Teoremei 4.2.

Teorema 4.12 (a se vedea [38]). Fie (M, g) o varietate Cartan—Hadamard n-dimensio—
nala (n > 8), Q@ C M un domeniu, xo € M fizat si se defineste p = dg4,. Atunci,
pentru fiecare uw € C5°(2) are loc

2 2
/]Agu|2dvg > n_/ Vyul du,.
1 2
Q Q P

Observatia 4.13. Teorema 4.12 este asteptata sa fie valabila pentru orice n > 5; cu
toate acestea, conditia tehnica n > 8 este necesara pentru a garanta aplicabilitatea
Teoremei 4.2 (W > 0 atunci cand n > 9, iar daca n = 8, atunci W = 0, caz in care
demonstrarea Teoremei 4.2 este evidenta). O restrictie similara a aparut si in contextul
Finsler la demonstrarea inegalitatilor cantitative de tip Rellich; a se vedea Kristaly si
Repovs [70], unde s-a aplicat o alta abordare.







Capitolul 5

Inegalitati de tip Rellich pe
varietati cu curbura constanta

In acest capitol, folosind ideea perechilor Riccati, prezentam o a doua abordare pentru a
demonstra inegalitatile lui Rellich pe varietati cu curbura constanta: In § 5.1 prezentam
abordarea noastra abstracta, in timp ce in § 5.2 & 5.3 furnizam aplicatii in spatiile
euclidiene si, respectiv, in spatiile hiperbolice.

5.1 Inegalitati functionale generale

In aceasta sectiune, prezentam abordarea noastra abstracta. Motivata de simplitatea
contextului geometric, reformulam definitia perechilor Riccati.

5.1.1 Perechi Riccati simplificate si perechi Riccati duale
Fie £ < 0 si definim L, : (0,00) — (0, 00), prin
Li(t) = (n — 1)cta(t).

O definitie simplificata a perechilor Riccati reformulata pentru varietati cu curbura
constanta este urmatoarea (pentru versiunea originala, a se vedea Definitia 3.2).

Definitia 5.1 (a se vedea [55]). Fie k < 05si 2 C M” un domeniu. Se fixeaza xy €
si se considera p = d, ,, distanta de la xy. Se presupune ca w, W: (0,supg, p) — [0, 00)
sunt functii netede. (L., W) este o pereche (p,w)-Riccati simplificata pe (0,supg, p)
daca exista o functie neteda G: (0,supg p) — R astfel incat urmatoarea IDO sa fie
valabila:

) G(t) — G)* > W (1), Vt € (0,supg p). (5.1)

O functie G care satisface (5.1) este admisibila pentru (L., W).

Inegalitatea de mai sus este o forta motrice pentru inegalitatile functionale de tip
Hardy. Cu toate acestea, dupa cum vom vedea in curand, inegalitatile de tip Rellich
sunt mai compatibile cu versiunea sa duala, care poate fi enuntata dupa cum urmeaza.
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Definitia 5.2 (a se vedea [55]). Fie k < 0si  C M” un domeniu. Se fixeaza xy €
si se considera p = d,; ,, distanta de la xy. Se presupune ca v, V': (0,supg p) — [0, 00)
sunt functii netede. (L, V') este o pereche (p, v)-Riccati duald pe (0, supg, p) daca exista
o functie neteda H: (0,supg, p) — R astfel incat urmatoarea IDO sa fie valabila:

CH'(1) + (Ln(t) . “/(t)) Ht)— HE?>V(t),  Vte (0,5upgp). (5.2)

O functie H care satisface (5.2) este admisibild dual pentru (L, V).

Primul rezultat al sectiunii este o inegalitate functionala generala, care poate fi
enuntata dupa cum urmeaza.

Teorema 5.3 (a se vedea [55]). Fie k < 0 si Q@ C M? un domeniu. Se fizeazd
xo € Q si se defineste p = d,; 5,. Se presupune ca (L, V') este o pereche Riccati duald
pe (0,supq p) si H este admisibila dual pentru (L, V). Atunci sunt valabile urmatoarele
afirmatii.

(i) Pentru fiecare u € C§°(§2) are loc

/ 0(0)|Aguf? da, > / o(p)V ()| V7l e, (5.3)
Q Q

cu conditia ca Ey(t) = (v(t)H(t)) +v(t)H(t)(Li(t) — 2ct, () > 0, Vt > 0.
(ii) Pentru fiecare u € C§°(S2) are loc

/Q 0(0)| Agul? dz, > / v(p)V ()| Vsl iy, (5.4)

cu conditia ca Eq(t) =2(v(t)H(t)) +v(t)H(t)(H(t) — 2ct.(t)) > 0, ¥Vt > 0.

Al doilea rezultat al sectiunii este conceput pentru a completa Teorema 5.3/(i).
Acesta poate fi enuntat dupa cum urmeaza.

Teorema 5.4 (a se vedea [55]). Fie k <0 si Q@ C M un domeniu. Se fizeaza xy €
si se defineste p = d,; . Presupunem ca (L., V') este o pereche Riccati simplificata pe
(0,supg, p) si H este admisibila pentru (L, V). Atunci pentru fiecare u € C§°(2) avem

/Q w(p) |Vl da, > / W(p)W () da, (5.5)

Observam ca Teorema 5.3/(i) si Teorema 5.4 pot fi utilizate in mod eficient pentru
a demonstra inegalitati de tip Rellich pe varietatile cu curbura constata. Aceasta se
poate realiza si prin combinarea Teoremei 5.3/(ii) si a Teoremei 3.3, dar cu costul unor
conditii suplimentare, care implica de obicei constrangeri restrictive pentru dimensiune.
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5.2 Aplicatii I: Inegalitati pe spatii euclidiene

In contextul euclidian, o serie de inegalitati de tip Rellich bine cunoscute sunt stu-
diate de Ghoussoub si Moradifam [49] in termeni de potentiale Bessel si/sau perechi
Bessel. Dupa recapitularea conceptelor aferente, discutam doua inegalitati noi, care
evidentiaza punctele forte si limitarile metodei noastre. Pentru demonstratiile originale
ale inegalitatilor selectate (5.7) si (5.8), a se vedea Adimurthi, Grossi si Santra [2].
Reamintim ca o functie Z > 0 este un potential Bessel pe (0, R) daca exista o
constanta ¢ > 0 si o functie z > 0 astfel incat urmatoarea EDO sa fie valabila:

2(t) + @ Ve Z(t)-2(t)=0, Vte(0,R). (5.6)

Folosind Teorema 5.3/(i) si Teorema 5.4 obtinem urmatorul rezultat general.

Teorema 5.5 (a se vedea [55]). Fien > 5 si fie B CR"™ o bild centrata in origine cu
raza R > 0. Sa presupunem ca Z este un potential Bessel pe (0, R) cu solutia z si cea
mai buna constanta c, astfel incat sa avem

(Z) + Z = =2+ f(t), unde A <n—2, f(t) >0 silimyotf(t) =0

Se defineste H(t) = 5 + Z((t)) Dacd Ey(t) = H'(t)+ H(t)- %72 > 0, Vt € (0, R), atunci

pentru fiecare u € C§°(B) avem

2 _ 2 2 2 _ o 2 2
B 16 B 7| 4 4 B |7l

In continuare, pentru o functie arbitrara h se definesc

hig(t) =t hpy(t) = h(t) st hy(t) = h(hp-y(t),  Vi=>2.

Un corolar al Teoremei 5.5 poate fi enuntat dupa cum urmeaza.

Corolarul 5.6 (a se vedea [55]). Fie n > 5 si B C R"0 bila centrata in origine cu
raza R > 0. Dacd k > 1 sir = R-expy_y(e), atunci pentru fiecare u € C5°(Q) avem

200 _ A)2 2
/ |Aul? dz > n(n—4) / u4dx
B 16 B ||
, -2
n(n —4) il u? J r
+ (1 + T) Z/BW Hlogm il dz. (5.7)
j=1 i=1

Limitarile Teoremei 5.5 pot fi ilustrate dupa cum urmeaza.

Observatia 5.7. Fie ((t) = 1—g k> 1, R > 0 si se considera inegalitatea

Aul? > (n—4 /
/|u|d S

(SR o
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Inegalitatea (5.8) este generata de potentialul Bessel cu parametrii

0 i%ﬁﬁ( ) zk,R(t)—<Qem<}%>) . Vte(0R),

7j=1 =1

N|=

sic= %. In plus, conditia (Z) este valabila pentru A = 2. Se observa ca

lim By (¢) = lim | H'(t) + H(t) n-3)_n-k de H(t)—"+5;“”“(t)
i TR )" 2 0 ™ T2 ()

Relatia de mai sus arata cé daca k > n, conditia de pozitivitate nu este indeplinita si,
prin urmare, Teorema 5.5 nu poate fi aplicata.

5.3 Aplicatii II: Inegalitati pe spatii hiperbolice
In aceastd sectiune, prezentam aplicatii ale rezultatelor noastre pe spatii hiperbolice.

Primul rezultat in acest context este urmatoarea inegalitate de interpolare.

Teorema 5.8 (a se vedea [55]). Fie k <0, n >5 si Q CH un domeniu. Se fizeaza
xo € (1 51 se noteaza cu p = dy 4, distanta riemannianda de la xo. Atunci pentru fiecare
u € C(Q) are loc

rad,,|2
Aul*dx, > |k|A Vradu 2dz, + B2 () —’v“ ul dz,
|Asul p "
0

2 ) |Vradu|2
1] (——h (/\))/QSIDIlQ(\/_p)d
W) (V) / (petlp) = 1) Graaye g (5.9)

Q p?

" () = v/l 1P X gi hy(A) = 2L

Consecintele directe pot fi enuntate dupa cum urmeaza pentru cele doua valori
marginale ale lui .

Corolarul 5.9 (a se vedea [55]). Se alege A = 0 in (5.9). Pentru fiecare u € C§°(2)
se obtine

rad,, |2 _
[18afan > 2 [ I g 001 [ Qo) =V g,
Q

2
Corolarul 5.10 (a se vedea [55]). Se alege A = @ in (5.9). Pentru fiecare
u € CP(Q) se obline
rad, |2
/‘Anuﬁdwn_ K|/’vrad |2d + = /“v—ij/'dx,{
Q P
-1 rad,, |2
+m Il [

4 q sinh?(v/—kp)
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Complementele de ordin inferior ale Corolarului 5.10 pot fi enuntate dupa cum
urmeaza.

Teorema 5.11 (a se vedea [55]). Fie k <0, n >5 si Q C H? un domeniu. Se fizeaza
xo € (2 51 se noteaza cu p = dy 4, distanta riemanniana de la xo. Atunci pentru fiecare
u € CP(Q) au loc inegalitatile

/|fodu]2dx,{_ K|/ u? dx, + / dz,
Q0

(n 3)|x| u’
4 q sinh?(v/=kp)
rad,, |2 2 t/-; -1 2 2
/ Ve 2u] dzx, > 9/ u—4d:r;,{ —(n— 1)/ ct«(p) dz, + —(n il u—de
Q P 4 Jop Q

p? 4 Q P
(n—1)(n — 3)|x| u?

d
4 q p?sinh?®(v/—kp) !

+ dz,, (5.10)

+

(5.11)

|V“‘du|2 1 u? (n — 3)?|k]| u?
dz, > - — dz,. + — dz,.
q sinh?(v/=kp) 4 Jq t2sinh”(v/—kp) 4 o sinh?(y/—kp)
(n —3)(n —5)|x| u?
4 q sinh*(v/=kp)
Observatia 5.12. Versiunile non-radiale ale ultimelor trei inegalitati pot fi obtinute

folosind Teorema 3.3 prin alegerea acelorasi functii pentru parametri; a se vedea, de
asemenea, Sectiunea 3.2.4 si rezultatele din aceasta.

dz,.. (5.12)

Incheiem sectiunea cu urmatorul rezultat, care combina Teorema 5.11 si Corola-
rul 5.10. Acest ultim rezultat poate fi enuntat dupa cum urmeaza.

Teorema 5.13 (a se vedea [55]). Fie k <0, n>5 si Q CH? un domeniu. Se fizeazd
xo € () si se noteaza cu p = dy ., distanta riemanniana de la xy. Atunci pentru fiecare
u € C§°(Q2) are loc

—1)4 —1)2 2
/ |Anu|2 dxn Z (n ) |,€| / U2 d:l:n + (TL ) |l€| / U’_Qd
Q QP

n—l

)15
/ p? sinh? \/—_Iip>
(n—l)( —3)(n* —2n — 1)K* u?
* /Q sinh dz

8 “(V=Fp)
USRSy NV T
PR ST
(n? = 1)(n — 3)(n — 5)x? / u? 9 [ u?
_|_ d K —'I_ - - d K
16 q sinh*(v/=kp) 6 Jo ot
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