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Introducere

În această teză, combinăm not, iunile de punct fix s, i punct critic pentru a obt, ine

o ı̂nt,elegere mai profundă a proprietăt, ilor calitative ale solut, iilor pentru diverse

sisteme neliniare. În mod specific, investigăm proprietăt, ile de echilibru ale solut, iilor

pentru unele sisteme neliniare. Accentul nostru principal este pus pe echilibre de

tip Nash.

Conceptul de echilibru, ı̂nt,eles astăzi sub numele de echilibru Nash, ı̂s, i are

rădăcinile istorice ı̂n studiul economic realizat de A. Cournot ı̂n mijlocul secolului al

XIX-lea, ı̂n cartea The Mathematical Principles of the Theory of Wealth [21, Capi-

tolul VII]. Acest studiu examinează rezultatele a doi ”proprietari” care analizeaza

atât pret,ul total per produs, cât s, i cantitatea de vânzări. Analiza presupune că

proprietarii nu funct, ioneaza ca un monopol, adică niciunul dintre ei nu exercita

influent, ă asupra celuilalt. Cu alte cuvinte, analiza s-a concentrat pe un scenariu

ı̂n care ambii proprietari se aflau ı̂ntr-o stare ı̂n care niciunul nu putea ı̂mbunătăt, i

profitul ı̂n raport cu celălalt.

În 1951, J. Nash [40] a examinat astfel de echilibre ı̂n jocuri finite non-cooperative

din cadrul teoriei jocurilor s, i a furnizat un rezultat riguros de existent, ă folosind teo-

rema punctului fix a lui Brouwer [11]. Noutatea acestui articol constă ı̂n aplicabili-

tatea sa la orice joc finit, contrastând cu ı̂ncercările anterioare precum cea realizată

de J. Neumann s, i O. Morgenstern ı̂n 1944 [39].

O nouă perspectivă este să folosim not, iunea de echilibru Nash ı̂n mod mai general

pentru sisteme de ecuat, ii operator, ı̂n special pentru un sistem de două ecuat, ii cu u

s, i v ca necunoscute, unde fiecare dintre ecuat, ii are o funct, ie de energie E1(u, v) s, i

E2(u, v), respectiv. O solut, ie (u∗, v∗) este un echilibru Nash dacă

E1(u
∗, v∗) = minE1(·, v∗) s, i E2(u

∗, v∗) = minE2(u
∗, ·).

Începând din 1951, ideea unui echilibru Nash a fost extensiv dezvoltată nu numai

ı̂n domeniul teoriei jocurilor, ci s, i ı̂n diverse alte domenii (vezi, de exemplu, F.

Facchinei s, i C. Kanzow [29], S. Park [41,42], J. Li s, i S. Park [37], J. Krawczyk [36],

S. Cacace, E. Cristiani, M. Falcone [15], J.A. Ramos, R. Glowinski s, i J. Periaux

[58,59]).
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Structura tezei

Teza noastră constă din patru capitole, fiecare având mai multe sect, iuni ı̂n interior.

Capitolul 1 este dedicat conceptelor preliminare esent, iale, rezultatelor s, i notării

utilizate pe parcursul acestei lucrări. În Sect, iunea 1.1, introducem rezultate fun-

damentale legate de derivata Fréchet s, i operatorii Nemytskii. Sect, iunea 1.2 discută

principiul variat, ional al lui Ekeland s, i consecint,ele sale. În Sect, iunea 1.3, revizuim

conceptele legate de matrice cconvergente la zero s, i proprietăt, ile asociate acestora.

În cele din urmă, ultimele trei sect, iuni furnizează rezultate necesare utilizate pe par-

cursul tezei, acoperind teoremele punctului fix, spat, iile Sobolev s, i un nou concept

de linking introdus de R. Precup.

În Capitolul 2, ne concentrăm pe sistemele ı̂n care fiecare dintre ecuat, ii admite o

structură variat, ională, adică fiecare ecuat, ie este echivalentă cu o problemă de punct

critic. Sect, iunea 2.1 ı̂ncepe cu un rezultat de existent, ă s, i unicitate pentru o ecuat, ie

de tip Kirchhoff, unde demonstrăm, de asemenea, echivalent,a sa cu o problemă

de punct critic. Ulterior, investigăm un sistem de ecuat, ii Kirchhoff, demonstrând

existent,a unei solut, ii care este s, i un echilibru Nash pentru funct, ionalele energie

asociate. Acest rezultat este obt, inut atât ı̂n ı̂ntregul domeniu, cât s, i ı̂ntr-o bila.

Sunt furnizate exemple ilustrative pentru fiecare caz.

Capitolul continuă cu Sect, iunea 2.2, unde studiem un sistem abstract pe spat, ii

Banach reflexive s, i uniform convexe, sub ipoteza că fiecare ecuat, ie posedă o formă

variat, ională.

Toate rezultatele din Sect, iunea 2.1 sunt originale s, i au fost publicate ı̂n R. Precup

s, i A. Stan [54]. În Sect, iunile 2.2 s, i 2.3, contribut, iile noastre sunt: Teorema 2.8,

Teorema 2.9, Teorema 2.10 s, i Exemplul 2.3. Acestea au fost publicate ı̂n A. Stan

[67].

Scopul Capitolului 3 este să investigăm ı̂n continuare existent,a solut, iilor care

constituie echilibre Nash, chiar s, i pentru sisteme ı̂n care nu toate ecuat, iile admit o

structură variat, ională. În Sect, iunea 3.1, studiem un sistem de trei ecuat, ii ı̂n care

doar ultimele două dintre ele au această proprietate. Oferim condit, ii suficiente astfel

ı̂ncât sistemul să fie rezolvabil s, i, ı̂n plus, ultimele două componente ale solut, iei să

fie un echilibru Nash pentru funct, ionalele energie asociate.

În Sect, iunea 3.2, explorăm un sistem similar celui din Sect, iunea 3.1, dar cu un

număr arbitrar de ecuat, ii. Presupunem că doar ultimele p ecuat, ii admit o formă

variat, ională. Scopul nostru nu este doar să demonstrăm existent,a solut, iilor astfel

ı̂ncât ultimele p componente ale solut, iei să fie un echilibru Nash pentru funct, ionalele

lor energie, ci s, i să stabilim localizarea lor ı̂n mult, imi conice. În cele din urmă, ı̂n

Sect, iunea 3.3, prezentăm aplicat, ii ale rezultatelor obt, inute atât ı̂n Sect, iunea 3.1, cât

s, i ı̂n Sect, iunea 3.2. Fiecare aplicat, ie este ı̂nsot, ită de un exemplu ilustrativ.
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Toate rezultatele din acest capitol sunt originale s, i pot fi găsite ı̂n A. Stan [65,66].

Capitolul 4 ı̂s, i propune să extindă conceptul de echilibru Nash discutat ı̂n

capitolele anterioare. Ideea nu este doar de a atinge minimul funct, ionalelor energie,

ci s, i de a obt, ine puncte de tip mountain-pass, toate acestea printr-o teorie unitară.

Astfel, dat fiind un sistem de puncte critice E11(u, v) = 0 s, i E22(u, v) = 0, unde Eii

(i = 1, 2) reprezintă derivata Fréchet a unei funct, ii Ei ı̂n raport cu a i-a variabilă, ne

propunem să obt, inem o solut, ie (u∗, v∗) astfel ı̂ncât una dintre următoarele situat, ii să

fie valabilă: a) E1(u
∗, v∗) este minim pentru E1(u

∗, ·) s, i E2(u
∗, v∗) este minim pentru

E2(·, v∗) (echilibru Nash), b) E1(u
∗, v∗) este minim pentru E1(u

∗, ·) s, i E2(u
∗, v∗) este

un punct de tip mountain-pass pentru E2(·, v∗) sau c) E1(u
∗, v∗) este un punct de

tip mountain-pass pentru E1(·, v∗) s, i E2(u
∗, v∗) este un punct de tip mountain-pass

pentru E2(u
∗, ·). Pentru a sublinia important,a problemei, să considerăm perechea

de funct, ii de mai jos pe R2 × R2:

E1 (x, y, z, w) = x2 + y2 + z2 + w2 − xz, E2 (x, y, z, w) = x2 + 2y2 + z2 + w2 − yw,

F1 (x, y, z, w) = x2 + y2 + z2 + w2 − xz, F2 (x, y, z, w) = x2 + 2y2 + z2 − w2 − yw,

G1 (x, y, z, w) = x2 − y2 + z2 + w2 − xz, G2 (x, y, z, w) = x2 + 2y2 + z2 − w2 − yw.

Se poate observa us,or că perechea (u∗, v∗), unde u∗ = v∗ = (0, 0), este un punct

critic pentru toate funct, iile de mai sus, dar cu proprietăt, i diferite. Într-adevăr: u∗

minimizează E1 (·, v∗) = x2 + y2 ı̂n timp ce v∗ minimizează E2 (u∗, ·) = z2 + w2, u∗

minimizează F1 (·, v∗) = x2 + y2 ı̂n timp ce v∗ este un punct de tip mountain-pass

pentru F2 (u∗, ·) = z2−w2, s, i ı̂n cele din urmă u∗ este un punct de tip mountain-pass

pentru G1 (·, v∗) = x2 − y2 ı̂n timp ce v∗ esteun punct de tip mountain-pass pentru

G2 (u∗, ·) = z2 − w2.

Această lucrare completează semnificativ lucrarea [53] s, i extinde ideile s, i tehnicile

prezentate ı̂n M. Be ldzinski s, i M. Galewski [8], R. Precup s, i A. Stan [48, 52, 53, 65]

(vezi s, i G. Kassay s, i V. D. Rădulescu [34, Cap. 8]). Cu toate acestea, noutatea

absolută introdusă de această lucrare constă ı̂n abordarea unitară pentru obt, inerea

solut, iilor care sunt echilibre Nash generalizate pentru sistem, adică unele compo-

nente ale solut, iei pot fi puncte critice de tip mountain-pass, ı̂n timp ce altele pot fi

puncte de minim. Teoria se aplică nu doar sistemelor cu două ecuat, ii, ci poate fi

extinsă la orice număr de ecuat, ii.

Toate rezultatele din acest capitol sunt incluse ı̂n R. Precup s, i A. Stan [55].

Publicat, iile autorului:

1. A. Stan. Nonlinear systems with a partial Nash type equilibrium. Studia Univ.

Babeş-Bolyai Math., 66(2):397–408, 2021.

5



Cuprins

2. R. Precup and A. Stan. Stationary Kirchhoff equations and systems with

reaction terms. AIMS Math., 7(8):15258–15281, 2022.

3. A. Stan. Nash equilibria for componentwise variational systems. J. Nonlinear

Funct. Anal., 6, 2023.

4. R. Precup and A. Stan. Linking methods for componentwise variational sys-

tems. Results Math., 78:246, 2023.

5. A. Stan. Localization of Nash-type equilibria for systems with a partial varia-

tional structure J. Numer. Anal. Approx. Theory, 52(2):253–272, 2023.

Cuvinte cheie

Echilibre de tip Nash, Operatori monotoni, Sisteme eliptice, Metode variat, ionale,

Linking, Geometrie mountain pass, Principiul variational a lui Ekeland

Mult,umiri

Realizarea acestei teze o datorez sprijinului constant, răbdării, ı̂ndrumării oferite

de către dl prof Radu Precup. Sunt profund recunoscător pentru angajamentul său

neclintit ı̂n ment, inerea standardelor academice riguroase s, i pentru vasta cunos,tint, ă

pe care am dobândit-o sub ı̂ndrumarea sa. Mult,umiri speciale sunt adresate tuturor

membrilor Grupului de Ecuatii Diferent, iale, pentru ajutorul lor amabil s, i sugestiile

valoroase oferite ı̂n timpul seminarilor de cercetare. În final, as, dori să adresez

mult,umiri speciale familiei mele pentru suportul lor necondit, ionat s, i ı̂ncurajarea

oferită.
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Capitolul 1

Preliminarii

În acest capitol enumerăm câteva not, iuni s, i rezultate pe care le folosim pe parcursul

tezei noastre. Principiul variat, ional al lui Ekeland, teoremele punctului fix, pro-

prietăt, ile matricelor convergente la zero s, i rezultatele din teoria spat, iilor Sobolev

sunt principalele instrumente ı̂n cercetarea noastră.

Conceptele discutate aici sunt bine documentate ı̂n literatură. Unele dintre

referint,ele remarcabile includ lucrările lui A. I. Perov [44], I. A. Rus [61, 62], F.

Browder [12], H. Brezis [10], K. Deimling [22], R. Precup [45,49], P. G. Ciarlet [16],

H. Le Dret [26], C. Zălinescu [70], G. Kassay s, i V. D. Rădulescu [34], R. S. Varga

[69], A. Granas s, i J. Dugundji [32], R. Adams s, i J. Fournier [1].

1.1 Calcul diferent, ial ı̂n spat, ii Banach

Definition 1.1. Se spune că E este diferent,iabilă Fréchet ı̂n u ∈ X, dacă există

E ′(u) ∈ X∗ astfel ı̂ncât

E(u+ v) − E(u) = ⟨E ′(u) , v⟩ + ω(u, v), pentru orice v ∈ X,

unde ω este astfel ı̂ncât

ω(u, v)

|v|
→ 0, dacă |v| → 0.

Definition 1.2 ([45, Definit, ia 5.1]). O funct,ie f : Rm → Rn se spune că este de tip

Carathéodory dacă

1. f(·, y) : Rm → Rn este măsurabilă pentru fiecare y ∈ Rm;

2. f(x, ·) : Rm → Rn este continuă pentru aproape fiecare x ∈ Rm.

În discut, ia ulterioară, Ω ⊂ Rm denotă un o mult, ime deschisă s, i mărginit.
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1.2. Principiul variational Ekeland

Definition 1.3. Fie f : Ω×Rn → RN o funct,ie. Operatorul Nemytskii asociat cu f

este acea funct,ie care asociază oricărei funct,ii u : Ω → Rn, noua funct,ie Nf (u) : Ω →
RN , dată de

Nf (u) (x) = f(x, u(x)), pentru orice x ∈ Ω.

Teorema 1.1 ([46, Teorema 9.1]). Fie p, q ∈ (1,∞) s, i fie f : Ω×Rn → RN o funct,ie

de tip Carathéodory. Presupunem că există constantele c1, c2 ∈ R+ astfel ı̂ncât

|f(x, y)| ≤ c1|y|
p
q + c2, pentru orice y ∈ Rn s, i aproape orice x ∈ Ω.

Atunci, operatorul Nemytskii Nf este bine definit s, i continuu de la Lp (Ω;Rn) la

Lq
(
Ω;RN

)
.

Example 1.1. Fie F : Ω × Rn → R o funct,ie cu următoarele proprietăt,i:

(1) F (·, 0) = 0,

(2) F este de tip Carathéodory,

(3) F (x, ·) este continuă s, i derivabilă.

Dacă ∇F (x, ·) este, de asemenea, de tip Carathéodory, atunci funct,ionala

E : Lp(Ω;Rn) → R, E(u) =

∫
Ω

F (x, u(x))dx,

apart,ine lui C1 (Lp(Ω,Rn)), s, i mai mult E ′ = Nf , adică,

⟨E ′(u), v⟩ =

∫
Ω

(∇F (x, u(x)) , v(x)) dx, pentru orice v ∈ Lp(Ω;Rn).

1.2 Principiul variational Ekeland

În primul rând, reamintim forma slabă a principiului variational Ekeland (vezi, I.

Ekeland [27], D. G. de Figueiredo [30]).

Teorema 1.2 (Ekeland). Fie (X, d) un spat,iu metric complet, iar E : X → R o

funct,ională inferior semicontinuă s, i mărginită inferior. Atunci, pentru orice ε > 0,

există un element x ∈ X care satisface următoarele două proprietăt,i

E (x) ≤ inf
y∈X

E (y) + ε,

s, i

E (x) ≤ E (y) + εd (x, y) , pentru orice y ∈ X.
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1.2. Principiul variational Ekeland

Propozit, ia 1.3. Având ipotezele din Teorema 1.2, când X este un spat,iu Banach

echipat cu norma | · |X s, i E este o funct,ională de tip C1, atunci există un s, ir (uk)

din X astfel ı̂ncât

E (uk) → inf
X
E s, i E ′ (uk) → 0.

Principiul variational Ekeland se extinde la bile sau la mult, imi conice, fiind deo-

sebit de valoros pentru demonstrarea existent,ei punctelor aproape critice ı̂n mult, imi

mărginite. Să considerăm H un spat, iu Hilbert cu produsul scalar (·, ·)H s, i norma

indusă | · |H .

Teorema 1.4 ([63, Teorema 5.3.1]). Fie R > 0, s, i fie E : BR → R o funct,ională

de tip C1 care este mărginită inferior, unde BR reprezintă bila ı̂nchisă de rază R

centrată ı̂n origine. Atunci, există un s, ir (uk) din BR astfel ı̂ncât

E (uk) → inf
BR

E,

s, i una dintre următoarele două situat,ii are loc

(a) E ′ (uk) → 0;

(b) |uk|H = R, (E ′ (uk) , uk) ≤ 0, pentru orice k ∈ N, s, i

E ′ (uk) − (E ′ (uk) , uk)H
R2

uk → 0.

Fie K ⊂ H un con s, i l : K → R o funct, ională concavă s, i superior semicontinuă.

De asemenea, presupunem existent,a unui operator N : H → H s, i a unui funct, ionale

de tip C1, E : H → R, astfel ı̂ncât E ′(u) = u − N(u), pentru orice u ∈ H. Pentru

două numere reale pozitive 0 < r < R, să considerăm mult, imea conică convexă Kr,R

definită prin

Kr,R := {u ∈ K : r ≤ l(u), |u|H ≤ R}.

În continuare, reamintim o variantă a principiului variational Ekeland pe mult, imea

Kr,R. Pentru demonstrat, ie s, i detalii suplimentare, vezi R. Precup [52, Lemma 2.1].

Lema 1.5. Presupunem că următoarele condit,ii sunt satisfăcute:

(i) Funct,ionala E este mărginit inferior pe Kr,R, adică

m := inf
Kr,R

E(·) > −∞.

(ii) Există ε > 0 astfel ı̂ncât pentru orice u ∈ Kr,R care satisface atât |u|H = R

cât s, i l(u) = r, avem E(u) ≥ m+ ε.

9



1.3. Matrici convergente la zero

(iii) l(N(u)) ≥ r, pentru toate u ∈ Kr,R.

Atunci, există un s, ir (uk) ∈ Kr,R astfel ı̂ncât

E(uk) ≤ m+
1

k
,

s, i

|E ′(uk) + λnuk|H ≤ 1

k
,

unde

λn =

− 1
R2 (E ′(uk), uk)H , când |uk|H = R s, i (E ′(uk), uk)H < 0

0, altfel.

1.3 Matrici convergente la zero

Definition 1.4. O matrice pătratică A ∈ Mn×n (R+) se spune că este convergentă

la zero dacă

Ak → On când k → ∞,

unde On reprezintă matricea nulă de ordin n.

Pentru orice r ∈ {1, . . . , n}, să considerăm submatricea diagonalăAr := [aij]1≤i,j≤r.

Observăm că dacă A este convergentă l zero, atunci s, i Ar este de asemenea conver-

gentă către zero, conform următoarei leme.

Lema 1.6. Presupunem că matricea A este convergentă la zero. Atunci, Ar este de

asemenea convergentă către zero, pentru orice r ∈ {1, . . . , n}.

Pentru o matrice pătratică A ∈ Mn×n(R+), condit, ia ca A să fie conveargă la zero

este echivalentă cu fiecare dintre următoarele proprietăt, i din Teorema 1.7 de mai jos

(vezi, de exemplu, A. Berman s, i R. J. Plemmons [7], R. Precup [47]).

Lema 1.7. Următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(i) Matricea A este convergentă la zero.

(ii) Matricea I − A este nesingulară, iar elementele inversei sale (I − A)−1 sunt

nenegative.

(iii) Raza spectrală a lui A este mai mică decât 1, adică valoarea maximă a modu-

lelor propriilor sale este mai mică decât 1.

(iv) Există o matrice diagonală pozitivă D = (dii)1≤i≤n astfel ı̂ncât

(D(I − A)x, x) > 0, pentru orice x ∈ Rn \ {0}.
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1.4. Teoreme de punct fix

În cazul ı̂n care n = 2, următoarea caracterizare echivalentă este adevărată (vezi,

de exemplu, R. Precup [47]).

Lema 1.8. Fie A = [aij]1≤i,j≤2 o matrice pătratică de numere reale nenegative.

Atunci, A este convergentă la zero dacă s, i numai dacă a11, a22 < 1 s, i

a11 + a22 < 1 + a11a22 − a12a21. (1.1)

Următorul rezultat legat de matricile convergente către zero este intens utilizat

ı̂n această teză.

Lema 1.9 ([65, Lemma 2.2]). Fie (xk,p)k≥1 , (yk,p)k≥1 două s, iruri de vectori ı̂n Rn
+

(vectori coloană), ambele dependente de un parametru p, care satisface de asemenea:

xk,p ≤ Axk−1,p + yk,p

pentru orice k s, i p, unde A ∈ Mn×n(R+) este o matrice convergentă către zero.

Dacă s, irul (xk,p)k≥1 este mărginit uniform ı̂n raport cu p s, i yk,p → 0n când k → ∞
uniform ı̂n raport cu p, atunci xk,p → 0n când k → ∞ uniform ı̂n raport cu p.

1.4 Teoreme de punct fix

Teorema 1.10 (Perov). Considerăm două spat,ii metrice complete (Xi, di) (i = 1, 2).

Fie Ni : X1 × X2 → Xi doi operatori s, i presupunem că există o matrice pătratică

A de dimensiune doi cu intrări pozitive s, i rază spectrală ρ (A) < 1 astfel ı̂ncât

următoarea inegalitate vectorială este satisfăcută(
d1 (N1 (x, y) , N1 (u, v))

d2 (N2 (x, y) , N2 (u, v))

)
≤ A

(
d1 (x, y)

d2 (u, v)

)
,

pentru orice (x, y) , (u, v) ∈ X1×X2. Atunci, există un punct unic (x∗, y∗) ∈ X1×X2

cu x∗ = N1 (x∗, y∗) s, i y∗ = N2 (x∗, y∗) . În plus, punctul (x∗, y∗) poate fi obt,inut folo-

sind metoda aproximat,iilor succesive pornind de la un punct init,ial arbitrar (x0, y0) ,

deoarece pentru orice k ∈ N avem(
d1
(
Nk

1 (x0, y0) , x
∗)

d2
(
Nk

2 (x0, y0) , y
∗)
)

≤ Ak (I − A)−1

(
d1 (x0, N1 (x0, y0))

d2 (y0, N2 (x0, y0))

)
.

Teorema 1.11 (Schauder). Fie X un spat,iu Banach, D ⊂ X o mult,ime nevidă,

ı̂nchisă, convexă s, i mărginită, iar T : D → D un operator compact (adică continuu,

cu T (D) relativ compact). Atunci, T are cel put,in un punct fix ı̂n D.
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1.5. Spat, ii Sobolev

Teorema 1.12 (Leray-Schauder). Fiind X un spat,iu Banach s, i T : X → X o

aplicat,ie continuă s, i compactă care ı̂ndeplines, te următoarea condit,ie: există R > 0

astfel ı̂ncât mult,imea ∪λ∈[0,1]{x ∈ X : x = λTx} este inclusă ı̂ntr-o bilă de rază R,

centrată ı̂n origine. Atunci, T are cel put,in un punct fix.

Definition 1.5. Fie T : X → X∗ un operator. Se spune că:

(i) T este tare monoton dacă există a > 0 astfel ı̂ncât

⟨T (u) − T (v) , u− v⟩ ≥ a|u− v|2X , pentru orice u, v ∈ X.

T este considerat monoton dacă constanta a poate lua valoarea 0.

(ii) T este coerciv dacă

⟨T (u), u⟩
|u|X

→ ∞ când |u|X → ∞.

(iii) T este semicontinuu dacă pentru orice xn → x∗ ı̂n X avem că T (xn) → T (x)

ı̂n sens slab, adică

⟨T (xn) , y⟩ → ⟨T (x∗) , y⟩, pentru orice y ∈ X.

Teorema 1.13 (Minty-Browder). Fie X un spat,iu Banach real, reflexiv s, i separat.

Presupunem că T : X → X∗ este un operator mărginit, semicontinuu, coerciv s, i

monoton. Atunci, pentru orice v ∈ X∗, există un unic u ∈ X astfel ı̂ncât T (u) = v.

1.5 Spat, ii Sobolev

Fie Ω ⊂ Rn o mult, ime deschisă s, i mărginită, s, i fie spat, iul Sobolev

W 1,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : ∇u ∈ Lp(Ω;Rn)} .

Propozit, ia 1.14. Pentru 1 < p <∞, spat,iulW 1,p(Ω) este un spat,iu Banach reflexiv

s, i separat cu norma ∥u∥W 1,p := ∥u∥Lp + ∥u′∥Lp. Când p = 2, spat,iul H1(Ω) :=

W 1,2(Ω) devine un spat,iu Hilbert ı̂mpreună cu produsul intern

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2 .

În continuare, accentul nostru va fi pe spat, iul Sobolev

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p : u|Ω = 0 ı̂n sensul urmelor

}
.

12



1.5. Spat, ii Sobolev

Propozit, ia 1.15 (Inegalitatea Poincaré, [10, 28, 43]). Există o constantă C > 0

astfel ı̂ncât

|u|Lp ≤ C|∇u|Lp , pentru orice u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Propozit, ia 1.16. Spat,iul Sobolev
(
W 1,p

0 (Ω) , | · |W 1,p
0

)
este un spat,iu Banach real

uniform convex.

În plus, să considerăm dualul lui W 1,p(Ω), notat cu W−1,p′(Ω), unde 1
p

+ 1
p′

= 1.

Următorea diagramă are loc,

W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(Ω)

Nf−→ Lp′(Ω) ↪→ W−1,p(Ω).

Rezultatul următor stabiles,te o echivalent, ă ı̂ntre p-Laplacianul s, i aplicat, ia de

dualitate corespunzătoare funct, iei φ(t) = tp−1 pe
(
W 1,p

0 , | · |W 1,p
0

)
. Pentru detalii,

trimitem la G. Dinca, P. Jebelean s, i J. Mawhin [25, Teorema 3].

Teorema 1.17. Operatorul −∆p : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) este derivata Fréchet a

funct,ionalei ψ : W 1,p
0 (Ω) → R, unde ψ(u) = 1

p
|u|p

W 1,p
0

. Mai precis,

ψ′ = −∆p = Jφ,

unde Jφ reprezintă aplicat,ia de dualitate corespunzătoare funct,iei φ(t) = tp−1.

Fie H−1 (Ω) spat, iul dual al lui H1
0 (Ω) . Pentru orice f ∈ H−1 (Ω) , u ∈ H1

0 (Ω) ,

expresia ⟨f, u⟩ reprezintă valoarea ı̂n u a funct, ionalei liniare continue f. În plus,

avem inegalitatea Poincaré

|u|L2 ≤ 1√
λ1

|u|H1
0

(
u ∈ H1

0

)
,

unde λ1 este prima valoare proprie a problemei Dirichlet pentru operatorul −∆. Fo-

losim notat, ia (−∆)−1 pentru inversul laplacianului ı̂n raport cu condit, ia de frontieră

homogenă Dirichlet.

În cazul ı̂n care (0, T ) = Ω ⊂ R, inegalitatea Poincaré este valabilă cu λ1 = π2

T 2

(vezi, de exemplu, H. Brezis [10], R. Precup [45]), adică

|u|L2 ≤ 1√
λ1

|u|H1
0

=
T

π
|u|H1

0
,
(
u ∈ H1

0

)
,

unde λ1 este prima valoare proprie a problemei Dirichlet −u′′ = λu, u(0) = u(T ) = 0.

În plus, există o constantă pozitivă c > 0 astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ (0, T ) s, i

u ∈ H1
0 (0, T ), inegalitatea următoare are loc

|u(t)| ≤ c|u|H1
0
.
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1.6. O not, iune de linking

1.6 O not, iune de linking

Conceptul de linking, crucial ı̂n teoria punctelor critice, are aplicat, ii răspândite (V.

Benci s, i P.H. Rabinowitz [5], P.H. Rabinowitz [57], M. Schechter [63], M. Struwe

[68]). Originar din teorema ”mountain pass” de Ambrosetti s, i Rabinowitz [2], acesta

s-a dezvoltat s, i adaptat la diverse generalizări. Linking-ul a devenit un instrument

esent, ial ı̂n studiul s, i analiza unei varietăt, i de probleme neliniare (D.G. Costa s, i C.A.

Magalhães [17], N. Costea, M. Csirik s, i C. Varga [20], R. Filippucci, P. Pucci s, i F.

Robert [31], P. Pucci s, i V. D. Rădulescu [56], E.A.B. Silva [64]).

Fie X un spat, iu Banach, D s, i Q două submult, imi ale lui X cu ∅ ≠ Q ⊂ D.

Definition 1.6 ([53]). Se spune că o mult,ime nevidă A ⊂ D formează un linking cu

B ⊂ Q prin Q (̂ın D) dacă γ (Q) ∩ A ̸= ∅ pentru orice γ ∈ C (Q,D) cu γ|B = idB.

Conform definit, iei date mai sus, trebuie remarcat faptul că ı̂ntreaga mult, ime

A = D poate fi considerată ca formând un linking cu mult, imea vidă B = ∅ prin

intermediul oricărei mult, imi Q, ı̂n particular putând lua Q = {u} cu u ∈ D. As,a

cum este explicat mai jos, acest scenariu limită de linking trivial ne permite să

identificăm minimele unei funct, ionale utilizând procedeul min-max.

Presupunem că A formează un linking cu B ı̂n D prin Q. Fie E : D → R o

funct, ională, s, i fie

Γ = {γ ∈ C (Q,D) : γ|B = idB}.

Notăm

m := inf
v∈D

E (v) , a := inf
v∈A

E (v) , b := sup
v∈B

E (v) ,

s, i

c := inf
γ∈Γ

sup
q∈Q

E (γ (q)) .

Deducem imediat că

m ≤ a ≤ c s, i b ≤ c.

De asemenea, dacă B = ∅ s, i A = D, atunci

m = a, b = −∞ s, i c = m.

14



Capitolul 2

Echilibre Nash pentru sistemele

variat, ionale pe componente

2.1 Sisteme de tip Kirchhoff

Considerăm sistemul cuplat de ecuat, ii Kirchhoff (vezi, G. Kirchhoff [35])
−
(
a+ b |u|2H1

0

)
∆u = f1 + g1 (x, u, v)

−
(
a+ b |v|2H1

0

)
∆v = f2 + g2 (x, u, v)

u|∂Ω = v|∂Ω = 0,

(2.1)

pentru care ne interesează o solut, ie care este s, i un echilibru de tip Nash. Ideea

principală este de a exprima sistemul (2.1) ca N1(u, v) = u

N2(u, v) = v ,
(2.2)

unde ambele ecuat, ii admit o structură variat, ională. Adică, există funct, ionalele

energie E1 (u, v) s, i E2 (u, v) astfel ı̂ncât (2.2) este echivalent cu problema de punct

critic  E11(u, v) = 0

E22(u, v) = 0 .
(2.3)

Aici, Eii reprezintă derivata part, ială Fréchet a lui Ei (i = 1, 2) ı̂n raport cu a i-a

variabilă.

În continuare, considerăm ecuat, ia Kirchhoff cu condit, ie Dirichlet pe frontieră−
(
a+ b

∫
Ω
|∇u|2 dx

)
∆u = h, ı̂n Ω

u = 0 pe ∂Ω.
(2.4)
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

Primul rezultat abordează existent,a unui operator solut, ie .

Teorema 2.1. Dacă h ∈ H−1 (Ω), atunci problema (2.4) are o solut,ie unică in sens

slab, adică există un unic u ∈ H1
0 (Ω) astfel ı̂ncât(

a+ b

∫
Ω

|∇u|2 dx
)

(u, v)H1
0

= ⟨h, v⟩, v ∈ H1
0 (Ω) . (2.5)

Ideea principală pentru a garanta existent,a unei solut, ii a (2.5) este de a considera

operatorul:

Sh : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω) , Sh (v) =
1

a+ b |v|2H1
0

(−∆)−1 h
(
v ∈ H1

0 (Ω)
)
.

Clar, Sh este compact s, i, mai mult:

|Sh (v)|H1
0
≤ 1

a
|h|H−1 . (2.6)

Dacă definim:

B =

{
v ∈ H1

0 (Ω) : |v|H1
0
≤ 1

a
|h|H−1

}
,

atunci Sh (B) ⊂ B. Prin urmare, din Teorema lui Schauder, există cel put, in un u

astfel ı̂ncât Sh (u) = u.

Din monotonia funct, iei (a+ bx2)x, deducem că oricare două solut, ii u1, u2 ale

(2.5) satisfac |u1|H1
0

= |u2|H1
0
. Astfel, unicitatea solut, iei pentru problema Dirichlet

asociată lui −∆ garantează u1 = u2.

Teorema 2.2. (Funct,ionala energie) O funct,ie u ∈ H1
0 (Ω) este o solut,ie slabă

a problemei Dirichlet dacă s, i numai dacă este un punct critic a funct,ionalei C1

E : H1
0 (Ω) → R,

E(v) =
1

4
(2a+ b |v|2H1

0
) |v|2H1

0
− ⟨h, v⟩ . (2.7)

Teorema 2.3. O funct,ie u ∈ H1
0 (Ω) este solut,ie a problemei Dirichlet dacă s, i numai

dacă reprezintă un minim pentru funct,ionala energie corespunzătore.

2.1.1 Solut, ie globală

Suntem interesat, i să demonstrăm existent,a unei solut, ii care este un echilibru Nash

ı̂n ı̂ntregul spat, iu H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) pentru sistemul (2.1).

Pentru fiecare dintre ecuat, iile din sistemul (2.1) asociem funct, ionalele energie
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

E1, E2 : H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) → R,

E1 (u, v) =
1

4

(
2a+ b |u|2H1

0

)
|u|2H1

0
− ⟨f1, u⟩ −

∫
Ω

G1 (x, u (x) , v (x)) dx,

E2 (u, v) =
1

4

(
2a+ b |v|2H1

0

)
|v|2H1

0
− ⟨f2, v⟩ −

∫
Ω

G2 (x, u (x) , v (x)) dx,

unde G1 (x, u, v) =
∫ u

0
g1 (x, s, v) ds s, i G2 (x, u, v) =

∫ v

0
g2 (x, u, s) ds. Observam că

E11 (u, v) =
(
a+ b |u|2H1

0

)
u− (−∆)−1 (f1 + g1 (·, u, v)) ,

E22 (u, v) =
(
a+ b |v|2H1

0

)
v − (−∆)−1 (f2 + g2 (·, u, v)) ,

pentru orice u, v ∈ H1
0 (Ω).

Definition 2.1. O funct,ie H : Ω×R → R se numes, te de tip coerciv dacă funct,ionala

ϕ : H1
0 (Ω) → R,

ϕ (v) =
1

4

(
2a+ b |v|2H1

0

)
|v|2H1

0
− ⟨f2, v⟩ −

∫
Ω

H (x, v) dx

este coercivă, adică ϕ (v) → +∞ când |v|H1
0
→ +∞.

Teorema 2.4. Pentru fiecare i ∈ {1, 2}, presupunem că funct,iile fi ∈ H−1 (Ω) s, i

gi : Ω × R2 → R sunt de tip Carathéodory s, i ı̂n plus gi (·, 0, 0) = 0. De asemenea

presupunem

(h1) Există constante aij ∈ R+ (i, j = 1, 2) astfel ı̂ncât

aii < λ1a, i = 1, 2,

a12a21 < (λ1 a− a11)(λ1 a− a22), (2.8)

s, i

(g1 (t, x, y) − g1 (t, x, y)) (x− x) ≤ a11 |x− x|2 + a12 |x− x| |y − y| , (2.9)

(g2 (t, x, y) − g2 (t, x, y)) (y − y) ≤ a21 |x− x| |y − y| + a22 |y − y|2 ,

pentru orice x, y, x, y ∈ R s, i a.p.t. t ∈ Ω. Aici, λ1 reprezintă prima valoare

proprie a problemei Dirichlet −∆u = λu, u∂Ω = 0.

(h2) Există două funct,ii H1, H2 : Ω × R → R de tip coerciv astfel ı̂ncât

H1 (t, y) ≤ G2 (t, x, y) ≤ H2 (t, y) , (2.10)

pentru orice x, y ∈ R s, i a.e. t ∈ Ω.
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

Atunci sistemul (2.1) are o solut,ie unică care este un echilibru Nash pentru

funct,ionalele E1, E2.

Remark 2.5 (Condit, iile Lipschitz clasice). Condit,iile Lipschitz unilaterale (2.9)

sunt ı̂ndeplinite atunci când g1 s, i g2 satisfac condit,iile Lipschitz clasice:

|g1 (t, x, y) − g1 (t, x, y)| ≤ a11 |x− x| + a12| |y − y| ,

|g2 (t, x, y) − g2 (t, x, y)| ≤ a21 |x− x| + a22 |y − y| ,

pentru orice x, y, x, y ∈ R s, i a.e. t ∈ Ω. În lucrarea lui R. Precup [50], condit,iile

impuse asupra coeficient,ilor aij ne permit să stabilim direct atât existent,a, cât s, i uni-

citatea solut,iei pentru sistemul (2.2) folosind teorema de punct fix a lui Perov (Teo-

rema 1.10). Aplicarea condit,iilor Lipschitz unilaterale pentru a demonstra existent,a

echilibrelor Nash a fost introdusă init,ial de către R. Precup [51].

Example 2.1. Considerăm problema Dirichlet pentru sistemul de tip Kirchhoff
−
(

1 +
∫ 1

0
|u′|2

)
u′′ = u− sin v

−
(

1 +
∫ 1

0
|v′|2

)
v′′ = v + sinu

u(0) = v(0) = u(1) = v(1) = 0.

pe (0, 1) (2.11)

Folosim Teorema 2.4 cu

Ω = (0, 1) , a = b = 1 , g1(t, x, y) = x− sin y , g2(t, x, y) = sin x+ y.

Condit, ia (2.9) este satisfăcută cu aij = 1 (i, j = 1, 2) . De asemenea, prima valoare

proprie a problemei Dirichlet −u′′ = λu pe (0, 1), u(0) = u(1) = 0 are valoarea π2

(vezi, de ex., R. Precup [45, p. 72]), prin urmare relat, ia (2.8) este adevărată deoarece

1 < π2 s, i 1 < (π2 − 1)
2
. Pentru a verifica condit, ia (h2), calculăm

G2(t, x, y) =

∫ y

0

(s+ sinx)ds =
1

2
y2 + y sinx.

Fie funct, iile de tip coerciv H1(t, y) = 1
2
y2 − |y| s, i H2(t, y) = 1

2
y2 + |y|. Se observă

us,or că

H1(t, y) ≤ G2(t, x, y) ≤ H2(t, y).

Prin urmare, problema Dirichlet (2.11) posedă o solut, ie unică (u∗, v∗) ∈ H1
0 (0, 1) ×

H1
0 (0, 1) care este, de asemenea, un echilibru Nash pentru funct, ionalele energie aso-

ciate.
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

2.1.2 Solutions in bounded domains

În cele ce urmează ne propunem să demonstrăm existent,a unei solut, ii pentru sistemul

(2.1) ı̂n BR1×BR2 , unde BRi
reprezintă bile de rază Ri (i = 1, 2) centrate ı̂n originea

spat, iului H1
0 (Ω).

Considerăm următoarele condit, ii de frontieră Leray-Schauder

E11(u, v) + µu ̸= 0 pentru (u, v)∈ BR1 ×BR2 cu |u|H1
0

= R1 s, i µ > 0, (2.12)

E22(u, v) + γ v ̸= 0pentru (u, v)∈ BR1 ×BR2 cu |v|H1
0

= R2 s, i pentru γ > 0.

Teorema 2.6. Fie fi ∈ H−1 (Ω) s, i gi : Ω ×R2 → R funct,ii de tip Carathéodory cu

gi (·, 0, 0) = 0 (i = 1, 2) care satisfac condit,iile de monotonie din presupunerea (h1)

a Teoremei 2.4. Mai mult, presupunem că

(h2’)

a11
λ1
R1 +

a12
λ1
R2 + |f1|H−1 ≤ aR1 + bR3

1,

a21
λ1
R1 +

a22
λ1
R2 + |f2|H−1 ≤ aR2 + bR3

2.

Atunci, sistemul (2.1) are o solut,ie unică ı̂n BR1 ×BR2 care este un echilibru Nash

pentru funct,ionalele E1, E2.

Example 2.2. Fie problema Dirichlet pentru sistemul de tip Kirchhoff
−
(

2 +
∫ 1

0
|u′|2

)
u′′ = −u3 + u− sin v + π2 sin(πx)

−
(

2 +
∫ 1

0
|v′|2

)
v′′ = −v3 + v + sinu

u(0) = v(0) = u(1) = v(1) = 0.

pe (0, 1) (2.13)

Fie R1 = R2 = 1. În continuare, aplicăm Teorema 2.6 cu

Ω = (0, 1), a = 2, b = 1, f1(t) = π2 sin(πt), f2 ≡ 0,

g1(t, x, y) = −x3 + x− sin y, g2(t, x, y) = −y3 + y + sinx.

Pentru orice x, x ∈ R se poate observa că

(g1 (t, x, y) − g1 (t, x, y)) (x− x) ≤ |x− x|2 + |x− x| |y − y| ,

(g2 (t, x, y) − g2 (t, x, y)) (y − y) ≤ |x− x| |y − y| + |y − y|2 .

Prin urmare, condit, ia (2.9) este ı̂ndeplinită cu aij = 1 (i, j = 1, 2). Mai mult,

deoarece λ1 = π2, observăm că relat, ia (2.8) este de asemenea satisfăcută. Prin
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2.2. Sisteme abstracte ı̂n spat, ii Banach reflexive

urmare, presupunerea (h1) este verificată. În continuare, verificăm condit, ia (h2’).

Observăm că |f2|H−1 = 0 s, i ı̂n plus, funct, ia u0 (t) = sin (πt) este solut, ia problemei

Dirichlet −u′′ = f1 ı̂n (0, 1) , u (0) = u (1) = 0. Astfel,

|f1|H−1 = |u0|H1
0

= |u′0|L2 =

(∫ 1

0

π2 cos2 (πt) dt

) 1
2

=
π√
2
.

În cele din urmă, condit, ia (h2’) este ı̂ndeplinită deoarece

2

π2
+

π√
2
< 3 s, i

2

π2
< 3.

Prin urmare, există o solut, ie unică

(u∗, v∗) ∈
{
u ∈ H1

0 (0, 1) : |u|H1
0
≤ 1
}
×
{
v ∈ H1

0 (0, 1) : |v|H1
0
≤ 1
}
,

pentru problema Dirichlet (2.13) care este s, i un echilibru Nash pentru funct, ionalele

energie corespunzătoare.

2.2 Sisteme abstracte ı̂n spat, ii Banach reflexive

În această sect, iune prezentăm câteva generalizări ale rezultatelor obt, inute de R.

Precup [50], pentru sisteme similare cu (2.14) ı̂n spat, ii Hilbert.

În contrast cu abordările anterioare, care utilizează condit, iile de contractie Perov

s, i principiul variat, ional al lui Ekeland, metoda noastră se bazează pe metode ma-

tematice diferite, inclusiv idei din lucrarea lui C. Avramescu [3], precum s, i tehnici

care implică operatori monotoni, cum ar fi teorema Minty-Browder (Teorema 1.13)

s, i teorema punctului fix Leray-Schauder (Teorema 1.12).

Considerăm ı̂n continuare sistemN1(u, v) = J1(u)

N2(u, v) = J2(v),
(2.14)

unde N1, N2 sunt operatori continuui iar J1, J2 reprezintă aplicat, ii de dualitate.

În contextul ı̂n care X este un spat, iu Banach real, separat s, i uniform convex,

ı̂mpreună cu spat, iul său dual X∗, s, i avem dualitatea ⟨·, ·⟩ ı̂ntre X∗ s, i X, definim

aplicat, ia de dualitate asociată funct, iei φ(t) := tp−1, cu p > 1, sub forma:

Jx := x∗ ∈ X∗, :, ⟨x∗, , , x⟩ = |x|p, , , |x∗|X∗ = |x|p−1. (2.15)

Lema 2.7. Aplicat,ia de dualitate (2.15) are următoarele proprietăt,i:
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2.2. Sisteme abstracte ı̂n spat, ii Banach reflexive

i) J este unică.

ii) J este strict monotonă, adică ⟨Jx− Jy, x− y⟩ > 0 pentru orice x ̸= y.

iii) J satisface condit,ia (S)+, adică dacă xn → x ı̂n sens slab s, i lim supn→∞⟨J xn , xn−
x⟩ ≤ 0, atunci xn → x .

iv) J este demicontinuă, adică dacă xn → x, atunci Jxn → Jx ı̂n sens slab.

v) J este bijectivă din X ı̂n X∗.

Fie (X1, | · |1) s, i (X2, | · |2) două spat, ii Banach reale, separabile s, i uniform con-

vexe, ı̂mpreună cu spat, iile lor duale X∗
1 s, i X∗

2 . Notăm cu ⟨· , ·⟩1 s, i ⟨· , ·⟩2 dualita-

tea ı̂ntre X∗
1 , X1 s, i X∗

2 , X2, respectiv. Aplicat, iile de dualitate J1 s, i J2 corespund

funct, iilor φ1(t) := tp−1 s, i φ2(t) = tq−1, unde p ≥ q > 1.

Presupunem o structură variatională pentru (2.14), cu funct, iile energie E1 s, i E2,

astfel ı̂ncât

E11(u, v) = J1(u) −N1(u, v), E22(u, v) = J2(v) −N2(u, v),

unde E11 s, i E22 sunt derivatele part, iale Fréchet. Orice (u∗, v∗) ∈ X1 × X2 care

satisface E11(u
∗, v∗) = 0 s, i E22(u

∗, v∗) = 0 este o solut, ie a (2.14).

Fie a11, a22 ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

⟨N1(u, v) −N1(u, v) , u− u⟩1 ≤ a11⟨J1(u) − J1(u) , u− u⟩1, (2.16)

⟨N2(u, v) −N2(u, v) , v − v⟩2 ≤ a22⟨J2(v) − J2(v) , u− v⟩2, (2.17)

pentru orice u, u ∈ X1 s, i v, v ∈ X2.

Problema găsirii unei solut, ii de echilibru Nash pentru sistemul (2.14) poate fi

ı̂mpărt, ită ı̂n două subprobleme:

(i) Demonstrarea statutului oricărei solut, ii ca fiind un echilibru Nash.

(ii) Asigurarea existent,ei a cel put, in unei solut, ii.

Această divizare simplifică analiza ment, inând ı̂n acelas, i timp claritatea. De remarcat

că, ı̂n cazul nostru, echivalent,a dintre problema init, ială s, i subproblemele sale (i) s, i

(ii) este valabilă.

Primul nostru rezultat de mai jos asigură faptul că condit, iile de monotonie (2.16)

s, i (2.17) sunt suficiente pentru a rezolva primul subproblema (i).

Teorema 2.8. Dacă (u∗, v∗) ∈ X1 ×X2 satisface simultan atât E11(u
∗, v∗) = 0, cât

s, i E22(u
∗, v∗) = 0, atunci (u∗, v∗) ∈ X1 ×X2 este, de fapt, un echilibru Nash pentru
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funct,ionalele energie (E1, E2), adică

E1(u
∗, v∗) = inf

X1

E1(·, v∗) s, i E2(u
∗, v∗) = inf

X2

E2(u
∗, ·) . (2.18)

Teorema 2.9. Presupunem că următoarele condit,ii sunt ı̂ndeplinite:

(h1) Operatorul J−1
2 ◦N2 : X1 ×X2 → X2 este compact.

(h2) Există numere reale a12, a21 ∈ (0, 1) s, i M1,M2 ∈ R+ astfel ı̂ncât

|N1(0, v)| ≤ a12|v|p−1
1 +M1, pentru orice v ∈ X2, (2.19)

|N2(u, 0)| ≤ a21|u|q−1
1 +M2, pentru orice u ∈ X1, (2.20)

s, i matricea

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
converge către zero.

Atunci, există o solut,ie (u∗, v∗) ∈ X1 ×X2 a sistemului (2.14).

2.3 Aplicat, ii

Considerăm problema Dirichlet
−∆p u = f1(·, u, v)

−∆q v = f2(·, u, v)

u|∂Ω = v|∂Ω = 0 ,

pe Ω (2.21)

unde p ≥ q > 1 s, i Ω este un domeniu mărginit din Rn cu frontieră Lipschitz.

Considerăm X1 = W 1,p
0 (Ω) s, i X2 = W 1,q

0 (Ω), echipate cu normele obis,nuite |u|1,p :=

|∇u|Lp s, i |u|1,q := |∇u|Lq . Din Teorema 1.17 vedem că J1 = −∆p s, i J2 = −∆q.

Presupunem că f1, f2 : Ω × Rn → R satisfac condit, iile de cres,tere

|f1(t, x, y)| ≤ C1|x|p−1 + C2|y|p−1 + a(t) , (2.22)

|f2(t, x, y)| ≤ C1|x|q−1 + C2|y|q−1 + b(t) , (2.23)

pentru orice x, y ∈ R s, i t ∈ Ω, unde C1, C2 ∈ R, a ∈ Lp′(Ω) s, i b ∈ Lq′(Ω). Aici, p′ s, i

q′ sunt astfel ı̂ncât 1
p

+ 1
p′

= 1 s, i
1
q

+ 1
q′

= 1.

Din (2.22) s, i (2.23) deducem că operatorii Nemytskii

Nf1(u, v)(t) := f1(t, u(t), v(t)) s, i Nf2(u, v)(t) := f2(t, u(t), v(t))
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sunt bine definit, i, continui s, i mărginit, i de la Lp(Ω) la Lp′(Ω), respectiv de la Lq(Ω) la

Lq′(Ω). Includerea compactă a lui W 1,p
0 (Ω) ı̂n Lp(Ω) s, i W

1,q
0 (Ω) ı̂n Lq(Ω) garantează

că operatorul

T = (−∆q)
−1Nf2(u, v) : W 1,p

0 (Ω) ×W 1,q
0 (Ω) → W 1,q

0 (Ω)

este compact (vezi, de exemplu, G. Dinca s, i P. Jebelean [24]).

Observăm că fiecare ecuat, ie din (2.21) admite o formulare variat, ională dată de

funct, ionalele energie E1, E2 : W 1,p(Ω) ×W 1,q(Ω) → R,

E1(u, v) :=
1

p
|u|p1,p −

∫
Ω

F1(·, u, v), E2(u, v) :=
1

q
|u|q1,q −

∫
Ω

F2(·, u, v),

unde

F1(t, u(t), v(t)) :=

∫ u(t)

0

f1(t, s, w(t))ds, F2(t, u(t), v(t)) :=

∫ v(t)

0

f2(t, u(t), s)ds.

Teorema 2.10. In contextul definit mai sus, presupunem ı̂n plus următoarele

(H1) Există a11, a22 astfel ı̂ncât

(x− x)(f1(·, x, y) − f1(·, x, y)) ≤ a11|x− x|p, (2.24)

(y − y)(f2(·, x, y) − f2(·, x, y)) ≤ a22|s− s|q, (2.25)

pentru toate numerele reale x, x, y, y.

(H2) Există a12, a21,M1,M2 astfel ı̂ncât

|f1(·, 0, y)| ≤ a12|y|p−1 +M1, (2.26)

|f2(·, x, 0)| ≤ a21|x|q−1 +M2, (2.27)

pentru toate numerele reale x, y.

(H3) Matricea

A :=

[
Cp a11 Cp a12

Dq a21 Dq a22

]
converge la zero, unde C s, i D reprezintă constantele asociate inegalităt,ii Po-

incaré (Teorema 1.15) ı̂n spat,iile W
1,p
0 (Ω) s, i W

1,q
0 (Ω).

Atunci, există o solut,ie (u∗, v∗) ∈ W 1,p
0 (Ω) ×W 1,q

0 (Ω) pentru sistemul (2.21), astfel

ı̂ncât să fie un echilibru Nash pentru funct,ionalele energie E1, E2.

În demonstrat, ia rezultatului anterior avem nevoie s, i de următoarea lemă
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Lema 2.11. ( [23, Propozit,ia 8]) Sub condit,iile de cres, tere (2.26-2.27), operatorii

lui Nemytskii (N f1v)(x) := f1(x, 0, v(x)) s, i (N f2u)(x) := f2(x, u(x), 0) satisfac

|N f1v|Lp′ ≤ a12|v|p−1
Lp +M ′

1

|N f2u|Lq′ ≤ a21|u|q−1
Lq +M ′

2.
(2.28)

Example 2.3. Considerăm următorul sistem de ecuat,ii diferent,iale de ordinul al

doilea, ı̂mpreună cu condit,ii de frontieră Dirichlet:
−u′′ = −u+ π sin(u) + π

2
v

−v′′ = u+ cos(v)

u(0) = v(0) = u(1) = v(1) = 0.

pe (0, 1) (2.29)

Pentru a obt, ine o solut, ie care să fie un echilibru Nash pentru funct,tionalele

energie asociate, vom demonstra că toate ipotezele specificate ı̂n Teorema 2.10 sunt

ı̂ndeplinite, unde

Ω = (0, 1), p = q = 2, n = 1, C =
1

π
,

f1(t, x, y) = −x+ π sin(x) +
π

2
y, f2(t, x, y) = x+ cos(y).

Observăm că (2.22-2.23) sunt satisfăcute cu C1 = 1, C2 = π
2

s, i a(t) = π, b(t) = 1.

De asemenea,

(f1(t, x, y) − f1(t, x, y)) (x− x) ≤ π|x− x|,

(f2(t, x, y) − f1(t, x, y)) (y − y) ≤ |y − y|.

Prin urmare, putem alege a11 = π s, i a22 = 1 pentru a satisface condit, ia (H1). Simple

calcule demonstrează că (H2) este de asemenea satisfăcută luând a12 = π
2
, a21 = 1,

M1 = 0 s, i M2 = 1. În final, este clar că matricea

A =

 1
π

1
2π

1
π2

1
π2


converge către zero. Prin urmare, sistemul (2.29) are o solut, ie (u∗, v∗) ∈ W 1,2

0 (0, 1)×
W 1,2

0 (0, 1) care este un echilibru Nash pentru functionalele energie asociate.
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Capitolul 3

Echilibre Nash pentru sisteme

varit, ionale part, iale

În această sect, iune, extindem rezultatele pentru sistemele cu trei ecuat, ii, unde ne

propunem să găsim solut, ii care sunt un echilibru de tip Nash part, ial.

Rezultatele relevante se pot găsi ı̂n R. Precup [52], B. Renata s, i R. Precup [13],

J. R. López, R. Precup s, i C.I Gheorghiu [60], I. Benedetti, T. Cardinali s, i R. Precup

[6], M. Be ldziński, M. Galewski s, i D. Barilla [9].

3.1 Existent,a globală

Considerăm sistemul 
N1(u, v, w) = u

N2(u, v, w) = v

N3(u, v, w) = w,

(3.1)

unde doar ultimele două ecuat, ii admit o structura variat, ională. Obiectivul nostru

este să găsim o solut, ie (u, v, w) astfel ı̂ncât perechea (v, w) să fie un echilibru de tip

Nash pentru funct, ionalele energie asociate ultimelor două ecuat, ii.

În această sect, iune, vom extinde rezultatele pentru sistemele cu trei ecuat, ii, unde

ne propunem să găsim solut, ii care sunt un echilibru de tip Nash part, ial.

Pentru ı̂nceput, considerăm un spat, iu metric complet (X1, d) s, i două spat, ii Hil-

bert reale (X2, | · |2) s, i (X3, | · |3), care sunt identificate cu dualele lor. Notăm

X := X1 × X2 × X3. Vom presupune că există două funct, ionale E2, E3 : X → R
astfel ı̂ncât E2(u, ·, w) să fie Fréchet diferent, iabil pentru orice (u,w) ∈ X1 ×X3, iar
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E3(u, v, ·) să fie Fréchet diferent, iabil pentru orice (u, v) ∈ X1 ×X2 s, i

E22(u, v, w) = v −N2(u, v, w),

E33(u, v, w) = w −N3(u, v, w).

Aici, E22 reprezintă derivata Fréchet a funct, ionalului E2(u, ·, w), ı̂n timp ce E33 este

derivata Fréchet a funct, ionalului E3(u, v, ·).
În plus, vom presupune că operatorii Ni satisfac următoarele condit, ii Lipschitz

(condit, ia de contractie Perov): există numere reale pozitive aij (i, j = 1, 2, 3) astfel

ı̂ncât

d (N1(u, v, w), N1(u, v, w)) ≤ a11d(u, u) + a12|v − v|2 + a13|w − w|3, (3.2)

|N2(u, v, w), N2(u, v, w)|2 ≤ a21d(u, u) + a22|v − v|2 + a23|w − w|3,

|N3(u, v, w), N3(u, v, w)|3 ≤ a31d(u, u) + a32|v − v|2 + a33|w − w|3,

pentru orice (u, v, w), (u, v, w) ∈ X s, i matricea A = [aij]1≤i,j≤3 convergentă la zero.

Teorema 3.1. În cadrul funct,ional prezentat anterior, vom presupune, de aseme-

nea:

(h1) Pentru orice triplet (u, v, w) ∈ X, funct,ionalele E2(u, ·, w), E3(u, v, ·) sunt

mărginite inferior.

(h2) Există numere reale pozitive R2, R3, a > 0 astfel ı̂ncât

E2(u, v, w) ≥ inf
X2

E2(u, ·, w) + a pentru orice (u,w) ∈ X1 ×X3 s, i |v|2 ≥ R2,

s, i

E3(u, v, w) ≥ inf
X3

E3(u, v, ·) + a pentru orice (u, v) ∈ X1 ×X2 s, i |w|3 ≥ R3.

Atunci, punctul fix (u∗, v∗, w∗) garantat de teorema lui Perov are proprietatea că

(v∗, w∗) este un echilibru de tip Nash pentru perechea de funct,ionale (E2, E3), adică

E2(u
∗, v∗, w∗) = inf

X2

E2(u
∗, ·, w∗),

E3(u
∗, v∗, w∗) = inf

X3

E3(u
∗, v∗, ·).
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3.2 Solut, ii in multimi anulare

Considerăm sistemul cu n ecuat, ii

N1(u
1, . . . , un) = u1

. . .

Np(u
1, . . . , up, . . . , un) = up

. . .

Nn(u1, . . . , un) = un,

(3.3)

având proprietatea specială că doar ultimele n-p ecuat, ii admit o structură variat, ională.

Ne propunem să găsim o solut, ie (u1∗, . . . , u
p
∗, . . . , u

n
∗ ) astfel ı̂ncât (up+1

∗ , . . . , un∗ ) să se

afle ı̂n produsul cartezian al unor multimi anulare s, i, ı̂n plus, să fie un echilibru Nash

pentru funct, iile energie.

Definition 3.1. Fie x = (xi), y = (yi) ∈ Rn doi vectori. Notăm cu ◦ : Rn×Rn → Rn

produsul Hadamard, adică

x ◦ y = (x1y1, . . . , xnyn)T .

Urmatoare legatura intre produsul Hadamard si produsul scalar are loc.

Propozit, ia 3.2. Fie A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn,n (R+) o matrice cu intrări pozitive s, i

fie x = (xi), y = (yi), z = (zi) ∈ Rn
+. Dacă

Ax ◦ y ≤ z

atunci

Ax · y ≤
√
n|z|.

3.2.1 Existent,a unei s, ir minimizant

Teorema 3.3. În continuare vom presupune:

(h1) Există o matrice A = [aij]1≤i,j≤n convergentă la zero astfel ı̂ncât

⟨⟨N1,n (u) −N1,n (v) , u− v⟩⟩ ≤ A∥u− v∥ ◦ ∥u− v∥, (3.4)

adică

(
Ni(u) −Ni(v), ui − vi

)
i
≤

n∑
j=1

∣∣ui − vi
∣∣
i

n∑
j=1

aij
∣∣uj − vj

∣∣
j
, (i = 1, . . . , n) ,

(3.5)
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3.2. Solut, ii in multimi anulare

pentru orice u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ X.

(h2) Pentru fiecare q ∈ {p+ 1, . . . , n}, avem

lq (Nq(u)) ≥ rq, pentru orice u ∈ X1,p ×K.

(h3) Există m := infu∈X1,p×K Eq(u) > −∞ s, i ε > 0 astfel ı̂ncât

Eq(u) ≥ inf
(Kq)rq,Rq

Eq(u
1, . . . , uq−1, · , uq+1, . . . , un) + ε,

pentru orice (u1, . . . , uq−1, uq+1, un) ∈ X1,p × Kq care satisface lq(u
q) = rq s, i

|uq|q = Rq, simultan.

Atunci, există un s, ir uk = (u1k, . . . , u
p
k, u

p+1
k , . . . , unk)T ∈ X1,p ×K astfel ı̂ncât

Eq

(
u1,qk , uq+1,n

k−1

)
≤ inf

(Kq)rq,Rq

Eq

(
u1,q−1
k , · , uq+1,n

k−1

)
+

1

k

s, i ∣∣Eqq

(
u1,qk , uq+1,n

k−1

)
+ λqku

q
k

∣∣
q
≤ 1

k
,

unde

λqk :=


− 1

R2
q

(
Eqq

(
u1,qk , uq+1,n

k−1

)
, uqk

)
q
, dacă |uqk|q = Rq s, i(

Eqq

(
u1,qk , uq+1,n

k−1

)
, uqk

)
q
< 0

0, altfel,

pentru orice q ∈ {p, . . . , n}, k ∈ N.

3.2.2 Convergent,a s, irului minimizant de localizare

In celel ce urmează stabilim condit, iile care asigură convergent,a s, irului minimizant

(uk) generat ı̂n Teorema 3.3.

Teorema 3.4. Fie uk = (u1k, . . . , u
p
k, u

p+1
k , . . . , unk)T ∈ X1,p × K s, irul generat ı̂n

Teorema 3.3. In plus, presupunem

(h2’) Pentru fiecare q ∈ {p + 1, . . . , n}, sunt satisfăcute următoarele condit,ii de de

tip Leray-Schauder:

Nq(u) − uq − λuq ̸= 0, pentru orice λ > 0 s, i u ∈ X1,p ×K cu |uq|q = Rq.

(h4) Operatorul Nq

(
0X1 , . . . , 0Xp , ·

)
este mărginit pe K.
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Atunci, s, irul uk converge către u∗ = (u1,p∗ , up+1,n
∗ ) ∈ X1,p × K. În plus, u∗ este o

solut,ie a sistemului (3.3) s, i up+1,n
∗ este un echilibru Nash ı̂n K pentru funct,ionalele

(Ep+1, . . . , En), adică ,

Eq(u∗) = inf
(Kq)rq,Rq

Eq(u
1,q−1
∗ , · , uq+1,n

∗ ) (q = p+ 1, . . . , n) .

Remark 3.5 (Cazuri limită). În teoria noastră, nu ne restrict,ionăm la folosirea doar

a numerelor reale nenegative pentru rq s, i Rq. Atunci când ne propunem să găsim

solut,ii ı̂ntr-o bilă, setăm rq = 0, iar când intent,ionăm să găsim solut,ii nelimitate

superior, alegem Rq = ∞.

3.3 Aplicat, ii

3.3.1 Existent,a globală pentru un sistem de tip gradient cu

structură variat, ională part, ială

Considerăm problema
−u′′ + a21u = f1(t, u(t), v(t), w(t), u′(t))

−v′′ + a22v = ∇yf2(t, u(t), v(t), w(t))

−w′′ + a23w = ∇zf3(t, u(t), v(t), w(t)),

pe (0,T) (3.6)

cu condit, iile la frontieră periodice

u(0) − u(T ) = u′(0) − u′(T ) = 0,

v(0) − v(T ) = v′(0) − v′(T ) = 0,

w(0) − w(T ) = w′(0) − w′(T ) = 0,

unde f2,3 : (0, T ) × Rk1 × Rk2 × Rk3 → R s, i f1 : (0, T ) × Rk1 × Rk2 × Rk3 × Rk1 →
Rk1 . Presupunem că fi (i = 1, 2, 3) , ∇yf2 s, i ∇zf3 sunt funct, ii continue de tip

Carathéodory. Fie

C1
p = {u ∈ C1[0, T ] : u(0) − u(T ) = u′(0) − u′(T ) = 0},

s, i notăm cu H1
p (0, T ) completarea lui C1

p ı̂n H1(0, T ).

Pe H1
p (0, T ), putem defini două produse scalare

(u, v)i =

∫ T

0

u′v′ + a2iuv = (u′, v′)L2 + a2i (u, v)L2 ,
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care induc norme echivalente. Acum, din teorema lui Riesz, pentru orice h ∈
(H1

p (0, T ))′, există un unic uh ∈ H1
p (0, T ) astfel ı̂ncât

h(v) = (uh, v)i, pentru orice v ∈ H1
p (0, T ).

Definim operatorii

Ji : (H1
p (0, T ))′ → (H1

p (0, T )), Ji(h) = uh cu (Jih, v)i = h(v), (i = 1, 2, 3).

Pentru a doua s, i a treia ecuat, ie din (3.15), asociem funct, ionalele

E2, E3 : H1
p (0, T ;Rk1) ×H1

p (0, T ;Rk2) ×H1
p (0, T ;Rk3) → R,

unde

E2(u, v, w) =
1

2
|v|22 −

∫ T

0

f2(t, u(t), v(t), w(t)),

E3(u, v, w) =
1

2
|w|23 −

∫ T

0

f3(t, u(t), v(t), w(t)).

Din [38, Theorem 1.4], avem

(E22(u, v, w, u
′, w′), φ) = (v, φ)2 − (J2(∇yf2), φ)2,

pentru orice φ ∈ H1
p (0, T ;Rk2). Prin urmare, putem scrie E22(u, v, w) = v −

J2(∇yf2). Similar, deducem aceeas, i relat, ie pentru E33, adică,

E33(u, v, w, u
′, v′) = w − J3(∇zf3).

Prin urmare, putem scrie sistemul nostru (3.15) sub formă de punct fix,
N1(u, v, w) = u

N2(u, v, w) = v

N3(u, v, w) = w

unde

N1(u, v, w) = J1f1(·, u, v, w, u′),

N2(u, v, w) = J2∇yf2(·, u, v, w),

N3(u, v, w) = J3∇zf3(·, u, v, w).
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Pentru f1, f2, f3, vom face următoarele presupuneri

|f1(t, x1, ..., x4) − f1(t, x1, ..., x4)| ≤
4∑

i=1

a1i|xi − xi|, (3.7)

|∇yf2(t, x1, x2, x3) −∇yf2(t, x1, x2, x3)| ≤
3∑

i=1

a2i|xi − xi|, (3.8)

|∇zf3(t, x1, x2, x3) −∇zf3(x1, x2, x3)| ≤
3∑

i=1

a3i|xi − xi|, (3.9)

unde aij, a14 (i, j = 1, 2, 3) sunt nis,te numere reale pozitive.

Pentru orice h ∈ L2[0, T ],urmatoarea estimare are loc Ji (i = 1, 2, 3), |Jih|i ≤
1
ai
|h|L2 . Din (3.7), obt, inem

|N1(u, v, w) −N1(u, v, w)|1 = |J1 (f1(·, u, v, w, u′) − f1(·, u, v, w, u′)) |1

≤ 1

a1

((
a11
a1

)2

+ a214

) 1
2

|u− u|1 +
a12
a1a2

|v − v|2 +
a13
a1a3

|w − w|3.

De asemenea, pentru N2(u, v, w) s, i N3(u, v, w) avem

|N2(u, v, w) −N2(u, v, w)|2 ≤
a21
a2a1

|u− u|1 +
a22
a22

|v − v|2 +
a23
a2a3

|w − w|3,

|N3(u, v, w) −N3(u, v, w)|3 ≤
a31
a3a1

|u− u|1 +
a32
a23

|v − v|2 +
a33
a23

|w − w|3.

Prin urmare, condit, ia legată de (3.2) este satisfăcută dacă matricea

A =


1
a1

((
a11
a1

)2
+ a214

) 1
2

a12
a1a2

a13
a1a3

a21
a2a1

a22
a22

a23
a2a3

a31
a3a1

a32
a2a3

a33
a23

 (3.10)

converge la zero.

În continuare, ne propunem să stabilim condit, ii care asigură ca E2(u, ·, w) s, i

E3(u, v, ·) sunt marginite inferior. Pentru a realiza acest lucru, presupunem că

pentru i ∈ {2, 3} s, i j ∈ {1, 2, 3, 4}, există σij ∈ L1(0, T ;R+) s, i γi ∈ R cu γ2i <
a2i
2

,

astfel ı̂ncât

f2(t, x, y, z) ≤ γ22 |y|2 + σ21(t)|x| + σ22(t)|y| + σ23(t)|z| + σ24(t) (3.11)

f3(t, x, y, z) ≤ γ23 |z|2 + σ31(t)|x| + σ32(t)|y| + σ33(t)|z| + σ34(t). (3.12)
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T, inand cont că H1
p

(
0, T ;Rki

)
se scufunda continuu in C

(
[0, T ] ;Rki

)
, obt, inem

E2(u, v, w) ≥
(

1 − 2γ22
a22

)
|v|22 − C21|u|1 − C22|v|2 − C23 |w|3 − C24,

pentru C2j (j = 1, 2, 3, 4). Acest lucru garantează că E2(u, v, w) → ∞ dacă |v|2 →
∞. In aceiasi manieră, E3 (u, v, w) → ∞ când |w|3 → ∞. Prin urmare, funct, ionalele

E2(u, ·, w) s, i E3(u, v, ·) sunt coercitive, iar mai mult, din R. Precup [50, Lemma 4.1],

ele sunt, de asemenea, mărginite inferior.

Ultima noastră presupunere se referă la existent,a unor funct, ii Carathéodory L1

gi1, gi2 : (0, T ) × Rki → R (i = 2, 3), de tip coercitiv, astfel ı̂ncât

g21(t, y) ≤ f2(t, x, y, z) ≤ g22(t, y), (3.13)

g31(t, z) ≤ f3(t, x, y, z) ≤ g32(t, z), (3.14)

pentru toate tripletele (x, y, z) ∈ Rk1 × Rk2 × Rk3 s, i t ∈ (0, T ) . Luând a > 0 fix,

concluzionăm că

inf
v∈H1

p

E2(u, ·, w) + a ≤ inf
v∈H1

p

(
1

2
|v|22 −

∫ T

0

g21 (t, v) dt

)
+ a.

În plus, deoarece g22 este coercitiv, există R2 > 0 astfel ı̂ncât

inf
v∈H1

p

(
1

2
|v|22 −

∫ T

0

g21 (t, v) dt

)
+ a ≤ 1

2
|v|22 −

∫ T

0

g22 (t, v) dt,

pentru orice |v|2 ≥ R2. Acum, pentru |v|2 ≥ R2 s, i tot, i (u,w) ∈ H1
p (0, T ;Rk1) ×

H1
p (0, T ;Rk3), folosind din nou (3.13), deducem

E2 (u, v, w) ≥ 1

2
|v|22 −

∫ T

0

g22 (t, v) dt ≥ inf
v∈H1

p

E2(u, ·, w) + a,

O inegalitate similară se obt, ine pentru E3. Din toate cele de mai sus, conclu-

zionăm că (3.15) are cel put, in o solut, ie globală ı̂n H1
p

(
0, T ;Rk1

)
×H1

p

(
0, T ;Rk2

)
×

H1
p

(
0, T ;Rk3

)
.
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3.3.2 Existent,a locală pentru un sistem de ecuat, ii diferent, iale

ordinare de ordinul doi.

Vom examina problema:
−u′′(t) = f1(t, u(t), v(t), w(t), u′(t))

−v′′(t) = f2(t, u(t), v(t), w(t))

−w′′(t) = f3(t, u(t), v(t), w(t)),

pe (0,T) (3.15)

cu condit, iile de frontieră Dirichlet
u(0) = u(T ) = 0

v(0) = v(T ) = 0

w(0) = w(T ) = 0,

unde f1 : (0, T )×R4 → R+, f2, f3 : (0, T )×R3 → R+ sunt funct, ii de tip Carathéodory.

Subliniem faptul că prezent,a lui u′ ı̂n prima ecuat, ie, spre deosebire de ecuat, iile

2 s, i 3, face ca aceasta sa nu mai admită o structura variat, ională. Aici, spat, iile

Hilbert X1, X2, X3 reprezintă spat, iul Sobolev H1
0 (0, T ) echipat cu produsul scalar

(u, v)H1
0

=
∫ T

0
u′v′ s, i norma |u|H1

0
=
(∫ T

0
(u′)2

) 1
2
.

Fie (H1
0 (0, T ))

′
spat, iul dual al lui H1

0 (0, T ) s, i (· , ·)′ dualitatea ı̂ntre (H1
0 (0, T ))

′

s, i H1
0 (0, T ). Din teorema de reprezentare a lui Riesz (vezi, de exemplu, G. Bachman

s, i L. Narici [4, Teorema 1.9]), pentru fiecare h ∈ (H1
0 (0, T ))

′
, există un unic uh ∈

H1
0 (0, T ) astfel ı̂ncât

(h, ϕ)′ = (uh, ϕ)H1
0
, pentru orice ϕ ∈ H1

0 (0, T ).

Prin urmare, definim operatorul solut, ie S : (H1
0 (0, T ))

′ → H1
0 (0, T ), unde S(h) = uh.

Atunci când h ∈ L2(0, T ), expresia lui S(h) este dată de

S(h)(t) =

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds,

unde G(t, s) : (0, T )2 → R+ este funct, ia Green (vezi, de exemplu, A. Cabada [14,

Exemplu 1.8.18]),

G(t, s) =

s
(
1 − t

T

)
, s ≤ t

t
(
1 − s

T

)
, s ≥ t.

Fie K := K2 = K3 conul funct, iilor pozitive din H1
0 (0, T ) s, i fie [a, b] un subinterval

compact fixat al intervalului (0, T ). În plus, considerăm l2, l3 : K → R+, definite
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astfel:

l1(u) = l2(u) = min
t∈[a,b]

u(t) (u ∈ K) ,

s, i mult, imile anulare

(K)rj ,Rj
= {u ∈ Kj | rj ≤ lj(u), |u|H1

0
≤ Rj}, (j = 2, 3) ,

unde 0 < rj < Rj sunt numere reale pozitive.

Subliniem faptul că a doua s, i a treia ecuat, ii din (3.15) admit o formulare varia-

tională dată de funct, ionalele energie E2, E3 : H1
0 (0, T ) ×K ×K → R,

E2(u, v, w) :=
1

2
|v|2H1

0
−
∫ T

0

F2(·, u, v, w), E3(u, v, w) :=
1

2
|w|2H1

0
−
∫ T

0

F3(·, u, v, w)

unde

F2(x, u(x), v(x), w(x)) :=

∫ v(x)

0

f2(x, u(x), s, w(x))ds

F3(x, u(x), v(x), w(x)) :=

∫ w(x)

0

f2(x, u(x), v(x), s)ds.

În plus, dacă H1
0 (0, T ) este identificat cu spat, iul său dual (H1

0 (0, T ))
′

, avem

E22(u, v, w) = v − Sf2(u, v, w), E33(u, v, w) = w − Sf3(u, v, w).

Prin urmare, sistemul (3.15) este echivalent cu următoarea ecuat, ie de punct fix:
N1(u, v, w) = u

N2(u, v, w) = v

N3(u, v, w) = w,

unde 
N1(u, v, w) = Sf1(·, u, v, w, u′)

N2(u, v, w) = Sf2(·, u, v, w)

N3(u, v, w) = Sf3(·, u, v, w).

Notăm

m := min
t∈[a,b]

∫ T

0

G(t, s)ds = min
t∈[a,b]

t(T − t)

2
= min

{
a(T − a)

2
,
b(T − b)

2

}
.

Teorema 3.6. Având ı̂n vedere ipotezele ment,ionate anterior, considerăm următoarele:

(H1) Există aij, a14 > 0 (i, j = 1, 2, 3) astfel ı̂ncât pentru toate numerele reale x1, . . . , x4
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s, i x1, . . . , x4, avem

(x1 − x1) (f1(t, x1, ..., x4) − f1(t, x1, ..., x4)) ≤ |x1 − x1|
4∑

j=1

a1j|xj − xj|,

(xi − xi) (fi(t, x1, x2, x3) − fi(t, x1, x2, x3)) ≤ |xi − xi|
3∑

j=1

aij|xj − xj|,

(3.16)

unde i ∈ {2, 3}, s, i ı̂n plus, matricea

A = T 2

π2


(
a11 + π

T
a41
)

a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , (3.17)

converge către zero.

(H2) Funct,iile fi(t, x, y, z) (i = 2, 3), satisfac:

(i) Sunt monoton crescătoare ı̂n raport cu variabilele y s, i z.

(ii)

fi(t, ·, r2, r3) ≥
ri

m(b− a)
(3.18)

s, i

|fi(t, ·, 0, 0)|L2 ≤ π

T
R2 −

T

π
(ai2R2 + ai3R3) (3.19)

pentru orice t ∈ (0, T ).

(iii) Există numere reale M1,M2,M3,M4 > 0 astfel ı̂ncât

f2(t, ·, cR2, cR3) ≤M1, f2(t, ·, 0, r3) ≥M2,

f3(t, ·, cR2, cR3) ≤M3, f3(t, ·, r2, 0) ≥M4,

pentru fiecare t ∈ (0, T ) s, i

TcR2M1 −
R2

2

2
< r2(b− a)M2, T cR3M3 −

R2
3

2
< r3(b− a)M4.

Atunci, există o solut,ie (u∗, v∗, w∗) ∈ H1
0 (0, T )×(K2)r2,R2×(K3)r3,R3 pentru sistemul

(3.15) astfel ı̂ncât (v∗, w∗) este un echilibru Nash pentru funct,ionalele energie E2 s, i

E3.
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Example 3.1. Considerăm sistemul
−u′′(t) = ā1

(
e−u2(t) + e−(u′(t))2 + e−v2(t) + e−w2(t)

)
−v′′(t) = ā2

(
e−u2(t) + arctan(v(t) + 2w(t)) + π

2

)
−w′′(t) = ā3

(
e−u2(t) + arctan(2v(t) + w(t)) + π

2

)
,

pe (0, 3) (3.20)

cu condit, ii de frontieră Dirichlet
u(0) = u(3) = 0

v(0) = v(3) = 0

w(0) = w(3) = 0

,

unde āi (i = 1, 3) sunt numere reale pozitive.

Vom aplica Teorema 3.6 cu,

f1 (t, x1, x2, x3, x4) = ā1

(
e−x2

1 + e−x2
2 + e−x2

3 + e−x2
4

)
f2 (t, x1, x2, x3) = ā2

(
e−x2

1 + arctan (x2 + x3) +
π

2

)
f3 (t, x1, x2, x3) = ā3

(
e−x2

2 + arctan (x2 + x3) +
π

2

)
Alegem c =

√
3, r = r2 = r3 s, i R1 = R2 = ∞. Valoarea lui r este aleasă astfel ı̂ncât

pentru fiecare i = 2, 3,

āi

(
arctan 2r +

π

2

)
≥ r. (3.21)

Intervalul compact [a, b] este [1, 2]. Prin urmare,

m = min

{
1(3 − 1)

2
,
2(3 − 2)

2

}
= 1.

Dacă matricea

A =
9

π2

ā1
(
π
3

+ 1
)

ā1 ā1

ā2 ā2 ā2

ā2 ā3 ā3


converge către zero, atunci sistemul (2.21) are o solut, ie (u∗, v∗, w∗) astfel ı̂ncât

(v∗, w∗) reprezintă un echilibru Nash pe (K)r,R×(K)r,R pentru funct, ionalele energie

asociate cu a doua s, i a treia ecuat, ie.
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Capitolul 4

Puncte de echilibriu pentru

sisteme variationale pe

componente

În capitolele anterioare, ne-am concentrat pe echilibrele Nash pentru funct, ionalele

de energie, ı̂n care fiecare componentă minimizează ı̂n timp ce celelalte sunt t, inute

constante. Acest capitol extinde acest concept către echilibrele de tip Nash gene-

ralizate, care implică combinat, ii ı̂ntre puncte de trecere s, i puncte de minim sau

maxim.

4.1 Problema de echilibru

În acest capitol, analizăm punctele critice (u1, u2) pentru funct, ionalele energie E1 s, i

E2, care ı̂ndeplinesc condit, iile E11(u1, u2) = 0 s, i E22(u1, u2) = 0. Aceste puncte pot

fi clasificate ı̂n următoarele categorii:

(a) Echilibre Nash, unde u1 minimizează E1 s, i u2 minimizează E2.

(b) Echilibre de tip minim-mountain pass, cu u1 minimizând E1 s, i u2 ca mountain

pass pentru E2.

(c) Echilibre de tip mountain pass-mountain pass, unde u1 este un punct de moun-

tain pass pentru E1 s, i u2 este un punct de mountain pass pentru E2.

Existent,a unui s, ir cu una din cele 3 proprietat, i ment, ionate mai sus il vom numi

punct de tip echilibru Nash generalizat.

Ne propunem să unificăm tratarea acestor cazuri, folosind conceptul de linking

introdus de R. Precup, care generează atât puncte de minim, cât s, i puncte critice de

tip mountain pass. Această abordare implică construirea unei sir de aproximarem

cu analiza ulterioară a convergent,ei acestui s, ir către punctul critic dorit.
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4.2. Existent,a unui sir minimizant către punctul Nash generalizat

Fie Hi (i = 1, 2) spat, ii Hilbert ı̂mpreună cu produsul scalar (·, ·)i s, i norma | · |i,
identificate cu dualele lor. Notăm H = H1×H2. Pentru fiecare spat, iu Hi, considerăm

un linking dată de două mult, imi ı̂nchise Ai, Bi ⊂ Hi s, i o mult, ime compactă Qi ⊂ Hi

cu Ai, Qi ̸= ∅ s, i Bi ⊂ Qi. Fie

Γi := {γi ∈ C(Qi, Hi) : γi(ui) = ui pentru orice ui ∈ Bi}.

Observam ca aceste multimi Γi sunt spatii metrice ı̂mpreună cu metrica di, unde

di(γi, γi) := max
q∈Qi

|γi(q) − γi(q) |i,

pentru orice γi, γi ∈ Γi.

Fie Ei : H → R (i = 1, 2) două funct, ionale Fréchet diferent, iabile. Pentru fiecare

(u1, u2) ∈ H, definim:

m1(u2) := infX1 E1(·, u2) ; m2(u1) := infX2 E2(u1, ·) ;

a1(u2) := infA1 E1(·, u2) ; a2(u1) := infA2 E2(u1, ·) ;

b1(u2) := supB1
E1(·, u2) ; b2(u1) := supB2

E2(u1, ·) ;

(4.1)

c1(u2) := inf
µ∈Γ1

max
q∈Q1

E1(µ(q), u2) ; (4.2)

c2(u1) := inf
µ∈Γ2

max
q∈Q2

E2(u1, µ(q)). (4.3)

Se observă us,or că

mi ≤ ai ≤ ci s, i bi ≤ ci (i = 1, 2).

4.2 Existent,a unui sir minimizant către punctul

Nash generalizat

Folosing un linking particular, vom folosi principiul variat, ional a lui Ekeland pentru

a genera un sir aproximant către punctul critic, ulterior demonstrand ca acesta este

covnergent iar limita acestuia este chiar un punct cu una din proprietătile (a), (b), (c),

acesta fiind determinat de tipul de linking folosit.

Lema 4.1. Fie (X, |·|X) un spat,iu Banach, K o ubmult,ime compactă al lui X s, i

f ∈ C (K,X∗) o aplicat,ie continuă de la K la dualul lui X. Atunci, pentru fiecare

ε > 0,găsim o funct,ie φ ∈ C (K,X) astfel ı̂ncât:

|φ (x)|X ≤ 1, s, i ⟨f (x) , φ (x)⟩ > |f (x)|X − ε,
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4.3. Explorarea cazului limită.

pentru orice x ∈ K.

Teorema 4.2. Presupunem că există un linking de la Ai la Bi prin intermediul unei

submult,imi Qi ı̂n Hi, s, i ı̂n plus presupunem că

bi < ai, i = 1, 2.

Atunci, există două s, iruri
(
uk1
)
∈ H1 s, i

(
uk2
)
∈ H2 astfel ı̂ncât

0 ≤ E1(u
k
1, u

k−1
2 ) − c1

(
uk−1
2

)
→ 0, 0 ≤ E2(u

k
1, u

k
2) − c2

(
uk1
)
→ 0 (4.4)

s, i

E11

(
uk1, u

k−1
2

)
→ 0, E22

(
uk1, u

k
2

)
→ 0, (4.5)

dacă k → ∞.

4.3 Explorarea cazului limită.

În sect, iunea precedentă, am examinat condit, iile prealabile pentru generarea unui sir

de aproximare. Totus, i, acest s, ir poate sa nu fie convergent. În sect, iunea următoare,

vom explora caracteristicile punctelor limită, presupunând existent,a acestora.

Teorema 4.3. Fie
(
uk1
)
,
(
uk2
)
s, irurile obt,inute ı̂n Teorema 4.2. Presupunem că

acestea sunt convergente, adică există u∗, v∗ astfel ı̂ncât uk1 → u∗ s, i uk2 → v∗. Atunci

E11(u
∗, v∗) = 0 , E22(u

∗, v∗) = 0, (4.6)

c1
(
uk2
)
→ c1 (v∗) , c2

(
uk1
)
→ c2 (u∗) (4.7)

s, i

E1(u
∗, v∗) = c1 (v∗) , E2(u

∗, v∗) = c2 (u∗) . (4.8)

Remark 4.4. Din Teorema 4.3, putem face distinct,ie ı̂ntre următoarele scenarii:

(a) Dacă ambele linking-uri ale spat,iilor H1 s, i H2 sunt triviale, atunci u
∗ este mi-

nimizant al funct,ionalei E2 (·, v∗) s, i de asemenea, v∗ este un minimizant al funct,ionalei

E2 (u∗, ·) . Cu alte cuvinte, perechea (u∗, v∗) reprezintă un echilibru Nash pentru

funct,ionalele E1 s, i E2.

(b) Dacă ı̂n H2 avem un linking trivial, atunci u∗ este un punct de tip mountain

pass pentru E1 (·, v∗) , ı̂n timp ce v∗ este un minimizant pentru funct,ionala E2 (u∗, ·) .
(c) Dacă ambele linkinguri ale spat,iilor H1 s, i H2 sunt netriviale, atunci u∗ este

un punct de tip mountain pass pentru funct,ionala E2 (·, v∗), s, i similar, v∗ este un

punct de tip mountain pass pentru funct,ionalul E2 (u∗, ·) .
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Remark 4.5. In cazul caz particular cand X1 = X2 = H1 × H2, atunci putem

considera

(10) E1 = E2 = E; sau

(20) E1 = E s, i E2 = −E.

Dacă cele două s, iruri (uk1) s, i (uk2) converg către u∗1 s, i u
∗
2, se pot obt,ine puncte critice

(u∗1, u
∗
2) ale lui E cu una dintre următoarele proprietăt,i

E (u∗1, u
∗
2) = minE (·, u∗2) = maxE (u∗1, ·) ;

E (u∗1, u
∗
2) = minE (·, u∗2) = sup

µ∈Γ2

min
q∈Q2

E (u∗1, µ (q)) ;

E (u∗1, u
∗
2) = inf

µ∈Γ1

max
q∈Q1

E (µ (q) , u∗2) = maxE (u∗1, ·) ;

E (u∗1, u
∗
2) = inf

µ∈Γ1

max
q∈Q1

E (µ (q) , u∗2) = sup
µ∈Γ2

min
q∈Q2

E (u∗1, µ (q)) .

4.4 Condit, ii pentru convergent, ă.

În sect, iunile anterioare, am discutat proprietăt, ile limitelor secvent,elor generate.

Acum, abordăm provocarea asigurării existent,ei acestor limite prin prezentarea

condit, iilor pentru existent,a lor. Pentru a realiza acest lucru, impunem condit, ii

de monotonie asupra derivatelor E11 s, i E22.

Teorema 4.6. Fie L = (L1, L2) : H → H, Li : H → Hi (i = 1, 2) un operator

continuu s, i fie N = (N1, N2) : H → H, Ni : H → Hi (i = 1, 2) , definit prin

N (u) = u− L (E11 (u) , E22 (u)) . (4.9)

Presupunem că următoarele condit,ii sunt ı̂ndeplinite:

(i) Există constante pozitive aij (i, j = 1, 2) astfel ı̂ncât

(N1(u1, u2) −N1(u1, u2) , u1 − u1)1 (4.10)

≤ a11 |u1 − u1|21 + a12 |u1 − u1|1 |u2 − u2|2 ,

(N2(u1, u2) −N2(u1, u2) , u2 − u2)2 (4.11)

≤ a22 |u2 − u2|22 + a21 |u1 − u1|1 |u2 − u2|2 ,

pentru orice u1, u1 ∈ H1 s, i u2, u2 ∈ H2;

(ii) Matricea A = [aij]1≤i,j≤2 converge la zero;

(iii) Secvent,a
(
uk2
)
(echivalent,

(
uk1
)
) este mărginită.

40



4.5. Aplicat, ii

Atunci, s, irurile
(
uk1
)
s, i
(
uk2
)
sunt convergente.

Remark 4.7. Utilizarea unui operator continuu L ne permite să obt,inem o trans-

formare continuă a derivatelor, la care putem aplica ulterior condit,iile de monotonie

necesare. Fără această transformare, ı̂ndeplinirea condit,iilor de monotonie necesare

pare dificilă din cauza naturii geometriei de trecere a muntelui. Merită ment,ionat

că ı̂n lucrările noastre anterioare concentrate pe echilibre de tip Nash, necesitatea

unui operator specializat ca L a fost evitată, iar ı̂n acele cazuri, operatorul identitate

a fost suficient.

Condit, ia (iii) (mărginirea unei secvent,e) nu este presupusă ı̂n prealabil s, i trebuie

asigurată. Aici, enumerăm condit, ii suficiente bazate pe conectarea aleasă pentru a

garanta această condit, ie.

Teorema 4.8. S, irul
(
uk2
)
rămâne mărginită ı̂n fiecare dintre scenariile următoare:

(a) Linkingul ı̂n H2 este trivială. Există w ∈ H2 astfel ı̂ncât

E2 (·, w) este mărginit pe H1; (4.12)

s, i

E2 (u, ·) este coerciv uniform ı̂n raport cu u. (4.13)

(b) Linkingul ı̂n H2 este netrivială. Există w ∈ B2, astfel ı̂ncât

−E2 (·, w) este mărginit pe H1; (4.14)

s, i

−E2 (u, ·) este coerciv uniform ı̂n raport cu u. (4.15)

Remark 4.9. Merită ment,ionat că ı̂n aplicat,iile practice, condit,ii specifice supli-

mentare, cum ar fi condit,iile de cres, tere s, i coercivitate sau condit,ia Ambrosetti-

Rabinowitz, pot fi utilizate pentru a asigura mărginirea lui
(
uk2
)
.

4.5 Aplicat, ii

Considerăm problema Dirichlet

−∆v1 = ∇v1F (v1, w1, v2, w2)

−∆w1 = ∇w1F (v1, w1, v2, w2)

−∆v2 = ∇v2G(v1, w1, v2, w2)

−∆w2 = ∇w2G(v1, w1, v2, w2) on Ω

v1|∂Ω = w1|∂Ω = v2|∂Ω = w2|∂Ω = 0.

(4.16)
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In cazul nostru, Ω reprezintă o mult, ime deschisă s, i mărginită din Rn (n ≥ 3).

Asemenea probleme sunt bine cunoscute in literatura, adesea modelând probleme

din lumea reala, incluzând probleme de difuzie sau miscare a undelor.

Presupunem următoarele condit, ii asupra potent, ialelor F s, i G

(H1) Funct, iile F,G : R4 → R sunt de tip C1 s, i de asemenea

F (0, x2) = 0, G(x1, 0) = 0,

pentru orice x1, x2 ∈ R2. În plus, pentru 2 ≤ p ≤ 2∗ = 2n
n−2

, avem următoarele

condit, ii de cres,tere satisfăcute

|F (x1, x2)| ≤ CF (|x1|p + 1) , (4.17)

|G(x1, x2)| ≤ CG (|x2|p + 1) ,

pentru orice x1, x2 ∈ R2, unde CF , CG sunt constante pozitive.

Aici, H1 = H2 := (H1
0 (Ω))

2
= H1

0 (Ω) ×H1
0 (Ω) echipat cu produsul scalar

(u, u)H01 ×H1
0 = (v, v)H01 + (w,w)H01,

s, i norma

|u|H01 ×H1
0 =

(
|v|H012 + |w|H012

)1/2
,

pentru u = (v, w), u = (v, w).

Caracteristica distinctivă a sistemului (4.16) este că primele două ecuat, ii s, i ul-

timele două ecuat, ii cuplate ı̂mpreună, permit o formulare variat, ională care poate fi

exprimată prin funct, ionalel energie E1, E2 : (H1
0 (Ω))

2 × (H1
0 (Ω))

2 → R,

E1(u1, u2) = 1
2
|u1|2H1

0×H1
0
−
∫
Ω

F (u1, u2), E2(u1, u2) = 1
2
|u2|2H1

0×H1
0
−
∫
Ω

G(u1, u2),

unde u1 = (v1, w1) , u2 = (v2, w2) ∈ (H1
0 (Ω))

2
.

Fie

f1(y1, z1, y2, z2) = ∇y1F (y1, z1, y2, z2),

f2(y1, z1, y2, z2) = ∇z1F (y1, z1, y2, z2),

g1(y1, z1, y2, z2) = ∇y2G(y1, z1, y2, z2),

g2(y1, z1, y2, z2) = ∇z2G(y1, z1, y2, z2).

Dacă identificăm H1
0 (Ω) cu dualul său H−1(Ω) prin intermediul lui −∆, atunci de-

rivatele part, iale ale lui E1 s, i E2 ı̂n raport cu prima s, i a doua componentă, respectiv,
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sunt date de

E11(u1, u2) = u1 −
(
(−∆)−1f1(u1, u2) , (−∆)−1f2(u1, u2)

)
,

E22(u1, u2) = u2 −
(
(−∆)−1g1(u1, u2) , (−∆)−1g2(u1, u2)

)
.

Din condit, iile de cres,tere (4.17), operatorii Nemytskii

Nfi(u1, u2)(x) := fi(u1(x), u2(x)), Ngi(u1, u2)(x) := gi(u1(x), u2(x)),

(i=1,2), sunt bine definit, i de la
(
L2∗(Ω)

)4
la
(
L(2∗)′(Ω)

)2
, mărginit, i (duc mult, imi

mărginite ı̂n mult, imi mărginite) s, i continui. Prin urmare, operatorii

N1(u1, u2) =
(
(−∆)−1f1(u1, u2)), (−∆)−1f2(u1, u2))

)
N2(u1, u2) =

(
(−∆)−1g1(u1, u2)), (−∆)−1g2(u1, u2))

)
sunt bine definit, i s, i continui de la (H1

0 (Ω))
4

la (H1
0 (Ω))

2
.

(H2) Inegalităt, ile (vezi, de exemplu, [2, 17–19,33]).

lim sup
|x1|→0

F (x1, x2)

|x1|2
<
λ1
2
< lim inf

|y1|→∞

F ((y1, 0), x2)

y12
,

au loc pentru orice y1 ∈ R s, i uniform ı̂n raport cu x2 ∈ R2.

Din (4.17) s, i (H2), găsim un r′0 astfel ı̂ncât

E1(u1, u2) ≥ c > 0 pentru orice |u1|H1
0×H1

0
= r′0. (4.18)

De asemenea, există un α0 > r′0 astfel ı̂ncât

E1 ((α0ϕ1, 0), u2) < 0 pentru orice u2 ∈
(
H1

0 (Ω)
)2
. (4.19)

În plus, avem ı̂n mod clar

E1((0, 0), u2) = 0. (4.20)

Pe (H1
0 (Ω))

2
, considerăm mult, imile

A1 =
{
u1 ∈

(
H1

0 (Ω)
)2

: |u1|H1
0×H1

0
= r′0

}
,

Q1 =
{
s (ϕ1, 0) ∈

(
H1

0 (Ω)
)2

: 0 ≤ s ≤ α0

}
,

B1 = {((0, 0) , (s0ϕ1, 0))} .

Din (4.18), (4.19) s, i (4.20), vedem că A1 formeaza un linking cu B1 prin Q1, s, i ı̂n
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plus

inf
A1

E1(·, u2) ≥ c > sup
B1

E1(·, u2),

pentru orice u2 ∈ (H1
0 (Ω))

2
, adică b1 < a1.

Vom considera

A2 =
(
H1

0 (Ω)
)2
, B2 = ∅ s, i Q2 = {(0, 0)},

adică alegem un linking trivial. Pentru a asigura b2 < a2 (sau echivalent, −∞ < m2),

funct, ionala E2(·, u2) trebuie să fie uniform mărginit inferior ı̂n raport cu u1. Această

cerint, ă poate fi ı̂ndeplinită dacă presupunem următoarea condit, ie de cres,tere unila-

terală asupra lui G:

(H3) Există 0 ≤ σ < λ1 astfel ı̂ncât

G (x1, x2) ≤
σ

2
|x2|2 + C, pentru orice x1, x2 ∈ R2. (4.21)

Folosind Teorema 4.2, se poate deduce că există două s, iruri,
(
uk1
)

s, i
(
uk2
)
, care

satisfac (4.4) s, i (4.5). Referitor la Teorema 4.6, considerăm operatorul liniar L =

(L1, L2) , unde L1, L2 : (H1
0 (Ω))

2 → (H1
0 (Ω))

2
sunt date de

L1(v1, w1) = L1 (u1) = β(v1 − w1, v1 − w1), L2(v2, w2) = L2 (u2) = u2, (4.22)

pentru u1 = (v1, w1) , u2 = (v2, w2) ∈ (H1
0 (Ω))

2
s, i un β > 0. Prin urmare, putem

exprima operatorii N1 s, i N2 ı̂n funct, ie de L astfel

N1(u1, u2) = ((1 − β)v1 + βw1, (1 − β)w1 − βv1)

+ β
(
(−∆)−1 (f1(u1, u2) − f2(u1, u2)) , (−∆)−1 (f1(u1, u2) − f2(u1, u2))

)
.

N2(u1, u2) = u2 − L2 (E22(u1, u2)) =
(
(−∆)−1g1(u1, u2) , (−∆)−1g2(u1, u2)

)
În continuare, vom discuta unele condit, ii legate de monotonia funct, iilor f̃ :=

f1 − f2, g1 s, i g2 care apar ı̂n expresiile lui N1 s, i N2.
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(H4) Există mij (i, j = 1, 4) astfel ı̂ncât(
f̃(x1, x2) − f̃(x1, x2)

)
(y1 − y1) (4.23)

≤ |y1 − y1| (m11|y1 − y1| +m12|z1 − z1| +m13|y2 − y2| +m14|z2 − z2|) ,(
f̃(x1, x2) − f̃(x1, x2)

)
(z1 − z1)

≤ |z1 − z1| (m21|y1 − y1| +m22|z1 − z1| +m23|y2 − y2| +m24|z2 − z2|) ,

(g1(x1, x2) − g1(x1, x2)) (y2 − y2)

≤ |y2 − y2|(m31|y1 − y1| +m32|z1 − z1| +m33|y2 − y2| +m34|z2 − z2|),

(g2(x1, x2) − g2(x1, x2)) (z2 − z2)

≤ |z2 − z2| (m41|y1 − y1| +m42|z1 − z1| +m43|y2 − y2| +m44|z2 − z2|) ,

pentru orice x1 = (y1, z1), x1 = (y1, z1), x2 = (y2, z2), x2 = (y2, z2) ∈ R2.

DIn ipoteza (H4), operatorii N1, N2 ı̂ndeplinesc condit, iile de monotonie (2.16) s, i

(2.17), cu coeficient, ii

a11 = 1 − β + β
λ1

max{m11, m22} + β
2λ1

(m12 +m21) , (4.24)

a12 = β
λ1

max

{√
m2

13 +m2
23,
√
m2

14 +m2
24

}
, (4.25)

a21 =
1

λ1
max

{√
m2

31 +m2
32,
√
m2

41 +m2
42

}
, (4.26)

a22 =
m34 +m43

2λ1
+ max {m33, m44} . (4.27)

Pe baza celor de mai sus, primele două condit, ii din Teorema 4.6 sunt ı̂ndeplinite

dacă

(H5) Matricea M := [aij]1≤i,j≤2 converge la zero.

Rămâne de arătat că s, irul
(
uk2
)

este mărginită. Pentru a face acest lucru, aplicăm

Teorema 4.8 (a). Din G(·, 0) = 0 s, i condit, ia de cres,tere (4.21), obt, inem

E2 (u1, u2) ≥
(

1

2
− σ

2λ1

)
|u2|2H1

0×H1
0
− C meas (Ω) → ∞,

când |u2|H1
0×H1

0
→ ∞, uniform ı̂n raport cu u1. Prin urmare, deoarece toate condit, iile

din Teorema 4.6 sunt ı̂ndeplinite, deducem că s, irurile
(
uk1
)

s, i
(
uk2
)

converg ı̂n (H1
0 (Ω))

2
.

Astfel, pe baza Teoremei 4.2, putem formula următorul rezultat.

Teorema 4.10. Sub ipotezele (H1)-(H5), concluzionăm că problema (2.21) are o

solut,ie tip mountain pass-min. Mai precis, există o solut,ie (u∗1, u
∗
2) ∈ (H1

0 (Ω))
2 ×

(H1
0 (Ω))

2
astfel ı̂ncât u∗1 este un punct critic de tip mountain pass al funct,iei E1(·, u∗2)

s, i u∗2 este un minimizant al funct,ionalei E2(u
∗
1, ·).
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Pentru a obt, ine o solut, ie de tip mountain pass, urmăm o abordare similară cu

Teorema 1, cu cateva clarificări importante. În primul rând, ambele funct, ii F s, i G

trebuie să satisfacă condit, iile (H2)’ pentru linkingul netrivial. Prin impunerea (H3)’

cu −G ı̂n loc de G, asigurăm mărginirea lui uk2 (cf. Teorema 3(b)).

În al doilea rând, folosim un operator alternativ L2 ı̂n loc de operatorul identitate

(algem L2 = L1 pentru simplitate). Condit, ia (H4) necesită o condit, ie de monotonie

pentru g̃ = g1 − g2 ı̂n loc de g1 s, i g2 (denumită (H4)’). Schimbarea lui L2 necesită

revizuirea coeficient, ilor a21 s, i a22 (cf. ecuat, iilor (5) s, i (6)), unde a21 corespunde lui

a12 s, i a22 corespunde lui a11.

Teorema 4.11. Presupunând că sunt ı̂ndeplinite condit,iile (H1), (H2)’-(H4)’, (H5),

atunci problema (2.21) are o solut,ie de tip mountain pass-mountain pass, adică

există o solut,ie (u∗1, u
∗
2) ∈ (H1

0 (Ω))
2 × (H1

0 (Ω))
2
astfel ı̂ncât u∗1 este un punct critic

de tip mountain pass al funct,iei E1(·, u∗2) s, i u∗2 este un punct critic de tip mountain

pass al funct,iei E2(u
∗
1, ·).

Exemplul 1. Considerăm problema Dirichlet

−∆v1 = a(v1 + w1)
3 + ãv1 + a(v1 + w1)

1
v22+w2

2+1

−∆w1 = a(v1 + w1)
3 − ãw1 + a(v1 + w1)

1
v22+w2

2+1

−∆v2 = bv2 + 1
v21+c2

−∆w2 = bw2 + 1
v22+c2

ı̂n Ω

v1|Ω = w1|Ω = v2|Ω = w2|Ω = 0.

(4.28)

Aplicăm Teorema 4.10, unde

Ω ⊂ R3, a ≤ λ1
4
, ã <

λ1
2
, b < 1, b+ 4

c
< λ1, c > 1,

F (y1, z1, y2, z2) = a
4
(y1 + z1)

4 + ã
2

(
y21 − z21

)
+ a

2
(y1 + z1)

2 1

y22 + z22 + 1
,

G(y1, z1, y2, z2) = b
2

(
y22 + z22

)
+

y2
y21 + c2

+
z2

z21 + c2
.

Valoarea absolută a lui F (x1, x2) (x1, x2 ∈ R2) este mărginită de un polinom de grad

patru ı̂n |x1| s, i

|G(y1, z1, y2, z2)| ≤
(
b
2

+ 2
c

)
|(y2, z2)|2 + 2

c
.

Prin urmare, condit, ia (H1) este garantată. În plus, condit, ia (H3) este, de asemenea,

satisfăcută deoarece b
2

+ 2
c
< λ1

2
. Din simple calcule avem

lim
|y1|+|z1|→0

F (y1, z1, y2, z2)

y12 + z12
≤ ã

2
+ a <

λ1
2

s, i lim
|y1|→∞

F ((y1, 0), x2)

y12
≥ lim

|y1|→∞
a
4
y21 = ∞,

46



4.5. Aplicat, ii

ceea ce garantează că (H2) este satisfăcută. Observăm că

f1(y1, z1, y2, z2) = a(y1 + z1)
3 + ãy1 + a(y1 + z1)

1

y22 + z22 + 1
,

f2(y1, z1, y2, z2) = a(y1 + z1)
3 − ãz1 + a(y1 + z1)

1

y22 + z22 + 1
,

g1(y1, z1, y2, z2) = by2 +
1

y21 + c2
,

g2(y1, z1, y2, z2) = bz2 +
1

z21 + c2
,

ceea ce ne oferă

f̃(y1, z1, y2, z2) = ãy1 + ãz1.

Liniaritatea lui f̃ s, i proprietatea Lipschitz
∣∣∣ 1
x2+c2

− 1
x2+c2

∣∣∣ ≤ 1
c
|x− x| conduc la

(
f̃(y1, z1, y2, z2) − f̃(y1, z1, y2, z2)

)
(y1 − y1) ≤ ã|y1 − y1|2 + ã |y1 − y1| |z1 − z1|,(

f̃(y1, z1, y2, z2) − f̃(y1, z1, y2, z2)
)

(z1 − z1) ≤ ã|z1 − z1|2 + ã |y1 − y1| |z1 − z1|,

(g1(y1, z1, y2, z2) − g1(y1, z1, y2, z2)) (y2 − y2) ≤ b|y2 − y2|2 + 1
c
|y2 − y2||y1 − y1|,

(g2(y1, z1, y2, z2) − g(y1, z1, y2, z2)) (z2 − z2) ≤ b|z2 − z2|2 + 1
c
|z1 − z1||z2 − z2|.

Astfel, condit, iile de monotonie (4.23) sunt ı̂ndeplinite cu

m11 = ã, m12 = ã, m13 = 0, m14 = 0,

m21 = ã, m22 = ã, m23 = 0, m24 = 0,

m31 =
1

c
, m32 = 0, m33 = b, m34 = 0,

m41 = 0, m42 =
1

c
, m43 = 0, m44 = b.

Din simple calcule obt, inem

M =

[
1 − β

(
1 − 2 ã

λ1

)
0

1
cλ1

b

]
.

Pentru că b < 1 s, i 1 − 2 ã
λ1
> 0, putem alege β > 0 ı̂n (4.22) suficient de mic, astfel

ı̂ncât matricea M să conveargă la zero.

Prin urmare, având ı̂n vedere ca toate ipotezele din Teorema 2.10 sunt ı̂ndeplinite,

problema (4.28) are o solut, ie (v∗1, w
∗
1, v

∗
2, w

∗
2) . În plus, u∗1 := (v∗1, w

∗
1) s, i u∗2 := (v∗2, w

∗
2)

sunt astfel ı̂ncât u∗1 este un punct critic de tip mountain pass pentru funct, ionala

energie E1 (·, u∗2) , iar u∗2 este un minim pentru funct, ionala energie E2 (u∗1, ·) .
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[60] J. Rodŕıguez-López, R. Precup, and C.-I. Gheorghiu. On the localization and

numerical computation of positive radial solutions for ϕ-laplace equations in

the annulus. Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., (47):1–22, 2022.

[61] I. Rus. Principles and Applications of Fixed Point Theory. Dacia, Cluj-Napoca,

1979.

[62] I. A. Rus. On the fixed points of mappings defined on a Cartesian product. II.

Metric spaces (Romanian). Stud. Cerc. Mat., 24:897–904, 1972.

[63] M. Schechter. Linking Methods in Critical Point Theory. Birkhäuser Boston,
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