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Introducere

In aceastd tezd, combinim notiunile de punct fix si punct critic pentru a obtine
o intelegere mai profunda a proprietatilor calitative ale solutiilor pentru diverse
sisteme neliniare. In mod specific, investigam proprietatile de echilibru ale solutiilor
pentru unele sisteme neliniare. Accentul nostru principal este pus pe echilibre de
tip Nash.

Conceptul de echilibru, inteles astazi sub numele de echilibru Nash, isi are
radacinile istorice 1n studiul economic realizat de A. Cournot in mijlocul secolului al
XIX-lea, in cartea The Mathematical Principles of the Theory of Wealth |21, Capi-
tolul VII]. Acest studiu examineaza rezultatele a doi ”proprietari” care analizeaza
atat pretul total per produs, cat si cantitatea de vanzari. Analiza presupune ca
proprietarii nu functioneaza ca un monopol, adica niciunul dintre ei nu exercita
influenta asupra celuilalt. Cu alte cuvinte, analiza s-a concentrat pe un scenariu
in care ambii proprietari se aflau intr-o stare in care niciunul nu putea imbunatati
profitul in raport cu celalalt.

In 1951, J. Nash [40] a examinat astfel de echilibre in jocuri finite non-cooperative
din cadrul teoriei jocurilor si a furnizat un rezultat riguros de existenta folosind teo-
rema punctului fix a lui Brouwer [11]. Noutatea acestui articol consta in aplicabili-
tatea sa la orice joc finit, contrastand cu incercarile anterioare precum cea realizata
de J. Neumann si O. Morgenstern in 1944 [39].

O noua perspectiva este sa folosim notiunea de echilibru Nash in mod mai general
pentru sisteme de ecuatii operator, in special pentru un sistem de doua ecuatii cu u
si v ca necunoscute, unde fiecare dintre ecuatii are o functie de energie F;(u,v) si

Es(u,v), respectiv. O solutie (u*,v*) este un echilibru Nash daca
Ey(u*,v") = min E; (-,v") si Ey(u*,v") = min Ey(u*, -).

incepénd din 1951, ideea unui echilibru Nash a fost extensiv dezvoltata nu numai
in domeniul teoriei jocurilor, ci si in diverse alte domenii (vezi, de exemplu, F.
Facchinei si C. Kanzow [29], S. Park [41,42], J. Li si S. Park [37], J. Krawczyk [36],
S. Cacace, E. Cristiani, M. Falcone [15], J.A. Ramos, R. Glowinski si J. Periaux
[58,59]).
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Structura tezei

Teza noastra consta din patru capitole, fiecare avand mai multe sectiuni in interior.

Capitolul 1 este dedicat conceptelor preliminare esentiale, rezultatelor si notarii
utilizate pe parcursul acestei lucrari. In Sectiunea 1.1, introducem rezultate fun-
damentale legate de derivata Fréchet si operatorii Nemytskii. Sectiunea 1.2 discuta
principiul variational al lui Ekeland si consecintele sale. In Sectiunea 1.3, revizuim
conceptele legate de matrice cconvergente la zero si proprietatile asociate acestora.
In cele din urma, ultimele trei sectiuni furnizeaza rezultate necesare utilizate pe par-
cursul tezei, acoperind teoremele punctului fix, spatiile Sobolev si un nou concept
de linking introdus de R. Precup.

In Capitolul 2, ne concentram pe sistemele in care fiecare dintre ecuatii admite o
structura variationala, adica fiecare ecuatie este echivalenta cu o problema de punct
critic. Sectiunea 2.1 incepe cu un rezultat de existenta si unicitate pentru o ecuatie
de tip Kirchhoff, unde demonstram, de asemenea, echivalenta sa cu o problema
de punct critic. Ulterior, investigam un sistem de ecuatii Kirchhoff, demonstrand
existenta unei solutii care este si un echilibru Nash pentru functionalele energie
asociate. Acest rezultat este obtinut atat in intregul domeniu, cat si intr-o bila.
Sunt furnizate exemple ilustrative pentru fiecare caz.

Capitolul continua cu Sectiunea 2.2, unde studiem un sistem abstract pe spatii
Banach reflexive si uniform convexe, sub ipoteza ca fiecare ecuatie poseda o forma
variationala.

Toate rezultatele din Sectiunea 2.1 sunt originale si au fost publicate in R. Precup
si A. Stan [54]. In Sectiunile 2.2 si 2.3, contributiile noastre sunt: Teorema ,
Teorema [2.9] Teorema si Exemplul 2.3] Acestea au fost publicate in A. Stan
[67].

Scopul Capitolului 3 este sa investigam in continuare existenta solutiilor care
constituie echilibre Nash, chiar si pentru sisteme in care nu toate ecuatiile admit o
structura variationala. In Sectiunea 3.1, studiem un sistem de trei ecuatii in care
doar ultimele doua dintre ele au aceasta proprietate. Oferim conditii suficiente astfel
incat sistemul sa fie rezolvabil si, in plus, ultimele doua componente ale solutiei sa
fie un echilibru Nash pentru functionalele energie asociate.

In Sectiunea 3.2, exploram un sistem similar celui din Sectiunea 3.1, dar cu un
numar arbitrar de ecuatii. Presupunem ca doar ultimele p ecuatii admit o forma
variationala. Scopul nostru nu este doar sa demonstram existenta solutiilor astfel
incat ultimele p componente ale solutiei sa fie un echilibru Nash pentru functionalele
lor energie, ci si sa stabilim localizarea lor in multimi conice. In cele din urma, in
Sectiunea 3.3, prezentam aplicatii ale rezultatelor obtinute atat in Sectiunea 3.1, cat

si in Sectiunea 3.2. Fiecare aplicatie este insotita de un exemplu ilustrativ.
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Toate rezultatele din acest capitol sunt originale si pot fi gasite in A. Stan [65,66].

Capitolul 4 isi propune sa extinda conceptul de echilibru Nash discutat in
capitolele anterioare. Ideea nu este doar de a atinge minimul functionalelor energie,
ci si de a obtine puncte de tip mountain-pass, toate acestea printr-o teorie unitara.
Astfel, dat fiind un sistem de puncte critice Ey1(u,v) = 0 si Fa(u,v) = 0, unde Ej;
(1 = 1,2) reprezinta derivata Fréchet a unei functii E; in raport cu a i-a variabila, ne
propunem sa obtinem o solutie (u*, v*) astfel incat una dintre urmatoarele situatii sa
fie valabila: a) Ej(u*,v*) este minim pentru £y (u*, -) si Ea(u*, v*) este minim pentru
Es(-,v*) (echilibru Nash), b) Ey(u*,v*) este minim pentru Fy(u*,-) si Es(u*, v*) este
un punct de tip mountain-pass pentru Es(-,v*) sau ¢) Ej(u*,v*) este un punct de
tip mountain-pass pentru E (-, v*) si Fo(u*,v*) este un punct de tip mountain-pass
pentru Fy(u*,-). Pentru a sublinia importanta problemei, sa consideram perechea

de functii de mai jos pe R? x R?:

B (z,y,2z,w) = 2> +y* + 22 +w® — 2, By (0,9, 2,w) = 2% + 2y° + 2° + w® — yw,
Fi(z,y,z,w) = 2> + > + 22 + 0w — vz, Fy (2,9, 2,w) = 2 + 2y° + 2° — w? — yw,
Gi(z,y, z,w) =2° —y* + 22 +w? — 2z, Gy (2,9, 2,w) = 2% + 29° + 22 — w® — yw.
Se poate observa usor ca perechea (u*,v*), unde u* = v* = (0,0), este un punct
critic pentru toate functiile de mai sus, dar cu proprietati diferite. Intr-adevir: u*
minimizeaza F; (-,v*) = 2% + y? in timp ce v* minimizeazd Es (u*,-) = 2 + w?, u*
minimizeaza F (-,v*) = 2% + y* in timp ce v* este un punct de tip mountain-pass
pentru Fy (u*,-) = 22 —w?, si in cele din urma u* este un punct de tip mountain-pass
pentru Gy (-, v*) = 2% — %? in timp ce v* esteun punct de tip mountain-pass pentru
Gy (u*,-) = 22 — w2

Aceasta lucrare completeaza semnificativ lucrarea [53] si extinde ideile si tehnicile
prezentate in M. Beldzinski si M. Galewski [§], R. Precup si A. Stan [48,52,/53,65]
(vezi si G. Kassay si V. D. Radulescu [34, Cap. 8]). Cu toate acestea, noutatea
absoluta introdusa de aceasta lucrare consta in abordarea unitara pentru obtinerea
solutiilor care sunt echilibre Nash generalizate pentru sistem, adica unele compo-
nente ale solutiei pot fi puncte critice de tip mountain-pass, in timp ce altele pot fi
puncte de minim. Teoria se aplica nu doar sistemelor cu doua ecuatii, ci poate fi
extinsa la orice numar de ecuatii.

Toate rezultatele din acest capitol sunt incluse in R. Precup si A. Stan [55].

Publicatiile autorului:

1. A. Stan. Nonlinear systems with a partial Nash type equilibrium. Studia Univ.
Babes-Bolyai Math., 66(2):397-408, 2021.
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2. R. Precup and A. Stan. Stationary Kirchhoff equations and systems with
reaction terms. AIMS Math., 7(8):15258-15281, 2022.

3. A. Stan. Nash equilibria for componentwise variational systems. J. Nonlinear
Funct. Anal., 6, 2023.

4. R. Precup and A. Stan. Linking methods for componentwise variational sys-
tems. Results Math., 78:246, 2023.

5. A. Stan. Localization of Nash-type equilibria for systems with a partial varia-
tional structure J. Numer. Anal. Approx. Theory, 52(2):253-272, 2023.

Cuvinte cheie

Echilibre de tip Nash, Operatori monotoni, Sisteme eliptice, Metode variationale,
Linking, Geometrie mountain pass, Principiul variational a lui Ekeland

Multumiri

Realizarea acestei teze o datorez sprijinului constant, rabdarii, indrumarii oferite
de catre dl prof Radu Precup. Sunt profund recunoscator pentru angajamentul sau
neclintit in mentinerea standardelor academice riguroase si pentru vasta cunostinta
pe care am dobandit-o sub indrumarea sa. Multumiri speciale sunt adresate tuturor
membrilor Grupului de Ecuatii Diferentiale, pentru ajutorul lor amabil si sugestiile
valoroase oferite in timpul seminarilor de cercetare. In final, as dori sa adresez
multumiri speciale familiei mele pentru suportul lor neconditionat si incurajarea

oferita.




Capitolul 1
Preliminarii

In acest capitol enumeram cateva notiuni si rezultate pe care le folosim pe parcursul
tezei noastre. Principiul variational al lui Ekeland, teoremele punctului fix, pro-
prietatile matricelor convergente la zero si rezultatele din teoria spatiilor Sobolev
sunt principalele instrumente in cercetarea noastra.

Conceptele discutate aici sunt bine documentate in literatura. Unele dintre
referintele remarcabile includ lucrarile lui A. I. Perov [44], I. A. Rus [61}/62], F.
Browder [12], H. Brezis [10], K. Deimling [22], R. Precup [45,49], P. G. Ciarlet [16],
H. Le Dret [26], C. Zalinescu [70], G. Kassay si V. D. Radulescu [34], R. S. Varga
[69], A. Granas si J. Dugundji [32], R. Adams si J. Fournier [1].

1.1 Calcul diferential in spatii Banach

Definition 1.1. Se spune ca E este diferentiabila Fréchet in uw € X, daca exista
E'(u) € X* astfel incat

E(u+v)— E(u) = (E'(u), v) + w(u,v), pentru orice v € X,

unde w este astfel incat

w(u,v)

o — 0, daca |v| — 0.
v

Definition 1.2 ([45, Definitia 5.1]). O functie f : R™ — R™ se spune cd este de tip
Carathéodory daca

1. f(,y) : R™ — R" este masurabila pentru fiecare y € R™;
2. f(z,:) : R™ — R™ este continud pentru aproape fiecare v € R™.

In discutia ulterioara, 2 C R™ denota un o multime deschisa si marginit.



1.2. Principiul variational Ekeland

Definition 1.3. Fie f: Q x R® — RY o functie. Operatorul Nemytskii asociat cu f
este acea functie care asociaza oricarei functii u: @ — R™, noua functie Ny(u): Q —
RN, datd de

Ny (u) (z) = f(z,u(x)), pentru orice x € SQ.

Teorema 1.1 ([46, Teorema 9.1]). Fiep,q € (1,00) si fie f: QxR™ — RN o functie

de tip Carathéodory. Presupunem ca exista constantele cq,co € Ry astfel incat
|f(x,y)| < cl|y|§ + ¢, pentru orice y € R™ si aproape orice x € §).

Atunci, operatorul Nemytskii Ny este bine definit si continuu de la LP (;R™) la
L1 (Q; RN).

Example 1.1. Fie F: Q x R® — R o functie cu urmatoarele proprietati:
(1) F(-,0) =0,
(2) F este de tip Carathéodory,
(3) F(z,-) este continud si derivabild.

Daca VF(x,-) este, de asemenea, de tip Carathéodory, atunci functionala

B: IP(:R") — R, E(u) :/QF(:c,u(a:))da:,

apartine lui C* (LP(Q,R™)), si mai mult E' = Ny, adicd,

(E'(u),v) = /Q (VF(z,u(z)), v(x))dr, pentru orice v € LP(2;R™).

1.2 Principiul variational Ekeland

In primul rand, reamintim forma slaba a principiului variational Ekeland (vezi, I.

Ekeland [27], D. G. de Figueiredo [30]).

Teorema 1.2 (Ekeland). Fie (X,d) un spatiu metric complet, iar E : X — R o
functionala inferior semicontinua si marginita inferior. Atunci, pentru orice € > 0,
exista un element x € X care satisface urmatoarele doua proprietati

-
E(x) < inf E(y)+e,

St

E(z) < E(y) +ed(z,y), pentruoricey € X.




1.2. Principiul variational Ekeland

Propozitia 1.3. Avand ipotezele din Teorema |1.4, cand X este un spatiu Banach
echipat cu norma |- |x si E este o functionald de tip C*, atunci existd un sir (uy,)
din X astfel incat

E (ug) — i&fE si E'(ug) — 0.

Principiul variational Ekeland se extinde la bile sau la multimi conice, fiind deo-
sebit de valoros pentru demonstrarea existentei punctelor aproape critice in multimi
marginite. Sa consideram H un spatiu Hilbert cu produsul scalar (-, )y si norma

indusa | - |g.

Teorema 1.4 (|63, Teorema 5.3.1]). Fie R > 0, si fie E : B — R o functionald
de tip Ct care este mdrginita inferior, unde Bg reprezintd bila inchisd de razd R

centrata in origine. Atunci, exista un sir (uy) din Bg astfel incat
E (ug) — inf E,
Br

st una dintre urmatoarele doua situatii are loc
(a) E' (ug) — 0;
(b) |ukly = R, (B (ug) ,ux) <0, pentru orice k € N, si

E' (ug) — & (ul;%); k)i

ug — 0.

Fie K C H un con si l: K — R o functionala concava si superior semicontinua.
De asemenea, presupunem existenta unui operator N: H — H si a unui functionale
de tip C1', E: H — R, astfel incat E'(u) = u — N(u), pentru orice v € H. Pentru
doua numere reale pozitive 0 < r < R, sa consideram multimea conica convexa K, g
definita prin

K,p={ue K :r<l(u), lulg <R}

In continuare, reamintim o varianta a principiului variational Ekeland pe multimea

K, . Pentru demonstratie si detalii suplimentare, vezi R. Precup [52, Lemma 2.1].
Lema 1.5. Presupunem ca urmatoarele conditii sunt satisfacute:

(i) Functionala E este marginit inferior pe K, r, adicd

m = inf E(-) > —o0.
Kr,R

(i) Exista € > 0 astfel incat pentru orice u € K, g care satisface atat |uly = R

cat sil(u) =r, avem E(u) > m +¢.




1.3. Matrici convergente la zero

(11i) U(N(u)) > r, pentru toate u € K, g.

Atunci, exista un sir (ug) € K, r astfel incadt
E(ug) <m+ —,

St

|E' (ug) + Nuglg < E

unde

Ap = — (B (w), up) g, cand |ugly = R si (E'(uy), ) <0

0, altfel.

1.3 Matrici convergente la zero

Definition 1.4. O matrice patratica A € M, (Ry) se spune cd este convergentd
la zero daca

A*¥ = 0, cand k — oo,
unde O, reprezinta matricea nula de ordin n.

Pentru orice r € {1,...,n}, si consideram submatricea diagonala A, := [a;j]1<; j</-
Observam ca daca A este convergenta | zero, atunci si A, este de asemenea conver-

genta catre zero, conform urmatoarei leme.

Lema 1.6. Presupunem ca matricea A este convergenta la zero. Atunci, A, este de

asemenea convergentd catre zero, pentru orice v € {1,...,n}.

Pentru o matrice patratica A € M,,«,, (R, ), conditia ca A sa fie convearga la zero
este echivalenta cu fiecare dintre urmatoarele proprietati din Teorema [I.7] de mai jos

(vezi, de exemplu, A. Berman si R. J. Plemmons [7], R. Precup [47]).
Lema 1.7. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Matricea A este convergenta la zero.

(ii) Matricea I — A este nesingulard, iar elementele inversei sale (I — A)™" sunt

nenegative.

(111) Raza spectrala a lui A este mai mica decat 1, adicd valoarea mazima a modu-

lelor propriilor sale este mar mica decat 1.

(i) Ezista o matrice diagonald pozitiva D = (d;;)1<i<n astfel incdt

(D(I — A)x,x) >0, pentru orice x € R" \ {0}.

10



1.4. Teoreme de punct fix

In cazul in care n = 2, urmatoarea caracterizare echivalenta este adevarata (vezi,

de exemplu, R. Precup [47]).

Lema 1.8. Fie A = [a;j]1<ij<2 0 matrice pdtratica de numere reale nenegative.

Atunci, A este convergenta la zero daca si numai dacd ayy, ae < 1 si
a1 + agg < 1+ a11a99 — Q120921 . (11)

Urmatorul rezultat legat de matricile convergente catre zero este intens utilizat

n aceasta teza.

Lema 1.9 ([65, Lemma 2.2]). Fie (Typ);>1 (Ynplysy doud siruri de vectori in RY

(vectori coloand), ambele dependente de un parametru p, care satisface de asemenea:
Tk.p S Axkfl,p + Yk,p

pentru orice k si p, unde A € M, «,(Ry) este o matrice convergenta catre zero.
Daca sirul (wyp),~, este marginit uniform in raport cu p si yp, — 0, cand k — oo

uniform in raport cu p, atunci vy, — 0, cand k — oo uniform in raport cu p.

1.4 Teoreme de punct fix

Teorema 1.10 (Perov). Consideram doud spatii metrice complete (X;,d;) (i = 1,2).
Fie N; : X1 x Xo — X, doti operatori si presupunem ca exista o matrice patratica
A de dimensiune doi cu intrari pozitive si razd spectrala p(A) < 1 astfel incat

urmatoarea inegalitate vectoriala este satisfacuta

(d1 (N1 (2,9), N1 (u,v)) ) <A< di (z,y) >
dy (N2 (z,y), N2 (u,v)) | — ds ( ’

pentru orice (x,y) , (u,v) € Xy x Xy, Atunci, exista un punct unic (x*,y*) € X7 x X5
cux* = Ny (z*,y*) siy* = Ny (2%, y*). In plus, punctul (x*,y*) poate fi obtinut folo-
sind metoda aproximatiilor succesive pornind de la un punct initial arbitrar (o, yo) ,

deoarece pentru orice k € N avem

( di (N} (z0,90) , 2*) > < AF(I— A) ( di (w0, N1 (0, %0)) > .
dy (N5 (z0,90) ,y") da (Y0, Na (70, y0))

Teorema 1.11 (Schauder). Fie X un spatiu Banach, D C X o multime nevidd,
inchisa, convexd si marginitd, iar T : D — D un operator compact (adicd continuu,

cu T(D) relativ compact). Atunci, T are cel putin un punct fix in D.

11



1.5. Spatii Sobolev

Teorema 1.12 (Leray-Schauder). Fiind X un spatiu Banach si T: X — X o
aplicatie continua si compacta care indeplineste urmatoarea conditie: exista R > 0
astfel incat multimea U)\e[()’l}{x € X : x = ATz} este inclusa intr-o bila de raza R,

centrata in origine. Atunci, T are cel putin un punct fiz.
Definition 1.5. Fie T': X — X* un operator. Se spune ca:
(i) T este tare monoton daca exista a > 0 astfel incat
(T(u) —T(v), u—v) > alu—v|%, pentru orice u,v € X.

T este considerat monoton daca constanta a poate lua valoarea 0.

(1) T este coerciv daca

(T'(u),u)

— 00 cand |uly — 0.
|ulx

(111) T este semicontinuu dacd pentru orice x, — x* in X avem ca T(x,) — T(x)

in sens slab, adica
(T(x,), yy = (T(x"), y), pentru oricey € X.

Teorema 1.13 (Minty-Browder). Fie X un spatiu Banach real, reflexiv si separat.
Presupunem ca T: X — X* este un operator marginit, semicontinuu, coerciv si

monoton. Atunci, pentru orice v € X*, exista un unic u € X astfel incat T'(u) = v.

1.5 Spatii Sobolev
Fie 2 C R™ o multime deschisa si marginita, si fie spatiul Sobolev
WP(Q) :={u e LP(Q) : Vu e LP(Q;R™)}.
Propozitia 1.14. Pentrul < p < oo, spatiul WP(Q2) este un spativ Banach reflexiv
si separat cu norma ||ullwie = ||ullpe + ||W/]|,. Cdnd p = 2, spatiul H(Q) =
W12(Q) devine un spatiu Hilbert impreund cu produsul intern
(u,v) g1 = (u,v) 2 + (Vu, Vo) 2.

In continuare, accentul nostru va fi pe spatiul Sobolev

Wy P(Q) = {ue W™ : ulg =0 in sensul urmelor }.

12



1.5. Spatii Sobolev

Propozitia 1.15 (Inegalitatea Poincaré, [10,28|43]). Ezista o constanta C' > 0
astfel incat
lulpe < C|Vulpe, pentru orice u € WyP(Q).

Propozitia 1.16. Spatiul Sobolev (Wol’p(Q), | - |W01,p) este un spatiu Banach real

uniform convex.

In plus, si consideram dualul lui W?(2), notat cu W% (Q), unde zla - 1% =1

Urmatorea diagrama are loc,
WEP(Q) = LP(Q) ~L LF (Q) — WLP(Q).

Rezultatul urmator stabileste o echivalenta intre p-Laplacianul si aplicatia de
dualitate corespunzitoare functiei ¢(t) = tP~! pe <VV01 P \Wol,p>. Pentru detalii,

trimitem la G. Dinca, P. Jebelean si J. Mawhin |25, Teorema 3].

Teorema 1.17. Operatorul —A,: Wy P(Q) — WP (Q) este derivata Fréchet a
functionalei ¢: W, P(Q) — R, unde 1(u) = %|u|€v1,p. Mai precis,
0

W =—A, = J,,

unde J, reprezintd aplicatia de dualitate corespunzdtoare functiei p(t) = tP~1.

Fie H~' () spatiul dual al lui H} (). Pentru orice f € H' (Q),u € H} (Q),
expresia (f,u) reprezinta valoarea in u a functionalei liniare continue f. In plus,

avem inegalitatea Poincaré

1 1
ul. < \/_)\—1 ’u|H01 (U = Ho) ,
unde \; este prima valoare proprie a problemei Dirichlet pentru operatorul —A. Fo-
losim notatia (—A)_1 pentru inversul laplacianului in raport cu conditia de frontiera

homogena Dirichlet.

2

In cazul in care (0,T) = Q C R, inegalitatea Poincaré este valabild cu A\ = Z
(vezi, de exemplu, H. Brezis [10], R. Precup [45]), adica

T
julz» < = fuluy, (€ H),

1
— U
\/)\—1| |H(%

unde \; este prima valoare proprie a problemei Dirichlet —u” = Au, w(0) = u(T") = 0.
In plus, exista o constanta pozitiva ¢ > 0 astfel incat pentru orice ¢t € (0,7) si

u € H}(0,T), inegalitatea urmatoare are loc

u(t)] < clulmy-
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1.6. O notiune de linking

1.6 O notiune de linking

Conceptul de linking, crucial in teoria punctelor critice, are aplicatii raspandite (V.
Benci si P.H. Rabinowitz [5], P.H. Rabinowitz [57], M. Schechter [63], M. Struwe
[68]). Originar din teorema ”mountain pass” de Ambrosetti si Rabinowitz [2], acesta
s-a dezvoltat si adaptat la diverse generalizari. Linking-ul a devenit un instrument
esential in studiul si analiza unei varietati de probleme neliniare (D.G. Costa si C.A.
Magalhaes |17], N. Costea, M. Csirik si C. Varga [20], R. Filippucci, P. Pucci si F.
Robert [31], P. Pucci si V. D. Radulescu [56], E.A.B. Silva [64]).
Fie X un spatiu Banach, D si @ doua submultimi ale lui X cu () # Q C D.

Definition 1.6 ([53]). Se spune ca o multime nevida A C D formeazad un linking cu
B C Q prin Q (in D) dacd v (Q) N A # 0 pentru orice v € C(Q, D) cu v|z = idp.

Conform definitiei date mai sus, trebuie remarcat faptul ca intreaga multime
A = D poate fi considerata ca formand un linking cu multimea vida B = () prin
intermediul oricarei multimi @, in particular putand lua @Q = {u} cu w € D. Asa
cum este explicat mai jos, acest scenariu limita de linking trivial ne permite sa
identificam minimele unei functionale utilizand procedeul min-max.

Presupunem ca A formeaza un linking cu B in D prin Q. Fie F : D — R o
functionala, si fie

['={yeC(@QD): 9lp= idp}

Notam

= inf = inf E = E
m:=if E(v), a:=ifE), b Sup (v),

si

c:=1infsup F (v(q)) .

vyel q€Q

Deducem imediat ca
m<a<c si b<ec

De asemenea, dacd B = ) si A = D, atunci
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Capitolul 2

Echilibre Nash pentru sistemele

variationale pe componente

2.1 Sisteme de tip Kirchhoff

Consideram sistemul cuplat de ecuatii Kirchhoff (vezi, G. Kirchhoff [35])

—la+ b|“|§{3> Au= fi+ g1 (z,u,v)
— a+b|v[§{é> Av = fo+ g2 (z,u,v) (2.1)
ulog = v|oa =0,

pentru care ne intereseaza o solutie care este si un echilibru de tip Nash. Ideea

principala este de a exprima sistemul (2.1]) ca

Ni(u,v) =u

(2.2)
No(u,v) = v,

unde ambele ecuatii admit o structura variationala. Adica, exista functionalele
energie E) (u,v) si Fs (u,v) astfel incat este echivalent cu problema de punct
critic

Eyi(u,v) =0

(2.3)
EQQ(U, U) =0.

Aici, E;; reprezinta derivata partiala Fréchet a lui E; (1 = 1,2) in raport cu a i-a
variabila.

In continuare, consideram ecuatia Kirchhoff cu conditie Dirichlet pe frontiera

—(a+be]Vu|2dx) Au=nh, in Q
u = 0 pe 0.

(2.4)
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

Primul rezultat abordeaza existenta unui operator solutie .

Teorema 2.1. Daca h € H' (Q), atunci problema (2.4) are o solutie unicd in sens

slab, adicd existd un unic u € Hy (Q) astfel incat

(a + b/ |Vu|2dzx> (u,v)Hé = (h,v), wve&H;(Q). (2.5)
Q
Ideea principala pentru a garanta existenta unei solutii a ([2.5)) este de a considera
operatorul:
1 _
Sp: HY () — HI(Q), Sy(v) = — (=A)"'h (ve Hy(Q).
a+b |U|H5
Clar, S, este compact si, mai mult:
1
1S3 (0)] gy < — Il (2.6)

Daca definim: .
={vem@: dy < 1t}

atunci Sy (B) C B. Prin urmare, din Teorema lui Schauder, exista cel putin un u
astfel incat Sy, (u) = u.

Din monotonia functiei (a + bz?) x, deducem c& oricare doud solutii uy,uy ale
satisfac |uy| = |us| wy - Astfel, unicitatea solutiei pentru problema Dirichlet

asociata lui —A garanteaza u; = uo.

Teorema 2.2. (Functionala energie) O functie u € H() este o solutie slabd
a problemei Dirichlet dacd si numai dacd este un punct critic a functionalei C*
E:H;(Q) — R,

B(w) = 3(20 +blofly) ol — (h,0). 2.7

Teorema 2.3. O functieu € H}(S) este solutie a problemei Dirichlet dacd si numai

daca reprezinta un minim pentru functionala energie corespunzatore.

2.1.1 Solutie globala

Suntem interesati sa demonstram existenta unei solutii care este un echilibru Nash
in intregul spatiu Hj(Q) x Hy () pentru sistemul (2.1)).

Pentru fiecare dintre ecuatiile din sistemul (2.1)) asociem functionalele energie

16



2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

El,EQI H&(Q) X H&(Q) — ]R,
By(uv) = 7 (2a+bluffy) lully — (hu) - / Gi (z,u(x) v () da,

By(uv) = 5 (2a+b0l) ym?,ol—<f2,v>—/QGQ(:B,U(@,v(x))dx,

N N

unde G (z,u,v) = fou g1 (z,s,v)ds si Gy (x,u,v) = fov g2 (z,u, s) ds. Observam ca

Ey (u,v) = <a+b|u|§{3>u—(_A)—l(f1+g1(.7u,v)),

Ba () = (a+0lliy) o= (-0)" (fa 92 (urv).

pentru orice u,v € Hy ().

Definition 2.1. O functie H : @ xR — R se numeste de tip coerciv daca functionala
¢: Hy () =R,

1 =

6) =7 (2 +blolly) iy = tfod = [ H(@0)da

este coerciva, adica ¢ (v) — +o0 cand \U|Hé — +o00.

Teorema 2.4. Pentru fiecare i € {1,2}, presupunem cd functiile f; € H™(Q) si
gi: Q xR? — R sunt de tip Carathéodory si in plus g; (-,0,0) = 0. De asemenea

presupunem
(hl) Euwista constante a;; € Ry (i,j = 1,2) astfel incat
a; < Ma, 1=1,2,
a12a21 < (A1 a —agr)(Aa — ag), (2.8)

St

(gl (t7 Ihy) -0 (tvfa y)) (l’ - E) < an |I‘ - E|2 + a2 |.I‘ - f| |y - @| ) (29)

(g2 (t,2,9) — 92 (4,7, 7)) (y = §) < az |o — T/ ly — 7| + as [y — 7,

pentru orice x,y, %,y € R si a.p.t. t € Q. Aici, \y reprezinta prima valoare

proprie a problemei Dirichlet —Au = Au, ugg = 0.

(h2) Ewzista doua functii Hy, Hy : Q x R — R de tip coerciv astfel incat
H, (t7y) < G2 (thay) < H, (tvy)7 (21())

pentru orice x,y € R st a.e. t € €.
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

Atunci sistemul (2.1) are o solutie unica care este un echilibru Nash pentru

functionalele Ey, Fs.

Remark 2.5 (Conditiile Lipschitz clasice). Conditiile Lipschitz unilaterale (2.9)

sunt indeplinite atunci cand g, si go satisfac conditiile Lipschitz clasice:

g1 (t,2,y) — a1 (6,7,7)] < an v — 7]+ a|ly -7,
|92<t7x7y>_92(t757y)| S a21|x—f|—|—a22|y—@|,

pentru orice x,y, T,y € R si a.e. t € Q. In lucrarea lui R. Precup [50], conditiile
impuse asupra coeficientilor a;; ne permit sa stabilim direct atat existenta, cat si uni-
citatea solutiei pentru sistemul folosind teorema de punct fix a lui Perov (Teo-
rema . Aplicarea condititlor Lipschitz unilaterale pentru a demonstra existenta

echilibrelor Nash a fost introdusa initial de catre R. Precup [51)].

Example 2.1. Consideram problema Dirichlet pentru sistemul de tip Kirchhoff

— <1 + fol |u’\2) v =wu—sinv
— (1 SR o = vt sinu pe (0.) (2.11)
u(0) =v(0) =u(l) =v(1) =0.

Folosim Teorema [2.4] cu
Q=(0,1),a=b=1, g1(t,z,y) =x —siny, g(t,z,y) =sinz + y.

Conditia (2.9) este satisfacuta cu a;; =1 (4,5 = 1,2) . De asemenea, prima valoare
proprie a problemei Dirichlet —u” = Au pe (0,1), u(0) = u(1) = 0 are valoarea >
(vezi, de ex., R. Precup [45], p. 72]), prin urmare relatia (2.8)) este adevarata deoarece

1 <72sil< (72—1)>. Pentru a verifica conditia (h2), calculim

Y 1
Go(t,z,y) = / (s +sinz)ds = §y2 + ysinz.
0
Fie functiile de tip coerciv Hi(t,y) = 3y* — |y| si Ha(t,y) = 3y* + |y|- Se observa
usor ca
Hl(tﬂy) < Gg(t,.ﬁE, y) < HQ(t>y)

Prin urmare, problema Dirichlet (2.11]) posed& o solutie unica (u*,v*) € H(0,1) x
H}(0,1) care este, de asemenea, un echilibru Nash pentru functionalele energie aso-

clate.
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2.1. Sisteme de tip Kirchhoff

2.1.2 Solutions in bounded domains

In cele ce urmeaza ne propunem sa demonstram existenta unei solutii pentru sistemul
(2.1) in Bgr, X Bg,, unde Bpg, reprezinta bile de raza R; (i = 1,2) centrate in originea
spatiului Hj ().

Consideram urmatoarele conditii de frontiera Leray-Schauder

E1(u,v) + pu # Opentru (u,v) € Br, X Br, cu |ulg = Ry si >0, (2.12)
Ess(u,v) + v # Opentru (u,v) € Br, X Bp, cu |[v|gz = Rs st pentru v > 0.

Teorema 2.6. Fie fi € H'(Q) si gi: Q xR*— R functii de tip Carathéodory cu
9: (-,0,0) =0 (i = 1,2) care satisfac conditiile de monotonie din presupunerea (h1)

a Teoremei[2.4. Mai mult, presupunem ca

(h2’)
M 2R | filgr < aRy+ bR,
A1 A1
%Rl + %RQ + ’fQ‘H—l S CLRQ + bR%
A1 A1

Atunci, sistemul (2.1)) are o solutie unica in Br, X Bg, care este un echilibru Nash

pentru functionalele £y, Es.

Example 2.2. Fie problema Dirichlet pentru sistemul de tip Kirchhoff

— (2 + fol ]u’]2> v = —u? + u — sinv + 72 sin(7z)
- <2 + [ IU’P) v = —v®+v+sinu pe (0,1) (2.13)

u(0) = v(0) = u(l) = v(1) = 0.
Fie By = Ry=1. In continuare, aplicam Teorema cu
Q=(0,1), a=2, b=1, fi(t) =7 sin(nt), fo =0,

gi(t,z,y) = —2® +z —siny, gt z,y) = =y’ +y +sinz.

Pentru orice x,7 € R se poate observa ca

(91 (t’x’y) -0 (t,f,@)) ('%_f) S ‘:L‘—Tﬁ—i- |$_f‘ ‘y_y‘a
(g2 (t,2,y) — 92 (LTY) (y—7) < |z — Tl ly -7 + [y — 7I*.

=l
<

Prin urmare, conditia (2.9) este indeplinita cu a;; = 1 (4,5 = 1,2). Mai mult,

deoarece \; = 72, observam ci relatia (2.8)) este de asemenea satisficutd. Prin
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2.2. Sisteme abstracte in spatii Banach reflexive

urmare, presupunerea (hl) este verificata. In continuare, verificim conditia (h2").
Observam ca |fs|;-1 = 0 si in plus, functia g () = sin (7t) este solutia problemei
Dirichlet —u"” = f; in (0,1), u (0) = u (1) = 0. Astfel,

NI

S

1
|filg = |UO|H(§ = |ug|p = (/ 7% cos® (mt) dt) =
0

In cele din urma, conditia (h2’) este indeplinitd deoarece

2 2
Z+ <35 = <3,
™ ™

V2

Prin urmare, exista o solutie unica
(u*,v*) € {u € HY(0,1) : |ulyy < 1} X {v € HY(0,1) : [o|m < 1},

pentru problema Dirichlet (2.13]) care este si un echilibru Nash pentru functionalele

energie corespunzatoare.

2.2 Sisteme abstracte in spatii Banach reflexive

In aceast’ sectiune prezentam cateva generalizari ale rezultatelor obtinute de R.
Precup [50], pentru sisteme similare cu in spatii Hilbert.

In contrast cu abordarile anterioare, care utilizeazi conditiile de contractie Perov
si principiul variational al lui Ekeland, metoda noastra se bazeaza pe metode ma-
tematice diferite, inclusiv idei din lucrarea lui C. Avramescu [3], precum si tehnici
care implica operatori monotoni, cum ar fi teorema Minty-Browder (Teorema
si teorema punctului fix Leray-Schauder (Teorema [1.12)).

Consideram 1n continuare sistem

Ni(u,v) = Jy(u)
No(u,v) = Jo(v),

(2.14)

unde Ny, Ny sunt operatori continuui iar Jp, Jo reprezinta aplicatii de dualitate.
In contextul in care X este un spatiu Banach real, separat si uniform convex,
Impreuna cu spatiul sau dual X*, si avem dualitatea (-,-) intre X* si X, definim

aplicatia de dualitate asociata functiei ¢(t) := P!, cu p > 1, sub forma:
Jr:=a* € X* ., (a*,,,z) = |z|°,,,|z%]x = |z[P. (2.15)

Lema 2.7. Aplicatia de dualitate (2.15) are urmatoarele proprietati:
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2.2. Sisteme abstracte in spatii Banach reflexive

i) J este unica.
ii) J este strict monotond, adica (Jx — Jy, x —y) > 0 pentru orice x # y.

iii) J satisface conditia (S)+, adica dacd x,, — x in sens slab silimsup,,_, . (J , , T,—

x) <0, atunci x, — x .
i) J este demicontinua, adica dacd x, — x, atunci Jx, — Jx in sens slab.
v) J este bijectiva din X in X*.

Fie (X1,|-]1) si (Xa,| - |2) doua spatii Banach reale, separabile si uniform con-
vexe, Impreuna cu spatiile lor duale X7 si Xj. Notam cu (-, )1 si (-, ) dualita-
tea intre X7, Xj si X;, Xy, respectiv. Aplicatiile de dualitate J; si J; corespund
functiilor o (t) := P71 si po(t) =t~ unde p > ¢ > 1.

Presupunem o structura variationala pentru , cu functiile energie E; si Es,

astfel incat
Eyi(u,v) = Ji(u) — Ni(u,v), Exp(u,v) = Jo(v) — Nao(u,v),

unde FEj; si Egy sunt derivatele partiale Fréchet. Orice (u*,v*) € X; x X5 care
satisface Eqp(u*,v*) = 0 si Ego(u®,v*) = 0 este o solutie a ([2.14]).

Fie a1y, asn € [0, 1) astfel incat

pentru orice u,u € X si v,v € Xs.
Problema gasirii unei solutii de echilibru Nash pentru sistemul (2.14)) poate fi

impartita in doua subprobleme:
(i) Demonstrarea statutului oricarei solutii ca fiind un echilibru Nash.
(ii) Asigurarea existentei a cel putin unei solutii.

Aceasta divizare simplifica analiza mentinand in acelasi timp claritatea. De remarcat
ca, in cazul nostru, echivalenta dintre problema initiala si subproblemele sale (i) si
(ii) este valabila.

Primul nostru rezultat de mai jos asigura faptul ca conditiile de monotonie
si sunt suficiente pentru a rezolva primul subproblema (i).

Teorema 2.8. Daca (u*,v*) € X x Xy satisface simultan atat Eyq(u*,v*) =0, cat

s1 Foo(u*,v*) = 0, atunci (u*,v*) € Xy x Xy este, de fapt, un echilibru Nash pentru
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2.3.

Aplicatii

functionalele energie (E1, Es), adicd
Ey(u*,v") =inf Ey(-,v") si Ey(u™,v") = inf Ey(u®, ).
X1 X2

Teorema 2.9. Presupunem ca urmatoarele conditii sunt indeplinite:
(h1) Operatorul Jy* o Na: X, x Xy — Xy este compact.

h2) Exista numere reale aio, a9 € (0,1) si My, My € R astfel incat
, +
|IN1(0,v)] < alg\v\lf_l + M, pentru orice v € Xo,

INy(u,0)] < agi|u|™" + My,  pentru orice u € Xy,

ailr aig
21 Q22

st matricea

converge catre zero.

Atunci, ezista o solutie (u*,v*) € X1 X Xy a sistemului (2.14)).

2.3 Aplicatii
Consideram problema Dirichlet

—Ayu= fi(-,u,v)
—A, v = fo-,u,v) pe 2

ulog = v|an =0,

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

unde p > g > 1 si  este un domeniu marginit din R” cu frontiera Lipschitz.

Considerim X, = W,?(Q) si Xy = W,%(Q2), echipate cu normele obisnuite |u|; , :=

|Vu|re si |uly4 = |Vu|Le. Din Teorema vedem ca J; = —A, si Jy =

Presupunem ca fi, fo: 2 x R® — R satisfac conditiile de crestere

|f1<t,£l}, y)’ < C(1|':C|p71 + C2|y|p*1 + a’(t) )
|f2<t7$7 y)’ < Cl|x|q_1 + C2|y|q_l + b(t) )

—A,.

(2.22)
(2.23)

pentru orice z,y € Rsit € Q, unde Cy,Cy € R, a € LP(Q) si b€ LY (Q). Aici, p' si

/ soarl 1 gl 1
q' sunt astfel 1ncat5+p—1$1 q+q, =1.

Din (2.22)) si (2.23)) deducem ca operatorii Nemytskii

Ny, (u,0)(t) == fu(t, u(t), v(t) si Ny, (u, v)(t) := falt, u(t), v(t))
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2.3. Aplicatii

sunt bine definiti, continui si marginiti de la LP(Q) la L (2), respectiv de la L(Q) la
L7 (Q). Includerea compacti a lui WyP(Q) in LP(Q) si Wy'%(Q) in LI(Q) garanteazi

ca operatorul
T = (=Ag) "Ny (u,v): WyP(Q) x Wyl(Q) = Wy(Q)

este compact (vezi, de exemplu, G. Dinca si P. Jebelean [24]).
Observam ca fiecare ecuatie din (2.21]) admite o formulare variationala data de
functionalele energie Fy, Ey: W1P(Q) x W14(Q) — R,

1 1
Bx(u,0) = fult, — [ Filuo), Eawo) = clull, ~ [ Bl
p Q q Q

unde

u(t) v(t)
Fi(t,u(t),v(t)) = fi(t, s,w(t))ds, Fa(t,u(t),v(t)) :—/0 fa(t,u(t), s)ds.

0

Teorema 2.10. In contextul definit mai sus, presupunem in plus urmatoarele

(H1) Existd ay1, a9 astfel incat

pentru toate numerele reale x,T,y,7.
(H2) Existd @y, a9, My, My astfel incat
1f1(-,0,9)| < @y’ + M, (2.26)
| fo(, 2,0)] < @ |z + Mo, (2.27)
pentru toate numerele reale x, .

(H3) Matricea
CPay CPayy

A=

converge la zero, unde C' si D reprezinta constantele asociate inegalitatii Po-
incaré (Teorema in spatiile Wy (Q) si W, ().

Atunci, existd o solutie (u*,v*) € Wy (Q) x Wy U(Q) pentru sistemul ([2.21), astfel

incat sa fie un echilibru Nash pentru functionalele energie Ey, Fs.

In demonstratia rezultatului anterior avem nevoie si de urmatoarea lema
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2.3. Aplicatii

Lema 2.11. ( (23, Propozitia 8]) Sub conditiile de crestere 2.27), operatorii
lui Nemytskii (N p,v)(z) = fi(x,0,v(x)) si (Npu)(z) = folx,u(x),0) satisfac

IN 0l < @nfoll," + M, (2.28)
|Nf2u‘LQ’ < a21|U’(1L;1 + Mé

Example 2.3. Consideram urmatorul sistem de ecuatii diferentiale de ordinul al

doilea, impreuna cu conditii de frontiera Dirichlet:

—u" = —u+ 7 sin(u) +
—v" = u + cos(v) pe (0,1) (2.29)
u(0) =v(0) = u(l) = v(1) = 0.

TR

v

Pentru a obtine o solutie care sa fie un echilibru Nash pentru functtionalele
energie asociate, vom demonstra ca toate ipotezele specificate in Teorema [2.10] sunt

indeplinite, unde
1
Q:(O’l)a p:q:27 n:1> C:_a
s

f1<t,37,y> =-—r+ WSiH(l’) + gya fg(t,l’,y) =T+ COS(y).

Observam ca ([2.221{2.23)) sunt satisfacute cu Cy = 1, Co = § si a(t) = m, b(t) = 1.

De asemenea,

Prin urmare, putem alege @;; = 7 si Ggo = 1 pentru a satisface conditia (H1). Simple
calcule demonstreaza ca (H2) este de asemenea satisfacuta luand @3 = 7, @a1 = 1,

My =0si My =1. In final, este clar ca matricea

A=

:‘wl“ ?l’_‘

:]wl’_' N =

converge ciitre zero. Prin urmare, sistemul ([2.29) are o solutie (u*, v*) € W,*(0,1) x

Wy%(0,1) care este un echilibru Nash pentru functionalele energie asociate.
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Capitolul 3

Echilibre Nash pentru sisteme

varitionale partiale

In aceastd sectiune, extindem rezultatele pentru sistemele cu trei ecuatii, unde ne
propunem sa gasim solutii care sunt un echilibru de tip Nash partial.

Rezultatele relevante se pot gasi in R. Precup [52], B. Renata si R. Precup [13],
J. R. Lépez, R. Precup si C.I Gheorghiu [60], I. Benedetti, T. Cardinali si R. Precup
[6], M. Beldzinski, M. Galewski si D. Barilla [9].

3.1 Existenta globala

Consideram sistemul
Ni(u,v,w) =u

No(u,v,w) =wv (3.1)
N3(u,v,w) = w,

unde doar ultimele doua ecuatii admit o structura variationala. Obiectivul nostru
este sa gasim o solutie (u, v, w) astfel incat perechea (v, w) sa fie un echilibru de tip
Nash pentru functionalele energie asociate ultimelor doua ecuatii.

In aceastd sectiune, vom extinde rezultatele pentru sistemele cu trei ecuatii, unde
ne propunem sa gasim solutii care sunt un echilibru de tip Nash partial.

Pentru inceput, consideram un spatiu metric complet (X1, d) si doua spatii Hil-
bert reale (Xo,| - |2) si (X3, - |3), care sunt identificate cu dualele lor. Notam
X = X; x Xy x X3. Vom presupune ca exista doua functionale s, F3 : X — R

astfel incat Fa(u, -, w) sa fie Fréchet diferentiabil pentru orice (u,w) € X; x X3, iar
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3.1. Existenta globala

Es3(u,v,-) sa fie Fréchet diferentiabil pentru orice (u,v) € X7 x X si

Eos(u,v,w) = v — Ny(u,v,w),

Ess(u,v,w) = w — N3(u,v,w).

Aici, Ea reprezinta derivata Fréchet a functionalului Es(u, -, w), in timp ce Fs3 este
derivata Fréchet a functionalului Es(u, v, -).

In plus, vom presupune ci operatorii N; satisfac urmétoarele conditii Lipschitz
(conditia de contractie Perov): exista numere reale pozitive a;; (7,j = 1,2, 3) astfel

ncat

d(Nl(u,v,w), Nl(ﬂ, 5, E)) S and(u,ﬂ) + CL12|7J — Ulg + a13|w — @|3, (32)
|2 S agld(u,ﬂ) + a22|v — @‘2 -+ a23|w — w|3,

( )
|N3(u, v, w), N3(u,v,w)|3 < azid(u, ) + ags|v — Vg + azs|w —wls,

pentru orice (u,v,w), (4,7,w) € X si matricea A = [a;;]1<i j<3 convergenta la zero.

Teorema 3.1. In cadrul functional prezentat anterior, vom presupune, de aseme-

nea:

(h1) Pentru orice triplet (u,v,w) € X, functionalele Es(u,-,w), Es(u,v,-) sunt

marginite inferior.

(h2) Ezista numere reale pozitive Ry, R3,a > 0 astfel incat
Es(u,v,w) > i)r(leg(u, w) + a pentru orice (u,w) € X7 X X3 si |[v|a > Ry,
2
St

Es(u,v,w) > i)r(1f Es(u,v,-) + a pentru orice (u,v) € Xy x Xy si |w|z > Rs.
3

Atunci, punctul fix (u*,v*,w*) garantat de teorema lui Perov are proprietatea cd

(v*, w*) este un echilibru de tip Nash pentru perechea de functionale (Es, E3), adica

EQ(U*a U*, U)*) = 1)?5 EQ(U*v K 'LU*),

Es(u*,v*, w*) = inf E3(u*,v", ).
X3
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3.2. Solutii in multimi anulare

3.2 Solutii in multimi anulare

Consideram sistemul cu n ecuatii

Ny(ul, ..o u") = ul
Ny(uty ..o juP, o u™) = uP (3.3)
Ny(ut, .. u™) = um,

avand proprietatea speciala ca doar ultimele n-p ecuatii admit o structura variationala.
Ne propunem si gasim o solutie (ul,...,u?,... u?) astfel incat (uP, ... u") si se
afle in produsul cartezian al unor multimi anulare si, in plus, sa fie un echilibru Nash

pentru functiile energie.

Definition 3.1. Fiex = (z;),y = (v;) € R™ doi vectori. Notam cuo: R"xR" — R"

produsul Hadamard, adica

oy = (mlyla cee axnyn)T'

Urmatoare legatura intre produsul Hadamard si produsul scalar are loc.

Propozitia 3.2. Fie A = (a;j)1<ij<n € M, (R}) 0 matrice cu intrari pozitive si
fiex = (z;),y = (v:), 2 = (%) € R}. Daca

Axoy < z

atuncs

Az -y < V/nzl.

3.2.1 Existenta unei sir minimizant
Teorema 3.3. In continuare vom Presupune:

(h1) Ezista o matrice A = [aijl1<i j<n convergentd la zero astfel incat

((Nin (u) = Nip (v) 5 u—0)) < Alju— vl o flu—wvl], (3.4)

(Ni(u) = N;(v),u* — ' <Z‘u vi‘iZaij‘uj—vjb,(z':l,...,n),
j=1
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3.2. Solutii in multimi anulare

pentru orice u = (ul, ... u"),v = (v',...,0") € X.

(h2) Pentru fiecare ¢ € {p +1,...,n}, avem

ly (Ny(w)) > 1y, pentru orice u € Xy, x K.

(h3) Ezista m := inf,ex, «x Eq(u) > —00 si e > 0 astfel incat

E,(u) > inf E,(u',... w7t - ut o u) +e,

(KQ)rq,Rq
: 1 qg—1 ,q+1 , n N7 : q\ :
pentru orice (u',...,u? " ut™t u") € Xy, x K, care satisface l,(u?) = r, si
q .
|ull, = Ry, simultan.
. . v . 1 A A
Atunci, ezistd un sir uy, = (u}, ..., ub, b ul)T € Xy, x K astfel incdt
Lg | q+ln - Lg-1 g+iny , 1
E, (u,C , U q ) < inf E, (uk sy U ) + z
(KQ)szRq
St
Lqg | at+ln q,4d 1
| Egq (), wiy ™) + Nuf S 7
unde
_ 1 Lqg _a+ln q | — ;
R2 (B (wy®,ufy") uk)qv dacd |uplg = Ry si
q ._ l,gq q+1,n q
A - (qu (“k » Ug—1 ) ’ “k)q <0
0, altfel,

pentru orice ¢ € {p,...,n}, k € N.

3.2.2 Convergenta sirului minimizant de localizare

In celel ce urmeaza stabilim conditiile care asigura convergenta sirului minimizant

(uy) generat in Teorema [3.3]

p , pt+l

Teorema 3.4. Fie up = (u},...,ub uf, ... ul)T"

€ Xy, x K sirul generat in
Teorema [3.5. In plus, presupunem

(h2’) Pentru fiecare ¢ € {p +1,...,n}, sunt satisfacute urmatoarele conditii de de
tip Leray-Schauder:

Ny(u) —u? — Au? # 0, pentru orice A >0 st u € Xy, x K cu |u?|, = R,.

(h4) Operatorul N, (OXl, o, 0x,, ) este marginit pe K.
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3.3. Aplicatii

Atunci, sirul uy, converge cdtre u, = (ubP,u?™") € X;, x K. In plus, u, este o
solutie a sistemului (3.3]) si uP™ " este un echilibru Nash in K pentru functionalele

(Ept1,- .-, Ey), adica

ECI(u*) = lnf Eq(”i’qil PR Uzﬂ’n) (q =D + 17 tee 7n) .
(Ka)rg. g

Remark 3.5 (Cazuri limita). In teoria noastra, nu ne restrictionam la folosirea doar
a numerelor reale nenegative pentru r, si R,. Atunci cand ne propunem sa gasim
solutii intr-o bila, setam ry, = 0, tar cand intentionam sa gasim solutii nelimitate

superior, alegem R, = oo.

3.3 Abplicatii

3.3.1 Existenta globala pentru un sistem de tip gradient cu

structura variationala partiala

Consideram problema

—u" + adu = fi(t,u(t),v(t), w(t),u(t))
—v" + adv =V, fa(t,u(t),v(t), w(t)) pe (0,T) (3.6)
—w" +ajw =V, f3(t, u(t),v(t), w(t)),

cu conditiile la frontiera periodice

uw(0) —uw(T) = ' (0) = (T)=0,
(0) =v(T) = o'(0) ='(T) =0,
w(0) —w(T) = w'(0) —w'(T) =0,

unde foz: (0,7) x RF x RF x R* — Rsi fi: (0,7) x RF x R x R x Rb —
R*. Presupunem ci f; (i = 1,2,3) , V,fo si V. f3 sunt functii continue de tip
Carathéodory. Fie

Cr={ueC'0,T] : u(0) —uw(T) =u'(0) — u'(T) = 0},

si notam cu H(0,T) completarea lui C} in H'(0,T).
Pe H}(0,T), putem defini doua produse scalare

T
(u,v); = / u'v' 4 atuv = (v, v) 2 + aZ(u,v) e,
0
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3.3. Aplicatii

care induc norme echivalente. Acum, din teorema lui Riesz, pentru orice h €
(H,(0,T)), exista un unic u, € H)(0,T) astfel incat

h(v) = (up,v);, pentru orice v € H)(0,T).
Definim operatorii
Jit (H)(0,T)) — (H,(0,T)), Ji(h) = up, cu (Jih,v); = h(v), (i = 1,2,3).
Pentru a doua si a treia ecuatie din , asociem functionalele
Ey, Ey: H)(0,T;R"™) x H}(0,T;R*) x H)(0,T;R*) — R,

unde

Pafu,v.w) = loff = [ falt. 0, 0(0), (o),

1

E3(u,v,w):§|w|§—/0 Fy(t u(t), v(t), w(t)).

Din [38, Theorem 1.4], avem

<E22(u7 v, w, Ul, U)/), 90) = (Ua 90)2 - (JQ(Vny), 90)27

pentru orice ¢ € H)(0,7;R"). Prin urmare, putem scrie Eyy(u,v,w) = v —

Jo(V, f2). Similar, deducem aceeasi relatie pentru Esz, adica,
Es3(u,v,w,u,v") = w — J3(V.f3).

Prin urmare, putem scrie sistemul nostru (3.15)) sub forma de punct fix,

unde

Ni(u,v,w) = Jyfi(s,u,v,w,u),
Noy(u,v,w) = SV, fo(-,u,v,w),
Ni(u,v,w) = J3V,f3(-,u,v,w).
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3.3. Aplicatii

Pentru fi, fs, f3, vom face urmatoarele presupuneri

4
\filt,z1, oy xa) — f1(8, 70, . Tg)| < Zaum — Tl
i=1

3

|vyf2(t7'r17x27‘r3) - Vny(tax_17‘r_27x_3)| S Za2i|xi

=1

3
|vzf3(t,ﬂf1,$2,x3) - vzf3(ﬂf_1, x_27'r_3)| S Za3i|xi - I_l|7

=1

unde a;;, a14 (2,7 = 1,2, 3) sunt niste numere reale pozitive.

(3.7)

(3.9)

Pentru orice h € L?*[0, T|,urmatoarea estimare are loc J; (i = 1,2,3), |J;h|; <

a%,|h|L2. Din |) obtinem

|N1(U,'U,U}) - Nl(ﬂ7v7w)‘1 = ‘Jl (f1(~,u,v,w,u/) - fl('>ﬂ767w7ﬂ/)) ’1

1
1 a 2 2 a a
11 2 _ 12 _ 13
<— ([ () +a4) u—uh+-—"p-—v+ 2
a1 a a1asg a1a3

De asemenea, pentru No(u, v, w) si N3(u, v, w) avem

a _ a _
| No(u, v, w) — No(@,5,@)|y < ——|u— T, + —=|v — Tl +
201 ay
a _ a _
‘N?)(u?an)_NiS(ﬂaﬂaw)’?bS -~ ‘U—U‘1+%|U—U‘2+
asay as

Q23 _

—|w — w3,
a3

—a323 |'U) — @|3

as

Prin urmare, conditia legata de (3.2]) este satisfacuta daca matricea

1 2 9 2

1 aiy a1z a13

a1 ( al ) + a1y alas aas
a

A= 21 a2z az3
a2a1 a% aza3
_a31 _a32 ass
asal aszas a%

converge la zero.

(3.10)

In continuare, ne propunem sa stabilim conditii care asigura ca Fs(u,-,w) si

Es(u,v,-) sunt marginite inferior.

Pentru a realiza acest lucru, presupunem ca

2

pentru ¢ € {2,3} si j € {1,2,3,4}, existd 0;; € L*(0,T;R+) si v € R cuv? < %,

astfel incat

fo(t,z,y, 2) < ’722|3/’2 + 091 (t)|2| + o2 (t) |y| + o23(t)| 2] + 024(t)
fs(t x,y, 2) <312 + oa()]@] + o52(t)[y] + o33(t)|2] + 034(t).
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3.3. Aplicatii

Tinand cont ca H; (0, T, R"”) se scufunda continuu in C' ([O, T] ;Rki) , obtinem

2
a3

2 2
Es(u,v,w) > ( — ﬁ) |U|§ — Caluly — Calv]s — Cog |w|; — Coa,

pentru Cy; (j = 1,2,3,4). Acest lucru garanteaza ca Ey(u,v,w) — oo daca |[v|y —
0o. In aceiasi maniera, Es (u, v, w) — oo cand |w|; — oo. Prin urmare, functionalele
Es(u, -, w) si E3(u,v,-) sunt coercitive, iar mai mult, din R. Precup [50, Lemma 4.1],
ele sunt, de asemenea, marginite inferior.

Ultima noastra presupunere se referd la existenta unor functii Carathéodory L?

gi1, gio: (0,T) x R¥ — R (i = 2, 3), de tip coercitiv, astfel incat

921(@?/) S f2(t7 z,Y, Z) S gQQ(ta y)» (313)
931(t7 Z) S f3(tax>y7 Z) g 932(t>z)7 (314)

pentru toate tripletele (z,y,z) € RF x R* x R* si t € (0,T). Luand a > 0 fix,

concluzionam ca
1, T
inf Fy(u,-,w)+a < inf (= — t,v)dt .
nf, Bofu,,w) +a < inf (2|v|2 Ja )+a

In plus, deoarece goo este coercitiv, exista Ry > 0 astfel incat

' 1 ) T 1 ) T
Ulefg; §|U|2— 9 (t,v)dt +a§§|v|2— ; 922 (t,v) dt,

pentru orice |v|y > Ry. Acum, pentru [v], > Ry si toti (u,w) € H}(0,T;R*) x
H,(0,T;R"), folosind din nou (3.13), deducem

T
Es (u,v,w) > |U|§—/ gao (t,v)dt > inf Ey(u,-,w) + a,
0

veH;

N | —

O inegalitate similara se obtine pentru Fj3;. Din toate cele de mai sus, conclu-
zionam ca (3.15]) are cel putin o solutie globala in H; ((), T, Rkl) X H; (0, T, R’W) X
H}(0,T;RFs) .
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3.3. Aplicatii

3.3.2 Existenta locala pentru un sistem de ecuatii diferentiale

ordinare de ordinul doi.

Vom examina problema:

—d"(t) = filt,ult), o(t),w(t), o/ (1))
—0"(t) = falt, u(t), v(t), w(b)) pe (0.T) (3.15)
—w(t) = folt,ult), o(t), w(t)),

cu conditiile de frontiera Dirichlet

u(0) =u(T) =0
v(0)=v(T)=0
w(0) =w(T) =0,

unde fi: (0, T)xR* — R, fo, f3: (0,T)xR3> — R, sunt functii de tip Carathéodory.
Subliniem faptul ca prezenta lui ' in prima ecuatie, spre deosebire de ecuatiile
2 si 3, face ca aceasta sa nu mai admita o structura variationala. Aici, spatiile

Hilbert X, X5, X3 reprezinta spatiul Sobolev H}(0,T') echipat cu produsul scalar
1

(u, U)Hé = fOT u'v' i norma |ufyy = (fOT(u’)Q)i.

Fie (H}(0,T)) spatiul dual al lui H}(0,T) si (-, -)’ dualitatea intre (H}(0,T))’
si Hy(0,T). Din teorema de reprezentare a lui Riesz (vezi, de exemplu, G. Bachman
si L. Narici |4, Teorema 1.9]), pentru fiecare h € (H(0,T))’, existd un unic u, €
H(0,T) astfel incat

(h,®) = (un, )z, pentru orice ¢ € H(0,7).

Prin urmare, definim operatorul solutie S: (H}(0,T)) — HA(0,T), unde S(h) = us.
Atunci cand h € L*(0,T), expresia lui S(h) este data de

S(h)(t) = /0 G(t, s)h(s)ds,

unde G(t,s): (0,7)* — R, este functia Green (vezi, de exemplu, A. Cabada [14,
Exemplu 1.8.18]),

s(1—4%), s<t

G(t,s) =

t(1—2%), s>t

Fie K := K, = K3 conul functiilor pozitive din HJ (0, T') si fie [a, b] un subinterval

compact fixat al intervalului (0,7). In plus, consideriim ly,l5: K — R, definite
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3.3. Aplicatii

astfel:
li(u) =ly(u) = min u(t) (ue€ K),

t€la,b]

si multimile anulare

(K) R; {ue K; | Ty < lj(u>> |U|H(} < Rj}7 (=2,3),

Tj

unde 0 < r; < R; sunt numere reale pozitive.
Subliniem faptul ca a doua si a treia ecuatii din (3.15) admit o formulare varia-
tionala data de functionalele energie Eo, F3: H}(0,T) x K x K — R,

1 T 1 T
EQ(U,’U,QU) = 5’”@[& _/ FQ(‘,U,’U,'LU), Eg(U,U,U/) = §|w|?{é _/ F3(-,u,v,w)
0 0

unde

v(z)
Fa(o,ule),v(o) w@) = [ oo (o), s, w(o)ds
0
w(z)
Ry, (o). vla),w(@) i= [ foula), o). s)ds.
0
In plus, dacd HL(0,T) este identificat cu spatiul siu dual (H2(0,T))" , avem
Ex(u,v,w) =v—Sfo(u,v,w), Esz(u,v,w)=w—Sf3(u,v,w).
Prin urmare, sistemul (3.15]) este echivalent cu urmatoarea ecuatie de punct fix:

Ni(u,v,w) =u
No(u,v,w) =v

Ni(u,v,w) = w,

unde
Ni(u,v,w) = Sfi(e,u,v,w,u)
No(u,v,w) = Sfa(-, u,v,w)
Ni(u,v,w) = Sfs(-,u,v,w).
Notam
T T — T — T —
m = min/ G(t,s)ds = min K ) = min ol a)’ i ) :
telab] Jo t€[a,b] 2 2 2

Teorema 3.6. Avand in vedere ipotezele mentionate anterior, consideram urmatoarele:

(H1) Exista a;;,a14 > 0 (i,j = 1,2, 3) astfel incat pentru toate numerele reale xy, . .. , x4
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3.3. Aplicatii

$tTy,...,Tq, AVEM

4
(@1 —=Z1) (filt, 21, ma) = i, T, 0, ) < | — T Zalﬂl‘j — Tl
j=1

3

(@ — @) (filt, m1, m2, w3) — [filt, T1, T2, T3)) < |2 — T Zaijm — Tl
j=1
(3.16)
unde i € {2,3}, si in plus, matricea
(Cln + %041) a2 Q13
A= Z;—; 21 Q22  A23 | (3-17)
as1 32 33
converge catre zero.
(H2) Functiile fi(t,z,y,z) (i =2,3), satisfac:
(i) Sunt monoton crescatoare in raport cu variabilele y si z.
(i)
T
ity 12, 73) 2 ——— :
fit, - ra,73) (o — ) (3.18)
St
T T
| fi(t,+,0,0)[2 < TRZ - (ainRy + aizR3) (3.19)

pentru orice t € (0,T).

(1ii) Exista numere reale My, My, M3, My > 0 astfel incat

f2<t7'aCR27CR3) S M17 fg(t,‘,O,Tg) Z M2a
f3(t7'aCR27CR3) S M37 fg(t,',’f‘g,O) Z M4a

pentru fiecare t € (0,T) si

R? R?
TcRoM; — 72 < T’Q(b — (Z)MQ, TcRsMs — 73 < Tg(b — (Z)M4.

Atunci, existd o solutie (u*,v*, w*) € H}(0,T) X (K2)ry py X (K3)ry ry peNtru sistemul

15) astfel incat (v*, w*) este un echilibru Nash pentru functionalele energie Es si
3.15) astfel incat (v*, w*) est hilibru Nash pent tionalel gie By si
Es.
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3.3. Aplicatii

Example 3.1. Consideram sistemul

—u"(t) = ay (e*“z(ﬂ + (W ®) 4 o) | e—uﬂ(t))
—v"(t) = ay <6*u2(t) + arctan(v(t) + 2w(t)) + g) pe (0,3) (3.20)
—w"(t) = ag <e—u2(t) + arctan(2v(t) +w(t)) + g) 7

cu conditii de frontiera Dirichlet

unde a; (¢ = 1,3) sunt numere reale pozitive.

Vom aplica Teorema cu,
fi(t,z1, 0,23, 24) = 4 ( :”1+e”’2—|—e””3+e‘”421>
fo (t, 21, 2o, 23) = @3 (€T + arctan (zo + x3) + g)

I3 (tv Iy, I2>$3) = a3 (e‘“”? -+ arctan (acQ + x3) + g)

Alegem ¢ = /3, r =ry =13 si Ry = Ry = 00. Valoarea lui r este aleasi astfel incat
pentru fiecare ¢ = 2, 3,
a; (arctan 2r + g) > (3.21)

Intervalul compact [a, b] este [1,2]. Prin urmare,

m:min{l(i’)—l) 2(3—2)}:1'

2 2

Daca matricea

(g + ].) ap ap
9 i o

A= 5 a9 Ao QA2
7-‘- — — —

) as asg

converge catre zero, atunci sistemul (2.21)) are o solutie (u*,v*, w*) astfel incat
(v*, w*) reprezinta un echilibru Nash pe (K), g X (K), g pentru functionalele energie

asociate cu a doua si a treia ecuatie.
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Capitolul 4

Puncte de echilibriu pentru
sisteme variationale pe

componente

In capitolele anterioare, ne-am concentrat pe echilibrele Nash pentru functionalele
de energie, in care fiecare componenta minimizeaza in timp ce celelalte sunt tinute
constante. Acest capitol extinde acest concept catre echilibrele de tip Nash gene-
ralizate, care implica combinatii intre puncte de trecere si puncte de minim sau

maxim.

4.1 Problema de echilibru

In acest capitol, analizam punctele critice (uy, uz) pentru functionalele energie F; si
E,, care indeplinesc conditiile E1q(uq,uz) = 0 si Foo(ug, us) = 0. Aceste puncte pot

fi clasificate In urmatoarele categorii:
(a) Echilibre Nash, unde u; minimizeaza E; si us minimizeaza Es.

(b) Echilibre de tip minim-mountain pass, cu u; minimizand £ si us ca mountain

pass pentru FEs.

(c) Echilibre de tip mountain pass-mountain pass, unde u; este un punct de moun-

tain pass pentru Ej si uy este un punct de mountain pass pentru FEs.

Existenta unui sir cu una din cele 3 proprietati mentionate mai sus il vom numi
punct de tip echilibru Nash generalizat.

Ne propunem sa unificam tratarea acestor cazuri, folosind conceptul de linking
introdus de R. Precup, care genereaza atat puncte de minim, cat si puncte critice de
tip mountain pass. Aceasta abordare implica construirea unei sir de aproximarem

cu analiza ulterioara a convergentei acestui sir catre punctul critic dorit.
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4.2. FExistenta unui sir minimizant catre punctul Nash generalizat

Fie H; (i = 1,2) spatii Hilbert impreuna cu produsul scalar (-,-), si norma | - |;,
identificate cu dualele lor. Notam H = H; x H,. Pentru fiecare spatiu H;, consideram
un linking data de doua multimi inchise A;, B; C H; si o multime compacta Q); C H;

cu A;,Q; # 0 st B; C Q;. Fie
[ ={v € C(Q;, H;) : 7i(u;) = u; pentru orice u; € B;}.
Observam ca aceste multimi I'; sunt spatii metrice impreuna cu metrica d;, unde
di(yi, %) = max |vi(q) — i) |,
qeQ;

pentru orice v;,7; € I';.
Fie E; : H — R (i = 1,2) doua functionale Fréchet diferentiabile. Pentru fiecare
(u1,uz) € H, definim:

my(ug) :=infy, Ey(-,ug); mo(uy) :=infx, Fa(uy,-);
al(uz) = ianl El('a Ug) > GQ(U,l) = ian2 Ez(ul, ) 3 (41)
bi(ug) :=supp, Ei(-,u2); ba(uy) :=suppg, Es(us,-);

ar(uz) = inf max 12, (p(g), ua); (4.2)
c2(ur) = inf max By (uy, p(g)). (4.3)

Se observa usor ca

4.2 Existenta unui sir minimizant catre punctul

Nash generalizat

Folosing un linking particular, vom folosi principiul variational a lui Ekeland pentru
a genera un sir aproximant catre punctul critic, ulterior demonstrand ca acesta este
covnergent iar limita acestuia este chiar un punct cu una din proprietatile (a), (b), (¢),

acesta fiind determinat de tipul de linking folosit.

Lema 4.1. Fie (X, |-|y) un spatiuv Banach, K o ubmultime compacta al lui X si
f e C(K,X*) o aplicatie continua de la K la dualul lui X. Atunci, pentru fiecare
e > 0,gasim o functie p € C (K, X) astfel incat:

(o (@)lx <1, si (f(x), w()) >[f(@)]x —e
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4.3. Explorarea cazului limita.

pentru orice x € K.

Teorema 4.2. Presupunem ca exista un linking de la A; la B; prin intermediul unei

submultimi Q; in H;, st in plus presupunem ca
b <a;, i=1,2.
Atunci, existd doud siruri (uf) € Hy si (u§) € Hy astfel tncdt
0 < Ey(ul,uf™) — ¢ (ug_l) =0, 0<Ey(uf,ub)—cy (ulf) — 0 (4.4)

St
Ey (uf,us™") =0,  Eo (uf,uf) — 0, (4.5)

daca k — oo.

4.3 Explorarea cazului limita.

In sectiunea precedenta, am examinat conditiile prealabile pentru generarea unui sir
de aproximare. Totusi, acest sir poate sa nu fie convergent. In sectiunea urmatoare,

vom explora caracteristicile punctelor limita, presupunand existenta acestora.

Teorema 4.3. Flie (u’f) , (ug) sirurile obtinute in Teorema . Presupunem ca

acestea sunt convergente, adicd existd u*,v* astfel incat u¥ — u* siuk — v*. Atunci

EH(U*, U*) = 07 EQQ(U*, U*) == 07 (46)
a (u§) = er (), e (uf) = e (u”) (4.7)
| Ey(u*,v*) =c¢; (v*), Ex(u",v") =co(u”). (4.8)

Remark 4.4. Din Teorema[4.3, putem face distinctie intre wrmdatoarele scenarii:

(a) Daca ambele linking-uri ale spatiilor Hy si Hy sunt triviale, atunciu® este mi-
nimizant al functionalei B (-, v*) si de asemenea, v* este un minimizant al functionalei
Es (u*,-). Cu alte cuvinte, perechea (u*,v*) reprezinta un echilibru Nash pentru
functionalele Ey si Fs.

(b) Daca in Hy avem un linking trivial, atunci u* este un punct de tip mountain
pass pentru Ey (-, v*), in timp ce v* este un minimizant pentru functionala Eq (u*,-) .

(¢) Daca ambele linkinguri ale spatiilor Hy si Hy sunt netriviale, atunci u* este
un punct de tip mountain pass pentru functionala Ey (-,v*), si similar, v* este un

punct de tip mountain pass pentru functionalul Ey (u*,-) .
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4.4. Conditii pentru convergenta.

Remark 4.5. In cazul caz particular cand X1 = X9 = Hy X Hs, atunct putem

considera
(1%) B, = E, = FE; sau
(20) Ey=F si By =—FE.

Dacd cele doud siruri (uf) si (uk) converg cdtre u} siuj, se pot obtine puncte critice

(uj,ud) ale lui E cu una dintre urmatoarele proprietati

E (uj,uy) = minF (-,uy) = max F (uj,-);

E(uj,ug) = mmE(,US)nggggbgff(ul,u(q)),
E(up,up) = inf max B (u(q),up) =max B (u],);
E(ui,up) = inf max B (u(q),up) ZEQE;gggE(u}“,u(q))-

4.4 Conditii pentru convergenta.

In sectiunile anterioare, am discutat proprietatile limitelor secventelor generate.
Acum, abordam provocarea asigurarii existentei acestor limite prin prezentarea
conditiilor pentru existenta lor. Pentru a realiza acest lucru, impunem conditii

de monotonie asupra derivatelor Fy; si Fas.

Teorema 4.6. Iie L = (Ly,Ls) : H - H, L; : H — H; (i=1,2) un operator
continuu si fie N = (N1, No) : H— H, N; : H — H; (i =1,2), definit prin

N (u) = u— L (B, (u), Eas (u)). (4.9)

Presupunem ca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) Ewmista constante pozitive a;; (i,j = 1,2) astfel incat
(Nl(U17u2) —Nl(ﬂl,ﬂ2>7 U1 _El)l (410)
<ay |luy — W+ arg|ur — W, Jug — al,,
(NQ(Ul, UQ) — Nz(ﬂhﬂg) , Ug — ﬂ2)2 (411)
< agg |uy — sy + ag Juy — U]y |ug — Usly,

pentru orice uy,uy € Hy st ug, Us € Ho;
(ii) Matricea A = [aij1<i j<2 converge la zero;

iii) Secventa (u}) (echivalent, (u¥)) este mdarginitd.
2 1
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4.5. Aplicatii

Atunci, sirurile (u’f) 5% (ué’) sunt convergente.

Remark 4.7. Utilizarea unui operator continuu L ne permite sa obtinem o trans-
formare continua a derivatelor, la care putem aplica ulterior conditiile de monotonie
necesare. Fara aceasta transformare, indeplinirea conditislor de monotonie necesare
pare dificila din cauza naturii geometriei de trecere a muntelui. Merita mentionat
ca in lucrarile noastre anterioare concentrate pe echilibre de tip Nash, necesitatea
unut operator specializat ca L a fost evitata, iar in acele cazuri, operatorul identitate

a fost suficient.

Conditia (iii) (marginirea unei secvente) nu este presupusa in prealabil si trebuie
asigurata. Aici, enumeram conditii suficiente bazate pe conectarea aleasa pentru a

garanta aceasta conditie.
Teorema 4.8. Sirul (u’g) ramane marginita in fiecare dintre scenariile urmatoare:

(a) Linkingul in Hy este trivialda. Exista w € Hy astfel incat
Es (,w) este marginit pe Hy; (4.12)

51

Es (u,-) este coerciv uniform in raport cu . (4.13)

(b) Linkingul in Hy este netrivialda. Exista w € Bs, astfel incat
—FE5 (-,w) este marginit pe Hy; (4.14)

St

—FE5 (u,-) este coerciv uniform in raport cu u. (4.15)

Remark 4.9. Merita mentionat ca in aplicatiile practice, conditii specifice supli-
mentare, cum ar fi conditiile de crestere si coercivitate sau conditia Ambrosetti-

Rabinowitz, pot fi utilizate pentru a asigura marginirea lus (uk)

4.5 Aplicatii
Consideram problema Dirichlet

—Avy =V, F(vy, wy, vg, w3)
—Aw; =V, F(v1, w1, v, w5)
—AUQ = VUQG(U17 w1, U2, w2) (416)

—sz = vw2G(’U1, Wi, Vg, U)Q) on )

\U1|BQ = wi|gn = v2|an = walon = 0.
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4.5. Aplicatii

In cazul nostru, € reprezinta o multime deschisa si marginita din R" (n > 3).
Asemenea probleme sunt bine cunoscute in literatura, adesea modeland probleme
din lumea reala, incluzand probleme de difuzie sau miscare a undelor.

Presupunem urmatoarele conditii asupra potentialelor F' si G

(H1) Functiile F,G: R* — R sunt de tip C' si de asemenea

F(07$2) = 07 G(l.lao) = 07

pentru orice 1,z € R2. In plus, pentru 2 < p < 2* = %, avem urmatoarele
conditii de crestere satisfacute
|F(z1,22)] < Cr(laaf"+1), (4.17)

|G(x1,22)] < Cg(|lza”+ 1),

pentru orice z1, 72 € R%, unde Cr, O sunt constante pozitive.
Aici, Hy = Hy := (Hé(Q))2 = H}(Q) x H}(Q) echipat cu produsul scalar
(u,u)HO' x Hy = (v,0)HO' + (w,w)HO",
sl norma
1 1 12 12\ /2
lu|HO' x HY = (|U|H0 + |w|HO ) ,

pentru u = (v,w),u = (V,W).

Caracteristica distinctiva a sistemului este ca primele doua ecuatii si ul-
timele doua ecuatii cuplate impreuna, permit o formulare variationala care poate fi
exprimata prin functionalel energie F;, Es: (H&(Q))2 X (H&(Q))2 — R,

Byfun,u2) = Sl oy = [ Flunsw). Balun, ) = Huallyy — [ Gl ua)

unde uy = (vy,wy), ug = (ve, wy) € (HH(Q)).

Fie
fl(yla 21,y2>2’2) = VylF(thl?yQa Z2),
fa(yrs 21, Y2, 22) = Vo F(y1, 21, Y2, 22),
91(91, Zlay2722) = VyQG(yl, 21,y2,2’2),
g2<y17 Zl7y2722) = VZ2G(y17217y2722)'

Dacé identificdim H}(Q) cu dualul sau H!(Q) prin intermediul lui —A, atunci de-

rivatele partiale ale lui E; si Es in raport cu prima si a doua componenta, respectiv,
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4.5. Aplicatii

sunt date de

En(us,us) = up— ((—A) 7 filur,ug), (—A) 7" falur, ug)),
Esp(ur,us) = us — ((=A) g1 (ur,ua), (—A) " gaur, un)) .

Din conditiile de crestere (4.17)), operatorii Nemytskii
N (ur, uz)(z) = filur(@),ua(z)), Ny (ur,u)(z) = gi(ui(z), ua(2)),

, 2
(i=1,2), sunt bine definiti de la (L2 ()" la (L<2*> (Q)) , mirginiti (duc multimi

marginite in multimi marginite) si continui. Prin urmare, operatorii

Ni(ug, ug) = ((—A) 7 filug, ug)), (=A) " fa(ur, u)))
Ny(uy,uz) = ((—A) g1 (ur, u2)), (=A) " ga(us, uz)))

sunt bine definiti si continui de la (HZ(Q))* la (HL())?.
(H2) Inegalitatile (vezi, de exemplu, |2/17-19,33]).

1imsupL;:2) << liminfM’
|z1|—0 |:L‘1| 2 ly1]|—o0 Y1

au loc pentru orice y; € R si uniform in raport cu z, € R?.
Din (4.17) si (H2), gasim un r{ astfel incat
Er(ui,up) > ¢ >0 pentru orice  [u|payps = ro- (4.18)
De asemenea, exista un ag > r{ astfel incat
Ey ((a0¢1,0),u2) < 0 pentru orice ug € (H&(Q))Q. (4.19)

In plus, avem in mod clar

E1((0,0),u3) = 0. (4.20)

Pe (H&(Q))z, consideram multimile
2
Ay = {ur € (HYQ)": frlmpemy =76}

Q= {s(d)l,O) € (H&(Q))2 :0<s< ao} :
Bl = {((070) ) (30¢1a0))}'

Din (4.18)), (4.19) si (4.20), vedem ca A; formeaza un linking cu By prin )1, si in
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4.5. Aplicatii

plus

inf El('v“?) 2 Cc > sup E1<',U2),
Aq B

pentru orice uy € (Hé(Q))z7 adica by < ay.

Vom considera
Ay = (H3(Q)", Ba=0 si Q={(0,0)},

adica alegem un linking trivial. Pentru a asigura by < as (sau echivalent, —oo < my),
functionala Fs (-, us) trebuie sa fie uniform marginit inferior in raport cu uy. Aceasta
cerinta poate fi indeplinita daca presupunem urmatoarea conditie de crestere unila-

terala asupra lui G:

(H3) Exista 0 < o < A; astfel incat

G (z1,19) < % |22)* + C, pentru orice 1, x, € R (4.21)

Folosind Teorema , se poate deduce ca exista doua siruri, (u’f) si (ulg), care
satisfac (4.4) si (4.5)). Referitor la Teorema [4.6| considerdm operatorul liniar L =
(L1, Ly), unde Ly, Ly: (HL(Q))? — (HE(Q))? sunt date de

Ll(vl,wl) = L1 (ul) = 5(7)1 — W1,V — wl), LQ(UQ,U)Q) = L2 (UQ) = U3, (422)

pentru up = (vy,wy), up = (vo,ws) € (HE(Q))? si un 8 > 0. Prin urmare, putem

exprima operatorii N7 si Ny in functie de L astfel
Ni(uy,ug) = ((1 = B)vr + pwy, (1 = Blwy — Boy)

+ 3 ((‘A)fl (fi(ur, ug) — folur,uz)) , (—A)fl (f1(u1, uz) — f2(u1,u2))) .
No(uy, ug) = ug — Ly (Ea(ur, u)) = ((—A) " g1 (ur, uz) , (—A) " ga(ur, us))

In continuare, vom discuta unele conditii legate de monotonia functiilor f :=

f1 — f2, g1 si go care apar in expresiile lui Ny si Nj.
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4.5. Aplicatii

(H4) Exista my; (i,j = 1,4) astfel incat

(Flarw) = F@,72)) (1 —T0) (4:23)

< Ay =Wl (mafyr = 1| + maslzr — 20| + maslys — Uo| + maalze — Zof)
(f(xl, Tp) — f(Tl,T2)> (21— 7Z1)

<z = Z1| (marlyy — Ty | + maglzr — Zi| 4 mas|y2 — To| + maslze — Za|),
(91(21,22) = 91(T1, T2)) (y2 — Vo)

< lye = Bal(mai|yr — U] + mazlz1 — 21| 4+ mas|y2 — o| + msalze — Z2),

(92(1, 72) — g2(T1,72)) (22 — Z2)

< 22— Za| (mur|yr — §q| + maz|z1 — Z1| + mas|ye — Yol + muaa|z2 — Z2]) ,

pentru orice z1 = (y1, 21), T1 = (U, %1), Ta = (Y2, 22), To = (Yo, Z2) € R2

DIn ipoteza (H4), operatorii N1, Ny indeplinesc conditiile de monotonie (2.16]) si
[2.17)), cu coeficientii

a; =1-p+ /\% max{miy, ma} + 2%1 (M2 + moy), (4.24)
Uy = Aii max { \/mfg + m3s, \/m%4 - mi} , (4.25)
1 2 2 2 2
99 — w + max {m33, m44} . (427)
1

Pe baza celor de mai sus, primele doua conditii din Teorema sunt indeplinite

daca
(H5) Matricea M := [a;j]1<ij<2 converge la zero.

Ramane de aratat ca sirul (ué) este marginita. Pentru a face acest lucru, aplicam
Teorema (a). Din G(+,0) = 0 si conditia de crestere (4.21)), obtinem

1 o 9
Es (uy,ug) > (5 - 2—>\1) |u2|HéxH& — C'meas (Q2) — oo,
cand |ug| HixHL — 00, uniform in raport cu u;. Prin urmare, deoarece toate conditiile
din Teoremasunt indeplinite, deducem ci sirurile (uf) si (uf) converg in (H3(Q2))*.

Astfel, pe baza Teoremei [4.2] putem formula urmatorul rezultat.

Teorema 4.10. Sub ipotezele (H1)-(H5), concluzionam ca problema (2.21) are o
solutie tip mountain pass-min. Mai precis, existd o solutie (u,u3) € (HL(€))” x
(HL(Q))? astfel incat ut este un punct critic de tip mountain pass al functiei By (-, u3)

si uy este un minimizant al functionalei Eo(uf,-).
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Pentru a obtine o solutie de tip mountain pass, urmam o abordare similara cu
Teorema 1, cu cateva clarificari importante. In primul rand, ambele functii F' si G
trebuie sa satisfaca conditiile (H2)” pentru linkingul netrivial. Prin impunerea (H3)’
cu —G 1n loc de G, asiguram marginirea lui u§ (cf. Teorema 3(b)).

In al doilea rand, folosim un operator alternativ L in loc de operatorul identitate
(algem Ly = L, pentru simplitate). Conditia (H4) necesita o conditie de monotonie
pentru § = g1 — g2 in loc de g; si go (denumita (H4)’). Schimbarea lui Ly necesita
revizuirea coeficientilor ag; si agy (cf. ecuatiilor (5) si (6)), unde ag; corespunde lui

a1o Si agy corespunde lui aq;.

Teorema 4.11. Presupunand ca sunt indeplinite conditiile (H1), (H2)-(H4)’, (H5),
atunci problema are o solutie de tip mountain pass-mountain pass, adica
existd o solutie (uf,u}) € (HL(Q))? x (HL(Q))? astfel incat ul este un punct critic
de tip mountain pass al functiei By (-, u3) siujy este un punct critic de tip mountain

pass al functiei Eo(uj,-).

Exemplul 1. Consideram problema Dirichlet

(
—Av; = a(vy +wp)? + avy + avy + wy)

1
v% +w%+1

_ 3_ =~ 1

—Aw; = a(vy +wy)? — awy + a(vy + wl)v§+w§+1

—A'UQ = b’UQ + ﬁ (428)
1

_ 1 B
Aws = bwsy + ez Q

\U1|Q = wi|q = v2]q = wa|a = 0.

Aplicam Teorema [4.10] unde

A A
QO c R, agzl, a<?1, b<1l, b+2<), c>1,
_ 1
F _a 4 a 2 2 a 2
(ylazlay27z2) 4(yl+zl) +2 (yl Zl)+2(y1+zl) yg_i_z%_i_la
G,z z) =2 (y5+ 23 i 2
(41, 21,92, 22) = 3 (43 + 2)+y%+62+z%+62

Valoarea absolutd a lui F'(z1, z2) (71, 1o € R?) este marginitd de un polinom de grad
patru in |xq| si

Gl 02 2)| < (54 2) 1 22 + 2

Prin urmare, conditia (H1) este garantata. In plus, conditia (H3) este, de asemenea,

satisfacuta deoarece g + % < ’\2—1 Din simple calcule avem

! F(y1, 21,92, 22)
im
il+z—=0 Y12 + 22

F((y1,0), z2)

) =

. A1
<gta< 2 si lim
2 ly1]|—o0 n
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ceea ce garanteaza ca (H2) este satisfacuta. Observam ca

1
— 3 P
filyr, 21, y2, 22) = a(y1 + 21) +ay1+a(y1+z1)—y§+zg+1,
1
21, Y2, 22) = alyy + 21)° — az + alyy + 21) —————,
falyi, 21, y2, 22) (y1 + 21) 1+ a(y 1)y§+z§+1

1 %1, Y2, % =b + ),
91(y1, 21, Y2, 22) Y2 N

1y 21y Y2, 2 = bz + 53
92(Y1, 21, Y2, 22) 2 21

ceea ce ne ofera

f(ylv 21,9272’2) = ay; + az;.

1

Liniaritatea lui fsi proprietatea Lipschitz | oo — =

< 1z — 7| conduc la

(f Y1, 21, Y2, 22 f(yluzlvy%EQ)) (yl _yl) < d|y1 - y1’2 +a |y1 - y1| |Zl - Ell?

N——

~y1,Z1ay2,Z2 Y1, 21,Ya, 22) ) (21 — Z1) S alz1 — 24 alyi — Y| |21 — Z1),
f( I( )) ( ) < aj *+al [ |

) (y2 — Us) < blyo — Ul + Lo — Bollys — Tl

( )
gl(y17217y2722) - gl(ylazlay%EZ
( ) (22—22) §b\22—52\2+%\z1—Ele’g—Zg|.

~—

(
(92(y1, 21, y2, 22) — 9(Y1, Z1, Y, Z2)

Astfel, conditiile de monotonie (4.23) sunt indeplinite cu

my = a, mip=a, mz=0, my =0,

Mma1 = @, Mg =a, Moz =0, mgy =0,

m31 = %7 mzz =0, mzz3 =10, ma =0,
1

my1 = 0, mMyo = E, my3 = 0, mMyq = b

Pentrucab<1si1— 2/\% > 0, putem alege 8 > 0 in (4.22)) suficient de mic, astfel
incat matricea M sa convearga la zero.

Prin urmare, avand in vedere ca toate ipotezele din Teorema[2.10]sunt indeplinite,
problema are o solutie (v}, wt, v3, w3) . In plus, uf == (vi, wi) si u} = (v3,w3)
sunt astfel incat uj este un punct critic de tip mountain pass pentru functionala

energie [ (-, ud), iar u} este un minim pentru functionala energie Es (uf,-).
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