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Introducere

Prezenta teza de doctorat a
inceput sub indrumarea
regretatului profesor Nicolae
Popovici

Optimizarea este o bine-cunoscuta ramura a matematicii care are drept
obiect determinarea solutilor optime dintr-o mulfime admisibila de solutii,
din cadrul unei probleme de minimizare sau maximizare pentru o functie
data, luand in considerare si posibile restrictii. Datorita numeroaselor sale
aplicatii, optimizarea reprezinta un domeniu deosebit de important atat in
matematica cat gi in alte domenii conexe.

Dintre aceste domenii amintim urmatoarele (vezi, e.g., Frenk si Schaible
[26], Schaible [72], Shen si Yu [75, 76], Hillier si Lieberman [41], Khisty si
Lall [46] si alte titluri citate in aceste lucrari).

Cercetarea operationala: Optimizarea este o stiinta care sta la baza cerc-
etararii operationale, facilitand astfel afacerile in procese decizionale legate
de alocarea resurselor, planificarea productiei, gestionarea stocurilor si logis-
tica;

Inginerie: Inginerii folosesc tehnici de optimizare pentru a proiecta sis-
teme, structuri si procese eficiente, cum ar fi optimizarea formei aripilor
aeronavelor sau proiectarea cladirilor energo-eficiente;

Economie st Finante: In economie, modelele de optimizare sunt folosite
pentru a studia i prognoza comportamentul economic. In domeniul
finantelor, diferite modele matematice de optimizare sunt deasemenea
incorporate pentru gestionarea riscului;

Transport: Optimizarea este esentiala pentru planificarea rutelor, progra-
marea vehiculelor gi gestionarea lanturilor de aprovizionare;

Energie si mediu: Optimizarea este de o importana covarsitoare la
reglarea consumului de energie, reducerea emisiilor si proiectarea sistemelor
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durabile in domenii precum integrarea energiei regenerabile si modelarea
mediului inconjurator.

Dintre diversele teme care fac obiectul optimizarii amintim, printre al-
tele, programarea liniara, programarea convexa, programarea neliniara, pro-
gramarea discreta si programarea dinamica. La fel ca in multe alte domenii
matematice, optimizarea integreaza concepte si rezultate din diverse domenii
conexe, precum analiza functionala, analiza convexa, teoria jocurilor etc., fi-
ind, totodata, deschisa si catre algoritmi si modelari numerice.

Urméand curentul impus si de alte domenii matematice, optimizarea a
incorporat in mod natural liniaritatea, evolutie marcata de aparitia pro-
gramarii liniare ca componenta semnificativa in cadrul domeniului opti-
mizarii.

In mod firesc, urmatorul pas in acest domeniu, crucial pentru abordarea
eficienta a problemelor practice, a implicat abordarea non-liniaritatii si, in
consecinta, a functiilor neliniare.

Acest lucru inca reprezinta o provocare si ar fi fost imposibil de intrezarit
fara pasul intermediar oferit de analiza convexa. Convexitatea joaca un rol
fundamental in optimizare deoarece simplifica procesul de rezolvare a prob-
lemelor, garanteaza existenta punctelor de optim global si permite utilizarea
eficienta a multor algoritmilor.

Una dintre cele mai populare ramuri ale oprimizarii este optimizarea
fractionara. Acest subdomeniu se ocupa cu optimizarea functiilor care im-
plica fractii sau expresii rationale si este aplicat cu precadere in economie
(programare fractionara), inginerie, sanatate (alocare de resurse), proiectarea
retelelor (rute optime pentru transmiterea datelor), sistemele de control op-
tim (pentru procese care implica dinamici de ordin fractionar, cum ar fi cir-
cuitele electrice, reactoarele chimice sau sistemele mecanice), managementul
lanturilor de aprovizionare, matematica (Ecuatii Diferentiale Fractionare),
studii de mediu (optimizarea utilizarii terenurilor, alocarea fondurilor de con-
servare sau proiectarea coridoarelor pentru fauna salbatica) etc.

Problema tipica de optimizare fractionara (denumita in mod obisnuit
problema de programare fractionara sau program fractionar) este definita
in felul urmator:

A () :
— min,
B (Qj‘) xeD
unde A i B sunt functii definite pe o multime nevida D iar B (z) # 0 pentru
orice x € D. Rezolvarea acestei probleme se reduce la determinarea unei
perechi (A*,z*), in care A* reprezinta valoarea minima a catului A/B, i x*
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este punctul de minim corespunzator., i.e.,

)\*

— ] A
—mDHlB

Dintr-o perspectiva istorica, asa cum se mentionaza in lucrarea lui Frenk
si Schaible [26], este demn de remarcat faptul ca una dintre primele aparitii
ale programarii fractionare, cu toate ca nu fusese denumita in mod explicit
astfel, a aparut in 1937 odata cu modelul de echilibru al economiei in crestere
al lui John von Neumann. Modelul calculeaza rata de crestere economica se-
lectand cea mai mare valoare dintre cele mai mici rapoarte productie-intrare
din surse multiple. Cu toate acestea, cu exceptia unui numar mic de lucrari
individuale, precum cele ale lui von Neumann, un studiu cuprinzator al pro-
gramarii fractionare a inceput abia mult mai tarziu. Influenta mai multor
autori cu contributii semnificative in domeniu la acea perioada este de aseme-
nea evidentiata in lucrarea lui Frenk si Schaible [26].

Prima monografie ce trateaza programarea fractionara, intitulata Analyse
und Anwendungen von Quotientenprogrammen, Ein Beitrag zur Planung mit
Hilfe der nichtlinearen Programmierung, a fost scrisa de Schaible in 1978.
Dupa cum este mentionat in lucrarea lui Frenk si Schaible [26], aceasta a fost
urmata de alte doua monografii care s-au concentrat exclusiv pe programarea
fractionara, prima dintre ele fiind scrisa de Craven in 1988, iar cealalta, de
Stancu-Minasian in 1997.

De atunci, multi cercetatori au depus eforturi considerabile in domeniul
optimizarii fractionare. Contributiile remarcabile includ lucrarile lui Avriel
et al. [2], Cambini si Martein [14], Stancu-Minasian [79], Elbenani si Ferland
[21], Crouzeix [15, 16], Hadjisavvas [26], Schaible [71, 72], Rodenas [69], Shi
[77], Bot et al. [10, 11], si Tammer [81], precum si alte titluri citate in aceste
lucrari.

Metodele si tehnicile de lucru dezvoltate in cadrul optimizarii fractionare
au generat un interes semnificativ legat de proprietatile functiilor f si g, cum
ar fi convexitatea, concavitatea, marginirea, liniaritatea etc. Prin urmare,
primele doua capitole ale tezei trateaza acest subiect.

In aceste capitole, introducem un nou concept de semistrict cvasicon-
vexitate pentru functii vectoriale, definite pe o multime nevida si convexa
dintr-un spatiu liniar real X cu valori intr-un spatiu liniar real topologic
Y, partial ordonat de un con convex solid C. Ulterior, oferim o caracteri-
zare a acestor functii folosind functia de scalarizare neliniara introdusa de
Gerstewitz (Tammer) in 1983. Aditional, furnizam cateva caracterizari de
conservare a convexitatii prin imaginile directe gi inverse pentru doua clase
speciale de multifunctii fractionare.
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O directie importanta de cercetare in cadrul optimizarii fractionare
se concentreaza pe dezvoltarea algoritmilor pentru rezolvarea problemelor
fractionare. Printre numerosii algoritmi care abordeaza problemele de tip
fractionar, vechi si noi (consultati, de exemplu, lucrarile lui Bot si Csetnek
[10], Bot, Dao si Li [11], Boyd et al. [12], Geissler et al. [28], Goldstein et al.
[31], Kleinert si Schmidt [47] precum si titlurile citate in aceste lucrari), algo-
ritmul lui Dinkelbach (Dinkelbach [20]) raméne unul dintre cei mai cunoscut.
Asa cum este mentionat in lucrarea lui Tammer si Ohlendorf [81, Sec. 3],
acesta are la baza algoritmul lui Jagannathan din 1966 pentru problemele
fractionare liniare. Algoritmul lui Dinkelbach este un procedeu folosit pentru
a rezolva probleme de programare fractionara prin transformarea problemei
initiale (de tip fractionar) intr-o problema parametrica non-fractionara si, in
consecinta, cea de-a doua parte a tezei este dedicata acestui subiect.

In aceasti parte se prezinta doua variante aproximative ale algoritmului
lui Dinkelbach (cu o eroare data £ > 0 si cu erori convergente catre zero),
alaturi de o noua versiune a algoritmului, algoritmul Dinkelbach-Ekeland, ce
incorporeaza principiul variational al lui Ekeland.

Ultimul capitol al tezei, prezinta o noua versiune a algoritmului lui Dinkel-
bach, numita algoritmul lui Dinkelbach pe componente. Spre deosebire de
versiunea originala, aceasta varianta este conceputa pentru a aborda functiile
fractionare care depind de doua variabile. Contributia acestui capitol consta
in stabilirea convergentei algoritmului componential.

Teza are patru capitole gi este structurata pe sectiuni si subsectiuni.

Capitolul 1: Convexitate generalizata pentru functii vectoriale

In primul capitol introducem noul concept de semistrict cvasiconvexitate
pentru functii vectoriale, definite pe o multime nevida gi convexa dintr-un
spatiu liniar real X cu valori intr-un spatiu liniar real topologic Y, partial or-
donat de un con convex solid C'. Sectiunea 1.1 se concentreaza pe prezentarea
cadrului general si a notiunilor care se vor dovedi a fi de interes in contin-
uare. In Sectiunea 1.2, revizuim cateva notiuni clasice de convexitate gen-
eralizata atat pentru functii scalare cat gi vectoriale, si enuntam conceptul
de semistrict cvasiconvexitate. In cele din urma, in Sectiunea 1.3, prezentam
rezultatul nostru principal care caracterizeaza functiile vectoriale semistrict
C-quasiconvexe folosind functiile de scalarizare neliniare. In plus, in cazul
particular finit dimensional al spatiului euclidian real ¥ = R™, ordonat de
conul standard C' = R, stabilim o relatie intre conceptul nostru de semistrict
C-quasiconvexitate si alte concepte cunoscute din literatura.

Contributiile noastre in acest capitol sunt prezentate mai jos. In Sectiunea
1.2: Definitia 1.2.8, Lema 1.2.11, Lema 1.2.12, Teorema 1.2.13, Lema 1.2.16,
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Teorema 1.2.19, Teorema 1.2.21. In Sectiunea 1.3 avem: Teorema 1.3.1 si
Corolarul 1.3.2.

Toate rezultatele mentionate anterior sunt originale i sunt continute in
lucrarea Giinther, Orzan si Popovici [35].

Capitolul 2: Proprietati ale functiilor fractionare

In acest capitol prezentam rezultate de conservare a convexitatii prin
imagini directe si inverse pentru doua clase speciale de multifunctii
fractionare. Capitolul este impartit in patru sectiuni.

Sectiunea 2.1 este dedicata prezentarii notiunilor si rezultatelor generale
de analiza multivoca gi convexa ce vor fi folosite pe parcurs.

Sectiunea 2.2 studiaza conceptul de multifunctie afind in sens Tan [84]
si extinde rezultatele clasice stabilite de Rothblum [70] in cadrul spatiile
euclidiene finite-dimensionale la spatii liniare reale. In ultima parte a acestei
sectiuni se furnizeaza o serie de proprietati de pastrare a convexitatii.

In Sectiunea 2.3, examinam o alta notiune de multifunctie afina, anume
cea introdusa de Gorokhovik [33, 34] si prezentam o serie de rezultate care
vor fi de o importanta semnificativa pentru sectiunea urmatoare.

Ultima Sectiune 2.4 furnizeaza o serie de rezultate de conservare a con-
vexitatii multimilor atat prin multifunctii generale cat si prin clasele noastre
de multifunctiile afine.

Contributiile noastre in acest capitol sunt prezentate mai jos. In Sectiunea
2.2: Propozitia 2.2.2, Teorema 2.2.3, Corolarul 2.2.4, Propozitiile 2.2.6,
2.2.7, 2.2.8, Teorema 2.2.10, Teoremele 2.2.11, 2.2.12, Corolarul 2.2.13. In
Sectiunea 2.3 avem: Lema 2.3.6, Propozitia 2.3.7. In ultima Sectiune 2.4,
avem: Propozitiile 2.4.1, 2.4.3, Corolarul 2.4.2, Teorema 2.4.4, 2.4.6, Coro-
larul 2.4.5, Teorema 2.4.7, Corolariile 2.4.8, 2.4.9.

Toate rezultatele mentionate anterior sunt originale gi sunt continute in
lucrarile Orzan si Popovici [60, 61] i Orzan [59].

Capitolul 3: Algoritmi de aproximare de tip Dinkelbach pentru prob-
leme fractionare

In cel de-al treilea capitol al tezei, prezentam variante aproximative
ale algoritmului lui Dinkelbach pentru probleme de optimizare fractionara
neliniara in cadrul general al spatiilor Banach. Capitolul este format din
cinci sectiuni.

Sectiunea 3.1 vine ca o introducere in cadrul general de lucru si in algo-
ritmul original al lui Dinkelbach. In Sectiunea 3.2, abordam cazul in care
punctul de minim pentru problema noastra de optimizare poate fi deter-
minat cu o eroare specificata (¢ > 0), si stabilim, de asemenea, o conditie
suficientii pentru atingerea valorii minime a functionalei A/B. In Sectiunea
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3.3, prezentam o alta versiune a algoritmul Dinkelbach, in care eroare tinde
catre zero, demonstrand convergenta sa catre solutia problemei noastre de
optimizare, sub conditia de compactitate Palais-Smale.

In Sectiunea 3.4 prezentam noul nostru algoritm, algoritmul de aproxi-
mare Dinkelbach-Ekeland, pentru probleme de optimizare fractionara, care
utilizeaza principiul variational al lui Ekeland pentru a genera girul (zy) im-
plicat in procesul iterativ.

Ultima sectiune, Sectiunea 3.5, ofera conditii suficiente care permit
indeplinirea cerintei Palais-Smale si, in consecinta, stabileste rezultatul nos-
tru final referitor la convergenta algoritmului Dinkelbach-Ekeland.

Contributiile noastre in acest capitol sunt prezentate mai jos. In Sectiunea
3.2: Teoremele 3.2.2, 3.2.3. Sectiunea 3.3 prezinta: Teoremele 3.3.2 si 3.3.3.
In Sectiunea 3.4 avem: Algoritmul 3.4.1 i Teorema 3.4.2. Ultima Sectiune
3.5 prezinta: Lemele 3.5.1, 3.5.2 , Propozitia 3.5.3 si Teorema 3.5.4.

Toate rezultatele mentionate anterior sunt originale gi sunt continute in
lucrarea Orzan si Precup [62].

Capitolul 4: Algoritmul lui Dinkelbach pe componente pentru probleme
fractionare

In ultimul capitol al tezei, introducem un algoritm de aproximare de tip
Dinkelbach, dezvoltat special pentru calculul punctelor de minim partiali
in problemele de optimizare fractionara. Capitolul este impartit in patru
sectiuni.

Sectiunea 4.1 prezinta notiunile de baza necesare pentru intelegerea prob-
lemelor de optimizare fractionara in care functia obiectiv (raport a doua
functii) este definita pe produsul cartezian a doua spatii normate reale,
anume X si Y. Cel de-al doilea obiectiv al acestei sectiuni este identificarea
punctelor de minim partial, puncte din X X Y in care o variabila minimizeaza
functia obiectiv in timp ce cealalta ramane constanta. In Sectiunea 4.2 sta-
bilim cateva conexiuni intre punctele de minim global si partial, si exploram,
de asemenea, cazul in care A(x,y) si B(x,y) au variabile separate, demon-
strand ca in acest context, minimul partial coincide cu minimul global. In
plus, oferim un rezultat similar pentru spatiile euclidiene finite-dimensionale
spre sfarsitul acestei sectiuni. Sectiunea 4.3 debuteaza prin introducerea al-
goritmului original Dinkelbach, aplicat la functii cu doua variabile iar, mai
apoi, prezinta varianta noastra componentiala a algoritmului lui Dinkelbach
si investigheaza cateva dintre limitarile acestuia.

Ultima Sectiune 4.4, are drept obiectiv convergenta algoritmului nostru
componential. In cadrul ei, se demonstreaza ci prin impunerea unor conditii
asupra spatiilor si functiilor implicate, cum ar fi continuitatea de tip Lips-
chitz, diferentiabilitatea Fréchet partiala si coercivitatea, algoritmul converge
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catre un minim partial.

Contributiile noastre in acest capitol sunt prezentate mai jos. In Sectiunea
4.2 avem: Propozitiile 4.2.1, 4.2.2 5i 4.2.3. In Sectiunea 4.3: Algoritmul 4.3.1,
Propozitia 4.3.2. In ultima Sectiune 4.4 prezentam: Teoremele 4.4.1, 4.4.2 si

4.4.4.

Toate rezultatele mentionate anterior sunt originale gi sunt continute in
lucrarea Giinther, Orzan si Precup [36].

* % %

Lucrarile doctorandului:

Orzan A. A new class of fractional type set-valued functions.
Carpathian J. Math. 2009;35:79-84.

Orzan A, Popovici N. Convexity-preserving properties of set-valued ra-
tios of affine functions. Stud. Univ. Babes-Bolyai Math. 2023;66:591—
602.

Orzan A, Popovici N. Characterization of certain fractional-type set-
valued functions. Optimization. DOI: 10.1080/02331934.2023.2174377.

Orzan A, Precup R. Dinkelbach type approximation algorithms for non-
linear fractional optimization problems, Numerical Functional Analysis
and Optimization. 2023;44(9):954-969.

Giinther C, Orzan A, Precup R. Componentwise Dinkelbach algorithm
for nonlinear fractional optimization problems. Optimization, DOI:
10.1080,/02331934.2023.2256750.

Gilinther C, Orzan A, Popovici N. A new concept of semistrict quasi-
convexity for vector functions, submitted 2023.

Comunicariile stiintifice ale doctorandului cu abstract:

On a special class of fractional set-valued functions, Romanian Itinerant
Seminar on Mathematical Analysis and its Applications (RISMAA),
Cluj-Napoca, 20-22 aprilie, 2018.  https://www.cs.ubbcluj.ro/wp-
content /uploads/RISMAA-2018-Abstracts.pdf

On a special class of fractional type set-valued functions,
13th  Joint Conference on Mathematics and Computer Sci-
ence (the 13th MaCS), October 1-3, 2020, ELTE, Hungary.
http://macs2020.elte.hu/wpcontent /uploads/2020/10/programme_
overview.pdf

10



Introducere

e Dinkelbach type approximation algorithms for nonlinear fractional op-
timization problems, 14th Joint Conference on Mathematics and Com-
puter Science (the 14th MaCS), November 24-27, 2022, Cluj-Napoca,
Romania. https://www.cs.ubbcluj.ro/ macs/2022/abs/macs2022_ ab-
stracts.pdf

e Aproximation Algorithms of Dinkelbach type for fractional optimization
problems, The joint seminar of the groups algorithmic optimization, nu-
merical analysis, and scientific computing, Leibniz University, February
23, Hannover, Germany, 2023.

o Componentwise Dinkelbach algorithm for mnonlinear fractional op-
timization problems, 17th International Conference on Applied
Mathematics and Computer Science, July 11-13, 2023, Cluj-Napoca,
Romania. https://docs.google.com /spreadsheets/d/e/2PACX-
1vTtFLtlpmFkAL9zMmrj _ Lg3HxToczM3K3FZJXaoVieLtM Qh-
PepYajD3BG3McZEXKsR2CnZWLxhXrKkb/pubhtml#

X 3k ok

Cuvinte cheie

Convexitate generalizata, multifunctii fractionar-afine, functii ce
pastreaza convexitatea, optimizare fractionara, algoritmi de tip Dinkelbach,
Principiul lui Ekeland, minim partial.

11



Capitolul 1
Convexitate generalizata pentru
functii vectoriale

Notiunea generala de convexitate a funtiilor este des recunoscuta ca fiind un
factor limitativ in multe situatii practice, asa cum este demonstrat in lucrari
precum cea a lui Cambini si Martein [14]. In raspuns la aceasta limitare,
mai multi cercetatori au introdus clase mai largi de functii, cunoscute sub
numele de functii convexe generalizate. Aceste functii generalizat convexe
(si concave) contin clasa functiilor convexe, mostenind totodata proprietati
valoroase de la acestea dar se bucura si de conditii de existenta mai relax-
ate. Functiile generalizat convexe au aplicatii intr-o varietate de domenii,
inclusiv in economie pentru reprezentarea preferintelor si a functiilor de util-
itate, in finante pentru sarcini precum optimizarea portofoliului, gestionarea
riscurilor si evaluarea activelor, precum si in inginerie pentru aplicatii in
design structural, optimizarea proceselor si prelucrarea semnalelor etc.

In ceea ce priveste aplicatiile matematice, aceste functii sunt larg re-
cunoscute si studiate in special in contextul optimizarii scalare, vectoriale
si multivoce. Referintele semnificative in aceasta directie includ lucrarile
lui Avriel et al. [2], Bagdasar si Popovici [3], Crouzeix, Martinez-Legaz si
Volle [17], Flores-Bazéan [23], Flores-Bazan si Vera [25], Gopfert et al. [32],
Giinther si Tammer [39, 40], Jahn [43], Khan, Tammer si Zalinescu [45], La
Torre si Popovici [49], Luc [53], Luc si Schaible [54], Popovici [64], impreuna
cu referintele citate in aceste lucrari.

Printre conceptele foarte cunoscute de convexitate generalizata pentru
functii vectoriale, definite pe o submultime nevida si convexa D dintr-un
spatiu liniar real X, cu valori intr-un spatiu topologic liniar real Y, ordonat de
un con convex C, se numara notiunile de C-convexitate, C'-cvasiconvexitate
si explicit C-cvasiconvexitate, introduse de Luenberger [55], Borwein [9], Luc
[53], si Popovici [63].

Aceste concepte de C-convexitate, (C-cvasiconvexitate si explicit C-

12
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cvasiconvexitate reprezinta generalizari naturale ale notiunilor clasice de con-
vexitate, cvasiconvexitate si explicit cvasiconvexitate, care sunt aplicate in
mod obisnuit functiilor cu valori reale. Aceasta extindere provine din fap-
tul ca in contextul specific al spatiului euclidian real de dimensiune finita
Y = R™, partial ordonat de conul uzual de ordine C' = R, o functie
vectoriala f = (fi,..., fm) este C-convexa (C-cvasiconvexa, explicit C-
cvasiconvexa) daca si numai daca componentele sale scalare au aceasta pro-
prietate.

Sigur ca o astfel de abordare pe componente nu este realizabila, in gen-
eral, in spatii oarecare. Prin urmare, un domeniu de cercetare interesant in
cadrul optimizarii vectoriale se concentreaza pe caracterizarea convexitatii
generalizate a functiilor vectoriale prin valorificarea principiilor clasice de
convexitate generalizata ale anumitor functii cu valori reale. Aceasta abor-
dare a fost explorata de cercetatori precum Benoist, Borwein si Popovici [6],
La Torre, Popovici si Rocca [50], Luc [53], si Giinther si Popovici [37, 38].

In acest prim capitol introducem un nou concept de semistrict cvasi-
convexitate pentru functii vectoriale, definite pe o multime nevida si con-
vexa dintr-un spatiu liniar real X cu valori intr-un spatiu liniar real topo-
logic Y, partial ordonat de un con convex solid C. Rezultatul princi-
pal din aceasta sectiune a tezei este caracterizarea functiilor semistrict C-
cvasiconvexe folosind functiile de scalarizare semistrict cvasiconvexe o, o f.

Capitolul este impartit in trei sectiuni. Sectiunea 1.1 prezinta notiuni
si rezultate fundamentale care se vor dovedi a fi de interes in continuare.

In Sectiunea 1.2, reamintim cateva notiuni clasice de convexitate gen-
eralizata atat pentru functiile cu valori reale, cat si pentru cele cu valori vec-
toriale si enuntam noul nostru concept de semistrict cvasiconvexitate pentru
functii vectoriale.

In finalul capitolului, Sectiunea 1.3, prezentam rezultatul nostru cen-
tral, ce ofera o caracterizare a functiilor vectoriale semistrict C-cvasiconvexe
cu ajutorul functiilor de scalarizare neliniare. Mai mult, in contextul spatiului
euclidian real finit-dimensional ¥ = R™, partial ordonat de conul uzual de
ordine C' = R, stabilim legatura dintre noul nostru concept si alte notiuni
cunoscute in literatura, respectiv, semistrict cvasiconvexitate pe componente
si explicit cvasiconvexitate pe componente.

Rezultatele prezentate in aceasta parte a tezei au fost incluse in lucrarea
Giinther, Orzan si Popovici [35].
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Capitolul 1. Convexitate generalizata pentru functii vectoriale

1.1 Preliminarii si proprietati ale conurilor
convexe

In prima sectiune a acestui capitol vom prezenta o serie de definitii si rezultate
cheie legate de convexitate generalizata si conuri convexe. Pentru a facilita
intelegerea, incepem prin a considera X un spatiu liniar real, ¥ un spatiu
liniar topologic real, D C X o multime nevida si convexa, si C C Y un con
convex, i.e., 0 € C =R, - C = C + C, unde 0 semnifica vectorul nul din Y
iar R, este multimea numerelor reale nenegative. Partea liniara a conului
C' este definita prin ¢(C) := C' N (—C). Pentru fiecare punct y € Y si orice
multime A C Y, notam cu V(y) multimea tuturor vecinatatilor punctului vy,
iar cu int A, cl A si bd A interiorul, aderenta si respectiv frontiera lui A. Este
cunoscut faptul ca

intAC{reA|VdeY, IreR, ai v+ [-rr|-dC A}, (1.1)

unde R* =Ry \ {0} este multimea numerelor reale fira zero.

Vom investiga mai multe concepte de convexitate generalizata pentru
functii vectoriale f : D — Y 1in raport cu C, care extind in mod natural
notiunile clasice corespunzatoare de convexitate generalizata cunoscute pen-
tru functiile scalare de tip ¢ : D — R. Pentru acest lucru, este posibil ca
ocazional sa introducem proprietati suplimentare referitoare la conul C', con-
textul specific dictand natura acestora. Amintim ca C' se numeste: propriu,
daca C #Y; ascutit, daca ¢(C') = {0}; solid, daca int C' # (); inchis, daca
cdC="C.

In cele ce urmeaza, vom revizui cateva proprietati de baza ale conului
convex C' (a se vedea, de exemplu, cartile lui Jahn [43] si Tammer si Weidner
[82]):

intC' =R, -intC=CH+intC =clC+intC=C+R -e, VecintC,

(1.2)

Y=intC —RY-e, VecintC, (1.3)
cdC =R -clC,

bdC =R’ -bdC. (1.4)

Daca C' e solid, atunci

int C' = int(cl C),
clC = cl(int C).
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Daca C' este propriu, atunci
0ebdC.

Lema 1.1.1. Fie C' un con solid. Atunci, pentru orice vector e € int C' au
loc urmatoarele egalitats

Y\cdC=bdC—R:-e=bdC —intC. (1.5)

Lema 1.1.2. Fie C un con solid si fie e € int C'. Atunci, pentru orice vector
v € Y urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° vecld.
2° (v+intC)NbdC = 0.
3° (v+R:-e)NbdC = 0.

1.2 Convexitate generalizata

1.2.1 Convexitate generalizata pentru functii scalare

In aceastd subsectiune vom reaminti definitia clasica a convexitatii, alaturi
de alte trei concepte cunoscute de convexitate generalizata pentru functii
scalare, raspandite pe scara larga pentru importanta lor in optimizare (a se
vedea, de exemplu, Avriel et al. [2], Cambini si Martein [14]).

Definitie 1.2.1. O functie ¢ : D — R se numeste:

e convezd, dacd pentru orice x,x' € D git € (0,1) avem
p((1=t)z +ta') < (1 = t)p(x) + to().
e cuasiconverd, daca pentru orice x,x’ € D git € (0,1) avem
e((1 = t)z + ta’) < max {p(z), ()}
e semistrict cvasiconvexd, dacd pentru orice x,x' € D sit € (0,1),
p(2) # (') = o((1—t)z+ta’) <max {p(z), p(a')}.

e explicit cvasiconvexa, daca ¢ este atat cvasiconvera cat si semistrict
CVasicoONveraq.
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Urmatoarea propozitie reiese imediat din Definitia 1.2.1 si caracterizarea
cvasiconvexitatii explicite data de Popovici [63, Rem. 3.1] (vezi si Glinther
si Popovici [37, Prop. 2.2]).

Propozitie 1.2.2. Pentru orice functie ¢ : D — R urmatoarele afirmatii
sunt adevarate:

a) ¢ este convexa daca gi numai daca pentru orice A, N € R, z, 2’ € D si
te (0,1),

plx) <X si (') <N = p((1l-tr+ta') < (1T —-)A+ 1N

b) ¢ este cvasiconvexd daca si numai daca pentru orice A € R, x, 2’ € D
site (0,1),

ex) <A s o) <A = o((1-tr+ta") <A

c) ¢ este semistrict cvasiconvexd daca si numai daca pentru orice A € R,
x, @ € Dgite (0,1),

ex) =X si o) <A = e((l-tr+t) <A

d) ¢ este explicit cvasiconvexa dacd i numai dacd pentru orice A € R,
x, 2’ €D gite (0,1),

ex) <A s o) <A = e((l-t)r+t) <\

Observatie 1.2.3. Urmatoarele afirmatit cu privire la functii scalare sunt
binecunoscute:

a) Functiile conveze sunt explicit cvasiconveze.

b) Functiile semistrict cvasiconvexe si inferior semicontinue de-a lungul
segmentelor (cf. Popovici [64]), sunt de asemenea explicit cvasiconveze.

c¢) Cvasiconveritatea si semistrict cvasiconvezitatea nu se implica in gen-
eral una pe cealalta, asa cum arata exemplele urmatoare.

In continuare, pentru n € N, vom adopta notatia
I, ={1,...,n}.

In urmitoarele sectiuni vom prezenta si examina concepte de convexitate
generalizata pentru functii vectoriale. Dorim sa subliniem ca in cazul finit-
dimensional, cand Y = R"™ (n > 2), astfel de concepte se pot defini folosind
componentele scalare ale functiei dupa cum urmeaza.
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Definitie 1.2.4. O functie f = (f1,...,fn) : D — R" se numeste convexa
pe componente (cvasiconvexd, semistrict cvasiconvexa, explicit cvasiconverad)
daca pentru orice i € I, componenta scalara f; : D — R este converd (cva-
siconverd, semistrict cvasiconverd respectiv explicit cvasiconvexa) in sensul
definitiei de baza.

Urmatorul rezultat ilustreaza doua caracterizari foarte cunoscute de con-
vexitate generalizata (a se vedea, e.g., Giinther si Popovici [37, Ex. 4.7], La
Torre, Popovici si Rocca [50, Cor. 8], Luc [53, Cor. 6.6]).

Propozitie 1.2.5. Pentru orice functie f = (fi,...,f.) : D — R”
urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f este convexd pe componente (cvasiconvezd, explicit cvasiconvexa).
2° Oricare ar fi numerele reale aq, ..., a, € R, functia
max{f;(-) —a;|i€l,}:D—R

este converd (cvasiconvexd respectiv explicit cvasiconverd).

1.2.2 Functii C-convexe, C'-cvasiconvexe si explicit C-
cvasiconvexe

In cele ce urmeazi vom reaminti trei concepte importante de convexitate
generalizata pentru functii vectoriale. Ele sunt binecunoscute in domeniul
optimizarii vectoriale si alte domenii asociate, asa cum este evidentiat in
lucrari precum Bagdasar si Popovici [3, 4], Luc [53], Popovici [63, 64], si
referintele incluse in acestea.

Definitie 1.2.6. O functie f : D — Y se numeste
o C-convexa, daca pentru orice z,x' € D sit € (0,1) avem
f((l=tx+t") e (1 —t)f(x)+tf(a") = C, ie.,
pentru orice y,y € Y, x, 2’ € D git € (0,1),

flx)ey=C si f(2')ey-C = f((1-t)a+ta) € (1-t)y+ty' —C.

e C-cvasiconvexd, dacd pentru oricey € Y, x, 2’ € D git € (0,1),

flx)ey—C i f(')ey—C = [f((l-tz+tz)ey—C.
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o cxplicit C-cvasiconvexa, dacd pentru oricey € Y, x,2’ € D it €
(0,1),

f(x)ey—C i f(2')ey—intC = f((1-t)z+tz') € y—intC.
Urmatorul rezultat prezinta trei caracterizari foarte cunoscute ale

functiilor convex generalizate (a se vedea, de exemplu, Luc [53] si Popovici
[63]).

Propozitie 1.2.7. Pentru orice functie f : D — Y au loc urmatoarele
afirmatii:

1° f este C-convezxa ddaca epigraful sau

epic(f) = {(z,y) e DxY |y € f(z)+ C}
este o multime conveza.

2° f este C-cvasiconverd ddaca pentru orice punct y € Y, mulfimea de
niwel inferioard f~1(y — C) este convexd.

3° f este explicit C-cvasiconvera ddaca pentru orice puncte y € Y, x €
Tl ly—0C), 2 € f{(y—intC) sit € (0,1) avem apartenenta

(1—t)z+ta' € f1(y—int O).

1.2.3 Functii semistrict C-cvasiconvexe

In cadrul acestei subsectiuni introducem, in urmatoarea definitie, noul nos-
tru concept de semistrict cvasiconvexitate si stabilim legatura dintre aceasta
notiune gi alte concepte cunoscute de convexitate generalizata din literatura.
In acest scop consideram C' C Y un con convex solid . In aceste conditii, se

cunoagte faptul ca C —C =Y, bdC #0si C\ (—C) # 0.

Definitie 1.2.8. Spunem ca functia f : D — Y este semistrict C-
cvasiconvexd daca pentru oricey € Y, x,2' € D git € (0,1) avem

flx) ey—bdC si f(a')ey—itC = f((1—-t)z+tz')€y—intC.

Observatie 1.2.9. Asemandator cu caracterizarea functitlor explicit C'-
cvasiconvexe data de Propozitia 1.2.7 (3°), se poate demonstra ugor cd o
functie f : D =Y este semistrict C'-cvasiconvexa daca si numai daca pentru
orice punctey € Y, x € [~y —bdC), 2/ € f~Hy—intC) sit € (0,1)
avem (1 —t)x +tz' € f~(y —int C).
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Observatie 1.2.10. Fie C' CY wun con convex astfel incat int C' = int C.
Cum C este solid, rezulta ca c1C’ = cl(intC") = cl(intC) = clC, deci
bd C" = bd C. Prin urmare, [ este semistrict C-cvasiconverd daca $i numai
daca [ este semistrict C'-cvasiconvexd.

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva relatii intre semistrict C-
cvasiconvexitate gi alte concepte cunoscute de convexitate generalizata.

Lema 1.2.11. Daca f : D — Y este atat C-cvasiconvezra cat si semistrict
C-cvasiconvexa, atunci f este explicit C'-quasiconveza.

Lema 1.2.12. Daca C' este inchis, atunci orice functie f : D — Y explicit
C-quasiconvexa este atat C'-cvasiconvexa cat i semistrict C'-cvasiconvera.

Urmatorul rezultate ofera o mnoua caracterizare a explicit C-
cvasiconvexitatii.

Teorema 1.2.13. Daca C' este inchis, atunci pentru orice functie f : D —'Y
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f este explicit C-cvasiconvexd.
2° f este atat C'-cvasiconvexa cat si semustrict C'-cvasiconvexd.
Fie f : D — Y o functie. Introducem urmatoarea notatie
Os(w, 2, y) ={t € [0,1] | A1 —t)r +ta’ ¢ [~} (y = O)}
pentru orice puncte z,2’ € Dsiy €Y.

Observatie 1.2.14. Fie f : D — Y o functie si fie y € Y. Daca x,x’ €
[y —CO), atunci

Op(z, ' y) ={t e (0,1) [ (L-t)z+ta' & f(y—C)}.

Observatie 1.2.15. Pentru orice functie f : D — Y, urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

1° f este C-cvasiconveza.
2° Pentru oricey €Y six,a’ € [~y —C) avem O(x,2',y) = 0.

Lema 1.2.16. Fie C inchis st f : D — Y o functie semistrict C-
cvasiconvexrd. Atunci pentru orice y € Y si x,x’ € [~y — C), mulfimea
Of(x, 2, y) este fie un singleton fie vida.

19



Capitolul 1. Convexitate generalizata pentru functii vectoriale

Definitie 1.2.17. Se spune ca functia f : D — Y este inferior C-
semicontinud de-a lungul segmentelor daca pentru orice puncte x,x’ € D
functia

tel0,1]— f(1—tz+tz') €Y

are C-multimile de nivel inferioare, i.e.,
{tel0,1]]f(Q1-t)r+td')ey—C} (1.6)
inchise pentru orice y € Y.

Observatie 1.2.18. Fie f: D — Y o functie si fie x,x’ € D. Pentru orice
y €Y multimea de nivel (1.6) admite reprezentarea

{te0,1] | f(L=t)z+ta) €y —C}=1[0,1]\ Op(z,2",y).

Teorema 1.2.19. Fie conul C inchis. Daca functia f : D — Y este
semistrict C-cvasiconvexa si inferior C-semicontinua de-a lungul semg-
mentelor, atunci f este C'-cvasiconvexa.

Incheiem aceasta sectiune stabilind un rezultat de legatura intre conceptul
nostru de semistrict C-cvasiconvexitate si un alt concept de convexitate gen-
eralizata, introdus de Flores-Bazéan in [23] (vezi de asemenea si Flores-Bazan
si Vera [25], si Flores-Bazan si Herndndez [24]).

Definitie 1.2.20. Fie P C Y o multime nevida. Spunem ca functia f :
D — Y este semistrict (P)-cvasiconvexa in sens Flores-Bazdn dacd pentru
orice x,x' € D git € (0,1),

f@)ye flx)—P = f(Q-t)z+ta) e f(z)— P

Teorema 1.2.21. Fie C' un con convex inchis i fie P € {int C, C\(—C), Y'\
(—C)}. Atunci orice functie semistrict C-cvasiconvezd f : D — Y este
semistrict ( P)-cvasiconvezd in sens Flores-Bazdn.

1.3 Caracterizarea functiilor semistrict si
explicit (-cvasiconvexe cu ajutorul
functiilor neliniare de scalarizare

Ultima sectiune contine rezultatul nostru central care caracterizeaza functiile
semistrict C-cvasiconvexe prin intermediul functiilor de scalarizare neliniare.
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De asemenea, prezentam cateva rezultate cunoscute referitoare la car-
acterizarea functiilor vectoriale C-convexe (respectiv, semistrict (int, C)-
cvasiconvexe, semistrict (C')-cvasiconvexe, explicit C-cvasiconvexe) prin in-
termediul functiilor de scalarizare neliniare o,.

Pentru acest lucru fie C' C Y un con propriu convex inchis si solid. Pentru
un vector e € int C, notam cu o : Y — R functia de scalarizare neliniara in
sens Gerstewitz (Tammer) [29], definita pentru orice y € Y prin

o(y) = min{seR |y € se—C}.

De asemenea pentru un punct a € Y, se poate considera functia o, : ¥ — R,
definita pentru orice y € Y prin
ga(y) = oy —a),

unde functia initiala o se noteza de regula cu (. Aceste functii au fost sudiate
si folosite extensiv atat in optimizarea vectoriala cat gi multivoca si sunt de
asemenea cunoscute in domeniul matematicii economice (vezi, e.g., Gopfert
et al. [32], Khan, Tammer si Zalinescu [45], Luc [53], Tammer si Weidner
[30], Tammer si Zalinescu [83] si lucrarile citate de acestia). Conform lui
Gopfert et al. [32, Th. 2.3.1], au loc urmatoarele proprietati:

{yeY|o(y) <0} =-C, 1

{yeY |o(y) =0} =—-bdC, (1.8

{yeY |o(y) <0} =—int C. 1
mai mult, pentru orice A € Rgi y € Y avem ca

o(y—Ae) =a(y) — A (1.10)

O caracterizare a functiilor vectoriale explicit C'-cvasiconvexe prin inter-
mediul functiilor de scalarizare neliniare o, este prezentata in urmatoarea
teorema.

Teorema 1.3.1. O functie f : D — Y este explicit C-cvasiconvexa daca
st numai daca pentru orice a € Y, functia 0,0 f : D — R este explicit
CVasIconverdq.

Corolar 1.3.2. Daca fi,..., f, sunt inferior semicontinue de-a lungul seg-
mentelor, atunci urmatoarele afirmatic sunt echivalente:

1° f este semistrict R} -cvasiconvezd.
2° f este explicit R} -cvasiconvezd.
3° f este explicit cvasiconvexda pe componente.

4° f este semistrict cvasiconvexd pe componente.
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Proprietatea de conservare sau pastrare a convexitattii multimilor prin imag-
ini directe si inverse este foarte importanta in optimizare, in special in op-
timizarea convexa, deoarece simplifica formularile problemelor, permite uti-
lizarea eficienta a algoritmilor si joaca un rol fundamental in teoria dualitatii
convexe.

Aceasta proprietate este strans legata de functiile convexe. Cu toate
acestea, alte clase de functii, cum ar fi catul dintre o functie convexa si una
concava (in special o functie patratica si una afina, sau doua functii afine),
s-au dovedit, de asemenea, semnificative in optimizarea scalara. Lucrarile
cercetatorilor precum Cambini si Martein [14], Gopfert et al. [32], Schaible
[73], si Stancu-Minasian [79] au explorat extensiv aceastda zona. In timp ce
optimizarea multivoca ramane un domeniu vital de studiu al teoriei generale
a optimizarii (vezi, de exemplu, Khan, Tammer si Zalinescu [45]), exista o
nevoie reala in studiul proprietaailor functiilor de tip fractionar. Contributii
remarcabile in aceasta directie includ lucrari precum cea a lui Bhatia si Mehra
[8], Das si Nahak [18] impreuna cu alte referinte citate de acestia.

In acest capitol, oferim o serie de rezultate de pastrare a convexitatii
multimilor pentru doua clase speciale de functii multivoce de tip fractionar.

Capitolul este impartit in patru sectiuni. Sectiunea 2.1 este dedicata
introducerii notiunilor si rezultatelor generale de analiza multivoca si con-
vexa.

Sectiunea 2.2 investigheaza conceptul de functie multivoca afina in sens
Tan [84] si demonstreaza ca inversa unei astfel de functii este, de asemenea,
afine-o distinctie fata de alte concepte de functii affine multivoce, dupa cum
este ilustrat de Kuroiwa et al. [48, Ex. 2]. Mai mult, in cadrul acestei
sectiuni se extind o serie de rezultatele clasice ale lui Rothblum [70] din
spatiile euclidiene finite-dimensionale la spatii liniare reale.

In Sectiunea 2.3, exploram un concept alternativ de afinitate pentru
functii multivoce, introdus in literatura de Gorokhovik [33, 34] si furnizam o
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serie de rezultate care vor avea o importanta semnificativa pentru sectiunea
urmatoare.

Ultima Sectiune 2.4 prezinta mai multe rezultate de pastrare a con-
vexitatii pentru functii multivoce.

Rezultatele prezentate in aceasta parte a tezei au fost incluse in lucrarile
Orzan si Popovici [60, 61] si Orzan [59].

2.1 Preliminarii

In cadrul primei sectiuni din acest capitol vom acoperi cateva definitii si
rezultate de baza de analiza multivoca si convexa, care vor fi utile pe masura
ce vom avansa. In acest scop vom considera X si Y doua spatii liniare reale.
Ca de obicei in analiza multivoca (vezi, e.g., Aubin si Frankowska [1]), pentru
orice multifunctie F' : X — P(Y) notam cu

domF={zre X |F(x)#0}

domeniul lui F. Se spune ca F este proprie dacd dom F' # (). Imaginea
(directda) a multimii A C X prin F' se defineste prin

F(A) =] F(=).

Exista mai multe moduri de a defini imaginea inversa a unei multimi B C Y
printr-o multifunctie F', doua dintre ele fiind cel mai des folosite in analiza
multivoca (Aubin gi Frankowska [1]) fiind:

FYB)={x€ X | F(z)NB # 0}, (1.11)
F'(B)={r€ X | F(x) C B}. (1.12)
Multimea F~'(B) se numeste imaginea inversa a lui B prin F, iar F(B)
se numegte nucleul lui B prin F' (cunoscute de asemenea sub denumirea de
imaginea inversa inferioara respectiv imaginea inversa superioara a multimii

B prin F'). Legatura dintre cele doua este data de relatia (vezi, e.g., Kassay
si Radulescu [44, Sec. 1.3])

FH(B)= X\ F-Y(Y \ B). (1.13)
2.2 Multifunctii afine in sens Tan

Generalizarea conceptului de afinitate pentru functiile multivoce este abor-
data in diverse moduri in literatura. Exemple remarcabile in acest sens
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includ lucrarile lui Deutsch si Singer [19], Nikodem si Popa [57], Tan [84],
Gorokhovik [33], Gorokhovik si Zabreiko [34] si referintele citate de acestia.
Dintre aceste abordari, cea dezvoltata de Tan [84], va servi ca principal in-
strument in aceasta sectiune si este prezentata in cele ce urmeaza.

Definitie 2.2.1. O functie multivoca G : X — P(Y) se numeste afina (in
sens Tan) daca

G((1 —t)z" +t2?) = (1 — )G (a') + tG(2?) (1.14)
pentru orice x1,x5 € dom G si t € R.

Propozitie 2.2.2. Pentru orice functie multivoca G : X — P(Y)
urmatoarele afirmatiic sunt echivalente:

1° G este afina.
2° Pentru orice ', 2% € dom G sit € R avem cd

(1 —1)G(x") +tG(2®) € G((1 — t)a' + ta?).

Teorema 2.2.3. Fie G : X — P(Y) o functie multivoca afina. Atunci
inversa lui G, i.e., functia multivoci G™': Y — P(X), este afind.

Corolar 2.2.4. Daca g: E — Y este o functie afina vectoriala, definita pe
o multime nevidd si afind E C X, atunci functia multivocd g1 1 Y — P(X)
este afind.

2.2.1  Functii vectoriale fractionar afine

Incepem aceastd subsectiune prin extinderea notiunii de functie vectoriala
fractionar afind, introdusa initial de Rothblum [70] in spatiile euclidiene
finite-dimensionale, la cadrul spatiilor liniare reale.

Definitie 2.2.5. O functie vectoriala f : D — Y, definita pe o multime
nevida si convexa D C X, se numegste fractionar afina daca exista o functie
o functie afina vectoriala g : X — Y si o functie afina scalara h : X — R,
astfel incat

DC{zxe X |h(x)>0}
si

g(x)
xr)="—"=,VreD.
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Urmatoarele propozitii extind in cadrul spatiilor liniare reale rezultatele
obtinute in R™ de catre Rothblum (vezi [70, Props. 1, 2 si 3]). Demonstratiile
lor sunt omise, deoarece urmeaza acelasi rationament ca in Rothblum [70].

Propozitie 2.2.6. Daca f: D — Y este o functie vectoriala definita pe o
multime nevida si convexa D C X, atunci urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

1° conv f(S) C f(conv S) pentru orice multime S C D.
2° multimea f(A) este convexa pentru orice multime A C D.

Propozitie 2.2.7. Daca f: D — Y este o functie vectoriala definita pe o
multime nevida si convexa D C X, atunci urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

1° f(convS) C conv f(S) pentru orice multime S C D.
2° multimea f~1(B) este convexd pentru orice multime converd B C Y.

Propozitie 2.2.8. Fie D C X o mulfime nevida si convexa. Daca f: D —
Y este o functie vectoriala fractionar afina, atunci

conv f(S) = f(conv S) for every set S C D.

2.2.2 Functii multivoce fractionar afine

In aceastd subsectiune introducem o noua clasa de functii multivoce
fractionar afine ce are la baza clasa propusa de Orzan in [59, Def. 3.3]. Vom
arata ca aceste functii de tip fractionar pastreaza convexitatea multimilor
prin imagini directe si inverse, o proprietate care, dupa cum am mentionat
deja, este semnificativa in optimizare, in special in contextul optimizarii con-
vexe.

Definitie 2.2.9. Fie F' : X — P(Y) o functie multivoca cu domeniul o
multime nevida si convexa. Spunem ca F este fractionar afina (in sens Tan)
daca exista o functie multivoca afina si proprie G : X — P(Y) si o functie
afina scalara h : X — R, nenula, astfel incat

domF C{ze€ X | h(z)>0}NdomG

Glz) aca x om
Fla) =4 hlz) CRcdTEdomk (1.15)

) dacd re€ X\ domF.
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Teorema 2.2.10. Fie F': X — P(Y) o funclie multivoca fractionar afina de
forma (1.15). Atunci exista o functie fractionar afind vectoriala f : dom F' —
Y st un spatiu lintar M CY, astfel incat

fx)+ M dacad z € dom F
F(x) = (1.16)
0 daca = € X \ dom F.

Teorema 2.2.11. Fie FF : X — P(Y) o functie multivoca de forma
(1.16), unde domF C X si M C Y sunt multimi nevide si conveze, iar
f i domF — Y o functie vectoriala ce pastreaza convexitatea mulfimilor
prin imagini directe. Atunci, pentru orice mulfime convexa A C X, mulfimea
F(A) este conveza.

Teorema 2.2.12. Fie ' : X — P() o functie multivoca de forma
(1.16), unde domF C X gi M C Y sunt multimi nevide gi convexe, iar
fidom F —'Y o functie vectoriala ce pastreaza convexitatea multimilor prin

imagini inverse. Atunci, pentru orice multime convera B C 'Y, multimile
F~YB) si F™(B)Ndom F sunt conveze.

Corolar 2.2.13. Daca F : X — P(Y) este o functie multivoca fractionar
afina de forma (1.15), atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° F' pastreaza convexitatea multimilor prin imagini directe.
2° I pastreaza convezitatea multimilor prin imagini inverse inferioare.

3° F' pastreaza convexitatea multimilor prin imagini inverse superioare in
sens Berge.

2.3 Functii multivoce afine 1in sens
Gorokhovik

In cadrul acestei sectiuni vom investiga un alt concept de afinitate pentru
functii multivoce, introdus de V. Gorokhovik [33], care este mai general decat
conceptul de afinitate dat de Tan.

Definitie 2.3.1. O functie multivoca G : X — P(Y') se numeste
(i) conveza daca

(1—1)G(2") +tG(2?) C G((1 — t)a' + tz?)

26



Capitolul 2. Proprietati ale functiilor fractionare

pentru orice zt, 2% € dom G si t € [0, 1];
(ii) concava dacad dom G este o multime convexa din X si

G((1 —t)a' +t2?) C (1 — )G (2') + tG(2?)

pentru orice z!, z? € dom G si t € [0, 1];
(iii) afinad (in sens Gorokhovik) daca

G((1 —t)a' +t2?) = (1 — )G (2") + tG(2?)
pentru orice z',2? € dom G si ¢ € [0, 1].
Fie K C X un con.

Definitie 2.3.2 (Nikodem [56]). Fie F : X — Po(Y) o functie multivocd.

Atunci F' se numeste K -cvasiconcava daca satisface conditia
Fz')CA+K si F@)) CA+K=F((1-t)a' +t2*) CA+ K

pentru orice multime converd A CY, ', 2* € X sit € [0,1].

Observatie 2.3.3. Daca K = {0x}, atunci F' este cvasiconveza.

Urmatoarul rezultat va fi folositor pe parcurs. Pentru oricare doua numere
reale a,b € R, a,b > 0 consideram functia fractionar afind o, : [0, 1] — [0, 1]
definita prin

th

(1—t)a+tb (117)

O'G’b(t) =

Observatie 2.3.4. Se wverifica usor faptul ca o,y e bine definita si are
urmatoarele proprietati:

1° o4y este strict crescatoare,

2° 0,y este convexd pentru a > b, 0, este concavd dacd a < b §ioap(t) =t
pentru orice t € [0,1] daca a =b;

3° o4 este bijectiva si inversa sa O'a_; este functia opq.

2.3.1 Functii fractionar afine multivoce

In urmitoarea etapa vom explora proprietati de pastrare a convexitatii
folosind conceptul de afinitate pentru functii multivoce specific lui
Gorokhovik. Acest lucru va facilita munca noastra si, in acelasi timp, va
pregati terenul pentru rezultatele viitoare.
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Definitie 2.3.5. Fie F': X — P(Y)) o functie multivoca cu dom F' o mulime
convexa. Spunem ca F este fractionar afina (in sens Gorokhovik) daca exista
o functie multivoca afina si proprie G : X — P(Y') si o functie afina scalara
h: X — R, nenula, astfel incat

domF C{z € X | h(z) >0} Ndom G
si
G(x)

F(z) =< h(z)
) daca z € X\ domF.

daca x € dom F

Lema 2.3.6. Fie F' o functie multivoca fractionarda in care numdaratorul
este o multifunctie G iar numitorul este o functie afina pozitiva h. Atunci
urmatoarele afirmatic sunt adevarate:

1° Daca G este convexa, atunci
(1 = oniyne) () F (') + onyne@ (O F(2?) C F((1—t)a' + tz?)
pentru orice v, 2% € dom F si t € [0,1];
2° Daca G este concava, atunci
F((1=t)z" +t2®) C (1 = on@iyne) () F (@) + oneyne () F(2?)
pentru orice x', 2> € dom F si t € [0,1];
3° Daca G este afina, atunci
F((1=t)a' +ta?) = (1 = on@iynee () F (1) + on@)ne (0 F(2?)
pentru orice 2, x* € dom F gi t € [0,1].

Propozitie 2.3.7. Fie F' o functie multivoca fractionara in care numaratorul
este o multifunctie convexa G iar numitorul este o functie afina pozitiva h.
Atunci

1° pentru orice x € X, multimea F(x) este convexd,

2° pentru orice y € Y, multimea F~(y) este convexd.
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2.4 Proprietati de pastrare a convexitatii

Incheiem acest capitol printr-o sectiune compusa din doua parti. In prima
subsectiune furnizam cateva rezultate de pastrare a convexitatii pentru
functii multivoce generale iar, in cea de-a doua subsectiune, generalizam
unele dintre rezultatele obtinute in sectiunile anterioare folosind conceptul
de afinitate pentru functii multivoce introdus de Gorokhovik.

2.4.1 Functii multivoce generale

Propozitie 2.4.1. Pentru orice functie multivoca F : X — P(Y),
urmatoarele afirmatic sunt echivalente:

1° conv F'(A) C F(conv A) pentru orice mulfime A C X.

2° Pentru orice multime convexda C C X, multimea F(C) este convezd.
3° conv F({z',2?}) C F(conv {z', 2*}) pentru orice z',2* € X.

4° conv F({z!,2?}) C F(conv {z', 2%}) pentru orice z',z* € dom F'.

Corolar 2.4.2. Pentru orice functie multivoca F: X — P(Y), urmatoarele
afirmatit sunt echivalente:

1° conv F1(A) C F~!(conv A) pentru orice mulfime A CY.

2° Pentru orice multime converd C C'Y, multimea F~1(C) este convexd,
i.e., F este cvasiconvexra in sens Nikodem.

3° conv P~ ({y', y*}) C F~Y(conv {y', y*}) pentru orice y',y* €Y.

4° conv F~'({y', y*}) C F~(conv {y',y?}) pentru orice puncte y*,y* din
dom F—1,

Propozitie 2.4.3. Pentru orice functie multivoca F : X — P(Y) cu dom F
convexa urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1° F(conv A) C conv F'(A) pentru orice mulfime A C dom F'.

2° Pentru orice multime convexd C CY, multimea F(C) Ndom F este
convexd.

3° F(conv{z' z?}) C conv F({z', 2*}) pentru orice x',2* € dom F.
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2.4.2 Functii multivoce fractionar afine

Teorema 2.4.4. Fie F': X — P(Y) o functie multivoca fractionard in care
numdaratorul este o multifunctie convera tar numitorul este o functie afind
pozitiva. Atunci pentru orice mulfime convexa C' C X, multimea F(C') este
convexd.

Corolar 2.4.5. Daca F : X — P(Y) este o functie multivoca fractionar
afina ca in Definitia 2.3.5, atunci pentru orice multime convexa C C X,
multimea F(C) este convexa.

Teorema 2.4.6. Fie ' : X — P(Y) este o functie multivoca fractionar
afind. Atunci pentru orice mulfime converd C din'Y, multimea F1(C) N
dom F' este convexa.

Teorema 2.4.7. Fie F' : X — P(Y) o functie multivoca fractionarda in
care numaratorul este o multifunctie concava iar numitorul este o functie
afina pozitiva, cu domeniul dom F' C X nevid i convexr. Atunci pentru orice
multime convexd C CY, multimea F~1(C) este convexd.

Corolar 2.4.8. Fie F : X — P(Y) o functie multivoca fractionar afindg.
Atunci pentru orice multime convexd B € P(Y), multimea F~(B) este con-
verd.

Corolar 2.4.9. Fie F': X — P(Y) o functie multivoca afina. Atunci pentru
orice multime convexd B € P(Y), multimea F~1(B) este convexd.
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Capitolul 3
Algoritmi de aproximare de tip
Dinkelbach pentru probleme
fractionare

Problemele de optimizare fractionara au atras o atentie semnificativa
cercetatorilor datorita relevantei lor in modelarea diferitelor procese din
lumea reala. Numerosi autori au dedicat mult timp studierii acestui subiect,
cum ar fi Avriel et al. [2], Cambini si Martein [14], Stancu-Minasian [79],
Elbenani si Ferland [21], precum si referintele citate de acestia.

Exemple de probleme de optimizare fractionara pot fi identificate si in
matematica in mai multe publicatii, printre care mentionam lucrarile lui
Crouzeix [15, 16], Hadjisavvas [26], Schaible [71, 72], Rodenas [69], Shi [77],
Bot, et al. [10, 11], Tammer [81]. In acest capitol al tezei prezentim cateva
variante aproximtive ale algoritmului clasic al lui Dinkelbach pentru prob-
lemele de optimizare fractionara in spatii Banach.

Capitolul este compus din cinci sectiuni. Prima dintre ele, Sectiunea
3.1, introduce cadrul nostru general si algoritmul original al lui Dinkelbach.

Sectiunea 3.2 prezinta cazul in care, la fiecare pas al algoritmului, punc-
tul generat poate fi determinat aproximativ, cu o eroare data € > 0.

In Sectiunea 3.3 prezentam o alta varianta a algoritmului lui Dinkelbach
in care eroarea converge ccatre zero si aratam ca, sub aceeasi conditie de
compacitate de tip Palais-Smale, algoritmul este convergent catre perechea
(A*, ), cu alte cuvinte, solutia problemei noastre de optimizare fractionara.
Sectiunea 3.4 propune algoritmul de aproximare Dinkelbach-Ekeland.

In cele din urma, ultima Sectiune 3.5 ofera conditii suficiente care fac
posibila indeplinirea conditiei Palais-Smale si ofera rezultatul nostru final
referitor la convergenta algoritmului Dinkelbach-Ekeland.

Rezultatele prezentate in aceasta parte a tezei au fost incluse in lucrarea
Orzan si Precup [62].
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3.1 Probleme de optimizare fractionara si al-
goritmul lui Dinkelbach

Problema standard de optimizare fractionara poate fi exprimata in forma sa
generala prin

Az) — min

B (.CC) xzeD ’
unde A si B sunt doua functionale definite pe o multime nevida D iar B (z) #
0 pentru orice x € D. Rezolvarea acestei probleme se reduce la determinarea
unei perechi (A*, z*) , unde A\* este valoarea minima a functiei A/B si x* este
punctul de minim, i.e.,

Su] IS

= min —.
D
Pe langa metodele directe de minimizare, adesea folosite la rezolvarea
acestei probleme, exista si tehnici specifice care transforma problema
fractionara intr-o problema de optimizare ce implica o functionala non-
fractionara. Un astfel de procedeu, introdus de Dinkelbach [20], se bazeaza
pe problema parametrica

A(x) — AB(z) — min.
€D
Aceasta metoda consta in generarea unui sir (\gz) de valori care in cele
din urma vor converge la minimul raportului A/B. Alaturi de acest sir, se
genereaza concomitent un alt gir (zj) care va converge catre punctul de minim
dorit. Pentru a imbunatati intelegerea acestei metode, furnizam o scurta
prezentare a algoritmului lui Dinkelbach si conturam principalele etape ale
demonstratiei convergentei sale. Presupunand ca D este o multime arbitrara
nevida, A : D — R este marginita inferior, si B : D — R are proprietatea ca

0<c< B(x) <C pentruorice z€ D,

pentru niste constante ¢, C' € R, algoritmul lui Dinkelbach este:

Algoritm 3.1.1 (Algoritmul lui Dinkelbach).

Pasul 0 (initializare) Alegem un punct de plecare xy € D, calculam val-

ggzg; gi fixam k = 1.

oarea \g =
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Pasul & (pas ciclic pentru k£ > 1) Se determina un punct x; € D astfel
incat

A(xy) — M1 B (z1) = my, i = min (A— M1 B),

se calculeaza

si se trece la pasul k + 1.

Teorema 3.1.2. Algoritmul lui Dinkelbach este convergent iar daca \* =
lim Ay i x* € D este punctul pentru care

A(x*) = N'B(z%) = m[i)n (A= X\'B),

atunci Al 4
(@) _ min . (1.18)

Sy

Incheiem aceasti sectiune reamintind principiul variational al lui Ekeland
si unele dintre consecintele sale (vezi, de exemplu, Ekeland [22], Frigon [27]),
care se va dovedi a fi de o importanta deosebita pentru lucrarea noastra. De
asemenea, reamintim conditia Palais-Smale (de compactitate), denumita in
mod simplu (PS).

Teorema 3.1.3 (Ekeland). Fie (X,d) un spatiu metric complet si fie E :
X — R o functionald inferior semicontinud si marginita inferior. Atunci
pentru orice € > 0 si ug € X, exista un punct u € X astfel incat

E(u) < E(v) +ed(u,v) pentru oricev € X

$t
E(u) < E(ug) — ed(u, up).

Corolar 3.1.4. Fie (X,|-|) un spatiu Banach si E : X — R o functionala
de clasd C' mdrginitd inferior. Atunci pentru orice € > 0, existd un punct
u € X astfel incat

E(u) < ing%—e, |E (u)] < e

O functionala E de clasa C!' definita pe un spatiu Banach satisface
conditia (PS) daca orice gir (zx) cu

are un subsir convergent.
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Teorema 3.1.5. Fie (X,|-|) un spativ Banach si E: X — R o functionala
de clasa C' mdrginitd inferior ce satisface conditia (PS). Atunci existd un
punct x* € X cu

E(z*) = i)n(fE si E'(z*)=0.

3.2 Algoritmul lui Dinkelbach cu eroare fixa

In aceasta sectiune, vom discuta cazul in care algoritmul lui Dinkelbach in-
clude o anumita eroare predeterminata ¢ > 0. In consecinta, Algoritmul
3.1.1 se modifica dupa cum urmeaza:

Algoritm 3.2.1 (Algoritmul lui Dinkelbach cu eroare fixa).

Pasul 0 (initializare) Alegem un punct de plecare xy € D, calculam val-
A(
B(

oarea \g = zg% gi fixdm k = 1.

Pasul & (pas ciclic pentru k£ > 1) Se determina un punct x; € D astfel

incat
A(zg) = Ae B () < inf (A = M B) + ¢, (1.19)
se calculeaza Azr)
. L
A = mln{B (@) )\kl}

si se trece la pasul k + 1.

Teorem& 3.2.2. Daci A = lim A 81 T € D este un punct pentru care

A () = XB (%) < inf <A - XB) +e,

atuncy A A
~ €
inf = < A < inf — + —
%fB <A< %fB + . (1.20)
St
~ ¢ Al _~ e
A——< <N+ - 1.21
¢~ B(r)~ + c ( )

Teorema 3.2.3. Fie D un spatiuv metric, A si B functii continue pe D gi
presupunem ca are loc urmatoarea condifie de compacititate:

(C) orice sir (yx) din D pentru care sirul (A (yx) /B (yx)) este convergent
are un subsir convergent in D.

Atunci existd un punct ¥ € {xx} astfel incat X = A (%) /B (Z).
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3.3 Algoritmul lui Dinkelbach cu eroare con-
vergenta la zero

In sectiunea anterioard am studiat algoritmul lui Dinkelbach cu eroare fixi
e > 0. In continuare vom vedea ci daci eroarea £k, acceptata la fiecare
pas, converge la zero, atunci algoritmul converge catre (A*, ), unde \* este
infimumul lui A/B si acesta este atins sub ipoteza compactitatii enuntata in
teorema 3.2.3. Noul algoritmul este:

Algoritm 3.3.1 (Algoritmul lui Dinkelbach cu eroare convergenta la zero).
Pasul 0 (initializare) Alegem un punct de plecare xy € D, calculam val-

A(zo)
B(zo)

oarea \g = si fixam k = 1.

Pasul & (pas ciclic pentru k£ > 1) Se determina un punct x; € D astfel
incat

se calculeaza

AL = min{

si se trece la pasul k + 1.

BN
)
N
>
E
L
——

Teorema 3.3.2. Dacd X = lim Ae di T € D este un punct pentru care
A (%) = XB (7) < in <A - XB) +e,

atunci avem ca

- A
A= X =inf o (1.23)
St
Az A
@ P24 s

Reste de remarcat faptul ca rezultatul din Teorema 3.2.3 raméane valabil
si in acest context. Mai precis, avem:

Teoremsi 3.3.3. In conditiile teoremei 3.2.3, dacd (\) si (zx) sunt sirurile
generate de algoritmul lui Dinkelbach cu eroare convergenta la zero iar \* =
lim A, atunci ezxista un punct x* € {xy} astfel incat

A(x) . A

= 1

B (z*) D B’

Mai mult, avem ca
irle (A—M\B) —>i%f(A—/\*B) =0 cand k — oo. (1.24)
35



Capitolul 3. Algoritmi de aproximare de tip Dinkelbach pentru probleme
fractionare

3.4 Algoritmul Dinkelbach-Ekeland

Urmatorul nostru obiectiv este sa asiguram conditia de compactitate de tipul
Palais-Smale (conditia (C) din Teorema 3.2.3) pentru multimea necompacta
D. Ne apropiem de aceast lucru daca putem asigura proprietati suplimentare
sirului (xy). In acest scopul, vom prezenta o versiune modificati a algoritmu-
lui lui Dinkelbach folosind principiul variational al lui Ekeland pentru a gen-
era girul (zy). Pentru aceasta fie (X, |-|) un spatiu Banach si A, B: X — R
doud functionale de clasa C' astfel incat A este marginita inferior iar B
satisface
0<c<B(x) <C pentruorice = € X.

Fie (ex) un gir descrescator la zero de numere reale pozitive. Atunci
algoritmul Dinkelbach-Ekeland este:

Algoritm 3.4.1 (Algoritmul Dinkelbach-Ekeland).

Pasul 0 (initializare) Alegem un punct de plecare xy € X, calculam val-
A (o)

ifixam k= 1.
B (o) °

oarea \g =

Pasul & (pas ciclic pentru k£ > 1) Folosind principiul lui Ekeland, deter-
minam un punct z; € X astfel incat

Arg) = A1 B(g) < iQf(A — ANe—1B) + e, (1.25)

|A'(25) — A1 B ()] < e

{0

se calculeaza

si se trece la pasul k + 1.

Teoremi 3.4.2. In conditiile enuntate anterior, dacd (Ae) st (zg) sunt
sirurile generate de algoritmul Dinkelbach-Ekeland si A = lim Ay, atunci

Ali) = XB(xy) — in <A - XB) si A'(zy) — \B'(z) = 0. (1.26)

Daca in plus functionala A—\B satisface conditia (PS), atunci ezistd un
punct * € {zy} astfel incat

= 1min

Se] IS
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3.5 Conditii suficiente pentru (PS)

In ultima sectiune a acestui capitol, prezentam cateva conditii suficiente pen-
tru ca o functionala F' sa satisfaca conditia de compactitate (PS). Acestea
necesita anumite proprietati topologice asupra lui F” care sunt binecunoscute
in analiza neliniara.

Lema 3.5.1. Fie (X,|-|) un spativ Hilbert si F': X — R o functionald de
clasd C' cu uwrmdtoarele proprietati:

(1) orice sir (zx) pentru care girul (F (xy)) converge este convergent;
(i) operatorul N := 1 — F' este complet continuu.

Atunci F' satisface conditia (PS).

Lema 3.5.2. Fie (X,|-|) un spativ Hilbert si F': X — R o functionald de
clasd C' astfel incat

(ii*) operatorul N =1 — F’ este o contractie pe X.
Atunci F' satisface conditia (PS).

Propozitie 3.5.3. Fie (X,|-|) un spativ Hilbert, A, B : X — R functionale
de clasa C1 stfel incat exista constantele reale ¢,C cu 0 < ¢ < B < C.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

a) Daca A este coerciva iar operatorii I — A" si B’ sunt complet continui,
P p
atunci pentru orice X € R, functionala A — \B satisface conditia (PS).

(b) Daca operatorii I — A" si B" sunt Lu- si Lp-Lipschitz, cu Ly < 1,
atunci functionala A — AB satisface conditia (PS) strict pentru orice A
cu |)\| < (1 — LA) /LB

In ceea ce priveste algoritmul Dinkelbach-Ekeland, avem urmatorul rezul-
tat final referitor la convergenta sa.

Teorema 3.5.4. Fie (X,|-|) un spatiu Hilbert gi presupunem cd au loc
conditiile teoremei 3.4.2, (\g) si (zx) sunt sirurile generate de algorithmul
3.4.1, iar A = lim \,. Atunci:

(a) Daca A e coerciva iar operatoric I — A" si B' sunt complet continui,
atunci exista un punct * € {xy} astfel incat

~ Al(xr*

S AW

B (z*)

. A
= min . (1.27)
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(b) Daca operatorii I — A" si B' sunt L - respectiv L-Lipschitz cu L < 1

s
1-L
max { g, —A_1} < 4 (1.28)
Lp
unde A\_y = infx A/ B, atunci sirul (xy) converge la x* si relatia (1.27)
are loc.
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Algoritmul lui Dinkelbach pe
componente pentru probleme

fractionare

Necesitatea ridicata de algoritmi de calcul pentru a aborda problemele de op-
timizare fractionara deriva dintr-o multitudine de scenarii practice. Aceste
situatii implica frecvent contexte in care obiectivul este optimizarea unei
functii fractionare, asa cum este evidentiat in lucrari precum Shen si Yu
[75, 76], Elbenani si Ferland [21], si referintele din aceste lucrari. Prin ur-
mare, aceste probleme au o relevanta substantiala in diverse domenii, in-
clusiv economie, planificare industriala, dezvoltare de strategii medicale si
alte domenii conexe. Provocari similare sunt intalnite si in diverse domenii
matematice, cum ar fi teoria grafurilor si teoria jocurilor, asa cum este
evidentiat In lucrarile lui Stancu-Minasian [79], Stancu-Minasian si Tigan
[80], si alte referinte citate de acestia. In aceast capitol al tezei, prezentam
un algoritm de tip Dinkelbach proiectat pentru a calcula puncte de minim
partial pentru problemele de optimizare fractionara.

Capitolul este impartit in patru sectiuni. Sectiunea 4.1 introduce cadrul
general de lucru si ofera contextul necesar cititorului pentru a se familiariza
cu problemele de optimizare fractionara in care functia obiectiv (raport a
doua functii) este definita pe produsul cartezian al doua spatii normate reale,
respectiv X si Y. Sectiunea defineste de asemenea foarte clar obiectivul
acestei parti a tezei: determinarea asa-numitelor puncte de minim partial.
Acestea sunt puncte din X X Y cu proprietatea ca una dintre variabilele lor
minimizeaza functia obiectiv atunci cand cealalta variabila este constanta.

In Sectiunea 4.2 demonstram cateva rezultate referitoare la relatia din-
tre punctele de minim global si partial.

Sectiunea 4.3 debuteaza prin introducerea algoritmului lui Dinkelbach
pe componente (algoritmul 4.3.1) si prezinta cateva limitari ale acestuia.
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In final, ultima Sectiune 4.4 este dedicata convergentei algoritmului
nostru. Sectiunea demonstreaza ca introducerea unor ipoteze suplimentare
referitoare la spatiile si functiile implicate - cum ar fi continuitatea de tip
Lipschitz, diferentiabilitatea Fréchet si coercivitatea - ofera o baza pentru
determinarea conditiilor adecvate sub care algoritmul 4.3.1 este convergent
catre un minim partial.

Rezultatele prezentate in aceasta parte a tezei au fost incluse in lucrarea
Giinther, Orzan si Precup [36].

4.1 Problema generala de optimizare

In prima sectiune a acestui capitol, vom descrie problema generala de opti-
mizare pe care o abordam. Avand acest scop in minte, vom considera pe tot
parcursul capitolului ca (X, |- |x) si (Y,]-]y) sunt doua spatii normate reale,
D; C X, Dy CY sunt multimi nevide si A, B : D; x Dy — R sunt functii
astfel incat A este marginita inferior si exista ¢, C' € R pentru care

0<c<B(x,y) <C pentruorice (x,y) € Dy x Ds.

Problema de optimizare ce ne intereseaza este descrisa de

Az
Alzy) min . (P)
B (.ZU, y) (x,y)GDl X Dao
Pentru aceasta problema (P), de regula se cauta puncte (z*,y*) € Dy X Dy
astfel incat ..
Aty - A(z,y)
—= = min ——=,
B (z*,y*) (zy)eD1xD2 B (z,y)
cu alte cuvinte (z*,y*) este minim global. Spre deosebire de aceasta prob-
lema, in cele ce urmeaza ne vom indrepta atentia spre determinarea punctelor
(x*,y*) din Dy x D5 cu proprietatea ca

A(r*,y*) A, y*)

07 ) omin 2 1.2
B(x*,y*) a?elgi B(z,y*)’ (1.29)
Az*, y") . A(x*y)

—_— L = _ 1.30
B(x*,y*) veDs B(z*,y ) (1.30)

Punctele satisfacand egalitatile (1.29) si (1.30) se numesc puncte de minim
partial sau minime partiale pentru problema (P).

Pentru a obtine puncte de minim partial, vom folosi o versiune modificata
a algoritmului lui Dinkelbach, care se bazeaza pe rezolvarea, la fiecare pas
iterativ, a doua probleme parametrice de tipul
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Az,y) — AB(z,y) — min, (Fy (V)
Alz,y) — AB(,y) — min, (Pr(A))

unde A € R este un parametru. Procedeul nostru va genera trei giruri
(Ak), (x) si (yx), unde xy este o solutie a problemei (P, ,(Ak—1)), Yk este o
solutie a problemei (P, (Ax—1)) iar

Az, yr)
B(xk, yx)
Folosind ipoteze adecvate in problema de optimizare fractionara, vom

asigura convergenta algoritmului §i vom obtine ca punctul (z*,y*), unde x*
si y* sunt limitele sirurilor (xx) si (yx), este minim partial pentru functionala
A

A =

B-

4.2 Relatii intre minime globale si partiale

Propozitie 4.2.1. Fie X s1Y doua spatii reale normate s functia f : X x
Y — R. Atunci:

1° Orice punct de minim global pentru f este minim partial, tnsa reciproca
nu este in general adevarata.

2° Dacd f este o functie diferentiabild Fréchet de clasa C', atunci orice
punct de minim partial este punct critic.

3° Daca f este convexad, atunci (x,y) este minim global ddaca vectorul nul
apartine subgradientului lui f in punctul (z,y), i.e., 0 € Of (z,y). In
particular, dacd f este convexd gi diferentiabild Fréchet de clasa C!,
atunci orice minim partial este minim global.

Propozitie 4.2.2. Daca A, B : D1 X Dy — R au variabile separate, adica
Ar,y) = A1 (z) + A2 (y), B(x,y) = Bi(z) + B2 (y)
atunci orice minim partial este si minim global pentru A (z,y) /B (z,y).

Propozitie 4.2.3. Fie D; C RY, Dy C RP mulfimi nevide, deschise si con-
vere, A, B : Dy X Dy — R functii diferentiabile Fréchet, iar B pozitiva.
Consideram urmatoarele afirmatii:
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1° (z*,y*) este minim global pentru 4.
2° (z*,y*) este minim partial pentru %.
3° (x*,y*) este punct critic pentru %, i.e., V%(ﬁ,y*) =0.

Atunci 1° = 2° = 3°. Daca in plus are loc cel putin una dintre
urmatoarele afirmatii:

(i) A este convexa si B este afind;
(i) A este pozitiva gi converd, iar B este concavd,

atunci 1° <— 2° <— 3°.

4.3 Algoritmul lui Dinkelbach pe compo-
nente

In aceastd sectiune vom prezenta algoritmul lui Dinkelbach pe componente,
conceput pentru a puncte de minim partial pentru problemele de optimizare
fractionara.

Algoritm 4.3.1 (Algoritmul lui Dinkelbach pe componente).

Pasul 0 (initializare) Alegem un punct de plecare (zg,y0) € D; X Do,
calculam valoarea
A (o, o)

A =
’ B (xoyyo)

si fixam k& = 1.

Pasul & (pas ciclic pentru k£ > 1) Se determina un punct x; € D; astfel
incat
min [A(-, ye—1) — M1 B, ye—1)] = A(zk, ye—1) — M1 B(@k, Ye—1),

xeDq
(1.31)
apoi determinam un punct y € D, astfel incat

min [A(z, o) = A Blaw, )] = Alww, ye) = M Blow, ye), - (1:32)

se calculeaza
P A(xk, yk)
k —

= B v o) (1.33)

si se trece la pasul k + 1.
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Propozitie 4.3.2. Problemele de minimizare date de (1.31) si (1.32) au
solutit daca cel puin una dintre urmatoarele conditii este satisfacuta:

(a) Dy, Dy sunt compacte, A este inferior semicontinua (i.s.) in raport cu
fiecare variabila iar B este continua in ambele variablie.

(b) Dy = X si Dy =Y sunt spatii normate finit dimensionale, A este i.s.
in raport cu fiecare variabila, coerciva in x (i.e., lim;| o0 A(x,y) = 00
pentru orice y € Y), coerciva in y (i.e., limy,, oo A(z,y) = 0o pentru
orice © € X)) si B este continua in ambele variablie.

(¢) Dy = X, Dy =Y unt spatii Banach reflexive, A este atat i.s. cat si
convexa in ambele variablie, coerciva in x, coerciva in y si nenegativa,
iar B este superior semicontinua si concava in ambele variablie.

4.4 Convergenta algoritmului lui Dinkelbach
pe componente

Ultima parte a acestui capitol ofera o serie de rezultate referitoare la
convergenta algoritmului nostru. Se arata ca impunand ipoteze suplimentare
asupra spatiile si functiile implicate, cum ar fi continuitatea de tip Lipschitz,
diferentiabilitatea Fréchet si coercivitatea, algoritmul lui Dinkelbach pe com-
ponente este convergent catre un punct de minim partial.

Teorema 4.4.1. Sirul (\;) generat de algoritmul 4.3.1 este descrescator i
convergent la \*.

Teorema 4.4.2. Fie Dy, Dy mulfimi inchise din spatiile normate X siY, A
st B operatori continui, st

T — ", ye — Y (1.34)
Atunci umratoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) Are loc egalitatea

(b) Notand
mi = Az, Yp—1)— M1 B(Th, Y1), Mp2 = A(Tk, Yr) —Me—1 B(xk, Y,
avem ca

lim my; = lim my 2 = 0.
k—o0 k—o0
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(c) punctul (z*,y*) este minim partial pe Dy X Do al functiei
A(z,y) /B (z,y).

In vederea sthilirii convergentei din (1.34), vom asigura intai marginirea
sirurilor ((zx) $i (yx)). In acest scop, vom presupune ca Dy = X, Dy =Y
sunt intreg spatiile normate, iar urmatoarea conditie are loc:

(H1) Functionala A(x,y) este uniform coerciva in z in raport cu y, i.e.,
pentru orice M > 0, exista I, > 0 astfel incat A(z,y) > M pentru
|z| > Iy si pentru orice y € Y.

Propozitie 4.4.3. In conditiile ipotezei (H1), sirul (xy) este marginit.

In urmétoarea parte a acestel sectiuni vom asigura convergenta girurilor
(xk), (yx), concluzionand astfel convergenta algoritmului nostru 4.3.1. Pentru
a realiza acest lucru, vom presupune ca X si Y sunt spatii Hilbert, D; = X,
Dy =Y, Asi B sunt functionale de clasia C' ce satisfac anumite conditii de
continuitate Lipschitz.

Notam cu A}, Ay, B, si B, derivatele partiale Fréchet ale lui A si B, si
presupunem ca

(H2) Derivatele By si B, sunt marginite pe X x Y.

De asemenea, definim operatorii

Nll(xu y) =ar = A;(ZL’, y)7 Nu(l’,y) =ay - A;(ZE, y)’
NZl(ma y) =GO — Bg/g(x>y)a N22<x7y) =0y — B;(l‘,y),
unde
C1 Z max{l, )\0} + )\0C2 §1 Co > 0. (135)

Presupunem de asemenea ca

(H3) Exista constantele pozitive a;;,b;; € R, i,j € {1,2}, astfel incat

INuu(z,y) — Nu(Z,9)|y < anlr —Z|x +awly —9ly,
|Nia(z,y) — Ni2(Z,9) |y < asil|r — Z|x + axnly — gy,
[Noi(z,y) — No1t(Z,9)|x < bulr — Z[x + bia|y — 9y,
|Noa(z,y) — Noo(Z,9)|y < bal|r — T|x + baaly — 9y

pentru orice z,z € X siy,y € Y.
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Notam

ci1 = a11 + bi1, ci2 = a1z + b2, o1 1= ag1 + ba1, Cao = aga + oo,
C12C21
(1 — Cll)(l — 622)

$i presupunem ca

[

(H4) c11 <1, cp9 < 1 §ICL< 1.

Teoremi 4.4.4. In ipotezele (H1)-(H4), sirurile (zx) si (yr) sunt conver-
gente.

45



Bibliografie

[1] Aubin JP, Frankowska H. Set-valued analysis. Boston (MA): Birkh&user;
1990.

[2] Avriel M, Diewert WE, Schaible S, et al. Generalized concavity. New
York (NY): Plenum Publishing Corporation; 1988.

[3] Bagdasar O, Popovici N. Local maximizers of generalized convex vector-
valued functions. J. Nonlinear Convex Anal. 2017;18:2229-2250.

[4] Bagdasar O, Popovici N. Unifying local-global type properties in vector
optimization. J. Global Optim. 2018;72:155-179.

[5] Barbu V, Precupanu T. Convexity and optimization in Banach spaces.
Alphen aan de Rijn (NL): Sijthoff and Noordhoff; 1978.

[6] Benoist J, Borwein JM, Popovici N. A characterization of quasiconvex
vector-valued functions. Proc. Amer. Math. Soc. 2003;131:1109-1113.

[7] Berge C. Topological Spaces Including a Treatment of Multi-Valued
Functions, Vector Spaces and Convexity. Edinburgh-London (EDI):
Oliver & Boyd; 1963.

[8] Bhatia D, Mehra A. Fractional programming involving set-valued func-
tions. Indian J. Pure Appl. Math. 1998;29:525-539.

[9] Borwein JM. Optimization with respect to partial orderings [disserta-
tion]. Oxford: University of Oxford; 1974.

[10] Bot RI, Csetnek ER. Proximal-gradient algorithms for fractional pro-
gramming. Optimization. 2017;66(8):1383-1396.

[11] Bot RI, Dao MN, Li G. Extrapolated proximal subgradient algorithms
for nonconvex and nonsmooth fractional programs. Mathematics of Op-
erations Research. 2021;47(3):2415-2443.

46



Bibliografie

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

Boyd S, Parikh N, Chu E, Peleato B, Eckstein J. Distributed optimiza-
tion and statistical learning via the alternating direction method of mul-
tipliers. Found. Trends Mach. Learn. 2011; 3(1):1-122.

Breckner WW, Kassay G. A systematization of convexity concepts for
sets and functions. J. Convex Anal. 1997;4:109-127.

Cambini A, Martein L. Generalized convexity and optimization - Theory
and applications, Berlin Heidelberg (DE): Springer; 2009.

Crouzeix JP, Ferland JA. Algorithms for generalized fractional program-
ming. Math. Program. 1991;52:191-207.

Crouzeix JP, Ferland JA, Nguyen VH. Revisiting Dinkelbach-type al-
gorithms for generalized fractional programs. OPSEARCH. 2008;45:97—
110.

Crouzeix JP, Martinez-Legaz JE, Volle M. Generalized Convexity, Gen-
eralized Monotonicity: Recent Results. New York (NY): Springer; 1998.

Das K, Nahak C. Set-valued fractional programming problems under
generalized cone convexity. Opsearch 2016;53:157-177.

Deutsch F, Singer I. On single-valuedness of convex set-valued maps.

Set-Valued Anal. 1993;1:97-103.

Dinkelbach W. On nonlinear fractional programming. Manage. Sci.
1967;13:492-498.

Elbenani B, Ferland JA. Cell formation problem solved exactly with the
Dinkelbach algorithm. Report CIRRELT-2012-07, University of Mon-
treal. 2012.

Ekeland I. On the wvariational principle. J. Math. Anal. Appl
1947;47:324-353.

Flores-Bazéan F. Semistrictly quasiconvex mappings and non-convex vec-
tor optimization. Math. Methods Oper. Res. 2004;59:129-145.

Flores-Bazan F, Hernandez E. Optimality conditions for a unified vector
optimization problem with not necessarily preordering relations. Glob.
Optim. 2013; 56:299-315.

Flores-Bazéan F, Vera C. Characterization of the nonemptiness and com-

pactness of solution sets in convex and nonconvex vector optimization.
J. Optim. Theory Appl. 2006;130:185-207.

47



Bibliografie

[26] Frenk JBG, Schaible S. Fractional programming. In: Hadjisavvas N,
Komlési S, Schaible S, editors. Handbook of generalized convexity and
generalized monotonicity. New York (NY): Springer; 2005. p. 335-386.

[27] Frigon M. On some generalizations of Ekeland’s principle and inward
contractions in gauge spaces. J. Fixed Point Theory Appl. 2011;10:279—
298.

[28] Geissler B, Morsi A, Schewe L, et al. Penalty alternating direction meth-
ods for mixed-integer optimization: A new view on feasibility pumps.
SIAM J. Optim. 2017;27(3):1611-1636.

[29] Gerstewitz C. Nichtkonvexe Dualitét in der Vektoroptimierung. Wiss.
Zeitschrift Tech. Hochsch. 1983;25:357-364.

[30] Gerth (Tammer) C, Weidner P. Nonconvex separation theorems and

some applications in vector optimization. J. Optim. Theory Appl.
1990;67:297-320.

[31] Goldstein T, O’Donoghue B, Setzer S, Baraniuk R. Fast alternating
direction optimization methods. SIAM J. Imaging Sci. 2014;7(3):1588—
1623.

[32] Gopfert A, Riahi H, Tammer C, Zalinescu C. Variational methods in
partially ordered spaces. New York (NY): Springer-Verlag; 2003.

[33] Gorokhovik VV. Representations of affine multifunctions by affine selec-
tions. Set-Valued Anal. 2008;16:185-198.

[34] Gorokhovik VV, Zabreiko PP. On Fréchet differentiability of multifunc-
tions. Optimization: A Journal of Mathematical Programming and Op-
erations Research. 2005;54(4-6):391-409.

[35] Gunther C, Orzan A, Popovici N. A new concept of semistrict quasicon-
vexity for vector functions, submitted 2023.

[36] Gunther C, Orzan A, Precup R. Componentwise Dinkelbach algorithm
for nonlinear fractional optimization problems. Optimization, DOI:
10.1080/02331934.2023.2256750.

[37] Gunther C, Popovici N. Characterizations of explicitly quasiconvex
vector functions w.r.t. polyhedral cones. J. Nonlinear Convex Anal.
2019;20:2653-2665.

48



Bibliografie

[38]

[39]

Giinther C, Popovici N. The role of nonlinear scalarization functions
in characterizing generalized convex vector functions. J. Appl. Numer.
Optim. 2019;1:325-333.

Giinther C, Tammer C. Relationships between constrained and uncon-
strained multi-objective optimization and application in location theory.

Math. Methods Oper. Res. 2016;84:359-387.

Giinther C, Tammer C. On generalized-convex constrained multi-
objective optimization. Pure Appl. Funct. Anal. 2018;3:429-461.

Hillier FS, Lieberman GJ. Introduction to Operations Research. San
Francisco (US): Holden-Day; 1967.

Hiriart-Urruty JB. Generalized differentiability / duality and optimiza-
tion for problems dealing with differences of convex functions. In: Pon-
stein J, editors. Convexity and duality in optimization. Lecture notes in
economics and mathematical systems, vol 256. Berlin, Heidelberg (DE):
Springer; 1985. p. 37-70.

Jahn J. Vector optimization - Theory, applications, and extensions, 2nd
ed. Berlin Heidelberg (DE): Springer; 2011.

Kassay G, Radulescu VD. Equilibrium problems and applications. Lon-
don (UK): Elsevier/Academic Press; 2019.

Khan AA, Tammer C, Zalinescu C. Set-valued optimization: An intro-
duction with applications. Heidelberg (DE): Springer; 2015.

Khisty CJ, Lall BK. Transportation Engineering: An Introduction. Up-
per Saddle River (US): Prentice-Hall; 1998.

Kleinert T, Schmidt M. Computing feasible points of bilevel problems
with a penalty alternating direction method. INFORMS J. Comput.
2021;33(1):198-215.

Kuroiwa D, Popovici N, Rocca M. A characterization of cone-convexity
for set-valued functions by cone-quasiconvexity. Set-Valued Var. Anal.
2015;23:295-304.

La Torre D, Popovici N. Arcwise cone-quasiconvex multicriteria opti-
mization. Oper. Res. Lett. 2010;38:143—-146.

49



Bibliografie

[50]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

La Torre D, Popovici N, Rocca M. Scalar characterizations of weakly
cone-convex and weakly cone-quasiconvex functions. Nonlinear Anal.
2010;72:1909-1915.

Le Thi HA, Pham DT. The DC (difference of convex functions) pro-
gramming and DCA revisited with DC models of real world nonconvex
optimization problems. Annals of Operations Research. 2005;133:23-46.

Le Thi HA, Pham DT. Open issues and recent advances in DC
programming and DCA. Journal of Global Optimization. 2023.
https://doi.org/10.1007/s10898-023-01272-1.

Luc DT. Theory of vector optimization. Berlin (DE): Springer; 1989.

Luc DT, Schaible S. Efficiency and generalized concavity. J. Optim.
Theory Appl. 1997;94:147-153.

Luenberger DG. Optimization by vector space methods. New York (NY):
John Wiley and Sons; 1969.

Nikodem K. K-convex and K-concave set-valued functions. Lédz (PL):
Zeszyty Nauk. Politech. Lodz. Mat. 559, Rozprawy Nauk. 114; 1989.

Nikodem K, Popa D. On single-valuedness of set-valued maps satisfying
linear inclusions. Banach J. Math. Anal. 2009;3:44-51.

de Oliveira W. The ABC of DC programming. Set-Valued and Varia-
tional Analysis. 2020;28:679-706.

Orzan A. A new class of fractional type set-valued functions. Carpathian
J. Math. 2019;35:79-84.

Orzan A, Popovici N. Convexity-preserving properties of set-valued
ratios of affine functions. Stud. Univ. Babes-Bolyai Math. 2023;66:591—
602.

Orzan A, Popovici N. Characterization of certain fractional-type set-
valued functions. Optimization. DOI: 10.1080/02331934.2023.2174377.

Orzan A, Precup R. Dinkelbach type approximation algorithms for non-
linear fractional optimization problems, Numerical Functional Analysis
and Optimization. 2023;44(9):954-969.

Popovici N. Explicitly quasiconvex set-valued optimization. J. Global
Optim. 2007;38:103-118.

30



Bibliografie

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

Popovici N. Pareto reducible multicriteria optimization problems. Opti-
mization 2005;54:253-263.

Popovici N. Structure of efficient sets in lexicographic quasiconvex mul-
ticriteria optimization. Oper. Res. Lett. 2006;34:142-148.

Precup R. Methods in nonlinear integral equations. Dordrecht (DR):
Springer; 2002.

Precup R. Nash-type equilibria and periodic solutions to nonvariational
systems. Adv. Nonlinear Anal. 2014;3:197-207.

Rockafellar RT. Convex analysis. Princeton (NJ): Princeton University
Press; 1970.

Rédenas RG, Lopez ML, Verastegui D. Extensions of Dinkelbach’s al-
gorithm for solving non-linear fractional programming problems. Top
1999;7:33-70.

Rothblum UG. Ratios of affine functions. Math. Program. 1985;32:357—
365.

Schaible S. A survey of fractional programming. In: Schaible S, Ziemba
WT, editors. Generalized concavity in optimization and economics. New
York (NY): Academic Press; 1981. p. 417-440.

Schaible S. Bibliography in fractional programming. Math. Methods
Oper. Res. 1982;26:211-241.

Schaible, S., Bicriteria quasiconcave programs, Cahiers du Centre
d’Etudes de Recherche Oprationnelle. 1983;25:93-101.

Seto K, Kuroiwa D, Popovici N. A systematization of convexity and
quasiconvexity concepts for set-valued maps, defined by I-type and u-
type preorder relations. Optimization. 2018;67:1077-1094.

Shen K, Yu W. Fractional programming for communication systems—
Part I: Power control and beamforming. IEEE Transactions on Signal
Processing 2018;66(10):2616-2630.

Shen K, Yu W. Fractional programming for communication systems—
Part II: Uplink scheduling via matching. IEEE Transactions on Signal
Processing 2018;66(10):2631-2644.

o1



Bibliografie

[77] Shi J. A combined algorithm for fractional programming. Ann. Oper.
Res. 2001;103:135-147.

[78] Singer I. Duality for nonconvex approximation and optimization. New
York (NY): Springer; 2006.

[79] Stancu-Minasian IM. Fractional programming. Theory, methods and ap-
plications. Dordrecht (NL): Kluwer; 1997.

[80] Stancu-Minasian IM, Tigan S. Continuous time linear-fractional
programming. The minimum-risk approach. RAIRO Oper. Res.
2000;34:397-4009.

[81] Tammer K, Tammer C, Ohlendorf E. Multicriterial fractional opti-
mization, Berlin (BE): Humboldt-Universitit zu Berlin, Mathematisch-
Naturwissenschaftliche Fakultat 11, Institut fiir Mathematik; 2005.

[82] Tammer C, Weidner P. Scalarization and separation by translation in-
variant functions. Cham (CH): Springer; 2020.

[83] Tammer C, Zalinescu C. Lipschitz properties of the scalarization func-
tion and applications. Optimization. 2010;59:305-319.

[84] Tan DH. A note on multivalued affine mappings. Studia Univ. Babes-
Bolyai Math. 1988;33:55-59.

[85] Toland JF. A duality principle for non-convex optimisation and the cal-
culus of variations. Arch. Rational Mech. Anal. 1979;71:41-61.

[86] Zalinescu C. Convex analysis in general vector spaces. Singapore (SG):
World Scientific Publising; 2002.

52



