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Introducere

Conceptul de inel regular (von Neumann) a fost introdus de von Neumann in lucrarea sa
faimoasa [70] ca un instrument algebric pentru a studia anumite latici, care au fost utilizate in
coordonatizarea geometriei proiective. De atunci, s-au descoperit multe aplicatii ale acestor in-
ele, In diferite ramuri ale matematicii, cum ar fi algebra, analiza functionala, ecuatii diferentiale,
statistica, probabilitati sau criptografie. O prezentare exhaustiva a inelelor regulare von Neu-
mann a fost facutd prima datd in monografia lui Goodearl [38].

Reamintim faptul ca un inel R se numeste regular von Neumann daca fiecare element a € R
este regular von Neumann, adica exista un element b € R, numit inversd interioard sau inversda
generalizata a lui a, astfel incat a = aba. Definitia poate fi extinsa cu usurinta la matrice peste
un inel R astfel: o matrice A de dimensiune m x n se numeste regulard von Neumann daca
existd o matrice B de dimensiune n x m astfel incat A = ABA, caz in care B se numeste inversd
interioard sau inversd generalizatd a matricei A. Inversa interioara are aplicatii directe in
rezolvarea sistemelor liniare de forma Ax = b, cand A este o matrice singulard sau nepatratica.
Daca sistemul are solutia y si A este regulara von Neumann, cu inversa interioara B, atunci
x = Bb este o solutie, deoarece Ax = ABb = ABAy = Ay = b (a se vedea [12]).

Conform unei teoreme clasice a lui von Neumann, orice matrice peste un inel regular von
Neumann este regulara von Neumann si, in particular, orice matrice peste un corp este regulara
von Neumann. Problema caracterizarii matricelor regulare von Neumann si a inverselor gen-
eralizate peste inele comutative a fost formulatd de Bhaskara Rao [13], iar in aceasta directie
mentionam lucrarile: Bapat, Bhaskara Rao si Prasad [10], Prasad [65], Lam si Swan [49], si
monografiile lui Ben-Israel si Greville [12] si Bhaskara Rao [14], care contin cateva caracterizari
importante. Aceasta problema are aplicatii utile in teoria controlului, teoria sistemelor de ma-
trice polinomiale, precum si in algebre de operatori (a se vedea [14]).

Regularitatea von Neumann are o generalizare in teoria categoriilor data de Dascalescu,
Nastasescu, Tudorache si Daus [33] dupd cum urmeaza: pentru doua obiecte M si N dintr-o
categorie oarecare, [N se numeste M-regular daca fiecare morfism f : M — N este regular, adica
exista un morfism g : N — M astfel incat f = fgf. Morfismele regulare din categoria modulelor
au fost studiate de Kasch si Mader [43]. Recent, obiectele si morfismele regulare din categorii
abeliene au fost studiate de Crivei and Kor [32] si Crivei, Kosan si Yildirim [31].

Toate acestea ne-au starnit interesul in cercetarea regularitatii von Neumann pentru matrice
si a notiunilor aferente numite regularitate tare si regularitate exterioara, notiuni ce vor fi
abordate pe parcursul lucrarii. Teza este structurata in patru capitole si un apendix, care vor fi
descrise in continuare.

In primul capitol ne-am concentrat pe gasirea unui criteriu practic de a verifica regularitatea
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von Neumann a matricelor peste anumite inele comutative, precum si numararea lor in cazuri
finite. Abordarea noastra are legatura cu lucrarea lui Lam si Swan [49], care da o caracterizare
a matricelor patratice regulare von Neumann peste inele comutative din perspectiva idealelor
determinantale asociate. in Teorema [L.2.1] demonstram ci daci A este o matrice nenuli de
dimensiune m x n cu rangul determinantal ¢t peste un inel comutativ astfel incat A sa aiba
o submatrice inversabila A’ de dimensiune ¢ x ¢, atunci A este regulara von Neumann, iar o
inversa interioara a sa poate fi construita folosind inversa matricei A’. Reciproc, in Teorema
cu anumite conditii impuse asupra inelului R, daca A este o matrice regulara von Neumann
nenula de dimensiune m x n cu rangul determinantal ¢ peste un inel comutativ R, atunci A are o
submatrice inversabili de dimensiune ¢x¢. In Teorema demonstram c&, in anumite situatii,
o matrice de dimensiune m X n peste un inel comutativ local este regulara von Neumann daca si
numai dacd rangul sidu determinantal si rangul siu McCoy coincid. Bazandu-ne pe rezultatele
anterioare, am formulat Teorema in care dam o caracterizare intrinseca a unei matrice A,
de dimensiune m x n nenula cu rangul determinantal p(A) = ¢ peste un inel comutativ local, de
a fi regulara von Neumann, si anume A trebuie sa aibd o submatrice inversabild de dimensiune
t x t. Existenta unei astfel de submatrice este echivalenta cu existenta unui element inversabil
in matricea compusa de ordin ¢, C¢(A), a matricei A, care contine toti minorii de dimensiune
t X t ai matricei A.

De asemenea, deducem consecinte in inele comutative oarecare si produse de inele comu-
tative locale. In Teorema determinam numarul matricelor regulare von Neumann de di-
mensiune m x n peste un inel finit local R cu idealul maximal M, cu |R/M| = |F,| = q, ca
fiind Z?ﬂ:ig(m’n) |M {7 =t)(m, n, ¢, t), unde r(m, n, ¢, t) este numérul matricelor de dimensiune
m X n peste un corp Fy, avand rangul determinantal egal cu ¢. Ca aplicatii, numaram matricele
regulare von Neumann de dimensiune m x n peste inele de clase de resturi 7Z; si peste alge-
bre grupale Fy[Z;] (Corolarul , unde Fj este un corp cu ¢ elemente, a carui caracteristica
divide . In final, aborddm matricele regulare von Neumann peste inelele de matrice formale
triunghiulare si dam caracterizarea din Teorema [1.6.1

O subclasa importanta a inelelor regulare von Neumann [70] consta din inelele regulare tari,
introduse de Arens si Kaplansky [6], care sunt studiate in teoria inelelor. Aceasta este tema celui
de-al doilea capitol din teza. Un inel R cu unitate se numeste regular tare daca pentru orice
element a € R existd un element b € R astfel incat a = a?b, iar definitia este simetrica dreapta-
stanga. Restrictionand aceasta notiune la elemente, spunem ca a € R se numeste regular tare
daca exista b € R astfel incat a = a?b = ba?, caz in care b se numeste inversd interioard tare (sau
inversd generalizata tare) a lui a. Pentru proprietati generale ale inelelor regulare tari facem
trimitere la [38]. Aceste definitii pot fi date si pentru matrice peste anumite inele R: o matrice A
de dimensiune n X n se numeste regulard tare daca exista o matrice B de dimensiune n x n astfel
incat A = A’B = BA?%. De mentionat c& matricele peste corpuri nu trebuie si fie regulare tari,
cum este cazul celor regulare von Neumann, deci problema caracterizarii matricelor regulare tari
are sens si pentru corpuri.

Subliniem ca definitiile pentru matricele regulare von Neumann si matricele regulare tari nu
sunt intrinseci, ci depind de existenta altor matrice cu anumite proprietati. Printre aplicatiile
practice mentionam verificarea regularitatii von Neumann si a regularitatii tari a matricelor de

dimensiuni mari, lucru care necesita mult timp din punct de vedere computational. De aceea,
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ne intereseaza sa avem caracterizari intrinseci ale acestor proprietati. Astfel, o intrebare fireasca
este daca o matrice regulara tare cu rangul determinantal ¢ peste un inel comutativ local poate
fi caracterizata si din perspectiva matricei sale compuse de ordin ¢{. Un raspuns afirmativ il
dam in al doilea capitol din teza. Mai intai stabilim un rezultat mai general pentru un inel
comutativ oarecare R, folosind Teorema Cayley-Hamilton redusa (Teorema [2.1.1)). Pentru o
matrice A € M, (R) nenula, cu rangul determinantal ¢, demonstram ca daca A este regulara
tare, atunci urma Tr(C;(A)) a matricei sale compuse de ordin ¢ nu apartine radicalului lui R, in
timp ce, daca Tr(C(A)) este inversabila in R, atunci A este regulard tare (Teorema . In
particular, aceste lucruri implica faptul ca o matrice A nenula cu rangul determinantal ¢ peste
un inel comutativ local R este regulara tare daca si numai daca suma minorilor diagonali de
dimensiune ¢ X t este inversabila in R, sau echivalent, urma matricei compuse de ordin ¢ este
inversabila in R. Mai mult decat atat, in acest caz putem construi o inversa interioara tare a
matricei A, ca fiind matricea B = —¢; F(A* e A2 441 1,), unde ¢ = (—1)FTr(Cy(A))
.9)).

Acest rezultat are consecinte la produse de inele comutative locale si algebre grupale (a
se vedea Corolarul . Astfel, in Teorema vom numara matricele regulare tari peste
inele finite locale. Mai precis, numarul matricelor regulare tari de dimensiune n x n cu rangul
determinantal ¢ peste R este dat de %. De asemenea, stabilim rezultate de numarare
si pentru inele de clase de resturi Z; si algebre grupale F,[G] (Teorema , unde Fj este un

corp cu q elemente si G este un grup cu [/ elemente. Apoi, ne ocupam de inverse interioare tari

pentru orice k € {1,...,n} (Teorema 2.

si inverse reflexive tari in inele oarecare, si demonstram in Teorema ca daca a si b sunt
elemente regulare tari dintr-un inel semiprim R, avand multimi disjuncte de inverse interioare
S(a) si S(b), atunci S(a) € S(b) daci si numai daci b> = ab = ba. In final, caracterizim
matricele regulare tari peste inele de matrice formale triunghiulare (Teorema [2.6.1).

O continuare fireasca a cercetarii noastre, in capitolul trei, este studiul inverselor exterioare.
Un element b din inelul R se numeste inversd exterioara a lui a € R, daca bab = b, definitie ce
poate fi transpusa si la matrice: o matrice B de dimensiune n x m se numeste inversd exterioard
a matricei A de dimensiune m xn daca BAB = B. Daca A este o matrice regulara von Neumann
de dimensiune m x n cu inversa interioara B de dimensiune n x m, atunci este usor de observat
cd BAB este o inversa exterioara a lui A. Evident, daca A este o matrice regulard von Neumann
nenuld, atunci ea are o inversa exterioara nenula. In primele doua capitole din teza am stabilit
cateva caracterizari intrinseci ale matricelor regulare von Neumann (tari) peste inele comutative,
cat si rezultate de numarare. In continuare consideriim clasa mai generald a matricelor care au
inverse exterioare nenule peste inele oarecare, si cautam descrieri intrinseci ale acestor matrice.

Mai intai analizam matricele care au o inversa exterioara nenula in cazul general al unui
inel oarecare. Astfel, demonstram ca existenta unui element al matricei cu o inversa exterioara
nenulé ne asigura ca matricea A are o inversa exterioara nenula. Acest lucru implica faptul ca
A trebuie sa aiba un element in afara radicalului Jacobson al inelului (Teorema . Aratam
ca aceste conditii sunt echivalente si ne dau un criteriu constructiv pentru matricele ce au o
inversa exterioara nenula in cazul unui tip mai general de inele, si anume inelele semiperfecte.
Ca exemple de inele semiperfecte reamintim inelele locale, inelele artiniene pe o parte, inelele
semiprime si inelele perfecte pe o parte. Constructia noastra ia in considerare inelele locale,
produsul de inele locale (Teorema , si in final inelele semiperfecte (Teorema . Pe par-
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cursul acestor demonstratii, dam un rezultat interesant de sine statator, si anume, ca elementele
cu o inversa exterioara nenula se ridica modulo ideale pe o parte a inelelor exchange (Teorema
si Corolarul .

De asemenea, numaram matricele care au o inversa exterioara nenula peste inele semiperfecte
finite si inele comutative finite (Propozitia , si dam cateva aplicatii pentru inele de clase
de resturi, produse de inele Galois, inele de cuaternioni peste inele de clase de resturi si algebre
grupale finite. Aceste rezultate pot avea aplicatii si in criptografie, in descrierea si numararea
elementelor unor spatii de chei pentru criptosisteme, la fel ca matricele regulare von Neumann
care pot avea aplicatii, spre exemplu, in protocolul de schimbare de chei si criptarea cu cheie
publica cu schema de cautare a cuvintelor cheie din [56]. In final, caracterizim matricele care
au o inversa exterioara nenula peste inele de matrice formale triunghiulare (Teorema .

Odata ce am studiat conceptele de matrice regulare von Neumann, matrice regulare tari
si matrice care au o inversa exterioara nenuld, In ultimul capitol, mai exact capitolul patru
din teza, vom da aplicatii pentru cateva generalizari ale acestora. O astfel de generalizare se
numeste matrice von Neumann locald, adica o matrice A € M, (R) astfel incat A sau I, — A sa
fie regulara von Neumann. Aceasta a fost inspiratd din conceptul asem&nator folosit in teoria
inelelor, introdus de Contessa [29]. Astfel, in Teorema deducem ca A este von Neumann
locala, cu p(A) =t si p(I, — A) = s, daca si numai daca Cy(A) sau Cs(I, — A) este regulara von
Neumann. De asemenea, extindem astfel de rezultate la produse directe de inele oarecare (sau
inele comutative locale) (a se vedea Teorema [4.1.6).

O specializare a notiunii de matrice von Neumann locala este aceea de matrice von Neumann
locald tare, adica o matrice A de dimensiune n x n astfel incat A sau I, — A sa fie regulara tare.
Aratam in Corolarul ca existd din abundenta astfel de matrice, deoarece pentru orice
A € M,(R) peste un inel comutativ R, cu p(A) = t, C¢y(A) este von Neumann locala tare. O
caracterizare a acestor matrice peste inele comutative R este data in Teorema[4.2.3] prin conditiile
ca Cy(A) sau Cs(I,, — A) sa fie regulara tare, unde ¢t = p(A) si s = p(I, — A). Generalizand mai
mult conceptul de matrice von Neumann locala, consideram notiunea de matrice von Neumann
locala exterioard, adica o matrice A € M, (R) astfel incat A sau I, — A si aiba o inversa exterioara
nenuli. In Teorema demonstram ca orice A € M, (R) peste un inel semiperfect oarecare
R este von Neumann locald exterioara. Cand R este un inel local oarecare, atunci A € M, (R)
este von Neumann locala exterioara daca si numai daca A sau I, — A are una dintre urmatoarele
proprietati: are un element inversabil, sau are un element cu o inversa exterioara nenuld, sau nu
are elemente in radicalul Jacboson al lui R (Teorema .

In cele din urma, dupa ce avem toate aceste caracterizari intrinseci pentru matrice regulare
von Neumann, matrice regulare tari si matrice care au o inversa exterioara nenuld, este util
sa dezvoltam cativa algoritmi care sa verifice aceste proprietati pentru diferite matrice. Astfel,
in apendixul tezei, prezentam cativa algoritmi eficienti pentru matrice peste inele de clase de
resturi, Impreuna cu implementarile lor in Python, dar si cateva exemple relevante de ordin mai
mare, calculate cu ajutorul acestor algoritmi.

Exeptand rezultatele citate, toate celelalte rezultate din teza sunt originale si sunt incluse
in articolele noastre [15] 23] 24] 25] 26 27]. Dintre acestea, cinci au fost publicate in revistele
Linear and Multilinear Algebra, Linear Algebra and Its Applications, Electronic Journal of Lin-

ear Algebra si Mathematica. De asemenea, rezultatele principale din teza au fost prezentate in
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cadrul a trei conferinte.

Nu pot exprima in cuvinte cat de mult ii multumesc profesorului meu Indrumator pentru
rabdarea, ajutorul moral si intelectual, dar si sugestiile din tot acest timp. De asemenea, nu
puteam sa ajung pana aici fara ajutorul comisiei de Indrumare, care m-a ajutat cu expertiza

stiintifica.



Capitolul 1

Matrice regulare von Neumann

In acest capitol vom da o conditie suficienta de tip constructiv pentru ca o matrice peste un
inel comutativ sa fie regulara von Neumann, dar vom arata ca este si necesara peste anumite
inele locale. Mai exact, considerand anumite ipoteze asupra inelului R, vom demonstra ca o
matrice A peste un inel comutativ local R este regulara von Neumann daca si numai daca A are o
submatrice inversabila de dimensiune p(A) x p(A), unde p(A) reprezinta rangul determinantal al
lui A. Vom deduce consecinte asupra inelelor comutative (produselor de inele locale comutative),
si vom determina numarul matricelor regulare von Neumann peste inele finite de clase de resturi
si algebre grupale. Vom aborda si matricele regulare von Neumann peste inele de matrice
formale triunghiulare. Cu exceptia rezultatelor citate, toate celelalte rezultate sunt originale si

majoritatea sunt incluse in articolele noastre [15], 24].

1.1 Preliminarii

Vom reaminti terminologia despre matrice (regulare von Neumann) peste inele comutative
din cateva surse clasice, cum ar fi [12, 14}, 18] 38].

Pe parcursul acestui capitol m,n > 2 vor fi doud numere Intregi, iar R va fi un inel comutativ
cu unitate. Notam cu M, ,,(R) multimea tuturor matricelor de dimensiune m x n peste R, iar cu
M, (R) multimea tuturor matricelor de dimensiune n x n peste R. Fie A € My, ,(R). Fiind date
submultimile I = {i1,...,it} C{1,...,m}unde i; < --- < ixsiJ = {j1,...,51} €{1,...,n}
unde j; < --- < j;, notam cu Ay ; submatricea lui A ale carei linii si coloane sunt indexate dupa
multimile I si J. Pentru oricare k € {1,..., min(m,n)}, matricea compusa de ordin k a lui A
este definitd ca matricea Cj(A) € My v (R), unde m’ = (') si n’ = (}), matrice care contine
toti minorii lui A de dimensiune k x k, in care pentru orice I’ = {i},... 4.} cud} <--- <} si
J =441, gk} cuji <--- < gy, elementul (I, J') al matricei Cj(A) este det(Ap ).

Pentru orice k € {1,...,r = min(m,n)}, notdm cu Dk (A) idealul lui R generat de minorii
lui A de dimensiune k x k (adica toate elementele din matricea compusa Cx(A)), numit idealul
determinantal de ordin k al lui A. In R avem urmitorul sir crescitor de ideale: D,(A) C
Dy—1(A) C--- CDy(A) CDy(A) CDy(A) = R.

Rangul McCoy al lui A, notat rk(A), este definit ca fiind cel mai mare k € {0,...,r}, pentru
care idealul determinantal Dy (A) este fidel, adica rk(A) = max{k € {0,...,7} | Annr(Di(4)) =

(0)}. Cu alte cuvinte, rangul McCoy al matricei A = (ai;) € M, n(R) este zero daca exista un

6
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¢ € R nenul astfel incat ca;; = 0 pentru orice i € {1,...,m},j € {1,...,n}, sau cel mai mare
numar intreg pozitiv k cu proprietatea ca daca exista ¢ € R astfel incat cdet(A’) = 0 pentru
orice submatrice A’ de dimensiune k x k a lui A, atunci ¢ = 0.

Rangul determinantal al unei matrice nenule A € M, ,(R), notat cu p(A), este ordinul
maxim al unei submatrice a lui A cu determinantul nenul. Rangul determinantal al matricei
zero este zero. Pentru orice matrice A € M,, »(R) avem rk(A) < p(A), dar in general rangul
determinantal si rangul McCoy al unei matrice nu sunt egale.

Un inel R se numeste local daca are un unic ideal maximal la dreapta. Notam cu rad(R)
radicalul Jacobson al lui R, adica intersectia tuturor idealelor maximale la dreapta, si notam cu

U(R) multimea elementelor inversabile din R.

1.2 Conditii suficiente

Incepem prin a da o conditie suficienta ca o matrice de dimensiune m X n peste un inel

comutativ sa fie regulard von Neumann, care este o conditie de interes practic.

Teorema 1.2.1. Fie A € M, ,(R) o matrice nenuld cu p(A) =t. Daca A are o submatrice
Ar g e UM(R)) pentru I C {1,...,m} si J C {1,...,n}, atunci A este requlard von Neumann.
Mai mult, o inversd interioard a lui A este matricea B € My, (R), unde By = AI_}, st toate

celelalte elemente ale lut B sunt zero.

Exemplificam Teorema dupa cum urmeaza.

Exemplul 1.2.2. Matricea A = € M3 4(Z) are p(A) = 1k(A) = 2. Fie I =

w N O
== N
== N
oS = o

{2,3} si J = {1,3}. Atunci det(A; ) = —1 este inversabil in Z. Asadar A este regulara von

Neumann conform Teoremei [I.2.1] si o inversa interioard B a lui A poate fi construitd luand

0 —1
-1 1
Bjr=A;) = ( ) lar B = € My3(Z).

3 =2

0 O

o O O

Se poate folosi si urmatoarea extindere a teoremei [14] Theorem 5.3] pentru a da o

demonstratie alternativa imediata a Teoremei [1.2.1]

Teorema 1.2.3. Fie A = (a;j) € Mpn(R) astfel incat p(A) =t. Notam cu A = {(I,J) |I C
{1,...,m},J C{1,...,n},|I| = |J| =t}. Fie afirmatiile urmatoare:

(o) Ezista (I,J) € A astfel incat det(Ar,y) € U(R).
(i) Ewista o familie (cjr)(1.nea de elemente ale lui R astfel incdt 3 e det(Ars)esr = 1.

(i) Evista o  familie  (cjj)(1.nea de  elemente ale lui R astfel incat

(Z(I,J)GA det(ALJ)cl[) ax; = ag; pentru orice k € {1,...,m} sil € {1,...,n}.

(iii) A este requlard von Neumann.
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(iv) Ci(A) este regulara von Neumann.

(v) Exista o familie  (cjr)i.1)ea de  elemente  din R  astfel  incat
det(Ak 1) (E(I,J)EA det(AIJ)CJJ) = det(Agk 1) pentru orice (K, L) € A.

(vi) Ewista o familie (cy,r)(1.7)ea de elemente din R astfel incdt 3_; yen det(Ar,)esr este un

idempotent diferit de zero.

Atunci (0) = (i) = (ii) = (iti) = (iv) = (v) = (vi). Dacd R este un inel local,

atunci toate afirmatiile sunt echivalente.

In cazul anumitor inele putem deduce o alta conditie suficienta pentru ca o matrice sa fie
regulara von Neumann. Reamintim ca un inel R are dimensiune uniformd finitd daca exista o
suma directa finita de ideale uniforme ale lui R care este esentiala in R. De asemenea, reamintim
ca un inel R se numeste morfic dacd R/Ra = Annpg(a) pentru orice a € R, sau echivalent, pentru
orice a € R, exista b € R astfel incat Ra = Anngr(b) si Rb = Anng(a) [59].

Corolarul 1.2.4. Fie R un inel local care indeplineste una dintre wrmatoarele conditiv:
(i) Fiecare element din R este fie inversabil, fie nilpotent.

(i) R are dimensiune uniformd finita si fiecare element din R este fie inversabil, fie divizor al

lui zero.
(i1i) R este un inel morfic.

Fie A € My, n(R) astfel incat p(A) =rk(A). Atunci A este regulara von Neumann.

1.3 O conditie necesara

Reciproca Teoremei nu are loc in general, dupa cum putem vedea din exemplul urmator.

1 1 0
Exemplul 1.3.1. Urméand exemplul [49] Example 3.3 (C)], consideram A= 2 5 2 | €
-2 -8 —4

M3(Z), care are p(A) = 2. Atunci A este regulara von Neumann, dar nu are nicio submatrice

inversabila de dimensiune 2 x 2.

In ceea ce urmeaza ne intereseaza sa gasim anumite conditii pentru care reciproca Teoremei
sa fie adevarata, pentru a obtine caracterizari ale matricelor regulare von Neumann cu

consecinte computationale semnificative.

Teorema 1.3.2. Fie R un inel local, si fie A € My, n(R) o matrice nenula cu p(A) =t. Daca

A este requlara von Neumann, atunci A are o submatrice inversabild de dimensiune t X t.

Se cunoaste faptul ca rk(A) < p(A), pentru orice A € My, ,(R), iar egalitatea are loc cand

R este un corp. Teorema ne da un alt exemplu al egalitatii celor doua ranguri.

Corolarul 1.3.3. Fie R un inel local, si fie A € My, n(R) requlard von Neumann. Atunci
p(A) = 1k(A).
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1.4 Caracterizari

Mai intai, sa reamintim ca teorema [61, Chapter 4, Theorem 18] a lui Northcott (in limbajul
modulelor libere finite), teorema [14, Theorem 7.19] a lui Bhaskara Rao si teorema [49, Theorem
3.2] a lui Lam si Swan dau deja conditii necesare si suficiente ca o matrice peste un inel comutativ
sa fie regulara von Neumann. In continuare enuntam rezultatul lor si dam o demonstratie

alternativa pentru una dintre implicatii.

Teorema 1.4.1. O matrice A € My, ,(R) este regulard von Neumann dacd si numai dacd,

pentru orice k € {1,...,min(m,n)}, Di(A) este generat de un idempotent.

Teoremele si si Corolariile lor si dau urmatoarea caracterizare pentru

matricele regulare von Neumann de dimensiune m X n peste un inel comutativ local.

Teorema 1.4.2. Fie R un inel local, si fie A € My, n(R). Atunci urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:

(1) A este requlard von Neumann.

(2) A este fie zero, fie A are o submatrice inversabila de dimensiune p(A) x p(A).

Dacd R satisface (i), (ii) sau (iit) din Corolarul[1.2.4], atunci sunt mai departe echivalente cu:
(3) p(A) = rk(A).

Amintim ca o matrice A € M, ,,(R) se noteaza cu A, cand este vazuta peste localizarea R,

a lui R la un ideal prim p. Avem urmatoarea consecinta a Teoremei [1.4.2]
Teorema 1.4.3. Fie A € My, ,(R). Consideram afirmatiile:
(1) A este regulara von Neumann.

(2) Pentru orice ideal prim (maximal) p al lui R, Ay € My, (Ry) este fie zero, fie are o sub-

matrice inversabila de dimensiune p(Ap) x p(Ay).

Atunci (1) = (2).
Daca Ry satisface (i), (i) sau (iii) din Corolarul|1.2.4) pentru orice ideal prim (maximal) p

al lui R, atunci (2) este mai departe echivalentd cu:
(3) Pentru orice ideal prim (mazimal) p al lui R, p(Ay) = rk(Ay).

Teorema [1.4.2| poate fi extinsa la matrice de dimensiune m X n peste produse de inele co-
mutative locale. Se cunoaste faptul ca regularitatea von Neumann se comporta bine relativ la

produse directe.

Corolarul 1.4.4. Fie R = erK Ry, un produs direct de inele comutative locale, si fie Op,pn 7#
A € My, n(R). Pentru orice k € K, notam cu hy : My, n(R) = Mp, n(Ry) proiectia canonica.

Atunci urmatoarele sunt echivalente:

(1) A este requlara von Neumann.
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(2) Pentru orice k € K, hi(A) = Opn sau hi(A) are o submatrice inversabild de dimensiune
tr X t, unde ty, = p(hi(A)).

Daca Ry, satisface (i), (ii) sau (i) din Corolarul pentru orice k € K, atunci sunt echiva-

lente in continuare cu:
(8) Pentru orice k € K, p(hi(A)) = rk(hi(A)).

Remintim ca un inel R se numeste semiperfect dacid R/rad(R) este semisimplu artinian si
idempotentii se ridica modulo rad(R). Un inel comutativ este semiperfect daca si numai daca
este un produs direct finit de inele comutative locale [46, Theorem 23.11]. Deci corolarul de mai
sus se aplica oricarui inel comutativ semiperfect. In particular, se aplica oricarui inel comutativ
finit, deoarece orice astfel de inel este un produs direct finit de inele comutative locale finite (a

se vedea [52], Theorem (VI.2)]). deci este semiperfect.

Teorema 1.4.5. Fie R = [[,cx Rx un produs direct de inele comutative locale. Fie A €
My n(R) cu p(A) = t. Atunci A este regulara von Neumann dacda si numai daca Cy(A) este

regularda von Neumann.

1.5 Numararea matricelor regulare von Neumann

Elementele regulare von Neumann din inelele de clase de resturi au fost caracterizate de
Morgado [54], iar numarul lor a fost determinat de Alkam, Osba [3] si T6th [69]. De asemenea,
Castillo-Ramirez si Gadouleau au determinat numarul elementelor regulare von Neumann peste
diferite algebre grupale in studiul despre automate celulare von Neumann [19]. Ca aplicatii ale
Teoremei vom generaliza rezultatele citate la matrice peste astfel de inele si vom determina
numarul matricelor regulare von Neumann de dimensiune m x n peste inelele de clase de resturi
Zy si peste algebrele grupale Fy[Z;], unde Fy este un corp a carui caracteristica char(F,) divide
l. De fapt, vom demonstra un rezultat mai general si vom deduce aceste numere ca si cazuri
particulare.

Notam cu r(m,n,q,t) numarul matricelor de dimensiune m x n peste un corp Fy, cu ¢
elemente, avand rangul (determinantal) ¢ € {0,...,min(m,n)}. Atunci r(m,n,q,0) = 1 si

pentru orice ¢t € {1,...,min(m, n)} avem:

(@" =D =q) ("= V" =" =) ("= ¢
(¢ =1(¢"—¢q)--(¢" — ¢ 1)

r(m,n,q,t) =

by [55, 1.7].

Teorema 1.5.1. Fie R un inel finit local cu idealul maximal M astfel incat |R/M| = |F,| = q.
Atunci numarul matricelor requlare von Neumann de dimensiune m X n peste R este
min(m,n)
V(Mpn(R) = > [M[™"Dr(m,n, q,1).
t=0
Avand in vedere ca regularitatea von Neumann se comporta bine relativ la produsele directe,

deducem imediat urmatorul corolar, care este aplicabil inelelor comutative semiperfecte.
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Corolarul 1.5.2. Fie R = [[;_, Rr un produs direct de inele comutative finite locale Ry, cu
idealele mazimale My, astfel incat |Ry/My| = |Fy, | = qr pentru orice k € K. Atunci numarul

matricelor requlare von Neumann de dimensiune m X n peste R este

s min(m,n)

V(M =11 > 1Ml r(m n, i, t).

k=1 t=0

Consideram algebrele grupale Fy[G], unde Fj este un corp cu ¢ elemente si G = Z;.

Corolarul 1.5.3. Fie | > 2 un numar intreg si fie Fy, un corp finit cu q elemente astfel
incdt char(F,) divide I. Fie x' — 1 = py(x)™ ---ps(z)™ cu polinoamele distincte ireductibile
p1(x),...,ps(x) € Fylz] respectiv cu gradele di, ..., ds, si numerele intregi pozitive r1,...,Ts.
Atunci numarul matricelor requlare von Neumann de dimensiune m X n peste algebra grupald
F,[Z] este

s min(m,n)

1t t
V(M FZD) =TT Y o vy, i, 1),
k=1 t=0
unde pentru orice k € {1,...,s} avem q = q%

In finalul acestei sectiuni, abordam urmatoarea intrebare: Dacd o matrice peste un inel finit
este regulara von Neumann, atunci cdte inverse interioare si cate inverse reflexive are? Amintim
ca o matrice este regulara von Neumann daca si numai daca aceasta are o inversa interioara daca
si numai daca are o inversa reflexiva. Dar vom vedea ca, pentru o matrice regulara von Neumann
data, numarul inverselor interioare poate fi diferit de numarul inverselor sale reflexive.

Notam cu I(A) si Ref(A) multimile tuturor inverselor interioare, respectiv tuturor inverselor

reflexive ale unei matrice regulare von Neumann A.

Teorema 1.5.4. Fie R un inel finit local cu idealul mazimal M astfel incit |R/M| = |F,| =
q. Consideram omomorfismul natural de inele p : R — R/M si omomorfismul indus de R
h: Myn(R) = Mpyn(R/M), h((aij)) = (aij + M). Fie A € My, ,(R) o matrice requlara von
Neumann cu p(A) = t.

Atunci numdarul inverselor interioare ale matricei A este |I(A)| = [ M|t . |I(h(A))| =
|R|™ %, iar numdrul inverselor reflezive este [Ref(A)| = |[M|{m+1=20) . |Ref(h(A))| =
‘R|t(m+n—2t) )

Corolarul 1.5.5. Fie R = [[;_; Rk un produs direct de inele comutative finite locale. Fie A €
My, n(R) 0 matrice requlara von Neumann cu p(A) = t. Atunci numdarul inverselor interioare
ale matricei A este |[I(A)| = [[;_, |Ry|™ %, iar numarul inverselor reflezive este |Ref(A)| =
HZ:l |Rk|t(m+n—2t)'

1.6 Inele de matrice formale triunghiulare regulare von Neu-
mann
Ne intereseaza cum se comporta regularitatea von Neumann pentru inelele de matrice formale

triunghiulare. In introducerea articolului [39] se afirma ca autorii vor da un astfel de rezultat,

dar nu apare in lucrare, iar noi nu am putut sa il gasim in literatura de specialitate. Pentru
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inelele oarecare R si S si un R-S-bimodul M, un inel de matrice formale triunghiulare este

definit ca fiind un inel de forma

(10% Z):{(S “;) ‘reR,xeM,seS}7

cu adunarea si inmultirea cunoscute de la matrice.

Teorema 1.6.1. Fie R si S inele oarecare si fie M un R-S-bimodul. Atunci (Cz)l 3:) €
a2

0
Neumann, iar x € a;M + Mas.

R M ‘ ‘ ,
< este regulara von Neumann dacd si numai dacd a1 € R $i ag € S sunt requlare von

Folosind Teorema putem imediat sa numaram elementele regulare von Neumann ale

inelelor de matrice formale triunghiulare.

Teorema 1.6.2. Fie R si S doud inele finite oarecare si fie M un R-S-bimodul finit. Fie

var(R) = {r1,...,r} si var(S) = {s1,..., s} multimile de elemente regulare von Neumann

din R si respectiv din S. Atunci numarul matricelor regulare von Neumann din <0 S) este

-----



Capitolul 2

Matrice regulare tari

In acest capitol vom demonstra o conditie necesara si o conditie suficienta pentru ca o matrice
A de dimensiune n X n cu rangul determinantal p(A) = ¢ peste un inel comutativ oarecare sa fie
(von Neumann) regulari tare, folosind urma matricei compuse Cy(A) de ordin ¢. In particular,
o matrice A nenuld de dimensiune n x n cu p(A) = ¢ peste un inel comutativ local R este
regulara tare daca si numai daca Tr(Cy(A)) este inversabild in R, iar in acest caz putem construi
o inversa interioara tare pentru A. De aici, vom dezvolta aplicatii pentru produse directe de inele
comutative locale si algebre grupale. Vom numara matricele regulare tari peste inele finite de
clase de resturi si algebre grupale. De asemenea, vom aborda inversele interioare tari si inversele
reflexive tari in inele oarecare, precum si matricele regulare tari peste inele de matrice formale
triunghiulare. Exeptand rezultatele citate, toate celelalte rezultate sunt originale si majoritatea

sunt incluse in articolele noastre [23] 27].

2.1 Caracterizari

Pentru terminologia generala despre matrice peste inele comutative vom face referinta la
sursele clasice [12] 14}, 18, [38]. Vom reaminti doar conceptele care sunt necesare pentru studiul
nostru. Pe parcursul capitolului n > 2 este un numar intreg, iar R este un inel comutativ cu
unitate. De asemenea, GL,(R) este grupul matricelor de dimensiune n x n al caror determinant
este inversabil in R. Polinomul caracteristic al matricei A este pa(\) = A" + A" L+ ... +
Cn1A + ¢, unde ¢, = (—1)FTr(Cy(A)) pentru orice k € {1,...,n}.

incepem cu o versiune redusa a Teoremei Cayley-Hamilton pentru matrice peste inele comu-
tative, pe care o vom folosi pentru a demonstra o caracterizare a matricelor regulare tari nenule.
Cazul matricelor peste corpul C al numerelor complexe a fost demonstrat de Segercrantz [68],
iar apoi de Hwang [42, Theorem 1]. Ultima demonstratie are loc si pentru matrice peste corpuri
oarecare. Una din demonstratiile Teoremei Cayley-Hamilton peste un inel comutativ R foloseste
reducerea la un corp, sau chiar la C (a se vedea [53], p. 32] si [28, Theorem 3.4] si detaliile afer-
ente). Pentru redusa Teoremei Cayley-Hamilton vom folosi aceeasi idee, care este In general

aplicabild pentru identitati universale, si o vom schita in ceea ce urmeaza.
Teorema 2.1.1. Fie A € M,(R) cu p(A) =t. Atunci A7+ c1 AL+ + A =0,.
Observatia 2.1.2. Teorema [2.1.1] este relevanta pentru cazul in care t < n — 1, in timp ce

13
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pentru ¢ > n — 1 identitatea anterioara poate fi obtinuta din Teorema Cayley-Hamilton.
Acum putem prezenta rezultatul principal din acest capitol.

Teorema 2.1.3. Fie A € M,(R) o matrice nenuld cu p(A) =t.
(i) Daca A este regulard tare, atunci ¢, ¢ rad(R).

(ii) Daca ¢ € U(R), atunci A este requlard tare si o inversd interioard tare a lui A este
B=—c; (AT 4+ A2 4 o ).

Dam urmatorul exemplu ilustrativ.

7T 2 8
Exemplul 2.1.4. (1)FieA= |6 5 3| € M3(Z12). Din Teorema|2.1.3| A este regulara tare,
0 10 6

si 0 inversa interioara tare a lui A este B = —c; {(A+c1I3) = —5(A — Tr(A)I3) = 7(A — 613) =
7T 2 8
6 5 9
0 10 0

0 0
(2) Fie A = (1 O> € Ms(Z4). Din Teoremele [1.4.2[si[2.1.3] A este regulara von Neumann,

dar nu si regulara tare.

In cazul inelelor comutative locale, vom da o teorema de caracterizare a matricelor regulare

tari nenule.

Teorema 2.1.5. Fie R un inel local si fie A € M, (R) o matrice nenula cu p(A) =t. Atunci A
este requlard tare dacd $i numai dacda ¢ € U(R). In acest caz, o inversd interioard tare a lui A
este B = —c{l(At_1 + A2 o).

2.2 Transferul proprietatii de regularitate tare

Mai intai vom vedea cum regularitatea tare a unei matrice cu rang determinantal ¢ se compara

cu regularitatea tare a matricei compuse de ordin ¢.

Teorema 2.2.1. Fie A € M,(R) cu p(A) =t. Consideram urmadatoarele afirmatii:
(i) A este regulard tare.
(ii) Ci(A) este regulara tare.

Atunci (i) = (i1). Daca R este un inel local, atunci (i) <= (i7).

Caracterizarea noastra pentru matricele regulare tari nenule peste inele comutative locale din
Teorema [2.1.5] poate fi aplicata si in cazul localizarilor la idealele prime ale inelelor comutative
oarecare ca sa decidem daca o matrice nenula este regulara tare peste un inel comutativ oarecare.
Putem imediat deduce urmatoarea consecinta a Teoremei Reamintim ca o matrice A €

M, (R) se noteaza cu A, cand este vizuta peste localizarea R, a lui R la un ideal prim p.
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Teorema 2.2.2. Fie A € My, o(R). Daca A este regulard tare, atunci pentru orice ideal prim
(mazimal) p al lui R, A, € My, (Ry) este fie zero, fie are ¢, € U(Ry), unde t = p(Ap).

Teorema poate fi extinsa la matrice de dimensiune n x n peste produse de inele comu-
tative locale, dupa cum urmeaza. Obtinem urmatorul corolar, care poate fi aplicat pentru orice

inel comutativ semiperfect si in particular pentru orice inel comutativ finit.

Corolarul 2.2.3. Fie R = [],cx R un produs direct de inele comutative locale, si fie 0, #
A € M,(R). Pentru orice k € K, notam cu hy : Mp(R) — My (Ry) proiectia canonicda. Atunci

urmdatoarele sunt echivalente:
(1) A este regulard tare.

(2) Pentru orice k € K, fie hi(A) = 0p, fie p(hi(A)) = tx > 1 si ¢, = (—1)FTr(Cy, (hi(A))) €
U(Ry)-

Am observat in Teorema ca o matrice A de dimensiune n xn cu p(A) = t peste un inel
local R este regulara tare daca si numai daca si matricea sa compusa C;(A) este regulara tare.

Putem extinde acest rezultat si la matrice peste produse directe de inele locale.

Teorema 2.2.4. Fie R = [[,cx Ri un produs direct de inele comutative locale. Fie A = (a;;) €

M, (R) cu p(A) =t. Atunci A este requlard tare daca si numai daca Cy(A) este regqulara tare.

Amintim ca orice inel comutativ semiperfect este un produs direct finit de inele comutative

locale. Asadar, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 2.2.5. Fie R un inel comutativ semiperfect, si fie A € Mp(R) cu p(A) =t. Atunci

A este requlard tare daca si numai daca Ci(A) este regulara tare.

2.3 Numararea matricelor regulare tari

In aceastd sectiune vom numéra matricele regulare tari peste inele finite, vom deduce cateva
formule aferente si vom da cateva aplicatii pentru inelele de clase de resturi. Pe langa implicatiile
directe, asemenea rezultate pot avea aplicatii si in teoria automatelor celulare [I9] sau in crip-
tografie, unde matricele regulare von Neumann pot fi folosite pentru protocoale de schimb de
chei si criptare cu cheie publica cu scheme de cautare a cuvintelor cheie [56]. Similar, matricele
regulare tari pot fi si spatiu de chei pentru anumite criptosisteme, iar determinarea dimensiunii
acestui spatiu este o problema importanta.

Vom numara matricele regulare tari peste inele comutative locale finite. Ca si pana acum,

notam cu F, un corp cu ¢ elemente.

Teorema 2.3.1. Fie R un inel local finit cu idealul maximal M astfel incat |R/M| = |F,| = q.
Atunci numdrul matricelor regulare tari de dimensiune n X n cu rangul determinantal t peste R

este
_ |GL,(R)]|

 |GLn—4(R)]
Asadar, numarul matricelor regulare tari de dimensiune n x n peste R este V.S(M,(R)) =
im0 VSi(My(R)).

V Sy (M (R)) = | M| =Dg =D (gn —1)(g" —q) -+ (¢" — ¢'7Y).
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Pentru urmatorul rezultat vom corela numarul V.S;(M,(R)), de matrice regulare tari, cu
numarul V;(M,(R)) al matricelor regulare von Neumann de dimensiune n X n, cu rang ¢, peste
inele comutative locale finite, dar si cu alte numere relevante. De asemenea, notam cu r(n, n, g, t)
numarul matricelor de dimensiune n x n de rang t peste un corp Fj cu ¢ elemente. Pentru orice

k €{0,...,n}, notam cu

<n> @ =-D@"—q) (" =)
k), (@ -1 —-q)- (¢ —q)

coeficientul binomial Gaussian, care numara subspatiile k-dimensionale ale unui n-spatiu vecto-

rial peste Fy. Se cunoaste ca (Z’)q = (nfk)q.

Propozitia 2.3.2. Fie R un inel finit local cu idealul mazimal M astfel incat |R/M| = |Fy| = q,
si fiet €{0,...,n}. Atunci:

(1) VS{(Mn(R)) = [M|'C=0 [T,V Si (M- (Fy)).
(2) VSi(My(R)) = |M[{C2=9g1 =0 (1) "r(n, n, q,1) = "0 () V(M (R)).

Deoarece regularitatea von Neumann tare se comporta bine fatd de produsele directe,

obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 2.3.3. Fie R = [[;_, Ri un produs direct de inele comutative locale finite Ry cu
idealele mazimale My, astfel incat |Ry/My| = |Fy, | = qr pentru orice k € K. Atunci numarul

matricelor requlare tari de dimensiune n X n peste R este

VS(Ma(R) = [T D2 IMe" @9, (g = 1) (qt — ai) -+ (af — a7
k=1 t=0

In final vom aborda urméatoarea intrebare: Dacd o matrice peste un inel finit este regulard
tare, atunci cdte inverse interioare tari are?

Notam cu S(A) multimea tuturor inverselor interioare tari a unei matrice regulare tare A.

Teorema 2.3.4. Fie R un inel local finit cu idealul maximal M astfel incit |R/M| = |F,| = q.
Consideram omomorfismul natural p : R — R/M si omomorfismul indus de R-module h :
My(R) — M,(R/M), h((ai;)) = (aij + M). Fie A € M,(R) o matrice reqularda tare. Atunci
numdrul de inverse interioare tari ale lui A este |S(A)| = M| . |S(h(A))| = |R|"1”.

Corolarul 2.3.5. Fie R = [[,_, Rx un produs direct de inele comutative locale finite. Fie

A € My(R) o matrice requlard tare cu p(A) = t. Atunci numdrul inverselor interioare tari ale

lui A este |S(A)| = szl ‘Rk|(n_t)2'

2.4 Numararea matricelor regulare tari peste algebre grupale

Consideram o algebra grupala semisimpld Fj[G], unde F, este un corp cu ¢ elemente si
G este un grup cu ! elemente. Conform Teoremei lui Maschke, algebra grupala F,[G] este
semisimpla daca si numai daca char(Fy) nu divide I. In acest caz, Teorema Wedderburn-Artin

ne da un izomorfism de Fy-algebre: Fy[G] = @;_; My, (D)) pentru numerele intregi pozitive
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N1, ...,ns si corpurile finite Dy, ..., Dy [64, Theorem 3.4.9]. Amintim ci |G| = Y _7_, nidk, unde
di = [Dy, : Fy] este gradul extinderii corpului Dy peste Fj, pentru orice k € {1,...,s}. In ceea
ce urmeazs vom folosi notatiile g, = |Dy| = ¢% si my, = nny, pentru orice k € {1,...,s}.

Am vazut deja ca nu orice matrice peste un corp este regulara tare, desi este intotdeauna
regulara von Neumann. In aceasta sectiune ne intereseaza sa numaram elementele regulare tari
ale lui F;,[G], precum si matricele regulare tari de dimensiune n x n peste Fy[G], chiar si in cazul

in care Fy;[G] nu este semisimpla.

Teorema 2.4.1. Fie G un grup cu l elemente si fie F; un corp cu q elemente astfel incat
char(Fy) nu divide l. Consideram un izomorfism Fy|G] = @;_, My, (Dy) de Fy-algebre cu

notatiile de mai sus. Atunci:

(1) numarul elementelor regulare tari din Fy[G] este

S Nk
VS(FIG) = [T D 6™ (@ — D@ — ) (g — a7 "),
k=1t=0

(2) numarul matricelor requlare tari de dimensiune n x n peste Fy[G] este

s Mmg

VS(Ma(FyGD) = TT S ai™ ™ = V(@™ — ) -+ (af" — ot Y.
k=1 t=0

In continuare, consideram o algebra grupala semisimpla Fy[G], unde F este un corp cu ¢
elemente si G este un grup abelian cu [ elemente. Atunci, in descompunerea Wedderburn de mai
sus Fy[G] = @;_, My, (Dy) toti ny sunt unu, iar toate corpurile Dy, sunt extinderi de corpuri ale
lui F; cu radacini primitive ale unitatii. Mai exact, Teorema Perlis-Walker [64, Theorem 3.5.4]
stabileste un izomorfism de Fy-algebre: Fy[G] = Dy aaFy(Ca), unde (g este o radacina primitiva
de ordin d a unitatii, eq = [Fy((q) : F,], nq reprezinta numarul elementelor de ordin d ale lui
G, aqg = Z—j, iar aqFy(¢q) reprezinta suma directa de a4 corpuri distincte, care sunt izomorfe cu
extinderea de corpuri Fy((4) a lui F,. Amintim ca |F;((4)| = ¢°¢. Vom folosi aceste notatii in
ceea ce urmeaza.

Deoarece toti sumanzii din descompunerea Perlis-Walker a algebrei grupale F;[G] sunt cor-
puri, toate elementele din F,[G] sunt regulare von Neumann (tari). Asadar vom numara doar

matricele regulare tari de dimensiune n x n peste F,[G].

Teorema 2.4.2. Fie G un grup abelian cul elemente si fie Iy un corp cu q elemente astfel incat
char(Fy) nu divide . Consideram un izomorfism Fg[G] = @y, aaFy(Ca) de Fy-algebre. Atunci

numarul matricelor requlare tari de dimensiune n X n peste Fy[G] este

VS(Mn(Fq[G])) —_ H (Z qedt(nft) (qegm o 1)(qedn o qed) . (qedn _ qed(tl))> '

i \t=0

In final, consideram o algebra grupala F,[G], unde Fj este un corp cu ¢ elemente si G este
un grup ciclic cu [ elemente, cu alte cuvinte G = 7Z;. Spre deosebire de celelalte cazuri, vom
putea da o formuld pentru numaérarea matricelor regulare tari de dimensiune n x n peste Fy[G]

chiar daca algebra grupala F,[G] nu este semisimpla.
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Teorema 2.4.3. Fie |l > 2 un numar intreg si fie Fy un corp finit cu q elemente. Scriem
ot — 1 = py(a) - ps(z)"™ pentru polinoamele distincte ireductibile pi(x),...,ps(x) € Fylx]
respectiv cu gradele dy, ..., ds, si numerele intregi pozitive 11, ..., rs. Atunci numarul matricelor

requlare tari de dimensiune n x n peste algebra grupala Fy[Z,] este

VS (Mn(FqlZi])) = H
k=

ST g G g 1) (g — i) (qf — ),
1t=0

unde qp = q% pentru orice k € {1,...,s}.

Cand G este un grup ciclic finit si algebra grupala F,[G] este semisimpla, putem simplifica
Teorema dar putem da si o alternativa folosind extinderi de corpuri ale lui F, cu radacini

primitive ale unitatii, care corespunde cu Teorema,

Corolarul 2.4.4. Fiel > 2 un numar intreg si fie Fy un corp cu q elemente astfel incdt char(Fy)
nu divide 1. Considerdm izomorfismul de Fy-algebre Fy[Z)] = Fy[z]/(z! — 1) = Dy adFq(Ca),

unde ' —1 = py(x) - - - ps(z) sunt polinoame distincte ireductibile py (), ..., ps(x) € Fy[z] respec-
tiv cu gradele dy, . ..,ds, (4 este o radacing primitiva a unitatii, de ordin d, eq = [Fy((q) : Fyl,
o(d) este functia lui Euler, ag = ¢éj), iar cu aqgFy(Cq) notam suma directd de aq corpuri distinte

care sunt toate izomorfe cu extinderea de corpuri Fy((q) a lui Fy. Atunci numdarul matricelor

requlare tari de dimensiune n x n peste algebra grupala Fy[Z,] este

VS(Myu(Fy(z)) = [T D a™ (g™ — 1) (g% — g%) -+ (g™ — g™ (1)
k=1 t=0

n a
= H <Z qedt(n—t) (g% — 1) (g™ — ¢ - - - (¢°" — qed(tl))> ‘

i \t=0

2.5 Inverse interioare tari si reflexive tari

Pe parcursul acestei sectiuni, inelul R nu trebuie sa fie comutativ. Asadar, urmatoarele
rezultate se aplica inelelor de matrice.

Reamintim c# un element a € R se numeste regular tare daci a € a?R N Ra? (a se vedea

[8, 58]). Conform lui Azumaya [, Lemma 1], daci a este regular tare cu a = a?u = va? pentru
u,v € R, atunci existd un (unic) element w € R astfel incit a = a?w = wa? iar aw = wa, mai

2 = v2%a. Asadar a € R este regular tare daca si numai dacs exista un w € R astfel

incat a = a’?w = wa? si aw = wa, iar in acest caz w se numeste inversa interioard tare sau

precis w = au

inversa generalizatd tare a lui a. Un element u € R se numeste inversd reflexivd tare aluia € R
daca u este o inversa interioara tare a lui a si a este o inversa interioara tare a lui u. Amintim
si faptul ca R este regular tare daca si numai daca orice element are o inversa reflexiva unica
[67, Proposition 3.4].

Notam cu S(a) multimea inverselor interioare tari si cu SRef(a) multimea inverselor reflexive
tari ale lui a € R.

Khurana, Lam si Nielsen au studiat proprietatea de ridicare a elementelor regulare von

Neumann [44, Theorem 4.2]. Vom aborda aceeasi problema in cazul elementelor regulare tari.
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Teorema 2.5.1. Fie I un ideal al inelului R si fie x € R un element reqular tare modulo I.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Elementul = se ridica regular tare modulo I.

(2) Elementul x se ridica regular tare modulo I si dacd y este o inversa interioard requlard
tare a lui x modulo I, atunci y+ I se ridica la o inversa interioara tare a oricarei ridicdri

regulare tari a lui © + I.

(8) Daca x,y sunt inverse interioare requlare tari modulo I, atunci ele se ridica modulo I la
inverse reflexive tari. (De fapt, y+ I se ridicd la o inversd reflexiva tare a oricarei ridicdri

requlare tari a lui x + 1 ).

O problema interesanta a inverselor generalizate ale elementelor din inele este sd corelam
elementele din punct de vedere al multimilor de inverse generalizate. Astfel, mentionam lucrarile
lui Alahmadi, Jain si Leroy [2], si Lee [50, [51], care au studiat inverse interioare si reflexive in
inele semiprime. In ceea ce urmeazi, vom considera cazul inverselor interioare tari si inverselor
reflexive tari in inele semiprime.

Reamintim ca R se numeste inel semiprim daca pentru orice a € R astfel incit aRa = 0,
avem a = 0. De exemplu, orice inel regular von Neumann este semiprim. De asemenea, orice

inel redus (adicd un inel fara elemente nilpotente nenule) este semiprim.

Teorema 2.5.2. Fie R un inel semiprim, si fie a,b € R un element regular tare astfel incat
S(a) N S(b) # 0. Atunci S(a) C S(b) dacd si numai dacd b*> = ab = ba.

Corolarul 2.5.3. Fie R un inel semiprim, si fie a,b € R elemente requlare tari astfel incat
S(a) N S(b) #0. Atunci S(a) = S(b) daca si numai dacd a = b.

Teorema 2.5.4. Fie R un inel semiprim, si fie a,b € R elemente regulare tari. Atunci SRef(a)N
SRef(b) # 0 daca si numai daca a = b.

2.6 Inele de matrice formale triunghiulare regulare tari

In aceasta sectiune vom studia cum regularitatea tare se comporta relativ la inele de matrice

formale triunghiulare.

Teorema 2.6.1. Fie R si S inele oarecare si fie M un R-S-bimodul. Atunci (aol ac) €
az

R M

0o S
reaM+ Mas.

este requlara tare daca si numai daca a1 € R and az € S sunt regulare tari si

Folosind Teorema [2.6.1] putem numara imediat elementele regulare tari din inelele de matrice

formale triunghiulare.

Teorema 2.6.2. Fie R si S inele finite oarecare, si fie M un R-S-bimodul finit. Fie svnr(R) =

{ri,...,re} sisvar(S) = {s1,..., s} multimile de elemente regulare tari ale lui R, respectiv S.

R M
Atunci numarul matricelor regulare tari din (0 S) este Z(z‘,j)e{l,...,k}x{l,...,l} |riM + M s;|.
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Matrice cu 1nverse exterioare nenule

Se cunoaste faptul céd orice matrice A regulara von Neumann nenuld de dimensiune m x n
peste un inel oarecare are o inversa exterioara B de dimensiune n X m in sensul ci BAB =
B. Generalizand conceptele anterioare despre matrice regulare von Neumann, in acest capitol,
matricele care au inverse exterioare nenule peste inele semiperfecte vor fi caracterizate ca fiind
matricele ce au anumite elemente in afara radicalului Jacobson al lui R. Vom numara astfel de
matrice peste inele semiperfecte finite si inele comutative finite, si vom da cateva aplicatii ale
acestora. De asemenea, vom aborda inversele exterioare in inele de matrice formale triunghiulare.
Exceptand rezultatele citate, toate celelalte rezultate sunt originale si majoritatea sunt incluse

in articolul [25].

3.1 Inele oarecare

Pe parcursul acestui capitol m,n > 1 vor fi doua numere intregi, iar R va fi un inel cu
unitate.

Analizam matricele care au inverse exterioare nenule luand, mai intai, in considerare cazul
general al inelelor oarecare. Am vazut deja ca orice matrice regulara von Neumann nenula are
o inversa exterioara nenuld. Putem corela existenta inversei exterioare nenula a unei matrice cu

urmatoarele doua conditii.

Teorema 3.1.1. Fie A= (a;j) € My n(R). Consideram urmdatoarele afirmatii:
(1) Ezistd anumite a;j care au o inversda exterioard nenuld.

(i) A are o inversd exterioarda nenuld.

(1it) A ¢ My, ,(rad(R)).

Atunci (i)=(i1)=> (iii).

In cele ce urmeaza vom studia cand afirmatiile din Teorema sunt echivalente.

0 2 2
Exemplul 3.1.2. Matricea A= [0 2 0| € M3(Z4) are o inversa exterioara nenuld, conform
111

Teoremei deoarece A are un element inversabil. Asadar, deoarece elementul (3,1) al lui A

20
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este 1, o inversa exterioara nenula a lui A este B = € M3(Z4) conform Teoremei

o O O
o o O
oS O =

Dar A nu este regulard von Neumann.
Vom folosi urmatorul concept.

Definitia 3.1.3. Fie I un ideal pe o parte al lui R. Spunem ca elementele care au o inversa
exterioara nenuld se ridica modulo I, daca pentru fiecare x+1 € R/I care are o inversa exterioara
nenula in R/I, exista un element a € R care are o inversa exterioara nenuld in R astfel incat
z—ac€l.

Reamintim c& un ideal I pe o parte a lui R se spune ca se ridica tare daca pentru orice
22 —x € I cu x € R (adicd  este un idempotent modulo I), existid un idempotent e € zR
astfel incat e — xz € I [60]. Mentionam ca aceasta proprietate este simetrica stanga-dreapta, si
ca radicalul Jacobson J al unui inel este un ideal care se ridica tare, deoarece idempotentii se
ridica modulo J.

Extindem [44, Theorem 4.9] de la elemente regulare von Neumann la elemente care au o

inversa exterioara nenula.

Teorema 3.1.4. Fie I un ideal drept al lui R care se ridica tare. Atunci elementele care au o

mversa exterioara nenuld se ridica modulo I.

Reamintim ca un inel R se numeste inel exchange (sau inel suitable) daca exista un idem-
potent e € R astfel incat e — x € (22 — z) R, concept care este simetric stanga-dreapta [57].

Vom da o consecinta utila a Teoremei in cazul inelelor exchange si, in mod particular,
inelelor regulare von Neumann, inelelor m-regulare sau inelelor semiperfecte, cele din urma fiind

cele care ne intereseaza.

Corolarul 3.1.5. Fie I un ideal pe o parte al unui inel exchange R. Atunci elementele care au

o tnversa exterioard nenuld se ridica modulo 1.

3.2 Transferul inverselor exterioare nenule

In primul rand, vom considera cazul in care afirmatiile din Teorema sunt echivalente.

Teorema 3.2.1. Fie R un inel local si fie A = (a;j) € Mpmn(R). Atunci urmatoarele sunt

echivalente:

(i) Exista un element a;; € U(R).

(it) Exista un element a;; care are o inversd exterioard nenuld.
(iii) A are o inversa exterioard nenuld.

(iv) A ¢ My, n(rad(R)).

In acest caz, o inversa exterioard nenuld a lui A este matricea B € M,y ,(R) care are toate

elementele zero, mai putin elementul (j,i), care este o inversd exterioard (nenuld) a lui a;;.
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Teorema se poate extinde la matrice de dimensiune m x n peste produse directe de
inele locale dupa cum urmeaza. Spre deosebire de cazul inverselor interioare tari sau al inverselor
interioare, A € M,, ,(R) are o inversa exterioard nenuld daca si numai daca exista o proiectie
a sa hi(A) care are o inversa exterioara nenuld pentru un k € K. Astfel obtinem urmaétorul

rezultat.

Teorema 3.2.2. Fie s un numdr intreg pozitiv, fie R = Ry X -+ - X Rg un produs direct de inele

locale, si fie A = (a;;) € My n(R). Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Ezistd un element a;; care are o inversd exterioard nenuld.

(i) A are o inversd exterioarda nenuld.

(111) A ¢ My, (rad(R)).

In acest caz, o inversa exterioard nenuld a lui A este matricea B € My, ,(R) care are toate

elementele zero, mai putin elementul (j,i), care este o inversda exterioard nenuld a lui a;j.

3.3 Inele semiperfecte

Odata ce am pregatit instrumentele necesare, in aceasta sectiune vom extinde rezultatele la
inele semiperfecte. Daca R este un inel semiperfect comutativ, atunci se cunoaste faptul ca este
un produs finit direct de inele comutative locale, asadar se poate aplica direct Teorema [3.2.2

Vom vedea ca un rezultat similar are loc pentru inele semiperfecte oarecare.

Teorema 3.3.1. Fie R un inel semiperfect. Atunci urmdatoarele sunt echivalente pentru A =

(aij) € Mmn(R):
(1) Ezista un element a;; care are o inversda exterioard nenuld.
(i) A are o inversa exterioarda nenuld.

(111) A ¢ My, (rad(R)).

In acest caz, o inversa exterioard nenuld a lui A este matricea B € M,y ,(R) care are toate

elementele zero, mai putin elementul (j,i), care este o inversd exterioard nenuld a lui a;;.

In general, Teorema nu are loc pentru inele semilocale, dupa cum vom vedea in
urmatorul exemplu. Reamintim ca un inel R se numeste semilocal daca R/rad(R) este semisim-

plu artinian. Este evident ca orice inel semiperfect este semilocal.

Exemplul 3.3.2. Consideram localizarile Z,) and Z,) ale inelului intregilor la numerele prime
p si g. Atunci inelul R = Z,) N Z(, este un inel semilocal cu doua ideale maximale (p) si (q)

generate de p si ¢q, deoarece
R/rad(R) = R/(pq) = R/(p) x R/(q).

Dar R nu este semiperfect, deoarece idempotentii nu se ridica modulo rad(R). Observam faptul
ca v = 3 € R are o inversa exterioara nenula daca si numai daca € U(R) daca si numai daca

a si pq sunt relativ prime.
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3 5
Vom alege p = 3 si ¢ = 5, asadar R = Z3)NZ). Fie A = - € M;(R). Niciun element

al lui A nu are o inversa exterioara nenula, dar A este inversabila, deci are o inversa exterioara

-5 3
A" ¢ Ms(rad(R)) = M3(15R), dar se poate observa cu usurintd cad A’ c¢d nu are nicio inversa

9 =5 30
nenuld, mai exact A=t = 1 € My(R). De asemenea, A’ = (O 0) € M(R) si

exterioara nenula.

Putem observa cum proprietatea de a avea o inversa exterioara nenula se transfera de la o

matrice cu rangul determinantal ¢ la matricea ei compusa de ordin ¢.
Teorema 3.3.3. Fie A= (a;j) € Mpmn(R) cu p(A) =t. Consideram afirmatiile:
(i) A are o inversd exterioara nenuld.
(ii) Ci(A) are o inversd exterioard nenuld.
Atunci (i) = (i7). Daca R este un inel semiperfect, atunci (i) <= (ii).

Deoarece orice inel comutativ semiperfect este un produs direct finit de inele comutative

locale, putem deduce imediat urmatorul corolar.

Corolarul 3.3.4. Fie R un inel comutativ semiperfect, si fie A € My, ,(R) cu p(A) =t. Atunci

A are o inversa exterioard nenuld dacd si numai daca C¢(A) are o inversa exterioard nenuld.

3.4 Numararea matricelor care au o inversa exterioara nenula

In cazul unui inel finit semiperfect, Teorema ne ajuta sa determinam cu usurinta

numarul matricelor de dimensiune m x n peste R care au o inversa exterioara nenula, pe care il

vom nota cu VO(M,y, »(R)).

Propozitia 3.4.1. Fie R un inel comutativ semiperfect, sa zicem ca R = Ry X --- X Rg este un

produs de inele comutative locale finite. Atunci:

VO(Mpnn(R)) = H | Mynn(Ri)| — H | M n (rad(Ry))|-
k=1 k=1

In cele ce urmeaza vom numara matricele care au o inversa exterioara nenula peste algebre

grupale finite F;,[G], unde Fj este un corp cu ¢ elemente si G este un grup cu [ elemente.

Propozitia 3.4.2. Fie G un grup cu l elemente, si fie F; un corp cu q elemente astfel incdt
char(Fy) nu divide l. Atunci:

nn2
(i) VO(Minn(FglG)) = [Timr a4 — 1.
(ii) Daca G este abelian, atunci VO(My,n(Fy[G])) = [15_1 ¢™"% — 1.

In final vom considera cazul mai interesant al unui grup ciclic, GG, cu | elemente, adica
G = 7Z,.. De data aceasta vom avea o formuld pentru numarul matricelor de dimensiune m x n

peste F,[G] care au o inversa exterioara nenula daca algebra grupala Fy[G] nu este semisimpla.
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Propozitia 3.4.3. Fie | > 2 un numar intreg si fie Fy un corp finit cu q elemente. Scriem
wl =1 =pi(z)™ - ps(x)™ cu polinoamele distincte ireductibile py(z), ..., ps(x) € Fy[x] respectiv

cu gradele dy, . ..,ds, si numerele intregi pozitive r1,...,rs. Atunci:

S

VO(Muu(Folz))) = [T ap™ — [T a0
k=1 k=1

unde qp = q% pentru orice k € {1,...,s}.

3.5 Inverse exterioare in inele de matrice formale triunghiulare

In aceasta sectiune vom vedea cum se comporta proprietatea de a avea o inversa exterioara

nenula relativ la inele de matrice formale triunghiulare.

Teorema 3.5.1. Fie R si S inele oarecare si fie M un R-S-bimodul. Atunci T)l v €

a2

R M X o . o b1 Yy R M o . . o
are o inversd exterioard € daca si numai dacd a1 € R are
0o S 0 b 0o S

. . . . . ‘ br y
inversa exterioard by € R si ag € S are inversa exterioard ba € S. Mai mult, 0 este

ba
nenuld daca st numai daca cel putin una dintre by si by este nenula.

Folosind Teorema putem imediat numara matricele care au o inversa exterioara nenula

in inele de matrice formale triunghiulare.

Teorema 3.5.2. Fie R si S inele finite oarecare, si fie M un R-S-bimodul finit. Fie ovnr(R) si

ovnr(S) multimile de elemente din R, respectiv S care au o inversd exterioard nenuld. Atunci

numarul matricelor din <0 g care au o inversa exterioara nenuld este

R -[S]-|M| = (|R| = lovnr(R)[) - (|S] = ovnr(S)]) - [M].
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Aplicatii

Vom folosi rezultatele anterioare legate de matrice regulare von Neumann, matrice regulare
tari si matrice care au o inversa exterioara nenuld ca sa dezvoltam aplicatii la generalizari
ale acestor concepte, numite matrice von Neumann locale, von Neumann locale tari si von
Neumann locale exterioare. Printre alte proprietati, vom arata ca matricea compusa de ordin ¢
a unei matrice cu rangul determinantal ¢ peste un inel comutativ local este von Neumann locala
tare, iar fiecare matrice peste un inel semiperfect oarecare este von Neumann locald exterioara.
Exceptand rezultatele citate, toate celelalte rezultate sunt originale si majoritatea sunt incluse

in lucrarea [26].

4.1 Matrice von Neumann locale

Contessa [29] a introdus inelele von Neumann locale ca fiind inelele R cu proprietatea ca a
sau 1 —a este regular von Neumann pentru orice a € R. Evident, orice inel regular von Neumann
si orice inel local este von Neumann local. De asemenea, orice inel von Neumann local este un
inel exchange. Inelele von Neumann locale au fost studiate si de Abu Osba, Henriksen si Alkam
[1], si Anderson si Badawi [4], care au considerat definitia lor pe elemente. Astfel, un element
a € R se numeste von Neumann local daca a sau 1 — a este von Neumann regular. Evident,
orice element regular von Neumann este von Neumann local.

In particular, o matrice A € M, (R) este von Neumann locals daci A sau I,, — A este regulars

von Neumann. Vom arata ca existd numeroase matrice von Neumann locale.

Teorema 4.1.1. Fie R un inel comutativ local, si fie A € M, (R) cu p(A) < 1. Atunci A este

von Neumann locald.

Corolarul 4.1.2. Fie R un inel comutativ local, si fie A € My (R) cu p(A) =t. Atunci Ci(A)

este von Neumann locala.

Folosind caracterizarea noastra despre matrice regulare von Neumann, vom deduce imediat

caracterizarea matricelor von Neumann locale.

Teorema 4.1.3. Fie R un inel comutativ local, si fie A € My(R) cu p(A) =t si p(In—A) = s.

Atunci urmatoarele sunt echivalente:

(1) A este von Neumann locala.

25
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(2) Ci(A) sau Cs(I, — A) este regulara von Neumann.

(3) A=0, sau A are o submatrice inversabila de dimensiune t x t-sau A = I, sau I, — A are

o submatrice inversabila de dimensiune s X s.

In continuare vom caracteriza matricele von Neumann locale de dimensiune 2 x 2 peste inele

comutative locale, doar din punct de vedere al determinantilor.

Teorema 4.1.4. Fie R un inel comutativ local, si fie A € My(R). Atunci urmatoarele sunt

echivalente:
(1) A este von Neumann locald.

(2) det(A) € U(R) U {0} sau det(Io — A) € U(R) U {0}.
Daca R nu este corp, atunci sunt mai departe echivalente cu:
(3) det(A) ¢ rad(R) \ {0} sau det(Ia — A) ¢ rad(R) \ {0}.

(4) det(A) € U(R) U {0} sau 1 —Tr(A) € U(R).

0 0
Exemplul 4.1.5. Matricea A = 0 9 € M5(Z4) este von Neumann locala (deoarece I — A

este inversabild), dar nu este regulara von Neumann conform Teoremei m

Spre deosebire de cazul regularitatii von Neumann, proprietatea de a fi von Neumann locala
nu se comporta bine relativ la produse directe (a se vedea [I], p.2644]). Conform [I, Theorem 3.1],
un produs direct R = [], . Ry este von Neumann local daca si numai daca exista [ € K astfel
incat R; este von Neumann local si Ry este regular von Neumann pentru orice k € K \ {l}. In
continuare vom da un rezultat referitor la elemente, a carui versiune comutativa a fost data de
Anderson si Badawi [4, Theorem 5.1]. Notam cu vanr(R) (respectiv vnl(R)) multimea elementelor

regulare von Neumann (respectiv von Neumann locale) ale inelului R.

Teorema 4.1.6. Fie R = [[,cx Rr un produs direct de inele oarecare. Atunci vnl(R) =
[L1cx vol(Ry) daca si numai daca vol(Ry) = vor(Ry) pentru toate mai putin un k € K. In
particular, R este un inel a von Neumann local ring daca si numar daca exista cel putin un

k € K astfel incat Ry nu este regular von Neumann, dar Ry este von Neumann local.

4.2 Matrice von Neumann locale tari

Consideram specializarea notiunii de element von Neumann local al unui inel. Astfel, un
element a € R se numeste von Neumann local tare daca a sau 1 — a este regular tare. Evident,
orice element regular tare este von Neumann local tare, si orice element von Neumann local tare
este un element von Neumann local. In particular, o matrice A € M, (R) este von Neumann
locala tare daca A sau I,, — A este regulara tare. Observam ca notiunea noastra de element von
Neumann local tare este diferita de cea cu acelasi nume din [I].

In continuare vom imbunatati anumite rezultate de la matrice von Neumann locale.
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Teorema 4.2.1. Fie R un inel comutativ local, si fie A € M,(R) cu p(A) < 1. Atunci A este

von Neumann locala tare.

Corolarul 4.2.2. Fie R un inel comutativ local, si fie A € My(R) cu p(A) =t. Atunci Ci(A)

este von Neumann locala tare.

Rezultatele noastre anterioare cu privire la matricele regulare tari pot fi imediat aplicate ca

sa deducem proprietati asemanatoare la matricele von Neumann locale tari.

Teorema 4.2.3. Fie R un inel comutativ local, si fie A € My(R) cu p(A) =t si p(In—A) = s.

Atunci urmatoarele sunt echivalente:

(1) A este von Neumann locala tare.
(2) Ci(A) sau Cs(I, — A) este requlara tare.

(3) A =0, sau c; € UR) sau A = I, sau ds € U(R), unde ¢; = (—1)'Tr(Cy(A)) si ds =
(=1)*Tr(Cs(I, — A)).

In continuare vom arata ca matricele von Neumann locale si von Neumann locale tari coincid

in cazul matricelor 2 x 2 peste inele comutative locale.

Teorema 4.2.4. Fie R un inel comutativ local, si fie A € My(R). Atunci A este von Neumann

locala tare dacd si numai dacd A este von Neumann locald.

Exemplul 4.2.5. Conform Teoremei ca sa gasim un exemplu de matrice von Neumann
locala, care sa nu fie von Neumann locala tare, peste un inel comutativ local trebuie sa cautam
o matrice cu dimensiunea mai mare de 2 x 2. Vom lua

0

A=10 0 1| € M3(Zy).

1 0 3
Deoarece p(A) = 2 si A are o submatrice inversabila de dimensiune 2 x 2, A este regulara von
Neumann din Teorema |1.4.2] si deci, A este von Neumann locala. Deoarece suma submatricelor
diagonale de dimensiune 2 x 2 ale lui A este 0, A nu este regulara tare, din Teorema [2.1.5

Consideram

Deoarece p(I3 — A) = 3 si det(I3 — A) = 2 ¢ U(Z4), I3 — A nu este regulara tare din Teorema
si deci, A nu este von Neumann locala tare.

Am vazut deja ca in general proprietatea de a fi von Neumann local nu se comportd bine
in raport cu produsele directe, si am dat Teorema [£.1.6l Ne confruntam cu aceeasi problema
la elementele von Neumann locale tari in inele oarecare R. Vom nota cu svnr(R) (respectiv

svnl(R)) multimea elementelor regulare tari (respectiv von Neumann locale tari) din R.

Teorema 4.2.6. Fie R = [],cx Ry un produs direct de inele oarecare. Atunci svnl(R) =
[1cx svnl(Ry) daca si numai daca svnl(Ry,) = svar(Ry,) pentru cel mult un k € K. In particu-
lar, R este un inel von Neumann local tare daca si numai daca exista cel mult un k € K astfel

incat Ry nu este reqular tare, dar Ry este von Neumann local tare.
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4.3 Matrice von Neumann locale exterioare

Generalizand elementele von Neumann locale ale unui inel, spunem ca un element a € R se
numeste von Neumann local exterior daca a sau 1—a are o inversa exterioara nenula. Un element
care are o inversa von Neumann locala exterioara se va numi si element regular von Neumann
exterior. Evident, orice element regular von Neumann exterior va fi von Neumann local exterior,
iar orice element von Neumann local va fi von Neumann local exterior. In particular, o matrice
A € M, (R) este von Neumann locala exterioara daca A sau I,, — A este regulara von Neumann
exterioara.

n Teorema [3.3.1] am dat o caracterizare a matricelor care au o inversd exterioars nenuli

peste un inel semiperfect. O putem folosi acum ca sa obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 4.3.1. Fie R un inel semiperfect. Atunci orice matrice A = (a;;) € M, (R) este von

Neumann locala exterioara.

Exemplul 4.3.2. (1) Vom da mai intai un exemplu de matrice von Neumann locald exterioara

peste un inel care nu este semiperfect. Consideram inelul semilocal R = Z) N Z3) (care nu

3 0
este semiperfect), si matricea A = (0 O) € Ms(R). Prin calcule directe se arata ca A nu are
. < L o . 11
o inversa exterioara nenula. Dar se vede ca B(Is — A)B = B pentru B = (3 3> € My(R),

-2 0
asadar Iy — A = < 01 are o inversa exterioard nenula, si deci A este von Neumann locala

exterioara.

(2) Matricea A de mai sus poate fi si un exemplu de matrice von Neumann locala exterioara,
care nu este von Neumann locala. intr—adevér, prin calcule directe se aratd ca nici A si nici
I, — A nu este regulara von Neumann (sau observam ca primele ideale determinantale ale lui
A si I — A nu sunt generate de idempotenti si folosim Teorema [1.4.1). Asadar A nu este von

Neumann locala.

Teorema 4.3.3. Fie R un inel local oarecare si fie A € My(R). Atunci urmdtoarele sunt

echivalente:

(1) A este von Neumann locald exterioard.

(2) A sau I, — A are un element inversabil.

(3) A sau I, — A are un element cu o inversa exterioard nenuld.
(4) A ¢ M,(rad(R)) sau I, — A ¢ My(rad(R)).

In final, vom vedea cum se comporta proprietatea de a fi von Neumann locala exterioara
relativ la produse directe. Notam ovnr(R) (respectiv ovnl(R)) multimea elementelor regulare

von Neumann exterioare (respectiv von Neumann locale exterioare) ale unui inel R.

Teorema 4.3.4. Fie R = [[,cx Rr un produs direct de inele oarecare. Atunci (ap)rex €

ovnl(R) daca si numai dacd exista un j € K astfel incat a; € ovnl(R;).



Apendix

Definitiile unei matrice regulare von Neumann, regulare tari sau regulare exterioare se folos-
esc de gasirea unei matrice B care sa satisfaca anumite proprietati relativ la A. De aceea, pen-
tru a verifica regularitatea von Neumann, regularitatea tare si regularitatea exterioara folosind
definitiile poate fi un proces de durata, partea cea mai dificila fiind gasirea unei matrice con-
venabile B. Pe de alta parte, rezultatele noastre ofera caracterizari intrinseci ale acestor trei
notiuni, care pot fi dezvoltate in algoritmi mai eficienti. Vom ilustra acest lucru pentru matrice
peste inele de clase de resturi.

Algoritmii pentru matricele von Neumann locale tari si von Neumann locale peste inelele de
clase de resturi se pot deduce imediat din acestia trei de baza. Am vazut deja ca orice matrice
peste inele de clase de resturi este von Neumann locala exterioara.

Folosindu-ne de algoritmii nostri, am obtinut exemple pentru matrice de dimensiuni mai

mari.
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