
UNIVERSITATEA BABEŞ-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
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1.4 Caracterizări . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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� inversă exterioară
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Introducere

Conceptul de inel regular (von Neumann) a fost introdus de von Neumann ı̂n lucrarea sa

faimoasă [70] ca un instrument algebric pentru a studia anumite latici, care au fost utilizate ı̂n

coordonatizarea geometriei proiective. De atunci, s-au descoperit multe aplicat, ii ale acestor in-

ele, ı̂n diferite ramuri ale matematicii, cum ar fi algebră, analiză funct, ională, ecuat, ii diferent, iale,

statistică, probabilităt, i sau criptografie. O prezentare exhaustivă a inelelor regulare von Neu-

mann a fost facută prima dată ı̂n monografia lui Goodearl [38].

Reamintim faptul că un inel R se numes,te regular von Neumann dacă fiecare element a ∈ R

este regular von Neumann, adică există un element b ∈ R, numit inversă interioară sau inversă

generalizată a lui a, astfel ı̂ncât a = aba. Definit, ia poate fi extinsă cu us,urint, ă la matrice peste

un inel R astfel: o matrice A de dimensiune m × n se numes,te regulară von Neumann dacă

există o matrice B de dimensiune n×m astfel ı̂ncât A = ABA, caz ı̂n care B se numes,te inversă

interioară sau inversă generalizată a matricei A. Inversa interioară are aplicat, ii directe ı̂n

rezolvarea sistemelor liniare de forma Ax = b, când A este o matrice singulară sau nepătratică.

Dacă sistemul are solut, ia y s, i A este regulară von Neumann, cu inversa interioară B, atunci

x = Bb este o solut, ie, deoarece Ax = ABb = ABAy = Ay = b (a se vedea [12]).

Conform unei teoreme clasice a lui von Neumann, orice matrice peste un inel regular von

Neumann este regulară von Neumann s, i, ı̂n particular, orice matrice peste un corp este regulară

von Neumann. Problema caracterizării matricelor regulare von Neumann s, i a inverselor gen-

eralizate peste inele comutative a fost formulată de Bhaskara Rao [13], iar ı̂n această direct, ie

ment, ionăm lucrările: Bapat, Bhaskara Rao s, i Prasad [10], Prasad [65], Lam s, i Swan [49], s, i

monografiile lui Ben-Israel s, i Greville [12] s, i Bhaskara Rao [14], care cont, in câteva caracterizări

importante. Această problemă are aplicat, ii utile ı̂n teoria controlului, teoria sistemelor de ma-

trice polinomiale, precum s, i ı̂n algebre de operatori (a se vedea [14]).

Regularitatea von Neumann are o generalizare ı̂n teoria categoriilor dată de Dăscălescu,

Năstăsescu, Tudorache s, i Dăus, [33] după cum urmează: pentru două obiecte M s, i N dintr-o

categorie oarecare, N se numes,te M -regular dacă fiecare morfism f : M → N este regular, adică

există un morfism g : N → M astfel ı̂ncât f = fgf . Morfismele regulare din categoria modulelor

au fost studiate de Kasch s, i Mader [43]. Recent, obiectele s, i morfismele regulare din categorii

abeliene au fost studiate de Crivei and Kör [32] s, i Crivei, Koşan s, i Yildirim [31].

Toate acestea ne-au stârnit interesul ı̂n cercetarea regularităt, ii von Neumann pentru matrice

s, i a not, iunilor aferente numite regularitate tare s, i regularitate exterioară, not, iuni ce vor fi

abordate pe parcursul lucrării. Teza este structurată ı̂n patru capitole s, i un apendix, care vor fi

descrise ı̂n continuare.

În primul capitol ne-am concentrat pe găsirea unui criteriu practic de a verifica regularitatea
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2 INTRODUCTION

von Neumann a matricelor peste anumite inele comutative, precum s, i numărarea lor ı̂n cazuri

finite. Abordarea noastră are legătură cu lucrarea lui Lam s, i Swan [49], care dă o caracterizare

a matricelor pătratice regulare von Neumann peste inele comutative din perspectiva idealelor

determinantale asociate. În Teorema 1.2.1 demonstrăm că dacă A este o matrice nenulă de

dimensiune m × n cu rangul determinantal t peste un inel comutativ astfel ı̂ncât A să aibă

o submatrice inversabilă A′ de dimensiune t × t, atunci A este regulară von Neumann, iar o

inversă interioară a sa poate fi construită folosind inversa matricei A′. Reciproc, ı̂n Teorema

1.3.2, cu anumite condit, ii impuse asupra inelului R, dacă A este o matrice regulară von Neumann

nenulă de dimensiune m×n cu rangul determinantal t peste un inel comutativ R, atunci A are o

submatrice inversabilă de dimensiune t×t. În Teorema 1.3.3, demonstrăm că, ı̂n anumite situat, ii,

o matrice de dimensiune m×n peste un inel comutativ local este regulară von Neumann dacă s, i

numai dacă rangul său determinantal s, i rangul său McCoy coincid. Bazându-ne pe rezultatele

anterioare, am formulat Teorema 1.4.2, ı̂n care dăm o caracterizare intrinsecă a unei matrice A,

de dimensiune m×n nenulă cu rangul determinantal ρ(A) = t peste un inel comutativ local, de

a fi regulară von Neumann, s, i anume A trebuie să aibă o submatrice inversabilă de dimensiune

t × t. Existent,a unei astfel de submatrice este echivalentă cu existent,a unui element inversabil

ı̂n matricea compusă de ordin t, Ct(A), a matricei A, care cont, ine tot, i minorii de dimensiune

t× t ai matricei A.

De asemenea, deducem consecint,e ı̂n inele comutative oarecare s, i produse de inele comu-

tative locale. În Teorema 1.5.1 determinăm numărul matricelor regulare von Neumann de di-

mensiune m × n peste un inel finit local R cu idealul maximal M , cu |R/M | = |Fq| = q, ca

fiind
∑min(m,n)

t=0 |M |t(m+n−t)r(m,n, q, t), unde r(m,n, q, t) este numărul matricelor de dimensiune

m×n peste un corp Fq, având rangul determinantal egal cu t. Ca aplicat, ii, numărăm matricele

regulare von Neumann de dimensiune m × n peste inele de clase de resturi Zl s, i peste alge-

bre grupale Fq[Zl] (Corolarul 1.5.3), unde Fq este un corp cu q elemente, a cărui caracteristică

divide l. În final, abordăm matricele regulare von Neumann peste inelele de matrice formale

triunghiulare s, i dăm caracterizarea din Teorema 1.6.1.

O subclasă importantă a inelelor regulare von Neumann [70] constă din inelele regulare tari,

introduse de Arens s, i Kaplansky [6], care sunt studiate ı̂n teoria inelelor. Aceasta este tema celui

de-al doilea capitol din teză. Un inel R cu unitate se numes,te regular tare dacă pentru orice

element a ∈ R există un element b ∈ R astfel ı̂ncât a = a2b, iar definit, ia este simetrică dreapta-

stânga. Restrict, ionând această not, iune la elemente, spunem că a ∈ R se numes,te regular tare

dacă există b ∈ R astfel ı̂ncât a = a2b = ba2, caz ı̂n care b se numes,te inversă interioară tare (sau

inversă generalizată tare) a lui a. Pentru proprietăt, i generale ale inelelor regulare tari facem

trimitere la [38]. Aceste definit, ii pot fi date s, i pentru matrice peste anumite inele R: o matrice A

de dimensiune n×n se numes,te regulară tare dacă există o matrice B de dimensiune n×n astfel

ı̂ncât A = A2B = BA2. De ment, ionat că matricele peste corpuri nu trebuie să fie regulare tari,

cum este cazul celor regulare von Neumann, deci problema caracterizării matricelor regulare tari

are sens s, i pentru corpuri.

Subliniem că definit, iile pentru matricele regulare von Neumann s, i matricele regulare tari nu

sunt intrinseci, ci depind de existent,a altor matrice cu anumite proprietăt, i. Printre aplicat, iile

practice ment, ionăm verificarea regularităt, ii von Neumann s, i a regularităt, ii tari a matricelor de

dimensiuni mari, lucru care necesită mult timp din punct de vedere computat, ional. De aceea,
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ne interesează să avem caracterizări intrinseci ale acestor proprietăt, i. Astfel, o ı̂ntrebare firească

este dacă o matrice regulară tare cu rangul determinantal t peste un inel comutativ local poate

fi caracterizată s, i din perspectiva matricei sale compuse de ordin t. Un răspuns afirmativ ı̂l

dăm ı̂n al doilea capitol din teză. Mai ı̂ntâi stabilim un rezultat mai general pentru un inel

comutativ oarecare R, folosind Teorema Cayley-Hamilton redusă (Teorema 2.1.1). Pentru o

matrice A ∈ Mn(R) nenulă, cu rangul determinantal t, demonstrăm că dacă A este regulară

tare, atunci urma Tr(Ct(A)) a matricei sale compuse de ordin t nu apart, ine radicalului lui R, ı̂n

timp ce, dacă Tr(Ct(A)) este inversabilă ı̂n R, atunci A este regulară tare (Teorema 2.1.3). În

particular, aceste lucruri implică faptul că o matrice A nenulă cu rangul determinantal t peste

un inel comutativ local R este regulară tare dacă s, i numai dacă suma minorilor diagonali de

dimensiune t × t este inversabilă ı̂n R, sau echivalent, urma matricei compuse de ordin t este

inversabilă ı̂n R. Mai mult decât atât, ı̂n acest caz putem construi o inversă interioară tare a

matricei A, ca fiind matricea B = −c−1
t (At−1+c1A

t−2+· · ·+ct−1In), unde ck = (−1)kTr(Ck(A))

pentru orice k ∈ {1, . . . , n} (Teorema 2.1.5).

Acest rezultat are consecint,e la produse de inele comutative locale s, i algebre grupale (a

se vedea Corolarul 2.2.3). Astfel, ı̂n Teorema 2.3.1 vom număra matricele regulare tari peste

inele finite locale. Mai precis, numărul matricelor regulare tari de dimensiune n × n cu rangul

determinantal t peste R este dat de |GLn(R)|
|GLn−t(R)| . De asemenea, stabilim rezultate de numărare

s, i pentru inele de clase de resturi Zl s, i algebre grupale Fq[G] (Teorema 2.4.1), unde Fq este un

corp cu q elemente s, i G este un grup cu l elemente. Apoi, ne ocupăm de inverse interioare tari

s, i inverse reflexive tari ı̂n inele oarecare, s, i demonstrăm ı̂n Teorema 2.5.2 că dacă a s, i b sunt

elemente regulare tari dintr-un inel semiprim R, având mult, imi disjuncte de inverse interioare

S(a) s, i S(b), atunci S(a) ⊆ S(b) dacă s, i numai dacă b2 = ab = ba. În final, caracterizăm

matricele regulare tari peste inele de matrice formale triunghiulare (Teorema 2.6.1).

O continuare firească a cercetării noastre, ı̂n capitolul trei, este studiul inverselor exterioare.

Un element b din inelul R se numes,te inversă exterioară a lui a ∈ R, dacă bab = b, definit, ie ce

poate fi transpusă s, i la matrice: o matrice B de dimensiune n×m se numes,te inversă exterioară

a matricei A de dimensiune m×n dacă BAB = B. Dacă A este o matrice regulară von Neumann

de dimensiune m×n cu inversa interioară B de dimensiune n×m, atunci este us,or de observat

că BAB este o inversă exterioară a lui A. Evident, dacă A este o matrice regulară von Neumann

nenulă, atunci ea are o inversă exterioară nenulă. În primele două capitole din teză am stabilit

câteva caracterizări intrinseci ale matricelor regulare von Neumann (tari) peste inele comutative,

cât s, i rezultate de numărare. În continuare considerăm clasa mai generală a matricelor care au

inverse exterioare nenule peste inele oarecare, s, i căutăm descrieri intrinseci ale acestor matrice.

Mai ı̂ntâi analizăm matricele care au o inversă exterioară nenulă ı̂n cazul general al unui

inel oarecare. Astfel, demonstrăm că existent,a unui element al matricei cu o inversă exterioară

nenulă ne asigură că matricea A are o inversă exterioară nenulă. Acest lucru implică faptul că

A trebuie să aibă un element ı̂n afara radicalului Jacobson al inelului (Teorema 3.1.1). Arătăm

că aceste condit, ii sunt echivalente s, i ne dau un criteriu constructiv pentru matricele ce au o

inversă exterioară nenulă ı̂n cazul unui tip mai general de inele, s, i anume inelele semiperfecte.

Ca exemple de inele semiperfecte reamintim inelele locale, inelele artiniene pe o parte, inelele

semiprime s, i inelele perfecte pe o parte. Construct, ia noastră ia ı̂n considerare inelele locale,

produsul de inele locale (Teorema 3.2.2), s, i ı̂n final inelele semiperfecte (Teorema 3.3.1). Pe par-
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cursul acestor demonstrat, ii, dăm un rezultat interesant de sine stătător, s, i anume, că elementele

cu o inversă exterioară nenulă se ridică modulo ideale pe o parte a inelelor exchange (Teorema

3.1.4 s, i Corolarul 3.1.5).

De asemenea, numărăm matricele care au o inversă exterioară nenulă peste inele semiperfecte

finite s, i inele comutative finite (Propozit, ia 3.4.1), s, i dăm câteva aplicat, ii pentru inele de clase

de resturi, produse de inele Galois, inele de cuaternioni peste inele de clase de resturi s, i algebre

grupale finite. Aceste rezultate pot avea aplicat, ii s, i ı̂n criptografie, ı̂n descrierea s, i numărarea

elementelor unor spat, ii de chei pentru criptosisteme, la fel ca matricele regulare von Neumann

care pot avea aplicat, ii, spre exemplu, ı̂n protocolul de schimbare de chei s, i criptarea cu cheie

publică cu schema de căutare a cuvintelor cheie din [56]. În final, caracterizăm matricele care

au o inversă exterioară nenulă peste inele de matrice formale triunghiulare (Teorema 3.5.1).

Odată ce am studiat conceptele de matrice regulare von Neumann, matrice regulare tari

s, i matrice care au o inversă exterioară nenulă, ı̂n ultimul capitol, mai exact capitolul patru

din teză, vom da aplicat, ii pentru câteva generalizări ale acestora. O astfel de generalizare se

numes,te matrice von Neumann locală, adică o matrice A ∈ Mn(R) astfel ı̂ncât A sau In −A să

fie regulară von Neumann. Aceasta a fost inspirată din conceptul asemănător folosit ı̂n teoria

inelelor, introdus de Contessa [29]. Astfel, ı̂n Teorema 4.1.3, deducem că A este von Neumann

locală, cu ρ(A) = t s, i ρ(In−A) = s, dacă s, i numai dacă Ct(A) sau Cs(In−A) este regulară von

Neumann. De asemenea, extindem astfel de rezultate la produse directe de inele oarecare (sau

inele comutative locale) (a se vedea Teorema 4.1.6).

O specializare a not, iunii de matrice von Neumann locală este aceea de matrice von Neumann

locală tare, adică o matrice A de dimensiune n×n astfel ı̂ncât A sau In−A să fie regulară tare.

Arătăm ı̂n Corolarul 4.2.2 că există din abundent, ă astfel de matrice, deoarece pentru orice

A ∈ Mn(R) peste un inel comutativ R, cu ρ(A) = t, Ct(A) este von Neumann locală tare. O

caracterizare a acestor matrice peste inele comutative R este dată ı̂n Teorema 4.2.3 prin condiţiile

ca Ct(A) sau Cs(In −A) să fie regulară tare, unde t = ρ(A) s, i s = ρ(In −A). Generalizând mai

mult conceptul de matrice von Neumann locală, considerăm not, iunea de matrice von Neumann

locală exterioară, adică o matrice A ∈ Mn(R) astfel ı̂ncât A sau In−A să aibă o inversă exterioară

nenulă. În Teorema 4.3.1 demonstrăm că orice A ∈ Mn(R) peste un inel semiperfect oarecare

R este von Neumann locală exterioară. Când R este un inel local oarecare, atunci A ∈ Mn(R)

este von Neumann locală exterioară dacă s, i numai dacă A sau In−A are una dintre următoarele

proprietăt, i: are un element inversabil, sau are un element cu o inversă exterioară nenulă, sau nu

are elemente ı̂n radicalul Jacboson al lui R (Teorema 4.3.3).

În cele din urmă, după ce avem toate aceste caracterizări intrinseci pentru matrice regulare

von Neumann, matrice regulare tari s, i matrice care au o inversă exterioară nenulă, este util

să dezvoltăm cât, iva algoritmi care să verifice aceste proprietăt, i pentru diferite matrice. Astfel,

ı̂n apendixul tezei, prezentăm cât, iva algoritmi eficient, i pentru matrice peste inele de clase de

resturi, ı̂mpreună cu implementările lor ı̂n Python, dar s, i câteva exemple relevante de ordin mai

mare, calculate cu ajutorul acestor algoritmi.

Exeptând rezultatele citate, toate celelalte rezultate din teză sunt originale s, i sunt incluse

ı̂n articolele noastre [15, 23, 24, 25, 26, 27]. Dintre acestea, cinci au fost publicate ı̂n revistele

Linear and Multilinear Algebra, Linear Algebra and Its Applications, Electronic Journal of Lin-

ear Algebra s, i Mathematica. De asemenea, rezultatele principale din teză au fost prezentate ı̂n
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cadrul a trei conferint,e.

Nu pot exprima ı̂n cuvinte cât de mult ı̂i mult,umesc profesorului meu ı̂ndrumător pentru

răbdarea, ajutorul moral s, i intelectual, dar s, i sugestiile din tot acest timp. De asemenea, nu

puteam să ajung până aici fără ajutorul comisiei de ı̂ndrumare, care m-a ajutat cu expertiza

s,tiint, ifică.



Capitolul 1

Matrice regulare von Neumann

În acest capitol vom da o condit, ie suficientă de tip constructiv pentru ca o matrice peste un

inel comutativ să fie regulară von Neumann, dar vom arăta că este s, i necesară peste anumite

inele locale. Mai exact, considerând anumite ipoteze asupra inelului R, vom demonstra că o

matrice A peste un inel comutativ local R este regulară von Neumann dacă s, i numai dacă A are o

submatrice inversabilă de dimensiune ρ(A)×ρ(A), unde ρ(A) reprezintă rangul determinantal al

lui A. Vom deduce consecint,e asupra inelelor comutative (produselor de inele locale comutative),

s, i vom determina numărul matricelor regulare von Neumann peste inele finite de clase de resturi

s, i algebre grupale. Vom aborda s, i matricele regulare von Neumann peste inele de matrice

formale triunghiulare. Cu except, ia rezultatelor citate, toate celelalte rezultate sunt originale s, i

majoritatea sunt incluse ı̂n articolele noastre [15, 24].

1.1 Preliminarii

Vom reaminti terminologia despre matrice (regulare von Neumann) peste inele comutative

din câteva surse clasice, cum ar fi [12, 14, 18, 38].

Pe parcursul acestui capitol m,n ≥ 2 vor fi două numere ı̂ntregi, iar R va fi un inel comutativ

cu unitate. Notăm cu Mm,n(R) mult, imea tuturor matricelor de dimensiune m×n peste R, iar cu

Mn(R) mult, imea tuturor matricelor de dimensiune n×n peste R. Fie A ∈ Mm,n(R). Fiind date

submult, imile I = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . ,m} unde i1 < · · · < ik s, i J = {j1, . . . , jl} ⊆ {1, . . . , n}
unde j1 < · · · < jl, notăm cu AI,J submatricea lui A ale cărei linii s, i coloane sunt indexate după

mult, imile I s, i J . Pentru oricare k ∈ {1, . . . ,min(m,n)}, matricea compusă de ordin k a lui A

este definită ca matricea Ck(A) ∈ Mm′,n′(R), unde m′ =
(
m
k

)
s, i n′ =

(
n
k

)
, matrice care cont, ine

tot, i minorii lui A de dimensiune k × k, ı̂n care pentru orice I ′ = {i′1, . . . , i′k} cu i′1 < · · · < i′k s, i

J ′ = {j′1, . . . , j′k} cu j′1 < · · · < j′k, elementul (I ′, J ′) al matricei Ck(A) este det(AI′,J ′).

Pentru orice k ∈ {1, . . . , r = min(m,n)}, notăm cu Dk(A) idealul lui R generat de minorii

lui A de dimensiune k × k (adică toate elementele din matricea compusă Ck(A)), numit idealul

determinantal de ordin k al lui A. În R avem următorul s, ir crescător de ideale: Dr(A) ⊆
Dr−1(A) ⊆ · · · ⊆ D2(A) ⊆ D1(A) ⊆ D0(A) = R.

Rangul McCoy al lui A, notat rk(A), este definit ca fiind cel mai mare k ∈ {0, . . . , r}, pentru
care idealul determinantal Dk(A) este fidel, adică rk(A) = max{k ∈ {0, . . . , r} | AnnR(Dk(A)) =

(0)}. Cu alte cuvinte, rangul McCoy al matricei A = (aij) ∈ Mm,n(R) este zero dacă există un

6
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c ∈ R nenul astfel ı̂ncât caij = 0 pentru orice i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, sau cel mai mare

număr ı̂ntreg pozitiv k cu proprietatea că dacă există c ∈ R astfel ı̂ncât cdet(A′) = 0 pentru

orice submatrice A′ de dimensiune k × k a lui A, atunci c = 0.

Rangul determinantal al unei matrice nenule A ∈ Mm,n(R), notat cu ρ(A), este ordinul

maxim al unei submatrice a lui A cu determinantul nenul. Rangul determinantal al matricei

zero este zero. Pentru orice matrice A ∈ Mm,n(R) avem rk(A) ≤ ρ(A), dar ı̂n general rangul

determinantal s, i rangul McCoy al unei matrice nu sunt egale.

Un inel R se numes,te local dacă are un unic ideal maximal la dreapta. Notăm cu rad(R)

radicalul Jacobson al lui R, adică intersect, ia tuturor idealelor maximale la dreapta, s, i notăm cu

U(R) mult, imea elementelor inversabile din R.

1.2 Condit, ii suficiente

Începem prin a da o condit, ie suficientă ca o matrice de dimensiune m × n peste un inel

comutativ să fie regulară von Neumann, care este o condit, ie de interes practic.

Teorema 1.2.1. Fie A ∈ Mm,n(R) o matrice nenulă cu ρ(A) = t. Dacă A are o submatrice

AI,J ∈ U(Mt(R)) pentru I ⊆ {1, . . . ,m} s, i J ⊆ {1, . . . , n}, atunci A este regulară von Neumann.

Mai mult, o inversă interioară a lui A este matricea B ∈ Mn,m(R), unde BJ,I = A−1
I,J s, i toate

celelalte elemente ale lui B sunt zero.

Exemplificăm Teorema 1.2.1 după cum urmează.

Exemplul 1.2.2. Matricea A =

0 2 2 6

2 1 1 1

3 1 1 0

 ∈ M3,4(Z) are ρ(A) = rk(A) = 2. Fie I =

{2, 3} s, i J = {1, 3}. Atunci det(AI,J) = −1 este inversabil ı̂n Z. As,adar A este regulară von

Neumann conform Teoremei 1.2.1, s, i o inversă interioară B a lui A poate fi construită luând

BJ,I = A−1
I,J =

(
−1 1

3 −2

)
, iar B =


0 −1 1

0 0 0

0 3 −2

0 0 0

 ∈ M4,3(Z).

Se poate folosi s, i următoarea extindere a teoremei [14, Theorem 5.3] pentru a da o

demonstrat, ie alternativă imediată a Teoremei 1.2.1.

Teorema 1.2.3. Fie A = (aij) ∈ Mm,n(R) astfel ı̂ncât ρ(A) = t. Notăm cu ∆ = {(I, J) | I ⊆
{1, . . . ,m}, J ⊆ {1, . . . , n}, |I| = |J | = t}. Fie afirmat,iile următoare:

(o) Există (I, J) ∈ ∆ astfel ı̂ncât det(AI,J) ∈ U(R).

(i) Există o familie (cJ,I)(I,J)∈∆ de elemente ale lui R astfel ı̂ncât
∑

(I,J)∈∆ det(AI,J)cJ,I = 1.

(ii) Există o familie (cJ,J)(I,J)∈∆ de elemente ale lui R astfel ı̂ncât(∑
(I,J)∈∆ det(AI,J)cJ,I

)
akl = akl pentru orice k ∈ {1, . . . ,m} s, i l ∈ {1, . . . , n}.

(iii) A este regulară von Neumann.
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(iv) Ct(A) este regulară von Neumann.

(v) Există o familie (cJ,I)(I,J)∈∆ de elemente din R astfel ı̂ncât

det(AK,L)
(∑

(I,J)∈∆ det(AI,J)cJ,I

)
= det(AK,L) pentru orice (K,L) ∈ ∆.

(vi) Există o familie (cJ,I)(I,J)∈∆ de elemente din R astfel ı̂ncât
∑

(I,J)∈∆ det(AI,J)cJ,I este un

idempotent diferit de zero.

Atunci (o) =⇒ (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (v) =⇒ (vi). Dacă R este un inel local,

atunci toate afirmat,iile sunt echivalente.

În cazul anumitor inele putem deduce o altă condit, ie suficientă pentru ca o matrice să fie

regulară von Neumann. Reamintim că un inel R are dimensiune uniformă finită dacă există o

sumă directă finită de ideale uniforme ale lui R care este esent, ială ı̂n R. De asemenea, reamintim

că un inel R se numes,te morfic dacă R/Ra ∼= AnnR(a) pentru orice a ∈ R, sau echivalent, pentru

orice a ∈ R, există b ∈ R astfel ı̂ncât Ra = AnnR(b) s, i Rb = AnnR(a) [59].

Corolarul 1.2.4. Fie R un inel local care ı̂ndeplines, te una dintre următoarele condit,ii:

(i) Fiecare element din R este fie inversabil, fie nilpotent.

(ii) R are dimensiune uniformă finită s, i fiecare element din R este fie inversabil, fie divizor al

lui zero.

(iii) R este un inel morfic.

Fie A ∈ Mm,n(R) astfel ı̂ncât ρ(A) = rk(A). Atunci A este regulară von Neumann.

1.3 O condit, ie necesară

Reciproca Teoremei 1.2.1 nu are loc ı̂n general, după cum putem vedea din exemplul următor.

Exemplul 1.3.1. Urmând exemplul [49, Example 3.3 (C)], considerăm A =

 1 1 0

2 5 2

−2 −8 −4

 ∈

M3(Z), care are ρ(A) = 2. Atunci A este regulară von Neumann, dar nu are nicio submatrice

inversabilă de dimensiune 2× 2.

În ceea ce urmează ne interesează să găsim anumite condit, ii pentru care reciproca Teoremei

1.2.1 să fie adevărată, pentru a obt, ine caracterizări ale matricelor regulare von Neumann cu

consecint,e computat, ionale semnificative.

Teorema 1.3.2. Fie R un inel local, s, i fie A ∈ Mm,n(R) o matrice nenulă cu ρ(A) = t. Dacă

A este regulară von Neumann, atunci A are o submatrice inversabilă de dimensiune t× t.

Se cunoas,te faptul că rk(A) ≤ ρ(A), pentru orice A ∈ Mm,n(R), iar egalitatea are loc când

R este un corp. Teorema 1.3.2 ne dă un alt exemplu al egalităt, ii celor două ranguri.

Corolarul 1.3.3. Fie R un inel local, s, i fie A ∈ Mm,n(R) regulară von Neumann. Atunci

ρ(A) = rk(A).
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1.4 Caracterizări

Mai ı̂ntâi, să reamintim că teorema [61, Chapter 4, Theorem 18] a lui Northcott (̂ın limbajul

modulelor libere finite), teorema [14, Theorem 7.19] a lui Bhaskara Rao s, i teorema [49, Theorem

3.2] a lui Lam s, i Swan dau deja condit, ii necesare s, i suficiente ca o matrice peste un inel comutativ

să fie regulară von Neumann. În continuare enunţam rezultatul lor şi dăm o demonstraţie

alternativa pentru una dintre implicaţii.

Teorema 1.4.1. O matrice A ∈ Mm,n(R) este regulară von Neumann dacă s, i numai dacă,

pentru orice k ∈ {1, . . . ,min(m,n)}, Dk(A) este generat de un idempotent.

Teoremele 1.2.1 s, i 1.3.2 s, i Corolariile lor 1.2.4 s, i 1.3.3 dau următoarea caracterizare pentru

matricele regulare von Neumann de dimensiune m× n peste un inel comutativ local.

Teorema 1.4.2. Fie R un inel local, s, i fie A ∈ Mm,n(R). Atunci următoarele afirmat,ii sunt

echivalente:

(1) A este regulară von Neumann.

(2) A este fie zero, fie A are o submatrice inversabilă de dimensiune ρ(A)× ρ(A).

Dacă R satisface (i), (ii) sau (iii) din Corolarul 1.2.4, atunci sunt mai departe echivalente cu:

(3) ρ(A) = rk(A).

Amintim că o matrice A ∈ Mm,n(R) se notează cu Ap când este văzută peste localizarea Rp

a lui R la un ideal prim p. Avem următoarea consecint, ă a Teoremei 1.4.2.

Teorema 1.4.3. Fie A ∈ Mm,n(R). Considerăm afirmat,iile:

(1) A este regulară von Neumann.

(2) Pentru orice ideal prim (maximal) p al lui R, Ap ∈ Mm,n(Rp) este fie zero, fie are o sub-

matrice inversabilă de dimensiune ρ(Ap)× ρ(Ap).

Atunci (1) =⇒ (2).

Dacă Rp satisface (i), (ii) sau (iii) din Corolarul 1.2.4 pentru orice ideal prim (maximal) p

al lui R, atunci (2) este mai departe echivalentă cu:

(3) Pentru orice ideal prim (maximal) p al lui R, ρ(Ap) = rk(Ap).

Teorema 1.4.2 poate fi extinsă la matrice de dimensiune m × n peste produse de inele co-

mutative locale. Se cunoas,te faptul că regularitatea von Neumann se comportă bine relativ la

produse directe.

Corolarul 1.4.4. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele comutative locale, s, i fie 0m,n ̸=
A ∈ Mm,n(R). Pentru orice k ∈ K, notăm cu hk : Mm,n(R) → Mm,n(Rk) proiect,ia canonică.

Atunci următoarele sunt echivalente:

(1) A este regulară von Neumann.



10 CAPITOLUL 1. MATRICE REGULARE VON NEUMANN

(2) Pentru orice k ∈ K, hk(A) = 0m,n sau hk(A) are o submatrice inversabilă de dimensiune

tk × tk, unde tk = ρ(hk(A)).

Dacă Rk satisface (i), (ii) sau (iii) din Corolarul 1.2.4 pentru orice k ∈ K, atunci sunt echiva-

lente ı̂n continuare cu:

(3) Pentru orice k ∈ K, ρ(hk(A)) = rk(hk(A)).

Remintim că un inel R se numes,te semiperfect dacă R/rad(R) este semisimplu artinian s, i

idempotent, ii se ridică modulo rad(R). Un inel comutativ este semiperfect dacă s, i numai dacă

este un produs direct finit de inele comutative locale [46, Theorem 23.11]. Deci corolarul de mai

sus se aplică oricărui inel comutativ semiperfect. În particular, se aplică oricărui inel comutativ

finit, deoarece orice astfel de inel este un produs direct finit de inele comutative locale finite (a

se vedea [52, Theorem (VI.2)]). deci este semiperfect.

Teorema 1.4.5. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele comutative locale. Fie A ∈
Mm,n(R) cu ρ(A) = t. Atunci A este regulară von Neumann dacă s, i numai dacă Ct(A) este

regulară von Neumann.

1.5 Numărarea matricelor regulare von Neumann

Elementele regulare von Neumann din inelele de clase de resturi au fost caracterizate de

Morgado [54], iar numărul lor a fost determinat de Alkam, Osba [3] s, i Tóth [69]. De asemenea,

Castillo-Ramirez s, i Gadouleau au determinat numărul elementelor regulare von Neumann peste

diferite algebre grupale ı̂n studiul despre automate celulare von Neumann [19]. Ca aplicat, ii ale

Teoremei 1.4.2 vom generaliza rezultatele citate la matrice peste astfel de inele s, i vom determina

numărul matricelor regulare von Neumann de dimensiune m×n peste inelele de clase de resturi

Zl s, i peste algebrele grupale Fq[Zl], unde Fq este un corp a cărui caracteristică char(Fq) divide

l. De fapt, vom demonstra un rezultat mai general s, i vom deduce aceste numere ca s, i cazuri

particulare.

Notăm cu r(m,n, q, t) numărul matricelor de dimensiune m × n peste un corp Fq cu q

elemente, având rangul (determinantal) t ∈ {0, . . . ,min(m,n)}. Atunci r(m,n, q, 0) = 1 s, i

pentru orice t ∈ {1, . . . ,min(m,n)} avem:

r(m,n, q, t) =
(qm − 1)(qm − q) · · · (qm − qt−1)(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qt−1)

(qt − 1)(qt − q) · · · (qt − qt−1)

by [55, 1.7].

Teorema 1.5.1. Fie R un inel finit local cu idealul maximal M astfel ı̂ncât |R/M | = |Fq| = q.

Atunci numărul matricelor regulare von Neumann de dimensiune m× n peste R este

V (Mm,n(R)) =

min(m,n)∑
t=0

|M |t(m+n−t)r(m,n, q, t).

Având ı̂n vedere că regularitatea von Neumann se comportă bine relativ la produsele directe,

deducem imediat următorul corolar, care este aplicabil inelelor comutative semiperfecte.
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Corolarul 1.5.2. Fie R =
∏s

k=1Rk un produs direct de inele comutative finite locale Rk cu

idealele maximale Mk astfel ı̂ncât |Rk/Mk| = |Fqk | = qk pentru orice k ∈ K. Atunci numărul

matricelor regulare von Neumann de dimensiune m× n peste R este

V (Mm,n(R)) =

s∏
k=1

min(m,n)∑
t=0

|Mk|t(m+n−t)r(m,n, qk, t).

Considerăm algebrele grupale Fq[G], unde Fq este un corp cu q elemente s, i G = Zl.

Corolarul 1.5.3. Fie l ≥ 2 un număr ı̂ntreg s, i fie Fq un corp finit cu q elemente astfel

ı̂ncât char(Fq) divide l. Fie xl − 1 = p1(x)
r1 · · · ps(x)rs cu polinoamele distincte ireductibile

p1(x), . . . , ps(x) ∈ Fq[x] respectiv cu gradele d1, . . . , ds, s, i numerele ı̂ntregi pozitive r1, . . . , rs.

Atunci numărul matricelor regulare von Neumann de dimensiune m × n peste algebra grupală

Fq[Zl] este

V (Mm,n(Fq[Zl])) =
s∏

k=1

min(m,n)∑
t=0

q
(rk−1)t(m+n−t)
k r(m,n, qk, t),

unde pentru orice k ∈ {1, . . . , s} avem qk = qdk .

În finalul acestei sect, iuni, abordăm următoarea ı̂ntrebare: Dacă o matrice peste un inel finit

este regulară von Neumann, atunci câte inverse interioare s, i câte inverse reflexive are? Amintim

că o matrice este regulară von Neumann dacă s, i numai dacă aceasta are o inversă interioară dacă

s, i numai dacă are o inversă reflexivă. Dar vom vedea că, pentru o matrice regulară von Neumann

dată, numărul inverselor interioare poate fi diferit de numărul inverselor sale reflexive.

Notăm cu I(A) s, i Ref(A) mult, imile tuturor inverselor interioare, respectiv tuturor inverselor

reflexive ale unei matrice regulare von Neumann A.

Teorema 1.5.4. Fie R un inel finit local cu idealul maximal M astfel ı̂ncât |R/M | = |Fq| =
q. Considerăm omomorfismul natural de inele p : R → R/M s, i omomorfismul indus de R

h : Mm,n(R) → Mm,n(R/M), h((aij)) = (aij +M). Fie A ∈ Mm,n(R) o matrice regulară von

Neumann cu ρ(A) = t.

Atunci numărul inverselor interioare ale matricei A este |I(A)| = |M |mn−t2 · |I(h(A))| =
|R|mn−t2, iar numărul inverselor reflexive este |Ref(A)| = |M |t(m+n−2t) · |Ref(h(A))| =

|R|t(m+n−2t).

Corolarul 1.5.5. Fie R =
∏s

k=1Rk un produs direct de inele comutative finite locale. Fie A ∈
Mm,n(R) o matrice regulară von Neumann cu ρ(A) = t. Atunci numărul inverselor interioare

ale matricei A este |I(A)| =
∏s

k=1 |Rk|mn−t2, iar numărul inverselor reflexive este |Ref(A)| =∏s
k=1 |Rk|t(m+n−2t).

1.6 Inele de matrice formale triunghiulare regulare von Neu-

mann

Ne interesează cum se comportă regularitatea von Neumann pentru inelele de matrice formale

triunghiulare. În introducerea articolului [39] se afirmă că autorii vor da un astfel de rezultat,

dar nu apare ı̂n lucrare, iar noi nu am putut să ı̂l găsim ı̂n literatura de specialitate. Pentru
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inelele oarecare R s, i S s, i un R-S-bimodul M , un inel de matrice formale triunghiulare este

definit ca fiind un inel de forma(
R M

0 S

)
=

{(
r x

0 s

)∣∣∣r ∈ R, x ∈ M, s ∈ S

}
,

cu adunarea s, i ı̂nmult, irea cunoscute de la matrice.

Teorema 1.6.1. Fie R s, i S inele oarecare s, i fie M un R-S-bimodul. Atunci

(
a1 x

0 a2

)
∈(

R M

0 S

)
este regulară von Neumann dacă s, i numai dacă a1 ∈ R s, i a2 ∈ S sunt regulare von

Neumann, iar x ∈ a1M +Ma2.

Folosind Teorema 1.6.1 putem imediat să numărăm elementele regulare von Neumann ale

inelelor de matrice formale triunghiulare.

Teorema 1.6.2. Fie R s, i S două inele finite oarecare s, i fie M un R-S-bimodul finit. Fie

vnr(R) = {r1, . . . , rk} s, i vnr(S) = {s1, . . . , sl} mult,imile de elemente regulare von Neumann

din R s, i respectiv din S. Atunci numărul matricelor regulare von Neumann din

(
R M

0 S

)
este∑

(i,j)∈{1,...,k}×{1,...,l} |riM +Msj |.



Capitolul 2

Matrice regulare tari

În acest capitol vom demonstra o condit, ie necesară s, i o condit, ie suficientă pentru ca o matrice

A de dimensiune n×n cu rangul determinantal ρ(A) = t peste un inel comutativ oarecare să fie

(von Neumann) regulară tare, folosind urma matricei compuse Ct(A) de ordin t. În particular,

o matrice A nenulă de dimensiune n × n cu ρ(A) = t peste un inel comutativ local R este

regulară tare dacă s, i numai dacă Tr(Ct(A)) este inversabilă ı̂n R, iar ı̂n acest caz putem construi

o inversă interioară tare pentru A. De aici, vom dezvolta aplicat, ii pentru produse directe de inele

comutative locale s, i algebre grupale. Vom număra matricele regulare tari peste inele finite de

clase de resturi s, i algebre grupale. De asemenea, vom aborda inversele interioare tari s, i inversele

reflexive tari ı̂n inele oarecare, precum s, i matricele regulare tari peste inele de matrice formale

triunghiulare. Exeptând rezultatele citate, toate celelalte rezultate sunt originale s, i majoritatea

sunt incluse ı̂n articolele noastre [23, 27].

2.1 Caracterizări

Pentru terminologia generală despre matrice peste inele comutative vom face referint, ă la

sursele clasice [12, 14, 18, 38]. Vom reaminti doar conceptele care sunt necesare pentru studiul

nostru. Pe parcursul capitolului n ≥ 2 este un număr ı̂ntreg, iar R este un inel comutativ cu

unitate. De asemenea, GLn(R) este grupul matricelor de dimensiune n×n al căror determinant

este inversabil ı̂n R. Polinomul caracteristic al matricei A este pA(λ) = λn + c1λ
n−1 + · · · +

cn−1λ+ cn, unde ck = (−1)kTr(Ck(A)) pentru orice k ∈ {1, . . . , n}.
Începem cu o versiune redusă a Teoremei Cayley-Hamilton pentru matrice peste inele comu-

tative, pe care o vom folosi pentru a demonstra o caracterizare a matricelor regulare tari nenule.

Cazul matricelor peste corpul C al numerelor complexe a fost demonstrat de Segercrantz [68],

iar apoi de Hwang [42, Theorem 1]. Ultima demonstrat, ie are loc s, i pentru matrice peste corpuri

oarecare. Una din demonstrat, iile Teoremei Cayley-Hamilton peste un inel comutativ R foloses,te

reducerea la un corp, sau chiar la C (a se vedea [53, p. 32] s, i [28, Theorem 3.4] s, i detaliile afer-

ente). Pentru redusa Teoremei Cayley-Hamilton vom folosi aceeas, i idee, care este ı̂n general

aplicabilă pentru identităt, i universale, s, i o vom schit,a ı̂n ceea ce urmează.

Teorema 2.1.1. Fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t. Atunci At+1 + c1A
t + · · ·+ ctA = 0n.

Observaţia 2.1.2. Teorema 2.1.1 este relevantă pentru cazul ı̂n care t < n − 1, ı̂n timp ce

13
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pentru t ≥ n− 1 identitatea anterioară poate fi obt, inută din Teorema Cayley-Hamilton.

Acum putem prezenta rezultatul principal din acest capitol.

Teorema 2.1.3. Fie A ∈ Mn(R) o matrice nenulă cu ρ(A) = t.

(i) Dacă A este regulară tare, atunci ct /∈ rad(R).

(ii) Dacă ct ∈ U(R), atunci A este regulară tare s, i o inversă interioară tare a lui A este

B = −c−1
t (At−1 + c1A

t−2 + · · ·+ ct−1In).

Dăm următorul exemplu ilustrativ.

Exemplul 2.1.4. (1) Fie A =

7 2 8

6 5 3

0 10 6

 ∈ M3(Z12). Din Teorema 2.1.3, A este regulară tare,

s, i o inversă interioară tare a lui A este B = −c−1
2 (A+ c1I3) = −5(A−Tr(A)I3) = 7(A− 6I3) =7 2 8

6 5 9

0 10 0

.

(2) Fie A =

(
0 0

1 0

)
∈ M2(Z4). Din Teoremele 1.4.2 s, i 2.1.3, A este regulară von Neumann,

dar nu s, i regulară tare.

În cazul inelelor comutative locale, vom da o teoremă de caracterizare a matricelor regulare

tari nenule.

Teorema 2.1.5. Fie R un inel local s, i fie A ∈ Mn(R) o matrice nenulă cu ρ(A) = t. Atunci A

este regulară tare dacă s, i numai dacă ct ∈ U(R). În acest caz, o inversă interioară tare a lui A

este B = −c−1
t (At−1 + c1A

t−2 + · · ·+ ct−1In).

2.2 Transferul proprietăt, ii de regularitate tare

Mai ı̂ntâi vom vedea cum regularitatea tare a unei matrice cu rang determinantal t se compară

cu regularitatea tare a matricei compuse de ordin t.

Teorema 2.2.1. Fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t. Considerăm următoarele afirmat,ii:

(i) A este regulară tare.

(ii) Ct(A) este regulară tare.

Atunci (i) =⇒ (ii). Dacă R este un inel local, atunci (i) ⇐⇒ (ii).

Caracterizarea noastră pentru matricele regulare tari nenule peste inele comutative locale din

Teorema 2.1.5 poate fi aplicată s, i ı̂n cazul localizărilor la idealele prime ale inelelor comutative

oarecare ca să decidem dacă o matrice nenulă este regulară tare peste un inel comutativ oarecare.

Putem imediat deduce următoarea consecint, ă a Teoremei 2.1.5. Reamintim că o matrice A ∈
Mn(R) se notează cu Ap când este văzută peste localizarea Rp a lui R la un ideal prim p.
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Teorema 2.2.2. Fie A ∈ Mm,n(R). Dacă A este regulară tare, atunci pentru orice ideal prim

(maximal) p al lui R, Ap ∈ Mm,n(Rp) este fie zero, fie are ct ∈ U(Rp), unde t = ρ(Ap).

Teorema 2.1.5 poate fi extinsă la matrice de dimensiune n× n peste produse de inele comu-

tative locale, după cum urmează. Obt, inem următorul corolar, care poate fi aplicat pentru orice

inel comutativ semiperfect s, i ı̂n particular pentru orice inel comutativ finit.

Corolarul 2.2.3. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele comutative locale, s, i fie 0n ̸=
A ∈ Mn(R). Pentru orice k ∈ K, notăm cu hk : Mn(R) → Mn(Rk) proiect,ia canonică. Atunci

următoarele sunt echivalente:

(1) A este regulară tare.

(2) Pentru orice k ∈ K, fie hk(A) = 0n, fie ρ(hk(A)) = tk ≥ 1 s, i ctk = (−1)kTr(Ctk(hk(A))) ∈
U(Rk).

Am observat ı̂n Teorema 2.2.1 că o matrice A de dimensiune n×n cu ρ(A) = t peste un inel

local R este regulară tare dacă s, i numai dacă s, i matricea sa compusă Ct(A) este regulară tare.

Putem extinde acest rezultat s, i la matrice peste produse directe de inele locale.

Teorema 2.2.4. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele comutative locale. Fie A = (aij) ∈
Mn(R) cu ρ(A) = t. Atunci A este regulară tare dacă s, i numai dacă Ct(A) este regulară tare.

Amintim că orice inel comutativ semiperfect este un produs direct finit de inele comutative

locale. As,adar, obt, inem următorul corolar.

Corolarul 2.2.5. Fie R un inel comutativ semiperfect, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t. Atunci

A este regulară tare dacă s, i numai dacă Ct(A) este regulară tare.

2.3 Numărarea matricelor regulare tari

În această sect, iune vom număra matricele regulare tari peste inele finite, vom deduce câteva

formule aferente s, i vom da câteva aplicat, ii pentru inelele de clase de resturi. Pe lângă implicat, iile

directe, asemenea rezultate pot avea aplicat, ii s, i ı̂n teoria automatelor celulare [19] sau ı̂n crip-

tografie, unde matricele regulare von Neumann pot fi folosite pentru protocoale de schimb de

chei s, i criptare cu cheie publică cu scheme de căutare a cuvintelor cheie [56]. Similar, matricele

regulare tari pot fi s, i spat, iu de chei pentru anumite criptosisteme, iar determinarea dimensiunii

acestui spat, iu este o problemă importantă.

Vom număra matricele regulare tari peste inele comutative locale finite. Ca s, i până acum,

notăm cu Fq un corp cu q elemente.

Teorema 2.3.1. Fie R un inel local finit cu idealul maximal M astfel ı̂ncât |R/M | = |Fq| = q.

Atunci numărul matricelor regulare tari de dimensiune n×n cu rangul determinantal t peste R

este

V St(Mn(R)) =
|GLn(R)|
|GLn−t(R)|

= |M |t(2n−t)qt(n−t)(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qt−1).

As,adar, numărul matricelor regulare tari de dimensiune n × n peste R este V S(Mn(R)) =∑n
i=0 V St(Mn(R)).
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Pentru următorul rezultat vom corela numărul V St(Mn(R)), de matrice regulare tari, cu

numărul Vt(Mn(R)) al matricelor regulare von Neumann de dimensiune n× n, cu rang t, peste

inele comutative locale finite, dar s, i cu alte numere relevante. De asemenea, notăm cu r(n, n, q, t)

numărul matricelor de dimensiune n×n de rang t peste un corp Fq cu q elemente. Pentru orice

k ∈ {0, . . . , n}, notăm cu (
n

k

)
q

=
(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qt−1)

(qt − 1)(qt − q) · · · (qt − qt−1)

coeficientul binomial Gaussian, care numără subspat, iile k-dimensionale ale unui n-spat, iu vecto-

rial peste Fq. Se cunoas,te că
(
n
k

)
q
=
(

n
n−k

)
q
.

Propoziţia 2.3.2. Fie R un inel finit local cu idealul maximal M astfel ı̂ncât |R/M | = |Fq| = q,

s, i fie t ∈ {0, . . . , n}. Atunci:

(1) V St(Mn(R)) = |M |t(2n−t)
∏t−1

k=0 V S1(Mn−k(Fq)).

(2) V St(Mn(R)) = |M |t(2n−t)qt(n−t)
(
n
t

)−1

q
r(n, n, q, t) = qt(n−t)

(
n
t

)−1

q
Vt(Mn(R)).

Deoarece regularitatea von Neumann tare se comportă bine fat, ă de produsele directe,

obt, inem următorul corolar.

Corolarul 2.3.3. Fie R =
∏s

k=1Rk un produs direct de inele comutative locale finite Rk cu

idealele maximale Mk astfel ı̂ncât |Rk/Mk| = |Fqk | = qk pentru orice k ∈ K. Atunci numărul

matricelor regulare tari de dimensiune n× n peste R este

V S(Mn(R)) =

s∏
k=1

n∑
t=0

|Mk|t(2n−t)q
t(n−t)
k (qnk − 1)(qnk − qk) · · · (qnk − qt−1

k ).

În final vom aborda următoarea ı̂ntrebare: Dacă o matrice peste un inel finit este regulară

tare, atunci câte inverse interioare tari are?

Notăm cu S(A) mult, imea tuturor inverselor interioare tari a unei matrice regulare tare A.

Teorema 2.3.4. Fie R un inel local finit cu idealul maximal M astfel ı̂ncât |R/M | = |Fq| = q.

Considerăm omomorfismul natural p : R → R/M s, i omomorfismul indus de R-module h :

Mn(R) → Mn(R/M), h((aij)) = (aij + M). Fie A ∈ Mn(R) o matrice regulară tare. Atunci

numărul de inverse interioare tari ale lui A este |S(A)| = |M |(n−t)2 · |S(h(A))| = |R|(n−t)2.

Corolarul 2.3.5. Fie R =
∏s

k=1Rk un produs direct de inele comutative locale finite. Fie

A ∈ Mn(R) o matrice regulară tare cu ρ(A) = t. Atunci numărul inverselor interioare tari ale

lui A este |S(A)| =
∏s

k=1 |Rk|(n−t)2.

2.4 Numărarea matricelor regulare tari peste algebre grupale

Considerăm o algebră grupală semisimplă Fq[G], unde Fq este un corp cu q elemente s, i

G este un grup cu l elemente. Conform Teoremei lui Maschke, algebra grupală Fq[G] este

semisimplă dacă s, i numai dacă char(Fq) nu divide l. În acest caz, Teorema Wedderburn-Artin

ne dă un izomorfism de Fq-algebre: Fq[G] ∼=
⊕s

k=1Mnk
(Dk) pentru numerele ı̂ntregi pozitive
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n1, . . . , ns s, i corpurile finite D1, . . . , Ds [64, Theorem 3.4.9]. Amintim că |G| =
∑s

k=1 n
2
kdk, unde

dk = [Dk : Fq] este gradul extinderii corpului Dk peste Fq pentru orice k ∈ {1, . . . , s}. În ceea

ce urmează vom folosi notat, iile qk = |Dk| = qdk s, i mk = nnk pentru orice k ∈ {1, . . . , s}.
Am văzut deja că nu orice matrice peste un corp este regulară tare, des, i este ı̂ntotdeauna

regulară von Neumann. În această sect, iune ne interesează să numărăm elementele regulare tari

ale lui Fq[G], precum s, i matricele regulare tari de dimensiune n×n peste Fq[G], chiar s, i ı̂n cazul

ı̂n care Fq[G] nu este semisimplă.

Teorema 2.4.1. Fie G un grup cu l elemente s, i fie Fq un corp cu q elemente astfel ı̂ncât

char(Fq) nu divide l. Considerăm un izomorfism Fq[G] ∼=
⊕s

k=1Mnk
(Dk) de Fq-algebre cu

notat,iile de mai sus. Atunci:

(1) numărul elementelor regulare tari din Fq[G] este

V S(Fq[G]) =
s∏

k=1

nk∑
t=0

q
t(nk−t)
k (qnk

k − 1)(qnk
k − qk) · · · (qnk

k − qt−1
k ).

(2) numărul matricelor regulare tari de dimensiune n× n peste Fq[G] este

V S(Mn(Fq[G])) =

s∏
k=1

mk∑
t=0

q
t(mk−t)
k (qmk

k − 1)(qmk
k − qk) · · · (qmk

k − qt−1
k ).

În continuare, considerăm o algebră grupală semisimplă Fq[G], unde Fq este un corp cu q

elemente s, i G este un grup abelian cu l elemente. Atunci, ı̂n descompunerea Wedderburn de mai

sus Fq[G] ∼=
⊕s

k=1Mnk
(Dk) tot, i nk sunt unu, iar toate corpurile Dk sunt extinderi de corpuri ale

lui Fq cu rădăcini primitive ale unităt, ii. Mai exact, Teorema Perlis-Walker [64, Theorem 3.5.4]

stabiles,te un izomorfism de Fq-algebre: Fq[G] ∼=
⊕

d|l adFq(ζd), unde ζd este o rădăcină primitivă

de ordin d a unităt, ii, ed = [Fq(ζd) : Fq], nd reprezintă numărul elementelor de ordin d ale lui

G, ad = nd
ed
, iar adFq(ζd) reprezintă suma directă de ad corpuri distincte, care sunt izomorfe cu

extinderea de corpuri Fq(ζd) a lui Fq. Amintim că |Fq(ζd)| = qed . Vom folosi aceste notat, ii ı̂n

ceea ce urmează.

Deoarece tot, i sumanzii din descompunerea Perlis-Walker a algebrei grupale Fq[G] sunt cor-

puri, toate elementele din Fq[G] sunt regulare von Neumann (tari). As,adar vom număra doar

matricele regulare tari de dimensiune n× n peste Fq[G].

Teorema 2.4.2. Fie G un grup abelian cu l elemente s, i fie Fq un corp cu q elemente astfel ı̂ncât

char(Fq) nu divide l. Considerăm un izomorfism Fq[G] ∼=
⊕

d|l adFq(ζd) de Fq-algebre. Atunci

numărul matricelor regulare tari de dimensiune n× n peste Fq[G] este

V S(Mn(Fq[G])) =
∏
d|l

(
n∑

t=0

qedt(n−t)(qedn − 1)(qedn − qed) · · · (qedn − qed(t−1))

)ad

.

În final, considerăm o algebră grupală Fq[G], unde Fq este un corp cu q elemente s, i G este

un grup ciclic cu l elemente, cu alte cuvinte G ∼= Zl. Spre deosebire de celelalte cazuri, vom

putea da o formulă pentru numărarea matricelor regulare tari de dimensiune n× n peste Fq[G]

chiar dacă algebra grupală Fq[G] nu este semisimplă.
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Teorema 2.4.3. Fie l ≥ 2 un număr ı̂ntreg s, i fie Fq un corp finit cu q elemente. Scriem

xl − 1 = p1(x)
r1 · · · ps(x)rs pentru polinoamele distincte ireductibile p1(x), . . . , ps(x) ∈ Fq[x]

respectiv cu gradele d1, . . . , ds, s, i numerele ı̂ntregi pozitive r1, . . . , rs. Atunci numărul matricelor

regulare tari de dimensiune n× n peste algebra grupală Fq[Zl] este

V S(Mn(Fq[Zl])) =
s∏

k=1

n∑
t=0

q
(rk−1)t(2n−t)
k q

t(n−t)
k (qnk − 1)(qnk − qk) · · · (qnk − qt−1

k ),

unde qk = qdk pentru orice k ∈ {1, . . . , s}.

Când G este un grup ciclic finit s, i algebra grupală Fq[G] este semisimplă, putem simplifica

Teorema 2.4.3, dar putem da s, i o alternativă folosind extinderi de corpuri ale lui Fq cu rădăcini

primitive ale unităt, ii, care corespunde cu Teorema 2.4.2.

Corolarul 2.4.4. Fie l ≥ 2 un număr ı̂ntreg s, i fie Fq un corp cu q elemente astfel ı̂ncât char(Fq)

nu divide l. Considerăm izomorfismul de Fq-algebre Fq[Zl] ∼= Fq[x]/(x
l − 1) ∼=

⊕
d|l adFq(ζd),

unde xl−1 = p1(x) · · · ps(x) sunt polinoame distincte ireductibile p1(x), . . . , ps(x) ∈ Fq[x] respec-

tiv cu gradele d1, . . . , ds, ζd este o rădăcină primitivă a unităt,ii, de ordin d, ed = [Fq(ζd) : Fq],

ϕ(d) este funct,ia lui Euler, ad = ϕ(d)
ed

, iar cu adFq(ζd) notăm suma directă de ad corpuri distinte

care sunt toate izomorfe cu extinderea de corpuri Fq(ζd) a lui Fq. Atunci numărul matricelor

regulare tari de dimensiune n× n peste algebra grupală Fq[Zl] este

V S(Mn(Fq[Zl])) =
s∏

k=1

n∑
t=0

qdkt(n−t)(qdkn − 1)(qdkn − qdk) · · · (qdkn − qdk(t−1))

=
∏
d|l

(
n∑

t=0

qedt(n−t)(qedn − 1)(qedn − qed) · · · (qedn − qed(t−1))

)ad

.

2.5 Inverse interioare tari s, i reflexive tari

Pe parcursul acestei sect, iuni, inelul R nu trebuie să fie comutativ. As,adar, următoarele

rezultate se aplică inelelor de matrice.

Reamintim că un element a ∈ R se numes,te regular tare dacă a ∈ a2R ∩ Ra2 (a se vedea

[8, 58]). Conform lui Azumaya [8, Lemma 1], dacă a este regular tare cu a = a2u = va2 pentru

u, v ∈ R, atunci există un (unic) element w ∈ R astfel ı̂ncât a = a2w = wa2 iar aw = wa, mai

precis w = au2 = v2a. As,adar a ∈ R este regular tare dacă s, i numai dacă există un w ∈ R astfel

ı̂ncât a = a2w = wa2 s, i aw = wa, iar ı̂n acest caz w se numes,te inversa interioară tare sau

inversa generalizată tare a lui a. Un element u ∈ R se numes,te inversă reflexivă tare a lui a ∈ R

dacă u este o inversă interioară tare a lui a s, i a este o inversă interioară tare a lui u. Amintim

s, i faptul că R este regular tare dacă s, i numai dacă orice element are o inversă reflexivă unică

[67, Proposition 3.4].

Notăm cu S(a) mult, imea inverselor interioare tari s, i cu SRef(a) mult, imea inverselor reflexive

tari ale lui a ∈ R.

Khurana, Lam s, i Nielsen au studiat proprietatea de ridicare a elementelor regulare von

Neumann [44, Theorem 4.2]. Vom aborda aceeas, i problemă ı̂n cazul elementelor regulare tari.
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Teorema 2.5.1. Fie I un ideal al inelului R s, i fie x ∈ R un element regular tare modulo I.

Atunci următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(1) Elementul x se ridică regular tare modulo I.

(2) Elementul x se ridică regular tare modulo I s, i dacă y este o inversă interioară regulară

tare a lui x modulo I, atunci y + I se ridică la o inversă interioară tare a oricărei ridicări

regulare tari a lui x+ I.

(3) Dacă x, y sunt inverse interioare regulare tari modulo I, atunci ele se ridică modulo I la

inverse reflexive tari. (De fapt, y+ I se ridică la o inversă reflexivă tare a oricărei ridicări

regulare tari a lui x+ I).

O problemă interesantă a inverselor generalizate ale elementelor din inele este să corelăm

elementele din punct de vedere al mult, imilor de inverse generalizate. Astfel, ment, ionăm lucrările

lui Alahmadi, Jain s, i Leroy [2], s, i Lee [50, 51], care au studiat inverse interioare s, i reflexive ı̂n

inele semiprime. În ceea ce urmează, vom considera cazul inverselor interioare tari s, i inverselor

reflexive tari ı̂n inele semiprime.

Reamintim că R se numes,te inel semiprim dacă pentru orice a ∈ R astfel ı̂ncât aRa = 0,

avem a = 0. De exemplu, orice inel regular von Neumann este semiprim. De asemenea, orice

inel redus (adică un inel fără elemente nilpotente nenule) este semiprim.

Teorema 2.5.2. Fie R un inel semiprim, s, i fie a, b ∈ R un element regular tare astfel ı̂ncât

S(a) ∩ S(b) ̸= ∅. Atunci S(a) ⊆ S(b) dacă s, i numai dacă b2 = ab = ba.

Corolarul 2.5.3. Fie R un inel semiprim, s, i fie a, b ∈ R elemente regulare tari astfel ı̂ncât

S(a) ∩ S(b) ̸= ∅. Atunci S(a) = S(b) dacă s, i numai dacă a = b.

Teorema 2.5.4. Fie R un inel semiprim, s, i fie a, b ∈ R elemente regulare tari. Atunci SRef(a)∩
SRef(b) ̸= ∅ dacă s, i numai dacă a = b.

2.6 Inele de matrice formale triunghiulare regulare tari

În această sect, iune vom studia cum regularitatea tare se comportă relativ la inele de matrice

formale triunghiulare.

Teorema 2.6.1. Fie R s, i S inele oarecare s, i fie M un R-S-bimodul. Atunci

(
a1 x

0 a2

)
∈(

R M

0 S

)
este regulară tare dacă s, i numai dacă a1 ∈ R and a2 ∈ S sunt regulare tari s, i

x ∈ a1M +Ma2.

Folosind Teorema 2.6.1 putem număra imediat elementele regulare tari din inelele de matrice

formale triunghiulare.

Teorema 2.6.2. Fie R s, i S inele finite oarecare, s, i fie M un R-S-bimodul finit. Fie svnr(R) =

{r1, . . . , rk} s, i svnr(S) = {s1, . . . , sl} mult,imile de elemente regulare tari ale lui R, respectiv S.

Atunci numărul matricelor regulare tari din

(
R M

0 S

)
este

∑
(i,j)∈{1,...,k}×{1,...,l} |riM +Msj |.



Capitolul 3

Matrice cu inverse exterioare nenule

Se cunoas,te faptul că orice matrice A regulară von Neumann nenulă de dimensiune m × n

peste un inel oarecare are o inversă exterioară B de dimensiune n × m ı̂n sensul că BAB =

B. Generalizând conceptele anterioare despre matrice regulare von Neumann, ı̂n acest capitol,

matricele care au inverse exterioare nenule peste inele semiperfecte vor fi caracterizate ca fiind

matricele ce au anumite elemente ı̂n afara radicalului Jacobson al lui R. Vom număra astfel de

matrice peste inele semiperfecte finite s, i inele comutative finite, s, i vom da câteva aplicat, ii ale

acestora. De asemenea, vom aborda inversele exterioare ı̂n inele de matrice formale triunghiulare.

Exceptând rezultatele citate, toate celelalte rezultate sunt originale s, i majoritatea sunt incluse

ı̂n articolul [25].

3.1 Inele oarecare

Pe parcursul acestui capitol m,n ≥ 1 vor fi două numere ı̂ntregi, iar R va fi un inel cu

unitate.

Analizăm matricele care au inverse exterioare nenule luând, mai ı̂ntâi, ı̂n considerare cazul

general al inelelor oarecare. Am văzut deja că orice matrice regulară von Neumann nenulă are

o inversă exterioară nenulă. Putem corela existent,a inversei exterioare nenulă a unei matrice cu

următoarele două condit, ii.

Teorema 3.1.1. Fie A = (aij) ∈ Mm,n(R). Considerăm următoarele afirmat,ii:

(i) Există anumite aij care au o inversă exterioară nenulă.

(ii) A are o inversă exterioară nenulă.

(iii) A /∈ Mm,n(rad(R)).

Atunci (i)=⇒(ii)=⇒(iii).

În cele ce urmează vom studia când afirmat, iile din Teorema 3.1.1 sunt echivalente.

Exemplul 3.1.2. Matricea A =

0 2 2

0 2 0

1 1 1

 ∈ M3(Z4) are o inversă exterioară nenulă, conform

Teoremei 3.1.1, deoarece A are un element inversabil. As,adar, deoarece elementul (3,1) al lui A

20
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este 1, o inversă exterioară nenulă a lui A este B =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ∈ M3(Z4) conform Teoremei

3.1.1. Dar A nu este regulară von Neumann.

Vom folosi următorul concept.

Definiţia 3.1.3. Fie I un ideal pe o parte al lui R. Spunem că elementele care au o inversă

exterioară nenulă se ridică modulo I, dacă pentru fiecare x+I ∈ R/I care are o inversă exterioară

nenulă ı̂n R/I, există un element a ∈ R care are o inversă exterioară nenulă ı̂n R astfel ı̂ncât

x− a ∈ I.

Reamintim că un ideal I pe o parte a lui R se spune că se ridică tare dacă pentru orice

x2 − x ∈ I cu x ∈ R (adică x este un idempotent modulo I), există un idempotent e ∈ xR

astfel ı̂ncât e − x ∈ I [60]. Ment, ionăm că această proprietate este simetrică stânga-dreapta, s, i

că radicalul Jacobson J al unui inel este un ideal care se ridică tare, deoarece idempotent, ii se

ridică modulo J .

Extindem [44, Theorem 4.9] de la elemente regulare von Neumann la elemente care au o

inversă exterioară nenulă.

Teorema 3.1.4. Fie I un ideal drept al lui R care se ridică tare. Atunci elementele care au o

inversă exterioară nenulă se ridică modulo I.

Reamintim că un inel R se numes,te inel exchange (sau inel suitable) dacă există un idem-

potent e ∈ R astfel ı̂ncât e− x ∈ (x2 − x)R, concept care este simetric stânga-dreapta [57].

Vom da o consecint, ă utilă a Teoremei 3.1.4 ı̂n cazul inelelor exchange s, i, ı̂n mod particular,

inelelor regulare von Neumann, inelelor π-regulare sau inelelor semiperfecte, cele din urmă fiind

cele care ne interesează.

Corolarul 3.1.5. Fie I un ideal pe o parte al unui inel exchange R. Atunci elementele care au

o inversă exterioară nenulă se ridică modulo I.

3.2 Transferul inverselor exterioare nenule

În primul rând, vom considera cazul ı̂n care afirmat, iile din Teorema 3.1.1 sunt echivalente.

Teorema 3.2.1. Fie R un inel local s, i fie A = (aij) ∈ Mm,n(R). Atunci următoarele sunt

echivalente:

(i) Există un element aij ∈ U(R).

(ii) Există un element aij care are o inversă exterioară nenulă.

(iii) A are o inversă exterioară nenulă.

(iv) A /∈ Mm,n(rad(R)).

În acest caz, o inversă exterioară nenulă a lui A este matricea B ∈ Mn,m(R) care are toate

elementele zero, mai put,in elementul (j, i), care este o inversă exterioară (nenulă) a lui aij.
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Teorema 3.2.1 se poate extinde la matrice de dimensiune m × n peste produse directe de

inele locale după cum urmează. Spre deosebire de cazul inverselor interioare tari sau al inverselor

interioare, A ∈ Mm,n(R) are o inversă exterioară nenulă dacă s, i numai dacă există o proiect, ie

a sa hk(A) care are o inversă exterioară nenulă pentru un k ∈ K. Astfel obt, inem următorul

rezultat.

Teorema 3.2.2. Fie s un număr ı̂ntreg pozitiv, fie R = R1 × · · · ×Rs un produs direct de inele

locale, s, i fie A = (aij) ∈ Mm,n(R). Atunci următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(i) Există un element aij care are o inversă exterioară nenulă.

(ii) A are o inversă exterioară nenulă.

(iii) A /∈ Mm,n(rad(R)).

În acest caz, o inversă exterioară nenulă a lui A este matricea B ∈ Mn,m(R) care are toate

elementele zero, mai put,in elementul (j, i), care este o inversă exterioară nenulă a lui aij.

3.3 Inele semiperfecte

Odată ce am pregătit instrumentele necesare, ı̂n această sect, iune vom extinde rezultatele la

inele semiperfecte. Dacă R este un inel semiperfect comutativ, atunci se cunoas,te faptul că este

un produs finit direct de inele comutative locale, as,adar se poate aplica direct Teorema 3.2.2.

Vom vedea că un rezultat similar are loc pentru inele semiperfecte oarecare.

Teorema 3.3.1. Fie R un inel semiperfect. Atunci următoarele sunt echivalente pentru A =

(aij) ∈ Mm,n(R):

(i) Există un element aij care are o inversă exterioară nenulă.

(ii) A are o inversă exterioară nenulă.

(iii) A /∈ Mm,n(rad(R)).

În acest caz, o inversă exterioară nenulă a lui A este matricea B ∈ Mn,m(R) care are toate

elementele zero, mai put,in elementul (j, i), care este o inversă exterioară nenulă a lui aij.

În general, Teorema 3.3.1 nu are loc pentru inele semilocale, după cum vom vedea ı̂n

următorul exemplu. Reamintim că un inel R se numes,te semilocal dacă R/rad(R) este semisim-

plu artinian. Este evident că orice inel semiperfect este semilocal.

Exemplul 3.3.2. Considerăm localizările Z(p) and Z(q) ale inelului ı̂ntregilor la numerele prime

p s, i q. Atunci inelul R = Z(p) ∩ Z(q) este un inel semilocal cu două ideale maximale (p) s, i (q)

generate de p s, i q, deoarece

R/rad(R) = R/(pq) ∼= R/(p)×R/(q).

Dar R nu este semiperfect, deoarece idempotent, ii nu se ridică modulo rad(R). Observăm faptul

că x = a
b ∈ R are o inversă exterioară nenulă dacă s, i numai dacă x ∈ U(R) dacă s, i numai dacă

a s, i pq sunt relativ prime.
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Vom alege p = 3 s, i q = 5, as,adar R = Z(3)∩Z(5). Fie A =

(
3 5

5 9

)
∈ M2(R). Niciun element

al lui A nu are o inversă exterioară nenulă, dar A este inversabilă, deci are o inversă exterioară

nenulă, mai exact A−1 = 1
2

(
9 −5

−5 3

)
∈ M2(R). De asemenea, A′ =

(
3 0

0 0

)
∈ M2(R) s, i

A′ /∈ M2(rad(R)) = M2(15R), dar se poate observa cu us,urint, ă că A′ că nu are nicio inversă

exterioară nenulă.

Putem observa cum proprietatea de a avea o inversă exterioară nenulă se transferă de la o

matrice cu rangul determinantal t la matricea ei compusă de ordin t.

Teorema 3.3.3. Fie A = (aij) ∈ Mm,n(R) cu ρ(A) = t. Considerăm afirmat,iile:

(i) A are o inversă exterioară nenulă.

(ii) Ct(A) are o inversă exterioară nenulă.

Atunci (i) =⇒ (ii). Dacă R este un inel semiperfect, atunci (i) ⇐⇒ (ii).

Deoarece orice inel comutativ semiperfect este un produs direct finit de inele comutative

locale, putem deduce imediat următorul corolar.

Corolarul 3.3.4. Fie R un inel comutativ semiperfect, s, i fie A ∈ Mm,n(R) cu ρ(A) = t. Atunci

A are o inversă exterioară nenulă dacă s, i numai dacă Ct(A) are o inversă exterioară nenulă.

3.4 Numărarea matricelor care au o inversă exterioară nenulă

În cazul unui inel finit semiperfect, Teorema 3.3.1 ne ajută să determinăm cu us,urint, ă

numărul matricelor de dimensiune m× n peste R care au o inversă exterioară nenulă, pe care ı̂l

vom nota cu V O(Mm,n(R)).

Propoziţia 3.4.1. Fie R un inel comutativ semiperfect, să zicem că R = R1 × · · · ×Rs este un

produs de inele comutative locale finite. Atunci:

V O(Mm,n(R)) =

s∏
k=1

|Mm,n(Rk)| −
s∏

k=1

|Mm,n(rad(Rk))|.

În cele ce urmează vom număra matricele care au o inversă exterioară nenulă peste algebre

grupale finite Fq[G], unde Fq este un corp cu q elemente s, i G este un grup cu l elemente.

Propoziţia 3.4.2. Fie G un grup cu l elemente, s, i fie Fq un corp cu q elemente astfel ı̂ncât

char(Fq) nu divide l. Atunci:

(i) V O(Mm,n(Fq[G])) =
∏s

k=1 q
mnn2

k
k − 1.

(ii) Dacă G este abelian, atunci V O(Mm,n(Fq[G])) =
∏s

k=1 q
mnedad − 1.

În final vom considera cazul mai interesant al unui grup ciclic, G, cu l elemente, adică

G ∼= Zl.. De data aceasta vom avea o formulă pentru numărul matricelor de dimensiune m× n

peste Fq[G] care au o inversă exterioară nenulă dacă algebra grupală Fq[G] nu este semisimplă.
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Propoziţia 3.4.3. Fie l ≥ 2 un număr ı̂ntreg s, i fie Fq un corp finit cu q elemente. Scriem

xl−1 = p1(x)
r1 · · · ps(x)rs cu polinoamele distincte ireductibile p1(x), . . . , ps(x) ∈ Fq[x] respectiv

cu gradele d1, . . . , ds, s, i numerele ı̂ntregi pozitive r1, . . . , rs. Atunci:

V O(Mm,n(Fq[Zl])) =
s∏

k=1

qrkmn
k −

s∏
k=1

q
(rk−1)mn
k ,

unde qk = qdk pentru orice k ∈ {1, . . . , s}.

3.5 Inverse exterioare ı̂n inele de matrice formale triunghiulare

În această sect, iune vom vedea cum se comportă proprietatea de a avea o inversă exterioară

nenulă relativ la inele de matrice formale triunghiulare.

Teorema 3.5.1. Fie R s, i S inele oarecare s, i fie M un R-S-bimodul. Atunci

(
a1 x

0 a2

)
∈(

R M

0 S

)
are o inversă exterioară

(
b1 y

0 b2

)
∈

(
R M

0 S

)
dacă s, i numai dacă a1 ∈ R are

inversa exterioară b1 ∈ R s, i a2 ∈ S are inversa exterioară b2 ∈ S. Mai mult,

(
b1 y

0 b2

)
este

nenulă dacă s, i numai dacă cel put,in una dintre b1 s, i b2 este nenulă.

Folosind Teorema 3.5.1 putem imediat număra matricele care au o inversă exterioară nenulă

ı̂n inele de matrice formale triunghiulare.

Teorema 3.5.2. Fie R s, i S inele finite oarecare, s, i fie M un R-S-bimodul finit. Fie ovnr(R) s, i

ovnr(S) mult,imile de elemente din R, respectiv S care au o inversă exterioară nenulă. Atunci

numărul matricelor din

(
R M

0 S

)
care au o inversă exterioară nenulă este

|R| · |S| · |M | − (|R| − |ovnr(R)|) · (|S| − |ovnr(S)|) · |M |.



Capitolul 4

Aplicat, ii

Vom folosi rezultatele anterioare legate de matrice regulare von Neumann, matrice regulare

tari s, i matrice care au o inversă exterioară nenulă ca să dezvoltăm aplicat, ii la generalizări

ale acestor concepte, numite matrice von Neumann locale, von Neumann locale tari s, i von

Neumann locale exterioare. Printre alte proprietăt, i, vom arăta că matricea compusă de ordin t

a unei matrice cu rangul determinantal t peste un inel comutativ local este von Neumann locală

tare, iar fiecare matrice peste un inel semiperfect oarecare este von Neumann locală exterioară.

Exceptând rezultatele citate, toate celelalte rezultate sunt originale s, i majoritatea sunt incluse

ı̂n lucrarea [26].

4.1 Matrice von Neumann locale

Contessa [29] a introdus inelele von Neumann locale ca fiind inelele R cu proprietatea că a

sau 1−a este regular von Neumann pentru orice a ∈ R. Evident, orice inel regular von Neumann

s, i orice inel local este von Neumann local. De asemenea, orice inel von Neumann local este un

inel exchange. Inelele von Neumann locale au fost studiate s, i de Abu Osba, Henriksen s, i Alkam

[1], s, i Anderson s, i Badawi [4], care au considerat definit, ia lor pe elemente. Astfel, un element

a ∈ R se numes,te von Neumann local dacă a sau 1 − a este von Neumann regular. Evident,

orice element regular von Neumann este von Neumann local.

În particular, o matrice A ∈ Mn(R) este von Neumann locală dacă A sau In−A este regulară

von Neumann. Vom arăta că există numeroase matrice von Neumann locale.

Teorema 4.1.1. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) ≤ 1. Atunci A este

von Neumann locală.

Corolarul 4.1.2. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t. Atunci Ct(A)

este von Neumann locală.

Folosind caracterizarea noastră despre matrice regulare von Neumann, vom deduce imediat

caracterizarea matricelor von Neumann locale.

Teorema 4.1.3. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t s, i ρ(In −A) = s.

Atunci următoarele sunt echivalente:

(1) A este von Neumann locală.

25
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(2) Ct(A) sau Cs(In −A) este regulară von Neumann.

(3) A = 0n sau A are o submatrice inversabilă de dimensiune t× t-sau A = In sau In − A are

o submatrice inversabilă de dimensiune s× s.

În continuare vom caracteriza matricele von Neumann locale de dimensiune 2×2 peste inele

comutative locale, doar din punct de vedere al determinant, ilor.

Teorema 4.1.4. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ M2(R). Atunci următoarele sunt

echivalente:

(1) A este von Neumann locală.

(2) det(A) ∈ U(R) ∪ {0} sau det(I2 −A) ∈ U(R) ∪ {0}.

Dacă R nu este corp, atunci sunt mai departe echivalente cu:

(3) det(A) /∈ rad(R) \ {0} sau det(I2 −A) /∈ rad(R) \ {0}.

(4) det(A) ∈ U(R) ∪ {0} sau 1− Tr(A) ∈ U(R).

Exemplul 4.1.5. Matricea A =

(
0 0

0 2

)
∈ M2(Z4) este von Neumann locală (deoarece I2 − A

este inversabilă), dar nu este regulară von Neumann conform Teoremei 1.4.2.

Spre deosebire de cazul regularităt, ii von Neumann, proprietatea de a fi von Neumann locală

nu se comportă bine relativ la produse directe (a se vedea [1, p.2644]). Conform [1, Theorem 3.1],

un produs direct R =
∏

k∈K Rk este von Neumann local dacă s, i numai dacă există l ∈ K astfel

ı̂ncât Rl este von Neumann local s, i Rk este regular von Neumann pentru orice k ∈ K \ {l}. În

continuare vom da un rezultat referitor la elemente, a cărui versiune comutativă a fost dată de

Anderson s, i Badawi [4, Theorem 5.1]. Notăm cu vnr(R) (respectiv vnl(R)) mult, imea elementelor

regulare von Neumann (respectiv von Neumann locale) ale inelului R.

Teorema 4.1.6. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele oarecare. Atunci vnl(R) =∏
k∈K vnl(Rk) dacă s, i numai dacă vnl(Rk) = vnr(Rk) pentru toate mai put,in un k ∈ K. În

particular, R este un inel a von Neumann local ring dacă s, i numai dacă există cel put,in un

k ∈ K astfel ı̂ncât Rk nu este regular von Neumann, dar Rk este von Neumann local.

4.2 Matrice von Neumann locale tari

Considerăm specializarea not, iunii de element von Neumann local al unui inel. Astfel, un

element a ∈ R se numes,te von Neumann local tare dacă a sau 1− a este regular tare. Evident,

orice element regular tare este von Neumann local tare, s, i orice element von Neumann local tare

este un element von Neumann local. În particular, o matrice A ∈ Mn(R) este von Neumann

locală tare dacă A sau In −A este regulară tare. Observăm că not, iunea noastră de element von

Neumann local tare este diferită de cea cu acelas, i nume din [1].

În continuare vom ı̂mbunătăt, i anumite rezultate de la matrice von Neumann locale.
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Teorema 4.2.1. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) ≤ 1. Atunci A este

von Neumann locală tare.

Corolarul 4.2.2. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t. Atunci Ct(A)

este von Neumann locală tare.

Rezultatele noastre anterioare cu privire la matricele regulare tari pot fi imediat aplicate ca

să deducem proprietăt, i asemănătoare la matricele von Neumann locale tari.

Teorema 4.2.3. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ Mn(R) cu ρ(A) = t s, i ρ(In −A) = s.

Atunci următoarele sunt echivalente:

(1) A este von Neumann locală tare.

(2) Ct(A) sau Cs(In −A) este regulară tare.

(3) A = 0n sau ct ∈ U(R) sau A = In sau ds ∈ U(R), unde ct = (−1)tTr(Ct(A)) s, i ds =

(−1)sTr(Cs(In −A)).

În continuare vom arăta că matricele von Neumann locale s, i von Neumann locale tari coincid

ı̂n cazul matricelor 2× 2 peste inele comutative locale.

Teorema 4.2.4. Fie R un inel comutativ local, s, i fie A ∈ M2(R). Atunci A este von Neumann

locală tare dacă s, i numai dacă A este von Neumann locală.

Exemplul 4.2.5. Conform Teoremei 4.2.4, ca să găsim un exemplu de matrice von Neumann

locală, care să nu fie von Neumann locală tare, peste un inel comutativ local trebuie să căutăm

o matrice cu dimensiunea mai mare de 2× 2. Vom lua

A =

0 0 0

0 0 1

1 0 3

 ∈ M3(Z4).

Deoarece ρ(A) = 2 s, i A are o submatrice inversabilă de dimensiune 2 × 2, A este regulară von

Neumann din Teorema 1.4.2, s, i deci, A este von Neumann locală. Deoarece suma submatricelor

diagonale de dimensiune 2 × 2 ale lui A este 0, A nu este regulară tare, din Teorema 2.1.5.

Considerăm

I3 −A =

1 0 0

0 1 3

3 0 2

 .

Deoarece ρ(I3 − A) = 3 s, i det(I3 − A) = 2 /∈ U(Z4), I3 − A nu este regulară tare din Teorema

2.1.5, s, i deci, A nu este von Neumann locală tare.

Am văzut deja că ı̂n general proprietatea de a fi von Neumann local nu se comportă bine

ı̂n raport cu produsele directe, s, i am dat Teorema 4.1.6. Ne confruntăm cu aceeas, i problemă

la elementele von Neumann locale tari ı̂n inele oarecare R. Vom nota cu svnr(R) (respectiv

svnl(R)) mult, imea elementelor regulare tari (respectiv von Neumann locale tari) din R.

Teorema 4.2.6. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele oarecare. Atunci svnl(R) =∏
k∈K svnl(Rk) dacă s, i numai dacă svnl(Rk) = svnr(Rk) pentru cel mult un k ∈ K. În particu-

lar, R este un inel von Neumann local tare dacă s, i numai dacă există cel mult un k ∈ K astfel

ı̂ncât Rk nu este regular tare, dar Rk este von Neumann local tare.
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4.3 Matrice von Neumann locale exterioare

Generalizând elementele von Neumann locale ale unui inel, spunem că un element a ∈ R se

numes,te von Neumann local exterior dacă a sau 1−a are o inversă exterioară nenulă. Un element

care are o inversă von Neumann locală exterioară se va numi s, i element regular von Neumann

exterior. Evident, orice element regular von Neumann exterior va fi von Neumann local exterior,

iar orice element von Neumann local va fi von Neumann local exterior. În particular, o matrice

A ∈ Mn(R) este von Neumann locală exterioară dacă A sau In −A este regulară von Neumann

exterioară.

În Teorema 3.3.1 am dat o caracterizare a matricelor care au o inversă exterioară nenulă

peste un inel semiperfect. O putem folosi acum ca să obt, inem următorul rezultat.

Teorema 4.3.1. Fie R un inel semiperfect. Atunci orice matrice A = (aij) ∈ Mn(R) este von

Neumann locală exterioară.

Exemplul 4.3.2. (1) Vom da mai ı̂ntâi un exemplu de matrice von Neumann locală exterioară

peste un inel care nu este semiperfect. Considerăm inelul semilocal R = Z(2) ∩ Z(3) (care nu

este semiperfect), s, i matricea A =

(
3 0

0 0

)
∈ M2(R). Prin calcule directe se arată că A nu are

o inversă exterioară nenulă. Dar se vede că B(I2 − A)B = B pentru B =

(
1 1

3 3

)
∈ M2(R),

as,adar I2 − A =

(
−2 0

0 1

)
are o inversă exterioară nenulă, s, i deci A este von Neumann locală

exterioară.

(2) Matricea A de mai sus poate fi s, i un exemplu de matrice von Neumann locală exterioară,

care nu este von Neumann locală. Într-adevăr, prin calcule directe se arată că nici A s, i nici

I2 − A nu este regulară von Neumann (sau observăm că primele ideale determinantale ale lui

A s, i I2 − A nu sunt generate de idempotent, i s, i folosim Teorema 1.4.1). As,adar A nu este von

Neumann locală.

Teorema 4.3.3. Fie R un inel local oarecare s, i fie A ∈ Mn(R). Atunci următoarele sunt

echivalente:

(1) A este von Neumann locală exterioară.

(2) A sau In −A are un element inversabil.

(3) A sau In −A are un element cu o inversă exterioară nenulă.

(4) A /∈ Mn(rad(R)) sau In −A /∈ Mn(rad(R)).

În final, vom vedea cum se comportă proprietatea de a fi von Neumann locală exterioară

relativ la produse directe. Notăm ovnr(R) (respectiv ovnl(R)) mult, imea elementelor regulare

von Neumann exterioare (respectiv von Neumann locale exterioare) ale unui inel R.

Teorema 4.3.4. Fie R =
∏

k∈K Rk un produs direct de inele oarecare. Atunci (ak)k∈K ∈
ovnl(R) dacă s, i numai dacă există un j ∈ K astfel ı̂ncât aj ∈ ovnl(Rj).



Apendix

Definit, iile unei matrice regulare von Neumann, regulare tari sau regulare exterioare se folos-

esc de găsirea unei matrice B care să satisfacă anumite proprietăt, i relativ la A. De aceea, pen-

tru a verifica regularitatea von Neumann, regularitatea tare s, i regularitatea exterioară folosind

definit, iile poate fi un proces de durată, partea cea mai dificilă fiind găsirea unei matrice con-

venabile B. Pe de altă parte, rezultatele noastre oferă caracterizări intrinseci ale acestor trei

not, iuni, care pot fi dezvoltate ı̂n algoritmi mai eficient, i. Vom ilustra acest lucru pentru matrice

peste inele de clase de resturi.

Algoritmii pentru matricele von Neumann locale tari s, i von Neumann locale peste inelele de

clase de resturi se pot deduce imediat din aces,tia trei de bază. Am văzut deja că orice matrice

peste inele de clase de resturi este von Neumann locală exterioară.

Folosindu-ne de algoritmii nos,tri, am obt, inut exemple pentru matrice de dimensiuni mai

mari.
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