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APLICATIILE MODELULUI DE CRESTERE LOCALA sI RESETARE GLOBALA (LGGR)
PENTRU PROBLEME SOCIO-ECONOMICE SI BIOLOGICE

Abstract

Dinamica interna a sistemelor complexe apare din interactiunea numeroaselor com-
ponente ghidate de reguli caracteristice ale sistemului. Sistemele biologice, economice
si sociale, in special, prezintd aceste interactiuni inherente printre numeroasele lor
componente. Un tip particular de dinamicd adesea observata este aceea definita de
cresterea unidirectionald si procesele de resetare probabilistica. Datorita complexitatii
emergente, studiul unor astfel de sisteme necesita instrumentele adecvate de analiza.
Aceastd tezd ofera o prezentare cuprinzétoare si o analiza a fenomenelor din lumea re-
ala prin prisma unei abordari de camp mediu intemeiatd pe o ecuatie master, modelul
Local Growth and Global Reset (LGGR). Un obiectiv central este de a oferi o prezentare
pedagogicd, furnizind o prezentare detaliatd a ecuatiilor master generale si a proce-
selor Markov, si stabilind fundatia matematicd pentru aplicatiile ulterioare ale mod-
elului LGGR.

Studiul cuprinde patru studii de modelare, fiecare aplicata fenomenelor observate
in sisteme socio-economice si biologice. Sectiunea socio-economica a tezei exploreaza
distributiile de avere in tarile lider si intr-o mica comuni roméaneasca. Primul studiu
analizeaza distributia a averii in Statele Unite, Rusia si Franta. Modelul captureaza
dinamica averii, inclusiv valorile negative, si depaseste modelele existente. Al doilea
studiu aplicd modelul LGGR pentru a explica distributia averii intr-o comuna transil-
véneana, dezviluind schimbiri in diferite sisteme economice, in timpul comunismu-
lui si al erei pietei libere. Un al treilea studiu, care se concentreazi tot pe sistemele
socio-economice, exploreazi dinamica Jackpot-urilor la loterie. Analizdnd sase loterii,
modelul LGGR captureaza evolutia emergenti a valorilor Jackpot influentatd de com-
portamentul jucitorilor, regulile loteriei si ratele de resetare probabilistice. Ultimul
studiu abordeaza domeniul sistemelor biologice, examindnd modelele de diversitate in
dimensiunile arborilor din medii forestiere cu frunze cazéitoare. Confirmand distributia
Gamma pentru anumite specii de arbori cu frunze cdzatoare, modelul demonstreaza
universalitatea statistica in cadrul taxonomiei si ecosistemelor.

Teza demonstreaza versatilitatea modelului LGGR in intelegerea fenomenelor com-
plexe din sistemele socio-economice si biologice. Succesul in modelarea fenomenelor
diverse sugereazi potentialul sdu pentru o aplicabilitate extinsd in diverse domenii
stiintifice.

Cuvinte cheie: sisteme complexe, crestere locala, reset global, diversitate biologica,
fenomene socio-economice
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CAPITOLUL a

INTRODUCERE

Fizica a suferit o evolutie semnificativi in ultimele doui secole, cu fizicienii abordand
tot mai mult sisteme complexe care sfideaza intuitia conventionald [1-4]. Aceasta
schimbare catre confruntarea cu complexitatea a condus la un caracter interdisciplinar
puternic in cadrul domeniului, cuprinzind biologia [5], chimia [6], economia [7], si
stiintele sociale [8]. In centrul fizicii std misiunea de a elucida principiile fundamentale
care guverneaza comportamentul materiei si al energiei, adesea realizata prin mode-
larea matematicd. Studiul sistemelor intricate a condus la dezvoltarea unor modele
matematice elegante, in special in intelegerea fenomenelor probabilistice. De exem-
plu, descoperirea miscarii Browniene de catre Robert Brown in 1827 a starnit interesul
pentru subtilititile probabilistice care stau la baza fenomenelor aparent haotice [9].
Einstein, Schmoluchowski si Langevin au fost printre primii care au reusit si mod-
eleze cu succes miscarea Browniana, deschizand drumul citre ecuatia Fokker-Planck
si ecuatiile evolutive ulterioare care descriu evolutia sistematica probabilisticd [10].
In mijlocul diferitelor paradigme de modelare, abordarea fenomenologica a ecuatiilor
master a aparut ca un actor central in fizica statistica, descriind sisteme guvernate de
procese dinamice probabilistice [10]. Einstein, Furry si Feller, printre altii, au aplicat
ecuatiile master la diverse fenomene, inclusiv radiatia corpului negru, trecerea elec-
tronilor prin materiale si dinamica populatiei [10, 11]. In timp ce cadru ecuatiilor mas-
ter a devenit larg cunoscut in fizica statistica, termenul "ecuatie master" a fost folosit
pentru prima data in 1940 de cétre Nordsieck si colab. [12]. De atunci, ecuatiile master
au fost aplicate in diverse domenii de cercetare, oferind perspective profunde asupra
evolutiei probabilistice a sistemelor intricate [13].

1.1 Forma generala a ecuatiei master

In cazul in care sistemul are un numir finit de stiri interne discrete si elementele sis-
temului pot sa sara probabilistic si independent de fiecare altul in timp dintr-o stare
in alta, schimbarea probabilititii P, (¢) luand limita continua a parametrului de timp
(At — 0) este data de Ecuatia 1.1. Aceasta este forma generala a ecuatiei master cu
timp continuu si spatiu de stare discret. Pentru a oferi cateva exemple, aceste stari ar
putea reprezenta diferite pozitii, nivele de energie sau alte caracteristici ale sistemului.

dPn(t)
dt

= [wmn Pr(t) — wamPa(t))- (1.1)
fm}

unde P, (t) denoti probabilitatea de ocupare a starii n la momentul ¢, in timp ce wy,
reprezinta rata de tranzitie directionata (probabilitate pe unitate de timp) intre cele
doua stari m si n. Ratele de tranzitie (wy, ,,) in acest caz sunt independente de timp. Di-
namica descrisd de Ecuatia 1.1 este ilustrati in Figura 1.1. Colectia ratelor de tranzitie
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Figura 1.1: Reprezentarea schematica a dinamicii descrise de ecuatia master discreta
(Ecuatia 1.1).

formeaza o matrice de tranzitie W), ,,, care codificd dinamica sistemului. Probabili-
tatea de ocupare este data de fractia elementelor sistemului aflate in starea n impartita
la numarul total de elemente. Prin urmare, distributia de probabilitate P, (¢) este nor-
malizatd: 3,y Po(t) = 1.

Ecuatia master poate fi scrisi si in limita spatiului de stare continuu atunci cand
sistemul are un numar infinit de stiri. In acest caz, Ecuatia 1.1 se transforma intr-o
ecuatie integro-diferentiald scrisa in forma Ecuatiei 1.2 [14].

8’@?” = / N [w(z, y)p(y,t) — w(y, z)p(z,t)]dy, (1.2)

—0o0

In cazul continuu, insi, in locul evolutiei temporale a distributiei de probabilitate P, (t),
evolutia temporala a functiei de densitate a probabilitatii p(z, t) este definita de Ecuatia 1.2.
Ratele de tranzitie w(x, ) sunt de asemenea independente de timp in acest caz. Functia

de densitate a probabilitatii trebuie, de asemenea, sa fie normalizata: ffooo p(x,t)dz =

1.

Natura larg aplicabila a ecuatiilor master deriva din flexibilitatea in definirea ma-
tricei de tranzitie W), ,,. Aceasta flexibilitate, insa, este limitata de faptul ca in cazul in
care sistemul studiat are un numar mare de stiri (Ecuatia 1.1), sau ratele de tranzitie au
forme complexe (Ecuatia 1.2), ecuatia master devine analitic intractabild. Prin urmare,
solutiile analitice sunt disponibile doar intr-un numar foarte limitat de cazuri.

1.1 Procesele Markov

Cand discutam despre ecuatiile master, este crucial sd introducem si procesele Markov,
deoarece acestea sunt strans legate. Procesele Markov, introduse de Andrey Markov
la inceputul secolului al XX-lea, servesc ca fundament pentru sistemele studiate uti-
lizeazdnd ecuatii master. Un proces Markov este caracterizat de proprietatea sa fara
memorie, unde starea urmatoare a sistemului depinde doar de starea sa curenta. Daca
se descrie evolutia in timp a sistemului prin stiri discrete (xg, 1, x2, ... Zp,...) care
pot fi atinse secvential, atunci proprietatea Markov poate fi descrisa folosind probabili-
tatea conditionatd P (xy, ||xy—1, ..., To) cd starea x,, este atinsa prin starile zg, z1, ..., Tp_1:
P(zp, t||zp_1,t — At, ..., 20,0) = P(xp,t||zn_1,t — At). Cu toate acestea, probabil-
itatea conditionatd P(xy,t||z,—1,t — At) corespunde probabilititii de tranzitie per




unitate de timp (At) pentru a sari de la starea z,,_; la x,, ceea ce corespunde ratei de
tranzitie w,, ,—1 de la starea x,,_1 la x,, care apare in ecuatia master, Ecuatia 1.1. Ast-
fel, proprietatea fard memorie a tranzitiilor este inherent prezenta in ecuatia master.
Procesele Markov presupun adesea stationaritatea, in care distributia de probabilitate
a cantitétilor relevante rimane constanta in timp: dpgt(t) = (. Aceasta distributie
stationard, derivata din ratele de tranzitie si probabilititi, oferd perspective valoroase
asupra dinamicii sistemului. Procesele Markov reversibile reprezinta o categorie spe-
ciala in care dinamica este atat stationard, cat si satisface conditia de echilibru detaliat
(Wn,m - Pm = Wmn - Pp). Aceasta conditie asigurd o dinamica de echilibru, in care
procesele inainte si inapoi prezinta distributii de probabilitate stationare echivalente.
Ergodicitatea, o proprietate esential a lanturilor Markov, presupune atat aperiodici-
tatea (pentru fiecare stare a sistemului, nu existd un numadr finit £ > 1, reprezentand
numirul de pasi pentru care probabilitatea de a reveni la starea x; este 1: P (z;|z;) =
1), cat si ireductibilitatea (posibilitatea de a ajunge in orice stare a sistemului din orice
altd stare). Un lant Markov este ergodic daci lipseste de stari periodice si este ire-
ductibil, permitind existenta unei distributii stationare unice peste starile sale posibile.

CAPITOLUL e
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(a)
ﬂ[)l)[) (71[)1 011—21)12—2 ﬂzz—ll)zz—l Jn[)zz
<y>
> o 00
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Figura 2.1: Schita procesului de crestere si resetare (a) pentru mecanismul simplu cu o
ratd de resetare pozitiva; (b) cAnd rata de resetare poate fi atat pozitiva, cat si negativa
(vn < Odacin < r,sivy, > 0pentrun > r).

In acest capitol, prezentdm o clasi particulara de ecuatii maestre care consta intr-
un proces de crestere unidirectional caracterizat de rata de crestere oy, (sau o(z) in
cazul continuu) si un proces de resetare, caracterizat de rata de resetare v, (sau v(z))
catre starea de baza denumitd n = 0, care asigura posibilitatea unei dinamici station-
are. Ca rezultat al simetriei rupte, conditia echilibrului detaliat nu este satisficuta,
transformand dinamica intr-un proces Markov ireversibil. Schita acestei dinamici este
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reprezentatd in Figura 2.1a. Modelul este cunoscut sub numele de Modelul de Crestere
Locali si Resetare Globald (LGGR), denumit astfel dupa procesele care il incapsuleaza,
sau este recunoscut in mod obisnuit ca modelul Bir6-Néda, numit dupa dezvoltatorii
sdi[15, 16]. Dinamica impliciAnd cresterea persistentd urmata de resetare este un model
recurent in numeroase fenomene fizice, biologice, sociale si economice. In aceste sis-
teme complexe, complexitatea dinamicii dd nastere la diverse distributii de probabili-
tate ale cantitatii caracteristice. Prin alegerea corespunzatoare a formelor functiilor de
nucleu de crestere si resetare, o gama larga de alte tipuri de distributii pot fi derivate
analitic [16].

In majoritatea sistemelor din lumea real3, interesul nostru se afla in demonstrarea
sistemelor in echilibru. Prin urmare, ne propunem sid modelam fluctuatiile station-
are care rezulta in distributia caracteristica, stationard P’ (ps(z)). Ratele de tranzitie
(Wp,n) (insemnand aici ca n este starea de pornire si m este destinatia tranzitiei)
corespunzdtoare proceselor discrete de crestere si resetare sunt definite ca: wy,, =
On0m,n+1~+Yn0m,o. Utilizand forma generala a ecuatiei maestre (Ecuatia 1.1) impreuna
cu aceste rate de tranzitie, se obtine forma ecuatiei maestre corespunzitoare procesului
LGGR in spatiul de stare discret datd de Ecuatia 2.1.

dP,(t
) Pa) VO~ o P, @D
Presupunand limita stationara (partea stanga a Ecuatiei 2.1 devine 0: dPgt(t) = 0),

probabilitatea P, poate fi calculati folosind urmatoarea formula [15]:

P, = Py 20 Xizo (145 (2.2)
On

Cand cantitatea relevanti care caracterizeaza elementele sistemului se schimba
continuu, forma rezultatd a ecuatiei de evolutie determina acum evolutia in timp a
functiei de densitate a probabilitatii p(x, t):

8’&0 B _% [o(x)p(x, )] = y(x)p(x, 1) + (y(2))(£)d(x). (2.3)

Valoarea medie a ratei de resetare (7y(x))(t) este calculati folosind functia de densitate
a probabilitatii p(z, ¢): (v)(t) = [;* v(2)p(z, t) dz. Normalizarea functiei de densitate
a probabilitatii fooo p(x,t) dr = 1 este asigurata prin reintroducerea in sistem a unor
noi elemente la starea de bazi © = 0 prin componenta (y(z))(¢)d(x). In conditia
de stationaritate, solutia Ecuatiei 2.3 oferd forma generald a functiei de densitate a
probabilitatii stationare ps(x) (Ecuatia 2.4).

) g
ps(z) = Me IO : (2.4)

o(z)
Acesta este echivalentul continuu al Ecuatiei 2.2. in majoritatea cazurilor, atunci cind
ne confruntam cu fenomene din lumea reald, cantitatea studiati este aproape continua
(venitul, averea, dimensiunea individului in sistemele biologice, ...). Prin urmare, in
aceste cazuri, ne intoarcem la Ecuatia 2.4 pentru a calcula distributia caracteristici a
sistemului. Solutiile stationare prezentate in Ecuatiile 2.2 si 2.4 prezinta un grad ridi-
cat de universalitate, deoarece depind exclusiv de formele functiilor o, (o(x)) si v,
(v(x)) [16-19]. Rata de resetare y(x) permite diferentierea a doud scenarii dinamice
unice. Cel mai simplu scenariu apare atunci cand rata de resetare y(z) este pozitiva




pentru toate valorile lui x (si pentru n in cazul spatiului de stare discret, 7,,). Acest
comportament este ilustrat in Figura 2.1a. Un scenariu mai complex dinamic apare
atunci cand rata de resetare () (v,) poate fi pozitiva sau negativa in functie de val-
oarea lui = (z,,). Al doilea scenariu care ia in considerare rata de resetare "inteligenta"
dependenta de stare s-a dovedit a fi mai flexibil pentru aplicatii. Acest comportament
este ilustrat in Figura 2.1b.

O modalitate alternativi de a extinde ecuatia de evolutie este prin luarea in con-

siderare a scenariilor in care numarul de elemente se schimba multiplicativ in timp:
dN, t .. . TV . o
7“3;”( ) — KNiotal(t). Prin introducerea unei astfel de diludri in ecuatia maestra,

apare un nou termen similar cu resetarea.

dPy(t)
dt

= Un—lpn—l(t) - UnPn(t) - (771 + "Q)Pn(t) + 5n,0<7> (t) (2.5)

In spatiul de stare continuu, ecuatia diferentiala partiala corespunzitoare ecuatiei 2.5
este exprimata in urmatoarea forma:

WD _ 0 oo ) - (@) + Mol ) + ()W), 26)

In starea stationard, forma generald a functiei de densitate a probabilititii pentru z > 0
depinde, de asemenea, de rata de dilutie s:

C _; G
ps(z) = e o oty (2.7)

o(x)

unde C' reprezinti constanta de normalizare.
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DISTRIBUTIA AVERII IN SOCIETATE

3.1 Introducere in inegalitatea sociala bazata pe avere

Inegalitatile sociale se refer la diferentele in alocarea resurselor si oportunitatilor intre
indivizi sau grupuri in cadrul unei societiti date. O cantitate comuni pentru masurarea
acestor inegalitéti este averea, care cuprinde toate tipurile de proprietati pe care le
detine un individ. Astfel de inegalitéti au existat intotdeauna in societate, chiar si in
timpurile istorice, indiferent de tipul de sistem administrativ [20]. Cu toate c& dovezi
cantitative ale inegalitatii de avere pot fi gasite in literaturd, in toate cazurile, atunci
cand scopul este de a mésura averea, aceasta este aproximata prin diverse metode care
se bazeaza pe diferite proxy-uri [21]. Vilfredo Pareto, un renumit sociolog italian, a
oferit prima descriere empirica si calitativd a distributiei averii la sfarsitul secolului
al XIX-lea. Descoperirile sale au expus o tendinta distinctd de coada de tip functie
de putere in distributia cumulativa a averii [22]. Cunoscutul principiu Pareto este, de
asemenea, legat de observatiile sale. Conform principiului Pareto, o fractiune p din
societate detine o fractiune 1 — p din totalul averii distribuite in societate. In timpul



lui Pareto, valoarea lui p era aproximativ 0.2, ceea ce inseamni ci 20% din societate
detinea 80% din totalul averii.

Incepand din ultima decada a secolului al XX-lea, un nou domeniu interdisciplinar
de stiintd, numit econo-fizicd, a aparut, combinand elemente din fizica si economie.
Mai multe modele au fost proiectate pentru a descrie intr-un mod unitar intreaga gama
de distributii ale averii [18, 23-25]. Cu toate acestea, chiar si cu colaborarea intre
fizicieni si economisti, (dupa cunoasterea noastra) un model comprehensiv pentru de-
scrierea inegalitatilor sociale nu a fost dezvoltat pana in timpuri recente [18, 19, 23,
26].

Un abordaj general pentru descrierea dinamicii sistemelor economice se bazeaza pe
ecuatiile maestre, care sunt ecuatiile de evolutie ale unui sistem dat in spatiul probabilitatii
[18]. In acest capitol, prezentdm un cadru de modelare bazat pe modelul LGGR care s-a
dovedit a fi potrivit pentru modelarea inegalitatilor. Pentru aplicarea modelului LGGR
pentru a modela sistemele socio-economice, considerdam ca urmatoarele presupuneri
sunt valabile si pentru societate: (1) presupunem ca interactiile directe pe retea pot fi
aproximate printr-o interactiune de cimp-medie capturata in cadrul ratelor de crestere
(0(x)) si resetare (y(z)); (2) presupunem ca toti indivizii sunt identici si nu se poate
face nicio diferentiere.

3.1 Studiu experimental si provocari

Datele de buna calitate sunt necesare pentru proiectarea modelelor matematice care ar
putea explica cauzalitatea din spatele fenomenului. In prezent, datorita accesului usor
la internet, o cantitate imensa de date financiare digitalizate pentru diferite tari este
disponibila [27, 28]. Masurile socio-economice monitorizate sunt in general consider-
ate atat pentru indivizi, cat si pentru grupuri de indivizi (familii, organizatii, asezari,
etc.) [29-31]. Distributia acestora poate varia in functie de faptul daca este consider-
atd pentru indivizi sau grupuri de oameni. La fel se intampla si in cazul datelor despre
averi. Averea nu poate fi masurata folosind o cantitate simpld, deoarece este com-
pusa din mai multe componente. Odata cu cresterea complexitatii societatii, a devenit
aproape imposibil sa se realizeze o cartografiere exhaustiva a acesteia. Procedurile de
esantionare pentru averi tind sa fie inexacte, datele disponibile despre averi implica
in mod obisnuit estiméri si sondaje anuale [28]. Esantionarea poate fi foarte pericu-
loasd deoarece mostrele alese nu reprezintd neaparat corect intreaga grupa din care
fac parte. O reprezentare ilustrativa a esantiondrii si a deficientelor sale este ilustrati
in Figura 3.1. Prin urmare, este o provocare sa gisim date reprezentative care carac-
terizeaza ansamblurile de indivizi.

Complete
Enumeration

Sampling
Survey

Figura 3.1: Illustrare a deficientei de esantionare a ansamblului.
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Figura 4.1: Ilustrarea celor trei regiuni ale distributiei averii.

In zilele noastre, distributia averii este monitorizata de birourile statistice guver-
namentale si numeroase organizatii [27, 32], furnizind date precise despre avere. Este
important de mentionat c in societitile moderne, in cazul averii, sunt posibile si
valori negative, semnificind datorii. Putem diferentia trei regiuni bazate pe forma
distributiei averii, asa cum este ilustrat in Figura 4.1. Prima regiune este o regiune
exponential crescatoara la valori negative si foarte mici ale averii. Partea de mijloc a
distributiei averii este o regiune exponentiala cu o tendinta negativa. Partea superioara
a distributiei averii urmeaza o tendinti de descrestere similara cu o lege a puterilor. In
literatura relevanta, totusi, prima regiune nu este identificata ca o regiune separata,
deoarece datoria nu este luatd in considerare in distributie [23, 26]. In locul partii
pe care o considerdm ca fiind o regiune de descrestere exponentiali, se considera o
distributie de tip Boltzmann-Gibbs [23, 26]. O alti deficientd a modelelor existente este
ca ele demonstreazi cele doui regiuni separat. Ambitia principali a lucrarii noastre a
fost sa proiectam un model analitic, dinamic, potrivit pentru a demonstra distributia
observati a averii in intregimea sa (regiunile negative si pozitive ale datelor empirice).

Accentul acestei sectiuni se pune pe aplicarea modelului LGGR pentru a ilustra
distributia stationari a averii in SUA, Rusia si Franta la inceputul secolului al XXI-lea.
Presupunem cé dinamica averii este intr-o conditie de quasi-echilibru pe baza a doui
imprejurdri: (1) existenta suficient de indelungata a economiei de piata libera in aceste
tari in ultimele decenii; si (2) dimensiunea substantiald a acestor economii, asigurand
rezistenta lor la fluctuatii minore in economia globala.

Rata de crestere liniari (o (x)) poate fi luatd in considerare pentru avere, in concordanta
cu fenomenul preferential de acumulare a averii. Aceasti rata de crestere, exprimata
de prima linie a Ecuatiei 4.1, indic3 o crestere pozitiva in intervalul [—g, c0) (¢ fiind
o constantd pozitivd). Cresterea financiara incepe in principal la valori scizute ale
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averii si se incheie la niveluri mai ridicate ale acesteia. Prin urmare, rata de resetare
(7(z)) ar trebui sa fie negativa pentru valori mici si negative ale averii si sa se satureze
la o valoare pozitivd pentru valori mari ale averii, prevenind posibilitatea unei averi
infinite. O astfel de rata de resetare poate fi formulatd conform celei de-a doua linii a
Ecuatiei 4.1.

o(z)=1-(z+g)
’y(x):l'<s—

v (4.1)

r+g

) , (s,veRy).

Luand in considerare aceste forme ale ratelor de crestere siresetare, calculam forma
functiei de densitate a probabilitatii stationare datd de modelul LGGR (Ecuatia 2.4). Am
redimensionat variabila = cu valoarea sa asteptata (y = z/(x)), calculati analitic din
functia de distributie a probabilitatii stationare ps(x). Forma obtinutd a functiei de
distributie a probabilitatii renormalizate p;(y):

1) (s —1)% _(etDG=1
plo, = P (e (12

unde ¢ = v/[g(s — 1)] — 1.

Rescalarea functiei de densitate a probabilitatii pentru a fi normalizatd cénd val-
oarea asteptatd (y) = 1 este practicd nu doar pentru ca ne permite si eliminim un
parametru, ci si pentru ci faciliteazd comparatia vizuala a functiilor de distributie a
probabilitatii obtinute pentru diferite tari (vezi Figura 4.2).

4.1 Validarea modelului pentru SUA, Rusia si Franta

Datele referitoare la averea populatiei au fost obtinute din Baza de Date a Inegalitatii
Mondiale (WID) [28]. Studiul nostru a folosit date din mai multi ani pentru Statele
Unite ale Americii, Rusia si Franta. Datele furnizate sunt prezentate ca fractiuni pro-
centuale cumulative care reprezintd populatia si bogatia lor corespunzitoare in mon-
eda locala a tarilor. Din aceste distributii cumulative, am derivat distributiile normal-
izate ale bogétiei. Am calculat functia de densitate a probabilitatii pentru averea resca-
latd cu averea medie (Z) pentru fiecare an respectiv, exprimatd ca z = Z/(Z). Uti-
lizarea acestei abordari a dus la suprapunerea distributiilor bogétiei pentru ambele téri,
SUA si Rusia, in diferiti ani, pe o curba unificata. Aceasta suprapunere a distributiilor
a permis calcularea distributiei medii a averii pentru ambele tari.

Ambele distributii (SUA si Rusia) prezinti tendinte remarcabil de similare, permitand
o comparatie mai cuprinzatoare atunci cand modelele lor medii sunt suprapuse pe
acelasi grafic, Figura 4.2. Figura 4.2 indica o potrivire precisd pentru intregul spectru
de avere folosind parametrii s = 1.4 si ¢ = 6.5 in cadrul Ecuatiei 4.2, forma analitici
a functiei de densitate a probabilitatii. In mod interesant, in ciuda diferentelor sem-
nificative in istoriile economice ale SUA si Rusiei, distributia averii personale relative
prezinta o tendinta universala.

Am extins analiza cétre distributia averii in Franta [28], devenind evident ca aceasta
tendintd nu se aplicd universal, asa cum este arétat in Figura 4.3a. Distributia averii
pentru Franta sugereazd o mai mare egalitate intre populatie comparativ cu SUA si
Rusia, indicatd de descompunerea mai rapida a functiei de densitate a probabilititii a
averii prezentatd in Figura 4.3a. Pentru Franta, similar cu SUA si Rusia, distributiile
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Figura 4.2: Compararea functiei de distributie a averii relative normalizate (z =
Z/(Z)) din SUA si Rusia (reprezentata cu puncte) si functia de densitate a probabilitatii
datd de modelul LGGR sub forma Ecuatiei 4.2 (linie continud neagra). Distributiile
experimentale sunt distributiile medii peste anii considerati. Regiunea negativi a
distributiilor este reprezentati pe scard log-normala (a), in timp ce regiunea pozitiva
este reprezentatd pe scara log-log (b).
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Figura 4.3: (a) Compararea functiilor de densitate a probabilititii experimentale
(medii pe mai multi ani) ale valorilor relative ale averii (z = Z/(Z)) din SUA, Ru-
sia si Franta. (b) Comparatii intre cele mai bune potriviri generate de modelul LGGR
(Ecuatiile 4.2) si modelul Bouchaud si Mezard [24] la distributia experimental3 a averii
pentru Franta.

calculate pentru diferiti ani se suprapun. In setul de date francez, nu exista inregistrari
ale averii negative, astfel cd numai regiunea pozitiva a averii (z > 0) este reprezentata
pe o scara log-log in Figura 4.3.

De asemenea, am comparat rezultatele modeldrii noastre cu un model general
acceptat pentru distributiile averii, modelul Mezard-Bouchaud [24]. Modelul nostru
prezinta o aliniere mai buna cu datele experimentale in regiunea de valori mici ale
averii. Acest lucru este ilustrat si in Figura 4.3b.
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4.2 Remarci despre ratele alease

Pentru a testa rata de crestere preferentiald, am examinat cresterea averii celor mai
bogati 15 indivizi prezenti constant in lista Forbes din 2001 pana in 2019. Am ur-
marit averea Z;(t) a fiecarui individ in fiecare an ¢, in raport cu averea lor din 2001,
notatd ca "Z;(t) = Z;(t)/Zi(2001). Cresterea medie "Z(t) = ("Z;(t)); in timp
este ilustratd in Figura 4.4a, folosind scalarea log-normald. Modelul aparent liniar
(curba neagra) observat in Figura 4.4a sustine tendinta exponentiala in cresterea averii:
"Z(t) = exp[—0.075 - (¢t — 2001)].
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Figura 4.4: (a) Pe axa y logarithmica este reprezentat trendul de crestere exponential
a averii rescalate medii, " Z (t), printre cei mai bogati indivizi din lume de la 2001 pana
la 2020. Zona umbrita in fundal reprezintd cresterea averii celor 15 cei mai bogati
indivizi in mod separat. (b) Schimbdrile pe unitate de timp in fractiunea populatiei
intr-un interval de avere unitar (n(z) = N(z,z + dz)/dz) in jurul lui z ca urmare a
procesului de resetare inteligenta (Ecuatia 4.2). Parametrii modelului corespund celor
obtinuti din potrivirea functiilor de densitate experimentale din Figura 4.3 (s = 1.4 si
c=06.5)

Ne lipseste date experimentale pentru a sustine functia aleasd pentru rata de re-
setare. Cu toate acestea, bazandu-ne pe functia de resetare si forma densitatii de prob-
abilitate din Ecuatia 4.2, putem calcula schimbirile pe unitate de timp in fractiunea
populatiei intr-un interval de avere unitar (n(z) = N(z, z+dz)/dz) folosind produsul
d’?hsz) x —7v(z), ps(z) Am utilizat parametrii potriviti pentru potrivirea distributiilor
experimentale de avere din Figura 4.3 (s = 1.4 si ¢ = 6.5) si am reprezentat produsul
ratei de resetare si a functiei densitatii de probabilitate inmultit cu —1 (—7y(2) - p(2)) In
Figura 4.4b. Observam ca majoritatea indivizilor isi incep dinamica averii in intervalul
valorilor mici si negative (y(z), p(z) > 0), semnificativ sub media averii din societate
(z < 0.2 - (z)). Pand in momentul in care ies din sistem (rata de resetare pozitiva),
averea lor este in general mai mare. Aceasta se aliniaza bine cu experientele noastre
comune din viata de zi cu zi.

4.3 Discutii generale si concluzii

Scopul nostru a fost de a crea o formuld matematici cuprinzétoare care sa incorporeze
distributia averii in toate categoriile, inclusiv valorile negative care reprezinta datorii.
Am observat ci cresterea preferentiald (Ecuatia 4.1) este sustinuti de dinamica averii
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celor mai bogati oameni. Rata de resetare inteligenta presupusa (Ecuatia 4.1) se alini-
aza cu observatiile din lumea reals, unde persoanele mai tinere incep de obicei cu da-
torii sau avere scazuti (ratd de resetare negativa), progresand cétre categorii de avere
mai mari in timp. Aceasta perspectiva intareste convingerea noastra ca ratele pe care
le-am folosit abordeaza corespunzator dinamica averii in cadrul societitii folosind o
abordare de tip cimp medie. Buna aliniere intre datele colectate cu functia densitatii
de probabilitate datd de Ecuatia 4.2 aratid ca acest model ofera o reprezentare buna
a distributiilor de avere observate in societatile contemporane. Functia densitatii de
probabilitate rezultati din modelul nostru prezinti doui avantaje principale in raport
cu abordarea Bouchaud si Mezard: (1) se potriveste si valorilor negative ale averii (da-
toriilor); (2) cu cele doua parametri liberi (Ecuatia 4.2), permite o potrivire rafinata
pentru regiunea de avere scizuta. Analiza noastra a dezvaluit similitudini neasteptate
intre distributiile de avere din economiile istoric distincte ale SUA si Rusiei. Observatia
cé distributia rescalata a averii se suprapune pentru SUA si Rusia, dar nu si pentru
Franta, sugereaza cd nu existd o tendintd universala singulara in distributiile de avere
intre diferite tari, in ciuda similaritatilor evidente.

CAPITOLUL e

DISTRIBUTIA AVERII INTR-O COMUNITATE MICA

5.1 Prezentarea generala si motivatia studiului

In capitolul anterior, ne-am concentrat pe examinarea inegalititilor sociale prin analiza
distributiei averii la nivelul unor tari mari (Statele Unite ale Americii, Rusia, Franta).
In aceast capitol explordm o societate umand mai mica, formati din aproximativ o
mie de gospodarii. Scopul nostru aici este sa modelam din nou inegalitatile sociale
prin masurarea averii. Pentru lucrarea prezentata in aceasta sectiune, am avut acces la
o bazi de date exhaustiva privind averea dintr-o mici comuna roméaneasca, Comuna
Sancraiu. Baza de date a fost digitalizata din inregistrarile de proprietate si impozite
stocate la autorititile locale ale comunei Sincraiu, Roménia. Ca o extensie a lucrérii
noastre anterioare, exploriam diferite perioade de timp care reprezinta sisteme distincte
de autoritate. Baza de date contine informatii din trei ani distincti: 1961, 1989 si 2021.
in 1961, captureazi perioada imediat anterioard colectivizarii, marcAind momentul in
care terenurile anterior allocate tiranilor de citre comunisti dupa 1947 au fost din nou
colectivizate. Anul 1989 a marcat sfarsitul regimului comunist din Romania, in timp ce
2021 reprezinta prezentul, cuprinzand peste trei decenii de la caderea comunismului si
reflectdnd efectele tranzitiei catre o economie de piata liberd in comunele roméanesti.

In aceasti lucrare, demonstram aplicabilitatea modelului LGGR pentru o societate
relativ mici. Mai mult, avind date din trei epoci economice diferite ale Roméniei, sun-
tem capabili s3 compardm populatia acestei comune din punctul de vedere al inegalitétii
sociale. Pentru a face acest lucru, comparim ratele de crestere si de resetare aplicate
in cadrul modelului LGGR si calculdm, de asemenea, curbele Lorenz, punctele Pareto
si indicele Gini pentru toti cei trei ani [26].
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5.2 Date colectate despre avere

Inregistrarile anonimizate privind averea gospodariilor au fost obtinute de la autorititile
locale din comuna Sancraiu, printr-un acord intre Universitatea Babes-Bolyai din Cluj-
Napoca. Populatia comunei prezinta o tendinta de scidere in ultimii aproximativ 70 de
ani. Recensdmantul din 1956 a inregistrat 3557 de locuitori [33]. 36 de ani mai tarziu,
recensiméntul din 1992 a inregistrat 2053 de persoane [33], in timp ce populatia ac-
tuala a comunei este 1628 de locuitori conform recensamantului din 2011. In ceea ce
priveste gospodariile, in 1961 existau 1133 de gospodarii, in 1989 acest numar a scazut
la 921. In 2021, numarul de contribuabili a fost de 1595. Informatiile privind compo-
nentele averii pentru anii 1961 si 1989 au fost extrase din registrele agricole anonime
intretinute de primérie. Aceste registre contin informatii cuprinzétoare despre fiecare
gospodirie, documentand terenurile detinute, dimensiunea casei si a cladirilor auxil-
iare, precum si numirul de animale detinute de fiecare gospodirie. Avand in vedere
dependenta istorica a comunei de agricultura, se poate presupune ca aceste inregistrari
au continut majoritatea bunurilor valoroase ale unei gospodarii inainte de 1990. Datele
pentru 2021 au fost obtinute dintr-o baza de date fiscala anonimizati care detaliazd in
mod specific informatiile despre terenuri si cladiri.

Pentru a estima averea totala a unei singure gospodarii ¢, am calculat o combinatie
liniard a tuturor valorilor inregistrate, asa cum este definiti de Ecuatia 5.1. Pentru a
crea un proxy neinclinat, am folosit zece seturi de factori de ponderare pentru a estima
averea totald, presupunand ci valoarea reala se afld intre valorile estimate minime si
maxime. Aceastd estimare exprima averea intr-o cantitate arbitrara (in figurile noastre
o denumim [a.u.]), facAnd-o incomparabila intre diferitii ani studiati.

W; = ZM]Z - Pj, (5.1)

{5}
unde j reprezinta categoriile de valori, iar P; indica coeficientul de ponderare core-
spunzator. Factorii de ponderare P; indeplinesc conditia de normalizare: ) G P; =1.

Pentru a oferi o prezentare mai clard a metodei de estimare aplicate si pentru a
sustine natura realistd presupusi a parametrilor de ponderare, am calculat componenta
procentuald a averii totale a comunei. Aceasta calculatie a luat in considerare compo-
nentele valoroase incluse in estimarea averii gospodariilor. Ponderea procentuala a
unei singure categorii valoroase din averea totala detinuta de intreaga comuna poate

fi calculati astfel: Y
S(j) =~ 100 (%), (5.2)
Z{i} Wi

unde ¢ reprezintid suma peste gospodarii, in timp ce j indica diferitele categorii de
valori. Pentru fiecare categorie de valori j si pentru fiecare set de factori de ponder-
are considerati P;, calculam cantitatile S(j) si le reprezentam vizual pentru fiecare an
studiat. In Figurile 5.1a,c,e, reprezentdm componenta procentuald a averii totale a co-
munei (calculati pe baza Ecuatiei 5.2) in cei trei ani analizati. Diferitele componente ale
averii sunt listate in figura. Zonele umbrite la marginile culorilor diferite reprezinta in-
certitudinea indusa de diferentele dintre seturile de ponderare. Grosimea relativ mare a
acestor zone de tranzitie difuze in figura sugereazi ca seturile de ponderare alese acop-
erd un set considerabil diferit de metode de estimare, asigurand robustetea estimarii. in
plus, calculdm distributiile experimentale ale averii din averea estimaté a gospodariilor
pentru fiecare set de parametri de ponderare. In Figurile 5.1b,df, reprezentam mediile
intervalelor si punctele extreme (pe ambele axe) cu puncte si bare de eroare.
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5.3. DISTRIBUTIILE AVERII PRIN MODELUL LGGR
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Figura 5.1: Panourile din coloana sting3 ilustreaza compozitia averii totale a comunei
in (a) 1961, (c) 1989 si (e) 2021. Cotele diferitelor categorii (S(X)) sunt calculate pe
baza Ecuatiei 5.2. Panourile din coloana dreapti ilustreaza distributia experimentald a
probabilitatii pentru avere in (b) 1961, (d) 1989 si (f) 2021. Barele de eroare sunt obtinute
prin combinarea rezultatelor diferitelor seturi de parametri de ponderare. Valorile
averii sunt exprimate in unitati arbitrara (a.u.), asa cum este explicat in Sectiunea 5.2.
Distributiile teoretice (linii continue) definite de Ecuatiile 5.4 (b, d) si 5.4 (f) sunt ajus-

tate la distributiile experimentale medii (puncte negre). Parametrii de ajustare apar in
legenda figurilor.

5.3 Distributiile averii prin modelul LGGR

Avind in vedere ci anii 1961 si 1989 marcheaza sfarsitul unor conditii socio-economice
distincte, iar anul cel mai recent, 2021, semnifici o situatie care a aparut ca rezultat al
a 32 de ani de economie de piata libera dupa prabusirea comunismului, deducem cu
incredere ca distributia averii gospodariilor a atins o stare de stationaritate. In datele
prelucrate in acest capitol, nu existad avere negativa. Aceasta simplifica intr-o oarecare
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masurd modelarea distributiilor de avere estimate. Prin definirea functiilor de rate
realiste pentru crestere si resetare, calculul functiilor de densitate de probabilitate sta-
tionard pe baza Ecuatiei 2.4 este posibil. Ulterior, ajustim parametrii modelului pentru
a obtine o aliniere satisfacatoare intre datele experimentale si model.

Distributia averii intr-un sistem economic controlat: 1961 si 1989

In comunism, cresterea economici a fost facilitatd, dar si moderata de catre gu-
vern. Avand in vedere aceste fapte, am aproximat cresterea economica a gospodariilor
printr-o valoare constanti (o (z) = k), ceea ce inseamna ci cresterea averii nu depinde
de averea actuala a gospodariei.

In ceea ce priveste rata de resetare, luaAm in considerare din nou faptul ca bunistarea
economica a populatiei era controlata de citre guvern. Bazidndu-ne pe ideologia co-
munismului, exista o medie ideald a averii care caracteriza societatea, iar obiectivul
guvernului era sa mentina echilibrul financiar in cadrul societatii. Pentru a realiza un
astfel de scenariu in cadrul modelului LGGR, am optat pentru o rata de resetare liniara,
decalata fatd de valoarea 0 a averii, cu o constanta: y(z) = = — r. Aceasta functie
simpla ia valori negative pentru avere (z) sub r si devine pozitiva pentru z > r, asig-
urand un scenariu inteligent de resetare, ilustrat in Figura 2.1a. Aceasta asigura aparitia
unor familii noi cu mai putini avere decét r, iar cAnd devin mai bogate decét aceasti
bunistare optim3, devine probabil ca acestea sa-si piarda averea sau sa iasi din sistem.

Avand in vedere aceste rate, solutia stationard a modelului LGGR (Ecuatia 2.4)
duce la o distributie normala care este normalizatd pe intervalul [0, c0) (Ecuatia 5.3),
deoarece avere negativa nu este prezenta in date.

2 2 —e@-2n) T !
psl (l‘) — E e 2k e 2k erf(ﬁ) + ]_ s (53)

unde erf() este functia de eroare (erf(x) = % Iy e~t” dt). Maximele acestei distributii
normale sunt la valoarea parametrului r, ceea ce este in acord cu explicatia datd ante-
rior referitoare la existenta unei stiri ideale de prosperitate in comunism. Functia de
densitate de probabilitate definita de Ecuatia 5.3 este potrivita pentru ajustarea atit a
distributiilor experimentale de avere din 1961, cat si din 1989. Pentru 1961, distributia
experimentala si teoreticd a averii sunt prezentate in Figura 5.1b, in timp ce pentru
1989 in Figura 5.1d. In ambele cazuri, parametrii de ajustare sunt enumerati in legenda
figurii.

Distributia averii in economia de piata libera: 2021

In economia de piata liberd, cresterea financiara poate fi considerata preferentiala:
o(x) = x 4 . Luand in considerare doar avere pozitiva in cadrul sistemului, cea mai
simpl3 optiune pentru rata de resetare este si presupunem ci este constanta: y(x) = .
Acest lucru inseamna ca, indiferent de averea unui contribuabil, probabilitatea de a fi
resetat intr-o fereastrd de timp datd riméane aceeasi. Aceste forme ale ratelor (folosind
din nou Ecuatia 2.4) conduc la o functie de densitate de probabilitate stationara de tip
Tsallis-Pareto definita de Ecuatia 5.4.

pal@) = 50+ 57, (5.4)

Compararea vizuald a distributiilor teoretice si estimate experimental ale averii este
prezentati in Figura 5.1f.
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5.4. INEGALITATEA SOCIALA PRIN MASURILE CUNOSCUTE

5.4 Inegalitatea sociald prin masurile cunoscute
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Figura 5.2: Curbele Lorenz, atat experimentale, cat si teoretice, pentru anii 1961, 1989
si 2021. Zona umbritd reprezintd intervalul acoperit de rezultatele experimentale in
diferite seturi de parametri de ponderare. Curbele teoretice, derivate din distributiile

ajustate, sunt reprezentate de linii continue.

Am calculat curbele Lorenz [34] pentru fiecare an studiat pe baza atat a curbelor
teoretice, cit si a distributiilor experimentale ale averii. Figura 5.2 ilustreaza curbele
Lorenz corespunzitoare anilor analizati. Curbele Lorenz construite din functiile de
densitate de probabilitate modelate, avand in vedere parametrii optime, sunt indicate
cu linii continue. Regiunile delimitate de extremele curbelor Lorenz observate exper-
imental, corespunzand la diferite seturi de parametri de ponderare, sunt umbrite cu
culorile respective. Curbele Lorenz teoretice se aliniaza bine cu cele experimentale, la
fel ca si functiile de distributie a averii.

Am calculat valorile punctelor Pareto si indicii Gini atat din datele empirice ale
averii, cat si din distributiile teoretice. Am stabilit intervale pentru valorile obtinute ex-
perimental pentru fiecare dintre cei trei ani, constatind ci valorile derivate din curbele
modelate se incadreaza in intervalele definite. Valorile punctelor Pareto si indicii Gini
experimental si teoretici sunt listate in Tabelul 5.1.

’ Year G P
Data Model Data Model
1961 | [0.377;0.379] | 0.378 [0.366;0.368] | 0.367
1989 | [0.304;0.315] | 0.312 [0.390;0.395] | 0.391
2021 | [0.543;0.579] | 0.552 [0.282;0.299] | 0.298

Tabelul 5.1: Misurile de inegalitate in decursul anilor examinati: coeficientul Gini
(G) si punctul Pareto (P). Limitele derivate din date folosind diferiti parametri de
ponderare si valoarea extrasa din functia de densitate de probabilitate ajustata.

5.5 Rezumatul capitolului

Aceastd studie furnizeaza o a doua confirmare a aplicabilitatii dinamicii LGGR in mod-
elarea distributiei averii in cadrul sistemelor socio-economice. Aspectul distinctiv al
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acestei cercetdri constd in aplicarea acestei dinamici cu rate de crestere si resetare
diferite la diferite scenarii economice, dovedind eficacitatea modelului in ambele cazuri.

Indicii de inegalitate determinati experimental si teoretic prezintd o concordanta
semnificativa (Figura 5.2), oferind o confirmare suplimentari a validitatii functiilor de
densitate de probabilitate propuse dintr-un alt punct de vedere. Valorile masurilor Gini
si Pareto indica inegalitati sociale minime in timpul regimului comunist. In 1961, Gini
afost aproximativ 0.38, scazédnd la 0.31 in 1989. Dupa 32 de ani de economie de piata in
aceasta regiune, Gini a crescut semnificativ la aproximativ 0.55. Acest lucru sugereaza
intensificarea actuald a inegalititilor sociale. In plus fata de demonstrarea capacititii de
modelare a modelului LGGR, am furnizat si date valoroase privind inegalitatea pentru
o regiune geograficd bine definita, cuprinzand diferite perioade istorice ale Romaniei.
Realizarea unor studii similare in diverse regiuni din intreaga lume, in comunitati bine
delimitate, ar putea fi, de asemenea, interesanti.

CAPITOLUL e

DinamicA LGGR STATIONARA A LOTERIILOR

In acest capitol, prezentdm un studiu care este, de asemenea, strans legat de domeniul
stiintelor sociale si economice, dar diferd distinct de cele doud subiecte precedente.
Formele globale de jocuri de noroc au ajuns la un nivel atat de ridicat de complexi-
tate incat este potrivit sa le investigam ca sisteme complexe. Loteriile, in general, sunt
studiate in mod extensiv din numeroase puncte de vedere, cum ar fi matematic, care
se ocupa de sansele de castig [35]; psihologic, incercand sa explice motivatia psiho-
logici a jocului [36]; economic, adaptdndu-si regulile pentru a imbunétati veniturile
statului [37]. Cu toate acestea, ele nu au fost focalizate in fizica statistica, astfel incat
aceastd abordare simpla are un caracter nou.

In loterii, participantii au sansa de a castiga un premiu Jackpot selectand un set de
numere dintr-o gama specificata. Selectia castigatorilor se bazeaza pe extrageri peri-
odice de numere aleatoare, care au loc de obicei siptdméanal sau de doui ori pe sap-
tdmana. In cazul in care un bilet are aceleasi numere ca cele extrase, posesorul devine
castigator. In cazul in care nu exista castigitor, fondul de premii continui si creasca
prin extrageri succesive pani cand un cistigator este anuntat in cele din urma [35].
Escaladarea Jackpot-ului dupa extragerile nereusite succesive contribuie la valori mai
mari ale Jackpot-ului, care atrag natural mai multi jucétori sa participe [38]. Acest lu-
cru duce la o crestere accelerata pana cand Jackpot-ul este castigat. Participantii pot
califica pentru premii mai mici daci potrivesc mai putine numere decit cele necesare
pentru a castiga Jackpot-ul, dar totusi depidsesc un prag minim. Finantarea pentru
aceste premii mai mici, in functie de regulile specifice ale loteriei, poate proveni fie
dintr-o parte a fondului de premii Jackpot, fie poate fi acoperita printr-un procentaj
desemnat din vanzérile saptimanale.

Desi regulile pot parea simple, combinatia comportamentului jucétorilor, natura
aleatoare si regulile ale jocului duc la dinamici complexe. Procesele de crestere si re-
setare pot fi identificate clar in Figura 6.1, care afiseaza un segment al seriilor de timp
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6.1. APLICABILITATEA MODELULUI SI SERIILE TEMPORALE ALE VALORII JACKPOT-ULUI

ale valorii Jackpot-ului pentru loteria Powerball [39, 40]. Seria de timp afisatd a val-
orilor Jackpot-ului caracterizeaza in intregime dinamica. Dinamica care guverneaza
valorile Jackpot-ului la loterii se aliniaza cu principiile care stau la baza modelului di-

namic de tip mean-field LGGR.
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Figura 6.1: Datele de serie temporala care prezintd valoarea Jackpot-ului pentru

Powerball, acoperind perioada martie 2017 - iulie 2019 [40].

6.1 Aplicabilitatea modelului si seriile temporale ale valorii Jackpot-ului

Datele seriei temporale ale Jackpot-ului pentru sase loterii, fiecare avand seturi dis-
tincte de reguli si dimensiuni ale bazei de jucitori, au fost colectate si procesate [39,

41-45]. Am colectat seria temporald completd pentru fiecare dintre cele sase loterii
de la lansarea jocului pani in prezent. Cu toate acestea, ne-am concentrat doar pe

perioade mai scurte de timp in care regulile nu au fost modificate.

Am listat in Tabelul 6.1 perioadele de timp selectate pentru analizd si modelare,
pentru fiecare dintre cele sase loterii. Am scris si in coloane separate sansele de a
castiga Jackpot-ul si regulile care definesc fiecare loterie: numéarul de numere care
trebuie alese si dimensiunea setului de numere selectabile. Prezentim, de asemenea,
dimensiunea bazei de jucatori si unele date statistice referitoare la valoarea medie a
Jackpot-ului si timpul mediu dintre cAstigarea consecutivi a Jackpot-ului. In plus, ali-

turi de caracteristicile mentionate mai sus ale loteriilor, listdm si valoarea produsului
w = Py - Pop. pentru fiecare loterie intr-o coloani separatd. Acest parametru simplu
ar putea oferi informatii valoroase despre loterie. Unele dintre sursele de date pen-
tru fiecare loterie sunt, de asemenea, listate in Tabelul 6.1. Pentru loteriile Powerball
si UK, reprezentarea vizuali a seriei temporale considerate pentru modelare poate fi

observata in sectiunile (A) ale Figurii 6.2.

In timp ce modelam distributia valorilor Jackpot-ului in acest studiu, ne referim
exclusiv la distributia valorilor Jackpot-ului rescalate prin valoarea medie a Jackpot-
uluiin timp (J — = = J/(J) ;). Modelul LGGR este aplicabil doar proceselor Markov
ergodice. Prin urmare, mai intai, demonstram ergodicitatea celor sase serii temporale
introduse. Stationaritatea seriilor temporale studiate, manifestatd prin convergenta
valorii medii a Jackpot-ului intr-o fereastrd de timp in continua extindere (x(t)); ~ ¢,

este ilustratd in sectiunile (B) ale Figurii 6.2. Natura lor aperiodicé este demonstrata
prin absenta autocorelatiei (ACF(s) = Corr(x(t),z(t + s))), asa cum este ilustrat
in sectiunea (C) a Figurii 6.2. Acelasi lucru este valabil si pentru celelalte patru loterii.
Bazandu-ne pe aceastd argumentare, consideram loteriile investigate ca fiind ergodice.
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Capitolul 6 | Dinamica LGGR stationard a loteriilor
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Figura 6.2: Sunt prezentate graficele seriilor temporale ale loteriilor studiate. Fiecare
rand corespunde urmatoarelor aspecte: (A) Graficul seriei temporale al loteriilor intr-o
perioada stabild, in care regulile si bazele de jucétori rimén constante. (B) Media seriei
temporale (x(t)), insotitid de valoarea de convergentd. (C) Functia de autocorelatie
a seriei temporale AC'F(s) pana la s zile, impreuna cu un interval de incredere cu

p < 0.05.

Lottery Period Format| Pj (=) Pop. () (J) (=) (ty) w (~) Source
[draws] (=)

Powerball 08.05.2015- | 5/69 + | 1/292-10~ 0 | 292.2.10% | 172.2M.8 | 14 1 [39, 46]
02.15.2020 1/26

Megamillions| 06.22.2005- | 5/56 + | 1/258-10-° | 152.4.10° | 66.8M.$ 9 0.58 [42,47]
01.31.2010 | 1/46

Euromillions | 01.12.2012- 5/50 + 1/116- 10-0 272.0-10° 46.4M.€ 5 2.34 [41, 48]
09.01.2016 2/9

Canada 03.03.2007- | 6/49 1/14-10~6 35.2-10° | 9.8M.$ 3 2.70 [44]

lotto 02.27.2019

UK lotto 01.07.1995- | 6/49 1/14-10-9 62.5 - 100 3.4M. £ 2 4.80 [45]
09.09.2023

Texas lotto | 07.14.1994- | 6/50 1/17-10~© 18.9 - 10° 12.6M.$ 4 1.12 [43, 49]
07.18.2000

Tabelul 6.1: Loteriile examinate in acest articol, in intervale de timp cu reguli con-
stante. Tabelul include informatii despre formatul loteriei, probabilitatea de castig
cu un singur bilet (P;), populatia maxima potentiald a jucatorilor (Pop.) si unele
proprietiti statistice precum valoarea medie a Jackpot-ului ((.J)) si timpul mediu intre
castigurile consecutive ale Jackpot-ului ({¢;)). In plus, este listat si parametrul loteriei
w, asa cum este discutat in Sectiunea 6.1. In antet, simbolul "~" sugereazi ci valorile
din coloand sunt doar aproximativ precise.

6.2 Modelarea dinamicii de crestere si resetare

Am stabilit forma matematica a functiilor kernel de crestere si resetare prin analiza
datelor experimentale. Aceasta abordare confirma coerenta interna a modelului pro-
pus.

Rata de crestere

Valoarea Jackpot-ului se acumuleazi dintr-o fractiune a vanzarilor (care este deter-
minati de numirul de bilete vAndute) intre doui trageri consecutive. In plus, cu cat este
mai mare Jackpot-ul, cu atat mai multe bilete sunt cumparate de jucatori. Prin urmare,
ar fi natural sa presupunem o forma preferentiali de crestere a ratei: o(z) = a(1+b-z).

Pentru a ne asigura de validitatea unei astfel de cresteri multiplicative a Jackpot-
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6.2. MODELAREA DINAMICII DE CRESTERE SI RESETARE

ului, am calculat functia de crestere (cresterea relativad medie a valorilor Jackpot-ului

intre trageri succesive) pe baza datelor seriei temporale pentru fiecare loterie. In Figura 6.3a,

prezentam rata de crestere determinata empiric pentru loteria Powerball. Incertitudinea
asociata pozitiei fiecarui punct de date este indicatd in figura, demonstrand deviatia
standard a datelor in intervalele respective pe ambele axe. Pentru fiecare loterie, de-
termindm valorile parametrilor folosind date din regiunea inferioara reprezentatd in
grafice (ratele de crestere experimentale ale altor loterii sunt incluse in teza). Rata
de crestere determinati experimental in Figura 6.3 sustine forma aleasa liniara pentru

functia kernel de crestere.
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Figura 6.3: (a) Rata experimentala de crestere, denumiti o (z) si exprimati ca o functie
de x = J/(J)q- Media datelor este insotita de barele de eroare care reprezinta
deviatia standard a ansamblului. Functiile de crestere alese (o(x) = a(1+b-z)) cu val-
orile parametrilor a si b folosite pentru ajustarea distributiilor relative ale Jackpot-ului
sunt prezentate alituri de rezultatele experimentale. (b) O comparatie intre rata de re-
setare experimentala si corespondentul sau teoretic pentru loteria nationala din Marea
Britanie. Rata de resetare teoretica se bazeaza pe parametri obtinuti din ajustarea
functiilor de densitate de probabilitate si a ratelor de crestere. Acordul calitativ limitat
poate fi atribuit calitatii scizute a datelor. Furnizim numarul de puncte de date, Ngata,

utilizate pentru calculul mediei. Aceastd prezentare isi propune si sublinieze ca regiu-
nile din dreapta liniilor verticale rosii nu sunt considerate fiabile pentru inferentele

statistice.

Rata de resetare

Existd o conexiune intre ratele de crestere si resetare prin numarul de bilete van-
dute. Calcularea probabilitatii de resetare y(y) pentru un anumit numar de bilete van-
dute, denumit y, necesita luarea in considerare a numarului de bilete de loterie com-
pletate distinct. Numaérul de bilete vindute (y) este proportional cu cresterea valorii

Jackpot-ului intre trageri consecutive, care este insasi rata de crestere: y = [ - o(x),
unde [ este un parametru pozitiv care mapeaza cresterea la numarul de bilete. Rata de

resetare ca functie a valorii Jackpot-ului este datd de Ecuatia 6.1.

Y(z) = (1 - gm0

cu k = [ -a- «. Parametrul [ este ascuns in k.

Conexiunea dintre crestere si resetare introduce inci doi parametri ai modelului: «

(sau k = l-a- ) si §. Naturd procesului de resetare (total sau inteligent) este controlata

de parametrul 5.
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Capitolul 6 | Dinamica LGGR stationard a loteriilor

Pentru a calcula experimental rata de resetare am avut suficiente date doar pentru
loteriile din Canada si Marea Britanie. Figura 6.3b ilustreaza ratele de resetare de-
terminate experimental pentru loteria nationald din Marea Britanie, reprezentate in
functie de Jackpot-ul rescalat x/(x). Subliniem din nou ci ultimele puncte din aceste
grafice sunt mai putin fiabile. Pentru a demonstra consistenta, in Figura 6.3b com-
pardm vizual ratele de resetare experimentale cu Ecuatia 6.1. Acordul calitativ limitat
poate fi atribuit calititii slabe a datelor.

6.2 Functia de densitate a probabilitatii stationare

Bazandu-ne pe forma liniari a ratei de crestere sustinuti experimental si pe relatia
derivata intre ratele de resetare si de crestere, forma analitica a functiei de densitate a
probabilititii stationare este:

ps(x) = C (1 + ba) A LeBilriba)

unde C este constanta de normalizare, iar parametri A si v sunt derivati din parametrii
care apar in ratele de crestere siresetare: A\ = 1/(a-b), v = - A. Ei(z) in exponent este

(6.2)

o
functia integrald exponentiald, definitd ca Ei(z) = — [ eT_t dt. Cand 8 = 1, scenariul
—X

de resetare este conventional (rata de resetare este pozitivd), avand intotdeauna loc la
o valoare minima a Jackpot-ului x = Jy. Cand 8 > 1, rata de resetare poate fi nega-
tiva (pentru valori mai mici ale lui x), implicand faptul ca, dupa procesul de resetare,
dinamica de crestere incepe din nou cu o valoare a Jackpot-ului > Jy. Astfel de
dinamici pot fi identificate in cazul loteriilor din Canada si Marea Britanie. Deficienta
formei obtinute a lui ps(x) consta in faptul ci nici constanta de normalizare C, nici
valoarea medie a lui z nu pot fi calculate analitic. Prin urmare, atunci cind se ajusteaza
datele experimentale, normalizarea la (z) = 1 a functiei de densitate a probabilitatii
trebuie efectuate numeric pentru valori fixe ale parametrilor (a, b, & si ().
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Figura 6.4: Distributia de probabilitate la echilibru pentru premiile Jackpot ps(x) ca
functie de Jackpot-ul relativ pentru cele sase loterii examinate.

In Figura 6.4, prezentam distributiile experimentale ale valorilor relative ale Jackpot-
ului (z/(z)) alaturi de functia de densitate a probabilititii descrisa de Ecuatia 6.2. Com-
pararea intre datele experimentale si functia de densitate a probabilititii stationare
obtinutd din model relevi o buni potrivire calitativ.

6.3 Discutii

Cu toate variatiile loteriilor, dinamica rezultata a sistemului colectiv care implica juca-
torii si regulile stabilite de asociatiile de loterii este similard. Dinamica complexa rezul-
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tatd este aceeasi cu cea modelatd matematic prin abordarea LGGR. Pentru a selecta o
ratd de crestere liniara, am validat intuitia folosind datele din lumea reald, asa cum
este ilustrat in Figura 6.3. In plus, relatia descrisd in Ecuatia 6.1 care leagi ratele de
crestere si resetare a fost confirmata calitativ prin rata de resetare calculatid empiric
(Figura 6.3b). Folosind aceste rate, in limita stacionara, modelul LGGR a generat o
functie de distributie a probabilitatii (Ecuatia 6.2) care, cu parametri adecvati, se alini-
aza consecvent cu functiile de densitate a probabilititii calculate ale valorilor Jackpot in
toate cele sase loterii studiate. Procesul de potrivire a datelor a fost efectuat in mod con-
secvent, ludnd in considerare atat curbele de crestere experimentale, cét si distributiile
Jackpot obtinute pentru fiecare loterie in parte. Calitatea potrivirii pentru ratele de
resetare nu a fost luata in considerare din cauza cantititii limitate de date disponibile.
Scopul nu a fost de a obtine o potrivire perfectd pentru distributiile experimentale
ale Jackpot-ului si datele de suport. Obiectivul nostru a fost sa dezvoltdm un model
statistic de cAmp mediu care oferd o demonstratie coerenti a fluctuatiilor stationare
ale valorilor Jackpot-ului. Un aspect de remarcat al acestui model este capacitatea sa
de a ilustra doua dinamici distincte ale loteriilor: una caracterizati printr-o resetare
completa (Euromillions, Powerball, Megamillions, Texas lottery) si cealalta printr-un
proces de "resetare inteligenta" (UK Lotto si Canadian Lotto).

CAPITOLUL e

DinamicA LGGR STATIONARA IN SISTEMELE BIOLOGICE

7.1 Introducere si motivatia studiului

Sistemele biologice pot fi interpretate ca sisteme complexe, datoritd numeroaselor lor
componente si interactiunilor complexe dintre acestea. In cazul ecosistemelor forestiere,
cantitatea relevanti a cérei distributie este studiata frecvent este dimensiunea arbo-
rilor, cuantificati ca Diametrul la Iniltimea Pieptului (Diameter at Breast Height -
DBH). Procesele ecologice fundamentale prezente in toate sistemele biologice, care
formeaza viziunea macroscopica a ecosistemelor forestiere, includ cresterea arborilor,
mortalitatea acestora, recrutarea de noi arbori si diversificarea speciilor. Majoritatea
modelelor existente in literaturi iau in considerare doar primele doud procese. Desi
scala de timp a dinamicii ecosistemelor forestiere este mult mai lentd decat cea a sis-
temelor financiare, de exemplu, aceasti dinamici este totusi firul care isi lasd amprenta
asupra viziunii unui astfel de ecosistem. Astfel, chiar daca conditiile de echilibru (sta-
tionaritatea) necesitd mult mai mult timp pentru a fi atinse, aceleasi metodologii de
modelare pot fi aplicate.

Luand in considerare primele trei procese, analogia dintre dinamica LGGR si aces-
tea este directd. Ultimul proces poate fi mai putin evident de inteles in contextul di-
namicii LGGR, dar demonstratia efectului sdu ca un proces de resetare independent
de dimensiune este dedusa in Capitolul 2. Prin luarea in considerare a ecosistemelor
forestiere suficient de vechi, presupunem aplicabilitatea limitei stationare a modelu-
lui LGGR. Am luat in considerare modelarea ecosistemelor de arbori decidui de doua
tipuri diferite: paduri semi-naturale cu arbori maturi si pasuni forestiere vechi. Am-
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bele ecosisteme sunt situate geografic in Roméania centrala. Ne-am concentrat pe trei
specii de arbori care sunt prezente in ambele tipuri de ecosisteme: stejar, carpen, si fag.
In afara de cele doud ecosisteme din Romania, pentru a confirma natura universali a
concluziilor noastre, am analizat date din ecosisteme comparabile din Ungaria [53].

Conform literaturii, distributia dimensiunilor arborilor in padurile cu frunze caza-
toare este in principal ajustata de distributii Gamma sau Weibull. Aici, introducem o
metodd de modelare matematicd simpla si coerenti care oferd suport teoretic robust
pentru validitatea distributiei Gamma in ceea ce priveste diametrele trunchiurilor de
arbori in aceste ecosisteme forestiere. Abordarea noastra integreaza in mod cuprinza-
tor cele patru procese ecologice mentionate anterior. Pentru a evidentia contrastul in-
tre distributiile dimensiunilor arborilor in medii cu caracter semi-natural si matur, in
comparatie cu cele din ecosistemele forestiere artificiale unde influenta umana este mai
pronuntata si conditiile de mediu sunt mai omogene, am analizat si date din plantatiile
de arbori de plop din estul Ungariei. Aceste masuratori au servit un dublu scop. Primul
scop este de a evidentia contrastul in distributia dimensiunilor arborilor intre aceste
ecosisteme controlate, care nu au atins inca starea de echilibru, si medii naturale forestiere
mature unde se presupune o distributie a dimensiunilor arborilor stabild. Cel de-al
doilea scop este de a obtine indicii despre dinamica de crestere a arborilor genetic
identici care se dezvoltd in medii controlate.

In plus fata de seturile de date DBH pe care le-am descris mai sus, am avut acces
si la seturi de date auxiliare de la Serviciul Parcului National din Statele Unite (NPS),
pe care le-am utilizat pentru a dezvalui forma functiilor de crestere si resetare.

7.2 Distributii experimentale ale dimensiunilor copacilor

Bazele noastre de date contin masuritori exhaustive ale diametrelor copacilor la inaltimea
pieptului, formand opt seturi de date privind dimensiunile copacilor [55]. Pe baza aces-
tor seturi de date, am calculat distributiile de DBH pentru fiecare specie si ecosistem
in parte. In Figura 7.1, aceste distributii de DBH sunt prezentate. Pe baza acestei fig-
uri, se poate observa deja diferenta semnificativa dintre distributiile de DBH in pasuni,
paduri si plantatii.

Rescalarea valorilor DBH cu media lor corespunzitor (x — y = —I<) a dus la co-

lapsul functiilor de distributie rezultate (panourile inferioare ale Figurii 7.1). In ecosis-
temele naturale, aceastd distributie convergenta urmeaza distributia Gamma, in timp
ce in plantatii corespunde distributiei Normale. Aceasti suprapunere a distributiilor de
DBH dezvaluie o universalitate intriganta in aceste medii, oferind informatii valoroase
despre dinamica lor comparativa.

7.3 Modelare prin intermediul modelului LGGR

Pentru modelare, aplicim din nou cadrul de modelare LGGR. Asa cum s-a anticipat
in sectiunea care descrie datele experimentale, padurile seminaturale studiate si medii
vechi de pasune, datoritd existentei lor indelungate, se afld deja intr-o stare de echilibru.

Rata de crestere

Pentru a determina forma matematicd a ratei de crestere, am utilizat date de la
Serviciul National al Parcurilor din Statele Unite [54]. Rata de crestere anuala, identi-
ficatd din grosimea inelelor de crestere ale copacilor, a fost analizatd pentru trei genuri
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Figura 7.1: Functiile empirice de densitate a probabilitatii care reprezinta distributiile
de DBH sunt ilustrate. In panoul (a), distributiile pentru padurile naturale (albastru) si
pasunile cu arbori (portocaliu) sunt prezentate aldturi de distributia Gamma obtinuta
din modelul LGGR (Equatia 7.4). Panoul (b) afiseaza distributia de DBH intr-o plantatie
de plopi de 10 ani (verde) si una de 15 ani (rosu), ambele cu antecedente ecologice sim-
ilare. Distributiile experimentale sunt comparate cu distributii Gaussiene. Graficul tip
histograma insotitor serveste ca un ajutor vizual suplimentar, accentuind diferentele
in valorile medii ale DBH. Panourile (c) si (d) ilustreaza distributiile valorilor relative
ale DBH (r — y = —%<). Panoul (c) prezinta distributia de DBH in péadurile semi-

<z>
naturale (aceleasi date ca in panoul (a)), in timp ce panoul (d) corespunde celor doud

plantatii (aceleasi date ca in panoul (b)).

de arbori, dupd cum este ilustrat in Figura 7.2a. Rata de crestere anuald medie este
reprezentata in functie de DBH/(DBH) (DBH masurat aproximativ la 1 m de la
sol). O reprezentare matematica adecvati a ratei de crestere, care se aliniaza cu datele,
este:

T

—) b2 7.1
Y+ b 20, (7.1)

o(x)=d
unde d; si b sunt constante pozitive. In Figura 7.2, trendul care se potriveste cu rata
experimentald de crestere este definit de Ecuatia 7.1.
Ratele de resetare si diversificare

Mortalitate si recrutare: Avand in vedere cd rata de recrutare prezinta o resetare
semnificativa negativa pentru dimensiunile mai mici ale copacilor si rata de mortali-
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Figura 7.2: (a) Rata de crestere a fost dedusa din datele privind latimea inelelor de
crestere ale copacilor, reprezentata pe o scara logaritmica in functie de diametrul rel-
ativ al trunchiul copacului la un metru deasupra solului pentru trei genuri de arbori
(specificati in legendd). Linia punctata reprezinta trendul definit de Ecuatia 7.1, cu
parametrii asociati afisati in figurd. Barele de eroare reprezinta eroarea standard in
jurul punctelor de date. (b) Alinierea intre distributia dimensiunilor relativi a arbo-
rilor morti si produsul ratei de resetare aleasa si distributia potrivita a dimensiunilor
arborilor. Histograma ilustreaza distributia dimensiunilor arborilor de stejar morti
in parcurile nationale din SUA, cu dimensiunile redimensionate in raport cu media.

Potrivirea este definita ca H - ps(y)7(y), incluzind o constantd H necesara pentru
= 0.22 si

aliniere cu histograma experimentald. Potrivirea este determinata de r

parametrii estimati din functia de densitate a probabilitatii experimentale (Figura 7.1a).

Datele utilizate aici au fost obtinute din [54].

tate este o functie convergentd, avand valori pozitive pentru dimensiunile mai mari ale
copacilor [56, 57], impactul combinat al acestor functii aproximeaza o functie cresca-

toare, dar convergent.
Diversificare: Prin diversificare, noi arbori tineri de diferite specii par sd inlocuiasca

arborii batrani care mor. In consecinti, numarul de arbori care apartin unei specii scade
multiplicativ. Aceastd sciddere multiplicativa a arborilor unei specii specifice duce la
o scadere exponentiala a abundantei acesteia in timp. Aceasta scidere exponentiala a
numarului de arbori introduce un termen similar cu resetarea, independent de starea

initiala (k < 0) in ecuatia evolutiva.
Prin combinarea functiei de resetare motivat de procesele de mortalitate si re-
crutare cu rata negativa de diversificare (x), forma rezultati a ratei de resetare va fi

urmatoarea:
o) = hi—gp tr=d (72)
where:
= M >1r >0,
fi+k (7.3)
and dy > 0.

dy=(fi+r)<fi
In Ecuatia 7.3, r, b si f1 sunt constante pozitive.

Distributia stationara a dimensiunilor

Avand in vedere functiile de crestere (Ecuatia 7.1) si de resetare (Ecuatia 7.3), forma
functiei de densitate de probabilitate stationara deja renormalizati la valoarea medie
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a DBH-ului (ps(y)) este:

ps(y) = Le*d‘yyd“l <y +— C> (7.4)
W) = T TTed) i—ad °)

unde d = dg/d;. Dupa cum este ilustrat in Figura 7.1c, distributia z/(z) in paduri si
pasuni forestiere se aliniaza, prezentdnd o aproximare buni la forma data de Ecuatia
7.4. Parametrii de potrivire sunt enumerati in legenda figurii.

7.4 Discutii

Cu date referitoare la distributia dimensiunilor arborilor morti in diverse paduri ma-
ture, putem evalua adecvarea ratei de resetare propuse. Utilizand p,(y) (Ecuatia 7.4),
ne asteptiam ca forma distributiei dimensiunilor arborilor morti si semene cu produsul
ps(x) - +'(x), unde +'(x) este definitd de Ecuatia 7.3 cAnd £ = 0. Pentru a evalua
validitatea acestei rate de resetare, am utilizat din nou datele din [54], concentrandu-
ne in mod specific pe diametrul arborilor morti (ps(y) - 7/(y)). Figura 7.2b ilustreaza
histograma arborilor morti din specia de stejar. Linia punctatd reprezinta o potrivire
definitd de ps(y) - 7' (y), cu parametrii indicati in legenda. Parametrii de potrivire au
fost determinati prin minimizarea Eroarei Logaritmice Medie Patratrica prin iteratie
pe o retea find in spatiul parametrilor. O consideratie egala a fost acordati ajustarii
datelor de crestere (Figura 7.2a), datelor de rati de resetare (Figura 7.2b), si datelor de
distributie a DBH (Figura 7.1a) in selectarea parametrilor. In acelasi timp, am mini-
mizat Eroarea Logaritmicid Medie Patrata Radicale pentru toate cele trei cantitati.

Intelegerea modelelor de diversitate a dimensiunilor arborilor in medii naturale
cu frunze cézitoare reprezinti o provocare complexa, necesitind noi date si modele
matematice realiste. Contributia noastra implica prezentarea unor dovezi noi pen-
tru a sustine validitatea distributiei Gamma [58] in pddurile cu frunze cazitoare. Am
analizat date cuprinzédtoare de masuritori pentru trei taxe de arbori in ecosisteme dis-
tincte. Am aritat o universalitate statisticd intriganta. Odata ce diametrele arborilor
sunt redimensionate folosind diametrul mediu pentru fiecare specie in cadrul eco-
sistemului, toate seturile de date se unesc intr-o distributie unificatd. Observatiile
din plantatiile tinere de plopi indicad modele distincte de diversitate a dimensiunilor,
asemdanatoare unei distributii Normale. Prin urmare, aceste rezultate implica utilizarea
unei potriviri de tip Gamma a distributiei dimensiunilor arborilor ca indicator potential
al naturalitatii si maturititii padurilor. Am ales un model simplu, analitic rezolvabil cu
doar doi parametri liberi in locul unui model cantitativ complex cu numeroase ne-
cunoscute. Deoarece accentul nostru principal nu a fost pe furnizarea unor analize
statistice robuste, ci mai degraba pe elaborarea unei abordari analitice fundamentate
metodologic, optimizarile noastre de parametri au fost indreptate catre asigurarea unei
determindri consistente a parametrilor modelului in cadrul structurii acestuia. Pentru a
intari increderea in model, colectarea ulterioara de date de inalta calitate este cruciali.
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CAPITOLUL e

CONCLUZII GENERALE

In rezumatul general al tezei repetim principalele idei si rezultate prezentate in aceasta
teza. Teza actuald contine patru studii de modelare a fenomenelor observate in sisteme
socio-economice si biologice. Aceste patru studii sunt legate prin faptul ca pentru
fiecare dintre ele a fost aplicat modelul de crestere locald si reset global. Teza ofera, de
asemenea, o prezentare pedagogica a modelului LGGR.

Partea a doua a tezei contine modelarea fenomenelor din sistemele socio-economice.
In cadrul acestei categorii, am prezentat modelarea distributiilor de avere in tiri cu
economiii relativ stabile, precum si intr-o comuna din Roméania. Primul studiu (Capi-
tolul 3) apartinand acestei teme se ocupa de distributia averii individuale in Statele
Unite ale Americii, Rusia si Franta. In cazul SUA si Rusia, prezenta averii negative in
date sugereazd existenta datoriilor in aceste societiti si, de asemenea.Modelul nostru
se potriveste intregului spectru de avere, depdsind modelul Bouchaud si Mezard, in
special pentru valori mici ale averii.

In al doilea studiu din aceasta parte a tezei (Capitolul 5), am aplicat modelul LGGR
pentru modelarea distributiei averii intr-o mica comunitate din Transilvania. Analiza
cuprinzatoare a modelelor de distributie a averii oferd o privire revelatoare asupra di-
namicii economice pe parcursul diferitelor perioade: 1961 - inceputul comunismului;
1989 - ultimul an al comunismului; si 2021 - imaginea economica actuald a comunei.
Studiul dezviluie complexitatea dinamicii distributiei averii in diferite sisteme eco-
nomice. Datele empirice colectate valideazid modelul teoretic.

Al treilea capitol, desi incd puternic legat de sistemele socio-economice, difera
semnificativ de cele doud anterioare. In Capitolul 6 am folosit modelul LGGR pen-
tru a descrie dinamica valorilor Jackpot-ului pentru sase loterii: Powerball, Megamil-
lions, Euromillions, loteria canadiani, loteria britanica si loteria Texas. Evolutia emer-
gentd a valorii Jackpot-ului este influentata de reguli simple, comportamentul jucato-
rilor care influenteaza véinzarile de bilete si o ratd de reset probabilisticid declansati
de castigurile ocazionale. Avand in vedere cresterea liniara si o relatie intrinseca de

......

concordanti cu distributiile Jackpot observate.

Ultimul studiu (Capitolul 7) iese din sfera socio-economici si vizeaza sistemele
biologice. Se ocupa de provocarea complexa a intelegerii modelelor de diversitate in
dimensiunile arborilor din medii naturale de padure si pajisti cu arbori. Bazdndu-ne pe
literatura existentd, confirmam ca distributia diametrelor arborilor din specii specifice
de foioase se aliniaza cu o distributie Gamma in padurile naturale mature. Incorporand
mecanisme care ghideaza evolutia populatiilor de arbori, in forme matematice simple
ale ratelor de crestere si resetare, modelul propus captureaza cu succes aceasta univer-
salitate, sugerand parametri consistenti in cadrul taxonilor si mediilor. In plus, studiem
plantatiile tinere de plopi, observiand modele distincte care seamana cu o distributie
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normald. Aceastd diferentd se atribuie conditiilor artificial create, aproape identice
pentru fiecare arbore si imaturitatea acestor plantatii. Sugeram investigatii viitoare in
dinamica cresterii, resetirii si diversificarii in medii forestiere similare.

Rezultatele prezentate aici subliniazi faptul cd modelul de Crestere Locala si Reset
Global ofera un cadru cuprinzator pentru intelegerea fenomenelor observate in sisteme
socio-economice si biologice.
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