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Aplicat, iile modelului de Cres,tere Locală s, i Resetare Globală (LGGR)
pentru probleme socio-economice s, i biologice

Abstract

Dinamica internă a sistemelor complexe apare din interact, iunea numeroaselor com-
ponente ghidate de reguli caracteristice ale sistemului. Sistemele biologice, economice
s, i sociale, în special, prezintă aceste interact, iuni inherente printre numeroasele lor
componente. Un tip particular de dinamică adesea observată este aceea definită de
cres, terea unidirect, ională s, i procesele de resetare probabilistică. Datorită complexităt, ii
emergente, studiul unor astfel de sisteme necesită instrumentele adecvate de analiză.
Această teză oferă o prezentare cuprinzătoare s, i o analiză a fenomenelor din lumea re-
ală prin prisma unei abordări de câmp mediu întemeiată pe o ecuat, ie master, modelul
Local Growth and Global Reset (LGGR). Un obiectiv central este de a oferi o prezentare
pedagogică, furnizând o prezentare detaliată a ecuat, iilor master generale s, i a proce-
selor Markov, s, i stabilind fundat, ia matematică pentru aplicat, iile ulterioare ale mod-
elului LGGR.

Studiul cuprinde patru studii de modelare, fiecare aplicată fenomenelor observate
în sisteme socio-economice s, i biologice. Sect, iunea socio-economică a tezei explorează
distribut, iile de avere în t,ările lider s, i într-o mică comună românească. Primul studiu
analizează distribut, ia a averii în Statele Unite, Rusia s, i Frant,a. Modelul capturează
dinamica averii, inclusiv valorile negative, s, i depăs, es, te modelele existente. Al doilea
studiu aplică modelul LGGR pentru a explica distribut, ia averii într-o comună transil-
văneană, dezvăluind schimbări în diferite sisteme economice, în timpul comunismu-
lui s, i al erei piet,ei libere. Un al treilea studiu, care se concentrează tot pe sistemele
socio-economice, explorează dinamica Jackpot-urilor la loterie. Analizând s,ase loterii,
modelul LGGR capturează evolut, ia emergentă a valorilor Jackpot influent,ată de com-
portamentul jucătorilor, regulile loteriei s, i ratele de resetare probabilistice. Ultimul
studiu abordează domeniul sistemelor biologice, examinând modelele de diversitate în
dimensiunile arborilor dinmedii forestiere cu frunze căzătoare. Confirmând distribut, ia
Gamma pentru anumite specii de arbori cu frunze căzătoare, modelul demonstrează
universalitatea statistică în cadrul taxonomiei s, i ecosistemelor.

Teza demonstrează versatilitateamodelului LGGR în înt,elegerea fenomenelor com-
plexe din sistemele socio-economice s, i biologice. Succesul în modelarea fenomenelor
diverse sugerează potent, ialul său pentru o aplicabilitate extinsă în diverse domenii
s, tiint, ifice.

Cuvinte cheie: sisteme complexe, cres, tere locală, reset global, diversitate biologică,
fenomene socio-economice
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Capitolul 1

Introducere

Fizica a suferit o evolut, ie semnificativă în ultimele două secole, cu fizicienii abordând
tot mai mult sisteme complexe care sfidează intuit, ia convent, ională [1–4]. Această
schimbare către confruntarea cu complexitatea a condus la un caracter interdisciplinar
puternic în cadrul domeniului, cuprinzând biologia [5], chimia [6], economia [7], s, i
s, tiint,ele sociale [8]. În centrul fizicii stă misiunea de a elucida principiile fundamentale
care guvernează comportamentul materiei s, i al energiei, adesea realizată prin mode-
larea matematică. Studiul sistemelor intricate a condus la dezvoltarea unor modele
matematice elegante, în special în înt,elegerea fenomenelor probabilistice. De exem-
plu, descoperirea mis, cării Browniene de către Robert Brown în 1827 a stârnit interesul
pentru subtilităt, ile probabilistice care stau la baza fenomenelor aparent haotice [9].
Einstein, Schmoluchowski s, i Langevin au fost printre primii care au reus, it să mod-
eleze cu succes mis, carea Browniană, deschizând drumul către ecuat, ia Fokker-Planck
s, i ecuat, iile evolutive ulterioare care descriu evolut, ia sistematică probabilistică [10].
În mijlocul diferitelor paradigme de modelare, abordarea fenomenologică a ecuat, iilor
master a apărut ca un actor central în fizica statistică, descriind sisteme guvernate de
procese dinamice probabilistice [10]. Einstein, Furry s, i Feller, printre alt, ii, au aplicat
ecuat, iile master la diverse fenomene, inclusiv radiat, ia corpului negru, trecerea elec-
tronilor prin materiale s, i dinamica populat, iei [10, 11]. În timp ce cadru ecuat, iilor mas-
ter a devenit larg cunoscut în fizica statistică, termenul "ecuat, ie master" a fost folosit
pentru prima dată în 1940 de către Nordsieck s, i colab. [12]. De atunci, ecuat, iile master
au fost aplicate în diverse domenii de cercetare, oferind perspective profunde asupra
evolut, iei probabilistice a sistemelor intricate [13].

1.1 Forma generală a ecuat, iei master

În cazul în care sistemul are un număr finit de stări interne discrete s, i elementele sis-
temului pot să sara probabilistic s, i independent de fiecare altul în timp dintr-o stare
în alta, schimbarea probabilităt, ii Pn(t) luând limita continuă a parametrului de timp
(∆t → 0) este dată de Ecuat, ia 1.1. Aceasta este forma generală a ecuat, iei master cu
timp continuu s, i spat, iu de stare discret. Pentru a oferi câteva exemple, aceste stări ar
putea reprezenta diferite pozit, ii, nivele de energie sau alte caracteristici ale sistemului.

dPn(t)

dt
=

∑
{m}

[wm,nPm(t)− wn,mPn(t)]. (1.1)

unde Pn(t) denotă probabilitatea de ocupare a stării n la momentul t, în timp ce wn,m

reprezintă rata de tranzit, ie direct, ionată (probabilitate pe unitate de timp) între cele
două stărim s, i n. Ratele de tranzit, ie (wn,m) în acest caz sunt independente de timp. Di-
namica descrisă de Ecuat, ia 1.1 este ilustrată în Figura 1.1. Colect, ia ratelor de tranzit, ie

1



Capitolul 1 | Introducere

Figura 1.1: Reprezentarea schematică a dinamicii descrise de ecuat, ia master discretă
(Ecuat, ia 1.1).

formează o matrice de tranzit, ie Wn,m, care codifică dinamica sistemului. Probabili-
tatea de ocupare este dată de fract, ia elementelor sistemului aflate în starea n împărt, ită
la numărul total de elemente. Prin urmare, distribut, ia de probabilitate Pn(t) este nor-
malizată:

∑
{n} Pn(t) = 1.

Ecuat, ia master poate fi scrisă s, i în limita spat, iului de stare continuu atunci când
sistemul are un număr infinit de stări. În acest caz, Ecuat, ia 1.1 se transformă într-o
ecuat, ie integro-diferent, ială scrisă în forma Ecuat, iei 1.2 [14].

∂ρ(x, t)

∂t
=

∫ ∞

−∞
[w(x, y)ρ(y, t)− w(y, x)ρ(x, t)]dy, (1.2)

În cazul continuu, însă, în locul evolut, iei temporale a distribut, iei de probabilitatePn(t),
evolut, ia temporală a funct, iei de densitate a probabilităt, ii ρ(x, t) este definită de Ecuat, ia 1.2.
Ratele de tranzit, iew(x, y) sunt de asemenea independente de timp în acest caz. Funct, ia
de densitate a probabilităt, ii trebuie, de asemenea, să fie normalizată:

∫∞
−∞ ρ(x, t) dx =

1.

Natura larg aplicabilă a ecuat, iilor master derivă din flexibilitatea în definirea ma-
tricei de tranzit, ieWn,m. Această flexibilitate, însă, este limitată de faptul că în cazul în
care sistemul studiat are un număr mare de stări (Ecuat, ia 1.1), sau ratele de tranzit, ie au
forme complexe (Ecuat, ia 1.2), ecuat, ia master devine analitic intractabilă. Prin urmare,
solut, iile analitice sunt disponibile doar într-un număr foarte limitat de cazuri.

1.1 Procesele Markov

Când discutăm despre ecuat, iile master, este crucial să introducem s, i procesele Markov,
deoarece acestea sunt strâns legate. Procesele Markov, introduse de Andrey Markov
la începutul secolului al XX-lea, servesc ca fundament pentru sistemele studiate uti-
lizeazând ecuat, ii master. Un proces Markov este caracterizat de proprietatea sa fără
memorie, unde starea următoare a sistemului depinde doar de starea sa curentă. Dacă
se descrie evolut, ia în timp a sistemului prin stări discrete (x0, x1, x2, . . . xn, . . . ) care
pot fi atinse secvent, ial, atunci proprietatea Markov poate fi descrisă folosind probabili-
tatea condit, ionatăP (xn∥xn−1, ..., x0) că stareaxn este atinsă prin stărilex0, x1, ..., xn−1:
P (xn, t∥xn−1, t−∆t, ..., x0, 0) = P (xn, t∥xn−1, t−∆t). Cu toate acestea, probabil-
itatea condit, ionată P (xn, t∥xn−1, t − ∆t) corespunde probabilităt, ii de tranzit, ie per

2



unitate de timp (∆t) pentru a sări de la starea xn−1 la xn, ceea ce corespunde ratei de
tranzit, ie wn,n−1 de la starea xn−1 la xn care apare în ecuat, ia master, Ecuat, ia 1.1. Ast-
fel, proprietatea fără memorie a tranzit, iilor este inherent prezentă în ecuat, ia master.
Procesele Markov presupun adesea stationaritatea, în care distribut, ia de probabilitate
a cantităt, ilor relevante rămâne constantă în timp: dPn(t)

dt = 0. Această distribut, ie
stationară, derivată din ratele de tranzit, ie s, i probabilităt, i, oferă perspective valoroase
asupra dinamicii sistemului. Procesele Markov reversibile reprezintă o categorie spe-
cială în care dinamica este atât stat, ionară, cât s, i satisface condit, ia de echilibru detaliat
(wn,m · Pm = wm,n · Pn). Această condit, ie asigură o dinamică de echilibru, în care
procesele înainte s, i înapoi prezintă distribut, ii de probabilitate stat, ionare echivalente.
Ergodicitatea, o proprietate esent, ială a lant,urilor Markov, presupune atât aperiodici-
tatea (pentru fiecare stare a sistemului, nu există un număr finit k > 1, reprezentând
numărul de pas, i pentru care probabilitatea de a reveni la stareaxi este 1: P (k)(xi∥xi) =
1), cât s, i ireductibilitatea (posibilitatea de a ajunge în orice stare a sistemului din orice
altă stare). Un lant, Markov este ergodic dacă lipses, te de stări periodice s, i este ire-
ductibil, permit,ând existent,a unei distribut, ii stat, ionare unice peste stările sale posibile.

Capitolul 2

Modelul de Cres,tere Locală s, i Resetare Globală (LGGR)

(a)

(b)

Figura 2.1: Schita procesului de cres, tere s, i resetare (a) pentru mecanismul simplu cu o
rată de resetare pozitivă; (b) când rata de resetare poate fi atât pozitivă, cât s, i negativă
(γn < 0 dacă n < r, s, i γn > 0 pentru n > r).

În acest capitol, prezentăm o clasă particulară de ecuat, ii maestre care constă într-
un proces de cres, tere unidirect, ional caracterizat de rata de cres, tere σn (sau σ(x) în
cazul continuu) s, i un proces de resetare, caracterizat de rata de resetare γn (sau γ(x))
către starea de bază denumită n = 0, care asigură posibilitatea unei dinamici station-
are. Ca rezultat al simetriei rupte, condit, ia echilibrului detaliat nu este satisfăcută,
transformând dinamica într-un proces Markov ireversibil. Schit,a acestei dinamici este

3



Capitolul 2 | Modelul de Cres, tere Locală s, i Resetare Globală (LGGR)

reprezentată în Figura 2.1a. Modelul este cunoscut sub numele de Modelul de Cres, tere
Locală s, i Resetare Globală (LGGR), denumit astfel după procesele care îl încapsulează,
sau este recunoscut în mod obis,nuit ca modelul Biró-Néda, numit după dezvoltatorii
săi [15, 16]. Dinamica implicând cres, terea persistentă urmată de resetare este unmodel
recurent în numeroase fenomene fizice, biologice, sociale s, i economice. În aceste sis-
teme complexe, complexitatea dinamicii dă nas, tere la diverse distribut, ii de probabili-
tate ale cantităt, ii caracteristice. Prin alegerea corespunzătoare a formelor funct, iilor de
nucleu de cres, tere s, i resetare, o gamă largă de alte tipuri de distribut, ii pot fi derivate
analitic [16].

În majoritatea sistemelor din lumea reală, interesul nostru se află în demonstrarea
sistemelor în echilibru. Prin urmare, ne propunem să modelăm fluctuat, iile station-
are care rezultă în distribut, ia caracteristică, stationară P s

n (ρs(x)). Ratele de tranzit, ie
(wm,n) (însemnând aici că n este starea de pornire s, i m este destinat, ia tranzit, iei)
corespunzătoare proceselor discrete de cres, tere s, i resetare sunt definite ca: wm,n =
σnδm,n+1+γnδm,0. Utilizând forma generală a ecuat, iei maestre (Ecuat, ia 1.1) împreună
cu aceste rate de tranzit, ie, se obt, ine forma ecuat, iei maestre corespunzătoare procesului
LGGR în spat, iul de stare discret dată de Ecuat, ia 2.1.

dPn(t)

dt
= σn−1Pn−1(t) + ⟨γ⟩(t)δn,0 − (σn + γn)Pn(t). (2.1)

Presupunând limita stationară (partea stângă a Ecuat, iei 2.1 devine 0: dPn(t)
dt = 0),

probabilitatea Pn poate fi calculată folosind următoarea formulă [15]:

Pn = P0
σ0
σn

e
−

∑n
i=0 ln(1+

σi
γi

)
. (2.2)

Când cantitatea relevantă care caracterizează elementele sistemului se schimbă
continuu, forma rezultată a ecuat, iei de evolut, ie determină acum evolut, ia în timp a
funct, iei de densitate a probabilităt, ii ρ(x, t):

∂ρ(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
[σ(x)ρ(x, t)]− γ(x)ρ(x, t) + ⟨γ(x)⟩(t)δ(x). (2.3)

Valoarea medie a ratei de resetare ⟨γ(x)⟩(t) este calculată folosind funct, ia de densitate
a probabilităt, ii ρ(x, t): ⟨γ⟩(t) =

∫∞
0 γ(x)ρ(x, t) dx. Normalizarea funct, iei de densitate

a probabilităt, ii
∫∞
0 ρ(x, t) dx = 1 este asigurată prin reintroducerea în sistem a unor

noi elemente la starea de bază x = 0 prin componenta ⟨γ(x)⟩(t)δ(x). În condit, ia
de stationaritate, solut, ia Ecuat, iei 2.3 oferă forma generală a funct, iei de densitate a
probabilităt, ii stationare ρs(x) (Ecuat, ia 2.4).

ρs(x) =
σ(0)ρs(0)

σ(x)
e
−

x∫
0

γ(u)
σ(u)

du
, (2.4)

Acesta este echivalentul continuu al Ecuat, iei 2.2. În majoritatea cazurilor, atunci când
ne confruntăm cu fenomene din lumea reală, cantitatea studiată este aproape continuă
(venitul, averea, dimensiunea individului în sistemele biologice, ...). Prin urmare, în
aceste cazuri, ne întoarcem la Ecuat, ia 2.4 pentru a calcula distribut, ia caracteristică a
sistemului. Solut, iile stat, ionare prezentate în Ecuat, iile 2.2 s, i 2.4 prezintă un grad ridi-
cat de universalitate, deoarece depind exclusiv de formele funct, iilor σn (σ(x)) s, i γn
(γ(x)) [16–19]. Rata de resetare γ(x) permite diferent, ierea a două scenarii dinamice
unice. Cel mai simplu scenariu apare atunci când rata de resetare γ(x) este pozitivă
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pentru toate valorile lui x (s, i pentru n în cazul spat, iului de stare discret, γn). Acest
comportament este ilustrat în Figura 2.1a. Un scenariu mai complex dinamic apare
atunci când rata de resetare γ(x) (γn) poate fi pozitivă sau negativă în funct, ie de val-
oarea lui x (xn). Al doilea scenariu care ia în considerare rata de resetare "inteligentă"
dependentă de stare s-a dovedit a fi mai flexibil pentru aplicat, ii. Acest comportament
este ilustrat în Figura 2.1b.

O modalitate alternativă de a extinde ecuat, ia de evolut, ie este prin luarea în con-
siderare a scenariilor în care numărul de elemente se schimbă multiplicativ în timp:
dNtotal(t)

dt = κNtotal(t). Prin introducerea unei astfel de diluări în ecuat, ia maestră,
apare un nou termen similar cu resetarea.

dPn(t)

dt
= σn−1Pn−1(t)− σnPn(t)− (γn + κ)Pn(t) + δn,0⟨γ⟩(t). (2.5)

În spat, iul de stare continuu, ecuat, ia diferent, ială part, ială corespunzătoare ecuat, iei 2.5
este exprimată în următoarea formă:

∂ρ(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
[σ(x)ρ(x, t)]− (γ(x) + κ)ρ(x, t) + ⟨γ(x)⟩(t)δ(x). (2.6)

În starea stat, ionară, forma generală a funct, iei de densitate a probabilităt, ii pentru x > 0
depinde, de asemenea, de rata de dilut, ie κ:

ρs(x) =
C

σ(x)
e
−

∫
{x}

(γ(u)+κ)
σ(u)

du
, (2.7)

unde C reprezintă constanta de normalizare.

Capitolul 3

Distribut, ia averii în societate

3.1 Introducere în inegalitatea socială bazată pe avere

Inegalităt, ile sociale se referă la diferent,ele în alocarea resurselor s, i oportunităt, ilor între
indivizi sau grupuri în cadrul unei societăt, i date. O cantitate comună pentrumăsurarea
acestor inegalităt, i este averea, care cuprinde toate tipurile de proprietăt, i pe care le
det, ine un individ. Astfel de inegalităt, i au existat întotdeauna în societate, chiar s, i în
timpurile istorice, indiferent de tipul de sistem administrativ [20]. Cu toate că dovezi
cantitative ale inegalităt, ii de avere pot fi găsite în literatură, în toate cazurile, atunci
când scopul este de a măsura averea, aceasta este aproximată prin diverse metode care
se bazează pe diferite proxy-uri [21]. Vilfredo Pareto, un renumit sociolog italian, a
oferit prima descriere empirică s, i calitativă a distribut, iei averii la sfârs, itul secolului
al XIX-lea. Descoperirile sale au expus o tendint,ă distinctă de coadă de tip funct, ie
de putere în distribut, ia cumulativă a averii [22]. Cunoscutul principiu Pareto este, de
asemenea, legat de observat, iile sale. Conform principiului Pareto, o fract, iune p din
societate det, ine o fract, iune 1 − p din totalul averii distribuite în societate. În timpul
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lui Pareto, valoarea lui p era aproximativ 0.2, ceea ce înseamnă că 20% din societate
det, inea 80% din totalul averii.

Începând din ultima decadă a secolului al XX-lea, un nou domeniu interdisciplinar
de s, tiint,ă, numit econo-fizică, a apărut, combinând elemente din fizică s, i economie.
Mai multe modele au fost proiectate pentru a descrie într-un mod unitar întreaga gamă
de distribut, ii ale averii [18, 23–25]. Cu toate acestea, chiar s, i cu colaborarea între
fizicieni s, i economis, ti, (după cunoas, terea noastră) un model comprehensiv pentru de-
scrierea inegalităt, ilor sociale nu a fost dezvoltat până în timpuri recente [18, 19, 23,
26].

Un abordaj general pentru descrierea dinamicii sistemelor economice se bazează pe
ecuat, iilemaestre, care sunt ecuat, iile de evolut, ie ale unui sistem dat în spat, iul probabilităt, ii
[18]. În acest capitol, prezentăm un cadru de modelare bazat pe modelul LGGR care s-a
dovedit a fi potrivit pentru modelarea inegalităt, ilor. Pentru aplicarea modelului LGGR
pentru a modela sistemele socio-economice, considerăm că următoarele presupuneri
sunt valabile s, i pentru societate: (1) presupunem că interact, iile directe pe ret,ea pot fi
aproximate printr-o interact, iune de câmp-medie capturată în cadrul ratelor de cres, tere
(σ(x)) s, i resetare (γ(x)); (2) presupunem că tot, i indivizii sunt identici s, i nu se poate
face nicio diferent, iere.

3.1 Studiu experimental s, i provocări

Datele de bună calitate sunt necesare pentru proiectarea modelelor matematice care ar
putea explica cauzalitatea din spatele fenomenului. În prezent, datorită accesului us,or
la internet, o cantitate imensă de date financiare digitalizate pentru diferite t,ări este
disponibilă [27, 28]. Măsurile socio-economice monitorizate sunt în general consider-
ate atât pentru indivizi, cât s, i pentru grupuri de indivizi (familii, organizat, ii, as, ezări,
etc.) [29–31]. Distribut, ia acestora poate varia în funct, ie de faptul dacă este consider-
ată pentru indivizi sau grupuri de oameni. La fel se întâmplă s, i în cazul datelor despre
averi. Averea nu poate fi măsurată folosind o cantitate simplă, deoarece este com-
pusă din mai multe componente. Odată cu cres, terea complexităt, ii societăt, ii, a devenit
aproape imposibil să se realizeze o cartografiere exhaustivă a acesteia. Procedurile de
es,antionare pentru averi tind să fie inexacte, datele disponibile despre averi implică
în mod obis,nuit estimări s, i sondaje anuale [28]. Es,antionarea poate fi foarte pericu-
loasă deoarece mostrele alese nu reprezintă neapărat corect întreaga grupă din care
fac parte. O reprezentare ilustrativă a es,antionării s, i a deficient,elor sale este ilustrată
în Figura 3.1. Prin urmare, este o provocare să găsim date reprezentative care carac-
terizează ansamblurile de indivizi.

Complete
Enumeration

Sampling
Survey

Figura 3.1: Illustrare a deficient,ei de es,antionare a ansamblului.
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Averea în societăt, ile moderne

Exponential
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U
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d-
tr
en

d

Figura 4.1: Ilustrarea celor trei regiuni ale distribut, iei averii.

În zilele noastre, distribut, ia averii este monitorizată de birourile statistice guver-
namentale s, i numeroase organizat, ii [27, 32], furnizând date precise despre avere. Este
important de ment, ionat că în societăt, ile moderne, în cazul averii, sunt posibile s, i
valori negative, semnificând datorii. Putem diferent, ia trei regiuni bazate pe forma
distribut, iei averii, as,a cum este ilustrat în Figura 4.1. Prima regiune este o regiune
exponent, ial crescătoară la valori negative s, i foarte mici ale averii. Partea de mijloc a
distribut, iei averii este o regiune exponent, ială cu o tendint,ă negativă. Partea superioară
a distribut, iei averii urmează o tendint,ă de descres, tere similară cu o lege a puterilor. În
literatura relevantă, totus, i, prima regiune nu este identificată ca o regiune separată,
deoarece datoria nu este luată în considerare în distribut, ie [23, 26]. În locul părt, ii
pe care o considerăm ca fiind o regiune de descres, tere exponent, ială, se consideră o
distribut, ie de tip Boltzmann-Gibbs [23, 26]. O altă deficient,ă a modelelor existente este
că ele demonstrează cele două regiuni separat. Ambit, ia principală a lucrării noastre a
fost să proiectăm un model analitic, dinamic, potrivit pentru a demonstra distribut, ia
observată a averii în întregimea sa (regiunile negative s, i pozitive ale datelor empirice).

Accentul acestei sect, iuni se pune pe aplicarea modelului LGGR pentru a ilustra
distribut, ia stat, ionară a averii în SUA, Rusia s, i Frant,a la începutul secolului al XXI-lea.
Presupunem că dinamica averii este într-o condit, ie de quasi-echilibru pe baza a două
împrejurări: (1) existent,a suficient de îndelungată a economiei de piat,ă liberă în aceste
t,ări în ultimele decenii; s, i (2) dimensiunea substant, ială a acestor economii, asigurând
rezistent,a lor la fluctuat, ii minore în economia globală.

Rata de cres, tere liniară (σ(x)) poate fi luată în considerare pentru avere, în concordant,ă
cu fenomenul preferent, ial de acumulare a averii. Această rată de cres, tere, exprimată
de prima linie a Ecuat, iei 4.1, indică o cres, tere pozitivă în intervalul [−g,∞) (g fiind
o constantă pozitivă). Cres, terea financiară începe în principal la valori scăzute ale
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averii s, i se încheie la niveluri mai ridicate ale acesteia. Prin urmare, rata de resetare
(γ(x)) ar trebui să fie negativă pentru valori mici s, i negative ale averii s, i să se satureze
la o valoare pozitivă pentru valori mari ale averii, prevenind posibilitatea unei averi
infinite. O astfel de rată de resetare poate fi formulată conform celei de-a doua linii a
Ecuat, iei 4.1.

σ(x) = l · (x+ g)

γ(x) = l ·
(
s− v

x+ g

)
, (s, v ∈ R+).

(4.1)

Luând în considerare aceste forme ale ratelor de cres, tere s, i resetare, calculăm forma
funct, iei de densitate a probabilităt, ii stationare dată demodelul LGGR (Ecuat, ia 2.4). Am
redimensionat variabila x cu valoarea sa as, teptată (y = x/⟨x⟩), calculată analitic din
funct, ia de distribut, ie a probabilităt, ii stat, ionare ρs(x). Forma obt, inută a funct, iei de
distribut, ie a probabilităt, ii renormalizate ρs(y):

ρ(y)s =
c (c+ 1)s (s− 1)s

Γ(s)
e
− (c+1)(s−1)

1+c y (1 + c y)−1−s. (4.2)

unde c = v/[g(s− 1)]− 1.

Rescalarea funct, iei de densitate a probabilităt, ii pentru a fi normalizată când val-
oarea as, teptată ⟨y⟩ = 1 este practică nu doar pentru că ne permite să eliminăm un
parametru, ci s, i pentru că facilitează comparat, ia vizuală a funct, iilor de distribut, ie a
probabilităt, ii obt, inute pentru diferite t,ări (vezi Figura 4.2).

4.1 Validarea modelului pentru SUA, Rusia s, i Frant,a

Datele referitoare la averea populat, iei au fost obt, inute din Baza de Date a Inegalităt, ii
Mondiale (WID) [28]. Studiul nostru a folosit date din mai mult, i ani pentru Statele
Unite ale Americii, Rusia s, i Frant,a. Datele furnizate sunt prezentate ca fract, iuni pro-
centuale cumulative care reprezintă populat, ia s, i bogăt, ia lor corespunzătoare în mon-
eda locală a t,ărilor. Din aceste distribut, ii cumulative, am derivat distribut, iile normal-
izate ale bogăt, iei. Am calculat funct, ia de densitate a probabilităt, ii pentru averea resca-
lată cu averea medie ⟨Z⟩ pentru fiecare an respectiv, exprimată ca z = Z/⟨Z⟩. Uti-
lizarea acestei abordări a dus la suprapunerea distribut, iilor bogăt, iei pentru ambele t,ări,
SUA s, i Rusia, în diferit, i ani, pe o curbă unificată. Această suprapunere a distribut, iilor
a permis calcularea distribut, iei medii a averii pentru ambele t,ări.

Ambele distribut, ii (SUA s, i Rusia) prezintă tendint,e remarcabil de similare, permit,ând
o comparat, ie mai cuprinzătoare atunci când modelele lor medii sunt suprapuse pe
acelas, i grafic, Figura 4.2. Figura 4.2 indică o potrivire precisă pentru întregul spectru
de avere folosind parametrii s = 1.4 s, i c = 6.5 în cadrul Ecuat, iei 4.2, forma analitică
a funct, iei de densitate a probabilităt, ii. În mod interesant, în ciuda diferent,elor sem-
nificative în istoriile economice ale SUA s, i Rusiei, distribut, ia averii personale relative
prezintă o tendint,ă universală.

Am extins analiza către distribut, ia averii în Frant,a [28], devenind evident că această
tendint,ă nu se aplică universal, as,a cum este arătat în Figura 4.3a. Distribut, ia averii
pentru Frant,a sugerează o mai mare egalitate între populat, ie comparativ cu SUA s, i
Rusia, indicată de descompunerea mai rapidă a funct, iei de densitate a probabilităt, ii a
averii prezentată în Figura 4.3a. Pentru Frant,a, similar cu SUA s, i Rusia, distribut, iile
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4.1. VALIDAREA MODELULUI PENTRU SUA, RUSIA S, I FRANT, A
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Figura 4.2: Compararea funct, iei de distribut, ie a averii relative normalizate (z =

Z/⟨Z⟩) din SUA s, i Rusia (reprezentată cu puncte) s, i funct, ia de densitate a probabilităt, ii
dată de modelul LGGR sub forma Ecuat, iei 4.2 (linie continuă neagră). Distribut, iile
experimentale sunt distribut, iile medii peste anii considerat, i. Regiunea negativă a
distribut, iilor este reprezentată pe scară log-normală (a), în timp ce regiunea pozitivă
este reprezentată pe scară log-log (b).
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Figura 4.3: (a) Compararea funct, iilor de densitate a probabilităt, ii experimentale
(medii pe mai mult, i ani) ale valorilor relative ale averii (z = Z/⟨Z⟩) din SUA, Ru-
sia s, i Frant,a. (b) Comparat, ii între cele mai bune potriviri generate de modelul LGGR
(Ecuat, iile 4.2) s, i modelul Bouchaud s, i Mezard [24] la distribut, ia experimentală a averii
pentru Frant,a.

calculate pentru diferit, i ani se suprapun. În setul de date francez, nu există înregistrări
ale averii negative, astfel că numai regiunea pozitivă a averii (z > 0) este reprezentată
pe o scară log-log în Figura 4.3.

De asemenea, am comparat rezultatele modelării noastre cu un model general
acceptat pentru distribut, iile averii, modelul Mezard-Bouchaud [24]. Modelul nostru
prezintă o aliniere mai bună cu datele experimentale în regiunea de valori mici ale
averii. Acest lucru este ilustrat s, i în Figura 4.3b.
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4.2 Remarci despre ratele alease

Pentru a testa rata de cres, tere preferent, ială, am examinat cres, terea averii celor mai
bogat, i 15 indivizi prezent, i constant în lista Forbes din 2001 până în 2019. Am ur-
mărit averea Zi(t) a fiecărui individ în fiecare an t, în raport cu averea lor din 2001,
notată ca rZi(t) = Zi(t)/Zi(2001). Cres, terea medie rZ(t) = ⟨rZi(t)⟩i în timp
este ilustrată în Figura 4.4a, folosind scalarea log-normală. Modelul aparent liniar
(curba neagră) observat în Figura 4.4a sust, ine tendint,a exponent, ială în cres, terea averii:
rZ(t) ≈ exp[−0.075 · (t− 2001)].
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Figura 4.4: (a) Pe axa y logarithmică este reprezentat trendul de cres, tere exponent, ială
a averii rescalate medii, rZ(t), printre cei mai bogat, i indivizi din lume de la 2001 până
la 2020. Zona umbrită în fundal reprezintă cres, terea averii celor 15 cei mai bogat, i
indivizi în mod separat. (b) Schimbările pe unitate de timp în fract, iunea populat, iei
într-un interval de avere unitar (n(z) = N(z, z + dz)/dz) în jurul lui z ca urmare a
procesului de resetare inteligentă (Ecuatia 4.2). Parametrii modelului corespund celor
obt, inut, i din potrivirea funct, iilor de densitate experimentale din Figura 4.3 (s = 1.4 s, i
c = 6.5)

Ne lipses, te date experimentale pentru a sust, ine funct, ia aleasă pentru rata de re-
setare. Cu toate acestea, bazându-ne pe funct, ia de resetare s, i forma densităt, ii de prob-
abilitate din Ecuatia 4.2, putem calcula schimbările pe unitate de timp în fract, iunea
populat, iei într-un interval de avere unitar (n(z) = N(z, z+dz)/dz) folosind produsul
d,n(z)
dt ∝ −γ(z), ρs(z) Am utilizat parametrii potrivit, i pentru potrivirea distribut, iilor

experimentale de avere din Figura 4.3 (s = 1.4 s, i c = 6.5) s, i am reprezentat produsul
ratei de resetare s, i a funct, iei densităt, ii de probabilitate înmult, it cu−1 (−γ(z) ·ρ(z)) în
Figura 4.4b. Observăm că majoritatea indivizilor îs, i încep dinamica averii în intervalul
valorilor mici s, i negative (γ(z), ρ(z) > 0), semnificativ sub media averii din societate
(z < 0.2 · ⟨z⟩). Până în momentul în care ies din sistem (rată de resetare pozitivă),
averea lor este în general mai mare. Aceasta se aliniază bine cu experient,ele noastre
comune din viat,a de zi cu zi.

4.3 Discut, ii generale s, i concluzii

Scopul nostru a fost de a crea o formulă matematică cuprinzătoare care să încorporeze
distribut, ia averii în toate categoriile, inclusiv valorile negative care reprezintă datorii.
Am observat că cres, terea preferent, ială (Ecuatia 4.1) este sust, inută de dinamica averii
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celor mai bogat, i oameni. Rata de resetare inteligentă presupusă (Ecuatia 4.1) se alini-
ază cu observat, iile din lumea reală, unde persoanele mai tinere încep de obicei cu da-
torii sau avere scăzută (rată de resetare negativă), progresând către categorii de avere
mai mari în timp. Această perspectivă întăres, te convingerea noastră că ratele pe care
le-am folosit abordează corespunzător dinamica averii în cadrul societăt, ii folosind o
abordare de tip câmp medie. Buna aliniere între datele colectate cu funct, ia densităt, ii
de probabilitate dată de Ecuatia 4.2 arată că acest model oferă o reprezentare bună
a distribut, iilor de avere observate în societăt, ile contemporane. Funct, ia densităt, ii de
probabilitate rezultată din modelul nostru prezintă două avantaje principale în raport
cu abordarea Bouchaud s, i Mezard: (1) se potrives, te s, i valorilor negative ale averii (da-
toriilor); (2) cu cele două parametri liberi (Ecuatia 4.2), permite o potrivire rafinată
pentru regiunea de avere scăzută. Analiza noastră a dezvăluit similitudini neas, teptate
între distribut, iile de avere din economiile istoric distincte ale SUA s, i Rusiei. Observat, ia
că distribut, ia rescalată a averii se suprapune pentru SUA s, i Rusia, dar nu s, i pentru
Frant,a, sugerează că nu există o tendint,ă universală singulară în distribut, iile de avere
între diferite t,ări, în ciuda similarităt, ilor evidente.

Capitolul 5

Distribut, ia averii într-o comunitate mică

5.1 Prezentarea generală s, i motivat, ia studiului

În capitolul anterior, ne-am concentrat pe examinarea inegalităt, ilor sociale prin analiza
distribut, iei averii la nivelul unor t,ări mari (Statele Unite ale Americii, Rusia, Frant,a).
În aceast capitol explorăm o societate umană mai mică, formată din aproximativ o
mie de gospodării. Scopul nostru aici este să modelăm din nou inegalităt, ile sociale
prin măsurarea averii. Pentru lucrarea prezentată în această sect, iune, am avut acces la
o bază de date exhaustivă privind averea dintr-o mică comună românească, Comuna
Sâncraiu. Baza de date a fost digitalizată din înregistrările de proprietate s, i impozite
stocate la autorităt, ile locale ale comunei Sâncraiu, România. Ca o extensie a lucrării
noastre anterioare, explorăm diferite perioade de timp care reprezintă sisteme distincte
de autoritate. Baza de date cont, ine informat, ii din trei ani distinct, i: 1961, 1989 s, i 2021.
În 1961, capturează perioada imediat anterioară colectivizării, marcând momentul în
care terenurile anterior allocate t,ăranilor de către comunis, ti după 1947 au fost din nou
colectivizate. Anul 1989 a marcat sfârs, itul regimului comunist din România, în timp ce
2021 reprezintă prezentul, cuprinzând peste trei decenii de la căderea comunismului s, i
reflectând efectele tranzit, iei către o economie de piat,ă liberă în comunele românes, ti.

În această lucrare, demonstrăm aplicabilitatea modelului LGGR pentru o societate
relativ mică. Mai mult, având date din trei epoci economice diferite ale României, sun-
tem capabili să comparămpopulat, ia acestei comune din punctul de vedere al inegalităt, ii
sociale. Pentru a face acest lucru, comparăm ratele de cres, tere s, i de resetare aplicate
în cadrul modelului LGGR s, i calculăm, de asemenea, curbele Lorenz, punctele Pareto
s, i indicele Gini pentru tot, i cei trei ani [26].
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5.2 Date colectate despre avere

Înregistrările anonimizate privind averea gospodăriilor au fost obt, inute de la autorităt, ile
locale din comuna Sâncraiu, printr-un acord între Universitatea Babes, -Bolyai din Cluj-
Napoca. Populat, ia comunei prezintă o tendint,ă de scădere în ultimii aproximativ 70 de
ani. Recensământul din 1956 a înregistrat 3557 de locuitori [33]. 36 de ani mai târziu,
recensământul din 1992 a înregistrat 2053 de persoane [33], în timp ce populat, ia ac-
tuală a comunei este 1628 de locuitori conform recensământului din 2011. În ceea ce
prives, te gospodăriile, în 1961 existau 1133 de gospodării, în 1989 acest număr a scăzut
la 921. În 2021, numărul de contribuabili a fost de 1595. Informat, iile privind compo-
nentele averii pentru anii 1961 s, i 1989 au fost extrase din registrele agricole anonime
întret, inute de primărie. Aceste registre cont, in informat, ii cuprinzătoare despre fiecare
gospodărie, documentând terenurile det, inute, dimensiunea casei s, i a clădirilor auxil-
iare, precum s, i numărul de animale det, inute de fiecare gospodărie. Având în vedere
dependent,a istorică a comunei de agricultură, se poate presupune că aceste înregistrări
au cont, inut majoritatea bunurilor valoroase ale unei gospodării înainte de 1990. Datele
pentru 2021 au fost obt, inute dintr-o bază de date fiscală anonimizată care detaliază în
mod specific informat, iile despre terenuri s, i clădiri.

Pentru a estima averea totală a unei singure gospodării i, am calculat o combinat, ie
liniară a tuturor valorilor înregistrate, as,a cum este definită de Ecuatia 5.1. Pentru a
crea un proxy neînclinat, am folosit zece seturi de factori de ponderare pentru a estima
averea totală, presupunând că valoarea reală se află între valorile estimate minime s, i
maxime. Această estimare exprimă averea într-o cantitate arbitrară (în figurile noastre
o denumim [a.u.]), făcând-o incomparabilă între diferit, ii ani studiat, i.

Wi =
∑
{j}

Mj,i · Pj , (5.1)

unde j reprezintă categoriile de valori, iar Pj indică coeficientul de ponderare core-
spunzător. Factorii de ponderarePj îndeplinesc condit, ia de normalizare:

∑
{j} Pj = 1.

Pentru a oferi o prezentare mai clară a metodei de estimare aplicate s, i pentru a
sust, ine natura realistă presupusă a parametrilor de ponderare, am calculat component,a
procentuală a averii totale a comunei. Această calculat, ie a luat în considerare compo-
nentele valoroase incluse în estimarea averii gospodăriilor. Ponderea procentuală a
unei singure categorii valoroase din averea totală det, inută de întreaga comună poate
fi calculată astfel:

S(j) =
Pj

∑
{i}Mj,i∑

{i}Wi
· 100 [%], (5.2)

unde i reprezintă suma peste gospodării, în timp ce j indică diferitele categorii de
valori. Pentru fiecare categorie de valori j s, i pentru fiecare set de factori de ponder-
are considerat, i Pj , calculăm cantităt, ile S(j) s, i le reprezentăm vizual pentru fiecare an
studiat. În Figurile 5.1a,c,e, reprezentăm component,a procentuală a averii totale a co-
munei (calculată pe baza Ecuatiei 5.2) în cei trei ani analizat, i. Diferitele componente ale
averii sunt listate în figură. Zonele umbrite la marginile culorilor diferite reprezintă in-
certitudinea indusă de diferent,ele dintre seturile de ponderare. Grosimea relativmare a
acestor zone de tranzit, ie difuze în figură sugerează că seturile de ponderare alese acop-
eră un set considerabil diferit de metode de estimare, asigurând robustet,ea estimării. În
plus, calculăm distribut, iile experimentale ale averii din averea estimată a gospodăriilor
pentru fiecare set de parametri de ponderare. În Figurile 5.1b,d,f, reprezentăm mediile
intervalelor s, i punctele extreme (pe ambele axe) cu puncte s, i bare de eroare.
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5.3. DISTRIBUT, IILE AVERII PRIN MODELUL LGGR

Figura 5.1: Panourile din coloana stângă ilustrează compozit, ia averii totale a comunei
în (a) 1961, (c) 1989 s, i (e) 2021. Cotele diferitelor categorii (S(X)) sunt calculate pe
baza Ecuatiei 5.2. Panourile din coloana dreaptă ilustrează distribut, ia experimentală a
probabilităt, ii pentru avere în (b) 1961, (d) 1989 s, i (f) 2021. Barele de eroare sunt obt, inute
prin combinarea rezultatelor diferitelor seturi de parametri de ponderare. Valorile
averii sunt exprimate în unităt, i arbitrară (a.u.), as,a cum este explicat în Sect, iunea 5.2.
Distribut, iile teoretice (linii continue) definite de Ecuatiile 5.4 (b, d) s, i 5.4 (f) sunt ajus-
tate la distribut, iile experimentale medii (puncte negre). Parametrii de ajustare apar în
legenda figurilor.

5.3 Distribut, iile averii prin modelul LGGR

Având în vedere că anii 1961 s, i 1989 marchează sfârs, itul unor condit, ii socio-economice
distincte, iar anul cel mai recent, 2021, semnifică o situat, ie care a apărut ca rezultat al
a 32 de ani de economie de piat,ă liberă după prăbus, irea comunismului, deducem cu
încredere că distribut, ia averii gospodăriilor a atins o stare de stationaritate. În datele
prelucrate în acest capitol, nu există avere negativă. Aceasta simplifică într-o oarecare
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Capitolul 5 | Distribut, ia averii într-o comunitate mică

măsură modelarea distribut, iilor de avere estimate. Prin definirea funct, iilor de rate
realiste pentru cres, tere s, i resetare, calculul funct, iilor de densitate de probabilitate sta-
tionară pe baza Ecuatiei 2.4 este posibil. Ulterior, ajustăm parametrii modelului pentru
a obt, ine o aliniere satisfăcătoare între datele experimentale s, i model.

Distribut, ia averii într-un sistem economic controlat: 1961 s, i 1989

În comunism, cres, terea economică a fost facilitată, dar s, i moderată de către gu-
vern. Având în vedere aceste fapte, am aproximat cres, terea economică a gospodăriilor
printr-o valoare constantă (σ(x) = k), ceea ce înseamnă că cres, terea averii nu depinde
de averea actuală a gospodăriei.

În ceea ce prives, te rata de resetare, luăm în considerare din nou faptul că bunăstarea
economică a populat, iei era controlată de către guvern. Bazându-ne pe ideologia co-
munismului, exista o medie ideală a averii care caracteriza societatea, iar obiectivul
guvernului era să ment, ină echilibrul financiar în cadrul societăt, ii. Pentru a realiza un
astfel de scenariu în cadrul modelului LGGR, am optat pentru o rată de resetare liniară,
decalată fat,ă de valoarea 0 a averii, cu o constantă: γ(x) = x − r. Această funct, ie
simplă ia valori negative pentru avere (x) sub r s, i devine pozitivă pentru x > r, asig-
urând un scenariu inteligent de resetare, ilustrat în Figura 2.1a. Aceasta asigură aparit, ia
unor familii noi cu mai put, ină avere decât r, iar când devin mai bogate decât această
bunăstare optimă, devine probabil ca acestea să-s, i piardă averea sau să iasă din sistem.

Având în vedere aceste rate, solut, ia stationară a modelului LGGR (Ecuatia 2.4)
duce la o distribut, ie normală care este normalizată pe intervalul [0,∞) (Ecuat, ia 5.3),
deoarece avere negativă nu este prezentă în date.

ρs1(x) =

√
2

kπ
e−

r2

2k e
−x(x−2r)

2k

[
erf( r√

2k
) + 1

]−1

, (5.3)

unde erf() este funct, ia de eroare (erf(x) = 2√
π

∫ x
0 e−t2dt). Maximele acestei distribut, ii

normale sunt la valoarea parametrului r, ceea ce este în acord cu explicat, ia dată ante-
rior referitoare la existent,a unei stări ideale de prosperitate în comunism. Funct, ia de
densitate de probabilitate definită de Ecuatia 5.3 este potrivită pentru ajustarea atât a
distribut, iilor experimentale de avere din 1961, cât s, i din 1989. Pentru 1961, distribut, ia
experimentală s, i teoretică a averii sunt prezentate în Figura 5.1b, în timp ce pentru
1989 în Figura 5.1d. În ambele cazuri, parametrii de ajustare sunt enumerat, i în legenda
figurii.

Distribut, ia averii în economia de piat,ă liberă: 2021

În economia de piat,ă liberă, cres, terea financiară poate fi considerată preferent, ială:
σ(x) = x+ β. Luând în considerare doar avere pozitivă în cadrul sistemului, cea mai
simplă opt, iune pentru rata de resetare este să presupunem că este constantă: γ(x) = γ.
Acest lucru înseamnă că, indiferent de averea unui contribuabil, probabilitatea de a fi
resetat într-o fereastră de timp dată rămâne aceeas, i. Aceste forme ale ratelor (folosind
din nou Ecuatia 2.4) conduc la o funct, ie de densitate de probabilitate stationară de tip
Tsallis-Pareto definită de Ecuatia 5.4.

ρs2(x) =
γ

β
(1 +

x

β
)−1−γ , (5.4)

Compararea vizuală a distribut, iilor teoretice s, i estimate experimental ale averii este
prezentată în Figura 5.1f.
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5.4. INEGALITATEA SOCIALĂ PRIN MĂSURILE CUNOSCUTE

5.4 Inegalitatea socială prin măsurile cunoscute
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Figura 5.2: Curbele Lorenz, atât experimentale, cât s, i teoretice, pentru anii 1961, 1989
s, i 2021. Zona umbrită reprezintă intervalul acoperit de rezultatele experimentale în
diferite seturi de parametri de ponderare. Curbele teoretice, derivate din distribut, iile
ajustate, sunt reprezentate de linii continue.

Am calculat curbele Lorenz [34] pentru fiecare an studiat pe baza atât a curbelor
teoretice, cât s, i a distribut, iilor experimentale ale averii. Figura 5.2 ilustrează curbele
Lorenz corespunzătoare anilor analizat, i. Curbele Lorenz construite din funct, iile de
densitate de probabilitate modelate, având în vedere parametrii optime, sunt indicate
cu linii continue. Regiunile delimitate de extremele curbelor Lorenz observate exper-
imental, corespunzând la diferite seturi de parametri de ponderare, sunt umbrite cu
culorile respective. Curbele Lorenz teoretice se aliniază bine cu cele experimentale, la
fel ca s, i funct, iile de distribut, ie a averii.

Am calculat valorile punctelor Pareto s, i indicii Gini atât din datele empirice ale
averii, cât s, i din distribut, iile teoretice. Am stabilit intervale pentru valorile obt, inute ex-
perimental pentru fiecare dintre cei trei ani, constatând că valorile derivate din curbele
modelate se încadrează în intervalele definite. Valorile punctelor Pareto s, i indicii Gini
experimental s, i teoretici sunt listate în Tabelul 5.1.

Year G P
Data Model Data Model

1961 [0.377;0.379] 0.378 [0.366;0.368] 0.367
1989 [0.304;0.315] 0.312 [0.390;0.395] 0.391
2021 [0.543;0.579] 0.552 [0.282;0.299] 0.298

Tabelul 5.1: Măsurile de inegalitate în decursul anilor examinat, i: coeficientul Gini
(G) s, i punctul Pareto (P ). Limitele derivate din date folosind diferit, i parametri de
ponderare s, i valoarea extrasă din funct, ia de densitate de probabilitate ajustată.

5.5 Rezumatul capitolului

Această studie furnizează o a doua confirmare a aplicabilităt, ii dinamicii LGGR în mod-
elarea distribut, iei averii în cadrul sistemelor socio-economice. Aspectul distinctiv al
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acestei cercetări constă în aplicarea acestei dinamici cu rate de cres, tere s, i resetare
diferite la diferite scenarii economice, dovedind eficacitateamodelului în ambele cazuri.

Indicii de inegalitate determinat, i experimental s, i teoretic prezintă o concordant,ă
semnificativă (Figura 5.2), oferind o confirmare suplimentară a validităt, ii funct, iilor de
densitate de probabilitate propuse dintr-un alt punct de vedere. Valorile măsurilor Gini
s, i Pareto indică inegalităt, i sociale minime în timpul regimului comunist. În 1961, Gini
a fost aproximativ 0.38, scăzând la 0.31 în 1989. După 32 de ani de economie de piat,ă în
această regiune, Gini a crescut semnificativ la aproximativ 0.55. Acest lucru sugerează
intensificarea actuală a inegalităt, ilor sociale. În plus fat,ă de demonstrarea capacităt, ii de
modelare a modelului LGGR, am furnizat s, i date valoroase privind inegalitatea pentru
o regiune geografică bine definită, cuprinzând diferite perioade istorice ale României.
Realizarea unor studii similare în diverse regiuni din întreaga lume, în comunităt, i bine
delimitate, ar putea fi, de asemenea, interesantă.

Capitolul 6

Dinamica LGGR stat, ionară a loteriilor

În acest capitol, prezentăm un studiu care este, de asemenea, strâns legat de domeniul
s, tiint,elor sociale s, i economice, dar diferă distinct de cele două subiecte precedente.
Formele globale de jocuri de noroc au ajuns la un nivel atât de ridicat de complexi-
tate încât este potrivit să le investigăm ca sisteme complexe. Loteriile, în general, sunt
studiate în mod extensiv din numeroase puncte de vedere, cum ar fi matematic, care
se ocupă de s,ansele de câs, tig [35]; psihologic, încercând să explice motivat, ia psiho-
logică a jocului [36]; economic, adaptându-s, i regulile pentru a îmbunătăt, i veniturile
statului [37]. Cu toate acestea, ele nu au fost focalizate în fizica statistică, astfel încât
această abordare simplă are un caracter nou.

În loterii, participant, ii au s,ansa de a câs, tiga un premiu Jackpot selectând un set de
numere dintr-o gamă specificată. Select, ia câs, tigătorilor se bazează pe extrageri peri-
odice de numere aleatoare, care au loc de obicei săptămânal sau de două ori pe săp-
tămână. În cazul în care un bilet are aceleas, i numere ca cele extrase, posesorul devine
câs, tigător. În cazul în care nu există câs, tigător, fondul de premii continuă să crească
prin extrageri succesive până când un câs, tigător este anunt,at în cele din urmă [35].
Escaladarea Jackpot-ului după extragerile nereus, ite succesive contribuie la valori mai
mari ale Jackpot-ului, care atrag natural mai mult, i jucători să participe [38]. Acest lu-
cru duce la o cres, tere accelerată până când Jackpot-ul este câs, tigat. Participant, ii pot
califica pentru premii mai mici dacă potrivesc mai put, ine numere decât cele necesare
pentru a câs, tiga Jackpot-ul, dar totus, i depăs, esc un prag minim. Finant,area pentru
aceste premii mai mici, în funct, ie de regulile specifice ale loteriei, poate proveni fie
dintr-o parte a fondului de premii Jackpot, fie poate fi acoperită printr-un procentaj
desemnat din vânzările săptămânale.

Des, i regulile pot părea simple, combinat, ia comportamentului jucătorilor, natura
aleatoare s, i regulile ale jocului duc la dinamici complexe. Procesele de cres, tere s, i re-
setare pot fi identificate clar în Figura 6.1, care afis, ează un segment al seriilor de timp
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6.1. APLICABILITATEA MODELULUI S, I SERIILE TEMPORALE ALE VALORII JACKPOT-ULUI

ale valorii Jackpot-ului pentru loteria Powerball [39, 40]. Seria de timp afis,ată a val-
orilor Jackpot-ului caracterizează în întregime dinamica. Dinamica care guvernează
valorile Jackpot-ului la loterii se aliniază cu principiile care stau la baza modelului di-
namic de tip mean-field LGGR.
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Figura 6.1: Datele de serie temporală care prezintă valoarea Jackpot-ului pentru
Powerball, acoperind perioada martie 2017 - iulie 2019 [40].

6.1 Aplicabilitatea modelului s, i seriile temporale ale valorii Jackpot-ului

Datele seriei temporale ale Jackpot-ului pentru s,ase loterii, fiecare având seturi dis-
tincte de reguli s, i dimensiuni ale bazei de jucători, au fost colectate s, i procesate [39,
41–45]. Am colectat seria temporală completă pentru fiecare dintre cele s,ase loterii
de la lansarea jocului până în prezent. Cu toate acestea, ne-am concentrat doar pe
perioade mai scurte de timp în care regulile nu au fost modificate.

Am listat în Tabelul 6.1 perioadele de timp selectate pentru analiză s, i modelare,
pentru fiecare dintre cele s,ase loterii. Am scris s, i în coloane separate s,ansele de a
câs, tiga Jackpot-ul s, i regulile care definesc fiecare loterie: numărul de numere care
trebuie alese s, i dimensiunea setului de numere selectabile. Prezentăm, de asemenea,
dimensiunea bazei de jucători s, i unele date statistice referitoare la valoarea medie a
Jackpot-ului s, i timpul mediu dintre câs, tigarea consecutivă a Jackpot-ului. În plus, ală-
turi de caracteristicile ment, ionate mai sus ale loteriilor, listăm s, i valoarea produsului
w = PJ · Pop. pentru fiecare loterie într-o coloană separată. Acest parametru simplu
ar putea oferi informat, ii valoroase despre loterie. Unele dintre sursele de date pen-
tru fiecare loterie sunt, de asemenea, listate în Tabelul 6.1. Pentru loteriile Powerball
s, i UK, reprezentarea vizuală a seriei temporale considerate pentru modelare poate fi
observată în sect, iunile (A) ale Figurii 6.2.

În timp ce modelăm distribut, ia valorilor Jackpot-ului în acest studiu, ne referim
exclusiv la distribut, ia valorilor Jackpot-ului rescalate prin valoarea medie a Jackpot-
ului în timp (J → x = J/⟨J⟩{t}). Modelul LGGR este aplicabil doar proceselorMarkov
ergodice. Prin urmare, mai întâi, demonstrăm ergodicitatea celor s,ase serii temporale
introduse. Stat, ionaritatea seriilor temporale studiate, manifestată prin convergent,a
valorii medii a Jackpot-ului într-o fereastră de timp în continuă extindere ⟨x(t)⟩t ≈ c,
este ilustrată în sect, iunile (B) ale Figurii 6.2. Natura lor aperiodică este demonstrată
prin absent,a autocorelat, iei (ACF (s) = Corr(x(t), x(t + s))), as,a cum este ilustrat
în sect, iunea (C) a Figurii 6.2. Acelas, i lucru este valabil s, i pentru celelalte patru loterii.
Bazându-ne pe această argumentare, considerăm loteriile investigate ca fiind ergodice.
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Figura 6.2: Sunt prezentate graficele seriilor temporale ale loteriilor studiate. Fiecare
rând corespunde următoarelor aspecte: (A) Graficul seriei temporale al loteriilor într-o
perioadă stabilă, în care regulile s, i bazele de jucători rămân constante. (B) Media seriei
temporale ⟨x(t)⟩t, însot, ită de valoarea de convergent,ă. (C) Funct, ia de autocorelat, ie
a seriei temporale ACF (s) până la s zile, împreună cu un interval de încredere cu
p ≤ 0.05.

Lottery Period Format PJ (≈) Pop. (≈) ⟨ J ⟩ (≈) ⟨tJ⟩
[draws] (≈)

w (≈) Source

Powerball 08.05.2015-
02.15.2020

5/69 +
1/26

1/292 · 10−6 292.2·106 172.2M.$ 14 1 [39, 46]

Megamillions 06.22.2005-
01.31.2010

5/56 +
1/46

1/258 · 10−6 152.4·106 66.8M.$ 9 0.58 [42, 47]

Euromillions 01.12.2012-
09.01.2016

5/50 +
2/9

1/116 · 10−6 272.0·106 46.4M.€ 5 2.34 [41, 48]

Canada
lotto

03.03.2007-
02.27.2019

6/49 1/14 · 10−6 35.2 · 106 9.8M.$ 3 2.70 [44]

UK lotto 01.07.1995-
09.09.2023

6/49 1/14 · 10−6 62.5 · 106 3.4M.£ 2 4.80 [45]

Texas lotto 07.14.1994-
07.18.2000

6/50 1/17 · 10−6 18.9 · 106 12.6M.$ 4 1.12 [43, 49]

Tabelul 6.1: Loteriile examinate în acest articol, în intervale de timp cu reguli con-
stante. Tabelul include informat, ii despre formatul loteriei, probabilitatea de câs, tig
cu un singur bilet (PJ ), populat, ia maximă potent, ială a jucătorilor (Pop.) s, i unele
proprietăt, i statistice precum valoarea medie a Jackpot-ului (⟨J⟩) s, i timpul mediu între
câs, tigurile consecutive ale Jackpot-ului (⟨tJ⟩). În plus, este listat s, i parametrul loteriei
w, as,a cum este discutat în Sect, iunea 6.1. În antet, simbolul "≈" sugerează că valorile
din coloană sunt doar aproximativ precise.

6.2 Modelarea dinamicii de cres, tere s, i resetare

Am stabilit forma matematică a funct, iilor kernel de cres, tere s, i resetare prin analiza
datelor experimentale. Această abordare confirmă coerent,a internă a modelului pro-
pus.

Rata de cres, tere

Valoarea Jackpot-ului se acumulează dintr-o fract, iune a vânzărilor (care este deter-
minată de numărul de bilete vândute) între două trageri consecutive. În plus, cu cât este
mai mare Jackpot-ul, cu atât mai multe bilete sunt cumpărate de jucători. Prin urmare,
ar fi natural să presupunem o formă preferent, ială de cres, tere a ratei: σ(x) = a(1+b·x).

Pentru a ne asigura de validitatea unei astfel de cres, teri multiplicative a Jackpot-
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ului, am calculat funct, ia de cres, tere (cres, terea relativă medie a valorilor Jackpot-ului
între trageri succesive) pe baza datelor seriei temporale pentru fiecare loterie. În Figura 6.3a,
prezentăm rata de cres, tere determinată empiric pentru loteria Powerball. Incertitudinea
asociată pozit, iei fiecărui punct de date este indicată în figură, demonstrând deviat, ia
standard a datelor în intervalele respective pe ambele axe. Pentru fiecare loterie, de-
terminăm valorile parametrilor folosind date din regiunea inferioară reprezentată în
grafice (ratele de cres, tere experimentale ale altor loterii sunt incluse în teză). Rata
de cres, tere determinată experimental în Figura 6.3 sust, ine forma aleasă liniară pentru
funct, ia kernel de cres, tere.
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Figura 6.3: (a) Rata experimentală de cres, tere, denumită σ(x) s, i exprimată ca o funct, ie
de x = J/⟨J⟩{t}. Media datelor este însot, ită de barele de eroare care reprezintă
deviat, ia standard a ansamblului. Funct, iile de cres, tere alese (σ(x) = a(1+b ·x)) cu val-
orile parametrilor a s, i b folosite pentru ajustarea distribut, iilor relative ale Jackpot-ului
sunt prezentate alături de rezultatele experimentale. (b) O comparat, ie între rata de re-
setare experimentală s, i corespondentul său teoretic pentru loteria nat, ională din Marea
Britanie. Rata de resetare teoretică se bazează pe parametri obt, inut, i din ajustarea
funct, iilor de densitate de probabilitate s, i a ratelor de cres, tere. Acordul calitativ limitat
poate fi atribuit calităt, ii scăzute a datelor. Furnizăm numărul de puncte de date,Ndata,
utilizate pentru calculul mediei. Această prezentare îs, i propune să sublinieze că regiu-
nile din dreapta liniilor verticale ros, ii nu sunt considerate fiabile pentru inferent,ele
statistice.

Rata de resetare

Există o conexiune între ratele de cres, tere s, i resetare prin numărul de bilete vân-
dute. Calcularea probabilităt, ii de resetare γ(y) pentru un anumit număr de bilete vân-
dute, denumit y, necesită luarea în considerare a numărului de bilete de loterie com-
pletate distinct. Numărul de bilete vândute (y) este proport, ional cu cres, terea valorii
Jackpot-ului între trageri consecutive, care este însăs, i rata de cres, tere: y = l · σ(x),
unde l este un parametru pozitiv care mapează cres, terea la numărul de bilete. Rata de
resetare ca funct, ie a valorii Jackpot-ului este dată de Ecuat, ia 6.1.

γ(x) =
(
1− βe−κ(1+b x)

)
, (6.1)

cu κ = l · a · α. Parametrul l este ascuns în κ.

Conexiunea dintre cres, tere s, i resetare introduce încă doi parametri ai modelului: α
(sau κ = l ·a·α) s, i β. Natură procesului de resetare (total sau inteligent) este controlată
de parametrul β.
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Pentru a calcula experimental rata de resetare am avut suficiente date doar pentru
loteriile din Canada s, i Marea Britanie. Figura 6.3b ilustrează ratele de resetare de-
terminate experimental pentru loteria nat, ională din Marea Britanie, reprezentate în
funct, ie de Jackpot-ul rescalat x/⟨x⟩. Subliniem din nou că ultimele puncte din aceste
grafice sunt mai put, in fiabile. Pentru a demonstra consistent,a, în Figura 6.3b com-
parăm vizual ratele de resetare experimentale cu Ecuat, ia 6.1. Acordul calitativ limitat
poate fi atribuit calităt, ii slabe a datelor.

6.2 Funct, ia de densitate a probabilităt, ii stat, ionare

Bazându-ne pe forma liniară a ratei de cres, tere sust, inută experimental s, i pe relat, ia
derivată între ratele de resetare s, i de cres, tere, forma analitică a funct, iei de densitate a
probabilităt, ii stationare este:

ρs(x) = C (1 + b x)−λ−1eν Ei(−κ(1+b x)), (6.2)
undeC este constanta de normalizare, iar parametri λ s, i ν sunt derivat, i din parametrii
care apar în ratele de cres, tere s, i resetare: λ = 1/(a·b), ν = β ·λ. Ei(x) în exponent este

funct, ia integrală exponent, ială, definită ca Ei(x) = −
∞∫
−x

e−t

t dt. Când β = 1, scenariul

de resetare este convent, ional (rata de resetare este pozitivă), având întotdeauna loc la
o valoare minimă a Jackpot-ului x = J0. Când β > 1, rata de resetare poate fi nega-
tivă (pentru valori mai mici ale lui x), implicând faptul că, după procesul de resetare,
dinamica de cres, tere începe din nou cu o valoare a Jackpot-ului x > J0. Astfel de
dinamici pot fi identificate în cazul loteriilor din Canada s, i Marea Britanie. Deficient,a
formei obt, inute a lui ρs(x) constă în faptul că nici constanta de normalizare C , nici
valoarea medie a lui x nu pot fi calculate analitic. Prin urmare, atunci când se ajustează
datele experimentale, normalizarea la ⟨x⟩ = 1 a funct, iei de densitate a probabilităt, ii
trebuie efectuate numeric pentru valori fixe ale parametrilor (a, b, κ s, i β).
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Figura 6.4: Distribut, ia de probabilitate la echilibru pentru premiile Jackpot ρs(x) ca
funct, ie de Jackpot-ul relativ pentru cele s,ase loterii examinate.

În Figura 6.4, prezentămdistribut, iile experimentale ale valorilor relative ale Jackpot-
ului (x/⟨x⟩) alături de funct, ia de densitate a probabilităt, ii descrisă de Ecuat, ia 6.2. Com-
pararea între datele experimentale s, i funct, ia de densitate a probabilităt, ii stationare
obt, inută din model relevă o bună potrivire calitativă.

6.3 Discut, ii

Cu toate variat, iile loteriilor, dinamica rezultată a sistemului colectiv care implică jucă-
torii s, i regulile stabilite de asociat, iile de loterii este similară. Dinamica complexă rezul-
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tată este aceeas, i cu cea modelată matematic prin abordarea LGGR. Pentru a selecta o
rată de cres, tere liniară, am validat intuit, ia folosind datele din lumea reală, as,a cum
este ilustrat în Figura 6.3. În plus, relat, ia descrisă în Ecuat, ia 6.1 care leagă ratele de
cres, tere s, i resetare a fost confirmată calitativ prin rata de resetare calculată empiric
(Figura 6.3b). Folosind aceste rate, în limita stacionară, modelul LGGR a generat o
funct, ie de distribut, ie a probabilităt, ii (Ecuat, ia 6.2) care, cu parametri adecvat, i, se alini-
ază consecvent cu funct, iile de densitate a probabilităt, ii calculate ale valorilor Jackpot în
toate cele s,ase loterii studiate. Procesul de potrivire a datelor a fost efectuat înmod con-
secvent, luând în considerare atât curbele de cres, tere experimentale, cât s, i distribut, iile
Jackpot obt, inute pentru fiecare loterie în parte. Calitatea potrivirii pentru ratele de
resetare nu a fost luată în considerare din cauza cantităt, ii limitate de date disponibile.
Scopul nu a fost de a obt, ine o potrivire perfectă pentru distribut, iile experimentale
ale Jackpot-ului s, i datele de suport. Obiectivul nostru a fost să dezvoltăm un model
statistic de câmp mediu care oferă o demonstrat, ie coerentă a fluctuat, iilor stationare
ale valorilor Jackpot-ului. Un aspect de remarcat al acestui model este capacitatea sa
de a ilustra două dinamici distincte ale loteriilor: una caracterizată printr-o resetare
completă (Euromillions, Powerball, Megamillions, Texas lottery) s, i cealaltă printr-un
proces de "resetare inteligentă" (UK Lotto s, i Canadian Lotto).

Capitolul 7

Dinamica LGGR stat, ionară în sistemele biologice

7.1 Introducere s, i motivat, ia studiului

Sistemele biologice pot fi interpretate ca sisteme complexe, datorită numeroaselor lor
componente s, i interact, iunilor complexe dintre acestea. În cazul ecosistemelor forestiere,
cantitatea relevantă a cărei distribut, ie este studiată frecvent este dimensiunea arbo-
rilor, cuantificată ca Diametrul la Înălt, imea Pieptului (Diameter at Breast Height -
DBH). Procesele ecologice fundamentale prezente în toate sistemele biologice, care
formează viziunea macroscopică a ecosistemelor forestiere, includ cres, terea arborilor,
mortalitatea acestora, recrutarea de noi arbori s, i diversificarea speciilor. Majoritatea
modelelor existente în literatură iau în considerare doar primele două procese. Des, i
scala de timp a dinamicii ecosistemelor forestiere este mult mai lentă decât cea a sis-
temelor financiare, de exemplu, această dinamică este totus, i firul care îs, i lasă amprenta
asupra viziunii unui astfel de ecosistem. Astfel, chiar dacă condit, iile de echilibru (sta-
tionaritatea) necesită mult mai mult timp pentru a fi atinse, aceleas, i metodologii de
modelare pot fi aplicate.

Luând în considerare primele trei procese, analogia dintre dinamica LGGR s, i aces-
tea este directă. Ultimul proces poate fi mai put, in evident de înt,eles în contextul di-
namicii LGGR, dar demonstrat, ia efectului său ca un proces de resetare independent
de dimensiune este dedusă în Capitolul 2. Prin luarea în considerare a ecosistemelor
forestiere suficient de vechi, presupunem aplicabilitatea limitei stat, ionare a modelu-
lui LGGR. Am luat în considerare modelarea ecosistemelor de arbori decidui de două
tipuri diferite: păduri semi-naturale cu arbori maturi s, i păs,uni forestiere vechi. Am-
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bele ecosisteme sunt situate geografic în România centrală. Ne-am concentrat pe trei
specii de arbori care sunt prezente în ambele tipuri de ecosisteme: stejar, carpen, s, i fag.
În afară de cele două ecosisteme din România, pentru a confirma natura universală a
concluziilor noastre, am analizat date din ecosisteme comparabile din Ungaria [53].

Conform literaturii, distribut, ia dimensiunilor arborilor în pădurile cu frunze căză-
toare este în principal ajustată de distribut, ii Gamma sau Weibull. Aici, introducem o
metodă de modelare matematică simplă s, i coerentă care oferă suport teoretic robust
pentru validitatea distribut, iei Gamma în ceea ce prives, te diametrele trunchiurilor de
arbori în aceste ecosisteme forestiere. Abordarea noastră integrează în mod cuprinză-
tor cele patru procese ecologice ment, ionate anterior. Pentru a evident, ia contrastul în-
tre distribut, iile dimensiunilor arborilor în medii cu caracter semi-natural s, i matur, în
comparat, ie cu cele din ecosistemele forestiere artificiale unde influent,a umană estemai
pronunt,ată s, i condit, iile de mediu sunt mai omogene, am analizat s, i date din plantat, iile
de arbori de plop din estul Ungariei. Aceste măsurători au servit un dublu scop. Primul
scop este de a evident, ia contrastul în distribut, ia dimensiunilor arborilor între aceste
ecosisteme controlate, care nu au atins încă starea de echilibru, s, i medii naturale forestiere
mature unde se presupune o distribut, ie a dimensiunilor arborilor stabilă. Cel de-al
doilea scop este de a obt, ine indicii despre dinamica de cres, tere a arborilor genetic
identici care se dezvoltă în medii controlate.

În plus fat,ă de seturile de date DBH pe care le-am descris mai sus, am avut acces
s, i la seturi de date auxiliare de la Serviciul Parcului Nat, ional din Statele Unite (NPS),
pe care le-am utilizat pentru a dezvălui forma funct, iilor de cres, tere s, i resetare.

7.2 Distribut, ii experimentale ale dimensiunilor copacilor

Bazele noastre de date cont, inmăsurători exhaustive ale diametrelor copacilor la înălt, imea
pieptului, formând opt seturi de date privind dimensiunile copacilor [55]. Pe baza aces-
tor seturi de date, am calculat distribut, iile de DBH pentru fiecare specie s, i ecosistem
în parte. În Figura 7.1, aceste distribut, ii de DBH sunt prezentate. Pe baza acestei fig-
uri, se poate observa deja diferent,a semnificativă dintre distribut, iile de DBH în păs,uni,
păduri s, i plantat, ii.

Rescalarea valorilor DBH cu media lor corespunzător (x → y = x
<x> ) a dus la co-

lapsul funct, iilor de distribut, ie rezultate (panourile inferioare ale Figurii 7.1). În ecosis-
temele naturale, această distribut, ie convergentă urmează distribut, ia Gamma, în timp
ce în plantat, ii corespunde distribut, iei Normale. Această suprapunere a distribut, iilor de
DBH dezvăluie o universalitate intrigantă în aceste medii, oferind informat, ii valoroase
despre dinamica lor comparativă.

7.3 Modelare prin intermediul modelului LGGR

Pentru modelare, aplicăm din nou cadrul de modelare LGGR. As,a cum s-a anticipat
în sect, iunea care descrie datele experimentale, pădurile seminaturale studiate s, i medii
vechi de păs,une, datorită existent,ei lor îndelungate, se află deja într-o stare de echilibru.

Rata de cres, tere

Pentru a determina forma matematică a ratei de cres, tere, am utilizat date de la
Serviciul Nat, ional al Parcurilor din Statele Unite [54]. Rata de cres, tere anuală, identi-
ficată din grosimea inelelor de cres, tere ale copacilor, a fost analizată pentru trei genuri
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Figura 7.1: Funct, iile empirice de densitate a probabilităt, ii care reprezintă distribut, iile
de DBH sunt ilustrate. În panoul (a), distribut, iile pentru pădurile naturale (albastru) s, i
păs,unile cu arbori (portocaliu) sunt prezentate alături de distribut, ia Gamma obt, inută
din modelul LGGR (Equat, ia 7.4). Panoul (b) afis, ează distribut, ia de DBH într-o plantat, ie
de plopi de 10 ani (verde) s, i una de 15 ani (ros,u), ambele cu antecedente ecologice sim-
ilare. Distribut, iile experimentale sunt comparate cu distribut, ii Gaussiene. Graficul tip
histogramă însot, itor serves, te ca un ajutor vizual suplimentar, accentuând diferent,ele
în valorile medii ale DBH. Panourile (c) s, i (d) ilustrează distribut, iile valorilor relative
ale DBH (x → y = x

<x> ). Panoul (c) prezintă distribut, ia de DBH în pădurile semi-
naturale (aceleas, i date ca în panoul (a)), în timp ce panoul (d) corespunde celor două
plantat, ii (aceleas, i date ca în panoul (b)).

de arbori, după cum este ilustrat în Figura 7.2a. Rata de cres, tere anuală medie este
reprezentată în funct, ie de DBH/⟨DBH⟩ (DBH măsurat aproximativ la 1 m de la
sol). O reprezentare matematică adecvată a ratei de cres, tere, care se aliniază cu datele,
este:

σ(x) = d1
x

x+ b
, b ≥ 0, (7.1)

unde d1 s, i b sunt constante pozitive. În Figura 7.2, trendul care se potrives, te cu rata
experimentală de cres, tere este definit de Ecuat, ia 7.1.

Ratele de resetare s, i diversificare

Mortalitate s, i recrutare: Având în vedere că rata de recrutare prezintă o resetare
semnificativă negativă pentru dimensiunile mai mici ale copacilor s, i rata de mortali-
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Figura 7.2: (a) Rata de cres, tere a fost dedusă din datele privind lăt, imea inelelor de
cres, tere ale copacilor, reprezentată pe o scară logaritmică în funct, ie de diametrul rel-
ativ al trunchiul copacului la un metru deasupra solului pentru trei genuri de arbori
(specificat, i în legendă). Linia punctată reprezintă trendul definit de Ecuat, ia 7.1, cu
parametrii asociat, i afis,at, i în figură. Barele de eroare reprezintă eroarea standard în
jurul punctelor de date. (b) Alinierea între distribut, ia dimensiunilor relativă a arbo-
rilor mort, i s, i produsul ratei de resetare aleasă s, i distribut, ia potrivită a dimensiunilor
arborilor. Histograma ilustrează distribut, ia dimensiunilor arborilor de stejar mort, i
în parcurile nat, ionale din SUA, cu dimensiunile redimensionate în raport cu media.
Potrivirea este definită ca H · ρs(y)γ′(y), incluzând o constantă H necesară pentru
aliniere cu histograma experimentală. Potrivirea este determinată de r = 0.22 s, i
parametrii estimat, i din funct, ia de densitate a probabilităt, ii experimentale (Figura 7.1a).
Datele utilizate aici au fost obt, inute din [54].

tate este o funct, ie convergentă, având valori pozitive pentru dimensiunile mai mari ale
copacilor [56, 57], impactul combinat al acestor funct, ii aproximează o funct, ie crescă-
toare, dar convergentă.

Diversificare: Prin diversificare, noi arbori tineri de diferite specii par să înlocuiască
arborii bătrâni caremor. În consecint,ă, numărul de arbori care apart, in unei specii scade
multiplicativ. Această scădere multiplicativă a arborilor unei specii specifice duce la
o scădere exponent, ială a abundant,ei acesteia în timp. Această scădere exponent, ială a
numărului de arbori introduce un termen similar cu resetarea, independent de starea
init, ială (κ < 0) în ecuat, ia evolutivă.

Prin combinarea funct, iei de resetare motivat de procesele de mortalitate s, i re-
crutare cu rata negativă de diversificare (κ), forma rezultată a ratei de resetare va fi
următoarea:

γ(x) = f1
x− r

x+ b
+ κ ≡ d2

x− c

x+ b
, (7.2)

where:
c =

f1r − bκ

f1 + κ
> r > 0,

d2 = (f1 + κ) < f1 and d2 > 0.

(7.3)

În Ecuat, ia 7.3, r, b s, i f1 sunt constante pozitive.

Distribut, ia stat, ionară a dimensiunilor

Având în vedere funct, iile de cres, tere (Ecuat, ia 7.1) s, i de resetare (Ecuat, ia 7.3), forma
funct, iei de densitate de probabilitate stat, ionară deja renormalizată la valoarea medie
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a DBH-ului (ρs(y)) este:

ρs(y) =
dc d

( c
(1−c)d)Γ[c d]

e−dyydc−1

(
y +

c

(1− c)d
− c

)
, (7.4)

unde d = d2/d1. După cum este ilustrat în Figura 7.1c, distribut, ia x/⟨x⟩ în păduri s, i
păs,uni forestiere se aliniază, prezentând o aproximare bună la forma dată de Ecuat, ia
7.4. Parametrii de potrivire sunt enumerat, i în legenda figurii.

7.4 Discut, ii

Cu date referitoare la distribut, ia dimensiunilor arborilor mort, i în diverse păduri ma-
ture, putem evalua adecvarea ratei de resetare propuse. Utilizând ρs(y) (Ecuat, ia 7.4),
ne as, teptăm ca forma distribut, iei dimensiunilor arborilor mort, i să semene cu produsul
ρs(x) · γ′(x), unde γ′(x) este definită de Ecuat, ia 7.3 când κ = 0. Pentru a evalua
validitatea acestei rate de resetare, am utilizat din nou datele din [54], concentrându-
ne în mod specific pe diametrul arborilor mort, i (ρs(y) · γ′(y)). Figura 7.2b ilustrează
histograma arborilor mort, i din specia de stejar. Linia punctată reprezintă o potrivire
definită de ρs(y) · γ′(y), cu parametrii indicat, i în legenda. Parametrii de potrivire au
fost determinat, i prin minimizarea Eroarei Logaritmice Medie Pătratrică prin iterat, ie
pe o ret,ea fină în spat, iul parametrilor. O considerat, ie egală a fost acordată ajustării
datelor de cres, tere (Figura 7.2a), datelor de rată de resetare (Figura 7.2b), s, i datelor de
distribut, ie a DBH (Figura 7.1a) în selectarea parametrilor. În acelas, i timp, am mini-
mizat Eroarea Logaritmică Medie Pătrată Radicale pentru toate cele trei cantităt, i.

Înt,elegerea modelelor de diversitate a dimensiunilor arborilor în medii naturale
cu frunze căzătoare reprezintă o provocare complexă, necesitând noi date s, i modele
matematice realiste. Contribut, ia noastră implică prezentarea unor dovezi noi pen-
tru a sust, ine validitatea distribut, iei Gamma [58] în pădurile cu frunze căzătoare. Am
analizat date cuprinzătoare de măsurători pentru trei taxe de arbori în ecosisteme dis-
tincte. Am arătat o universalitate statistică intrigantă. Odată ce diametrele arborilor
sunt redimensionate folosind diametrul mediu pentru fiecare specie în cadrul eco-
sistemului, toate seturile de date se unesc într-o distribut, ie unificată. Observat, iile
din plantat, iile tinere de plopi indică modele distincte de diversitate a dimensiunilor,
asemănătoare unei distribut, ii Normale. Prin urmare, aceste rezultate implică utilizarea
unei potriviri de tip Gamma a distribut, iei dimensiunilor arborilor ca indicator potent, ial
al naturalităt, ii s, i maturităt, ii pădurilor. Am ales un model simplu, analitic rezolvabil cu
doar doi parametri liberi în locul unui model cantitativ complex cu numeroase ne-
cunoscute. Deoarece accentul nostru principal nu a fost pe furnizarea unor analize
statistice robuste, ci mai degrabă pe elaborarea unei abordări analitice fundamentate
metodologic, optimizările noastre de parametri au fost îndreptate către asigurarea unei
determinări consistente a parametrilormodelului în cadrul structurii acestuia. Pentru a
întări încrederea în model, colectarea ulterioară de date de înaltă calitate este crucială.
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Capitolul 8

Concluzii generale

În rezumatul general al tezei repetăm principalele idei s, i rezultate prezentate în această
teză. Teza actuală cont, ine patru studii de modelare a fenomenelor observate în sisteme
socio-economice s, i biologice. Aceste patru studii sunt legate prin faptul că pentru
fiecare dintre ele a fost aplicat modelul de cres, tere locală s, i reset global. Teza oferă, de
asemenea, o prezentare pedagogică a modelului LGGR.

Partea a doua a tezei cont, inemodelarea fenomenelor din sistemele socio-economice.
În cadrul acestei categorii, am prezentat modelarea distribut, iilor de avere în t,ări cu
economii relativ stabile, precum s, i într-o comună din România. Primul studiu (Capi-
tolul 3) apart, inând acestei teme se ocupă de distribut, ia averii individuale în Statele
Unite ale Americii, Rusia s, i Frant,a. În cazul SUA s, i Rusia, prezent,a averii negative în
date sugerează existent,a datoriilor în aceste societăt, i s, i, de asemenea.Modelul nostru
se potrives, te întregului spectru de avere, depăs, ind modelul Bouchaud s, i Mezard, în
special pentru valori mici ale averii.

În al doilea studiu din această parte a tezei (Capitolul 5), am aplicat modelul LGGR
pentru modelarea distribut, iei averii într-o mică comunitate din Transilvania. Analiza
cuprinzătoare a modelelor de distribut, ie a averii oferă o privire revelatoare asupra di-
namicii economice pe parcursul diferitelor perioade: 1961 - începutul comunismului;
1989 - ultimul an al comunismului; s, i 2021 - imaginea economică actuală a comunei.
Studiul dezvăluie complexitatea dinamicii distribut, iei averii în diferite sisteme eco-
nomice. Datele empirice colectate validează modelul teoretic.

Al treilea capitol, des, i încă puternic legat de sistemele socio-economice, diferă
semnificativ de cele două anterioare. În Capitolul 6 am folosit modelul LGGR pen-
tru a descrie dinamica valorilor Jackpot-ului pentru s,ase loterii: Powerball, Megamil-
lions, Euromillions, loteria canadiană, loteria britanică s, i loteria Texas. Evolut, ia emer-
gentă a valorii Jackpot-ului este influent,ată de reguli simple, comportamentul jucăto-
rilor care influent,ează vânzările de bilete s, i o rată de reset probabilistică declans,ată
de câs, tigurile ocazionale. Având în vedere cres, terea liniară s, i o relat, ie intrinsecă de
cres, tere-resetare, modelul LGGR generează o funct, ie de densitate a probabilităt, ii în
concordant,ă cu distribut, iile Jackpot observate.

Ultimul studiu (Capitolul 7) iese din sfera socio-economică s, i vizează sistemele
biologice. Se ocupă de provocarea complexă a înt,elegerii modelelor de diversitate în
dimensiunile arborilor din medii naturale de pădure s, i pajis, ti cu arbori. Bazându-ne pe
literatura existentă, confirmăm că distribut, ia diametrelor arborilor din specii specifice
de foioase se aliniază cu o distribut, ie Gamma în pădurile naturale mature. Încorporând
mecanisme care ghidează evolut, ia populat, iilor de arbori, în forme matematice simple
ale ratelor de cres, tere s, i resetare, modelul propus capturează cu succes această univer-
salitate, sugerând parametri consistent, i în cadrul taxonilor s, i mediilor. În plus, studiem
plantat, iile tinere de plopi, observând modele distincte care seamănă cu o distribut, ie
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normală. Această diferent,ă se atribuie condit, iilor artificial create, aproape identice
pentru fiecare arbore s, i imaturitatea acestor plantat, ii. Sugerăm investigat, ii viitoare în
dinamica cres, terii, resetării s, i diversificării în medii forestiere similare.

Rezultatele prezentate aici subliniază faptul că modelul de Cres, tere Locală s, i Reset
Global oferă un cadru cuprinzător pentru înt,elegerea fenomenelor observate în sisteme
socio-economice s, i biologice.
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Publicat, ii

Publicat, ii în reviste ISI:

• István Gere, Szabolcs Kelemen, Géza Tóth, Tamás S. Biró, and Zoltán Néda.
Wealth distribution in modern societies: Collected data and a master equation ap-
proach. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, Vol. 581, 126194,
(2021)

Impact factor: 3.778

AIS: 0.530

• István Gere, Szabolcs Kelemen, Tamás S. Biró and Zoltán Néda. Wealth Dis-
tribution in Villages. Transition From Socialism to Capitalism in View of Exhaus-
tive Wealth Data and a Master Equation Approach. Frontiers in Physics, Vol. 10,
827143, (2022)

Impact factor: 3.718

AIS: 0.815

• Szabolcs Kelemen, Máté Józsa, Tibor Hartel, György Csóka and Zoltán Néda.
Tree size distribution as the stationary limit of an evolutionary master equation.
Scientific Reports, Vol. 14, 1168, (2024)

Impact factor: 4.997

AIS: 1.132

• István Gere, Szabolcs Kelemen, Zoltán Néda and Tamás S. Biró. Jackpot statis-
tics, a physicist’s approach. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications,
Vol. 637, 129605, (2024)

Impact factor: 3.778

AIS: 0.530

Alte publicat, ii:

• Szabolcs Kelemen, Levente Varga, and Zoltán Néda. Cross-correlations in the
Brownian motion of colloidal nanoparticles. Studia Universitatis Babes-Bolyai,
Physica Vol. 65, 27-34 (2020)

Prezentări orale la conferint,e

• István Gere, Szabolcs Kelemen, Tamás S. Biró and Zoltán Néda. (24-26 August,
2022) Wealth inequality patterns based on exhaustive sampling. Data mining and
modeling. Econophysics Colloquium 2022

• Szabolcs Kelemen, István Gere, Tamás S. Biró and Zoltán Néda. (17-18 Novem-
ber, 2023) A brief review of the LGGR model and its possible applications. ICAS
2023: The 16th International Conference on Applied Statistics
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• Szabolcs Kelemen, Levente Varga, and Zoltán Néda. (11-13 May, 2021) Cross-
correlations in the Brownianmotion of colloidal nanoparticlesMECO46: 46th Con-
ference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics

• István Gere, Szabolcs Kelemen, Tamás S. Biró and Zoltán Néda. (12-16 June,
2022)Wealth inequalities in different socio-economical situations. Exhaustive data
and a general modeling framework. MECO47: 47th Conference of the Middle
European Cooperation in Statistical Physics

• Szabolcs Kelemen, Máté Józsa, Tibor Hartel, György Csóka and Zoltán Néda.
(22-26 May, 2023) Tree size distribution in the perspective of the Local Growth and
Global Reset (LGGR) model. MECO48: 48th Conference of the Middle European
Cooperation in Statistical Physics

• Szabolcs Kelemen, Máté Józsa, József Benedek Cristian Litan and Zoltán Néda.
(10-14 July, 2023) Handling incomplete information: Gini coefficient from coarse-
grained data. SigmaPhi 2023
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