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Introducere

Teoria geometrica a functiilor este o ramura a analizei complexe, care studiaza
proprietatile geometrice ale functiilor analitice. Primele lucrari semnificative din teo-
ria geometrica a functiilor de o variabila complexa au aparut la inceputul secolu-
lui al XX-lea. P. Koebe cu lucrarea publicata in anul 1907 ( [68]), a atras atentia
cercetatorilor asupra studiului functiilor univalente. Ulterior a fost obtinut un rezultat
important, teorema ariei, de catre T. Gronwall ( [47]) si apoi de catre L. Bieberbach
( [16,17]). L. Bieberbach a mai obtinut si o delimitare pentru modulul coeficientului
as al unei functii univalente ( [17]) si a enuntat faimoasa ipoteza privind in general
coeficientii a,,, unde n = 2,3,... (v. Conjectura 1.1.1), care a fost demonstrata abia
in anul 1984, de catre L. de Branges ( [30]). De asemenea, L. Bieberbach in [17] a mai
obtinut si o delimitare exactd pentru modulul expresiei az — a3 in cazul unei functii
univalente.

Dupa publicarea acestor rezultate, directiile de cercetare au devenit din ce in
ce mai variate. Mai multi matematicieni renumiti au studiat gi au adus contributii
importante in acest domeniu. S-au evidentiat cu rezultatele lor deosebite si unii
matematicieni romani, precum G. Calugareanu si P. T. Mocanu. G. Calugareanu
in [21,22] a obtinut conditii necesare si suficiente de univalenta a unei functii olo-
morfe intr-un disc cu centrul in origine. P. T. Mocanu in [88] a stabilit o legatura
intre functiile stelate, respectiv convexe, prin introducerea functiilor alfa-convexe.
O metoda revolutionara, metoda subordonarilor diferentiale (sau metoda functiiilor
admisibile) a fost obtinuta de S. S. Miller si P. T. Mocanu in [83,84]. Cu ajutorul
acestei metode o serie de rezultate cunoscute anterior s-au putut demonstra mai usor,
si numeroase rezultate noi s-au obtinut ulterior.

Printre numeroasele tratate si monografii consacrate analizei complexe, respec-
tiv teoriei geometrice a functiilor de una sau mai multe variabile complexe, amintim
pe cele ale lui P. T. Mocanu, G. §. Salagean si T. Bulboaca [92], S. S. Miller si P.
T. Mocanu [85], I. Graham si G. Kohr [46], C. Pommerenke [108], P. L. Duren [32],
G. Kohr si P. T. Mocanu [70], P. Hamburg, P. T. Mocanu si N. Negoescu [50], P. T.



Mocanu, D. Breaz, G. I. Oros si Gh. Oros [91], G. 9. Salagean [118], G. Kohr [69],
G. Kohr si P. Liczberski [71], P. Curt [29], T. Bulboaca [18], A. W. Goodman [42],
L. V. Ahlfors [2], D. J. Hallenbeck si T. H. MacGregor [49].

In prezenta teza sunt continuate cercetarile care fac parte din scoala de mate-
matica clujeana de teoria geometrica a functiilor de o variabila complexa si sunt
obtinute unele rezultate care extind alte rezultate obtinute de matematicieni din tara
si din alte tari. Sunt studiate clase de functii analitice, meromorfe, respectiv bi-
univalente, unele dintre ele fiind definite cu ajutorul unor operatori. De asemenea,
sunt obtinute rezultate referitoare la subordonari diferentiale. Teza este structurata
in patru capitole.

In primul capitol sunt prezentate atat notiuni si rezultate de baza din teoria geo-
metrica a functiilor, cat si clase speciale de functii, metoda subordonarilor diferentiale,
respectiv operatori diferentiali si integrali. Am incercat sa fac o prezentare intr-o
forma unitara, urmarind in acelasi timp sa evidentiez definitiile si rezultatele folosite
in capitolele urmatoare.

Astfel, in paragraful 1.1 sunt prezentate notiuni de baza referitoare la functii univa-
lente si functii meromorfe. Este enuntata conjectura lui Bieberbach privind estimarea
coeficientilor unei functii univalente, respectiv Teorema lui de Branges, inegalitatea
Fekete-Szegé pentru functii univalente, un criteriu de univalenta pentru o functie
analitica, proprietatea privind relatia de bijectie existenta intre clasa functiilor uni-
valente si o subclasa a clasei functiilor meromorfe.

In paragraful 1.2 sunt prezentate diferite clase de functii, precum clasa functiilor
Carathéodory, clasa functiilor Schwarz, clasa functiilor stelate, convexe, aproape con-
vexe, alfa-convexe, gama-stelate, stelate de ordin «, convexe de ordin «, gama-stelate
de ordin alfa, tare stelate de ordin +, tare convexe de ordin -, d-uniform convexe,
d-uniform stelate, precum i alte clase de functii asociate stelaritatii si convexitatii.
Sunt enuntate si proprietati pentru unele dintre aceste clase, precum estimari ale
coeficientilor, inegalitati Fekete-Szegd, conditii de apartenenta a unei functii analitice
la 0o anumita clasa.

In paragraful 1.3 este descrisa metoda subordonarilor diferentiale (sau metoda functiilor
admisibile).

In paragraful 1.4 sunt prezentate clasele de functii meromorfe stelate, respectiv con-
vexe. Sunt enuntate conditii necesare si suficiente de stelaritate si convexitate pentru
functii meromorfe.

In paragraful 1.5 sunt prezentati operatori, precum operatorul diferential Salagean



D", operatorul integral Salagean Z", operatorul Ruscheweyh R*, operatorul diferin-
tegral fractional 2, operatorul fractional D}, operatorul diferential Al-Oboudi D,
operatorul integral Salagean generalizat Zj definit de J. Patel, operatorul integral
Bernardi L.
Cu exceptia Observatiei 1.5.7, Observatiei 1.5.9 si Observatiei 1.5.11, capitolul nu
contine rezultate originale. Observatiile mentionate se gasesc in lucrarea [129].

In al doilea capitol sunt obtinute rezultate asupra functiilor analitice sau mero-
morfe folosind operatori.
In paragraful 2.1 sunt obtinute diferite rezultate utilizand operatorul fractional D",
care este compunerea operatorului diferintegral fractional 2, operatorului Sialdgean
D" si operatorului Ruscheweyh R”.
In cadrul subparagrafului 2.1.1 este introdusa o clasa de functii analitice definita de
acest operator. Sunt obtinute relatii de incluziune intre diferite subclase ale clasei,
conditii de apartenenta la clasa a convolutiei a doua functii analitice, este demon-
strata convexitatea clasei, sunt obtinute punctele extreme ale clasei gi alte proprietati
ale clasei. Cu exceptia Teoremei 2.1.1, rezultatele din acest paragraf sunt originale si
se gasesc 1n lucrarea [129], lucrare publicata in Mediterranean Journal of Mathemat-
ics, revista cotata ISI cu factorul de impact 1,305.
In celelalte subparagrafe sunt investigate subordonari diferentiale, sunt obtinute pro-
prietati geometrice ale functiilor analitice, delimitari ale coeficientilor si inegalitati
Fekete-Szegd pentru clase de functii analitice. Toate rezultatele din aceste subpara-
grafe sunt obtinute folosind operatorul fractional D{". Cu exceptia Lemei 2.1.1,
Corolarului 2.1.5, Corolarului 2.1.6, Corolarului 2.1.7, Corolarului 2.1.8, Corolarului
2.1.9 gi Corolarului 2.1.10, rezultatele din aceste subparagrafe sunt originale si se
gasesc in lucrarile [39,130, 131].
Majoritatea rezultatelor din acest paragraf sunt extinderi ale rezultatelor obtinute
anterior de alti matematicieni.
In paragraful 2.2 este introdusa o clasa de functii meromorfe definita cu ajutorul unui
operator fractional definit in mod similar cu operatorul Dy, Sunt obtinute relatii
de incluziune intre unele subclase ale clasei si conditii de apartenenta la clasa a unor
operatori integrali. Rezultatele obtinute sunt generalizari ale unor rezultate obtinute
de alti matematicieni. Cu exceptia Lemei 2.2.1, rezultatele din acest paragraf sunt
originale si se gisesc in lucrarea [37].
In paragraful 2.3 este definit un nou operator, care generalizeaza mai multi opera-
tori introdusi de alti matematicieni. Noul operator este definit cu ajutorul operato-

rilor Q}, D" R”. Este introdusa o clasa de functii analitice folosind noul operator si



sunt obtinute proprietati ale acestei clase. Sunt de asemenea investigate subordonari
diferentiale folosind acest operator. Rezultatele din acest paragraf sunt originale si
se gasesc in lucrarea [133].
In paragraful 2.4 sunt obtinute relatii de incluziune intre clasele de functii d-uniform
convexe, d-uniform stelate, clasele S5, C, si clasa US(n, «), clasa definita cu ajutorul
operatorului diferential Salagean D™. Aceste relatii de incluziune sunt asociate seri-
ilor de distributie Poisson. Cu exceptia Teoremei 2.4.1, rezultatele din acest paragraf
sunt originale si se gasesc in lucrarea [36].
In paragraful 2.5 este introdus operatorul integro-diferential Salagean generalizat,
folosind operatorul diferential Al-Oboudi Dy si operatorul integral Salagean gene-
ralizat Z3. Acest operator generalizeaza operatorul introdus de A. O. P4ll-Szabé in
lucrarea [104]. Sunt investigate subordonari diferentiale si sunt generalizate rezultate
cunoscute. Rezultatele din acest paragraf sunt originale si se gasesc in lucrarea [38].
In al treilea capitol sunt obtinute diverse rezultate asupra unor clase de functii
analitice asociate stelaritatii si convexitatii.
In paragraful 3.1 sunt generalizate diverse subordonari diferentiale implicand medii
aritmetice, geometrice, respectiv armonice ale expresiilor p(z) si p(z)+%. Se obtine
un criteriu de stelaritate si un criteriu de tare stelaritate de ordin 6 pentru functii
analitice. Cu exceptia Lemei 3.1.1, rezultatele din acest paragraf sunt originale si se
gasesc In lucrarea [35], lucrare publicata in Mathematica Slovaca, revista cotata ISI
cu factorul de impact 0,996. In lucrarea [73] autorii au extins rezultatele din acest
paragraf.
In paragraful 3.2, dupa prezentarea polinoamelor Chebyshev, sunt obtinute estimari
ale coeficientilor, respectiv o inegalitate Fekete-Szego pentru o clasa de functii analitice
care satisfac o conditie de subordonare asociata polinoamelor Chebyshev. Rezultatele
obtinute sunt generalizari ale unor rezultate cunoscute. Cu exceptia Corolarului 3.2.1,
Corolarului 3.2.2 gi Corolarului 3.2.3, rezultatele din acest paragraf sunt originale si
se gasesc in lucrarea [132]. Autorii lucrarilor [54], [124] au extins rezultatele din acest
paragraf.
In paragraful 3.3 sunt prezentate functiile bi-univalente, functiile m-simetrice. Apoi
sunt obtinute estimari ale coeficientilor si inegalitati Fekete-Szeg6 pentru o noua sub-
clasa de functii bi-univalente m-simetrice care satisfac conditii de subordonare. Rezul-
tatele obtinute generalizeaza alte rezultate cunoscute. Cu exceptia Corolarului 3.3.9,
rezultatele din acest paragraf sunt originale si se gasesc in lucrarea [41].
In paragraful 3.4 se obtine o delimitare pentru determinantul Hankel de ordinul doi

pentru functii gama-stelate de ordin alfa, in cazul 0 < v < 1. Rezultatul obtinut



extinde delimitarile pentru determinantul Hankel de ordinul doi pentru alte clase de
functii. Unele dintre aceste rezultate au fost obtinute de alti matematicieni. Rezul-
tatele din acest paragraf sunt originale gi se gasesc in lucrarea [40].

In ultimul capitol este definit un nou operator obtinut prin convolutia opera-
torului Salagean D" i operatorului Ruscheweyh R" si este introdusa o clasa de functii
analitice cu argument variabil definita de acest operator. Sunt de asemenea studiate
proprietatile imaginii acestei clase prin operatorul Bernardi. Rezultatele din acest
capitol sunt originale si se gasesc in lucrarea [106].

Bibliografia prezentei teze de doctorat contine un numar de 147 titluri, 13 dintre
acestea fiind semnate de autoare, 4 fiind in colaborare, iar 2 fiind publicate in reviste
cotate ISI cu factor de impact.

Rezultatele originale prezentate in teza, sunt continute in urmatoarele articole:

1. E. Szatmari, On a class of analytic functions defined by a fractional operator,
Mediterr. J. Math., 15:158, (2018). WoS, Factor de impact: 1,305

2. E. Gavris, Differential subordinations and Pythagorean means, Math. Slovaca,
70 (2020). No. 5, 1135-1140. WoS, Factor de impact: 0,996

3. E. Szatmari, §. Altinkaya, Coefficient estimates and Fekete-Szeqd inequality
for a class of analytic functions satisfying subordinate condition associated with
Chebyshev polynomials, Acta Univ. Sapientiae Math., 11 (2) (2019), 430-436.
WoS

4. E. Szatmari, Differential subordinations obtained by using a fractional opera-
tor, Stud. Univ. Babeg-Bolyai Math., 63 (4) (2018), 475-482. WoS

5. E. Gavrig, 5. Altinkaya, Coefficient estimates and Fekete-Szegd inequalities for
a new subclass of m-fold symmetric bi-univalent functions satisfying subordinate
conditions, Int. J. Nonlinear Anal. Appl., 14 (2023) 1, 3145-3154 (electronic).
WoS

6. E. Gavris, The second Hankel determinant for gamma-starlike functions of

order alpha, trimis spre publicare.

7. E. Gavris, On a class of meromorphic functions defined by using a fractional
operator, Mathematica (Cluj), 63 (86), No. 1, 2021, 77-84. Scopus



8. E. Gavris, Inclusion relations of analytic functions associated with Poisson
distribution series and Salagean operator, An. Univ. Oradea Fasc. Mat., 17
(2) 2020, 47-53. BDI

9. A.O. P4ll-Szab6, O. Engel, E. Szatmari, Certain class of analytic functions
with varying arguments defined by the convolution of Salagean and Ruscheweyh

derivative, Acta Univ. Apulensis Math. Inform., 51 (2017), 61-74. BDI

10. E. Gavris, Differential subordinations obtained by using generalized Salagean
integro-differential operator, Acta Univ. Apulensis Math. Inform., 71 (2022),
127-136. BDI

11. E. Gavris, Coefficient bounds and Fekete-Szegd problem for some classes of

analytic functions defined by using a fractional operator, trimis spre publicare.

12. E. Szatmari, Some properties of analytic functions obtained by using a frac-
tional operator, Asia Pacific Journal of Mathematics, 5 (2) (2018), 151-172.

Scopus

13. E. Szatmari, A.O. P4ll-Szabo, Differential subordination results obtained by
using a new operator, General Mathematics, 25 (1-2) (2017), 119-131. BDI

O parte a rezultatelor originale, demonstrate in teza, au fost prezentate la urmatoarele

conferinte internationale:

1. 13th International Symposium on Geometric Function Theory and Applica-
tions, 3-6 august 2017, Arad. Titlul prezentarii: Some results using a fractional

operator

2. 6th International Conference on Mathematics and Informatics, 7-9 septembrie
2017, Targu Mures. Titlul prezentarii: Coefficient bounds and Fekete-Szego
problem for some classes of analytic functions defined by using a fractional

operator

3. 3rd International Conference on Mathematics and Computer Science, 14-16
iunie 2018, Bragov. Titlul prezentarii: Coefficient estimates and Fekete-Szego
inequalities for a new subclass of m-fold symmetric bi-univalent functions

satisfying subordinate conditions



4. XIX Conference on Analytic Functions and Related Topics, 25-29 iunie 2018,
Rzeszéw, Polonia. Titlul prezentarii: Differential subordinations and Pythagorean

means

5. 16th International Conference on Applied Mathematics and Computer Science,
3-6 iulie 2019, Cluj-Napoca. Titlul prezentarii: The second Hankel determinant

for gamma-starlike functions of order alpha

6. 7th International Conference on Mathematics and Informatics, 2-4 septembrie
2019, Targu Mures. Titlul prezentarii: Differential subordinations obtained by

using generalized Salagean integro-differential operator



Capitolul 1

Definitii si rezultate preliminare

incepem cu unele notiuni si rezultate din teoria geometrica a functiilor. Prezentam
prima data clasa functiilor univalente, clasa functiilor meromorfe, clasa Carathéodory,
clasa functiilor Schwarz, notiunea de subordonare. Prezentam clase variate de functii
univalente, cum ar fi functii stelate, functii convexe, functii aproape convexe si clase
de functii asociate stelaritatii si convexitatii. In urmétorul paragraf, metoda subor-
donarii diferentiale este descrisa. Subclase de functii meromorfe sunt de asemenea

prezentate. Ultimul paragraf este dedicat unor operatori diferentiali si integrali.

1.1 Definitii si rezultate de baza din teoria functiilor
univalente

Notam planul complex cu C si discul deschis de centru zy € C si raza r > 0 cu
U(zo,7),
U(zo,7) ={2€C: |z —2z| <r}

Notam discul deschis U(0,7) cu U, si discul unitate Uy cu U.
Fie H(U) clasa functiilor analitice in Y. Pentru a € C gin € N* = {1,2,...}, fie

Hla,n] ={f € HU) : f(2) = a+ ap2" + apn 12" +...}

A ={feHU): f(2) =2+ ap 12"+ ...},

cu A; = A. Deci, dezvoltarea in serie a functiei f € A este de forma
fR)=z2+4+az*+a3z*+..., z€l. (1.1)

Definitia 1.1.1. /92, p. 1] O functie analitica intr-un domeniu D spunem ca este

uniwvalenta in acest domeniu daca este injectiva in D.
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Vom nota cu S clasa functiilor univalente in ¢, normate cu conditiile f(0) =0 si

f'(0) = 1. Dezvoltarea in serie a unei functii f € S este de forma (1.1).

Conjectura 1.1.1. (Conjectura lui Bieberbach) [92, Conjectura 1.2.1, p. 6]

Daca functia f(z) = z + ag2® + ... apartine clasei S, atunci |a,| <n,n=2,3,....

Conjectura lui Bieberbach a fost demonstrata de L. de Branges in 1984, folosind

metoda lui Lowner.

Teorema 1.1.1. [17] Dacd functia f(z) = z 4+ a2® + a3z + ... apartine clasei S,

atunci |az — a3| < 1. Rezultatul este exact.

Unul dintre cele mai simple criterii de univalenta este dat de teorema urmatoare,

obtinuta de K. Noshiro [95], S. Warschawski [145] si J. Wolff [146].

Teorema 1.1.2. [92, Teorema 4.5.1, p. 86] Daca functia f este analitica in domeniul

convex D C C gi exista un numar v € R astfel incat
R[e"f'(2)] >0, z€D,
atunci functia f este univalenta in D.

Notam cu ¥ clasa functiilor ¢ meromorfe cu un pol simplu £ = oo, univalente in

U™ ={¢ € Cy: || > 1}, care au dezvoltarea in serie Laurent de forma
a ap
go(f):£+ao+?1+~--+§—n+..., €] > 1. (1.2)
Fie

Yo={p€eX:p({) #0,{ €U }.

Proprietatea 1.1.1. /92, Proprietatea 1.1.2, p. 2/ Exista o bijectie intre clasele S

s1 X, dect clasa Y este "mai larga” decat clasa S.

Observatia 1.1.1. [92, p. 3] Se observa ca daca ¢ € ¥ sic € C\ p(U™), atunci
functia

f(z)=———=z2+(c—ap)®+..., z€lU

are proprietatea f € S.



1.2 Clase de functii

1.2.1 Clasa functiilor Carathéodory. Clasa functiilor Schwarz.
Subordonare

Definitia 1.2.1. /92, Definitia 3.1.1, p. 35/ Clasa Carathéodory este definitda prin
P={peHU):p0)=1Rp(z) >0,z €U}.

Observatia 1.2.1. Dezvoltarea in serie a unei functii p € P este de forma
p(z) = 1+Zpkzk, zelU. (1.3)
k=1

Exemplul 1.2.1. /92, p. 35] Functia p(z) = }%z € P, pentru ca transforma discul
unitate in semiplanul drept {w : Rw > 0}.

Teorema 1.2.1. [80] Fie p1(z) =1+ c12 + c22® + - -+ € P. Atunci

—4v+2, v<0
lco — vt < 4 2, 0<rv<l1
4 — 2, v>1.

14z
1—z

dintre rotatiile sale. Daca 0 < v < 1, atunci egalitatea are loc daca st numai daca

p1(z) este % sau una dintre rotatiile sale. Inegalitatea devine egalitate pentru v = 0

daca st numai daca

1 1 \1+z (1 1\1-z
S ) 0<A<1
Pi() (2+2)1—z+(2 2>1+z’ ==

Daca v < 0 sau v > 1, egalitatea are loc dacd si numai daca pi(z) este sau una

sau una dintre rotatile sale. In timp ce pentru v = 1, egalitatea are loc daca st
numai dacd pi(z) este inversa uneia dintre functii pentru care egalitatea are loc in

cazul v = 0.

Observatia 1.2.2. [80] Se mai poate obtine un rezultat de aceeasi formd cu cea din

Teorema 1.2.1. Astfel, pentru 0 < v < 1 au loc $i urmatoarele inegalitati:

lco —vei| +v|el]* <2, 0<v<

DO | —

St

lcg — vt + (1 —v)|a|* < 2, <v<l.

1
2

10



Rezultat de acelasi fel cu Teorema 1.2.1 se gaseste si in [111]:

Lema 1.2.1. [111] Dacd pi(z) = 1+ 12 + 2> + ... este o functie cu parte reald
pozitiva, atunci
e — vei| < 2max{1;[2v — 1]}

Rezultatul este exact pentru functia pi(z) = }fiz sau pi(z) = =.

Teorema 1.2.2. [108] Daca p € P este de forma (1.3), atunci
lpn] <2, neN*

$1

2
<9_ [2]
- 2

2
'p2—%

Teorema 1.2.3. [79] Fie p € P de forma (1.3). Atunci exista z,z € C cu |x| <1 i
|z| <1 astfel incat
2py = pi + z(4 — ),

Aps = pi +2(4 — phpiz — p1(4 — p})a® + 2(4 — p7)(1 — |z]?)=.

Definitia 1.2.2. /92, Definitia 3.1.1, p. 35] Clasa functiilor Schwarz este definita
PTIN

B = {6eHU): 6(0) = 0,]6()] < 1, € U},
Teorema 1.2.4. [65] Fie functia Schwarz w data de
w(z) = wiz+wet +wsZd +..., zeU. (1.4)

Atunct
jwi| <1, |wy — twi]| < 1+ ([t] = 1)|wn|* < max{1, [¢]},
unde t € C.

Definitia 1.2.3. /85, p. 4] Fie f,F € H(U). Functia f se numeste subordonata
i F, notam f < F, sau f(z) < F(z), daca ezista o funclie Schwarz w astfel incat

f(z) = Flw(z)],z e U.

Observatia 1.2.3. [85, p.4] Daca F este univalenta, atunci f < F daca $i numai
daca f(0) = F(0) si f(U) C F(U).

11



1.2.2 Functii stelate, convexe si aproape convexe

Definitia 1.2.4. [92, Definitia 4.1.1, p. 49] Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0.
Spunem ca functia f este stelatda in U in raport cu originea (sau, pe scurt, stelata)
daca functia f este univalenta in U si f(U) este un domeniu stelat in raport cu

originea.

Teorema 1.2.5. [92, Teorema 4.1.2, p. 49] Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0.
Atunci functia f este stelata daca i numai daca f'(0) # 0 si

()
f(2)

Definitia 1.2.5. [92, Definitia 4.1.3, p. 53] Vom nota cu 8* clasa functiilor f € A

care sunt stelate (i normate) in discul unitate, adica

2f'(z)

f(z)

Observatia 1.2.4. [92, Observatia 4.1.1, p. 53] Daca f € A, folosind limbajul

subordonarilor, avem

>0, zel.

S*z{fEA:?R

>O,ZGZ/I}.

z2f'(z) 14z
G 1=s

Definitia 1.2.6. [85, p. 8/ Un domeniu D in C se numeste convex dacd segmentul

fe§ —=

care uneste oricare doud puncte ale lut D se afla in intregime in D.

Definitia 1.2.7. /85, p. 8] Invelitoarea convexd a unei multimi E in C este intersectia
tuturor multimilor convexe care contin E. Aceasta cea mai mica mulfime convexd care

contine E/ va fi notata cu coF.

Lema 1.2.2. [{] Dacd p(z) este analitica in U,p(0) = 1 si R(p(2)) > 1,2 € U,
atunci pentru orice functie F' analitica in U, functia px F isi 1a valorile in invelitoarea

convexd a lui F(U).

Definitia 1.2.8. [92, Definitia 4.2.1, p. 55] Functia f € H(U) se numeste functie
converd in U (sau, pe scurt, convexd) daca f este univalenta in U si f(U) este un

domeniu convex.

Teorema 1.2.6. [92, Teorema 4.2.1, p. 56] Fie functia f € H(U). Atunci functia f

este converd dacda i numai daca f'(0) # 0 si

2f”(2)
f'(2)

R +1>0, zel.

12



Teorema 1.2.7. (Teorema de dualitate a lui Alexander) [9] Functia f este

convezrd in U daca si numai daca functia F(z) = zf'(2) este stelata in U.

Definitia 1.2.9. [92, Definitia 4.2.2, p. 58] Vom nota cu K clasa functiilor f € A

care sunt convexe (si normate) in discul unitate U, adica

2f"(2)

f'(z)

Definitia 1.2.10. /92, Definitia 4.6.1, p. 90] Functia f € H(U) se numeste aproape
conveza daca exista o functie ¢ convexa in U, astfel incat

!
NiE
¢'(z)

lCz{fG.A:iR

+1>0,z€U}.

>0, z€eU.

1.2.3 Clase de functii asociate stelaritatii si convexitatii

Bine cunoscuta clasa a functiilor alfa-convexe, introdusa de P. T. Mocanu in 1969

(v. [88]) stabileste o legatura intre functiile stelate si convexe.

Definitia 1.2.11. /85, p.10] Clasa functiilor alfa-conveze este definita de
M, ={feA:RJ(a, f;2) > 0},

unde

J(a, f;2)=(1— Q)% + a(zj{/;ij) + 1),

pentru o € R.
Observatia 1.2.5. My =8" gt M; =K.

Notiunea de functii gama-stelate a fost introdusa de Z. Lewandowski et al (v. [77])

in 1974.

Definitia 1.2.12. [77] Clasa functiilor y-stelate este definita de

EVZ{fGAI%£<7,f;Z)>O},

cor=(75) ()

unde

pentru v € R.

Observatia 1.2.6. Lo =5 si £, = K.

13



Definitia 1.2.13. [115] Clasa functiilor stelate de ordin « contine functii analitice
in U, satisfacand conditiile f(0) =0, f'(0) # 0 si

2f1(2)
e

>a, z€U,

unde 0 < o < 1.

Definitia 1.2.14. [115] Clasa functiilor conveze de ordin « contine functii analitice
in U, satisfacand conditiile f'(0) # 0 si

%(ZJJ:;S) + 1) >a, z€U,

unde 0 < a < 1.

Aceste clase au fost introduse de M. S. Robertson gi sunt notate cu S*(«), respectiv

K(a).

Definitia 1.2.15. [40] Fie f € A data de (1.1), gi fie v € R,0 < o < 1. Atunci

[ apartine clasei L, («), numita clasa functiilor gama-stelate de ordin alfa, daca si
Zf’(Z)>1_”(Zf”(Z) )]
R = +1 >a, z€U. 1.5
ISEAlSE (15)
Observatia 1.2.7. Lo(a) = S*(a), L1(o) = K(a) si L,(0) = L,.

numai dacd

Urmatoarele doua clase de functii au fost studiate de P. T. Mocanu si M. Nunokawa,
(v. [89,90,96]).

Definitia 1.2.16. Fie 0 <y < 1. O functie f € A se numeste tare stelata de ordin

v daca
2f'(2) s
arg( ) )‘ <§7, zeU.

O functie f € A se numeste tare convexda de ordin v daca

2f"(2) m
arg (1+ 72) )‘ < 3" Z cu.

Notam cu Q clasa functiilor ¢ € P astfel incat ¢(U) este convexa si simetrica in

raport cu axa reala.

14



Definitia 1.2.17. [67,80] Pentru ¢ € Q, fie clasele S*(¢), K(¢) si C(¢,1) definite,

respectiv, prin

2f(2)
i) <¢<)Z€”}

2f"(2)
f'(2)

['(z)
W (z)

Observatia 1.2.8. Notam ca f € K(¢) daca si numai daca zf" € §*(¢), iar f €
C(¢,v) dacd si numai dacd Ig € 8*(1) astfel incat 2LE < ¢(z) n U.

S*(¢>={f:feA

K(¢p) = {f feAl+ —<gz5()z€1/l}

St

C((b,z/;):{f:feA,heIC(zp), <¢(z),zeu}.

Definitia 1.2.18. [62] O functie f de forma (1.1) se numeste §-uniform convexd in

U daca satisface urmatoarea conditie:
2f"(2)

2f"( ))
3?(1 + >0
f'(z) f'(z)
Clasa tuturor functiilor d-uniform convexe, notata cu 6 — UCV, este studiata de
S. Kanas si A. Wisniowska [62].

. 8>0.

Teorema 1.2.8. [62] Fie f € A. Daca pentru 6, 0 < § < oo, inegalitatea

- 1
P = 5+2

are loc, atunci f € 6 —UCY. Numarul 5% nu poate fi majorat.

Definitia 1.2.19. [65] O functie f de forma (1.1) apartine clasei § — ST dacd sa-

tisface urmatoarea conditie
2f'(z)

%(%%?)>5 )

Aceasta clasa de asemenea este studiata de S. Kanas si A. Wisniowska [63].

1], §>0.

Teorema 1.2.9. [63] Daca pentru o functie de forma (1.1) conditia

> [k Olax| < 1

k=2
este adevarata pentru 0,0 < § < oo, atunci f € 6 — ST.

Rezultatul este exact cu egalitate pentru funclia f(z) = z — Wi)%

15



Observatia 1.2.9. Pentru 6 = 0 clasele 6 — UCY si 6 — ST se reduc la clasele
functiilor conveze si stelate studiate de M. S. Robertson si pentru 6 = 1 aceste clase

se reduc la clasele de functii uniform conveze gi uniform stelate studiate de A. W.

Goodman [43, 44].

Definitia 1.2.20. [109] Clasele S5 si Cy sunt definite prin

S;*:{feA: ZJ{(S)—l <>\,zeu,>\>0}
" 8
B f//
CA_{feA ‘f(z) <)\,z€Ll,)\>O}.

Observatia 1.2.10. Avem,
f(z) €C\ <= zf'(2) € S, A > 0.

Teorema 1.2.10. [109] Daca pentru o functie de forma (1.1) conditia
> (k+A—1)lax] < A
k=2

este adevarata pentru A > 0, atunci f € S5.

1.3 Subordonari diferentiale

Definitia 1.3.1. /85, p. 15] Fie Q gi A multimi din C, fie p analitica in discul
unitate U cu p(0) = a si fie Y(r,s,t;2) : C* x U — C. Dacd

{¥(p(2), 20 (2), 2" (2); 2)|z €U} C Q = p(U) C A, (1.6)
atunci v se numeste functie admisibila.

Observatia 1.3.1. [85, p. 15, 16] Daca A este un domeniu simplu conex continand
punctul a st A # C, atunci exista o transformare conforma q din U in A astfel incat

q(0) = a. In acest caz (1.6) poate fi rescrisi ca

{¥(p(2), 20'(2), 2" (2); 2)|z €U} C QA = p(2) < q(2).

Daca ) este de asemenea un domeniu simplu conex gi Q) # C, atunci exista o trans-
formare conforma h din U in Q astfel incat h(0) = 1(a,0,0;0). Daca in plus, functia
¥(p(2), 20/ (2), 220" (2); 2) este analiticd in U, atunci (1.6) poate fi rescrisd ca

Y(p(2), 2p/(2), 2" (2); 2) < h(2) = p(2) < q(2).
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Definitia 1.3.2. /85, p. 16] Fie ¢ : C3 x U — C si fie h univalentd in U. Dacd p

este analitica in U i satisface subordonarea diferentiala (de ordinul doi)
»(p(2), 20/ (2), 2p"(2); 2) < h(2), (1.7)

atunci p se numeste solutie a subordonarii diferentiale. Functia univalenta q se
numeste o dominanta a solutiilor subordonarii diferentiale, sau mai simplu o domi-
nanta, daca p < q pentru toli p satisfacand (1.7). O dominanta q care satisface ¢ < q
pentru toti dominantii q a lui (1.7) se numeste cea mai bund dominantd a lui (1.7).

(Notam ca cea mai bunda dominantd este unica in raport cu o rotatie a lui ).

Definitia 1.3.3. [85, Definitia 2.2b, p.21] Notam cu Q) multimea functiilor q care
sunt analitice si injective pe U \ E(q), unde

E(q) = {C € 0U + limg(z) = OO}

si sunt astfel incat ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € OU \ E(q).

Lema 1.3.1. /85, Lema 2.2d, p.24] Fie q € Q, cu q(0) = a si fie p(z) = a+apz" + ...
analitica in U cu p(z) Z a sin > 1. Daca p nu este subordonatd lui q, atunci
existd punctele zg = roe'® € U si (o € OU \ E(q) si un m > n > 1 pentru care
pU(0,79)) C qUd),

p(20) = q(Go),

Zop/(zo) = mCoQ’(Co),

2P (20) |:C0q”(€0) }
R————+1>mR|——"=+1].

P'(20) 7' (Co)
Definitia 1.3.4. /85, Cazul 1, p.33] Fie k un intreg pozitiv, a € C cu |a| < M, M > 0.
Clasa functiilor admisibile Wy[M, a), constd in acele functii ¢ : C3 x U — C care

satisfac conditia de admisibilitate:

[w(r,s,t;2)| > M, z€l,

unde
r= Me",
M}M—Eew‘Q i0
s:mwe )
t |M — ae®|?
R-+1>m——r
s T _mMQ—\aP’

feR sim > k.
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Teorema 1.3.1. /85, Teorema 2.3 h, (ii), p. 34] Fie p € H|a,k]. Dacap € Vi[M,al,

atuncsi
[0(p(2), 25/ (2), 22 (2); 2)| < M = |p(2)| < M.

Definitia 1.3.5. [85, Cazul 2, p. 34] Fie k un intreg pozitiv, a € C cu Ra > 0.
Clasa functiilor admisibile i[a] constd in acele functii b : C* x U — C care satisfac

conditia de admisibilitate:
Reb(pi o, i+ iv;2) <0, z €U,

unde p,o, 1, v € R,
_ _kla—ip|
7=79 Ra
Teorema 1.3.2. [85, Teorema 2.3 i, (i), p. 35] Fie p € Hla,k]. Daca i) € Wilal,

atunct

,o0+ 1 <0.

R (p(z), 20/ (2), 2°p"(2);2) >0 = Rp(z) > 0.

Lema 1.3.2. [83] Fie ¢(u,v) o functie cu valoare complexd, ¢ : D — C,D C C?, si
fie u = uy + iug,v = vy + ive. Presupunem ca functia ¢(u,v) satisface urmatoarele
conditi
(i) ¢(u,v) este continud in D,
(i) (1,0) € D si R(p(1,0)) > 0,
(711) R(P(iug, v1)) < 0 pentru toti (ug,v1) € D astfel incat v, < 7(17“‘%)
Fie p(z) = 1+ p1z + p22* + ... olomorfd in U astfel incat (p(z), zp'(z)) € D pentru
toti z € U. Daca

R(o(p(2), 20/ (2))) >0, z €U,

atunci R(p(z)) > 0,z € U.

Observatia 1.3.2. Functia ¢(u,v) este un caz particular de functie admisibila de

acelast fel cum este cea din Definitia 1.3.5, iar concluzia este din Teorema 1.5.2.

Teorema 1.3.3. [85, Teorema 3.1b, p.71] Fie h convexa in U, cu h(0) =a, v # 0 i
Ry > 0. Daca p € Hla,n] si

atunct

p(2) < q(2) < h(2),
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unde

nzn

a(z) = L / Bty dt.

Functia q este convexa si este cea mai bund (a,n)-dominantd.

Lema 1.3.3. /92, Lema 13.5.1, p. 419] Fie q o functie convezd in U si fie
h(z) = q(2) + mazd (2),

unde o > 0 gi m este un intreg pozitiv. Daca p € H[q(0),m] si
p(2) + azp'(2) < h(2),

atuncst
p(z) < q(z)

st acest rezultat este exact.

1.4 Subclase de functii meromorfe

Fie functia ¢ de forma (1.2) o functie meromorfa in Y~ = {{ € C, : [¢| > 1}, cu
un pol simplu £ = co. Notam multimea C\ o(U~) cu E(y).

Definitia 1.4.1. [92, Definitia 4.8.1, p. 102] Spunem ca functia ¢ de forma (1.2)
este o functie stelatd in U~ daca p este univalentda in U~ gi mulfimea E(p) este

stelata in raport cu originea.

Definitia 1.4.2. [92, Definitia 4.8.3, p. 103] Fie functia g(z) = 1 +ag+arz+...,0 <
|z| <1, o functie meromorfa in U* = {z : 0 < |z| < 1}. Spunem ca functia g este
stelata in U* daca functia ¢(§) = g(%),& € U™ este stelata in U™ .

Teorema 1.4.1. [92, Teorema 4.8.1, p. 103] Fie g(z) = + + ag+ a1z + ...,z € U
o functie meromorfa in U cu g(z) # 0,z € U*. Atunci functia g este stelata in U*
daca 1 numai daca g este univalenta in U* si

w -2 S0 eu
( 9(2))

Definitia 1.4.3. [92, Definitia 4.8.4, p. 104] Spunem ca functia ¢ de forma (1.2)
este o functie convexd in U~ dacd ¢ este univalenta in U~ gi mulfimea E(yp) este

convexd.
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Teorema 1.4.2. [92, Teorema 4.8.2, p. 104] Fie g(z) =+ + ag+ a1z + ...,z € U
o functie meromorfa in U cu g(z) # 0,z € U*. Atunci functia g este convexd in U

daca 1 numai daca g este univalenta in U* si

§R< - (Zgg((;)') + 1)) >0, zelU

1.5 Operatori diferentiali si integrali

b

O convolutie (sau un produs Hadamard) ” % ” intre doua functii f, g € A de forma

o o
f(z) =24+ > ap12" 51 g(2) = 2+ > bpp12", 2 € U este definita prin
k=1 k=1

) e o) = (Fr0)(2) = 2+ 3 dpabegazt™
k=1
Definitia 1.5.1. [117] Pentru f € A, operatorul diferential Salagean D™ de ordin n,
neN=1{0,1,2,...}, este definit prin
Df(2) = f(2),

D'f(z) = Df(2) = zf'(2),
D f(z) = D(D"'f(2)), neN-

Observatia 1.5.1. [117] Dezvoltarea in serie a operatorului D™ pentru functia f € A
de forma (1.1) este data de

D"f(z) =2+ Z(k + 1) a1 25, neN.
k=1

Definitia 1.5.2. [117] Pentru f € A, operatorul integral Salagean I" de ordin n,

n € N este definit prin

T (2) / F(ty,
T f(2) =TT £(2).

Observatia 1.5.2. [117] Dezvoltarea in serie a operatorului I pentru functia f € A
de forma (1.1) este data de

' f(z Zk—’“
k=
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Definitia 1.5.3. [115] Operatorul Ruscheweyh R* : A — A, A > —1, este definit
pTIN

RM(2) = s # f(2), 2 €U,

(1-2)

tar pentru A € N acest operator este definit prin

A ()

3 , z€elU.

RM(2) =

Observatia 1.5.3. [115] Dezvoltarea in serie a operatorului Ruscheweyh pentru f €
A de forma (1.1) este data de

o

Clk+14+X)
A = E k+1 1
R f(z) z+k:1 F(A+1>F(k+1>ak+1z . A>—1,z€U,

st I' este functia gama cunoscuta.
Urmatorii operatori au fost definiti de S. Owa [101].

Definitia 1.5.4. [101] Operatorul integral fractional D;* de ordin p,p > 0, pentru
functia f € A este definit de

z

DM f(z) = F(lu) / G f%)l_ﬂdt, zelU,

unde multiplicitatea lui (z — t)*~! este eliminatd de necesitatea ca log(z —t) sd fie
real cand z —t > 0.

De asemenea, operatorul diferential fractional D de ordin A\, > 0, este definit
pentru functia f € A prin

z

1 d I
Di‘f(Z) = F(l_)\)dzo (Z_t)th’ OS/\< ! ) TLEN,

LD f(z), n<i<n+1

unde multiplicitatea lui (z —t)~ este inteleasd in mod similar.
Urmatorul operator a fost definit de S. Owa gi H. M. Srivastava [102].

Definitia 1.5.5. [102] Operatorul diferintegral fractional 22 : A — A, —0co < X < 2,
este definit prin
D f(2) =T - NADM(:), = el

unde D} f(2) este operatorul integral fractional de ordin A\, —oo < A < 0, si un

operator diferential fractional de ordin \,0 < \ < 2.
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Observatia 1.5.4. [102] Dezvoltarea in serie a operatorului Q) pentru functia f € A
de forma (1.1) este data de

I'(k+2)
_Z+Z k—|—2 N a2, —co< A< 2,2€U.

P. Sharma, R. K. Raina si G. . Saldgean [120] au definit operatorul D} astfel:

Definitia 1.5.6. [120] Operatorul fractional D™ : A — A pentru —oo < A\ < 2,v >
—1,n € N este compunerea operatorului diferintegral fractional, operatorului Salagean

st operatorulur Ruscheweyh.
Observatia 1.5.5. [120]

D f(2), v=0
(1= DS (2) + 52D f(2)), v 40
Observatia 1.5.6. [120] Dezvoltarea in serie a DY" f(z) pentru f € A de forma (1.1)

este data de

DTﬂ@=RTWEﬂ@={ (1.8)

+ 1)k
z+ Z —, (k+ 1) a2, (1.9)

—0 < A<2,v>—1,neN, zel, unde simbolul () reprezintd simbolul Pochham-
mer obisnuit, pentru v € C, definit prin

1, k=0 T(y+k)

(wk:{wv+mmw+%—wm venw I 0 €V

Observatia 1.5.7. [129] Folosind definitia operatorului DY", respectiv relatia (1.9),

observam ca

RVQ/\ —
D" f(2) = RV D" f(2) = { (Dynf(lf)( ! Z#g (1.10)
1
v,n RVan(Z), A=0
DY f(2) = RVD"Q f(2) = . .

Observatia 1.5.8. [120] Operatorul fractional ]DS’O este tocmai operatorul Ruscheweyh
RY de ordin v,v > —1 gi ]D)?\’O este operatorul diferintegral fractional Q) de ordin
A, —00 < A <2, in timp ce DY" = D" i ]D)if)"" = D" sunt operatorii Salagean, de

ordin n respectiv n+1, n € N.
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Observatia 1.5.9. [129] Operatorul fractional Di’" este operatorul Salagean D" 2.

Observatia 1.5.10. [120] Operatorul DY" satisface urmatoarea identitate:

v+1n v
]D),\Jrl f(Z):V+1

DY f(z) +

o 12(]D)K’”f(z))’, (1.12)

unde —oo < A< 2,v>—1,n€N.

Observatia 1.5.11. [129] Folosind (1.10) si (1.11), obfinem ca operatorul DY"

satisface urmatoarele identitati:
DY f(2) = 2(DY" f(2))' (1.13)

unde —o0o < A< 2,v>—-1,neN

§t
vn A vn 1
DYV f(2) = _SDA f(2) + T

unde —oo < A< 1,v>—1,n €N,

2(DY"f(2)), (1.14)

Definitia 1.5.7. [4] Pentru o functie f € A, > 0 si n € N, operatorul diferential
Al-Oboudi D f este definit prin

Dsf(2) = f(2),

Dsf(z) = (1—0)f(z) +6zf'(2) = Dsf(2),
Dy f(2) = Ds(Dy ' f(2)), ze€U.

Observatia 1.5.12. D} este un operator liniar si pentru f € A,

f(Z) =z+ Zakzk7
k=2

avem

Dy f(z) :z—i—i 1+ (k—1)8)"arz", z€eU (1.15)
St
Dy f(2) = (1 - 0)Dyf(2) +62(Djf(2)),, ze€U. (1.16)

Pentru 6 = 1, obtinem operatorul diferential al lui Salagean (v. Definitia 1.5.1).

Observatia 1.5.13. Diferentiind (1.16), obtinem
(Dl f(2)) = (Dyf(2)) +02(Dif(2)", zeU. (1.17)
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Definitia 1.5.8. [103] Pentru o functie f € A,§ >0 sin € N, operatorul I} f este
definit prin
L f(2) = f(2),

T, f(2) = %21‘1‘ /ztézf(t)dt =15 (2),

i) = (T f(2), z el

Observatia 1.5.14. Dacd f € A si f(z) =z + Y apz", atunci
k=2

P =2+ {Wl—l)c?} a®, zeU (1.18)
St
02(Z3f(2)) =T f(2) — (1= )T f(2), =z €U. (1.19)

Pentru 6 = 1, obtinem operatorul integral al lui Salagean (v. Definitia 1.5.2).
Observatia 1.5.15. Folosind (1.19), avem
(Z5f(2) = (T f(2)) +02(pH f(2)", zeu. (1.20)

Definitia 1.5.9. /92, p. 384] Definim operatorul integral Bernardi L.: A — A

C

*Ccf(z) =

1 z
t/f(t)tc_ldt, c>—1.
0

z
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Capitolul 2

Noi rezultate asupra functiilor
analitice sau meromorfe obtinute
cu ajutorul unor operatori

Rezultatele din acest capitol sunt obtinute cu ajutorul unor operatori.

In paragraful 2.1, obtinem diferite rezultate utilizand operatorul fractional D¥".
Este introdusa o clasa de functii analitice definita de acest operator. Sunt obtinute
relatii de incluziune, o proprietate de convolutie, puncte extreme ale clasei si alte
rezultate. Sunt investigate subordonari diferentiale si sunt obtinute proprietati geo-
metrice ale functiilor analitice. In ultimul subparagraf, sunt obtinute delimitari ale
coeficientilor si inegalitati Fekete-Szegd pentru clase de functii analitice, implicand
operatorul fractional D}™.

In paragraful 2.2, este introdusa o clasa de functii meromorfe definita cu ajutorul
unui operator fractional. Sunt investigate relatii de incluziune si alte proprietati ale
clasei.

In paragraful 2.3, este definit un nou operator. Este de asemenea introdusa o
anumita subclasa de functii analitice folosind noul operator si sunt obtinute pro-
prietati ale acestei clase. Sunt de asemenea investigate subordonari diferentiale uti-
lizand noul operator.

In paragraful 2.4, obtinem relatii de incluziune intre clasele de functii J-uniform
convexe, o-uniform stelate gi clasa US(n, «), definita intr-un mod similar ca celelalte
doua, utilizand operatorul Salagean.

In paragraful 2.5, introducem operatorul integro-diferential Salagean genera-
lizat, folosind operatorul diferential Al-Oboudi Dj si operatorul integral Salagean ge-
neralizat Z3. Sunt investigate subordonari diferentiale gi sunt generalizate rezultate

cunoscute anterior.
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2.1 Operatorul fractional D}"

In acest paragraf, sunt obtinute rezultate utilizand operatorul fractional D™ definit
de (1.8) si (1.9).

2.1.1 Asupra unei clase de functii analitice definita de operatorul
v,n
]D)/\
Definitia 2.1.1. [129] Fie f € A. Spunem ca functia f este in clasa RY"(«), unde
0<a<l,—oco< A<2,v>—1,n€eN, daca f satisface conditia
R(DY"f(2) >a, z€lU. (2.1)
In investigatia noastra, vom avea nevoie de urmatoarea definitie si teorema:

Definitia 2.1.2. [/ Un sir ag,ay,...,a,,... de numere nenegative se numeste gir

nul conver daca a, — 0 candn — o0 siag—ay; > ay—ag > -+ > Gy —aprq > -+ > 0.

Urmatoarea teorema datorata lui L. Fejér [34] este folosita si de catre F. M. Al-
Oboudi [4].

Teorema 2.1.1. [34] Fie {c;}32, un sir nul conver. Atunci functia p(z) = 2 +

S enz® 2 € U este analiticd si Rp(z) >0 in U.
k=1

Teorema 2.1.2. [129] R{TM" () € RY™(a).

Observatia 2.1.1. [129] Teorema 2.1.2 poate fi exprimatd sub forma urmatoare:

%((]D)an(z))’ + z(]DK’"f(z))”) >a = RDY"f(2) >

v+1

Daca luam v = 1 — X\ in Teorema 2.1.2, obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 2.1.1. [129] Daca f € A,—c0o <A <2,n €N 5 0<a<1, atunci

R0 1)) + 53D + 5 D )] > o

- A A
= R[(D"f(2)) +2(D"f(2))"] >

unde z € U si D™ este operatorul Salagean definit in Definitia 1.5.1.

Exemplul 2.1.1. [129] Ludnd n = 0 in Corolarul 2.1.1, avem:

1
2—-A

2 —

%(f’(z) + izf”(z) + fo’”(z)) >a = R(f'(z)+z2f"(2) >a, z€l.
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Teorema 2.1.3. [129] Ry (o) € RY™ ().

Observatia 2.1.2. [129] Teorema 2.1.83 poate fi exprimatd sub forma urmatoare:
R((DY"f(2)) +2(DY"f(2))") > a = RD{"f(2)) > a.

Teorema 2.1.4. [129] RV () C RY™(ar), pentru —oo < A < 1.

Observatia 2.1.3. [129] Teorema 2.1.4 poate fi exprimatd sub forma urmdatoare:

R((DFFG) + 5O ) > 0 = RO > a

Teorema 2.1.5. [129] Fie f € RY"(«) si g € K, unde K indica clasa functiilor
conveze. Atunci f x g € RY"(a).

Teorema 2.1.6. [129] Multimea RY" () este convexd.

Teorema 2.1.7. [129] Punctele extreme ale lui RY™ (o) sunt

f()—Z—l-Ql—aZ n+2y+1) g r =1,z €U. (2.2)
k=1

Corolarul 2.1.2. [129] Fie f € RY"(«). Atunci

2(1 — a)(2 — A

a < , k>1.
Rezultatul este exact.
Corolarul 2.1.3. [129] Fie f € RY"(«). Atunci
21 =) 2= Nk g
reT |z =
p (k+ 1) 2(v + 1) 12

1—a — Nk o
k~|—1 1/+1)

.zl =

Rezultatul este exact.

Teorema 2.1.8. [129] Fie f € Ry (a). Atunci f € RY™(3), unde

1

Bz?a—1+2(1—a)(u+1)/

0

v

t+1

dt.

Daca luam A = 0,v = 1 in Teorema 2.1.8, obtinem urmatorul rezultat.
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Corolarul 2.1.4. [129] Daca f € A;n € N, atunci
1
R|(Df(2)) +2:(D" f(2)) + 32 (D"F(2))"] > a

= R[(D"f(2)) +2(D"f(2))"] > B,
unde z € U, f = 3 —2a — 4(1 — a)In2 gi D" este operatorul Salagean definit in
Definitia 1.5.1.

Observatia 2.1.4. [129] Folosind rezultatul Corolarului 2.1.4, obfinem B > «. Deci,

Teorema 2.1.8 ne da un rezultat mat bun decat Teorema 2.1.2.

Exemplul 2.1.2. [129] Daca luam o = % in Corolarul 2.1.4, obtinem:

R|(D"f(2)) +2:(D"f(2)" + 32D ()" | >

A~ w

— R[(D"f(2)) + 2(D"f(2))"] > ; —In2, zel.

Observatia 2.1.5. [129] Daca luam A = 1,v = 0,n = 0, =

obtinem urmatorul rezultat obfinut in [28]:

% in Teorema 2.1.8,

RIf'(2) +32f"(2) + 22f"(2)] > % = R[f'(2) +2f"(2)] >In2, zeU.

Teorema 2.1.9. [129] Fie f € RY" (o). Atunci f € RY™(B), unde
f=20—14+2(a—1)In2.

Teorema 2.1.10. [129] Fie f € RYY,(a), =00 < XA < 1. Atunci f € RY"(B), unde

1

B:2a—1+2(1—a)(1—)\)/

0

t—>\
t+1

dt.

2.1.2 Subordonari diferentiale obtinute cu ajutorul opera-
torului DY"

Teorema 2.1.11. [130] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 si fie h o functie astfel

necat

h(z) =g(z) + o 1zg/(z), v>—1.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
(D" £(2))" < h(z), (2.3)
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atunci
v,n /
(D" f(2)) < g(2)
si rezultatul este exact.
Luand A = n = 0 in Teorema 2.1.11 obtinem urmatorul rezultat, care este un caz
particular al Teoremei 2.3 din [97].
Corolarul 2.1.5. [97] Fie g o functie conveza, g(0) =1 si fie h o functie astfel incat

1
v—+1

24 (2).
Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
(R f(2))" < h(2),

atunci
v !/
(R"f(2)) =< g(2)
st rezultatul este exact.

Teorema 2.1.12. [130] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 i fie h o functie astfel

ncat

h(z) = g(z) + 2g'(z), —oco<A<L

1—A

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

(D31 f ()" < hz), (2.4)

atuncst
(DX f(2))" < g(2)

st rezultatul este exact.

Teorema 2.1.13. [150] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 i fie h o functie astfel
incat

h(z) = g(2) + 24 (2).
Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

(DY f(2))" < h(2), (2.5)

atunci
(DX f(2))" < g(2)

st rezultatul este exact.
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Luand A = v = 0 in Teorema 2.1.13 obtinem urmatorul rezultat, care este un caz

particular al Teoremei 2 din [98]:

Corolarul 2.1.6. [98] Fie g o functie conveza, g(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) = g(2) + 29'(2).

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
(D" f(2))" < h(2),

atuncst
(D" f(2)) < g(2)

st rezultatul este exact.

Luand A = 0 si ¥ = n in Teorema 2.1.12 sau in Teorema 2.1.13 obtinem urmatorul
rezultat din [7]:

Corolarul 2.1.7. [7] Fie g o functie convexa astfel incat g(0) =1 si fie h o functie
astfel incat

h(z) =g(2)+29'(z), zelU.

Daca n € N gi are loc subordonarea diferentiala

1
_Dg—i-l,n—l-lf(z) +

z n+1Z(D0’ f(2))" < h(z), zel,

atuncst
(D5 f(2)) < g(2), z€U

st acest rezultat este exact.

Teorema 2.1.14. [130] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 i fie h o functie astfel
incat
h(z) =g(2)+2¢'(2), ze€U.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
(DY f(2)) < h(2), z€U, (2.6)

atunct o
Dy f(Z)

= 9(2)

st rezultatul este exact.
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Luand A = v = 0 in Teorema 2.1.14 obtinem urmatorul rezultat, care este un caz

particular al Teoremei 4 din [98]:

Corolarul 2.1.8. [98] Fie g o functie convexd astfel incat g(0) =1 gi fie h o functie
astfel incat

hz) = g(2) + 24 (2).
Daca | € A verifica subordonarea diferentiald
(D f(2)) < h(z), =2€U,
atunci

D"f(z)

z

<9(z), zel

st acest rezultat este exact.

Luand A = n = 0 in Teorema 2.1.14 obtinem urmatorul rezultat care este un caz

particular al Teoremei 2.5 din [97]:
Corolarul 2.1.9. [97] Fie g o functie conveza, g(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) = g(2) + 29'(2).
Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
(RVf(2)) < h(2), =z€U,
atunci

R"f(2)

z

< 9(2)

st rezultatul este exact.

Luand A = 0 si ¥ = n in Teorema 2.1.14 obtinem urmatorul rezultat din [7]:
Corolarul 2.1.10. [7] Fie g o functie convezxd, g(0) = 1 gi fie h o functie astfel incat
h(z) =g(2)+2¢'(2), ze€U.

Dacan € N, f € A verifica subordonarea diferentiala
(D5 £(2)) < h(z), zelU,
atunci

D" f(2)

. <g(2), zel

st acest rezultat este exact.
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Teorema 2.1.15. [130] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 si fie h o functie astfel
incat
h(z) =g(z)+2¢'(2), zelU.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

ZDKH’”f(z) ! B B
(—]D;’”f(z) ) < h(z), eu, (2.7)

atunci "
Dy f(2)
—Tma < g(z), zelU
DY"f(2) =)
g1 rezultatul este exact.
Teorema 2.1.16. [130] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 si fie h o functie astfel
ncat
h(z) =g(2)+2¢'(2), z€U.

Daca | € A verifica subordonarea diferentiala

(%) < h(z), zelU,—oo<A<1, (2.8)
atunct Do r ( )
PR PAS
W =< g(Z), zeU

st rezultatul este exact.
Teorema 2.1.17. [130] Fie g o functie convexd, g(0) = 1 si fie h o functie astfel
incat

h(z) =g(z)+2¢'(2), zelU.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

Z]D)K’n“f(z) ! B B
(—]D);’”f(z) ) < h(z), eu, (2.9)

atunct .
Dy £ (2)

WKQ(Z), zeUu

g1 rezultatul este exact.

32



2.1.3 Proprietati ale functiilor analitice obtinute cu ajutorul
operatorului D}

Teorema 2.1.18. [131] Fiev > —1,n € Ny—oco < A <2, M >1,m > 1,0 € R i fie
¢ : C? = C o functie admisibild care satisface conditia
’(b(Mew mMe®

10
5:M@+M€N2M

De asemenea, fie f € A cu DY"f(2) #0 i D" F(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

2(DY"f(2) Z(DKH’"f(Z))/)
‘¢< ]Dl)j\’nf(Z) ) DK+17nf(Z) <M, zel (210)
mmplica /
% <M, zel. (2.11)
A

Observatia 2.1.6. [131] Utilizand (1.13), inegalitatile (2.10) i (2.11) din Teorema

2.1.18 devin: ]D)””“f( ) D”+1"+1f( )
N z N z u
(St o) <

St

}D;nﬂﬂz) < M.

DY"f(2)

Luand, respectiv, v =n=A=0siv =X =0,n =1 1n Teorema 2.1.18 obtinem

urmatoarele corolarii.

Corolarul 2.1.11. [181] Fie ¢ : C* — C o functie admisibild care satisface conditia
|p(Me™,m+ Me”)| > M,

unde M > 1,m > 1,0 € R, si fie f € A, cu f(z) # 0 si R f(2) # 0 pentru

zeU\{0}.
Inegalitatea
2f'(2) z(R1f<z))’)
(5 )| < seu
implica )
2f'(z
02) <M, zel.
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Corolarul 2.1.12. [181] Fie ¢ : C* — C o functie admisibild care satisface conditia
|p(Me™ m+ Me”)| > M,

unde M > 1,m > 1,0 € R, si fie f € A, cu D f(2) # 0 si R'D f(z) # 0 pentru

ze U\ {0}.
Inegalitatea
Z(le(z)), Z(Rlle(z))/
(o R )| <M e
mmplica
(D)) .
D12 < M, ceu.

Teorema 2.1.19. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 2,p,0 €R si fie ¢ : C* - C

o functie admisibila care satisface conditia

W(pi, 4 .+pi> <0,
v+ pt

unde 0 < —1(1 + p?). De asemenea, fie f € A cu DY"f(z) # 0 si DY F(2) # 0

pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
2(DY"f(2) Z(DKH’”f(Z))/)
%Qﬁ( Di,nf(z) ) DK«H,nf(Z) > 07 A LI, (212)
implica ,
N L WG (2.13)

D" f(2)
Observatia 2.1.7. [131] Inegalitatile (2.12) i (2.13) din Teorema 2.1.19 pot fi ex-

primate sub forma urmatoare:

D™ f(2) DK“’”“ﬂz))
%( DY"f(z) T DY f(2) -0

$1
DY f(2)

D" f(2)

Luand, respectiv, v =n=A=0siv=A=0,n =1 in Teorema 2.1.19, obtinem

> 0.

urmatoarele corolarii.
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Corolarul 2.1.13. [181] Fie ¢ : C* — C o functie admisibild care satisface conditia
Ro (pi, =4 pz’) <0,
pi

unde p,o € R0 < —2(1+p?) si fie f € A cu f(z) # 0 si R'f(2) # 0 pentru
zeU\ {0}.

Inegalitatea
2f'(2) Z(le@)')
wo( T SR ) o seu
implica )
z2f'(z
R ) >0, zel.

Observatia 2.1.8. [131] Corolarul 2.1.13 este un criteriu de stelaritate.

Corolarul 2.1.14. [131] Fie ¢ : C*> — C o functie admisibild care satisface condifia
¥ (pi, 4 m’) <0,
pi

unde p,o € Ryo < —%(1 +p%) sifie f € AcuD f(z) #0 si R"Df(2) # 0 pentru
zelU\ {0}.

Inegalitatea
z(le(z))/ Z(Rlle(z))/
e I R
implica
:(DH(2)
%W >0, zel.

Observatia 2.1.9. [131] Corolarul 2.1.14 este un criteriu de convezitate.

Luand ¥(p(z), zp'(2)) = p(2) +5Z§ES) in demonstratiile teoremelor 2.1.18 si 2.1.19,

obtinem urmatoarele corolarii.

Corolarul 2.1.15. [131] Fiev > —1,ne€N,—co < A<2, M >1,6€eRysifie fe A
cu DY f(2) #0 si DY F(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea
Du,n+1 Du,n—i—Z
‘(1 e AR -/ A P VY
D" f(2) DY f(2)
implica
DK’”“f(z)‘
| < M, zeU.
‘ DY f(2)
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Corolarul 2.1.16. [181] Fiev > —1,n € Ny—co < A < 2,0 € R gi fie f € A cu
DY f(2) #0 si DY F(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

Dv,n—l—l Du,n+2

R| (1= 0) =2 /(z) jn+1f(z) >0, zel

DY"f(2) DY™ f(2)

mmplica
]D)Vm,—l—lf(z)
N2 >0, z€U.
DY"f(2)

Teorema 2.1.20. [131] Fiev > —1,n e Ny—oco < A <2, M >1,m > 1,0 € R i fie

¢ : C? — C o functie admisibild care satisface conditia

‘gb(Meie,m—l—Meie) > M.

De asemenca, fie f € A cu DY f(2) #0 i DY f(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

2(DY"f(2) z(M’”“f(z))')
‘aﬁ( D7) Do) <M, zel (2.14)
mmplica /
% <M, zel. (2.15)
A

Observatia 2.1.10. [131] Inegalitatile (2.14) gi (2.15) din Teorema 2.1.20 pot fi

exprimate sub forma urmatoare:

‘Qs(]])z)/\,n—i-lf(z) Di,n—mf(z))

M
DY) Dz )| T

St
‘DK’”“f(z)
DY f(2)
Teorema 2.1.21. [181] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 2,p,0 € R si fie ¢ : C* - C

o functie admisibila care satisface conditia

<

Re (m‘, 74 ,oz') <0,
Pl

unde 0 < —3(1+ p?). De asemenea, fie f € A cu DY"f(2) # 0 si DY f(2) # 0
pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
/

o (N 5

DY f(2) DYz )>O, zel (2.16)
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implica

(DY f(2))’
RATE
Observatia 2.1.11. [131] Inegalitatile (2.16) si (2.17) din Teorema 2.1.21 pot fi

exprimate sub forma urmatoare:

Dﬁ“ﬂdﬂw“%@U
3w(®¢ﬂ@’m¢“ﬂa -0

R >0, zel. (2.17)

St

D" f(2)
D" f (=)
Teorema 2.1.22. [131] Fiev > —-1,n e N,—co< A< 1, M >1,m>1,0 € R gi fie

¢ : C* — C o functie admisibild care satisface conditia
e

De asemenea, fie f € A cu DY" f(2) # 0 st DYV, f(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

R > 0.

mM e

6
v::ﬂ@*MeﬂzM

ZwﬁﬂdemﬁJ@W>
'(b( DY) DU f(s) )| M, zelU (2.18)
mmplica - /
% <M, zel (2.19)
A

Observatia 2.1.12. [131] Inegalitatile (2.18) si (2.19) din Teorema 2.1.22 pot fi

exprimate sub forma urmatoare:

‘ ¢<]D>K’”“J"(Z) DZ’ETV(Z'))

D) Dt )| <Y

§0
padlC
DY" f(2)
Teorema 2.1.23. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 1,p,0 € R si fie ¢ : C* - C

o functie admisibila care satisface conditia

<

g
—A+pi

Ko (pi, + pi) <0,
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unde o < —3(1 + p*). De asemenea, fie f € A cu DY"f(2) # 0 g DY f(2) # 0
pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
2(D5"f (=)' Z(Di’flf(Z))')
%qﬁ( DV f(z) DL (=) >0, zel (2.20)
implica
(DY f(2))

Observatia 2.1.13. [131] Inegalitatile (2.20) gi (2.21) din Teorema 2.1.23 pot fi

exprimate sub forma urmatoare:

DY (2) DK’”Tlf(Z))
§R A +
¢( DT () D f() )

$1
DY f(2)

D" f (=)
Teorema 2.1.24. [131] Fiev > —1,n € Ny—oco < A <2, M >0,m > 1,0 € R i fie

¢ : C* — C o functie admisibild care satisface conditia

> 0.

’qﬁ(Meie,mMeie,mMeie + L) ‘ > M,

unde R(Le=?) > (m — 1)mM. De asemenea, fie f € A.

Inegalitatea

‘QS(DK’” F(2), DY f(2), DY f(z)) <M, zeclU

implica

IDY"f(z)| <M, zel.
Teorema 2.1.25. [131] Fiev > —1,n e N,—co< A< 1, M >0,m> 1,0 € R si fie
¢ : C?> = C o functie admisibild care satisface conditia

’¢<Mei9, _A—JFAmMew) ‘ > M.

De asemenea, fie f € A.

Inegalitatea
‘qﬁ(DK’"f(z),DKﬁl (z))‘ <M, zel,
implica

IDY"f(2)| < M, zel.
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Teorema 2.1.26. [131] Fiev > —1,n e Ny—co < A< 1,M >1,m > 1,0 € R i fie

¢ : C? — C o functie admisibild care satisface conditia

if i0 m
ettt (14 iy =) ) |2 v

De asemenea, fie f € A cuDY" f(2) # 0 st DYV, f(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

Dy f(2) DXL (Z))‘
v,mn 7 v,n < M7 z e Z/{
(B B
mmplica »
DY f(2)
————— <M, zecl.
‘ DY f(2)

Teorema 2.1.27. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 1,p,0 € R si fie ¢ : C>* — C

o functie admisibila care satisface conditia

g
o -
M(pz,pH (V+1)m'—l/—>\) <0,

unde o < —3(1 + p*). De asemenea, fie f € A cu DY"f(2) # 0 g DY f(2) # 0
pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
v n v+1,n
§R¢(DA+L flz) D, (Z)> >0, zel
DY"f(z) © DY f(2) ’
mmplica
]D)l/+1,n
2 f(z)>0’ zelU.

D" f(2)
Teorema 2.1.28. [131] Fiev > —1,n € Ny—oco < A< 0,M >1,m > 1,0 € R i fie
¢ : C? — C o functie admisibild care satisface conditia

‘qb(Mew, %(1 — (1 =AM — m)) ' > M.

De asemenea, fie f € A cu DY"f(2) #0 si DYV, f(2) # 0 pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea

o(BAL) By
DY f(2) " DYy f(2) ’
mmplica
DYY f(2)
——a | < M, zel.
‘ DY"f(2)
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Teorema 2.1.29. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A < 0,p,0 € R si fie ¢ : C>* - C

o functie admisibila care satisface conditia

1
m(m,xo — (1= N\)pi— %)) <0,

unde o < —3(1 + p*). De asemenea, fie f € A cu DY"f(2) # 0 g DY f(2) # 0
pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
%¢(Dif1f(z) DK-TFLQJC(Z)) <0 el
D" f(z) " DY f(2) ’
mmplica .
%—Ditllf(z) >0, zel.
DY*f(2)

Teorema 2.1.30. [131] Fiev > —1,n € Ny—oco < A <2, M >1,m > 1,0 € R si fie

¢ : C3> — C o functie admisibild care satisface conditia
‘d)(Mew, (1+m)Me™ (14 3m)Me? + L) ‘ > M,

unde R(Le=?) > (m — 1)mM. De asemenea, fie f € A.

Inegalitatea
o(BIC) BT DI Ly ey
z z z
implica
Dl/,’n
‘%@) <M, zel.

Teorema 2.1.31. [131] Fie v > —1,n € N,—c0 < A < 2,p,0,u,v € R gi fie

¢ : C* — C o functie admisibild care satisface conditia
?R(b(pi,pi +o,pi+ 30+ 1 —l—iv) <0,

unde 0 < —3(1+ p?),0 + p < 0. De asemenea, fie f € A.

Inegalitatea
Du,n Du,n+1 Dy,n+2
§R¢< by f(z)’ A f(z)’ A f(z))>0’ Zeu
z z z
mmplica
Dy,n
%M >0, z€U.

z
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Teorema 2.1.32. [131] Fiev > —1,n e Ny—co < A< 1,M >1,m > 1,0 € R i fie

¢ : C? — C o functie admisibild care satisface conditia

‘¢<Mei9, <1 n %) Mei9> ’ > M.

De asemenea, fie f € A.

Inegalitatea . .
(B9 BNy et
mmplica
‘w <M, zel.

Teorema 2.1.33. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 1,p,0 €R si fie p : C* - C

o functie admisibila care satisface conditia

o
R L, pi+—— 1] <0
<25(m,m+ 1_A> <0,

unde 0 < —3(1 + p?). De asemenea, fie f € A.

Inegalitatea . .
5)%¢<DA Zf(z) , DA“ZJC(Z)) >0, zel
mmplica
ﬂ%w >0, zel.
z

Teorema 2.1.34. [131] Fiev > —1,n e Ny—oco < A <2, M >1,m > 1,0 € R i fie

¢ : C? — C o functie admisibild care satisface conditia

i i m
'¢<Me Q’Mee(l—k OEST —l/))‘ > M.

De asemenea, fie f € A cu DY f(2) #0 i DY f(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

‘gb(DK-i-lmf(z) DK+17n+1f(Z)) Y ey
DY"f(z) 7 DY f(2) ’
implica

Dy £(2)

| < M, zeU.

‘ Dy f(z)

Teorema 2.1.35. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 2,p,0 €R si fie p : C* - C

o functie admisibila care satisface condifia

o <0
(v+Opi—v) = 7
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unde o < —3(1 + p?). De asemenea, fie f € A cu DY"f(z) # 0 i DY f(z) # 0
pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
o (DA ) DY
¢ Du,nf(z) ) Dy’n+1f( > U, z
A A z)
mmplica
Du+1,n
9%’\—]0(2)>0, z€eU.

D" f(2)
Teorema 2.1.36. [131] Fiev > —1,n € N,—co < A< 1,M >1,m > 1,0 € R i fie

¢ : C?> = C o functie admisibild care satisface conditia

Me M (1 m > M.
’¢< come ( +(1—A)Me’9+v+A)>‘—

De asemenea, fie f € A cu D" f(2) #0 i DT F(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

(B0 BTNy
DY f(2) DS f(2)
mmplica
DYY f(2)
——a | < M, zel.
‘ DY f(2)

Teorema 2.1.37. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 1,p,0 €R si fie ¢ : C* - C

o functie admisibila care satisface conditia

o
o <
%gzﬁ(pz,pz—l— (1-— )\)pi+y+)\> =0,

unde 0 < —1(1 + p?). De asemenea, fie f € A cu DY"f(z) # 0 si DY F(2) # 0

pentru z € U \ {0}.

Inegalitatea
Dl/,n ID)I/Jrl,n
3%@5( Ayﬁllf(z), ﬁ:[inf(Z)) >0, zel
DY"f(2) "D f(2)
mmplica
Dyﬂ’b (Z)
RS0, zel.
DY"f(2)

Teorema 2.1.38. [131] Fiev > —1,n e N,—co < A< 1,M >1,m > 1,0 € R i fie

¢ : C?> = C o functie admisibild care satisface conditia

Mei® Me? (1 m_ > M.
o (e (14 Ty )| 2
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De asemenca, fie f € A cu DY f(2) #0 i DY f(2) # 0 pentru z € U\ {0}.

Inegalitatea

(G0 BN
DY f(z) DL (2) ;
implica
‘Diﬁlf(z)
DY" f(2)
Teorema 2.1.39. [131] Fiev > —1,n € N,—oco < A< 1,p,0 € R si fie ¢ : C> — C

o functie admisibila care satisface conditia

<M, zel.

% )<y
(1=XNpi+A) =7

unde o < —3(1 + p?). De asemenca, fie f € A cu D" f(2) # 0 i DY f(z) # 0
pentru z € U \ {0}.

Ro (pi, pi+

Inegalitatea

v,n v,n+1

R Dy (2) ]D,\Jj f(z) <0 cu
DL f(z) DL 7

A A z)

mmplica
Du,n
R i/ (2) >0, ze€l.

D" f(2)

2.1.4 Delimitari ale coeficientilor si problema Fekete-Szeg6
pentru clase de functii analitice definite cu ajutorul
operatorului D}

H. M. Srivastava, P. Sharma, R. K. Raina [126] au introdus urmatoarele clase de
functii folosind operatorul liniar DY™ definit de (1.8) pentru 7,0 < n < 1si~vy > 0 si
pentru ¢ € Q (v. pagina 14):

/

: (Z(H?;K’:ﬁ;)) “n) <000}

!/

Scnte) = {27 € Ay

() o)

R (1,7, 6], [0]) = {f fEADIg €S (W),

1 D) (DY) Z
<(1 7)JDK’%J(Z)ﬂ(m;”g(z))’ 77) <o }
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et (n, [6], [0]) = {f e A" € 5°()
si

!/
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Observatia 2.1.14. [39] Pentrun =X =v =n =0 se oblin
S3°(0,0)) = 5°(9),
Co” (0, [¢], [¥]) = C(6,¥),

cele doua clase fiind definite in Definitia 1.2.17.

Vom folosi urmatoarea lema pentru a demonstra unele dintre rezultatele noastre.

Lema 2.1.1. [66] Presupunem cdn(z) = e;+egz+. .. este analitica inU cu |n(z)| <
1. Atunci |er|? + |es| < 1.

Teorema 2.1.40. [39] Fie f € A de forma (1.1). Daca functia f este in clasa
Sy"(n,[9]), atunci

k-1
2=k IT (G +2(1 =)
< = . keN*
el < T e
1 1-2
Observatia 2.1.15. [39] Pentru A = v =n = 0,¢(z) = M,O <a<l,
— Z

rezultatul Teoremei 2.1.40 a fost oblinut in [115].

Teorema 2.1.41. [39] Fie ¢(z) = 1+ Byz+ By2*+. .., By numere reale, k = 1,2, . ..
si By > 0. Daca f(z) data prin (1.1) este in clasa Sy (n, [¢]), atunci

((1 — — _ 2

(212371171) ((i T 1A))(<3 i 2A)) '232 ~22n(3 —B;\I)(V R dacd pu < o1

os-red] < 35 b T TP
_ _ _ 2

(2123nfl)((i + 1A))<(3+ ;)) “2Bt o —Bxl)(u Ty decd = on

In plus, dacd oy < u < o3, atunci
2n+1
}a3 - “ag| + 3n+1(21 _ 7;;))(2__)\))%(:_41_)2)31 - % + 22n+1(37_05;\1)<1/ 1) |a2|2

Daca o3 < o < 09, atunci

220+1(3 — \) (v + 1)
311 —1)(2— \(v + 2)B,

@ o YoB1
By 22”+1(3 — )\)(1/ +1

as —ua%’ +

|@2\2
1
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(I=m)(2-=MNB-N)
S 3 )t 2)Bl’
unde
2271(3 — \)(v 4 1) [By — By + BX(1 —1)]
1= 3011 —n)(2 — A)(v + 2) B2 ’
22+1(3 — \)(v + 1)[ By + By + B2(1 —1)]
72 3011 —1)(2 = A)(v + 2) B2 ’

23—\ (v + 1)[By + Bi(1— )]
P -n2-Nv+ 2B
f0= (L= ) [3" (2 = N +2) — 277 (3 = N)(v + 1)].

Aceste rezultate sunt exacte.

Observatia 2.1.16. [39] Pentru A\ = v = n = n = 0, rezultatul Teoremei 2.1.41 a
fost obtinut in [80] si pentru A =v =0, in [45].

Teorema 2.1.42. [39] Fie ¢(2) = 1+ Byz+ By2*+. .., By numere reale, k = 1,2, . ..
si By >0, si fie f(2) in clasa SY"(n, [¢]). Pentru un numar complex j avem:

1-n2-NEB-NB ) By Yo B1
23 W+ (v +2) m“{l’ ‘E+z2n+1<3—x><u+1>‘}

|lag — pa3] <

unde

t0= (1= ) (3" (2 = N +2) ~ 2 (3 N)(v +1)).

Rezultatul este exact.

Teorema 2.1.43. [39] Fie f € A de forma (1.1). Daca functia [ este in clasa
Ci’n@% [¢]7 W]), atuncs

(2 = N (1+ k(1 =)

< k € N*.
ok ] < PES RIS

Teorema 2.1.44. [39] Fie ¢(z) = 1+ Byz + Bo2? + ... analiticd in U si fie Y(z) =
1+ Ciz+ Cyz? + ... univalentd in U, Cy, numere reale, k =1,2,... si C; > 0. Dacd
f(2) = 2+ a2 + azz + - € (" (n, 9], [W]), atunci

‘(lg - ,LLCL§| S K(,LL?)\? v,n, 01702) + L(/’L7>\7 v,n,1, BbB?a 01)7

unde

K(u,/\,y,n, C’17612) =
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, daca p < oy

([ 2-MB-) ‘ ct "

2. 32w+ 1)r+2)] ° 22B-=N+1)

CEDIIEEDY)
2.3 2+ 1)(v+2) "

daca o1 < pu < oy,

2

‘—202+ Ci

2—-NB=)) .
220(3 = N (v +1) "

(2232 (v + 1) (v + 2)

, daca > 0o

L(p, A, v,m,m, By, By, C) =

(1-n)2-M)EB-2) o, la1|Ci(2 =)
3 2(v+1)(v + 2) ‘BQ_OQBl“— 2ntl(y + 1) [B1l,
_on]Cr(2 = N) 21 —=n)2-NEB-X) n 2
dacd ) |By| > 3720 1) (0 +2) (|1Bi] = | B2 — a2 Bi))
(1=n)2-=NE-N)|Bi] 322 = N (v + 2)| B PCF v |?
32 (y + 1) (v + 2) 220+4(1 — ) (3 = N)(v + 1)(|B1| — | B2 — aoB}|)’
in caz contrar

g1 =

09 —

n+2 2 -\ 2
Yo = 3 :u( 1 )<V+ ) _22n+1(3_)\)<y+ 1)’

b 2 =nB =N sl -2 =)
P 32y 4 2) nt2(y 4 1)

b 3P = )2 = N +2)
2T 2B -\ (v +1)

Observatia 2.1.17. [39] Pentru A = v = n = n = 0, rezultatul Teoremei 2.1.44 a
fost obtinut in [66].

Teorema 2.1.45. [39] Fie f € A de forma (1.1). Daca functia f este in clasa
Ri’n(% 07 [¢]7 W]); atunct

(2= N)k(1+ k(1 —n))

. keN-
v+ Lk + 1)

|ak+1‘ <
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Teorema 2.1.46. [39] Flie
Ri’n(% 17 [¢]7 W]); atunct

(2 = A)k(3k 4+ 3+ (1 — n)k(2k + 1))

f € A data de (1.1). Daca functia f este in clasa

ke N*.

’ak+1| <

Teorema 2.1.47. [39] Fie ¢(z) =1+ Byz + Baz* + ...

1+ Cz+ 022 + ... univalentd in U, Cy, numere reale, k = 1,2, ...

3(v+ 1)k(k+1)ntt ’

analitica in U i fie Y(z) =
st C1 > 0. Daca

f(z) =24+ az? + azz® + ... € RY"(n,7, [¢], [¢]), atunci

‘a?) - :ua%’ < M(H?

)‘7 v,n, 01702) + N(,u, )\7 V,m, 1,7, B17327 01)7

unde
M(Ma)‘vyan;Cl;CZ):
([ 2-NB-X ct )
203 — <
Py N+ PN feedrso
2G4 daca oy < pu <o
2'3n+1(V+1)(V—|—2) 1 ) 1 = >~ U2,
2-NB-N i )
— 2C! d >
(2237 1y + 1)(v + 2) 2+22n(3_)\)(y+1)%, aca |t > o9
N(M7)‘7V7n77777781732,01):
(1 =n)2-NB-} o Ch(2 = M|y
By — ayB —= 7T B
3”+1(1+27)Eu+1))$u4‘r2)| 2 O‘(Q 1“)( 2”+1)(1</+1))| 1l
. C1(2 = M|y 21 -n)(2—-N(3B - A ,
—_— > _ _
el e NAE e s e vors 1 (R LR

(1-n)2=-NB=N[B]
37+ (1 + 29) (v + (v + 2)

n caz contrar

37 (1+29)(2 — A)(v + 2)| Bi[PC2|a|”
220041 = )3 = M) (v + 1)(|Ba| — [ B2 — a2 B

i

\

22713 — N (v + 1)(Cy — Cy + C3)
o1 1 2 )
32 — \) (v + 2)CF
o 22n+1(3 — /\)(V + 1)(02 + Cl + 012)
72 = 31712 — \) (v + 2)C2 ’

Yo =3""u2 - N +2) - 2" B - N (v +1),
271 -1 4+3v)B A pd-n)(2-2)
1+ (1+27)(v+2) 271+ (v+1)

3 (1 —n)(1+29)2 - N +2)
S 2R )PB - N+ 1)

o
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2.2 Asupra unei clase de functii meromorfe definita
folosind operatorul D" si anumiti operatori
integrali

Fie ¥ clasa functiilor de forma

1 (o]
Z) = ; + Zakzk,
k=0

care sunt analitice In U* = {2z : 0 < |z] < 1}.
Motivati de [120], definim operatorul fractional Dy : ¥ — X, prin

1 Z“’ 1)
Dlln e V+ k+1 k+2)n+1 k’ (222)
(2= M1

N

unde —oo < A < 2,v > —1,n € Ny z € U* si simbolul (), reprezinta simbolul
Pochhammer, pentru v € C.

Notam ca operatorul
(o]

1
Dy f(z) =<+ Y (k+2)"ap2*
k=0

a fost introdus si studiat in [138].

Observatia 2.2.1. [37] Operatorul D™ satisface urmatoarele identitati:

DY f(z) = 2D5" f(2) + (DX f(2)) (2.23)
2 ,

Dy (z) = 1 (DX + 2 (P G) (2.24)
2— A 1 /

DiLf(2) = 7D f(2) + 1= )\Z(Dimf(z)) ) (2.25)

unde —o00o < A< 2,v>—1,neN.

Definitia 2.2.1. [37] O functie f € ¥ este in clasa SDY"(«) dacd satisface

Du,nJrlf(Z)
%(W — 2) < —a, z€U, (226)

pentru a (0 < a<1),—co<A<2,v>—-1,neN.

Pentru a demonstra rezultatele noastre, avem nevoie de urmatoarea lema, cunos-
cuta drept lema lui Jack. O extindere a acesteia este Lema Jack-Miller-Mocanu
[84,92].
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Lema 2.2.1. [51] Fie functia w olomorfa si neconstantd in |z| < 1, cu w(0) = 0.
Daca |w| isi atinge valoarea mazima pe cercul |z| = r < 1 intr-un punct zy, atunci

avem zow'(z9) = kw(zp), unde k este un numar real i k > 1.

Pentru a demonstra rezultatele noastre, folosim metodele utilizate in [24, 138].
Teorema 2.2.1. [37] SDY™ "' (a) € SDY™(a), ne€N.
Observatia 2.2.2. [37] Luind A = 0 si v = 0, obtinem Teorema 2.1 din [138].

Folosind Lema 1.3.2 in loc de Lema 2.2.1 vom obtine o imbunatatire a Teoremei
2.2.1.

Teorema 2.2.2. [37] SDY™ ' (a) € SDY™(B), pentru n € N, unde

6:5—1—204—\/3—204)2—1-8 (2.27)

Y

—~

4
si B € (a,1).
Observatia 2.2.3. [37] Luand A = 0 si v = 0, obtinem un caz particular al Teoremei
2.5 din [5].

Teorema 2.2.3. [37] SD{T"(a) € SDY™(a), v > —1.
Teorema 2.2.4. [37] SDYY (o) C SDY"(a), —oco <A< 1.
Teorema 2.2.5. [37] Fie f € ¥ satisfacind conditia

Du,nJrlf(Z) 1—a
R(2-25 _9) a4 eu,
(DA’ 7(2) ) “Tol—atre °
neN —oco<A<2,v>—-1¢>0, (2.28)

atunct
4

F) = 5 [ s e sDy)
0
Observatia 2.2.4. [37] Luind A =0 gi v = 0, obtinem Teorema 2.2 din [138].

Teorema 2.2.6. [37] f € SDV’"(a) daca §i numai daca operatorul integral F €
SDY™ (a), unde F(2) = 5 ftf

Observatia 2.2.5. [37] Luind A = 0 gi v = 0, obtinem Teorema 2.3 din [138].
Teorema 2.2.7. /5”7/ f e SD”"( ) daca i numai dacd operatorul integral F €
SDYT (@), unde F(z) = 4, ft”“f

Teorema 2.2.8. /3’7/ f € SD”"( ) daca si numai dacd operatorul integral F' €
SDYY (), unde F(z = ftl Af(L)
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2.3 Operatorul 2 "

Definitia 2.3.1. [133] Fie —0o < A < 2,v > —1,n € N,a, 8 > 0. Notim cu 7’5"
operatorul dat prin .@é‘gn A — A,

D5 f(2) = (1 — a— BYR'D"f(2) + aR* QL f(2) + BD Q2 f(2),

pentru z € U, unde operatorii RY, D" si Q) sunt definiti in Definitia 1.5.3, Definitia
1.5.1 si Definitia 1.5.5, respectiv.

Observatia 2.3.1. [133] R'D"f(z) este compunerea operatorului Salagean si ope-
ratorului Ruscheweyh, RYQ) f(z) este compunerea operatorului diferintegral fractional
si operatorului Ruscheweyh, si D"Q)f(2) este compunerea operatorului diferintegral

fractional si operatorului Salagean.

Observatia 2.3.2. [133] Dacd f € A, f(2) = 2+ Y ap12"L, atunci

Aun (V+1)k n (V+1k
5" f(z —z+2(1—a— (k+1)+1+a2 ) (k+1)+

6 (k + 1)"“) a2 (2.29)

k
(2 =M
pentru z € U.

Observatia 2.3.3. [133/ .@a’\g"f(z) = (1—a—B)DY" f(2) +aD{° f(2) + BDY" f(2),
pentru z € U, unde DY" este definit in (1.8).

Observatia 2.3.4. [133] Pentru o = 0 §i B = 0, obfinem .@(j\’b”’"f(z) = R"D"f(z2),
unde z € U.

Pentru o =1 gi § =0, obtinem .@’\”" (2) = R¥Q)f(2), unde z € U.

Pentru a =0 g1 =1, obtinem @(;\f"f(z) = D" f(z), unde z € U.

Pentru 8 = 0 si v = 0, obtinem .@2;8’"f(z) = (1 — @)D" f(2) + a2 f(z), unde
zeU.

Pentru o = 0 gi n = 0, obtinem @&g’of(z) = (1 = B)YRYf(2) + B f(2), unde
zel.

Pentru a+ 5 =1 §i A\ = 0, obtinem 2," af(2) = (1= B)RYf(2) + BD" f(z), unde
zeU.

Pentru a + B = 1,A = 0 si v = n, obtinem 7, Gef(z) = (1= B)R"f(2) +
BD"f(z),z € U. Acest operator a fost introdus si studiat in [6].
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Pentru o = B =n = 0, obfinem .@&g”of(z) =R"f(z) sipentru § = X =n =0,
obtinem @3;3%(2) =R"f(z), unde z € U.

Pentru o = B = v = 0, obfinem @&g’”f(z) =D"f(2) si pentru a = X =v =0,
obtinem .@8’2’”]"(2) =D"f(2), unde z € U.

Pentrua =0 si A =v = 1, obfinem .@&:é’nf(z) =D"f(2), unde z € U.

Pentru oo =1 si f = v =0, obtinem 9{\7’(?’" (2) = QM (2) si pentru a =n =0 si
B =1, obtinem @a’ly’of(z) = f(2), unde z € U.

Pentru A\ = v =0, obtinem .@&%mf(z) =(1—a)D"f(z) + af(z), unde z € U.

Pentru A =n =0, obtinem ngg’of(z) =(1=PB)R"f(2)+ Bf(2), unde z € U.

Pentru v =n = 0, oblinem @gjg’of(z) =1 —a-08)f(z)+ (a+ B f(2), unde
zel.

Pentru A =0 i v = 1, obtinem .@gjé’"f(z) =1 —a-B)D"f(2)+aD' f(z) +
BD"f(z), unde z € U.

Pentru A = 1 si v = 0, obtinem @;%”f(z) = (1—a—-08)D"f(z) + oD f(z) +
BD" M f(2), unde z € U.

Pentru A = v =1, obfinem .@;é"f(z) = (1—a)D"" f(2)+aD?*f(2), unde z € U.

Pentru A\ = v =n = 0, obtinem @gjg’of(z) = f(2), pentru a« = f =v =n =0,
obtinem Qag’of(z) = f(2), pentru a =1 si A\ = v =0, obtinem @fg"f(z) = f(z) si
pentru =1 si A =n =0, obtinem .@g:lf’of(z) = f(z), pentru z € U.

2.3.1 Asupra unei clase de functii analitice definita de operatorul

Aumn
2,

Definitia 2.3.2. [133] Fie f € A. Spunem ca functia f apartine clasei 9?2;”(5),
unde 0 <0 <1,a,8>0,—c0 < A< 2,v>—1,n€N, daca f satisface conditia

R(Z5"f(2)) >0, z€el. (2.30)

Teorema 2.3.1. [133] Fie [ € %’2;"(5) si g € K, unde K indica clasa functiilor
convexe. Atunci f * g € %2;”(5)

Teorema 2.3.2. [133] Multimea 9?2;"((5) este converd.

2.3.2 Subordonari diferentiale obtinute cu ajutorul opera-
torului @2’”’”

Teorema 2.3.3. [133] Fie g o functie convexa, g(0) =1 gi fie h o functie astfel incat
h(z) =g(z)+2¢'(2), zelU.

o1



Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

(225" f(2)) < h(z), z€U (2.31)
atunct \

9 n

%f(z) <g(2), zelU

st rezultatul este exact.
Teorema 2.3.4. [133] Fie g o functie convexa, g(0) = 1 si fie h o functie astfel incat
h(z) =g(z)+2¢'(z), zelU.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

@A,V+1,n !
(Z@“‘f—ﬁ) < h(z), zel, (2.32)
a:B, Z
atunct ol
@ v+1n
a’fo(Z) <g(2), zelU
2,5 (2)

st rezultatul este exact.
Teorema 2.3.5. [133] Fie g o functie convexa, g(0) = 1 gi fie h o functie astfel incat
h(z) =g(2)+2¢'(z), z€U.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

@A,y,n—s—l /
(Z@ﬂﬁ—nf{(;)) < h(z), ze€l, (2.33)
04:57 z
atunct N
9 2Un
a’fo(Z) <g(z), z€eU
'@a:[37 f(Z)

st rezultatul este exact.
Teorema 2.3.6. [133] Fie g o functie convexa, g(0) = 0 si fie h o functie astfel incat
h(z) =g(z)+2¢'(2), zelU.
Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
D" F(2) + D5 f(2) + (DY f(2) — Ziy " £(2)) < h(z), z€U, (2.34)

atunci
A\u,n
D5 f(2) =g(2), z€lU

st rezultatul este exact.
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14+(20 -1
Teorema 2.3.7. [133] Fie h(z) = % o functie convexa in U, unde 0 <
z

0 < 1. Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

@a’\:g’"ﬂf(z) + @a’\g"f(z) + a(D@ﬁb”’”f(z) - .@{\gnf(z)) < h(z), z€elU, (2.35)

atunci
D" f(2) < g(2), z€U,
5 In(1+ z)
unde g este datd de g(z) =26 —1+2(1 —0)———=, z€U.
z

Functia g este convexra $i este cea mai buna dominanta.

Teorema 2.3.8. [133] Fie g o functie conveza, g(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) =g(2)+2¢'(2), ze€U.

Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

1 v,n 1 v,n v,n
Ty () + a(D*2i (o) — 2" (=) < h(2), = €U, (2.36)

z

atunct
(225" f(2) < g(2), z€elU

st rezultatul este exact.

14 (20 -1
Teorema 2.3.9. [133] Fie h(z) = % o functie convexd in U, unde 0 <
2
0 < 1. Daca f € A verifica subordonarea diferentiala
1 v,n ]' v,n v,n
LREMG) + (DR - AI) <hG), (23]
atunct
(225" f(2)) = 9(2), z €U,
y In(1 + 2)
unde g este datd de g(z) =20 —14+2(1 —§)———, z€lU.
z

Functia g este convexa si este cea mai buna dominanta.

2.4 Relatii de incluziune a functiilor analitice aso-
ciate seriilor de distributie Poisson si opera-
torului Salagean D"

In acest paragraf, sunt obtinute rezultate utilizand operatorul diferential Salagean
D" definit in Definitia 1.5.1.
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Utilizand operatorul Salagean, Kanas si Yuguchi [64] au introdus clasa US (n, «)

ca

LlS(n,a):{feAzé)‘E(Z(Dn—f(z))/)>aM—l

D f(z) D f(z)
Este ugor de vazut ca US(1,a) = o —UCY i US(0,a) =« — ST.

Porwal [110] a introdus seriile de distributie Poisson

< k-l
K(m,z) :Z+Zm6
k=2

Consideram operatorul liniar /(m) : A — A (v. [122]) definit prin

,QZO,ZGU}.

I(m)f(z) = K(m,z)

Stabilim relatii de incluziune intre clasele US(n,«), 6 —UCV §i § — ST.

Avem nevoie de urmatorul rezultat.
Teorema 2.4.1. [6/] Daca f € US(n, o), atunci

(P1)k-1 ;
’ kl F(k)kn’ keN _'{1}7

unde Py este coeficientul lui z in functia

B 2(D" f(2))
1+ZPk _—ank(z) ,

unde fr(z) este functia extremald pentru clasa US(n, ), si simbolul (B)y reprezintd

simbolul Pochhammer, pentru 3 € C.

Teorema 2.4.2. [36] Daca m > 0, f € US(n, «) si inegalitatea

= mkt P1 k L o= mkl P1 Vb1
1 <e™ 2.
+5Z T +Z E DTG S © (2.38)

=2

NJ

este satisfacuta, atunci I(m)f € 6 —ST.

Teorema 2.4.3. [36] Daca m > 0, f € US(n, «) si inegalitatea

k—1 k-1

. m Plkl = m Plkl = mht -1 m
1+6Z E BT 3+252 Y +Z P L<e
k=2 =2 =2

este satisfacuta, atunci I(m)f € 6 —UCV.
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Teorema 2.4.4. [36] Daca m > 0, f € US(n, «) si inegalitatea

k—1 m

= m Plkl mr—1 Plkl e
2 <

este satisfacuta, atunci I(m)f € 6 —UCV.

Teorema 2.4.5. [36] Daca m > 0, f € US(n, «) si inegalitatea

0 k—1

m Plkl mb1 Plkl m
22 T +)\Z F-TIT L < e (2.39)

este satisfacuta, atunci I(m)f € S5.

Teorema 2.4.6. [36] Daca m > 0, f € US(n, o) si inegalitatea

=~ m"" — m! Pl k 1 = mk! (P1)k—1
2+ A) A < Xe™
Z * Z k= 2) Tk Z(k—l)!l“(k)k”_ ¢
k:2 k=2 —
este satisfacuta, atunci I(m)f € C
In cele ce urmeaza, folosim operatorul integral
=1 t
Glm, 2) = / Im)f®) ,,
0 t
sau echivalent
X ket
G(m,z) = z+z ¢ ake (2.40)
k=2

definit in [122] si obtinem relatii de incluziune pentru G(m, z) apartinand claselor
d—UCVY, C\ i US(n, ).

Teorema 2.4.7. [36] Dacam > 0, f € US(n, ) atunci G(m, z) definit in (2.40) este
in 0 —UCY daca (2.38) este satisfacuta.

Teorema 2.4.8. [36] Daca m > 0, f € US(n, @) si inegalitatea

i mb1 P1k1< e
— kE—=2)'T(k)kr — §+2
este satisfacuta, atunci G(m,z) € § —UCYV .
Teorema 2.4.9. [36] Daca m > 0, f € US(n, «) si inegalitatea (2.39) este

satisfacuta, atunci G(m, z) € Cy.
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2.5 Subordonari diferentiale obtinute folosind operatorul
integro-diferential Salagean generalizat L7

Multe lucrari recent aparute contin studii privind operatori integro-diferentiali (v.
[1,99,100,104]). In lucrarea [38] am generalizat operatorul din [104].

Definitia 2.5.1. [38] Fien € N,6 >0 5i A >0 cu d # 2L, Pentru f € A, fie

WG = s (- VD) + TG, sel, (241

unde operatorul diferential D§ f si operatorul integral I3 f sunt dati in Definitia 1.5.7
respectiv 1.5.8.

Observatia 2.5.1. [38] Avem
Losf(2) = D5 f(2),
Lisf(2) = T3 f(2),
L (2) = L3 f(2) = f(2)
St
L5 f(2) = (L =ND"f(2) + AI"f(2)  (v- [104]).

Observatia 2.5.2. [38] Pentru f € A, f(z) = 2+ > ap2* folosind (1.15) si (1.18),
k=2
avem

(9 = g s 0 D0 e )

A6
* (1+(k—1)8)"

]akzk, z€eU. (2.42)

Teorema 2.5.1. [38] Daca 0 <a<1,f € A,, me {1,2,3,...} si

/ (5 " "
R| (L3 () +#W52<(I§“f(z)) + (T2 (2)) )} >a, zeU, (243)
atuncst
%( K&f(z)), >, z€U,
unde

o6



.n =0 sia=2 obtinem inegali-

Exemplul 2.5.1. [38] Pentrum = 1,A = 3,6 = 5

tatea
zf”(z))
2

R( 1) +
care implica

Rf'(z) >2—-2n2, zel.
Teorema 2.5.2. [38] Fie q o functie convexa, q(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) = q(z) + mdzq'(z),m e N6 >0, zelU.

Daca f € A, verifica urmdatoarea subordonare

Ad

(L f(2) + WY

5Z((I;;+1f<z))”+( ;;f(z))”) S h(z), zeU, (244)

atuncst
(L35f(2)) = qlz), zeU

g1 rezultatul este exact.
Observatia 2.5.3. [38] Luind m =1 gi 6 = 1, obtinem Teorema 3 din [104].
Observatia 2.5.4. [38] Ludind \ = 0, obtinem Teorema 2.2 din [25].
Teorema 2.5.3. [38] Fie q o functie convexa, q(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) = q(z) + mz¢'(z), meN'. zel.
Daca f € A, verifica urmatoarea subordonare
(Lh:f(2) = h(z), zelU, (2.45)

atunct oo
L (2) <q(z), zelU
z
st rezultatul este exact.
Observatia 2.5.5. [38] Luind m =1 gi 6 = 1, obtinem Teorema 1 din [104].

Observatia 2.5.6. [38] Ludind \ = 0, obtinem Teorema 2.3 din [25].
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Teorema 2.5.4. [38] Fie q o functie conveza, q(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) = q(z) + mz¢'(z), meN' zel.

Daca f € A, verifica urmatoarea subordonare

L3512\
(m) < h(z), zel, (246)
atunci ot ()
s z
m = Q(Z), zeU

si rezultatul este exact.

Observatia 2.5.7. [38] Luind m =1 si 6 = 1, obtinem Teorema 2 din [104).
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Capitolul 3

Noi rezultate asupra unor clase de
functii analitice asociate stelaritatii
si convexitatii

In acest capitol, sunt obtinute noi rezultate asociate stelaritatii si convexitatii.

In paragraful 3.1, sunt generalizate diverse subordonari diferentiale, implicand
zp’(2)
R p(2) °
In paragraful 3.2, este definita o noua clasa de functii analitice care satisfac

medii aritmetice, geometrice si armonice ale expresiilor p(z) si p(z) +

o conditie de subordonare asociata polinoamelor Chebyshev. Sunt date estimari ale
coeficientilor gi inegalitati Fekete-Szeg6 pentru aceasta clasa.

In paragraful 3.3, este introdusa o noua subclasa de functii bi-univalente m-
simetrice. Sunt obtinute estimari ale coeficientilor Taylor-Maclaurin. Este investi-
gata, de asemenea, problema functionala Fekete-Szeg6 pentru functiile din aceasta
noua subclasa.

In paragraful 3.4, se obtine o delimitare pentru determinantul Hankel de or-
dinul doi pentru functii gama-stelate de ordin «a, pentru 0 < v < 1. Acest rezultat
generalizeaza rezultate obtinute anterior pentru delimitarile determinantului Hankel

de ordin doi pentru diferite clase.

3.1 Subordonari diferentiale si medii pitagoreice

Cele trei medii "clasice”, i.e. media aritmetica, media geometrica si media armonica
sunt cateodata numite medii pitagoreice. Toate aceste medii au fost generalizate de
forma lor ponderata. Un caz special a lor, este media ponderata convexa.

Deci, pentru 0 < a < 1, avem
CWA(z1,22) = axy + (1 — o)z,
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CWG(xy,20) = :c‘fa:%’o‘,

1 19
CWH = B
(w1, 22) a%—l—(l—a)é ary + (1 — o)z’

unde C'W A reprezinta media aritmetica ponderata convexa, CW G reprezinta media
geometrica ponderata convexa si CW H este media armonica ponderata convexa.
Mediile pitagoreice sunt utilizate frecvent in teoria geometrica a functiilor.

Bine cunoscuta clasa a functiilor a-convexe (v. Definitia 1.2.11) joaca un rol im-
portant in aceasta directie, fiind definita folosind media aritmetica ponderata convexa
si n acelasi timp fiind o tranzitie intre functiile stelate si functiile convexe.

Clasa functiilor gama-stelate (v. Definitia 1.2.12) este definita intr-un mod similar,
folosind media geometrica ponderata convexa.

Exista multe lucrari in teoria geometrica a functiilor, asociate cu mediile aritmetice
si geometrice (v. de exemplu [57-60, 75,125, 136]).

In teoria geometrica a functiilor, mediile armonice sunt considerate in cateva lucrari
(v. de exemplu [26,27,137]).

Subordonari diferentiale implicand atat mediile aritmetice ponderate convexe cat
si mediile geometrice ponderate convexe au fost studiate in [56], In timp ce subor-
donari diferentiale implicaind medii armonice in [61], respectiv, medii armonice pon-
derate convexe in [55].

In acest paragraf, generalizam unele dintre aceste rezultate.

Urmatoarea lema datorata lui Nunokawa [96], este exprimata intr-o forma diferita.

Aceasta forma este folosita in [56].

Lema 3.1.1. [56] Fie p € H(U) astfel incit p(0) = 1,p(z) # 1. Dacd zy € U verificd
egalitatile
e
|argp(z0)| = max{argp(z) : || < |zo[} = 05,

p(z) = (ix)’,

atunct

|anglz0p'(z0)]] = (0 + 1)

z° 1

5 (+3) '

Teorema 3.1.1. [35] Fie p € H(U) astfel incat p(0) = 1. De asemenea, fie a €
[0;1], 8 € [0;1],6 € [1;2],7 € [0;1] i 0 € (0;1].

Daca

\ZOP/(ZON =

are (awz)P (-



atunct
|arg p(2)| < 9%, z€eU. (3.2)

Observatia 3.1.1. [35] Pentru 5 = 0, obtinem rezultatul Teoremei 2.4, p. 128
din [56].

Observatia 3.1.2. [35] Pentru o = 0 §i v = 0, avem cazul particular al Teoremei
2.5, p. 1726, obtinuta in [55].

Observatia 3.1.3. [35] Pentru a =0, v =0 ¢i § = %, obtinem rezultatul Teoremer
2.7, p.1251 din [61].

Luand 6 = 1 in Teorema 3.1.1, obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 3.1.1. [35] Fie p € H(U) astfel incit p(0) = 1. De asemenea, fie o €
[0; 1), 8 € [0;1],6 € [152] siy € [0;1].

Daca 11—
p(2)|"|p(z) + szz -
%(a[p(z)]‘s—i-(l—a)[ )] [Z(p,()z) B )} ) >0, zel,
BPQ(Z) +1
atunct

Considerand valori convenabile pentru «, 5,y in Corolarul 3.1.1, obtinem urmatoarele.

Observatia 3.1.4. [35] Pentru 5 = 0, obtinem rezultatul Teoremei 2.3, p. 127
din [56].

Observatia 3.1.5. [35] Pentru o =0 gi vy = 0, obtinem cazul particular al Teoremei
2.4, p. 1724, oblinuta in [55].

Observatia 3.1.6. [35] Pentru a =0, v =10 i § = %, obtinem rezultatul Teoremei
2.3, p.1247 [61].

Observatia 3.1.7. [35] Pentru o =0 gi 5 =0, obtinem un rezultat obtinut in [78].

Observatia 3.1.8. [35] Pentru 6 = 1, 8 =0 si v = 0, obtinem un rezultat obtinut
in [116].

2f'(2)
f(2)

Punand p(z) = in Corolarul 3.1.1, obtinem urmatorul rezultat:
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Corolarul 3.1.2. [35] Fie f € A gi de asemenea fie a € [0;1],5 € [0;1],6 € [1;2] g1
v € [0;1].

Daca

(o] o

2(2) _ e
5(” ) ) +1=8)75

%(Z]{;S)) >0, ze€l.

atunct

Prin urmare f este stelata in U.

Observatia 3.1.9. [35] Daca punem o = 0 gi f = 0 in Corolarul 3.1.2, obtinem bine
cunoscutul rezultat cd functiile a-convexe sunt stelate. Acest rezultat a fost demonstrat
in mai multe moduri (v. [86-88]).

Observatia 3.1.10. [/35] Daca punem 6 = 1, § = 0 gi v = 0 in Corolarul 3.1.2,
obtinem bine cunoscutul rezultat ca functiile y-stelate sunt stelate (v. [77,78]).

Punand p(z) = Z]{ES) in Teorema 3.1.1, obtinem urmatorul rezultat:

Corolarul 3.1.3. [35] Fie f € A gi de asemenea fie a € [0;1], 5 € [0;1],6 € [1;2],7 €

[0;1] si 6 € (0;1].
Daca
ra]™ )|
2f'(2)]° {f(z)] [1+ f’(z)] .
arg a[f()] +(1—a) <¢9§, z€eU,
< zf"(2) _ &)
5<1 e ) + (=855
atunci £02)
2f'(z T
0— .
arg ) 5 zel

Prin urmare f este tare stelata de ordin 0 in U.
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3.2 Estimari ale coeficientilor si o inegalitate Fekete-
Szeg6 pentru o clasa de functii analitice care
satisfac o conditie de subordonare asociata poli-
noamelor Chebyshev

Polinoamele Chebyshev sunt de patru tipuri, dar cele mai comune sunt polinoamele

Chebyshev de primul tip,
T,(x) = cosnb, x¢€[-1,1]

si de al doilea tip,

_ sin(n+1)0

Up(x) = , xe|-1,1],

sin 0
unde n reprezinta gradul polinomului si x = cos 6.

Aplicatii ale polinoamelor Chebyshev pentru functii analitice pot fi gasite in [11,13,
20, 33].

Fie .
) —
H(z:1) 1 — 2tz + 2%’
unde t = cosf, 0 € (— %,%)
Avem
= si 1)6
H(z,t) =1+ Zw,z” =1+2cosfz+ (3cos®f —sin®f)2* + ...
sin
1
— 1L Uiz + Us(D)2+ ..., zelUte (5,1}, (3.3)
unde i 0
sin(n arccos
U, = SRAICOSH) e N,
' N

sunt polinoamele Chebyshev de tipul al doilea.
Se stie ca
Un(t) = 2tU,,_1(t) — U,_2(t)
si
Ui(t) =2t Us(t) =4t — 1,....
In cele ce urmeazd, definim o noud clasi de functii analitice, fiind motivati de

urmatorul rezultat:
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Corolarul 3.2.1. [56] Fie f € A i de asemenea fie a € [0,1],a € [0,1],0 € [1,2] g1
w € [0,1]. Daca

(o[ s ZO) [ ] ) s e

%(Z}f(/;)) >a, z€U,

deci f este stelata de ordin a in U.

atunct

Definitia 3.2.1. [132] Spunem ca f € A de forma (1.1) apartine clasei F(H, ., 6, 1)
daca
Zf’(Z)}5 3 [Zf’(Z)r{ Zf”(Z)]l_“
(Q[ o] TG M e ] ) e 6

puterea este considerata sa aiba valoare principald, o € [0,1],6 € [1,2] si p € [0, 1].

Luand o =6 =t =1 ¢i w(z) = z, obtinem urmatorul exemplu.

Exemplul 3.2.1. [132] Functia f(z) = 1;6& cu dezvoltarea in serie f(z) = z +

222+ 1234+ ... apartine clasei F(H,1,1, ).

Observatia 3.2.1. Rezultatul din exemplul precedent se obtine folosind subordonarea

(3.4), in care luim o =6 =t =1 siw(z) = z. Astfel, subordonarea (3.4) se reduce la

z2f'(z) _ 1
f(z) T 1-2z2+4227

egalitatea ceea ce rezulta dintr-un calcul direct folosind functia din

exemplu.

Teorema 3.2.1. [132] Fie f € A de forma (1.1), care apartine clasei F(H, 0, ).

Atunct
2t

ad+ (1 —a)(2 — p)

|as| < (3.5)

st pentru X € C

t
W+ (1—a)3—2p) {1’

‘Clg — )\a§| <

o <2A(a5 +(1—a)(3—2u)
(a5 +(1—a)(2- u))Q

3 4 20=0(oma@ i)ty -y
- : (3.6)

ad+(1—o)(2—p)
2t
Luand « =1 — 3,6 =1 ¢i 4 = 0 in Teorema 3.2.1, obtinem urmatorul rezultat:

~ 2(ad+ (1—a)(2 — )
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Corolarul 3.2.2. [11] Fie f € A de forma (1.1) satisfacand conditia

G Lo
Ql mf@>+ﬁO+Lma)>*}“¢”

unde 5 € [0,1]. Atunci
2t

< -
|a2|_1+ﬁ

s1i pentru A € C

t
|a3—>\a§‘ < 1_i_2ﬁmax{17

2t(2A(1+26) 1438 ) A -1

(1+8)2  (1+7)? ot

}

Luand a = 0 in Teorema 3.2.1, obtinem urmatorul rezultat:

Corolarul 3.2.3. [13] Fie f € A de forma (1.1) satisfacand conditia

(7)o

unde p € [0,1]. Atunci

si pentru A € C

275(2/\(3— 2u) P +5u—8) A -1

t
— < —— 1
ja aﬂ—3—2nm“{’ @—n? 22— p? 2t

}

3.3 Estimari ale coeficientilor si inegalitati Fekete-
Szeg6 pentru o noua subclasa de functii bi-
univalente m-simetrice care satisfac conditii de
subordonare

Fiecare functie f € S are o inversa f~! definita prin
[fz) =2 z€U

si
PO @) =, ol < rolf)rolf) 2 7
unde

fHw) = w — ayw?® + (243 — a3)w® — (5a3 — Sagas + ag)w* + .. ..
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O functie f € A se numeste bi-univalentd in U dacd atat f(z) cat si f~!(z) sunt
univalente in U. Clasa functiilor bi-univalente in U/ se noteaza cu o.

O functie este m-simetrica (v. [107]) daca are urmatoarea forma normata:

f(z) =2+ Zamk+lzmk+1, m e N*, zelU. (3.7)
k=1

Clasa functiilor univalente m-simetrice, care sunt normate de dezvoltarea in serie de
mai sus (3.7), se noteaza cu S,,. Functiile din clasa S sunt unu-simetrice. Analog
conceptului de functii univalente m-simetrice, este definit conceptul de functii bi-
univalente m-simetrice. Fiecare functie f in clasa o genereaza o functie bi-univalenta
m-simetrica pentru fiecare numar intreg pozitiv m. Forma normata a lui f este data

n (3.7) si f~! este datd in cele ce urmeaza.

g(U)) =w-= am+1wm+1 + [(m + 1) m+1 a2m+1] me‘H
1 3m—+1
— |5 (m+1)(Bm +2)ay,; — (3m + 2)ami102m41 + Azt | W +.
9 +

(3.8)

unde f~! = g. Clasa functiilor bi-univalente m-simetrice este notata cu o,,.
Recent, multi autori au investigat estimari ale coeficientilor si problema functionala
Fekete-Szegé pentru subclasele de functii bi-univalente m-simetrice ( [3,8, 12,14, 15,
19,31,74,81,93,94,119,127, 128, 134, 139-144]).

Huo Tang et al. [134] au introdus urmatoarele subclase de functii bi-univalente
m-simetrice.
Definitia 3.3.1. [134, Definitia 1, p.1066] O functie f(z), data prin (3.7), apartine

clasei Hym(¢), daca urmatoarele conditii sunt satisfacute:
feom  f(2)=¢(z) ¢ W) <o(w),
unde functia g(w) este definita prin (3.8).
Definitia 3.3.2. [13/, Definitia 3, p. 1078] O functie f(z), data prin (3.7), aparfine

clasei My m(\, @) daca urmatoarele conditii sunt satisfacute:

feom (1- A)zj:éij) + >\<1 + Zj:((;))) < 6(2)

§t
(I1—=2N) +)\ 1—|—

) < $(w),

unde functia g(w) este deﬁmta prin (3.8).
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9. Altinkaya si S. Yalgin [10] au introdus urmatoarea subclasa de functii bi-

univalente.

Definitia 3.3.3. [10] O functie f € o apartine clasei S,(A\,¢),0 < A < 1, dacd

urmdatoarele subordonari au loc

2f (2) + (A = A) 221" (2)

YDy PN P I DR e S T T R
St
wg' (w) + (202 = ) w?g” (w)
4 (/\ — /\2) w + (2)\2 — )\) wg' (w) + (2/\2 —3\+ 1)9 (w) = ¢<w)7
unde g = f~1.

Motivati de definitia subclaselor de functii bi-univalente de mai sus, introducem

mai jos o noua subclasa de functii bi-univalente m-simetrice intr-un mod similar.

Definitia 3.3.4. [41] O functie f € o, apartine clasei S,,, (A, ¢), 0 < XA <1 daca

urmdtoarele subordonari au loc

of (2) + (A = A) 221" (2)

YDy PR Gy NP e S T T RN
§1
wg' (w) + (2A% = X) w?g” (w)
TVt (20— A ug (@) + ¥ —3r+ Dg(w)
unde g = f~1.

Observatia 3.3.1. [/1]

1
Scfm <§7¢) = /Ha,m<¢>7
Sa'm (17 (b) = Ma,m(L (b)a

So1 (A @) = S5 (A, 0).

In cele ce urmeaza, introducem o functie ¢ folosita in [134].

¢ este o functie analitica cu partea reala pozitiva in discul unitate U astfel incat
p(0)=1 s  ¢(0)>0

si ¢(U) este simetrica In raport cu axa reala. Aceasta functie are o dezvoltare in serie
de forma:
p(z) =1+ Biz+ Bo2* + B3z* +..., By >0.
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Fie u(z) si v(z) doua functii analitice in discul unitate U cu

u(0) =v(0) =0, max{|u(2)|,|v(z)|} <1

u(2) = byp2™ + by 2™ 4 by 2™ L
v(w) = cpw™ + comw™ + capw®™ 4. ...
Avem urmatoarele inegalitati (v. [134])
b < 1, |bom| < 1= |bml?, lem| < 1 and |eam| <1 — |/ (3.9)
Prin calcule simple, sunt obtinute urmatoarele
d(u(2)) = 1+ Biby2™ + (Biboy + Bob?)2*™ + ..., |z < 1, (3.10)

si
d(v(w)) =1+ Bicpw™ + (Bicom + Boc2)w*™ + ..., |w| < 1. (3.11)

Incepem cu cautarea estimarilor coeficientilor |am+1 si ‘G/Qm_t'_l‘ pentru functiile

din clasa S,,, (A, ¢).
Teorema 3.3.1. [41] Fie functia f(z), data prin (3.7), in clasa S,,, (N, ¢). Atunci
Byv2B,

(3.12)
\/‘<6(m+1) —20y) B} — 20%B, 3.12

‘am+1| S

+ 281062

St
|agm1| <
((|B(m +1) —aq| + |ar]) By
1B(B(m + 1) — 20)]

daca |B|(m +1)|By| < ([B(m +1) — avy[ + |av]) By

(18(m +1) = ay| +[ar]) [(B(m + 1) — 209) B} — 20° By[ By + 20°|B](m + 1)| Ba| By
1B(B(m + 1) = 207)|(|(B(m + 1) — 2av) B} — 202 Bs | 4 2B;a?) ’

dacd [B|(m +1)|Bs| > (|(m + 1) — an| + |av]) By
(3.13)

unde
a=m+2X2m? — dm? — 4\% + 4,

B =2(m+ 4 *m? — 2Am? — 2)% + 2)),
v=02x=1)((m+2)A—1).
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Luand m = 1 in Teorema 3.3.1, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 3.3.1. [41] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinand clasei Sy(X, @).

Atunci
Bi1vVBi
}az‘ <
\/‘ (6 — om)B% — a2By| + Bia?
§1 )
(128 — av| + |av]) By
2088 —ay)|
daca 2|B||Bs| < (28 — ay| + |av]) By
Jas| < :
(128 — ar] + |a7])| (8 — ay) Bf — &®By| By + 20°|B|| B2 | By
2|8(8 — ay)|(|(B — an) B} — a2By| + Bia?) ’
dacd 2|8||B| > (126 — ] + |ar]) By
unde

a=1+3\—2)\%
B =2(142)\?),
v=(2X=1)(3X —1).

Observatia 3.3.2. [41] Estimarea pentru |a2| din Corolarul 3.3.1 este obtinuta in
Teorema 1 in [10].

Luand A = 0 in Teorema 3.3.1, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 3.3.2. [41] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinind clasei My, (0, ¢).

Atunci
BiVEB,
’ Am41 } S
m/|B? = Bu| + By
St
1
g, dacd |By| < By
2m

|2 | <
(m+1)By(|B? — Ba| + | Bs))

2m2(|Bf — Bo| + By)

daca |BQ| > By

Observatia 3.3.3. [/1] Rezultatele Corolarului 3.3.2 sunt oblinute luand A = 0 in
Teorema 5 in [134].

Luand A = 3 in Teorema 3.3.1, obtinem urmatorul corolar.

1
2
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Corolarul 3.3.3. [41] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinand clasei Hym(p).

Atunci

Biv/2B,

|am+1‘ S
VD) (20m+1)By + |2m+1)B} — 2(m + 1) By
St
Bl s daca |BQ| S Bl
2m +1
}a2m+1| S

2(m + 1)3| Bo| By (2m + 1) + |(2m + 1) B} — 2(m + 1) Bo| By
2m+1)(|(2m + 1)B? —2(m + 1)By| 4+ 2B1(m + 1))~

daca |By| > By

Observatia 3.3.4. [}1] Estimarea pentru ‘am+1| din Corolarul 3.3.3 este obtinuta in
Teorema 1 in [134].

Luand A = 1 in Teorema 3.3.1, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 3.3.4. [41] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinind clasei My, (1, ¢).

Atunci
P BB
\/(m—l—l )(|Bf = (m +1)By| + Bi(m + 1))
St
2%12, daca |Bs| < By
|agm1| <

|Bf — (m 4 1)Bs| By + (m + 1)| Bs| By

2m2<|BQ m—|—1 BQ} _|_B1 m+ ))7 daca ’B2| > Bl

Observatia 3.3.5. [/1] Rezultatele Corolarului 3.3.4 sunt obfinute luand X = 1 in
Teorema 5 in [134].

In cele ce urmeazi vom prezenta o solutie pentru problema Fekete-Szeg6 pentru
functiile din clasa S, (A, ¢).

Teorema 3.3.2. [41] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinand clasei S,,, (X, ¢).
De asemenea fie § € R. Atunci
B
ﬁ pentru0<}h }<26
|agmi1 — dal, 4| < | 1 | ’ (3.14)

2B1|h(d)], pentru |h(6)| > 3171
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unde
Bf(m +1—26)

2[(B(m +1) — 2ay) B} — 202B,|’
a=m+2X*m? — dm? — 4\% + 4,

h(s) =

B =2(m + 4X*m? — 22m? — 2)% 4+ 2)) #£ 0,
= (2Xx=1)((m+2)x—1).
Luand m =1 in Teorema 3.3.2, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 3.3.5. [41] Fie functia f(z), data prin (3.7), in clasa Sy(X, ¢). De aseme-
nea, fie 0 € R. Atunci

B 1
_ pentru 0 < |h(0)] < ——5——
’a?) B &L;l < 2(2\2 4+ 1) 41(2>\2 +1) 7
unde 215

2[(120% — 283 4+ 15XA2 + 20 + 1) B? — (143X — 2A2)2B,|

Luand 6 = 1, respectiv 6 = 0 in Teorema 3.3.2, avem urmatoarele corolarii:

Corolarul 3.3.6. [/1] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinind clasei S,,, (X, ¢).

Atunct

B
‘Fll, pentru 0 < ‘h ‘ < = QW
Agmi1 — Qpygy| < 1 ’
2B1|h(1) pentru |h(1)] > 53]
unde B2(m - 1)
1

A1) = 2[(B(m +1) — 2a7) B} — 20%By]’
a=m+2X2m? — dm? — 4\% + 4\,
B =2(m+4X*m* — 2xm* — 20 + 2X) # 0,
= (2 =1)((m+2)A —1).

Corolarul 3.3.7. [41] Fie functia f(2), data de (3.7), apartinand clasei S,,, (X, ¢).
Atunci

| g | <
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( B,

mv
pentru % € <_ o0: _(m+ 1)(@@; B) + 2047) ¥ ((m + 1)(|52|Oj2r 3) — 20(7; +OO>

B}(m+1)
|(B(m + 1) — 2a7) B} — 2a2B,|’

+ 1)(|18] = B) + 2oy f(m+1)—2
pentr 25 _(m ><|2\a2 )+ 207 flm : a) oy
<6<m+ 1) =207 (m+1)(|5] +5) - M)

202 ’ 2002

\
unde

a=m+2X*m? — dm? — 4\* + 4,
B =2(m+ 4 *m? — 22m? — 2)\% + 2)\) #£ 0,
v=02x=1)((m+2)A—-1).
Luand A = 0 in Teorema 3.3.2, obtinem urmatorul corolar:

Corolarul 3.3.8. [}1] Fie functia f(z), data prin (3.7), in clasa My ,(0,¢). De

asemenea fie ) € R. Atunci

B, )
|azmi1 — dag, 4| < om’ pentru 0 < \h(é)}1< T
2B |h(6)], pentru |h(3)| > -

unde
B B%(m—i— 1 —20)

h(6) = :
O = (B2~ By)
Observatia 3.3.6. [41] Rezultatul Corolarului 3.3.8 este obtinut luand A = 0 in
Teorema 6 in [134).

Luand A = %, Teorema 3.3.2 se reduce la rezultatul corespondent al lui Huo Tang
et al. [134].

Corolarul 3.3.9. [134, Th. 2, p. 1070] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinand
clasei Hom(¢). De asemenea fie § € R. Atunci

By 1
‘az = bal } < 2m + 1’ pentru 0 < ‘h(é)‘ < 2(2m +1)
m m+1| = )

unde
Bi(m +1—24)

h(5> = 2(m + 1) [(Qm + 1)3% — 2(m + 1)B2} .
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Luand A =1 in Teorema 3.3.2, obtinem urmatorul corolar:

Corolarul 3.3.10. [}1] Fie functia f(z), data de (3.7), apartinind clasei Mg (1, ¢).
De asemenea fie 6 € R. Atunci

B, 1
— tru 0 < |h(0)| < —5——
2 2m(2m + 1)’ pentru 0 < [h(9)] Am(2m + 1)
‘a2m+1 - 5am+1| < 1 ’

unde

- B2(m +1 — 20)
ho) = 4m?(m + 1)[B — (m + 1)Bs]

Observatia 3.3.7. [/1] Rezultatul Corolarului 3.3.10 este obtinut luind A\ = 1 in
Teorema 6 in [134].

3.4 Determinantul Hankel de ordinul doi pentru
functii gama-stelate de ordin alfa

Determinantul Hankel de ordin ¢ pentru f € A, q > 1,n > 1 este definit prin

An  Apt1 o0 Qpyg—
Hq(n) _ an+1 an'+2 an.—i-q
Untg—1 Ontq " Qnt2¢-2
Consideram
Hy(2) = 9“9 gay — a3.
as ay

Exista multe articole care contin rezultate de delimitari pentru Hs(2) pentru diferite
clase de functii analitice (v. de exemplu [25,52,53,72,76,82,112,123,135,147]).

Pentru a demonstra teorema urmatoare, folosim metoda utilizata in [53].

Teorema 3.4.1. [40] Fie f € L,(a),0 <~y <1,0<a<1, deforma (1.1). Atunci

»(2), dacay € [0, €] si v = h(y)
, sau~y € (0,€) sia € [0,h(7))
Aoy — CL3‘ < sau % >4 ’ (315>
¢< %), in caz contrar
\

unde
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. _ (1—)?(Ap*+Bp*+0)
¢ : [07 2] - Rﬂﬂ(p) - 144(1+7)4(f+27)12)(1+37)’

A=18]=3(1+7)*BA+7)(T*+4y+1) +2(1 — a)y(—=7y* + 8y + 11)),
S =(1—a)*(37y° + 2571 — 4593 — 36192 — 220y — 12)

+6(1 — a)(1+7)*7(=T7* + 8y +11) + 3(1 +7)*(T7* + 4y + 1),

B = 24y(1+7)2((1 — )(=7% + 8y + 11) + 6v(1 + 7)),

C'=144(1 + 7)*(1 + 3),

€ ~ 0.01471 este o solutie a ecuatiei —37v* — 2537 — 6032 — 263y + 4 = 0,

- 5754—1174—7573+181'y2+1547+12—4('y+1)(2’y+1)\/3(’y+1)(—775—2574+19072+55’y+3)
- —37~5—257y4+45v3 436172 +220y+12 :

h:[0,1) = R, h(7)

Luand v = 0 in Teorema 3.4.1, avem urmatorul rezultat obtinut in [25,72,76].
Corolarul 3.4.1. [40] Fie f € §*(a),0 < o < 1, de forma (1.1). Atunci
‘a2a4 — a§| < (1—-a)
Luand v = 0 si @ = 0 in Teorema 3.4.1, avem urmatorul rezultat obtinut in [53].
Corolarul 3.4.2. [40] Fie f € §*, de forma (1.1). Atunci
‘a2a4 — a§| <1.
Luand v = 1 in Teorema 3.4.1, avem urmatorul rezultat obtinut in [72].

Corolarul 3.4.3. [{0] Fie f € K(a),0 < a < 1, de forma (1.1). Atunci

, 36 — 36 + 1702

—a3l < (1- :
o204 = ag] < (1 - 0) 144(2 = 2a + a2)

Luand v =1 si @« = 0 in Teorema 3.4.1, avem urmatorul rezultat obtinut in [53].

Corolarul 3.4.4. [40] Fie f € IC, de forma (1.1). Atunci

1
‘a2a4 — a§| < g

Luand a = 0 in Teorema 3.4.1, avem urmatorul rezultat.

74



Corolarul 3.4.5. [40] Fie f € L,,0 <~y <1, de forma (1.1). Atunci

|asay — a3 <

3(14+7)% (=2 +14y+11)
3774 125373 160372126374

(1672 +8073 42572 4+142v+9)(1—)
9(1+7)* (1427)2(1437) )

daca 0 < v < € sau > 1

112+5+768~4 4223673 +1700724372y—4
(1427)2(1+37) (3772425373 +60372+263y—4) ?

unde € ~ 0.01471 este o solutie a ecuatiei —37y* — 2537® — 6037? — 263y + 4 = 0.

in caz contrar
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Capitolul 4

Asupra unei clase de functii
analitice cu argument variabil
definita de convolutia operatorilor
Salagean si Ruscheweyh

In acest capitol, este definit un nou operator obtinut prin convolutia operatoru-
lui Salagean D™ si operatorului Ruscheweyh R"™ si este introdusa o clasa de functii
analitice cu argument variabil definita de acest operator. Sunt de asemenea studiate

proprietatile imaginii acestei clase prin operatorul Bernardi.

Definitia 4.1. [106] Fie n € N. Notam cu DR" operatorul exprimat prin produsul
Hadamard (convolutia) operatorilor Salagean D™ gi Ruscheweyh R"™, DR" : A — A,

z
1—=2

DR”f(z):D”( )*R"f(z), zeu.

Observatia 4.1. [106] Daca f € A si f(z) = z + Zakzk, atunci
k=2

E™ ( k—l
DR"f _Z+Z n—|— )akzk, zeU.

Definitia 4.2. [106] Pentru A > 0;—1 < A < B < 1;0 < B < 1;n € N fie
P(n, A\, A, B) subclasa functiilor A care contine functii f de forma (1.1) astfel incat

1+ Az

(1 =N (DR"f(2)) + M(DR" f(2)) < T B

Definitia 4.3. [121] O functie f de forma (1.1) se spune ca apartine clasei V(0y)
daca f € A si arg(ar) = 0 Yk > 2. Daca 35 € R astfel incat 0, + (k — 1)0 =
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m(mod 27),Vk > 2 atunci se spune ca f apartine clasei V (0g,0). Reuniunea tuturor
multimilor V (0y,d) in raport cu toate sirurile posibile {0y} si toate numerele reale

posibile § este notata cu V.
Se noteaza cu V P(n, A\, A, B) subclasa lui V unde f(z) € P(n,\, A, B).

Teorema 4.1. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei V. Atunci
f(z) e VP(n,\ A, B), daca si numai daca

[e.9]

T(f)=>_ k"'Cy (14 B)lay| < B — A, (4.1)
k=2
unde (k1)
Ch=[n+1+A(k—1)(n+k+1) (nil)!(k—i)!'

Functuiile extremale sunt:

B-A
k10, (1 + B)

ek k> 2.

f(z)=z+

Corolarul 4.1. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei VP(n, X\, A, B).

Atunct
B—-—A
k> 9.

< b
= o, (14 B) - ©

Rezultatul (4.1) este exact pentru functiile

|a|

B-A
k10, (1 + B)

ek k> 2.

f(z)=z+

Teorema 4.2. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei VP(n,\, A, B).
Atunci
B—-A
9710, (1 + B)

B-A E

2 < <
2 < I1FG) < 1 g g

||

Rezultatul este exact.

Corolarul 4.2. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei VP(n, X\, A, B).
B-A
Atunci f(z) € U(0,71), unde r; =1+

2710y (1+ B)
Teorema 4.3. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei VP(n, \, A, B).

Atunct
B—A B—A

1—— 22 <If) <1+ —2"2 .
ey A SRS e

Rezultatul este exact.
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Corolarul 4.3. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei VP(n, X\, A, B).
B-A
Atunci f'(z) €e U(0,rq), unde 1y = 1 +

2nCy (1 + B)’

Teorema 4.4. [106] Fie functia f de forma (1.1), care apartine clasei VP(n,\, A, B),

cu arg(ag) = Ok, unde Oy = m,Yk > 2 . Definim

filz) =2

§1 y

B — k
Tez) == - g, 1+B)"

Atunci f(z) € VP(n,\, A, B) daca si numai daca f(z) poate fi exprimata prin

k>2zel.

F(2) = pfe(z), unde iy >0 5i > = 1.
k=1

k=1

Corolarul 4.4. [106] Fie VP.(n,\,A,B) = VP(n,\, A, B)NV(x,0). Punctele ex-
treme ale lui V Pr(n, \, A, B) sunt

B B-A J

kiCy(1+ B)”

fi(z) =2 si filz) == k>2 zel.

Daca combinam teorema 4.4 cu teorema 5 a lui Silverman din [121] obtinem

urmatorul corolar:

Corolarul 4.5. [106] Invelitoarea convexd si inchisd a clasei VP(n,\, A, B) este

cl coVP(n,\ A, B) = {f If € A, Zk"+1C’k(1+B)|ak| §B—A}.

k=2
Punctele extreme ale lui cl co VP(n,\, A, B) sunt
n B-A
z
k»t1Cy (1 + B)
Teorema 4.5. [106] Daca f € VP(n,\,2a—1, B), atunci L.f € VP(n,\,26—1, B),

unde

E(cl co VP(n,\,A,B)) = { &EF el =1, k> 2} .

525(@)=B+12(tia2()c+1) >a

Rezultatul este exact.
Teorema 4.6. [106] Daca f € VP(n,\, A, B), atunci L.f € VP(n,\, A*, B), unde

B+ A(c+1)
N c+2

A* > A.

Rezultatul este exact.
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Teorema 4.7. [106] Daca f € VP(n,\, A, B), atunci L.f € VP(n,\, A, B¥),unde

., AQQ+B)(c+2)+(B-A)(c+1)
B = B ery—B-A s 7

Rezultatul este exact.
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Concluzii si directii viitoare de
cercetare

In prezenta teza sunt studiate clase de functii analitice, meromorfe, respectiv

bi-univalente, unele dintre ele fiind definite cu ajutorul unor operatori. Sunt obtinute

si rezultate referitoare la subordonari diferentiale.

In cele ce urmeaza vom prezenta directii viitoare de cercetare care pot fi abordate

pentru a extinde rezultatele originale din teza, respectiv pentru a obtine altele noi.

S-ar putea obtine rezultate de felul urmator:

diverse rezultate folosind operatorul din paragraful 2.1 pentru clase de functii

cu coeficienti negativi;
mai multe rezultate cu ajutorul operatorilor din paragrafele 2.2 gi 2.5;

relatii de incluziune a functiilor analitice asociate seriilor de distributie Poisson,

asemanatoare celor din paragraful 2.4, folosind alti operatori diferentiali;

alte subordonari diferentiale implicand mediile pitagoreice;
De exemplu in lucrarea [73] autorii au extins rezultatele din [35] (paragraful 3.1

din prezenta teza).

estimari ale coeficientilor si inegalitati Fekete-Szegé pentru diverse clase de
functii m-simetrice, bi-univalente sau asociate polinoamelor Chebyshev;

Pot fi de asemenea extinse rezultatele din paragrafele 3.2 si 3.3. Autorii din
lucrarile [54], [124] au extins rezultatele din [132] (paragraful 3.2 din prezenta

teza).

estimari ale determinantului Hankel de ordinul doi pentru diferite clase de

functii definite prin subordonare.

Un alt domeniu in care pot fi obtinute rezultate interesante este cel al functiilor univa-

lente armonice, respectiv meromorfe armonice. Pot fi definite clase de functii armonice

cu ajutorul operatorilor folositi in teza si se pot studia proprietati ale acestora.
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