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Introducere

Teoria functiilor univalente reprezintd o parte importanta a analizei complexe, fiind una dintre
cele mai atractive directii din teoria geometricd a functiilor de o variabild complexd. Lucrarea
Iui Koebe (1907) joacd un rol important 1n teoria functiilor univalente, contindnd o teoremd de
acoperire pentru clasa S a functiilor normate i univalente pe discul unitate U al planului complex.
In 1914 Gronwall a obtinut Teorema ariei. Utilizdnd aceastd teoremd, Bieberbach [6] a demonstrat
in 1916 estimarea exactd a coeficientului ay pentru functiile din clasa S, adici |as| < 2. De
asemenea, Bieberbach [6] a formulat bine cunoscuta conjecturd: Dacd f € S si f(z) = z +
Yoo anz™, z € U, atunci |a,| < n, n > 2. Egalitatea |ay| = n, pentru n > 2, are loc dacd si
numai dacd f este o rotatie a functiei Koebe. Pana atunci au fost obtinute multe rezultate partiale
si au fost formulate si alte conjecturi fundamentale pentru a demonstra conjectura lui Bieberbach.
Primul pas important in aceastd directie a fost facut de Loewner [66] Tn 1923, care a demonstrat
cé |ag| < 3. In 1936 Robertson a propus o conjecturd mai puternica referitoare la functiile impare
din clasa S. in continuare, mentionim conjectura lui Millin care implici conjectura lui Robertson,
care conduce mai apoi la conjectura lui Bieberbach. In final, conjectura lui Bieberbach a fost
solutionata cu succes de L. de Branges [8] in 1985, utilizdnd metoda lui Loewner si citeva rezultate
fundamentale din teoria functiilor speciale.

Henry Shelby Hele-Shaw (1854-1941) a definit celula Hele-Shaw sub forma unui instrument
de investigare pentru studiul miscdrii unui fluid vascos incompresibil intre doud plici paralele
transparente situate la o distanta suficient de mica. Studiul lui Hele-Shaw a fost continuat de P. Ya.
Polubarinova-Kochina [87] si L.A. Galin [34]. Ei au realizat o formulare conforma a problemei
Hele-Shaw in absenta tensiunii de suprafata, aplicand Teorema lui Riemann (a se vedea Teorema
1.1.6) dintr-un domeniu canonic (in general discul unitate) intr-un domeniu fazi. Alte contributii
importante in domeniul migcdrii de tip Hele-Shaw au fost obtinute de Yu. P. Vinogradov si P.
Kufarev (a se vedea [38]) care au demonstrat existenta si unicitatea ecuatiei Polubarinova-Galin.
O abordare interesantd a fost realizatd de M. Reissig si L. von Wolfersdorf [95] in 1993. Saffman
si Taylor [99] au formulat in 1958 prima solutie stabild exactd a problemei slab definite.

Problema Hele-Shaw are aplicatii multiple in diferite domenii ale stiintelor naturii si inginerie,
precum: fizica, stiinta materialelor, medicind, biologie, etc. De exemplu, problema Hele-Shaw
reprezintd un model matematic pentru anumite situatii fizice, precum: cresterea tumorilor care au
structura unui mediu poros, distilarea uleiurilor, fabricarea sticlei.

Teoria functiilor univalente reprezintd un instrument puternic in studiul diverselor probleme
referitoare la evolutia n timp a frontierei libere a unui fluid vascos pentru miscari plane in celule
de tip Hele-Shaw, in cazul injectiei. Mentiondm ca evolutia in timp a domeniilor stelate, in absenta
tensiunii de suprafatd, a fost studiatd de Hohlov, Prokhorov gi Vasil’ev [42]. Cazul in care tensiunea
de suprafata este diferitd de zero riméne de asemenea valabil si poate fi consultat in [114] (a se
vedea si [92]). Gustafsson, Prokhorov si Vasil’ev [37] au demonstrat cd 1n absenta tensiunii de
suprafatd, momentul "blow-up" (momentul "exploziei") pentru domeniile stelate este co. Cazul
functiilor tare stelate de ordinul « € (0, 1], in absenta tensiunii de suprafatd, a fost studiat de
Gustafsson, Prokhorov si Vasil’ev [37], iar cazul 1n care tensiunea de suprafatd nu este zero a fost
studiat in [114] (a se vedea si [38]). In plus, V. M. Entov si P.I. Etingov [24] au obtinut invarianta in
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timp a unor proprietati geometrice cu frontierd liberd pentru cazul exterior (domenii nemadrginite
cu complementul médrginit). Ei au demonstrat cad in absenta tensiunii de suprafatd, dacad domeniul
initial are un complement convex, atunci familia domeniilor ocupate de fluid la diferite momente
de timp are aceeasi proprietate, atat timp cat problema Hele-Shaw exista (a se vedea si [38]).

Aceasta tezd este structuratd pe doud parti. Scopul principal al primei parti este de a prezenta
aplicatii ale teoriei functiilor univalente in studiul unor probleme Hele-Shaw referitoare la invari-
anta in timp a unor proprietiti geometrice cu frontiere libere, in ambele cazuri, cind tensiunea de
suprafat este zero, respectiv diferitd de zero. A doua parte a tezei trateaza aplicatii ale teoriei po-
tentialului pentru sisteme Stokes si Brinkman 1n studiul problemelor cu valori pe frontierd asociate
pe domenii Lipschitz din spatiul Euclidian sau de pe varietdti Riemanniene compacte, cu datele pe
frontiera in spatii LP sau Sobolev.

Partea I se refera la functiile univalente si problemele Hele-Shaw.

e Capitolul 1 prezintd definifii, notiuni si rezultate fundamentale referitoare la functiile univa-
lente si problemele Hele-Shaw, care vor fi folosite in capitolele urmatoare. Toate rezultatele
din acest capitol sunt prezentate fard demonstratii. Prima sectiune contine idei de baza si re-
zultate din teoria functiilor univalente, iar a doua sectiune trateaz studiul unor subclase de
functii univalente pe discul unitate. Multe dintre aceste subclase contin caracterizari anali-
tice i geometrice. De asemenea, sunt prezentate diferite clase de functii univalente pe discul
unitate: subclasa S a functiilor normate si univalente, subclasa S* a lui .S’ a functiilor stelate
in raport cu originea, subclasa K a lui S formatd din functiile convexe, etc. Acest capitol
nu contine rezultate originale. Totusi, mentiondm ca notiunea de ®-likeness pe exteriorul
discului unitate a fost introdusa recent de P. Curt si D. Fericean [15] (a se vedea Defini-
tia 1.2.28). De asemenea, notiunea de tare ®-likeness de ordinul a a fost introdusa de P.
Curt, D. Fericean si T. Grosan [16] (a se vedea Definitia 1.2.29). In a treia sectiune prezen-
tdm una dintre cele mai importante tehnici din teoria functiilor univalente, bazata pe lanturi
Loewner si ecuatia diferentiala Loewner. Ultima sectiune trateaza problema Hele-Shaw, ca-
teva aplicatii practice ale modelului Hele-Shaw 1n diferite domenii ale stiintei si ingineriei,
precum si ecuatia Polubarinova-Galin pentru ambele cazuri ale domeniilor marginite gi ale
celor nemarginite cu complementul mérginit, In prezenta si in absenta tensiunii de suprafata.
Mentiondm cd ecuatia Polubarinova-Galin este analogul ecuatiei diferentiale Loewner.

e Capitolul 2 contine rezultate originale obtinute n [15], [16] si [27], referitoare la invarianta
in timp a proprietatilor de ®-likeness si tare ®-likeness de ordinul o € (0, 1], in cazul
domeniilor mérginite, precum si cazul domeniilor nemérginite cu complementul mérginit.
Prezentdm ambele modele, cind tensiunea de suprafatd este zero, respectiv diferitd de zero.
Rezultatele prezentate In acest capitol generalizeaza diferite rezultate datorate lui Hohlov,
Prokhorov si Vasil’ev [42], Vasil’ev si Markina [114], Vasil’ev [112], [113], Gustafsson si
Vasil’ev [38], Kornev si Vasil’ev [62].

Prima sectiune a acestui capitol are la bazd rezultatele originale datorate lui P. Curt si D.
Fericean [15], care se referd la evolutia in timp a frontierei unui fluid in problema Hele-
Shaw. Aplicand metode din teoria functiilor univalente, demonstram invarianta in timp a
proprietatii de ®-likeness (o proprietate geometrica ce include stelaritatea si spiralitatea).
Principalele rezultate prezentate in Sectiunea 2.1 sunt Teorema 2.1.1, Corolarul 2.1.2, Teo-
rema 2.1.4, Corolarul 2.1.7, Teorema 2.1.8. Mentionam cd Teorema 2.1.1 este o generalizare
a Teoremei 1, [42] (a se vedea si Teorema 1.4.3) la cazul functiilor ®-like, presupunénd ab-
senta tensiunii de suprafatd. Teorema 2.1.4 este o generalizare a Teoremei 1, [114] (a se
vedea si Teorema 1.4.4) la cazul functiilor ®-like, presupunind existenta tensiunii de supra-
fata. in plus, Teorema 2.1.8 este o generalizare a Teoremei 3 [113], iar Teorema 2.1.10 este
o generalizare a Teoremei 3.1, [114] (a se vedea si Teorema 1.4.4).
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Sectiunea 2.2 contine rezultate originale obtinute de D. Fericean [27], respectiv P. Curt,
D. Fericean si T. Grosan [16]. Demonstram ca proprietatea de tare ®-likeness de ordinul
a € (0,1] (o proprietate geometrici care include stelaritatea de ordinul « i respectiv tare
spiralitatea de ordinul o) rdméne invariantd in timp in doud cazuri: problema interioara
si problema exterioard, in absenta tensiunii de suprafatd (a se vedea [16]). Cazul in care
tensiune de suprafatd este diferitd de zero, dar suficient de mici, este de asemenea tratat
in Sectiunea 2.2 (a se vedea [27]). Principalele rezultate prezentate in Sectiunea 2.2 sunt
Teorema 2.2.1, Corollarul 2.2.3, Teorema 2.2.4, Corolarul 2.2.6, Teorema 2.2.8 si Teorema
2.2.10.

Sectiunea 2.3 a acestui capitol contine rezultate referitoare la evolutia in timp a unui do-
meniu fluid In absenta tensiunii de suprafatd. Exemplele se referd la solutia frontierei libere
in cazul injectiei, considerand polinoame de gradul 4 si 5. De asemenea prezentdm cateva
rezultate numerice 1n cazul acestor polinoame, obtinute utilizand programele Matlab si Ma-
thematica. Mentiondm ca Polubarinova-Kochina [87] si Galin [34] au considerat cazul po-
linomului de gradul 2. Ei au obtinut solutia problemei cu frontiera liberd in cazul suctiunii.
Cazul polinomului de gradul 3 a fost studiat de Huntingford [45]. Cazul polinoamelor de
gradul 4 a fost studiat 1n [16], iar a polionoamelor de gradul 5 in [27]. Se obtin rezultate
numerice in cazul injectiei pentru domenii stelate si convexe (a se vedea [16] si [27]).

Tehnicile de teoria potentialului au fost utilizate cu succes In analiza problemelor cu valori
pe frontiera pentru ecuatii eliptice pe domenii Lipschitz. Printre contributiile valoaroase din acest
domeniu mentiondm acelea referitoare la ecuatiile Stokes si Brinkman. Fabes, Kenig si Verchota
[26] au utilizat metode de teoria potentialului pentru a trata problema L?-Dirichlet pentru sistemul
Stokes pe domenii Lipschitz in R™, n > 3. Fischer, Hsiao si Wendland [32] au utilizat metode
de perturbatie singulare si metode de teoria potentialului pentru a studia probleme care privesc
migscari fluide exterioare tridimensionale lente ale fluidelor vascoase. Russo [98] s-a referit la pro-
blema cu valori pe frontierd asociata sistemului Stokes pe domenii Lipschitz din spatiul Euclidian
si in diverse spatii de functii. Mitrea si Wright [79] au utilizat teoria potentialului pentru a demon-
stra rezultate de existentd, unicitate si dependenta de date pentru probleme cu valori pe frontierd
(probleme de tip Dirichlet, Neumann, Regularitate si transmisie) asociate sistemului Stokes pe do-
menii Lipschitz din spatiul Euclidian si cu datele pe frontierd 1n diferite spatii de functii precum
spatii Hardy, Sobolev si Besov. Kohr, Lanza De Cristoforis si Wendland [54] au utilizat o analizd a
teoriei potentialului si teoria gradului Leray-Schauder pentru a demonstra un rezultat de existentd
pentru o problema neliniard de tip Neumann transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman pe
domenii Lipschitz marginite in R", n > 2, cu datele pe frontierd 1n spatii L”, Sobolev sau Besov.

Diverse probleme cu valori pe frontierd pentru operatori eliptici pe domenii netede sau chiar
Lipschitz de pe varietiti Riemanniene compacte au fost studiate utilizand teoria potentialului. Mi-
trea, Mitrea si Qiang Shi [73] au ardtat existenta, unicitatea i dependenta de date a solutiilor
problemelelor de transmisie pentru ecuatia Laplace-Beltrami pe domenii Lipschitz de pe varietéti
Riemanniene compacte. Recent, Hofmann, Mitrea si Taylor [41] au studiat probleme eliptice cu
valori pe frontiera pe clasa domeniilor NTA (in sensul lui Jerison si Kenig [46]) cu frontiere re-
gulate Ahlfors si oscilatii mici ale normalei, in spatiul Euclidian, dar si pe varietdti Riemanniene
compacte, utilizind metode ale teoriei potentialului. Kohr, Pintea si Wendland [57] au dezvoltat
o analizd a teoriei potentialului pentru anumifi operatori matriciali pseudodiferentiali pe dome-
nii Lipschitz de pe varietiti Riemanniene compacte si au utilizat aceastd analizd pentru a trata
probleme cu valori pe frontierd corespunzitoare.

Partea II contine patru capitole (Capitolele 3-6) si trateazd aplicatii ale teoriei potentialului
in studiul problemelor cu valori pe frontierd pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii
Lipschitz din spatiul Euclidian sau de pe varietdfi Riemanniene compacte, cu datele pe frontierd
in spatii LP sau Sobolev.
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e Capitolul 3 prezinta definitii, notiuni si rezultate care vor fi folosite 1n elaborarea capitole-

lor urmatoare, si are la baza principalele proprietdti ale operatorilor potentiali de simplu si
dublu strat asociati ecuatiilor Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz din spatiul Euclidian
sau de pe varietdti Riemanniene compacte. Acest capitol nu contine rezultate originale ale
autoarei acestei teze. Sectiunea 3.1 contine definitia unui domeniu Lipschitz in R™ si spatii
Sobolev asociate domeniilor Lipschitz in R™. Aceste spatii joacd un rol semnificativ pe tot
parcursul acestei teze. in plus, aceasti sectiune prezinti operatorul urmi si operatorul de de-
rivare conormald asociat sistemelor Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz n R", precum
si formulele Green corespunzatoare. Mentiondm cad ecuatia Stokes este o forma liniard a ecu-
atiei Navier-Stokes si descrie miscarea unui fluid viscos incompresibil la numere Reynolds
neglijabile (pentru mai multe detalii ne referim la [59]). De asemenea, ecuatia Brinkman
descrie miscarea unui fluid viscos incompresibil intr-un mediu poros, avand forma simi-
lard cu cea a ecuatiei Stokes, exceptind un termen de ordinul zero. Sectiunea 3.2 incepe
cu definitia operatorului compact si proprietatile lui. Aceasta sectiune reprezinta o introdu-
cere in teoria a operatorilor pseudodiferentiali pe R™, cu o atentie speciald pentru operatorii
eliptici si sistemele eliptice in sens Agmon-Douglis-Nirenberg pe R™. In Sectiunea 3.3 des-
criem clasa operatorilor pseudodiferentiali pe varietdti Riemanniene compacte si proprietiti
fundamentale ale acestor operatori. Ne referim de asemenea la operatori pseudodiferentiali
eliptici si sisteme eliptice in sens Agmon-Douglis-Nirenberg pe varietiti Riemanniene com-
pacte. A patra sectiune este dedicatd operatorilor Fredholm si proprietdtilor fundamentale
ale acestora pe spatii Banach, iar Sectiunea 3.5 contine rezultate importante din teoria po-
tentialului pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R", n > 2. Unul
dintre acestea se referd la proprietatea de compactitate a operatorilor complementari asoci-
ati. Acesta a fost obtinut de Kohr, Lanza de Cristoforis si Wendland 1n [54]. De asemenea,
prezentam rezultate de inversabilitate a unor operatori din teoria potentialului pentru siste-
mul Stokes pe domenii Lipschitz in R™, obtinute de Mitrea si Wright [79]. In ultima sectiune
prezentam proprietdfi din teoria potentialului pentru operatorii pseudodiferentiali Brinkman
pe domenii Lipschitz de pe varietdti Riemanniene compacte.

Capitolul 4 contine rezultate originale ale autoarei acestei teze referitoare la studiul pro-
blemelor cu valori pe frontierd de tip Dirichlet-transmisie pentru ecuatiile Stokes si Brink-
man pe domenii Lipschitz in R", n > 3, cu datele pe frontierd din spatii LP sau Sobolev.
Aceste rezultate au fost obtinute recent de D. Fericean si W.L. Wendland [31]. Acest capitol
este structurat pe patru sectiuni.

In prima sectiune formulim problema Dirichlet-transmisie (4.1.1), iar in cea de-a doua sec-
tiune prezentdm rezultatul de unicitate pentru aceasti problemi. In sectiunea urmitoare ob-
tinem un rezultat de existentd pentru problema Dirichlet transmisie. Pentru a demonstra
acest rezultat utilizdm teoria potentialului pentru ecuatiile Stokes si Brinkman, deci o me-
todi a aceastei teorii, care reduce problema la o ecuatie matriciali unic rezolvabila. In ultima
sectiune analizdm doud cazuri speciale. Primul caz se referd la o miscare exterioard tridi-
mensionald de tip Stokes in prezenta un corp poros care contine un obstacol solid, cand per-
meabilitatea corespunzdtoare este mare. De asemenea, se obtin rezultate asimptotice pentru
campul viteza al migcdrii fluide 1n interiorul corpului poros, precum si pentru forta exerci-
tatd asupra corpului poros. Al doilea caz se referd la o miscare similard de tip Stokes, dar n
ipoteza permeabilitdtii mici a mediului poros. Noutatea studiului nostru este data de faptul
cd conditiile de transmisie in (4.1.1) sunt exprimate in termenii unui parametru . € (0, 1],
iar datele pe frontierd sunt alese in diverse spatii de functii, precum spatiile Sobolev sau
LP, cu p intr-o vecindtate a lui 2. Pentru n = 3 si p = 1, aceastd problemd cu valori pe
frontiera descrie o migcare exterioard de tip Stokes peste o particuld poroasd care contine un
corp solid, toate domeniile implicate fiind Lipschitz. O problema similara, dar intr-o situatie
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mai particulard a fost analizatd in [103]. Principalele rezultate prezentate in acest capitol
sunt Teorema 4.2.1, care prezintd unicitatea solutiei pentru problema Dirichlet transmisie
(4.1.1), Teorema 4.3.1 si Teorema 4.3.2, care prezintd rezultatul de existentd pentru pro-
blema Dirichlet transmisie in spatii Sobolev sau LP, in fiecare din cazurile p € (0,1) si
u = 1, precum si rezultate de existentd si unicitate pentru probleme cu valori pe frontierd
care apar in analiza asimptoticd a unor cazuri speciale prezentate in Sectiunea 4.4.

Problemele de transmisie pentru operatorii pseudodiferentiali Brinkman pe domenii Lipschitz
de pe varietifi Riemanniene compacte au fost studiate de Kohr, Pintea si Wendland [57], utilizand
teoria potentialului. Russo si Tartaglione [97] au analizat problema Robin pentru ecuatiile Navier-
Stokes intr-un domeniu exterior 2 C R? de clasi C'. Ei au aritat ci daci datele pe frontierd
apartin spatiului L4(0%2), ¢ > %, atunci problema are o solutie care converge la un vector constant
la infinit si ia valorile mentionate pe frontiera J€) in sensul convergentei netangentiale. Angot [4]
a utilizat o analiza asimptoticd pentru a demonstra cd problema Stokes/Brinkman cu conditii de
interfatd de tip Ochoa-Tapya si Whitaker, care descrie migcarea unui fluid vascos in prezenta unui
mediu poros, este bine pusi. Alazmi si Vafai [3] au analizat diferite tipuri de conditii de interfatad
dintre un mediu poros si unul fluid, incluzand conditii de tip Ochoa-Tapya si Whitaker (5.0.1).

e Capitolul 5 este dedicat studiului unor probleme cu valori pe frontierd de tip Robin-
transmisie pentru sisteme Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R™, n > 3, cand
datele pe frontiera apartin unor spatii Sobolev sau L”. Acest capitol se bazeaza pe rezulta-
tele originale obtinute de D. Fericean et al. in [30], [29] si este structurat in doud sectiuni.
In prima sectiune utilizim o metodi de teoria potentialului pentru a demonstra rezultatul de
existentd pentru o problema cu valori pe frontierd de tip Robin-transmisie pentru sistemele
Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz Euclidiene, cu date pe frontiera in spatii Sobolev
sau LP. Problema este formulati in trei domenii Lipschitz adiacente, cu conditii la infinit si
conditii de transmisie pe interfata dintre domenii. Una dintre ele este o conditie de tip Robin-
transmisie si este formulatd in termenii unui operator matricial de multiplicare nenegativ P
cu coeficienti din L°°. Importanta studiului nostru este datd de faptul cd pentru a anumitd
alegere a acestui operator obtinem conditiile de salt pe interfatd (5.1.13) datorate lui Ochoa-
Tapia si Whitaker [84], [85]. Acestea sunt conditiile fizice relevante de transmisie care apar
pe interfata dintre un mediu fluid si un mediu poros, cAnd miscarea in mediul poros este
guvernati de ecuatia Brinkman (pentru detalii, a se vedea, de exemplu, [90]). Intr-adevir,
ca un caz particular, consideram problema cu valori pe frontierd care descrie o miscare de
tip Stokes a unui fluid vascos incompresibil peste doud sfere poroase, una dintre ele fiind
incorporatd 1n cealaltd, cAnd conditiile de salt (5.1.13) sunt impuse la interfata dintre mediul
fluid si cel poros. Solutia acestei probleme este determinata explicit impreund cu liniile de
curent ale miscarii. Principalele rezultate din in Sectiunea 5.1 sunt incluse Tn Teorema 5.1.1,
care mentioneazd existenta solutiei problemei de interfatd de tip Robin-transmisie (5.1.2),
cand datele de pe frontierd apartin spatiului Sobolev X, datin (5.1.3), si Teorema 5.1.2, care
precizeazd existenta solutiei problemei de interfata (5.1.9), cind datele pe frontierd apartin

spatiului X,., dat de (5.1.8), unde p € (max {1, 251"_:11) — 5} , 2+ s), n > 3, pentru un
anumit parametru £ > 0.

A doua sectiune a acestui capitol se referd la analiza printr-o metoda din teoria potentialului
a unei probleme cu valori pe frontiera, cu conditii de tip Dirichlet si Robin - transmisie,
pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R”, n > 3. In particular,
considerdm migcarea exterioara de tip Stokes a unui fluid vascos incompresibil 1n prezenta
unei sfere poroase care contine un corp solid In interior, cAnd conditiile de salt ale lui Ochoa-
Tapia si Whitaker [84], [85] sunt impuse la interfata dintre mediul fluid-poros.

Analiza problemelor cu valori pe frontierd pentru ecuatiile Stokes si Brinkman pe varietdti au
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un rol important, datoritd numeroaselor aplicatii practice ale acestor probleme. Printre contributii
valoroase in acest domeniu mentionam faptul cd Ebin si Marsden [23] au studiat miscérile fluide
pe suprafete, Temam si Ziane [109] au analizat ecuatiile Navier-Stokes pe domenii sferice subtiri.
Analiza problemelor cu valori pe frontierd pe suprafete compacte, in particular pe sfera G2, este
motivata de miscdrile fluide vascose incompresibile prin solul poros sau prin roci poroase de pe
Padmant. Kohr, Pintea si Wendland [56], [57] au utilizat metode ale teoriei potentialului in studiul
unor probleme cu valori pe frontierd pentru operatori pseudodiferentiali Brinkman pe domenii
Lipschitz de pe varietdti Riemanniene compacte, cu date pe frontiera 1n spatii LP sau Sobolev.

o Capitolul 6 contine rezultate originale ale autoarei acestei teze prezentate 1n [28] si este con-
sacrat unei analize printr-o metoda din teoria potentialului pentru o problemd cu valori pe
frontiera de tip Neumann asociati sistemului Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietiti
Riemanniene compacte, cu date pe frontierd in anumite spatii Sobolev. Acest capitol este
structurat pe trei sectiuni. In prima sectiune formuldm problema de tip Neumann (6.1.1),
iar in cea de-a doua sectiune prezentim rezultatul de unicitate a acestei probleme. In cea
de-a treia sectiune obtinem rezultatul de existenta pentru problema Neumann studiata. Prin-
cipalele rezultate ale acestui capitol sunt incluse In Teorema 6.2.1, referitoare la unicitatea
solutiei problemei cu valori pe frontiera (6.1.1), si Teorema 6.3.1, care prezintd proprietatea
de existentd si unicitate a solutiei (pand la o constantd aditivd pentru presiune) problemei
(6.1.1), cand datele pe frontierd apartin unor spatii L2-Sobolev arbitrare.

Rezultatele originale prezentate in aceastd tezd au la baza urmédtoarele lucrari:

e P. Curt, D. Fericean, A special class of univalent functions in Hele-Shaw flow pro-
blems, Abstract and Applied Analysis (ISI), Volume 2011, Article ID 948236, 10 pages;
doi:10.1155/2011/948236.

e P. Curt, D. Fericean, T. Grosan, ®-like functions in two dimensional free boundary pro-
blems, Mathematica (Cluj), 53 (76) (2011), 121-130.

e D. Fericean, Strongly ®-like functions of order o in two-dimensional free boundary pro-
blems, Appl. Math. Comput. (ISI), 218 (2012), 7856-7863.

e D. Fericean, Layer potential analysis of a Neumann problem for the Brinkman system,
Mathematica (Cluj), to appear.

e D. Fericean, Boundary value problems with Dirichlet and Robin-transmission conditions.
Well-posedness results, in preparation.

e D. Fericean, T. Grosan, M. Kohr, W.L. Wendland, Interface boundary value problems of
Robin-transmission type for the Stokes and Brinkman systems on n-dimensional Lipschitz
domains: applications, Math. Meth. Appl. Sci. (ISI), to appear.

e D.Fericean, W.L. Wendland, Layer potential analysis for a Dirichlet-transmission problem
in Lipschitz domains in R, submitted.
Cuvinte cheie

Miscare fluidd Hele-Shaw, problema cu frontiera libera, ecuatia Polubarinova-Galin, functie
univalentd, functie ®-like, domeniu Lipschitz, sistemul Stokes, sistemul Brinkman, operator Fre-
dholm, teoria potentialului, varietate Riemanniand compactd, problema de transmisie.
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Capitolul 1

Rezultate generale referitoare la functii
univalente si miscari fluide de tip
Hele-Shaw

In acest capitol prezentim definitii, notiuni si rezultate fundamentale referitoare la functii uni-
valente si probleme Hele-Shaw, care vor fi folosite n capitolele urmatoare.

Prima sectiune contine rezultate de baza referitoare la functiile olomorfe si univalente, in timp
ce a doua sectiune contine anumite rezultate referitoare la subclase speciale de functii univalente
care pot fi caracterizate de conditii geometrice si analitice. De asemenea, sunt prezentate rezultate
generale din teoria functiilor univalente, conditii suficiente de univalenta pentru functii olomorfe
pe domenii din C, precum si exemple de functii univalente. Un rol important este jucat de bine
cunoscuta teoremd a lui Riemann referitoare la conform echivalenta domeniilor simplu conexe
din C. De asemenea, sunt mentionate diverse clase de functii univalente pe discul unitate: clasa
S a functiilor normate si univalente, clasa S* a functiilor normate si stelate pe discul unitate U,
clasa K a functiilor normate si convexe pe U, clasa C a functiilor normate si aproape convexe,
clasa M, a functiilor o convexe, clasa 5”7 a functiilor spiralate de tipul v si clasa functiilor ®-like.
In sectiunea trei sunt prezentate rezultate fundamentale din teoria lanturilor Loewner, precum si
ecuatia diferentiald Loewner. Ultima sectiune se referd la problema Hele-Shaw, modelul Stokes-
Leibenzon si ecuatia Polubarinova-Galin. Toate rezultatele sunt prezentate fara demonstratii. Acest
capitol nu contine rezultate originale. Notiunea de ®-likeness in exteriorul discului unitate a fost
recent introdusa de P. Curt si D. Fericean [15] (a se vedea Definitia 1.2.28). De asemenea, notiunea
de tare ®-likeness de ordinul « a fost introdusd de P. Curt, D. Fericean si T. Grogan [16] (a se vedea
Definitia 1.2.29).

Mentiondm ca principalele surse bibliografice utilizate in pregitirea acestui capitol sunt [22],
[35], [37], [38], [39], [53], [81], [88] si [114].

1.1 Rezultate preliminarii

Aceasta sectiune prezintd idei de baza si rezultate din teoria functiilor univalente. Aceste re-
zultate vor fi utilizate In sectiunile urmatoare. Pentru mai multe detalii a se vedea [22], [35], [39],
[53] si [88], surse de bazd utilizate Tn pregatirea acestei sectiuni.

Notatii
In continuare vom prezenta cateva notatii utilizate in capitolele urmatoare.

e C reprezintd planul complex;

e Co, = CU {00} reprezinta planul complex extins;

3
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H (D) reprezintd multimea functiilor olomorfe definite pe o multime deschisd D C C cu
valori in C;

U=U(0,1) = {z € C: |z| < 1} reprezintid discul unitate;

U~ ={z: |z| > 1} reprezinta exteriorul discului unitate;

U, = {z € C: |z| < r} reprezinti dicul cu centrul in origine si de razi r;
o U(zp,r) ={z € C: |z — 29| < r} reprezinti discul cu centrul in z si de razd r.

Definitia 1.1.1 Fie D C C un domeniu si f : D — C. Spunem ca f este univalentd dacé f este
olomorfd gi injectiva pe D.
Notidm cu H,, (D) multimea functiilor univalente pe D.

Urmatorul rezultat prezintd o conditie necesard de univalenta.
Teorema 1.1.2 [39] Fie D un domeniu din C si f € H, (D). Atunci f'(z) # 0 pentru z € D.

Rezultatul precedent prezinta o conditie necesara dar nu si suficientd de univalentd globala pentru
functii olomorfe. intr-adevir, functia f(z) = e* este local univalenti pe C (f'(z) # 0, z € C), dar
f nu este univalenta pe intreg planul complex.

Rezultatele urmdtoare se referd la conditii suficiente de univalentd pentru functii olomorfe.
Teorema 1.1.3 a fost obtinutd de Alexander, Noshiro, Warschawski si Wolff (a se vedea [81],

[35]).

Teorema 1.1.3 Fie D C C un domeniu convex si f : D — C o functie olomorfd. Dacd
Re f'(z) > 0, z € D, atunci f este univalentd pe D.

Urmatorul rezultat datorat lui Ozaki si Kaplan [50] este o generalizare a Teoremei 1.1.3. Daca D
este un domeniu convex si g(z) = z in Teorema 1.1.4, obtinem Teorema 1.1.3.

Teorema 1.1.4 ([50]) Fie D C C un domeniu i f,g € H(D) astfel incdt g € H, (D) si g(D)
f'(2)
g'(2)
De asemenea, reamintim cd o functie local univalentd este conforma, adicad conservad unghiurile i

orientarea. Aceasta conduce la notiunea de conform echivalenti. in continuare vom prezenta doui
rezultate fundamentale referitoare la aceastd notiune (a se vedea [22], [39], [53], [88]).

este un domeniu convex. Dacd Re [ ] > 0, z € D, atunci f este univalentd pe D.

Definitia 1.1.5 ([39]) Fie D; si D2 doud domenii din C. Functia f : D; — Dy se numeste
reprezentare conformd a lui Dy pe Do dacd f este univalentd pe Dy si f(D1) = Do. In acest caz
domeniile D; si Dy se numesc conform echivalente. Daca f este o reprezentare conformi a unui
domeniu D C C pe el insusi, atunci f se numeste automorfism (automorfism conform) al lui D.

Unul dintre cele mai importante rezultate din teoria functiilor univalente este teorema lui Riemann
referitoare la conform echivalenta domeniilor simplu conexe din C. Pentru aplicatii diverse ale
acestui rezultat fundamental, a se consulta [96].

Teorema 1.1.6 ([35], [39]) Fie D un domeniu simplu conex din C astfel incat D # C. Atunci D
si discul unitate U sunt conform echivalente. In plus, dacdn € D este un punct dat, atunci existd
o unicd reprezentare conformd f a lui D pe U astfel incdt f(n) = 0si f'(n) > 0.

Corolarul 1.1.7 [39] Orice doud domenii simplu conexe D1, Do din C, D; # C, j = 1,2, sunt
conform echivalente.
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1.2 Subclase de functii univalente pe U

Aceastd sectiune se referd la studiul unor subclase de functii univalente pe discul unitate.
Multe dintre aceste subclase pot fi caracterizate atit geometric cit si analitic. In continuare ne
referim la clasa S a functiilor normate si univalente pe U, subclasa S* a lui S a functiilor stelate in
raport cu originea, subclasa K a lui .S a functiilor convexe, subclasa C a lui .S a functiilor aproape
convexe. De asemenea, prezentam clasa M, a functiilor o convexe (functiile lui Mocanu), clasa
S’,Y a functiilor spiralate de tipul -y, precum si clasa functiilor ®-like pe U. In plus, reamintim
definitiile acestor subclase, precum si unele proprietiti de bazad ale acestor subclase de functii
univalente. Motivatia studiului acestor subclase de functii se bazeaza pe faptul cd ultima sectiune
a acestui capitol trateazd urmdtoarea problema: determinarea evolutiei In timp a frontierei unui
fluid pentru o problema de tip Hele-Shaw in cazul injectiei (a se vedea [38]). Este cunoscut faptul
cd notiunile de stelaritate, tare stelaritate de ordinul «, convexitate intr-o directie, se conserva in
timp atit pentru domenii interioare, cat si pentru domenii exterioare (a se vedea [38]).

Principalele surse bibliografice utilizate Tn aceastd sectiune sunt [22], [35], [80], [81], [88].

1.2.1 Clasele S'si »

In continuare prezentim clasa S a functiilor f univalente pe U care sunt normate cu conditiile
f(0) =0si f/(0) = 1 (a se vedea [22] si [88]). Prin urmare,

(1.2.1) S ={f €M (U): f(0) = f'(0)— 1 =0}

Fie X clasa functiilor ¢ univalente pe U~ date de
=«
n
o(2) :z—i—ao—i-zlzn, |z] > 1,
n—

astfel Tncat aceste functii au un pol simplu la co (a se vedea [22] si [88]). Clasa X joacd un rol
important n studiul unor proprietéti ale clasei S (a se vedea [22] si [88]).

1
Observatia 1.2.1 (i) Dacd f € S'si g(() = ——, ¢ € U™, atunci functia g apartine clasei X si

19

(ii) Dacd g € ¥ 5i g(¢) # 0, ¢ € U™, atunci functia f apartine clasei S, unde f(z) =

g(¢) #0,¢ € U™ (ase vedea [81]).
1

9(3)

0 < |z| < 1,8 f(0) =0 (ase vedea [81]).

Urmaétorul rezultat, cunoscut sub numele de Teorema Ariei, a fost obtinut de Gronwall in 1914
si reprezinta un rezultat fundamental in studiul proprietatilor elementare ale claselor .S si 3.

Teorema 1.2.2 [39] Dacd g € ¥ este dat de g(z) = z+ ap + Tyt a—z + ..., 2] > 1, atunci
z z
oo

Z nlan|? < 1.

n=1

Utilizand teorema ariei, Bieberbach [6] a demonstrat in 1916 estimarea exacta a coeficientului
ay pentru functiile din clasa S, |ag| < 2. Acest rezultat a fost utilizat la obtinerea unor rezultate
clasice referitoare la clasa .S, precum teoremele de acoperire si deformare pentru clasa S (a se
vedea [22], [88]). Aceste rezultate fundamentale relative la clasa S au fost obtinute de Koebe
(1907) si Bieberbach [6] (pentru detalii, a se vedea [22], [35] si [88]).
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Teorema 1.2.3 [6] Dacd [ € S este datd de f(z) = z+ Y o yanz", z € U, atunci |az| < 2.
Egalitatea |as| = 2 are loc dacd si numai dacd f = kg pentru 6 € R.

Bieberbach [6] a formulat urmédtoarea conjectura:

o0

Conjectura lui Bieberbach: Dacd f € S i f(z) = z + Z anz", z € U, atunci |a,| < n,
n=2

n > 2. Egalitatea |a,| = n pentru n > 2 are loc dacd gi numai dacd f este o rotatie a functiei

Koebe.
In continuare, reamintim teoremele de deformare si acoperire pentru clasa S. Pentru mai multe
detalii, a se vedea [22], [88].

Teorema 1.2.4 ([6]; a se vedea si [22], [88]) Dacd f € S atunci urmdtoarele afirmatii sunt
adevdrate:

kd

(7’) (1+|Z|)2_|f( )|—W! GU,
1=z 1+ |2 B

(i) s < PG < G 2 €U
1| )] 1+l
(m)1+|Z’ < 5 oL zeU.

Egalitatea are loc in fiecare din relatiile de mai sus pentru un punct z # 0 dacd §i numai dacd
f este o rotatie a functiei Koebe.

Avand in vedere rezultatele precedente, precum si teorema lui Hurwitz pentru functii univa-
lente, obtinem un rezultat de compactitate referitor la clasa S.

Corolarul 1.2.5 [81] Clasa S este compactd.

1.2.2 Clasa S* a functiilor stelate

In aceasti sectiune prezentim clasa S* a functiilor normate si stelate pe discul unitate si rea-
mintim cateva rezultate importante referitoare la aceasta clasd, estimarea coeficientilor, rezultatele
de acoperire si deformare. Pentru detalii, a se vedea [22], [81], [88].

Definitia 1.2.6 [81] Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Functia f se numeste stelatd daca f este
univalenta pe U, f(0) = 0si f(U) este un domeniu stelat in raport cu originea.

Un domeniu 2 C C este stelat in raport cu 2y € €2 daca segmentul inchis dintre zg si 2 este
continut in €2, pentru orice z € €.

Urmadtorul rezultat se referd la caracterizarea analiticd a stelaritdtii (a se vedea [22], [35], [81] si

[88]):

Teorema 1.2.7 (caracterizarea analiticd a stelaritétii) Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci
[ este stelatd dacd si numai dacd f'(0) # 0 si

2f'(2)
(1.2.2) Re [ e ] >0, zeU.

Notdm cu S™ clasa functiilor normate si stelate pe U. Astfel,
S*={f:U—C: fstelatd, f(0)= f'(0)—1=0}.

Obtinem ca S* C S. De asemenea, functia Koebe si orice rotatie a sa apartin lui S*.
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Teorema 1.2.8 ([66]) Dacd functia f(z) = z+azz>+...+a,2" +. .. apartine clasei S* atunci
|an| < n, n > 2. Egalitatea are loc dacd si numai dacd f este o rotatie a functiei Koebe.

Definitia 1.2.9 [88] Fie F'({) = a( +ap+ % +...,|¢| > 1, unde a # 0. Functia F' este stelatd
pe U~ daca F este univalentd pe U~ si multimea £ = C\ F(U ™) este stelatd in raport cu 0 € E.

Observatia 1.2.10 [88] Fie F' o functie olomorfd pe U~ = {( : |(| > 1} astfel incat F'(¢) =
aC + ag + a-t + ..., |¢| > 1, unde a # 0. Atunci F este stelatd pe U~ dacd si numai dacd (a se

vedea [88])

CF(O)
e [ F(0)

Este natural sa consideram urmatoarea subclasi a clasei functiilor stelate, formata din functiile
tare stelate de ordinul @ € (0, 1] (a se vedea [81]):

]>0, || > 1.

Definitia 1.2.11 Fie f o functie olomorf3 pe discul unitate U astfel incat f(0) = 0, f/(0) # 0 si
fie « € (0, 1]. Functia f se numeste tare stelatd de ordinul o pe U daci

w(FE) <5 we

In acest caz, f(U) se numeste domeniu tare stelat de ordinul .
Fie S*(«) clasa functiilor tare stelate de ordinul o pe U.

(1.2.3)

Notiunea de tare stelaritate de ordinul « va fi folositd in sectiunea urméitoare.

1.2.3 Clasa K a functiilor convexe

Notiunea de convexitate a fost introdusa de E. Study (1913). Studiul sau a fost continuat de
T. Gronwall si K. Loewner [66]. Aceastd sectiune contine definitia clasei K a functiilor convexe
si normate pe discul unitate, teorema lui Alexander referitoare la legatura dintre clasele S* si K,
estimarea coeficientilor pentru functiile din clasa K, precum si teorema de deformare a clasei K.
Pentru mai multe detalii, a se vedea [22], [35], [81], [88]).

Definitia 1.2.12 [81] Fie f : U — C o functie olomorfa. Functia f se numeste convexd daca f
este univalentd pe U si f(U) este un domeniu convex.

Urmatorul rezultat referitor la caracterizarea analiticd a convexitifii pe discul unitate este util in
multe aplicatii referitoare la functiile convexe pe U (a se vedea [22], [81], [88]):

Teorema 1.2.13 (caracterizarea analiticd a convexititii). Fie f € H(U). Atunci functia | este
convexd dacd gi numai dacd f'(0) # 0 si

zf”(Z))

Re |1+ >0, zel.

( f'(z)

Fie K o submulfime a lui S constand in functiile convexe. Atunci K C S* C S. De asemenea,
este evident cd functia Koebe k : U — C, k(z) =

4, apartine lui S* dar nu este in K.
(1-2)?

Utilizand Teoremele 1.2.7 si 1.2.13, obtinem urmaitoarea conexiune dintre clasele S* si K,
cunoscuta sub numele de Teorema de dualitate a lui Alexander (a se vedea [81]):

Teorema 1.2.14 [81] Fie f : U — C o functie olomorfd astfel incat f(0) = 0 si f/(0) = 1.
Atunci f € K dacd si numai dacd F € S*, unde F(z) = zf'(z), z € U.
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De asemenea, mentiondm urméitoarea teoremd de acoperire pentru clasa K (a se vedea [81]).
1
Teorema 1.2.15 Dacd f € K, atunci f(U) O U (0, 2).

Urmatoarea estimare exactd a coeficientilor areloc pentru clasa K:

Teorema 1.2.16 [66] Dacd functia f(z) = z+a2z* + ...+ anz" + . .. apartine clasei K, atunci

an| <1, n=2,3,... Egalitatea are loc dacd §i numai dacd f are forma
s
z
f(Z):m, ZGU, GER

In final, mentiondm notiunea de convexitate in exteriorul discului unitate.

Definitia 1.2.17 [88] Fie F'(¢) = a(+ap+ % +...,|¢| > 1, unde a # 0. Functia F' se numeste

convexd pe U™ dacd F este univalenta pe U~ iar multimea £ = C \ F(U™) este convexa.

Observatia 1.2.18 [88] Fie I o functie olomorfd pe U~ = {( : [(| > 1} astfel incat F'({) =

a_
aC+a0+Tl+~-’

¢| > 1, unde a # 0. Atunci F' este convexd pe U~ daca si numai daca

CF"(¢)
F'(C)

Reb+ ]>O,\Q>L

1.2.4 Clasa C a functiilor aproape convexe
Notiunea urmatoare de aproape convexitate a fost introdusd de Kaplan:

Definitia 1.2.19 [50] Fie f € H(U). Functia f se numeste aproape convexd daca existd o functie
g convexd pe U astfel Incat

f'(2)
g'(2)

Din Teorema 1.1.4 rezulta cd orice functie aproape convexa este univalentd pe U.

(1.2.4) Re[ ]>Qz€U

1.2.5 Clasa M, a functiilor a-convexe

Notiunea de a-convexitate a fost introdusd de P.T. Mocanu [80] in 1969. Aceasta notiune furni-
zeazd o trecere continud intre stelaritate i convexitate, prin schimbarea parametrului . Prezentdm
definifia c-convexitatii pe discul unitate, precum si proprietéti de baza ale functiilor a-convexe.
Principalele surse bibliografice utilizate 1n aceastad subsectiune sunt [35], [80], [81].

Definitia 1.2.20 [80] Fie € Rsi f : U — C o functie normata si olomorfa. Functia f se
numeste a-convexd daca

2f'(2) 2f"(2)
(1.2.5) Re |(1 — ) ) +oz( ) +1)] >0, zeU.

Fie M,, clasa functiilor a-convexe. Atunci My = S* si M7 = K.

In continuare prezentim rezultate de bazi legate de functiile a-convexe. Pentru mai multe
detalii, a se vedea [35] si [81]. Din primul rezultat se deduce cd orice functie a-convexd este
stelatd, pentru e € R.

Teorema 1.2.21 ([80], [81]) Dacd « € R, atunci M, C S*. fnplus, Mg C M, pentruct, 5 € R,
o

0< - <1
B
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Pentru o > 0, obtinem urmatorul rezultat referitor la dualitatea dintre clasele S™* si M.

Teorema 1.2.22 ([80], [81]) Fie o > 0. Atunci f € M, dacd si numai dacd functia g definitd

prin
o) = 1 | £

apartine clasei S*. Ramura olomorfd a functiei putere este aleasd astfel incdt

¥l

} , zeU,

z=0

1.2.6 Clasa S‘y a functiilor spiralate de tipul

Aceasti sectiune este dedicatd unei alte subclase speciale de functii univalente si anume sub-
clasa functiilor spiralate, care a fost introdusa de S pacek in 1933. In aceastd subsectiune prezentim
definitia domeniului spiralat de tipul -, definitia functiei spiralate de tipul v, o conditie necesard
si suficienta de spiralitate de tipul ~ Tn discul unitate, o teorema de dualitate dintre clasa functiilor
stelate si clasa functiilor spiralate de tipul vy, precum si un exemplu de functie spiralatd de tipul ~.

Notiunea de spiralitate de tipul y a fost introdusa de S'paéek (a se vedea [22]).

Definitia 1.2.23 [81] Dacid v € (—%, %) ~-spirala logaritmicd este o curba datd de

w(t) _ woe—(cosv—isin'y)t’ t € R,

unde wy € C* = C\ {0}.

Un domeniu D C C, care contine originea, se numeste spiralat de tipul -y, unde v € (—g, E),
daci pentru fiecare wy € D \ {0}, arcul de ~y-spirala ce uneste punctul wy cu originea este inclus
in D.

Definitia 1.2.24 [81] (1) Fiey € (—%,%) si f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Functia f este

spiralatd de tipul -y dacd f este univalentd pe U iar domeniul f(U) este spiralat de tipul 7.
(2) Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Spunem ci f este spiralati daci existi v € (-3, %)
astfel Incat f este spiralatd de tipul ~.

s

Fie vy € (—g, 5) si gﬂ, clasa functiilor notmate si spiralate de tipul ~:

‘g—{fGH@Uiﬂ@—fﬂD—l-QRe%”?é?]>&zeU}

Utilizand caracterizarea analitica a spiralitdtii, putem prezenta urmatorul rezultat, referitor la
conexiunea dintre clasele S* si S, (a se vedea [35], [81]).

Teorema 1.2.25 Fie v € R astfel incdt —g <y < g De asemenea, fie f € H(U) o functie

N 1+itg v
normatd. Atunci f € S, dacd si numai dacd g € S*, unde g(z) = z [@} -

1.2.7 Clasa functiilor ®-like

Aceasti sectiune este dedicatd functiilor ®-like pe discul unitate. In acest sens, prezentim
legitura dintre notiunile de ®-likeness si univalenta.

Notiunea de "®-like" a fost introdusd de L. Brickman [9] In 1973, ca o generalizare a stelaritatii
si spiralitdtii. Pentru mai multe detalii, a se vedea [9].
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Definitia 1.2.26 [9] Fie f o functie olomorfd pe U astfel incat f(0) = 0si f/(0) # 0. Fie ® o
functie olomorfa pe f(U) astfel incat ®(0) = 0 si Re ®’(0) > 0. Atunci f este ®-like pe U (sau
®-like) daca

(1.2.6) e [ 2f'(2)

(f(2))

Urmatorul rezultat, datorat lui Brickman (a se vedea [9], [35]), aratd ca orice functie P-like
este univalentd pe U, si reciproc, orice functie univalentd pe U este ®-like pentru unele valori ale
lui .

}>07 zeU.

Teorema 1.2.27 [9] Urmdtoarele afirmatii au loc:

(1) Dacd f este ®-like, atunci f € H,,(U).

(14) Daca f € H,(U), atunci existd o functie ® € H(f(U)) astfel incat ®(0) = 0, Re ®'(0) >
0, iar f este ®-like.

Notiunea de "®-like" poate fi definitd nu numai pe discul unitate ci si pe exteriorul discului

unitate. Aceastd notiune a fost introdusd pe exteriorul discului unitate de P. Curt and D. Fericean
[15], astfel:

Definitia 1.2.28 [15] Fie I o functie olomorfd pe U~ = {¢ | |{| > 1} astfel incat F'(¢) =

aC +ap+ % +...,unde a # 0. Fie ® o functie olomorfi pe F'(U ) astfel incét Clirn () = o0
— 00

si Chm ®'(¢) > 0. Spunem ci F este ®-like pe U~ daci
—00

(1.2.7) Re {EF/(C)] >0, (eU".

O(F(¢))

1.2.8 Clasa functiilor tare ®-like de ordinul o

Notiunea de tare ®-likeness de ordinul « a fost introdusa de P. Curt, D. Fericean si T. Grosan
in [16], ca o generalizare a tare stelaritdtii si spiralitdtii de ordinul o.
Definitia 1.2.29 [16] Fie f o functie olomorfi pe discul unitate U astfel incat f(0) = 0 i f/(0) #
0. Fie ® o functie olomorfi pe f(U) astfel incat ®(0) = 0 si | arg ®’(0)| < a?ﬂ, unde o € (0, 1].
Spunem ci f este rare ®-like de ordinul o pe U daca

2f'(2) > ‘ am

arg <—, ze€elU.

< O(f(2)) 2

In acest caz, f(U) se numeste domeniu tare ®-like de ordinul a.

(1.2.8)

Notiunea de tare ®-likeness de ordinul « poate fi de asemenea definitd in exteriorul discului
unitate, nu doar pe discul unitate. Aceastd notiune a fost introdusa de P. Curt, D. Fericean si T.
Grosan (a se vedea [16]).

Definitia 1.2.30 [16] Fie F' o functie olomorfd pe U~ = {( : |¢| > 1} astfel incat

F(C)za(—{—a(ﬁ—%—{—..., IC| > 1,

unde a # 0. Fie a € (0, 1] si @ o functie olomorfa pe F'(U ™) astfel incat
lim ®(¢) =ccsi lim ®'(¢) > 0.
(—o0 (—o0
Spunem cd F’ este tare ®-like de ordinul o pe U™ daca

CF'(Q)

(1.2.9) W

arg <%,V(€U*.
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1.3 Lanturi Loewner si ecuatia diferentiala Loewner. Aplicatii

In aceasti sectiune prezentim una dintre cele mai importante metode din teoria functiilor uni-
valente, bazatd pe lanturile Loewner si ecuatia diferentiald Loewner. Demonstratia conjecturii lui
Bieberbach, datoratd lui L. de Branges [8], se bazeazd pe ecuatia diferentiald Loewner. Aceastd
sectiune contine notiuni si rezultate referitoare la lanturile Loewner si ecuatia diferentiald Loew-
ner.

Definitia 1.3.1 [81] Fie f,¢g : U — C doua functii olomorfe. Functia f este subordonatd lui g
(notdm f < g sau f(z) < g(z)) dacd existd functia w € H(U) cu w(0) =0, |w(z)| < 1,z € U
(deci, w este o functie Schwarz), astfel incét f(z) = g(w(z)), z € U.

Daci functia g este univalentd obtinem urmatorul rezultat:

Teorema 1.3.2 [81] Dacd f,g € H(U), iar functia g este univalentd pe U, atunci f < g dacd si
numai dacd f(0) = g(0) si f(U) C g(U).

In continuare prezentim definitia lantului Loewner (lant univalent de subordonare) (a se vedea
[35], [81], [88]):

Definitia 1.3.3 ([88]) O functie f = f(z,t) : U x [0,00) — C se numeste lanf univalent de
subordonare (sau lant Loewner) dacd f(-,t) este univalenta pe U, f(0,t) = 0 pentru t > 0, si

(1.3.1) f(,8) < f(,t), 0<s<t<oc.

Subordonarea (1.3.1) este echivalenti cu existenta unei familii unice de functii Schwarz v(z, s, t),
numite functii de tranzitie asociate lantului f(z, t), astfel incat

f(Z,S):f(U(Z,S,t),t), z€eU, 0<s<t<oo0.

t

Exemplul 1.3.4 [88] Functia f(z,t) = 5> 2 € U, t > 0, este un lan Loewner.

e'z
(1-2)

In continuare prezentim ecuatia diferentiald Loewner, precum si legitura cu lanturile Loewner.
Mai 1ntéi, reamintim clasa Carathéodory a functiilor olomorfe cu partea reald pozitiva pe discul
unitate (a se vedea [35], [81], [88]). Fie

P:{pGH(U):p(O):L Rep(z) > 0, zGU}

clasa Carathéodory a functiilor olomorfe cu partea reald pozitiva pe U.

Urmatorul rezultat reprezintd o caracterizare a lanturilor Loewner prin intermediul ecuatiei
diferentiale Loewner. Acest rezultat a fost obtinut de Pommerenke ([88]; pentru detalii si aplicatii,
a se vedea si [35]).

Teorema 1.3.5 [88] Fie f = f(z,t) : U x [0,00) — C, astfel incar f(0,t) = 0gi f'(0,t) =
el, t > 0. Atunci f(z,t) este un lant Loewner dacd si numai dacd urmdtoarele conditii sunt
satisfdcute:
(i) Exista r € (0,1) si K > 0 astfel incat f(-,t) € H(U,) pentrut > 0, f(z,-) este local
absolut continud pe [0, 00) local uniform in raport cu z € U, si | f(z,t)| < Ket, 2 € Uy, t > 0.
(43) Existd o functie p(z,t) astfel incat p(-,t) € P pentrut > 0, p(z,-) este mdsurabild pe
[0,00) pentru z € U, si

of

(1.3.2) a(z,t) = z2f'(z,t)p(z,t), apt te[0,00),VzeU,.
y 5 o of o .
Remarcdm faptul ci f'(z,t) = ——(z,t). De asemenea, mentionam cd ecuatia (1.3.2) se numeste
z

ecuatia diferentiald Loewner (ecuatia Loewner-Kufarev).
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1.4 Rezultate generale referitoare la problema miscarii fluide de tip
Hele-Shaw

In aceasti sectiune prezentim problema miscirii fluide de tip Hele-Shaw, citeva aplicatii
practice ale modelului Hele-Shaw in diferite domenii ale stiintei si ingineriei, precum si ecua-
tia Polubarinova-Galin pentru ambele cazuri, ale domeniilor mérginite dar si ale celor neméargi-
nite cu complementul mérginit, in prezenta respectiv in absenta tensiunii de suprafatd . Ecuatia
Polubarinova-Galin este analogul ecuatiei diferentiale Loewner, care a fost studiatd in sectiunea
precedentd. Mentiondm ca principalele surse bibliografice utilizate in aceasta sectiune sunt [37],
[38], [92], [112], [113], [114].

In 1898 Henry Shelby Hele-Shaw (1854-1941) a definit celula Hele-Shaw ca fiind un instru-
ment de investigare in studiul miscarii unui fluid vascos incompresibil intre doud pléci paralele
transparente situate la o distanti suficient de mica. In acest model fluidul vascos ocupi un dome-
niu fazd cu frontierd liberda. O cantitate suplimentara de fluid este injectatd sau extrasd printr-un
punct fixat. Frontiera liberd incepe sd se miste datoritd injectiei/suctiunii. Problema Hele-Shaw
se reduce la determinarea evolutiei in timp a domeniului initial ocupat de fluid. Pentru mai multe
detalii, a se vedea [38], [112], [113], [114].

1.4.1 Domenii marginite

Incepem aceasti sectiune prezentand notiuni de bazi referitoare la cazul domeniilor mérginite
(pentru detalii, a se vedea [38]). In acest caz studiem miscarea unui fluid vascos intr-o celuld Hele-
Shaw in cazul injectiei printr-o sursd de intensitate () < 0, localizatd in origine. Putem presupune
cd intensitatea sursei este constantd (altfel printr-o schimbare convenabild de variabild se poate
reduce la cazul unei surse de intensitate constantd). Presupunem ca la momentul initial domeniul
2(0) ocupat de fluid este simplu conex si mérginit de o curba analiticd si netedd I'(0) = 99(0).
Utilizdnd Teorema lui Riemann (a se vedea Teorema 1.1.6), domeniul €2(¢) (ocupat de fluid la
momentul t) este conform echivalent cu discul unitate U = {¢ € C : |¢| < 1}, prin urmare,
poate fi descris printr-o unicd functie univalentd f((,¢) care reprezintd conform discul unitate U
pe Q(t) si este normatd de f(0,¢) = 0, f'(0,¢) > 0. Fie ['(¢) frontiera domeniului Q(¢). Functia
£(¢,0) = fo(¢) produce o parametrizare a lui T'(0), dati de T'(0) = {fo(e®), 6 € [0,27)}. In
plus, frontiera liberd are parametrizarea I'(t) = {f(e*,t), € [0, 27)}.

Modelul in cazul absentei tensiunii de suprafata

In acest caz, ecuatia satisficuti de frontiera liberd I'(¢) a fost prima dati studiati de L. A.
Galin [34], P. Polubarinova-Kochina ([87]) si este datd de:

(14.1) Relf(COCFG A = —o2, (=¢” U

or ;_9f

ac’ ot
Tin4nd cont de formula lui Schwarz-Poisson, ecuatia (1.4.1) poate fi rescrisd sub urmatoarea

formad, care este analogul ecuatiei Loewner-Kufarev (a se vedea [38, pagina 18]):

Mentiondm cd in egalitatea precedentd am folosit urmitoarele notatii: f' =

Q 2w 1 6i9+<
w2y [P =

(14.2) FGt) = =Cf(¢ ) do, ¢ € U.

Daca consideram in relatia (1.4.2) limita lui ¢ cdtre un punct pe cercul unitate si utilizam formulele
Plemelj-Sokhotsky [82], ecuatia (1.4.2) se reduce la ecuatia (1.4.1) (a se vedea [38]).
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Definitia 1.4.1 [38] O solutie tare sau clasicd in intervalul [0, T') este o functie f(¢,?),t € [0,T),
care este univalentd intr-o vecinitate a lui U si este de clasi C! in raport cu t € [0,7'), unde T se
numeste momentul (timpul) "blow-up".

Modelul in cazul tensiunii de suprafata diferita de zero

In cazul problemei injectiei de fluid @ < 0 intr-un domeniu mirginit simplu conex cu tensiune
de suprafatd suficient de micd v > 0, ecuatia Polubarinova-Galin ce descrie evolutia in timp a
frontierei libere [114] este de forma (a se vedea si [38], [87]):

(1.4.3) Re[f (¢, t)CF' (¢ 1)] = —% +~H [z-‘;g(ew, t)] ), ¢=€",

unde « este curbura frontierei, definitd prin relatia

A 1 i0 £ i97t
(1.4.4) r(e,t) = WRe <1 * ef{(tfzt))

iar transformata Hilbert in (1.4.3) este data de (a se vedea [38])

) , 0€]0,2m),

1 2 q)(eiﬁ’) ,
(1.4.5) H[®](0) := 7TIM-/O T =%

unde simbolul p.v. se referd la partea principala.

Observatia 1.4.2 Un fenomen important se referd la studiul cazului v — 0. Solutia in cazul
limitd v — 0 nu este intotdeauna aceeasi cu aceea din cazul absentei tensiunii de suprafati (a se
vedea [105], [113]). Din acest punct de vedere, este important si tratim ambele cazuri, atat cand
tensiunea de suprafatd e zero, respectiv diferitda de zero.

1.4.2 Cazul domeniilor nemarginite cu complementul marginit

In continuare notim cu €2(¢) domeniul ocupat de fluid la momentul ¢ si T'(t) = 99Q(t). Fo-
losind Teorema lui Riemann, domeniul €2(¢) poate fi descris de o functie univalenta F'((,t),
care reprezintd conform exteriorul discului unitate U~ = {¢ : |¢| > 1} pe Q(¢), astfel incat

F(¢(,t)=al+ap+ L . |¢] > 1, unde a > 0 (vezi si definitia clasei ¥ din Sectiunea 1.2.1).

e Ecuatia Polubarinova-Galin satisfacutd de frontiera liberd, In cazul absentei teniunii de su-
prafatd, este (a se vedea [112], [114]):

Q

(1.4.6) Re[F (¢, 1)CF(C )] = o,

¢=é".
Existenta si unicitatea solutiei ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.6) a fost studiatd de J. Escher si G.
Simonett (a se vedea [38]).

e in cazul modelului cu tensiunea de suprafati suficient de mici -y, ecuatia Polubarinova-Galin
are urmatoarea forma (a se vedea [38]):

(1.4.7) Re[F(C,t)CF'(C,t)] = % —~vH [z‘%:(eie,t)} 0), ¢=ée".

Existenta si unicitatea solutiei ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.7) a fost studiatd de M. Kimura in
[52].
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1.4.3 Invarianta in timp a unor domenii speciale
Domenii stelate

Cazul domeniilor stelate a fost studiat de Hohlov, Prokhorov si Vasil’ev 1n [42] In cazul in care
tensiunea de suprafata este zero. Presupunem ca functia initiald fy este analiticd pe U. Atunci are
loc urmaétorul rezultat (a se vedea si [112]):

Teorema 1.4.3 [42] Fie Q < 0 §i fo € S* o functie analitica §i univalentd intr-o vecindtate
a lui U. Atunci orice domeniu Q(t) ramdne stelat (f(-,t) € S*) atdt timp cdt solutia ecuatiei
Polubarinova-Galin existd.

In continuare prezentim cazul domeniilor stelate in prezenta unei tensiuni de suprafati sufi-
cient de mica . Urmatorul rezultat are loc (a se vedea [114, Teorema 1], [92, Teorema 3.1]).

Teorema 1.4.4 [114] Fie Q < 0 si tensiunea de suprafatd v suficient de micd. Dacd domeniul
initial Q2(0) este stelat, atunci existd t(y) < T, astfel incat familia domeniilor )(t) (familia
functiilor univalente f((,t)) conservd aceastd proprietate la orice moment t € [0,t()], unde T
este momentul "blow-up".

Domenii tare stelate de ordinul «

Cazul domeniilor tare stelate de ordinul « a fost studiat de Gustafsson, Prokhorov, Vasil’ev in
[37] (a se vedea si [38, p 79]). Acestia au demonstrat urmatorul rezultat (a se vedea [37]):

Teorema 1.4.5 [37] Fie fy € S*(a), a € (0,1], o functie analiticd si univalentd intr-o vecind-
tate a lui U. Atunci solutia tare f((,t) a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.1) determind un lant
univalent de subordonare de functii tare stelate de ordinul «(t), unde o(t) este o functie strict
descrescdtoare de t, iar a(0) = a.

In continuare prezentim urmitorul rezultat referitor la domeniile tare stelate de ordinul @ €
(0, 1], in prezenta tensiunii de suprafati v (a se vedea [38, Teorema 4.3.4]):

Teorema 1.4.6 [38] Fie Q < 0 si tensiunea de suprafatd v suficient de micd. Dacd domeniul ini-
tial Q(0) este tare stelat de ordinul o, atunci existd t(y) < T, astfel incat familia domeniilor )(t)
(familia functiilor univalente f((,t)) conservd aceastd proprietate pentru fiecare t € [0,t(7)],
unde T este momentul "blow-up".

Domenii convexe

Pentru cazul exterior (a domeniilor nemarginite cu complementul marginit), primul rezultat,
in studiul invariantei in timp a unor proprietfi geometrice ale frontierei libere, a fost obtinut de V.
M. Entov si PI. Etingov in [24]. Ei au demonstrat cd in cazul in care tensiunea de suprafatd este
zero, daca domeniul initial are complementul convex, atunci familia domeniilor ocupate de fluid la
diferite momente de timp are aceeasi proprietate, atat timp cat solutia ecuatiei Polubarinova-Galin
existd (a se vedea si [38]).



Capitolul 2

Proprietati geometrice invariante in
probleme de miscare fluida de tip
Hele-Shaw

Acest capitol contine rezultate originale referitoare la invarianta in timp a proprietdtilor de
®-likeness si tare ®-likeness de ordinul o in cazul domeniilor mérginite, precum si in cazul dome-
niilor nemdrginite cu complementul marginit. Prezentdm atét cazul in care tensiunea de suprafatd
este zero, cat si cazul in care tensiunea de suprafata este diferitd de zero. De asemenea, prezentd
si anumite cazuri particulare referitoare la stelaritate, tare stelaritate de ordinul «, spiralitate. O
situatie interesantd apare in cazul v — 0, unde v este tensiunea de suprafatd. Este de remarcat
faptul cd solutia in cazul v — 0 nu coincide intotdeauna cu solutia In cazul absentei tensiunii de
suprafatd (a se vedea [105]). Acest fapt este justificat de aplicatii numerice obtinute recent 1n [93]
(a se vedea si [38], [113]). Aceste argumente motiveazd alegerea noastrd de a studia invarianta in
timp a proprietdtilor de ®-likeness si tare ®-likeness de ordinul o in ambele cazuri, atat in absenta,
cat si in prezenta tensiunii de suprafatd.

2.1 Clase speciale de functii univalente in probleme de miscare fluida
de tip Hele-Shaw

Rezultatele din aceasta sectiune au fost recent obtinute de P. Curt si D. Fericean [15].

2.1.1 Problema interioara

In aceastd sectiune prezentim invarianta in timp a proprietitii de ®-likeness pentru problema
interioard.

In cele ce urmeazi studiem miscarea plani a unui fluid vascos intr-o celuli de tip Hele-Shaw,
in cazul injectiei printr-o sursd de intensitate constanta () < 0, aflatd in origine. Presupunem ca
la momentul initial ¢ = 0 domeniul ©(0), ocupat de fluid, este simplu conex, contine originea
si este marginit de o curba analitica si neteda I'(0) = 99(0). Utilizdnd Teorema lui Riemann (a
se vedea Teorema 1.1.6), domeniul 2(¢) (ocupat de fluid la momentul ¢) este conform echivalent
cu discul unitate U = {¢ € C : |¢| < 1}. Prin urmare, Q(¢) poate fi descris de o unica functie
univalentd f((, t), care reprezintd conform discul unitate U in €2(¢) si este normata de f(0,¢) = 0,
1'(0,t) > 0. Fie I'(¢) frontiera domeniului 2(¢). Functia f(¢,0) = fo(¢) produce o parametrizare
alui T'(0), T'(0) = {fo(e"), 6 € [0,2n)}. In plus, frontiera liberd este parametrizati de T'(t) =
{f(e,t),0 € [0,2m)}.

Fiind dat un domeniu initial €2(0), marginit si ®-like, demonstram ca la fiecare moment ¢ €

15
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[0,T"), domeniul €(¢) este ®-like (atit in cazul absentei, ct si in cazul prezentei tensiunii de
suprafatd). Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt datorate lui P. Curt si D. Fericean [15].

e Urmitorul rezultat este o generalizare a [42, Teorema 1] (a se vedea si Teorema 1.4.3) pentru
functiile ®-like, In absenta tensiunii de suprafata.

Teorema 2.1.1 [15]. Fie Q < 0 si fo o functie ®-like pe U si univalentd pe U. Fie f((,t) solutia

clasicd a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.1), cu conditia initiald f((,0) = fo(C). De asemenea,

fie Q = U Qt) = U f(U,t), unde T este momentul "blow-up". Dacd ® este olomorfd pe
0<t<T 0<t<T

Q si satisface conditia

(2.1.1) Red’ (w) > 0, Vw € Q,
atunci f((,t) este ®-like pentrut € [0,T).

Corolarul 2.1.2 [15] Fie Q) < 0 5i fo o functie spiralatd de tipul o € (—%, %) pe U si univalentd
pe U. Atunci solutia clasicd a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.1), cu conditia initiald f((,0) =
fo(C), este spiralatd de tipul a pentrut € [0,T'), unde T este momentul "blow-up".

Observatia 2.1.3 [15] Conform Teoremei 2.1.1, deducem cd daca domeniul initial (0) =
f(U,0) este ®-like, atunci orice domeniu §2(¢) = f(U,t) ramane ®-like pentru ¢ € [0,7), unde
T este momentul "blow-up".

e Urmatorul rezultat este o generalizare a [114, Teorema 1] (a se vedea si Teorema 1.4.4) pentru
cazul functiilor ®-like, in absenta tensiunii de suprafata.

Teorema 2.1.4 [15] Fie QQ < O §i tensiunea de suprafatd v suficient de micd. Dacd fo este ®-like

pe U si univalentd pe U, atunci existd t(y) < T astfel incat solutia clasicd f((,t) a ecuatiei

(1.4.3), cu conditia initiald f(¢,0) = fo(C), este ®-like pentru t € [0,t(7)), unde T este mo-

mentul "blow-up", ) = U Qt) = U f(U,t), iar ® este o functie olomorfd pe Q care
0<t<t(y) 0<t<t(y)

satisface conditia (2.1.1).

Observatia 2.1.5 [15] Fie Q < 0si fo o functie ®-like pe U si univalentii pe U. Daci f; satisface
conditia (1.2.6), pentru orice ( € U, atunci existd o tensiune de suprafatii v (care depinde de fo)
suficient de mica i t(y) < T, astfel incat solutia clasica f((,t) a ecuatiei (1.4.3), cu conditia
initiald f(¢,0) = fo((), este ®-like pentru ¢ € [0,¢(7)), unde T este momentul "blow-up".

Observatia 2.1.6 [15] Conform Teoremei 2.1.4, deducem cid dacd domeniul initial Q(0) =
f(U,0) este ®-like, atunci existd ¢(y) < T astfel incat domeniul 2(¢) = f(U,t) rimane ®-like
pentru t € [0,%(7y)), unde T" este momentul "blow-up".

Corolarul 2.1.7 [15] Fie Q < 0 §i tensiunea de suprafatd o suficient de micd. Dacd fy este o
functie spiralatd de tipul o € (—g, %) pe U si univalentd pe U, atunci existd t(v) < T astfel
incat solutia clasica f((,t) a ecuatiei (1.4.3), cu conditia initiald f(¢,0) = fo(C), este spiralatd
de tipul o pentru t € [0,t(7y)), unde T este momentul "blow-up".

2.1.2 Problema exterioara

In aceasta sectiune obtinem invarianta in timp a aceleiasi proprietiti geometrice de tip ®-like,
in cazul problemei exterioare (cazul domeniilor nemarginite cu complementul marginit). Cazul
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domeniilor nemarginite cu complementul mérginit poate fi vizut ca dinamica unei bule contrac-
tante intr-o celuld Hele-Shaw, cand fluidul ocupa o vecindtate a punctului de la infinit, iar injectia
(de intensitate constantd () < 0) se presupune ci are loc la infinit.

e Mai intai, considerdm cazul 1n care tensiunea de suprafata este zero. Urmdtorul rezultat este
o generalizare a Teoremei 3, [113]. Teorema mentionata poate fi obtinutd considerand @(w) =w
in Teorema 2.1.8.

Teorema 2.1.8 [15] Fie Fy) o functie ®-like pe U~ si univalentd pe U—. Atunci solutia F(C,t)

a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.6), cu condifia initiald F((,0) = Fy(C), este ®-like pentru

t € [0,T), unde T este momentul "blow-up", ) = U Qt) = U F(U™,t), iar ® este o
0<t<T 0<t<T

functie olomorfi pe ) ce satisface urmdtoarele conditii:

o - d _
(2.1.2) Refjkj) >0 and Red'(w) < 2Re£j)), Vwe Q.

Observatia 2.1.9 Conform Teoremei 2.1.8, deducem ca dacd domeniul initial 2(0) = F(U~,0)
este ®-like, atunci fiecare domeniu Q(t) = F(U~,t) rimane ®-like pentru ¢t € [0,7"), unde T’
este momentul "blow-up".

e In continuare considerim cazul existentei tensiunii de suprafati suficient de mici. Urmi-
torul rezultat este o generalizare a [114, Teoremei 3.1] (a se vedea si Teorema 1.4.4). Teorema
mentionatd se obtine considerand ®(w) = w in Teorema 2.1.10 urmitoare.

Teorema 2.1.10 [15] Fie QQ < 0 §i tensiunea de suprafatd -y suficient de micd. Dacd Fy este o

functie ®-like pe U~ si univalentd pe U=, atunci existd t(y) < T astfel incat solutia F((,t) a

ecuatiei (1.4.7), cu condifia initiald F((,0) = Fy(C), este ®-like pentru t € [0,t(7)), unde T

este momentul "blow-up", Q) = U Qt) = U F(U™,t), iar ® este o functie olomorfd
0<t<t(v) 0<t<t(y)

pe Q care satisface conditiile (2.1.2).

Observatia 2.1.11 [15] Conform Teoremei 2.1.10, deducem céd daca domeniul initial ©2(0) =
F(U™,0) este ®-like, atunci existd t(y) < T astfel incat fiecare domeniu Q(t) = F(U,t)
ramane ®-like pentru ¢ € [0,¢(7)), unde 7" este momentul "blow-up".

Observatia 2.1.12 [15] Fie Q < 0, iar Fy o functie ®-like pe U~ si univalenti pe U—. Daci
Fy satisface conditia (1.2.7) pentru fiecare ¢ € U—, atunci existi o tensiune de suprafati y (care
depinde de Fy) suficient de micd si t(y) < T, astfel incat solutia clasicd F'((,t) a ecuatiei (1.4.7),
cu conditia initiald F(¢,0) = Fy(C), este ®-like pentru ¢ € [0,4(v)), unde T este momentul
"blow-up".

2.2  Functii tare ¢-like de ordinul o in probleme bidimensionale cu
frontiera libera

Aceastd sectiune contine rezultate originale obtinute de D. Fericean [27] si de P. Curt, D.
Fericean si T. Grosan (a se vedea [16]). Ardtim ca proprietatea de tare ®-likeness de ordinul
a € (0,1] (o proprietate geometrica ce include tare stelaritatea de ordinul « si tare spiralitatea
de ordinul o) rimane invariantd In timp 1n doud cazuri: problema interioard precum si problema
exterioard, In absenta tensiunii de suprafatd (a se vedea [16]). De asemenea, tratdm si cazul in care
tensiunea de suprafatd este diferitd de zero, dar suficient de micd (a se vedea [27]).
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2.2.1 Problema interioara

In continuare prezentim rezultate referitoare la evolutia in timp a propriettii de tare ®-likeness
de ordinul «@ € (0, 1] pentru problema interioard, in absenta tensiunii de suprafati.

Considerdm migcarea planard a unui fluid véscos intr-o celuld Hele-Shaw 1n cazul injectiei
printr-o sursa de intensitate constantd ) < 0, care este plasati in origine.

Urmétorul rezultat generalizeaza [112, Teorema 1] (a se vedea, [38, Teorema 4.3.2]) la cazul
functiilor tare ®-like de ordinul «.

Teorema 2.2.1 [16] Fie « € (0,1], Q < 0, iar fo o functie tare ®-like de ordinul o pe U si

univalentd pe U. Fie f((,t) solutia clasicd a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.1), cu conditia

initiald f(C,0) = fo(C). De asemenea fie 2 = U Qt) = U f(U,t) unde T este momentul
0<t<T 0<t<T

"blow-up". Dacd ® este olomorfi pe ) si satisface conditia | arg @' (w)| < %, Y w € Q, atunci

f(C,t) este tare ®-like de ordinul o, pentru t € [0,T).

Observatia 2.2.2 [16] Conform Teoremei 2.2.1, deducem cid dacd domeniul initial Q(0) =
f(U,0) este tare ®-like de ordinul «, atunci orice domeniu Q(t) = f(U,t) riméne tare ®-like
de ordinul «, pentru ¢ € [0,7"), unde 7" este momentul "blow-up".

Corolarul 2.2.3 [16] Fie () < 0 si fo 0 o functie tare spiralatd de tipul 8 si ordinul o pe U §i uni-

valentd pe U, unde o € (0,1] §i 3 € (—0‘2—”, O‘—Qﬂ) Atunci solutia clasicd a ecuatiei Polubarinova-
Galin (1.4.1), cu conditia initiald f((,0) = fo(C), este tare spiralatd de tipul 5 si ordinul o for

t €10,T), unde T este momentul "blow-up".

Urmadtorul rezultat, datorat lui D. Fericean [27], generalizeazd [114, Teorema 3.1] (a se vedea
si [38, Teorema 4.3.4]) la cazul functiilor tare ®-like de ordinul «, in prezenta unei tensiuni de
suprafat suficient de mica.

Teorema 2.2.4 [27] Fie a € (0,1], Q < 0, iar tensiunea de suprafatd v suficient de micd.

Fie fo o functie tare ®-like de ordinul o pe U si univalentd pe U. Atunci existd t(v) < T,

astfel incdt solutia clasicd f((,t) a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.3), cu conditia initiald

f(¢,0) = fo(C), este tare ®-like de ordinul o, pentrut € [0,t(7)), unde T este momentul "blow-

up”, Q = U Qt) = U f(U,t), iar ® este o functie olomorfi pe Q), care satisface
0<t<t(7) 0<t<t()

conditia | arg @' (w)| < %, Vw e Q.

Observatia 2.2.5 [27] Conform Teoremei 2.2.4, deducem cid dacd domeniul initial Q(0) =
f(U,0) este tare ®-like de ordinul «v, atunci existd t(y) < T astfel incit domeniul Q(¢) = f(U, )
raméne tare ®-like de ordinul a pentru ¢ € [0,¢(y)), unde T este momentul "blow-up".

Corolarul 2.2.6 [27] Fie Q < 0 si tensiunea de suprafatd -y suficient de micd. De asemenea, fie
fo o functie tare spiralati de tipul 3 si ordinul o pe U si univalentd pe U, unde o € (0,1] si
g e (—%, 0‘2—”) Atunci existd t(y) < T astfel incat solutia clasicd a ecuatiei Polubarinova-Galin
(1.4.3) cu conditia initiald f((,0) = fo(C) este tare spiralatd de tipul B si ordinul o pentru

t € [0,t(7)), unde T este momentul "blow-up".

Observatia 2.2.7 [27] Conform Corolarului 2.2.6, dacd domeniul initial 2(0) = f(U, 0) este tare
spiralat de tipul S si ordinul «, atunci existd ¢(y) < 7', astfel incat familia domeniilor Q(t) =
f(U,t) rimane tare spiralatd de tipul S si ordinul o, pentru t € [0,¢()), unde 7" este momentul
"blow-up".
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2.2.2 Problema exterioara

In aceastd sectiune obtinem invarianta in timp a proprietitii de tare ®-likeness de ordinul «
pentru problema exterioard (cazul domeniilor neméarginite cu complementul marginit).

In continuare obtinem analogul Teoremei 2.2.1 pentru cazul domeniilor nemirginite cu com-
plementul marginit, in absenta tensiunii de suprafatd. Acest rezultat este o generalizare a [62,
Teorema 3] (a se vedea si [16, Teorema 4.3.5]). Teorema mentionata poate fi obtinutd considerand
®(w) = wsi « = 11n Teorema 2.2.8. Cazul o = 1 a fost considerat in [15] (a se vedea si Teorema
2.1.8).

Teorema 2.2.8 [16] Fie o € (0, 1] si Fy o functie tare ®-like de ordinul o pe U™ si univalentd pe
U~ Atunci solutia F((,t) a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.6), cu conditia inifiald F((,0) =
Fy(C), este tare ®-like de ordinul o pentru t € [0,T), unde T este momentul "blow-up”, Q) =

U Qt) = U F(U™,t), iar functia ® este olomorfd pe Q) ce satisface urmdtoarele conditii:
0<t<T 0<t<T

P (w)

arg

‘<a27r,VweQ,gi

arg <2<I>(w) —@’(w))‘ < a—;, Vw e Q.
w

Observatia 2.2.9 [16] Conform Teoremei 2.2.8, deducem ci dacd domeniul initial Q(0) =
F(U™,0) este tare ®-like de ordinul «, atunci fiecare din domeniile () = F(U~,t) riméane
tare ®-like de ordinul «,, pentru t € [0,7"), unde T" este momentul "blow-up".

In continuare prezentim analogul Teoremei 2.2.4 in cazul domeniilor nemirginite cu comple-
mentul marginit, in prezenta tensiunii de suprafati. Acest rezultat generalizeazd [113, Teorema 3]
(a se vedea si [38, Teorema 4.3.5]) la cazul functiilor tare ®-like de ordinul c.

Teorema 2.2.10 [27] Fie Q < O si tensiunea de suprafatd + suficient de micd. Fie o € (0,1] si F
o functie tare ®-like de ordinul o pe U™ gi univalentd pe U~. Atunci existd t(vy) < T, astfel incat
solutia F((,t) a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.3), cu conditia initiald F((,0) = Fy(C), este
tare ®-like de ordinul o pentrut € [0,t(7)), unde T este momentul "blow-up", Q(t) = F(U™,t),
_ o _

Q0= U Q(t), iar ® este o functie olomorfd pe Q) astfel incat (w) < %, Vw e,

w
0<t<t(7)

arg <2<I>(w) - @’(w))’ < %, Vw e Q.
w

arg

N

Observatia 2.2.11 [27] Conform Teoremei 2.2.10, dacd domeniul initial 2(0) = F(U~,0) este
tare ®-like de ordinul «, atunci existd ¢(y) < 7', astfel incat familia domeniilor Q(¢) = F(U~,t)
ramane tare ®-like de ordinul «, pentru ¢ € [0, ¢(7y)), unde T" este momentul "blow-up".

2.3 Aplicatii numerice

In aceasti sectiune prezentim céteva exemple referitoare la evolutia in timp a unui domeniu
fluid in absenta tensiunii de suprafatd. Aceste rezultate numerice au fost obtinute 1n [16] si [27].
Cazul polinomului de gradul 2 a fost studiat de Polubarinova-Kochina [87] si Galin [34]. Ei au
obtinut solutia problemei cu frontierd liberd in cazul suctiunii. Cazul polinoamelor de gradul 3 a
fost studiat de Huntingford [45].

In continuare studiem cazul polinoamelor de gradul 4 (a se vedea [16]) si a polinoamelor de
gradul 5 (a se vedea [27]). De asemenea, prezentdm si cateva aplicatii numerice 1n cazul injectiei
pentru domenii stelate si convexe.

Considerdm polinomul de gradul 4

F(¢1) = ar(t)C + az(t)¢? + az ()¢ + aa ()"
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Figura 2.1: Domeniu initial convex, injectie si domeniu initial stelat, injectie.

Acest polinom trebuie sd satisfacd ecuatia Polubarinova-Galin (1.4.1), care conduce la un sistem
de ecuatii diferentiale obtinut utilizind softul Mathematica. Acest sistem a fost rezolvat pornind
de la un domeniu initial F'(U, 0) definit de F(¢,0) = a1(0)¢ + a2(0)¢? + a3(0)¢3 + a4(0)¢*.
Sistemul obtinut a fost rezolvat numeric utilizand softul Matlab pentru doua domenii initiale
diferite, un domeniu convex, respectiv unul stelat. De asemenea, considerdm o valoare negativa
pentru Q (injectie de fluid). in cazul injectiei, dupi un timp domeniul ia forma unui disc. In Figurile

2.1 (a) si (b) sunt prezentate variatiile domeniilor. Observdm cé coeficientii ax(0), k = 1,...,4,au
4

fost alesi astfel incat Z klak(0)| < 1, deducandu-se ca domeniul initial F'(U, 0) este stelat (a se

k=2
4

vedea [35]). De asemenea, alegand coeficientii ax(0), k = 1,. .., 4, astfel incat Z k%|a,(0)] < 1,
k=2
se deduce cd domeniul initial F'(U, 0) este convex (a se vedea [35]).
In continuare considerim polinomul de gradul 5

F((t) = a1(t)¢ + a2 ()¢ + az(t)¢* + aa(t) ¢! + as ()¢

Impunand conditia ca polinomul de mai sus sd fie o solutie a ecuatiei Polubarinova-Galin (1.4.1),

si utilizdnd softul Mathematica, obtinem un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1 similar

sistemului obtinut in cazul polinomului de gradul 4. Astfel, considerdim domeniul initial F'(U, 0),

unde F(¢,0) = a1(0)¢ + a2(0)¢% + a3(0)¢3 + a4(0)¢* + a5(0)¢°. Considerdm de asemenea o

valoare negativi pentru @ (injectie de fluid). In cazul injectiei, dupi un timp domeniul ia forma
5

unui disc. Remarcam faptul cd am impus conditia Z klag| < lai|, care conduce la faptul ca
k=2
domeniul initial F'(U, 0) este stelat (a se vedea [35]).



Partea I1

Teoria potentialului pentru sistemele
Stokes si Brinkman pe domenii
Lipschitz. Aplicatii
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Capitolul 3

Teoria potentialului pentru ecuatiile
Stokes si Brinkman pe domenii
Lipschitz

In acest capitol prezentim principalele proprietiti ale operatorilor din teoria potentialului aso-
ciati ecuatiilor Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz Euclidiene sau de pe varietdti Rieman-
niene compacte. Introducem solutiile fundamentale pentru ecuatiile Stokes si Brinkman si definim
potentialele de strat asociate pe domenii Lipschitz in R™, n > 2, respectiv de pe varietdti Rie-
manniene compacte. Unul dintre principalele rezultate se referd la proprietatea de compactitate a
unor operatori complementari din teoria potentialului. De asemenea, sunt prezentate si rezultate
de inversabilitate utile (a se vedea [54], [57], [59], [79] pentru detalii). in plus prezentam defini-
tii, notiuni si rezultate ce vor fi folosite in capitolele urmaitoare. Principalele surse bibliografice
utilizate Tn pregatirea acestui capitol sunt [19], [44], [54], [55], [56], [57], [59], [78], [79], [111].

Acest capitol este structurat dupd cum urmeaza. Prima sectiune contine definitia domeniului
Lipschitz in R™ gi prezintd spatii Sobolev asociate domeniilor Lipschitz, care vor fi utilizate in
aceasta teza. A doua sectiune este o introducere in teoria operatorilor pseudodiferentiali in R,
cu o atentie deosebitd asupra operatorilor eliptici Tn R™ gi sistemelor eliptice Tn sens Agmon-
Douglis-Nirenberg in R™. Urmatoarea sectiune prezintd principalele proprietdti ale operatorilor
pseudodiferentiali pe varietati Riemanniene compacte. Sectiunea a patra este dedicata operatorilor
Fredholm si principalelor proprietati ale acestora pe spatii Banach. Sectiunea a cincea contine re-
zultate din teoria potentialului pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz din R",
n > 2. Prezentam solutiile fundamentale pentru sistemele Stokes si Brinkman, precum si propri-
etdtile de marginire pentru operatori de simplu si de dublu strat corespunzatori. Unul dintre cele
mai importante rezultate se referd la proprietatea de compactitate a operatorilor complementari de
simplu si dublu strat. In urmitoarea sectiune este prezentat operatorul pseudodiferential Brinkman
pe o varietate Riemanniand compactd, tinind cont de ideile din [56], [57]. Operatorul pseudodife-
rential Brinkman poate fi interpretat ca o extensie a operatorului diferential Brinkman din spatiul
Euclidian la varietiti Riemanniene compacte. In continuare prezentim principalele rezultate refe-
ritoare la teoria potentialului pentru operatorii pseudodiferentiali Brinkman pe domenii Lipschitz
de pe varietdfi Riemanniene compacte, care includ solutia fundamentald a operatorului Brinkman,
proprietatea de compactitate a operatorilor complementari de simplu si dublu strat. Acest capitol
nu contine rezultate originale ale autoarei acestei teze.
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3.1 Domenii Lipschitz in R” si spatii Sobolev asociate

Aceastd sectiune contine definitia domeniului Lipschitz in R"™ i descrie cteva spatii Sobolev
speciale pe domenii Lipschitz in R", care au un rol semnificativ de-a lungul acestei lucréri.

3.1.1 Domenii Lipschitz in R"

Definitia 3.1.1 Fie X un spatiu metric. O functie f : X — C se numeste Lipschitz daca existd o
constantd ¢ > 0 astfel incét | f(z) — f(y)| < edist(x,y), Va,y € X.

Definitia 3.1.2 ([51], [70], [79]) O multime deschisa ® C R™ (n > 2) se numeste domeniu
Lipschitz mdrginit dacd existd o constantd ¢ > 0 si o familie de hiperplane =;, « = 1,...,m, 0
alegere a normalei n; pe Z;, si o functie Lipschitz ¢; : Z; — R cu constanta Lipschitz c, deci
|pi(z) — @i(y)| < c|x — y| pentru toti z,y € Z;, astfel incat

(i) Pentru fiecare 7, in sistemul de coordonate determinat de (=;, n;), existd un cilindru des-
chis, vertical, dublu trunchiat, circular Z; astfel incat {Zi};ll este o acoperire deschisd a
frontierei 09

(i1) Dacd ©; este domeniul situat deasupra graficului functiei ¢;, atunci, lucrand din nou in
sistemul de coordonate determinat de (Z;, n;) in R™, si notdnd cu £Z; dilatatia concentrica
alui Z; cu un factor £ > 0, avem, pentru orice i,

2N 2(6 + 1)21 =%;N 2(6 + 1)21,
0D N2(c+1)Z; = 9D, N 2(c + 1) Zi.

Perechea (Z;, ;) se numeste hartd de coordonate a lui ®, iar 99; este graficul lui ¢; in sistemul
de coordonate indus de Z;.

Fie ® C R™ un domeniu Lipschitz mirginit. Folosim notatiile ®_ := ©, ®, := R" \ D.
Pentru un parametru fixat kg = ko(90®) > 1 suficient de mare, definim regiunile netangentiale
v+ (x), x € 0D, prin v4 (x) := {y € D4 : dist(x,y) < ko dist(y, D)} (ase vedea [79, p. 27]),
iar pentru u : ©1 — R arbitrard, functia netangentiald maximala corespunzitoare Ny, (u) este
definitd astfel: Ny, (u)(x) := sup{|u(y)| : y € 7+(x)}, x € 9D, unde N := N, se numeste
operator netangential maximal.

Observatia 3.1.3 Daci in Definitia 3.1.2 functiile ¢; sunt din clasa C*, atunci domeniul D este
de clasd C*.

3.1.2 Spatii de functii pe R"

In aceasti sectiune prezentim unele notatii care vor fi folosite in capitolele urmitoare. Notim
cu Z mulfimea numerelor intregi si cu N multimea numerelor naturale. De-a lungul acestei teze
considerdm spagiul R™ inzestrat cu norma |z| := \/2? + ... + 22, © = (v1,...,7,) € R" i cu
baza canonicd ortonormati {e1,...,e,}, unde e; := (01,...,0,;j), 1 < j < n. Notatia (-, )
se referd la dualitatea perechii de doui spatii duale X si X*. In plus, aceeasi notatie este uneori
folositd pentru produsele scalare in spatii Hilbert, inclusiv in R".

Fie Q o mulfime deschisi si C°(€2) spatiul functiilor continue cu valori reale pe €2. Spatiul
functiilor continue, de r ori diferentiabile cu valori reale pe €2 se noteazi cu C"(Q2), r € N, si
C®(Q) = N, ey O ().

Spatiul functiilor ¢ € C"(2) cu suport compact este notat cu C{;(2), iar D’(2) este spatiul
distributiilor pe €2, dualul spatiului C§°(€2) inzestrat cu o anumitd topologie. De asemenea, notim
cu supp(u) suportul lui u € D'(2) in Q definit ca multimea de puncte fird vecinititi deschise in
care u se anuleaza.
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Fie S(R™) multimea functiilor netede rapid descrescitoare. Aceastd multime se numeste spa-
fiul Schwartz. Spatiul dual S’'(R™) se numeste spatiul distributiilor temperate in R™ (a se vedea
[117]). In plus, cu F : S’'(R?) — S’(R™) notim transformata Fourier definiti pe spatiul dis-
tributiilor temperate si cu F ! inversa ei (mai multe detalii sunt precizate in Sectiunea 4.1). De
asemenea notdm cu A = 97 + - - - 4+ 92 Laplacianul, unde toate derivatele partiale sunt considerate
in sensul distributiilor.

3.1.3 O trecere in revista a spatiilor Sobolev pe domenii Lipschitz in R"”

In continuare considerim un domeniu Lipschitz mirginit ® := ©_ C R™ n > 3, frontiera
sa ' := 0D fiind, local, graficul unei functii Lipschitz, si fie ®, := R" \ D. De asemenea fie
n, normala exterioard la I', care este definitd a.p.t., in raport cu elementul de suprafata do, pe I'.
Pentru p € (1,00) notdm cu LP(R™) spatiul functiilor p integrabile Lebesgue pe R", iar pentru
p € (1,00) si s € R, notdim cu LE(R™,R) := LE(R™) spatiul Sobolev (potential Bessel) de
netezime s in R"™, definit prin (a se vedea [44], [75])

LR = {(T-28)g: g€ LP(R")}
(.1.1) - {}"_1 (1+c?) " Fg: ge LP(R”)} .

Spatiul definit in (3.1.1) este inzestrat cu norma || f|| 1o (grny == ||F 1 (1 + |(|2)_S/2 Fflle@ny-
Dacd indexul de netezime este un numar natural, s = r € N, atunci spatiul Sobolev clasic poate fi

definit prin (a se vedea [44])

L2(R™) = {f e LP®R™) : ||fllreny == D> N0 fllrowny, 7 € N\ {0}, 1< p< OO}-

[y|<r

Pentru k£ > 2, fie

(3.1.2) LP(R™,RY) := {u = (uy, -~ ,up) : R" = R¥ :u; € L2(R"), j =1,...,k}.
Pentru p € (1,00) si s > 0, considerdm spatiile de functii LP-Sobolev, cu netezimea s in D,
(3.13)  LE(Dx):={flo, : f € LER")}, LE(D+) = {f € LE(R") : suppf C D},

unde supp f este suportul functiei f, Inchiderea multimii de puncte unde f nu se anuleaza. Pentru
p € (1,00) acestea sunt spatii Banch. In plus, pentru p = 2 ele devin spatii Hilbert. Notim prin'
IP (D) = (LY(D4))" dualul spatiului LI(D4 ), unde g € (1, 00) satisface 1% + % = 1. In plus,
LE(D1,RF) si LE(D4, R¥) sunt spatiile Sobolev ale functiilor vectoriale u : ®1 — R¥ avand
componentele in L2 (D) si LE (D), respectiv, si L (D4, RF) := (LI(D+, R¥))*. Pentru p = 2
folosim notatiile uzuale L2(R") := H*(R"), L2(R",R¥) := H*(R",R¥), L2(D1) := H*(D4).
Pentru o descriere completd a acestor spatii ne referim la [44], [67], [118].

Spatiile Sobolev LE(R" ') cul < p < oo i 0 < s < 1 sunt stabile in raport cu operatia de
compunere de difeomorfisme Lipschitz. In plus, ele sunt invariante in raport cu operatia de multi-
plicare prin functii Lipschitz. Aceste proprietiti conduc la definitia naturald a spatiilor Sobolev pe
frontiere Lipschitz. Astfel, dacd 2 C R™ o regiune nemarginita in R” situatd deasupra graficului
functiei Lipschitz ¢ : R™ — R, atunci pentru orice 1 < p < 00 si 0 < s < 1 (a se vedea [44],
(751, [1071)

f e LE(09) & f(,0() € LER™),

g € L2 (09) & g(,0())V1+[Ve()]? € L (R,

'Daci X este un spatiu Banach dat, notim cu X * spatiul dual.

(3.1.4)
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Aceste proprietifi pot fi extinse la cazul domeniilor Lipschitz marginite. Astfel, pastrand aceleasi
notatii ca mai sus, dacd ® C R" este un domeniu Lipschitz cu frontiera I', atunci (a se vedea [75],
[791)

LE(T) :={f € LP(T) : Vianf € LP(I)}, 1 < p < o0,
3.1.5)
LP (1) = (L), 1<p<oo, 0<s< 1,

unde Vi, este gradientul tangential pe I" si % + é =1.
Considerim spatiul® [54]

L§+%(g_’£St) = {(u,m) € Lf;%(g_,R”) X LL%A(@_) :
(3.1.6) ESt(u,W):O,diVIL:0in©,}, B
o L§+%(©+7£St) = {(u,ﬂ') € Li+%7loc(©+7Rn) X L§+%fl,loc(@+) :
Lgi(u,m) =0,divu=0inD, },
unde Ls;(u,7) := —Au + V. in particular, pentru p = 2§i 3 := s — % € (—%, %) obtinem

HYP(D_, Lgy) = L%w(@ﬂﬁSt)a HP (D4, Lg) = L%Jr,@(@JrvESt)‘

3.1.4 Operatorul netangential urma si operatorul de derivare conormala pe dome-
nii Lipschitz in R”

Pentru o constanti fixata kg = ko(I") > 1, suficient de mare, definim funcfia maximald netan-
gentiald N'u prin (a se vedea [79, (2.3)-(2.6)]): N (u)(x) := sup{|u(y)| : y € 7+(x)}, x € T,
pentru u : ® 4 — R arbitrar, unde v4 (x) := {y € Dy : dist(x,y) < ko dist(y, ')}, x € I, sunt
regiuni de aproximare netangentiale situate in ®; = R" \ D, respectiv D _. In plus, operatorii

netangentiali pe frontiera T, notati Tr™, sunt definiti prin (Tr¥u)(x) :=  lim  wu(y), x €I
Y+ (X)dy—x

In particular, notand cu -|r restrictia uzuala la frontiera I', avem
(3.1.7) Trty = v|p, Vv € C®(Dy).

Lema 3.1.4 ([2], [14], [44], [79], [83]) Fie ©_ := © C R"™ un domeniu Lipschitz mdrginit cu

frontiera T si fie © 1 := R™ \ ©. Atunci au loc urmdtoarele proprtietdti:

(a) Pentru orice s € (5, 3) existd un operator liniar si mdrginit Tr™ : H*(D_) — H* 2 (T)
a cdrui actiune este compatibild cu cea a restrictiei la frontierd in (3.1.7). Acestd este
surjectiv si are o inversd la dreapta Z~ : Hs_%(l“) — H(D_), Tr (Z7¢) =0, Vo €
HS_%(F). Pentru s > 3, operatorul Tr™ : H*(D_) — HY(T') este de asemenea liniar si
mdrginit.

(b) Daci s € (3, 3), atunci existi un operator Trt : Hf (D) — H* 3 (T), care este liniar si
continuu, cu o actiune compatibild cu cea din (3.1.7). Acesta este surjectiv avdnd o inversd
la dreapta® Z7 : Hs_%(I‘) — HE(D4).

2Prin definitie F' € Lr 1

5,100
cu BND4 #0.
*Daci p € (1,00) si s € (0,1), L ;(X) este mulimea tuturor elementelor f € LZ(R™) cu suportul compact in
X CR".

(D4, R™) daci si numai daci F € L’S’Jr (BN ) pentru orice bild deschisd B C R™

1
P
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Fie s € [0, 1] dat. Deoarece n,, € L>°(I',R"), functionala v € H~*(I,R") := (H*(I',R"))",
dati de (v, w),,, = [,o(n., w)do, Vw € H*(T',R"), este bine definitd, liniard gi marginiti,
precizind conormala exterioard v/ laI'. Are loc urmdtorul rezultat datorat lui Mitrea i Wright [79,
Teorema 10.10] pentru sistemul Stokes pe spatii Sobolev sau Besov generale (a se vedea si [56,
Lema 2.2] pentru extensia la sistemul Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietéti Riemanniene
compacte)*:

Lema 3.1.5 [79] Fie ©_ := ® C R"un domeniu Lipschitz mdrginit cu frontiera 1. Atunci pentru
orice B € (—3, %) operatorul de derivare conormald 0, HYP (D, Lg) — H_%J“ﬁ(l“, R"™) dat
de

(3.1.8)

<a;r(u, 7r),\I’> = 2/ Ejk(u)Ejk(z—xp)dx—/ rdiv(Z~W)dx, V¥ € H2 (0, R")
r D D

Ju;  Ou .
este bine definit, liniar si mdrginit, unde Ej,(u) := (0 I 4 6k> . In plus, pentru orice
T T

(u,7) € HHP(D, Lg;) siw € H'7B(D,R™), are loc formula lui Green

(3.1.9) 2/ Eji(u)Ej,(w)dx = / 7 div wdx — <8V_ (u,ﬂ'),Tr_W>
D D :

T

H! (D4,R") x L2 (D) satisficand sistemul Stokes
O(|x[|>~"=F), 7(x) = O(|x|*™™), =0,1
) =

O(x]72), |x| — oo, pentru k = 0,1sin = 2,

Observatia 3.1.6 Pentru orice (u,7) €
si conditia de crestere la infinit: V*u(x) =
sin > 3,sau VFu(x) = O(]x|717%), 7(x
obtinem formula lui Green (a se vedea [79])

(3.1.10) 2 / Eji(u)Ej(u)dx = / rdivadx — (9, (u,7), Tr ).
Dy Dy

3.2 Operatori pseudodiferentiali pe R"

In aceasti sectiune prezentdm proprietiti importante ale operatorilor pseudodiferentiali pe R”.
Principalele surse utilizate in pregatirea acestei sectiuni sunt [44, Capitolul 6], [47], [117, Capitolul
7]. Alte surse importante Tn acest domeniu sunt cértile lui Taylor [106] si Wong [118].

3.2.1 Operatori compacti
3.2.2 Proprietati de baza ale operatorilor pseudodiferentiali in R”

Fie S(R™) multimea functiilor infinit diferentiabile u € C'°°(R") astfel incat, pentru toti multi

indicii « §i 3, sd avem

(3.2.1) sup |z%(DPu)(x)] < oo.
z€R™

Aceastd multime® se numeste spatiul Schwartz. Familia seminormelor | - |p.s, k = 0,1,2,-- -,
definite pe S prin

(3.2.2) U|g;s = max 2%(DPu)(z ,
[ |ox \+|ﬁ|<kzeRn’ B @)l

“De intreg parcursul acestei teze, utilizim conventia lui Einstein de insumare dupi indicele care se repeti.
*Multimea C§°(R™) a functiilor infinit diferentiabile pe R™ cu suport compact este incusi in S(R™).
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conduce la o topologie pe multimea S(R™), inzestradnd-o cu o structurd de spatiu Frechét (a se
vedea si [117, p. 233]).

Mentionam cé transformata Fourier F este o reprezentare bine definitd pe spatiul S(R™). Pen-
tru o functie u € S(R™) avem

(3.2.3) (Fu)(C) = / e Cy(z)dx,
unde z - ¢ := > p_; xl, pentruz = (1, ...,2,), (= (C1,...,Cn) € R, sii? = —1. Utilizdm
notatia % 1n loc de Fu.

Transformata Fourier F : S(R™) — S(R™) este un izomorfism liniar i topologic. Deci exista
inversa 7! : S(R"*) — S(R"), dati de formula

(3.2.4) u(z) = (2m) ™" / e~ (C)dC.

n

Mentiondm ca izomorfismul liniar topologic F : S(R") — S(R"™) se extinde la spatiul dual
S'(R™), F : S'(R") — S’(R™). Notand cu (-,-) dualitatea dintre spatiile S(R") si S'(R"),
obtinem (Fu, ¥) = (u, F¥) pentru orice u € S(R™), ¥ € S§'(R™) (a se vedea [117, p. 233]).

Clasele S™

Consideram un operator diferential de ordinul m € N,

(3.2.5) T(z,D)= Y aa(x)D x€R",
|| <m
.. . o aq fe —1 a 1
unde o = (o, ..., ) este un multi indice, D = D{"* --- D", Dy, =i 3. 8 la| == a1 +
Tk

...ary, este ordinul lui D®. Presupunem cid a, € C°°(R"™). Tindnd cont de transformata Fourier
avem (a se vedea [117, p. 236])

n

(3.2.6) T(z,D)u(z) = (27)™" / ST (2, O)a(¢)dC,

unde ¢* := (7"...¢%". Polinomul T'(z, () := > laj<m @a ()¢ se numeste simbol a lui T'(z, D),
iar simbolul principal 0,,,(T') alui T este (o (1)) (2, ¢) 1= 3. j4)=m @a(z)C* (ase vedeasi [117,
p. 236]). Daca coeficientii a, ai operatorului diferential (3.2.5) sunct functii de clasa C*°, cu
derivatele de orice ordin marginite, a, € C;°(R™), atunci simbolul 7'(x, {) apartine clasei 5™,
m € N, definitd mai jos.

Definitia 3.2.1 [117] Fie m € R. Atunci multimea S™ = S™(R™ x R") formatd din functiile
T € C*°(R™ x R™) astfel incét, pentru toti multi indicii o, 3, sd avem

(327 IDEDIT (2, Q)] < Cap(1+ )™, vz, ¢ € R,
se numeste spatiul simbolurilor de ordinul m.

Utilizdm notatiile S™°° := (™, S :=JS™.
In continuare folosim notatia simplificati S := S (R™). Mentiondm urmétorul rezultat:

Propozitia 3.2.2 [117] Fie T' € S™ dat. Dacd u € S, atunci

(3.2.8) T'(z, D)u(z) =

(2;)71 / T (@, Qi)

este o functie T(x, D)u(x) € S. In plus, reprezentarea T(x,D) : S — S este continud. Repre-
zentarea biliniard S™ x S 3 (T,u) — T(z, D)u € S este de asemenea continud.
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Observatia 3.2.3 Operatorul 7T'(z, D) dat de (3.2.8) se numeste operator pseudodiferential
(p.d.o.) de ordinul m pe R™. Multimea operatorilor pseudodiferentiali de ordinul m pe R™ se
noteazd cu OPS™(R™). Pentru o descriere detaliata a acestei clase ne referim la [44, Capitolul 6],
[47], [78], [117, Capitolul 7], [118].

Definitia 3.2.4 [117] Fie m € R. Atunci functia A(x, () apartine lui J” = J™(R"™ x R™) daci
urmadtoarele conditii sunt satisfacute:

(i) A(z,() este (pozitiv) omogend de ordinul m, adicd A(z, c() = ¢™A(x, (), Ve > 0, ¢ # 0,
(i) Ae C™(R™x (R™\0))
(iii) Orice derivati Dng A(z,¢) este mirginitd pe R" x "1, 4 € Cf°(R" x &" 1), unde

&" 1= {¢ € R": [¢| = 1} este sfera unitate in R™.

Definitia 3.2.5 [117] Fie T'(x, () € S™ dat. Atunci 7" se numeste (—1) simbol clasic dacd existd
functiile omogene H,,, € J™, un simbol T},,_; € S™"1, si o functie de separare y, astfel incat T’
admite reprezentarea T'(x, () = x(¢)Hm(x, ) + Trm—1(x, Q).

Existenta reprezentdrii precedente nu depinde de alegerea functiei x (a se vedea [117, p. 258]).

Multimea (—1) simbolurilor clasice se noteazd cu CI~1S™. Un simbol T' € CI715™ are
partea principald data de 7T (z,() := Hy,(x,¢), H, € J™. Mentionim ci spatiul Sobolev
L2(R™), s € R, este definit prin (a se vedea [117, p. 260])

(3.2.9) LY(R™) = {u € Line(R") : [[ull} == /R [a(Q)P (1 +[¢?)*d¢ < OO} :
Un rezultat fundamental referitor la operatorii pseudodiferentiali arata cd orice operator pseudodi-
ferential T'(z, D) € OPS™ se extinde la un operator continuu pe orice spatiu Sobolev:

Teorema 3.2.6 ([43], [117]) Fie T € S™ un simbol dat. Atunci operatorul pseudodiferential
asociat T'(x, D) se extinde la un operator continuu, notat in acelasi fel,

T(x,D): L*(R") = L? (R"), VseR.

3.2.3 Operatori eliptici pe R"

Multimea operatorilor pseudodiferentiali contine o clasd de operatori ce intervin in multe apli-
catii dedicate problemelor cu valori pe frontierd pentru ecuatii cu derivate partiale si care au inverse
modulo operatori compacti. Acestia sunt de asemenea operatori pseudodiferentiali. Aceasta este
clasa operatorilor eliptici. Principalele surse utilizate In pregatirea acestui capitol sunt [44], [117].
In continuare, prezentim definitia parametrixului:

Definitia 3.2.7 [117] Fie T = T'(z, D) € OPS™(R") un operator pseudodiferential. Daca existi
un operator B € OPS™"(R") asfel incat

(3.2.10) TB—1€OPS ™ ™(R"), BT — I € OPS~®(R"),

atunci B se numeste parametrix al lui T'.

Mentiondm cd OPS™*°(R") = (,,cg OPS™(R") si A € OPS™°°(R") daci si numai dacd A
este un operator neted (a se vedea [44, Teorema 6.1.10]).

Definitia 3.2.8 [117] Un operator 7' € OPS™(R™) se numeste eliptic de ordinul m daca exista
un operator B € OPS~™(R") astfel incat TB — I € OPS™}(R"), BT — I € OPS~}(R").
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Teorema 3.2.9 ([43], [44], [106], [117]) Fie T € OPS™(R"™). Atunci operatorul T este eliptic
de ordinul m dacd si numai dacd admite un parametrix, adicd un operator B € OPS™™(R")
satisfdacand conditia (3.2.10).

Exemplul 3.2.10 Laplacianul A := Z?Zl Dﬁj si orice perturbatie a sa de ordinul zero, A + Al
A > 0, au simbolul principal Z?:1 Cf- Prin urmare, acesti operatori sunt eliptici. In plus, daci
gij(x) este o metricd Riemanniand pe R" cu inversa g*/(z), atunci Laplacianul cu coeficienti
variabili A := Z?Zl 99Dy, D, . + A, A fiind un operator diferenial de ordinul ntéi, are partea
principald Z?Zl g9¢iC j» §1 deci este eliptic.

3.2.4 Operatori eliptici pe domenii in R"
3.2.5 Sisteme eliptice in sensul Agmon-Douglis-Nirenberg pe R"

In aceasti sectiune prezentim definitia sistemelor eliptice in sensul Agmon-Douglis-Nirenberg
pe domenii din R"”, precum si proprietitile lor de baza. Acestea apar Tn multe aplicatii dedicate
problemelor cu valori pe frontierd pe domenii Lipschitz. Principalele surse utilizate in pregatirea
acestei parti sunt [44], [117].

Fie Q C R" un domeniu si T'(z, D) = (Tji(x, D));k=1,..p, € 2 o matrice de operatori
pseudodiferentiali Tj;(z, D) cu simbolurile 79% = T7%(z, (). Presupunem ci existi numerele
sj,tr € R, j,k =1,...,p, astfel incat aceste simboluri satisfac conditia Tk ¢ Ssitte(Q x R™).
In particular, considerdm sistemul Agmon-Douglis-Nirenberg de ecuatii cu derivate partiale (a se
vedea [44, p. 328])

p Stk
(3:2.11) > > T @)D u(e) = i), j=1.....p,
k=1 |8|=0
cu matricea operatorilor psedudodiferentiali 7' = (Tjx)jk=1,., datd de Tj, :=

Zfértg T’ k( )DP, si simbolurile corespunzitoare T7%(2) € S%+t(Q x R™). Presupunem ci

<0.
Sj—‘rtk ]
(3.2.12) T2, ¢) = 3 T ()i,
|8]=0
se numeste matricea simbolurilor sistemului (3.2.11). Partea principald este definitd prin

ik ; 3 o
Tsjﬁtk( () == Z|ﬁ|:3j+tk Té (2)ilPI¢P, unde Tj i (z,¢) este egald cu zero dacd T7%(z, ¢)
are ordinul < s; + .

Definitia 3.2.12 ([44], [117]) Fie (T}1);x=1,.., 0 matrice de operatori pseudodiferentiali. Atunci

e Determinantul caracteristic H(x, () se definit de H(x, () := det[(fgﬁtk (x,())]pxp, unde

ik ik ¢
T2% 4 (2, Q) = [¢[5 Tl (m’ |C!>'
o Sistemul (Tjy) este eliptic in sens Agmon-Douglis -Nirenberg daca H(x,() # 0, Vx €
Q, ¢ eR™\ {0}

Observatia 3.2.13 Avand in vedere Definitia 3.2.12 rezultd cd Definitia 3.2.7 a parametrixului
Qo = (Qjk)jk=1,..p pentru operatorul T = (Tji)j k=1, p, cu Tji, € OPS% (), si existenta
unui parametrix au loc §i pentru sistemele eliptice Agmon-Douglis-Nirenberg.
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3.3 Operatori pseudodiferentiali pe varietati Riemanniene compacte

In aceastd sectiune prezentim clasa operatorilor pseudodiferentiali pe varietdti Riemanniene
compacte, precum si citeva proprietdti fundamentale referitoare la acesti operatori. Principalele
surse utilizate in pregétirea acestei sectiuni sunt [44, Capitolul 8], [47], [117].

3.3.1 Rezultate generale referitoare la operatori pseudodiferentiali pe varietati Ri-
emanniene compacte

Un spatiu topologic M cu proprietatea ca orice punct M are o vecindtate omeomorfa cu o
submultime deschisd a lui R™ se numeste spafiu local Euclidian. In plus, o pereche (U,q), cu
U C M multime deschisd si ¢ omeomorfism a lui U pe o multime deschisa in R", se numeste
hartd. Daca cel pufin doud hari sunt implicate, utilizdim notatiile ¢ : U, — V, unde V, este
imaginea lui U, prin g. In continuare, reamintim definifia unei structuri C* a unui spatiu local
Euclidian.

Definitia 3.3.1 [117] Dacid s € N, sau s = oo, atunci o structurd C*® pe un spatiu local Euclidian
M este o familie § de transformdri de coodonate ¢ : U, — V, astfel incat urmitoarele afirmatii au
loc:

(i) Domeniile U, acoperd M, M = |,z Uq-

(ii) Fie q1,q2 € § astfel incat Uy, N Uy, # 0. Atunci aplicatia g2 0 171 : q1 (U, NUy,) —
q2 (Uy, NUy, ) este de clasd C*.

(iii) Daci qq este o transformare de coordonate astfel incit gg o ¢! si g o qo ! sunt de clasi C%,
pentru orice ¢ € §, atunci gy € §, adica familia § este maximald in raport cu (ii).

Se arata ca o structurd C* poate fi definita printr-o familie arbitrard & care satisface numai conditi-
ile (i) si (ii) din Definitia 3.3.1 (a se vedea si [117, p. 114]). O astfel de familie € se numeste atlas
Cs.

Definitia 3.3.2 [117] O pereche (M, §) se numeste varietate C'*, daca M este un spatiu topologic
Hausdorff, care are o bazi numirabild de multimi deschise® si este local Euclidian , iar § este o
structura C* pe M.

Exemplul 3.3.3 Spatiul Euclidian R" este o varietate cu un atlas dat de o singura harta (R", ),
care conduce la structura C*° standard pe R".

In continuare notim cu TM = Upe v IpM fibratul tangent, unde T}, M este spatiul tangent in
punctul p € M sicu T*M = Upe v Ty M spatiul dual, adicd fibratul cotangent. Atunci:

Definitia 3.3.4 [117] O varietate M cu o metricd Riemanniana g pe spatiul fibrat tangent 7'M se
numeste varietate Riemanniand.

Fie (M, g) o varietate Riemanniand compacta de dimensiune p > 2 inzestratd cu un tensor metric
Riemannian 7 ¢ := Z?,k:l gjkdr; ® day, =: gjpdzj ® day, si fie (¢/F) inversul lui (g;x). Men-
tiondm ci elementul de volum pe M este dat de dVol = ,/gdx; ...dx,, unde g := det(g;i).
In continuare definim produsul scalar pe spatiul 1-formelor A'TM (a se vedea [78], [117]):
(dxj,dzy) = gk, (X)Y) = ngjkYk, unde campul vectorial X = X*9), € TM este identifi-
cat cu 1-forma X, dz, = X*gy,dx,, X, = g, X", iar notatia (-, -) este folositd pentru produsul
scalar.

SExistii o bazii numirabili pentru topologia lui M.
"De-a lungul acestei teze utilizim regula de insumare dup indicele care se repeti.
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Fie X o multime deschisd in M. Notdm cu C§°(X) = C*°(X, C) spatiul functiilor de clasa
C* pe X cu suport compact. Utilizdnd faptul cd M este compacta, obtinem ca C3°(M) =
C>®(M). In continuare, definim spatiile Sobolev de functii cu valori complexe definite pe vari-
etatea Riemanniend compactd M.

Definitia 3.3.5 [117] Presupunem cd M este o varietate Riemaniand compacta si fie s > 0. Spatiul
Sobolev L?(M) este multimea functiilor u : M — C astfel incit (p o u) o ¢=! € L?(R"™) pentru
fiecare hartd locald (U, q), g : U — V, si orice p € C°(U).

Presupunem cd g : U — V defineste o hartd a lui M. Notidm cu ¢* f = f oq aplicatia pull-back
alui f € C(V)siq¢* th = hoq ! aplicatia push-forward alui h € C=(U).

Definitia 3.3.6 [117] Fie T' : C*°(M) — C°°(M) un operator liniar. 7' se numeste opera-
tor pseudodiferential de ordinul m € R pe M dacd operatorul push-forward Q(¢Tv,q) :=
¢~ (pT)q* este un operator pseudodiferential de ordinul m pe R", adicd Q(¢T%,q) €
OPS™(R™), pentru orice hartd (U, ¢) pe M, si pentru toti p, ¢ € C5°(U).

Spatiul operatorilor pseudodiferentiali de ordinul m pe M se noteazi cu OPS™(M). In plus,
similar cu cazul Euclidian, notim cu 0,,,(T")(z, ¢) simbolul principal a lui ¢T1). De asemenea,
fie OC*° (M) multimea operatorilor integrali pe M cu nucleul in C*°(M x M).

Teorema 3.3.7 [117] Dacd T € OPS™(M), atunci transformarea T : L*(M) — L2_, (M)
este continud, pentru orice s € R.

Definitia 3.3.8 [117] Un operator ' € OPS™ (M) se numeste (—1) operator pseudodiferential
clasic pe M daca pentru orice harta (U, q) pe M si ¢, € C3°(M), (¢Ty), € OPS™(R"),
adica operatorul push-forward (¢T')), este (—1) clasic pe R™.

Multimea operatorilor pseudodiferentiali clasici de ordinul m pe M se noteazd cu OPS} (M).
Similar cu cazul Euclidian, un operator pseudodiferential clasic 7" pe M este eliptic dacd simbolul
principal nu se anuleazi (pentru mai multe detalii a se vedea [117, p. 307], [47]). In plus este po-
sibild considerarea unui parametrix pentru un operator eliptic " € OPS} (M), adica un operator
T' € OPS;™(M) astfel incat TT' =1 — R, unde R € OPS;'(M).

Teorema 3.3.9 [47] Dacd T este un operator eliptic de ordinul m pe o varietate Riemanniand
compactd M, atunci, pentru orice s € R, T': H*(M) — H*~™ (M) este un operator Fredholm,
iar indexul lui depinde numai de simbolul principal T

Mentiondm c4, utilizdnd lema de compactitate a Iui Rellich (a se vedea [47, Teorema 11.6]), se
deduce ci incluziunea i : H'(M) — H*(M) este compactd, pentru orice ¢ > s. Astfel:

Corolarul 3.3.10 [47] Dacd T este un operator pseudodiferential de ordin negativ, atunci T’ este
compact pe orice spatiu Sobolev.

3.3.2 Sisteme eliptice de operatori pseudodiferentiali pe varietati Riemanniene
compacte

3.3.3 Sisteme eliptice de tipul Agmon-Douglis-Nirenberg pe varietiati Riemanniene
compacte

Un sistem important de operatori pseudodiferentiali pe varietdti Riemanniene este sistemul
eliptic Agmon-Douglis-Nirenberg. In continuare, prezentdm aceastd notiune si proprietdti fun-
damentale corespunzitoare, ca existenta unui parametrix, utilizand [44], [117, p. 334].
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Fie s1,...,8p,t1,...,t, numere reale. Considerdm o matrice de operatori 7" = (75;),xp astfel
incat fiecare componenta T;; € OPS;?” (M) este un operator (—1) pseudodiferential clasic pe
M de ordinul m;; < s; + tj. Partea principald a sistemului Agmon-Douglis-Nirenberg este
matricea 7, (T'(z,¢)) = (tij(x,())pxp, cu componentele t;;(x,() = 7,14, T;; dacd ordinul
operatorului T;; este s; + ¢;, si 0 in rest. Utilizdm notatiile s := (s1,...,sp) sit := (t1,...,%p).
Clasa operatorilor matriciali definiti mai sus se noteazi cu OCIS*Tt (M, p x p) (pentru mai multe
detalii ne referim la [117, Capitolul 8]).

Operatorul matricial 7' se numeste eliptic in sens Agmon-Douglis-Nirenberg dacd existd nu-

merele reale s1, ..., Sp, 11, ..., tp, astfel incat T € OCIS*T' (M, p x p) si
(3.3.1) det (7, (T(x,C))) 0, ¥ (z,¢) € T*(M) \ {0}
(ase vedea [117, p. 334]). Are loc urmatoarea proprietate:

Teorema 3.3.11 [117] Fie T = (T;;) € OCIS*T(M,p x p) o matrice de operatori pseudodi-

ferentiali de tipul Agmon-Douglis-Nirenberg cu numere ADN s1,...,5p,t1,...,tp. Dacd T este
operator eliptic in sens Agmon-Douglis-Nirenberg, atunci T : L?+t1 (Myo...o L?HP(M) —
L?,Sl (M)®...® szsp(M) este Fredholm pentru orice { € R.

3.4 Operatori Fredholm

In aceasti subsectiune prezentim notiunea de operator Fredholm si proprietiti asociate aces-
tuia. Principalele surse utilizate Tn aceastd sectiune sunt [79, p. 205] si [117].

Fie X si Y spatii Banach si £(X,Y’) multimea operatorilor liniari, continui 7" : X — Y. De
asemenea fie X* spatiul dual a Iui X, adicd multimea X* := {f : X — R : f liniar si continuu}.
Pentru f € X*, utilizdm notatia f(z) := (f,x)x. Dacd F' € L(X,Y), definim operatorul dual
F*:Y* — X* prin (F*y*, x)x = (y*, Fx)y. Mentiondm cd || F*|| = || F|| si F* € L(Y™, X™).

Definitia 3.4.1 ([79], [117]) Fie F' € L(X,Y). Atunci F este operator Fredholm daca satisface
urmadtoarele conditii:

(i) Nucleul lui F', Ker(F) := {z € X : Fx = 0}, este finit dimensional
(i) Rangullui F, FX :={y € Y : 32 € X astfel incat Fz = y}, este inchis in Y’
(iii) Conucleul lui £, Coker(F') := Y/F X, este finit dimensional.
Numarul
(3.4.1) ind(F) := dim(Ker(F)) — dim(Coker(F)) < oo
se numeste indexul operatorului Fredholm F'.

Fie ®(X,Y) := {F € L(X,Y) : F Fredholm} multimea operatorilor Fredholm definiti pe X cu
valoriin Y.

Definitia 3.4.2 [79] Fie X si Y spatii Banach. Consideram multimile

342) P (X,)Y):= {F € L(X,Y) : F are rangul inchis si nucleul finit dimensional},
(343) ¢_(X,Y):={F € L(X,Y): F are rangul inchis si conucleul finit dimensional} .
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Prin urmare, multimea operatorilor semi-Fredholm este ®_ (X, Y) U &, (X,Y), iar functia index
ind : ®(X,Y) — Z, data de (3.4.1), poate fi extinsd la multimea tuturor operatorilor semi-
Fredholm, astfel (a se vedea [79, Definitia 11.34]):

(3.4.4) ind: ¢_(X,Y)UP (X,Y) — ZN{too}, ind(F) := dim(Ker(F))—dim(Coker(F)).

Mentionam cd daca F' € L£(X,Y), atunci F'.X are codimensiune finitd in Y <= dim (Y/FX) <
00, adicd dimensiunea spatiului Y/F X este codimensiunea lui FX inY.

In continuare prezentim principalele proprietiti referitoare la operatorii Fredholm, care sunt
utile Tn aplicatii ale teoriei potentialului in studiul problemelor eliptice cu valori pe frontiera.
Aceste proprietiti pot fi gésite In [79] si [117].

Teorema 3.4.3 ([79], [117]) Fie X §i Y spatii Banach i F € L(X,Y). Au loc urdtoarele pro-
prietdti:
(i) Fie F € . (X,Y), S € ®L(Y, Z). Atunci SF € &, (X, Z), ind(SF) = ind(S)+ind(F).
(ii) F € ®(X,Y) dacd si numai dacd F este mdrginit la stdnga modulo operatori compacti.

Prin urmare, existd un spatiu Banach Z, un operator compact K : X — Z §i o constantd
C > 0 astfel incat ||z||x < C||Fzl|ly +||Kz||z, V2 € X.

(iiii) F € ®(X,Y) dacd si numai dacd existd operatorii S1,S2 € L(X,Y), K1 € K(Y,Y)
si Ky € K(X, X) astfel incat FS, = Iy + K1, SoF = Ix + Ka, unde K(X, X) este
multimea operatorilor compacti de la X la X, iar Ix : X — X este operatorul identitate
pe X.

Lema 3.4.4 [79] Fie X, Y, Z si W spatii Banach. Presupunem cd urmdtoarea diagramd

X — Y
(3.4.5) l l
Z — W

este comutativd, unde toate sdgetile reprezintd operatori liniari si mdrginiti. Dacd trei din ei sunt
operatori Fredholm atunci si al patrulea este de asemenea operator Fredholm.

Lema 3.4.5 [79] Fie X;, Y;, j = 1,2, spatii Banach astfel incdt incluziunile X1 — Xa si
Y1 — Y5 sunt continue. Presupunem cd incluziunea Y1 — Yo are imaginea densd in Y. Fie
F € &(X1,Y1) N®(Xs,Ys) cu proprietatea cd ind(F : X1 — Y1) = ind(F : X3 — Ya2). Atunci
Ker(F : X1 — Yl) = Ker(F : X2 — Y2)

......

tru cazul spatiilor Banach. Extinderea la spatii cvasi-Banach a fost obtinuta de Kalton, Mayboroda
si Mitrea [48], utilizand rezultate din [49], [79, Theorem 11.43]).

Teorema 3.4.6 [12] Fie (Xo, X1) si (Yo, Y1) doud perechi compatibile de spatii Banach. Presu-
punem cd Xo + X1 si Yo + Y7 sunt convexe. Fie F' : X; — Y;, 7 = 0,1 un operator liniar si
mdrginit. Fie® X 1= [Xo, X1, §i Yo := [Yo, Y1y 0 € (0, 1). Atunci:

e F induce un operator liniar Fy : X9 — Yy, ¥V 0 € (0,1). In plus, are loc inegalitatea de
interpolare

(346) 1Bl 2oy < IFIES, o IF 1%k, 0y 6 € (0,1)

8Parantezele [-, -]¢ corespund metodei de interpolare complexi (pentru detalii, a se vedea [110]).
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e Dacd existd 0y € (0,1) astfel incat Fy, : Xg, — Yy, este izomorfism, atunci existd € > 0
astfel incdt Fy : X9 — Yy este de asemenea izomorfism, pentru orice € (6y — €,00 + ¢).

Mentiondm c# spatiul Sobolev L& (X, R™), s € (0,1), p € (1, 00) poate fi obtinut din interpolarea
complexd a spatiilor L} (X, R™) si LP(X,R") (a se vedea [110]):

Lg(Xv Rn) = [Lzlj(X7 Rn)7Lp(X7 Rn)]s

In plus spatiul L7(X, R™) se scufundi dens in spatiul L% (X, R"), pentru orice s € (0,1) sip €
(1,00) (ase vedea si [17], [110]).
Urmaitorul rezultat a fost obtinut de Kalton si Mitrea [49] (a se vedea si [79, Teorema 11.45]).

Teorema 3.4.7 [49] In ipoteza Teoremei 3.4.6, presupunem cd spatiul Yo MY este dens in fiecare®

Yy, 6 € (0,1). Dacd exista 6y € (0,1) astfel incar Fy, este Fredholm, atunci existd ¢ > 0
astfel incat Fy este Fredholm pentru orice 0 € (0y — €,0y + €), iar indexul este constant, adicd
ind(Fy) = ind(Fy, ), pentru orice 6 € (0,1).

In plus avem urmitorul rezultat:

Lema 3.4.8 [79] Fie F' : X — Y un operator Fredholm cu index zero. Atunci F' este inversabil
dacd §i numai dacd F este injectiv.

Teorema 3.4.9 [117] Fie X,Y spatii Banach. Dacd F' : X — Y este un operator Fredholm gi
K : X — Y este compact atunci F'+ K : X — Y este de asemenea operator Fredholm cu
acelagi index,

(3.4.7) ind(F + K) = ind(F).

3.5 Teoria potentialului pentru sistemele Stokes si Brinkman pe do-
menii Lipschitz in R"

Aceastd sectiune contine rezultate fundamentale si proprietiti de baza referitoare la teoria
potentialului pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R™, n > 2. Principalele
surse utilizate in pregétirea acestei sectiuni sunt [54], [59], [79], [111].

3.5.1 Solutiile fundamentale pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lip-
schitz in R"”
Aceastd sectiune este dedicata solutiilor fundamentale pentru sistemele Stokes si Brinkman.
Principalele surse utilizate in pregétirea acestei sectiuni sunt [54], [59], [111].
Solutia fundamentala pentru sistemul Brinkman

Dacid y > 0 este o constantd dati, notam cu gx* (x,y) si I (x,y) tensorul fundamental si
vectorul presiune fundamental pentru sistemul Brinkman in R, n > 2. Acesstia satisfac ecuatiile

(35.1) (=Ax +X7T) ¥ (x,y)+ VI (x,y) = Diracy (x), divyG* (x,y) =0, x,y € R"

in sens distributional, unde Dirac, este distribufia Dirac cu masa in y. Indicele x addgat operato-
rilor precedenti precizeazd actiunea acestor operatori in raport cu x.

% Aceasti conditie este totdeauna satisficuti in cazul spatiilor de interpolare complexi.
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Componentele lui GX (x,y) si cele ale ITX" (x,y) sunt date de (a se vedea [59, Capitolul 2],
[111, pp. 58-60])

(352 G (xy)= 1 {(SjAl(X’X -y + () = y5) @k = i) Ao (x|x — yl)} :

wn | |x —y["2 Ix —y|"

2 1 z;—y;
353) II¥ = — 21 =L
( ) ] (X7y) wn|x_y|n7
) : 1, ifj=k . . 1A
unde 0, este simbolul lui Kronecker, d;;, = 0, ifj#k wy, este aria sferei unitate G” " in
R", n>2.1n plus, cunotatiaz :=x —y = (z1,..., 2,), avem
+—1 n
C(3)? Kna() (5)*Kz(z) 1
Al(Z) = + 2 - T3
(3) r(3)=* =2
3.5.4) A4
Ay(z) = 4(5) K144(2)
2 = )
R O

De asemenea, K este functia Bessel function de speta a doua si ordinul ¢ > 0, iar I" este functia
Gamma (a se vedea [1]).

Tensorul tensiune si tensorul presiune asociati SX* (x,y)si AX (x,y) au componenetele (a se
vedea [59, Capitolul 2], [111, pp. 58-60]):

2 2
2 2 agzx (X7 y) 8gX (X> y)
Szxjk;(xv Y) = _Hzc (X7 y)ézk + 2 + kg

Oxy, ox;
1 Ti— Y; OikTi + 0:12;
= ot S
i ) (@ — ) (g —
(3.5.5) It )IC y,figk 9) pxlx —y) b
Ix -yl

A (6, y)nily) = —2X (@ma(y) + (gi n f;;’“) (7))

1 2,12 n;(y) zjz - n(y)
5. = —<— 1 2 4 =2
(3.56) o { -0t el + 248 a2 5O
% L, mzenly) o, EPT n(y)
Ajk(XaY>nk(Y) = o {2nW +x"n;(y) n—9 2 zj" [ n =3,
unde
( ) 241(2)  2n
Di(z) =82 2 1
S R,
z)2tl Kn_{(z Z %Kﬂ z
(3.5.7) Ds(z) ::8(2) . 5;1( )+2(2) n2( ) B 27721
T 75—’—)22 T 5) z
Da(z) = 87 K30 2n(n+2)
R OF: 7
Mentiondm cd
AN (x, 8% (y,x
(3.5.8) (—Lx 4+ X7D) S;(,;(y,x) + e xy) =0, 08 ey, ) =0 pentrux #y.

8.%'143
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Solutia fundamentala pentru sistemul Stokes pe domenii Lipschitz in R"

Componentele tensorului fundamental Stokes G(x,y) si vectorul presiune asociat IT(x,y),
care determind solutia fundamentald (G, IT) a sistemului Stokes in R™, n > 2, sunt date de (a se
vedea [59, Capitolul 2], [64], [111, pp. 38,39])

1 {( 2)% (ij—yj)(xk—yk)}’

g'k: X,y) =
(x.¥) 2w, |x — y|n—2 x —y|?
(3.5.9) n >3,

1 zj—yj
ILi(x,y) = Jnm,

Gonlx — y) = 1{(% —u)@n w5 1n<rx—yr>},

_ 2
(3.5.10) ‘f”a?j L x -yl n=2.
Li(x—y)=-— 29
J(X y) o |X_y|27

Tensorii tensiune si presiune corespunzitori S(x,y) si A(x,y) au componentele (a se vedea [59,
Capitolul 3], [111, p. 132])

n (zi —yi)(x; — y;)(Tk — Y)

3.5.11 Siik(X,y) = —— ) > 2,

( ) jk’(x Y) W, ’X — y’n+2 n
2 0; i — Yi) (@ —

(3.5.12) Ap(x,y) = —— (— ko, @iy )(””’“H yk)) Cn>2.
wp \ [x—yl" x —y|"

3.5.2 Operatorii potentiali de simplu si dublu strat pentru ecuatiile Stokes si Brin-
kman pe domenii Lipschitz in R"

in continuare considerim sistemul Brinkman
(3.5.13) divu =0, (A — x*T)u - Vr =0,

care descrie migcarea unui fluid vascos incompresibil intr-un mediu poros. Prima ecuatie in
(3.5.13) reprezintd ecuatia de continuitate (sau conditia de incompresibilitate), iar a doua repre-
zintd ecuatia Brinkman. De asemenea, constanta y > 0 este legatd de proprietitile fizice ale
mediului poros implicat. Dacé a este lungimea caracteristica a domeniului ocupat de mediul poros

cu permeabilitatea x, atunci y = —%=.

K
Ca 1n sectiunile precedente, r\gtﬁm cu® C R® n > 2, un domeniu Lipschitz marginit
cu frontiera I' := 9D si ®, := R" \ D. Definim potentialele de simpu si de dublu strat,
V,2rg, Wiaph : R* \I' — R", asociate sistemului Brinkman si avand densititile g si h,
astfel (a se vedea [59, Capitolul 3]):
(3.5.14)

(V,,.8)(x) = (G¥(x,-),8). (W, h) (x) 3:/FS;‘(;:z(y?X)”@(Y)hj(')’)dr(}’)v x € R"\T.

T

De asemenea fie P;Z;Fg, P;Q;Fh : R™\ I" — R functiile date de
3.5.15)

2 2
(P18)(x) i= (I (x,),8) (P h)(x) i /F A (%, y)m, (y)hy(y)dD(y), x € R"\T.
Mentionam cd (g, h) sunt alese in unul dintre spatiile urmétoare spatii:

1 11
(3.5.16) (i) H 28I, R") x Hﬁjﬁ(P,R”), B e (—2,2)

(i) LP(T,R™) x L’r’lF (I,R™), p € (2 —€,2 4+ ¢) pentru un anumit € := ¢(I') > 0.
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Perechile (V,2,rg, P;z;rg) si (W,2,rh, P;(lg;rh) satisfac sistemul Brinkman in R™ \ T",

(A - X2]I)VX2;Fg — V-Pxi,l"g = 0, diVVXQ;Fg =0
(3.5.17) inR"\T.
(A=W, h—VPL h=0, divW, h=0

Mentiondm cd in fiecare din cazurile de mai sus, existd valoarea principald (sau varianta pe fron-
tierd) a potentialului de dublu strat W 2 h, aproape peste tot pe I, si este datd de:

(3.5.18) (K, h)i(x) :=p.v. /Sjke v, x)n,(y)hi(y)dl'(y), a.e.x €T,

unde p.v. semnificd valoarea principali a unei integrale singulare!”.
In plus, utilizim notatiile (W , h)* := Tr*(W , h).
x4 x4

Teorema 3.5.1 ([14], [26], [44], [54], [79]) Fie © C R™ un domeniu Lipschitz mdrginit (n > 2)
cu frontieral' si x > 0, p € (1,00), r € [0,1], g € LY (T, R") 5i h € LY(T", R™). Atunci au loc
urmdtoarele relatii a.p.t. pe I':

(3.5.19) Tyt (VX2;Fg) =Ty (VXQ;Fg) = VXQ;F&
. 1
(3.5.20) (W, h)" = <12“ Kxap) h,
+ s 1 *
(3.5.21) 0i (Va8 Piagg) = (751 + K, )&,
+ d _ — d p—
(3.5.22) o (W b PL b) =0, (W, hP, h) =D, h

In plus, urmdtorii operatori de simplu si dublu strat sunt continui:
\% o Lr (T,R") — LK T(Q_,R”), WX2;F LR(D,R™) — Lp (33_,R"),
V LT {(IR™) — Ler Toc (D, RY), W, LT, R") — Ler (D4, R"),
Vx2‘ : LP (D, R") — Lp(F R™), KX2;F IR0, R™) — LZ;(F,R")

x2;T Jloc
K', Ly (T,R") — L} (I.R"), D, : LY(T,R") — L}_ (T, R").

Menponam ca exponentul + (respectiv -) In formulele precedente se aplicd pentru valoarea limita
a unui camp evaluat din exteriorul (respectiv din interiorul) lui I'.

Rezultatul de mai jos a fost obtinut Tn [79] in cazul y = 0 (a se vedea si [59], [111] pentru
x > 0).

Teorema 3.5.2 ([59],[79], [111]) Dacd ® C R", este un domeniu Lipschitz mdrginit cu frontiera
I, n > 2, atunci pentru orice p € (1,00) i r € [0, 1], avem

(3.5.23) Ker (VXQT . I”_,(T,R") — Lf(r,Rn)> —Rn,, Rn, := {cn, : c € R}.

Potentialele de simplu si dublu strat V,2.rg, W,2.rh, PX2 8 sz ph au urmétorul comporta-
ment la infinit pentru x > 0 (a se vedea [54 p- 1067] [59, Capitolul 3]):

(V2,08)(x)=0(x|7"), (W, h)(x)=0(x|'""), |x| = co,n > 2
(3.5.24) (PS .8)(x)=0(x|7"), (Pd h) (x)=0(ln [x|), [x| = co,n =2

(PS g) (x)=0(|x['"™), (Pd h)(x)=0(x[*), |x| = co,n > 3.

"Mentionim ci p.v./S;‘:e(y,x)n,z(y) i(y)dl'(y) = hm/ ]M (y,x)n, (y)h;(y)dl'(y), unde I'c este
r

portiunea din I" localizati in interiorul bilei R™ de raza e si centru x € F



3.5. Teoria potentialului pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R™ 39

In plus, daci (h,n.)r = 0, avem:
(3.5.25) (WXQ;rh) (x)=0(]x|™"), (P;;Fh) (x)=0(x|'™), |x| — oco.
Pentru x = 0, obtinem urmatoarea formuld asimptoticd

(Vog) (x)=0(In|x|), (B7h) (x)=0(x| ") |x| = co,n =2
(3.5.26) (Veg) (x) = O(x[*™™), (P*h) (x) =O(|x[*™™) |x| = co,n >3
(W, 1) () =O(x/'™), (Bh) () =O(x|™), [x| = o0, > 2.

3.5.3 Compactitatea operatorilor potentiali complementari pe domenii Lipschitz
in R”

In continuare prezentim rezultatul de compactitate a operatorilor potentiali de simplu si
dublu strat asociati sistemelor Stokes si Brinkman pe spatii Sobolev { L% (T, R™)}, {L* (T, R™)},
s € (0,1), precum si pe spatiile {LP(I",R™)}, {L¥(T',R™)}, p € (1, 00). Precizdm ci printr-un
operator potential complementar se Intelege diferenta dintre un operator potential pentru sistemul
Brinkman si operatorul potential corespunzitor pentru sistemul Stokes. Cwikel [17] a ardtat cd
proprietatea de compactitate se extrapoleazi in cazul interpolirii complexe de spatii Banach. In
continuare prezentdm urmdtorul rezultat de compactitate, care a fost obtinut recent de Kohr, Lanza
de Cristoforis si Wendland [54].

Teorema 3.5.3 [54] Dacad © C R™ (n > 2) este un domeniu Lipschitz mdrginit cu frontiera T,
A > 0 este o constantd datd, atunci pentru orice p € (1, 00) urmdtorii operatori sunt compacti:

Voo L2 (T,R™) = LE(T,R™),
(35.27) K, Ls(I,R") — LE(T, R™), Vse(01)
5. X0 s € (0,
K, L0 (DRY) — L2 (IR,
D, . : LE(T,R") — LY (T, R")
Si
K, LR = iR, K, :LP(T,R") — LP(I,R"),
3.5.28 VXQ 0:T : Lp(F7Rn) - LII)(FaRn)? VX2 0:T : L€1<F7Rn) - Lp(ran)7
(3.528) K’, :LP(D,R") — LP(I,R"), K, L (I,R") — L (T, R"),
x“,0; x<,0;
D, . : L(T,R") - L(T,R"), D, _:LP(T,R") — L¥,(I,R").

3.5.4 Inversabilitatea unor operatori din teoria potentialului pe domenii Lipschitz
din R"

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Mitrea si Wright [79, Teoremele 9.3, 10.13]:

Teorema 3.5.4 [79] Fie ® C R™ (n > 3) un domeniu Lipschitz mdrginit cu frontiera conexd 0.

Atunci existd ¢ = €(0D) > 0 astfel incdt, pentru orice v € R\ [—l 1] urmdtoarele proprietdti

202
au loc:
(i) Operatorii
4K,y : IX(0D,R") — LE(0D,R"), 11+ K>_ : LP(9D,R") — LP(ID,R"),
]' * n n
+ S1+K;, : L"(9D,R") /Ry — L (99, R") /Ry,

sunt inversabili pentru orice p € (max {1, 2(:_;11) — 8} ;2 4+ 6).
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(13) Pentru orice s € (0,1) sip € (2 — €,2 + ¢), urmdtorii operatori sunt inversabili

V4K, : LE(0D,R™) — LE(0D,R™), A+ K_ : I (9D) — IF_,(#D,R™),

1 * n n
+ S+ K, - 12, (0D, R") /Ry — LY, (0D, R") /R

3.6 Teoria potentialului pentru operatori pseudodiferentiali Brink-
man pe domenii Lipschitz de pe varietati Riemanniene compacte

In aceasti sectiune prezentim principalele rezultate din teoria potentialului pentru operatorii
pseudodiferentiali Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietdti Riemanniene, care include inver-
sabilitatea operatorului Brinkman, solutia fundamentala a operatorului Brinkman si compactitatea
operatorilor potentiali complementari. Aceste rezultate au fost recent obtinute de [55]-[58]. Ope-
ratorii pseudodiferentiali Brinkman sunt operatori cu coeficienti variabili care extind operatorul
diferential Brinkman de la spatiul Eucliden la cazul varietdtilor Riemanniene compacte. Principa-
lele surse utilizate in pregétirea acestui capitol sunt [19], [55], [56], [57].

3.6.1 Operatori pseudodiferentiali Brinkman pe varietati Riemanniene compacte

Considerim o varietate compactd fara frontiera (M, g) de dimensiune m > 2 inzestratd cu
tensorul metric Riemannian neted g = Z;rfk:l gikdr; @dry =: gjrdr; @dwy, sifie (g7 k) inversul
lui (g;1). Mentiondm cé elementul de volum pe M este dat de dVol = /gdx1 . .. dx,,, unde g :=
det(g;). Reamintim cd spatiul fibrat tangent se noteazd cu T'M = |, TpM, iar spatiul fibrat
cotangent cu T*M = ¢, Ty M. Fie X (M) = C°°(M,TM) multimea campurilor vectoriale
netede pe M. In mod natural identificim T* M cu TM si A'TM cu X (M). in continuare definim
urmadtorul produs pe AYT M (ase vedea [117]):

(3.6.1) <Cl$]’,dl‘k> = gjk, <X, Y> = ngjkYk’

unde campul vectorial X = X ko), € TM este identificat cu 1-forma X, dx, = X kgk,,dxr, X, =
grr X%, iar notatia (-,-) este utilizatd pentru produsul scalar. In consecinti operatorul gradient
grad : C°(M) — X (M) este identificat cu operatorul de derivare exteriord d : C*(M) —
C®(M,A'TM), d = 9;dx;. In plus, —div : X(M) — C=(M) este identificat cu operatorul
de co-derivare exteriord § : C®(M,AN'TM) — C*(M), § = d*. Notim cu V conexiunea
Levi-Civita pe M (pentru detalii ne referim la [107, Capitolul 2]).

Fie X € X(M). Partea simetricd a cAmpului tensorial

VX : X(M) x X(M) — C®(M,TM @ TM), (VX)(Y, Z) = (Vy X, Z),

se numeste deformare a lui X si se noteazd cu Def X (a se vedea [20], [107]). Deci
1
(3.6.2) (Def X)(V, 2) = S{(Vy X, 2) + (V2X,Y)}, VY, Z € X(M).

Definitia 3.6.1 ( [107]) Un camp vectorial X € X (M) astfel incat Def X = 0 on M, se
numeste cdmp Killing.

De-a lungul acestei teze, presupunem ca [19, 78]

(3.6.3) Varietatea M nu are cdmpuri Killing netriviale.



3.6. Teoria potentialului pentru operatorii pseudodiferentiali Brinkman 41

De fapt, daci Q C M este un domeniu Lipschitz dat, atunci M poate fi deformati departe de ©
astfel ncat conditia (3.6.3) sd fie satisfacutd (ne referim la [78, p. 959] pentru mai multe detalii
despre astfel de varietiti).

Considerdm operatorul diferential de ordinul doi [19, 78]

(3.6.4) £:X(M) — X(M), £:=2Def*Def = —A + dd — 2Ric,

unde Def* este adjunctul lui Def, A := —(dé + dd) este Hodge Laplacianul si Ric este tensorul
Ricci. £ este operatorul natural asociat sistemului Stokes pe o varietate Riemanniand arbitrard
(a se vedea [23]).

Pentru o descriere completa a operatorilor diferentiali pe varietdti Riemanniene compacte ne
referim la [20], [65], [107, Capitolul 2].

Reamintim ca OPSf1 este clasa operatorilor pseudodiferentiali clasici de ordinul ¢ pe M (a se
vedea Definitia 3.3.8). Fie P € OPSY(A'TM, AT M) un operator autoadjunct si nenegativ in
raport cu produsul scalar (-, -) pe L?(M, A'T M), adici

(3.6.5) (Pu,w) = (u, Pw), (Pu,u) >0 pentrutoti u,w € L*(M,A'TM).
Atunci operatorul pseudodiferential Brinkman pe M este dat de (a se vedea [56])

£+P d

(3.6.6) Bp:= < P 0 ) : C°(M, AT M) x C®°(M)— C°(M,A'TM) x C®(M).

De-a lungul acestei teze considerim operatorul pseudodiferential P de forma P = M2I, unde
A # 0 este o constantd. Deci operatorul (3.6.6) devine

(367) Byi=( 3 o ) OO ATTM) x € (M) — C™ (M, A'TM) x C(M).

3.6.2 Spatii Sobolev pe domenii Lipschitz de pe varietati Riemanniene compacte

Fie Q4 := Q C M un domeniu Lipschitz (frontiera multimii deschise si conexe ) poate fi
reprezentatd in coordonate locale utilizdnd grafice de functii Lipschitz) si presupunem cd 2 :=
M \ Q este conexi. Asadar, multimile 0 sunt domenii Lipschitz.

Pentru o constantd k = x(92) > 0 fixatd notdim cu vy (x) := {y € Q1 : |z —y| <
(1 4+ k)dist(y,0Q)}, x € 0N regiunile de aproximare netangentiale din Q4 si _. Similar cu
cazul Euclidian se poate defini operatorul urma pe o varietate Riemanniand compactd. Mai exact,
utilizand aceleasi notatii ca in cazul Euclidian, fie Tr* operatorii urmi netangentiali pe frontiera
09, definiti prin (a se vedea [76]) (Tru)(z) := lim  u(y), = € 0Q.

V4 (2)sy—ax

In continuare, pentru s > 0, considerdm spatiile Sobolev de functii
H*(Q4) := {floy : f € HY(M)}, H*(Qu):={f € H*(M): suppf C Q},

si notdm cu H~°() spatiul dual al lui H* () in raport cu dualitatea L2(Q), H5(Qy) =
(H s (Qi)) * In plus, considerdam spatiile Sobolev a 1-formelor (a se vedea [77]):

H*(Qu, A'TM|o, ) = H¥(Q) @ AT Mq.,
(3.6.8) H*(Qe, A'TM o, ) := H*(Q1) @ A'TM|o,,
H=3(Qx, A'TM) := (H*(Qx, A'TM))*.

Prin urmare, H* (4, AYT M|q_ ) este mul{imea tuturor 1-formelor avand coeficientii in H*(€).).
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Presupunem ca A > 0 este o constanta datd. Atunci pentru orice 8 € (—%, %), consideram
spatiile

(3.6.9) H 8Oy, A'TM) = {f € HYP(M,A'TM) : supp f C O},

H7P(Qy, L)) = {(u,m,f) ue HP(Qu, A'TM), 7 € HP (), f € H P (Qy AT M)
(3.6.10) astfel incat £ (u, 7) = flo,, du=01n Q4 },

unde £y (u,7) := Lu + \u + dr.

3.6.3 Operatorul netangential urma si operatorul de derivare conormala pe varie-
tati Riemanniene compacte

Lema 3.6.2 ([19], [78]) Pentru orice s € (%, %), restrictia la frontierd,
O™ (Qu, A'TM) — C(0Qu4, A'TM), u = ulpq,,

se extinde la un operator liniar si marginit Tr™ : H(Qy, A'TM) — HS_%(C')Qi, ATM),
care este inversabil si are o inversd la dreapta Z+ - HS_%(ﬁ(Zi, ATM) — H3(Qq, A'TM)
mdrginitd. Pentru s > 3, operatorul Tr* : H*(Qu, A'TM) — H* (04, A'TM) este marginit.

Operatorul de derivare conormald pentru sistemul Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietati
Riemanniene compacte a fost introdus de Kohr, Pintea si Wendland in [56, Lema 2.2], ca o extensie
a notiunii de operator de derivare conormali pentru sistemul Stokes pe spatiul Euclidian'! datorati
lui Mitrea si Wright [79, Teorema 10.10] (a se vedea si [19, 55, 56, 78]):

Lema 3.6.3 [56] Fie A\ > 0 o constantd datd. Atunci pentru orice 3 € (—%, %) operatorul de
derivare conormala

(3.6.11) OF  HY'WP(Qy, L)) — H 2890, A'T M),

i@f(u,ﬂ,f), q’)ag = 2/

(Def u, Def (Z£®))dVol + A2 / (u, Z£®)dVol
Qt

Q4

(3.6.12) +/ (r,5(2%®))dVol — (£, 2£D)q, , ¥V & € H2~P(0Q, A'TM),
Qt
este bine definit si mdrginit. De asemenea, are loc urmdtoarea formuld Green:

:l:<81:/t(u7 T, f)v Tr* V>8Q - 2/

(Def u,Def v)dVol — A2 / (u, v)dVol
Q4

Qi

(3.6.13) = / (m,0v)dVol — (f,v)q.
Qi

pentru tofi (u,,f) € H1P(Qx, L)) siv € H7P(Qy, ALTM).

"Pentru s € [0,1] si X C M, notim cu (-,-)x := e (XA T (s ~>(H5( « perechea dintre doud spatii

Sobolev duale H* (X, A'TM) si (H*(X,A'TM))".

X,AlTM))
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3.6.4 Inversabilitatea operatorului Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietati
Riemanniene compacte

Operatorul Brinkman (3.6.7) este eliptic in sens Agmon-Douglis-Nirenberg (a se vedea [55])
si, utilizand Teorema 3.3.11, se extinde la un operator Fredholm de index zero

By : HY(M,A'TM) x L*(M) — H™ (M, A'TM) x L*(M).
Nucleul acestui operator este multimea {0} x R, iar rangul este H (M, A'TM) x L?(M), unde
LY(M) := {g € L*(M) : {¢,1) = 0}.

In plus, restrictia operatorului Brinkman la H (M, AYTM) x L?(M), notatd cu BY, este inversabil
(pentru mai multe detalii a se vedea [55]). In continuare ne referim la operatorul diferential de
ordinul doi

(3.6.14) £ = 2Def*Def + N1 : HY (M, A'TM) — H~Y (M, \'T M)

care este Fredholm de index zero si injectiv (bazandu-ne pe (3.6.3)), si astfel inversabil (a se vedea
[55, Lema 5.8] pentru mai multe detalii).

Lema 3.6.4 ([55], [56]) Fie M o varietate Riemanniand compactd fdrd frontierd si fie A > 0 o
constantd datd. Atunci operatorii

(3.6.15) Yy: LE(M) — L2(M), Y, :=46L;"d,
(3.6.16) BY: HYM,AN'TM) x L2(M) — H-Y(M,\'TM) x L2(M),

sunt inversabili. In plus, inversul lui Bg este operatorul

By : H-Y(M,A'TM) x L*(M) — HY(M,A"TM) x L*(M),

(3.6.17) on-1. [ = By
= (0 B )

unde Ay € OPS-% By € OPS;L ¢, € OPS;, D, € OPSS1 sunt operatorii pseudodife-

cl » cl » cl »

rentiali definiti astfel

(3.6.18) Ay =Ly — Lytd vy oLy, By = Ly'dry !,
(3.6.19) €y =Y 0Ly, Dy = — vyt
Pentru A = 0, utilizdm urmédtoarea notatie pentru inversul operatorului 38 asociat sistemului
Stokes
Ao B
0y—1._ 0 0
(3.6.20) (By) " = ( ¢ Do ) :

3.6.5 Solutia fundamentala pentru operatorul Brinkman pe domenii Lipschitz de
pe varietati Riemanniene compacte

Tinand cont de Lema 3.6.4, obtinem urmatoarele relatii pe M :

(3.6.21) SR +dey, =1, Ay, =0,
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unde T este operatorul identitate pe H (M, A*TM). Notim cu Gy(x,y) si IL\(z,y) nucleele
Schwartz!? ale operatorilor pseudodiferentiali 20 si €. In plus, fie G(z,y) si II(x,y) nucleele
Schwartz ale 2 si €y. Utilizand (3.6.21) obtinem urmétoarea ecuatie pe M:

(3.6.22) (Sx + )‘QH)g)\(xv y) + dxH/\(SC, y) = DiI'aCy(lT), (ng)\(l', y) =0,

unde Dirac, este distributia Dirac cu masa in y. Perechea (Gy(z,y),II\(z,y)) este solutia fun-
damentald a sistemului Brinkman pe M (pentru mai mute detalii a se vedea [56, 57]).

3.6.6 Operatorii de simplu si de dublu strat pentru sistemul Brinkman pe domenii
Lipschitz de pe varietati Riemanniene compacte

In aceastii sectiune prezentim principalele proprietiti ale operatorilor de simplu si de dublu
strat pentru sistemul Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietiti Riemanniene compacte.

Pentru s € [0,1], f € H*~Y(0Q, A'TM) si h € H5(0Q, AYT M), potentialul de simplu strat
Vy.o0f este 1-forma definitd pe M \ 09 prin

(3.6.23) (Vaoaf)(z) == (Gr(z,-),foq, € M\ Q.

In plus, potentialul presiune corespunzitor are forma

(3.6.24) Qxo0f = (Ix(z,-),f)on, v M\ 0.
Similar, potentialul de dublu strat este definit in orice punct z € M \ 9€ prin

(3.6.25)

(W)\§<9Qh>(x) = LQ < - 2[(Defy g)\(xv '))Vag} (y> + (HA)T(ywr)VaQ (y>> h(y)>d0(y)7

si potentialul presiune corespunzdtor
(:626)  (Pronh)(w) = | (=2((Def, (. ) )(5) = Fr(r. )1 (5). B ()
unde F)(z,y) este nucleul Schwartz al (—D,)" € OPSY (R, R). Mentiondm cd

§(Vaoaf) =0, (L + NIV yoaf + dQxreaf =0

(3.6.27) pe M\ 9Q.
W a0h = 0, (L + M)Wy g90h + dPy00h = 0

In plus, valoarea principali a potentialului de dublu strat W p:onh este datd a.p.t. x € 0€2 prin (a
se vedea [19])

(Kxaah)(@) =pv. /89 < -2 [(Defy Ga(z, '))Vasz] (y) + (H)\)T(y, ) @ Ve, (), h(y)>day,
unde simbolul p.v. se referd la valoarea principald a unei integrale singulare. Obtinem astfel

(Kxa0h)(z) = hn(l) < - 2[(Defy Ga(, '))Van] (y)
0 {yed : r(zy)>e}

(3.6.28) + (1) T (5, 2) © 1,4 (1), h(y) )doy,

"2Mentionim c nucleul Schwartz al unei reprezentiri T : S — S’ este o distributie K € S’(R™ xR™) care satisface
relatia (Tu,v) = (K,u ® v), u,v € S (a se vedea [118]).
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unde 7(z,y) este distanta geodezicd dintre punctele x si y in M. in plus, obtinem urmaitoarea
relatie de salt a.e. pe OS2 (a se vedea [19, 55, 57])

Tl'i(W,\;th) = ( + %]I + KA;@Q) h7

(3629) 33:(W>\;8Qh, PA;@Qh) = D)i\;aﬂhv D;\rﬁﬂh B D;‘vaﬁh € RVBQ
TrH (Vaoef) = Tr™ (Vaeaf) = Vaoof,
0, (Vaoof, Qroof) = F3f + KX o0f

unde

(Ki;agf)(uf) = p-V~/89<—2[Def$g)\(~, y)v](x)+11)\(z,y) ® v(z), f(y)>yd0(y), ae. x € 0N.

Teorema 3.6.5 ([55], [57]) Fie Q@ C M un domeniu Lipschitz si A > 0 o constantd datd. Atunci
pentru orice s € [0,1] si f € H=5(0Q, AYT M), obtinem

(3.6.30) T (Vaoaf) = Tr™ (Vaeaf) = Vaoof.

Teorema 3.6.6 ([55],[57]) Dacd 2 C M este un domeniu Lipschitz, atunci pentru orice s € [0, 1]
nucleul operatorului de simplu strat Vy gq : H=(0Q, AYTM) — H'=%(9Q, AT M) este dat de

(3.6.31) Ker (Vyg0 : H*(0Q,A'TM) — H'"5(0Q, A'TM)) = Rv, Ry :={cv: c € R}.
In plus, urmdtoarea proprietate are loc Vioov = 0pe M.

In cazul A = 0 obtinem rezultatul lui Mitrea si Taylor [78, Lemma 6.1].

3.6.7 Compactitatea operatorilor potentiali complementar pe domenii Lipschitz de
pe varietat Riemanniene compacte

In continuare, mentiondm proprietatea de compactitate a operatorului potential complemen-
tar. Printr-un operator potential complementar ntelegem diferenta dintre un operator potential
al sistemului Brinkman si operatorul potential corespunzator sistemului Stokes. Atunci obtinem
urmadtorul rezultat de compactitate pe spatii Sobolev:

Teorema 3.6.7 [57] Fie (2 C M un domeniu Lipschitz si X\ > 0 o constantd datd. Atunci pentru
orice s € |0, 1] urmdtorii operatori sunt compacti:

e Operatorii potentiali complementari de simplu §i de dublu strat
VAJ);@Q = VA;aQ —Vaq : H‘S_l(GQ, AlTM) — Hs(ﬁﬂ, AlTM)

(3.6.32)
K)\VO;QQ = KA;@Q —Kpg : HS(OQ,AlTM) — HS(GQ,AlTM)

o Adjunctul operatorului potential complementar de dublu strat

Ao = Kioa — Koo : H 109, A TM) — H (00, A'TM)

o Operatorul potential complementar hipersingular

(3.6.33) D) 0.00 := Daoq — Doq : H*(0Q,A'TM) — H*1(0Q, A'TM).
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3.6.8 Inversabilitatea unor operatori potentiali pe domenii Lipschitz de pe varietati
Riemanniene compacte

Rezultatele referitoare la operatorii Fredholm si cei inversabili prezentat mai jos a fost recent
obtinut:

Teorema 3.6.8 [57] Fie 2 C M un domeniu Lipschitz si A > 0, u € [0, 1) constante date. Atunci
pentru orice s € (0, 1) urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:

(i) Operatorii

. 11
(3:634)  Kigg, =T 1fMH+KA oo« H(OQ, AY'TM) — H*(9Q, A'TM)

sunt Fredholm de index zero.

(i) Operatorii

. 11
3635 Ky, =T 5 1f“}1+KA o0 1 H2(0Q, AT M) — HE(0Q, A*T M)

sunt izomorfisme, unde

(3.6.36) HE (09, A'TM) = {® € H*(0Q,A'TM) : (®,v),, = 0}.

Observatia 3.6.9 O extensie a rezultatelor obtinute in Teoremele 3.6.7 si 3.6.8 la un caz mai
general implicand varietdtile Riemanniene compacte farafrontierd de dimensiune m > 2 si un
operator pseudodiferential P € OPSY (M, A'TM) de forma P = A, A\ € C*°(M), sau sfera
unitate m-dimensionald &™ si un operator pseudodiferential arbitrar P € OPSY(&™, AT M),
a fost obtinut in [57].



Capitolul 4

Probleme Dirichlet transmisie pentru
sistemele Stokes si Brinkman pe
domenii Lipschitz in R"

Acest capitol contine rezultate originale referitoare la studiul unei probleme Dirichlet-
transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R™, n > 3. Noutatea
acestui studiu este oferitd de faptul cd conditiile de transmisie sunt exprimate in functie de un
parametru 4 € (0, 1] si datele pe frontierd sunt alese in diverse spatii de functii, spatii Sobolev
sau spatii LP, cu p intr-o vecindtate a lui 2. Utilizim rezultate din teoria potentialului prezentate in
capitolul precedent pentru a obtine proprietatea de existentd si unicitate a solutiei pentru aceastd
problemd. Studiul nostru contine si citeva cazuri particulare cu aplicatii practice importante. De
exemplu, alegind n = 3 si p = 1 aceastd problema cu valori pe frontiera descrie o migcare
de tip Stokes a unui fluid peste o particuld poroasd care contine un corp solid in interior, toate
domeniile implicate fiind Lipschitz. Mentiondm cd o problema similard, dar intr-o situatie mai
particulard, problema unei miscdri de tip Stokes peste o sferd poroasd care contine un corp solid
a fost analizatd de Srivastava and Srivastava [103]. Studiul nostru poate fi considerat o extensie
a studiului lor la o situatie mai generald. In plus, analizim dou# cazuri speciale. Primul caz este
dedicat unei migcdri de tip Stokes tridimensionale a unui fluid peste un mediu poros ce contine
un corp solid in interior, in cazul in care permeabilitatea este mare. in al doilea caz considerdm o
problema similara de tip Stokes 1n ipoteza unei permeabilitdti mici. Pentru a demonstra existenta
si unicitatea solutiei problemei cu valori pe frontierd corespunzétoare, utilizim teoria potentialului
pentru ambele sisteme, Stokes si Brinkman, si astfel metoda teoriei potentialului reduce problema
la un sistem unic rezolvabil de ecuatii integrale Fredholm. Principalele rezultate prezentate n acest
capitol au fost obtinute recent de Fericean si Wendland in [31]. In pregitirea acestui capitol am
utilizat urmatoarele surse bibliografice [54], [59], [60], [61].

4.1 Formularea problemei

Fie Q,© C R",n > 3, domenii Lipschitz mirginite astfel incit ® C € si fie I' frontiera lui
D. De asemenea, fie 2~ := Q\ D si O, := R" \ Q. Notim cu 912 frontiera lui Q. Presupunem
cd 00 si I' sunt conexe. De asemenea, presupunem cé i € (0, 1] este un parametru de transmi-
sie dat, x > 0 este o constantd datd si H, ', G sunt functii vectoriale date in spatii specificate
mai jos. In continuare considerim problema cu valori pe frontieri pentru sistemele Stokes si Brin-
kman, cu conditii de tip Dirichlet si transmise. Aceastd problema presupune gasirea perechilor

47
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((ug,m4), (u_,m_)) care satisfac

divuy =0, —Vry +Auy =01inQy,
divu_ =0, —Vr_+ (A —x?Du_ =0in Q,
4.1.1) Trruy —Tr u- =H, 8} (uy,m4) — pd, (u_,m_) =F pe 09,
Tr:'u, =G pe I,
Vi, (x) = O(x "), 7 (x) = O(Ix[1™), x| = o0, k = 0,1,

unde Tr™, Tr™ sunt operatorii urmi care actioneazi pe 052, Tr? operatorul urma care actio-

neazd pe I', 9 (uy, 7, ) si 8, (u_,7_) sunt operatorii de derivare conormald asociati perechilor

(uy, 7 ), respectiv (u_, 7_) si care corespund lui 9. In cazul tridimensional (n = 3), problema

cu valori pe frontierd (4.1.1) descrie migcarea exterioard de tip Stokes a unui fluid vascos incom-

presibil in prezenta unei particule poroase care contine in interior un corp solid (D). In acest caz

X = ﬁ, unde a este o lungime caracteristicd a particulei poroase cu permeabilitate .
Considerdm urmadtoarele spatii:

1. Spatii Sobolev
(4.1.2)
348 n _1 n —3+8 n
Y = YV71751;: H&aglﬁQ,]R ) x H z+lﬂ(aQ,R ) X HWZHSF,]R ),
YW=y, ) s i= HE T(0Q,R") x H 290, R") x HZ (T, R"),

7= (U@ R x B (@00) x (Y50 R x HY@0) 6 € (4, D)

loc loc
2. Spatii L”

Yo=Yy, i= L7, (09,R") x LP(9Q,R") x Lf, (T, R"),
1 n n n
4.13) YO .=y = LF, (09,R") x LP(90,R™) x L}, (,R"),

Z = (CQ(Q+,R”) x Cl(Q+)> x (02(9—,Rn) X Cl(Q—)>.

pentru p € (2—¢,2+¢), n > 2 i un anumit € = €(I') > 0, care va fi specific ulterior.
Pentru a avea o problema corect formulatd 1n acest caz, cerem ca (a se vedea [79, Teorema
4.13])

“4.1.4) Nag(vui), Nag(ﬁi) € LP(09), N (Vu,), Nt (71'7) e LP(I),

unde Nyq este operatorul netangential maximal pentru 952, iar NT este cel ce corespunde
lui I". In plus, in acest caz, operatorul de derivare conormald corespunzator lui OS2 este dat
de

(4.1.5) Of(u, ) = (—771[ +Vu+ VTu) ‘aﬂi n,, a.p.t. pe 052
in sensul limitei netangentiale.

Functiile p1,. and s, sunt alese astfel incat! (n.,u.). = 1si (n,,,1,,),, = 1. Pentru orice
s €[0,1] sip € (1, 00) definim

LB, (0Q,R") := {f € LE(OQ,R") : (f,n,,),, = 0},
LE e (O R") = {g € LT (00, R") : (g, p190) 0 = O},

—S:Haq

(4.1.6)

iar spatiile L8, (I',R™), L?

757/"1‘

presupunem ci (H,F,G) ¢ Y1),

(T, R™) sunt definite similar. In fiecare din cazurile urmtoare,

'Notatia x= (-, -)x := (-, -). se referi la perechea dintre doui spatii duale X * si X, definite in raport cu T".
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4.2 Rezultatul de unicitate pentru problema cu valori pe frontiera
(4.1.1)

Teorema 4.2.1 [31] Problema cu valori pe frontierd (4.1.1) are cel mult o solutie
((uy,m4), (u_, 7)) in cazul spatiilor Sobolev date in (4.1.2) cu > 0. Acelasi rezultat de
unicitate are loc pentru problema (4.1.1), (4.1.4) in cazul spatiilor LP date in (4.1.3) cu p > 2.

4.3 Formularea problemei prin potentiale

In fiecare din cazurile (4.1.2), (4.1.3) vom demonstra existenta solutiilor problemei cu valori
pe frontierd (4.1.1), utilizind urmitoarele reprezentiri prin potentiale:

+ = Wyah + Vyof,

_ = W 2 th -+ VX2,8Qf + VX27Fg’ n O

4.3.1
(4.3.1 = Pd2 ool + Pl gof + Pl g, 7

in Q+,
cudensititile (h, f,g) € Y necunoscute. Astfel, determindm cAmpul vectorial necunoscut u4 ca o
combinatie a unui potential de dublu strat W g h cu un potential de simplu strat V gof, fiecare din
ele satisfacand ecuatia de continuitate si ecuatia lui Stokes in (4.1.1). Similar, u_ este determinat
ca o combinatie dintre un potential de dublu strat W, 2 5oh §i doud potentiale de simplu strat,

V.2 g90f si V,2 g, fiecare din ele satisfdcind ecuatia de continuitate si ecuatia Brinkman din
(4.1.1).

4.3.1 Ecuatiile integrale pe frontiera generate de reprezentarile prin potentiale

In continuare ne referim la cazul 1 € (0, 1). In acest caz obtinem urmétoarea ecuatie matrici-
ald:

(4.3.2) M,20(hf,g)" = (H,F,G)", unde M,2: Y — Y1),
[-Ky2000 —Vy2,0.00 —Vy2r 00
M2g:=| (1—p)Doo—pDyzoaa (1- H)’CZ;aQ 1K 6 90 /~‘K 2ro00 |
K;am,r V2 o0, Vr + V x2,0,T
$iK) o0 = — ; FZ I+ Kj,. Utilizind Teorema 3.5.3, operatorul PP : Y — Y (1) este compact. in

plus, tinind cont de 1nversabilitatea lui —lH—“]I +Kj, - H —5t8 (0Q,R™") - H —5 8 (092, R™)

_1
$iVr: H#FQJF&(F, R") — H2 (F R™) pentru orice 8 € (—1,1) (a se vedea [79]), obtinem ci
Mp:Y — Y@ este inversabll, unde Y si Y1) sunt date in (4.1.2). Un rezultat de inversabilitate
similar are loc in cazul (4.1.3).

4.3.2 Inversabilitatea operatorului M., - ,

e Demonstram inversabilitatea operatorului M 20 : Y1 — Y(1) in cazul in care spatiile Y, 1

(1)

) Y(l) sunt definite in (4.1.2). Cum am mentionat mai sus, P : Y,,; — Y, " este compact si

Mo:Y,1 — Y(l) este Fredholm de index zero. Astfel, operatorul
(4.3.3) M2 :=Mo+P:Y,; — Y.}

este de asemenea Fredholm de index zero si injectiv. In consecinti, in cazul (4.1.2), obtinem ur-
matorul rezultat de existentd si unicitate:

V(H,F,G) eYW, 3N (h,f g)' €V astfel incat M2, (h,f,g)" = (H,F,G)'
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in plus, reprezentirile prin potentiale (4.3.1) obtinute cu denistitile (h, f,g)? determini solutia
unicd ((uy, 74 ), (u_,7_)) € Z a problemei (4.1.1).

e Operatorul M2 o : ¥ — Y () este inversabil cand spatiile Y, Y1) si Z sunt date de (4.1.2)
cu f > 0, sau (4.1.3). In acelasi caz (4.1.3) cu p > 2, reprezentirile prin potentiale (4.3.1)
determina unica solutie a problemei cu valori pe frontierd (4.1.1), care statisface conditiile (4.1.4)
si estimarea (a se vedea [78, Teorema 3.1], [79]):

[Noa(Vui)ll e @)+ IINoa (T4 ey + [[Noa(Vu-) e @aa) + INoa(m-)l Lr00)
(4.34) + WV (Vu )l ey + [INe () [ ey < CI[(HLF, G|y,

cu constanta C' > 0 independenti de H, F si G. In consecinti obtinem:

Teorema 4.3.1 [31] Fie Q2,0 C R",n > 3, domenii Lipschitz mdrginite cu frontierele OS) si T’
conexe, astfel incat ® C . De asemenea, fie Q™ := Q\ D 5i Oy := R"\ Q. Pentru pn € (0,1)
si A > 0 date, considerdm problema Dirichlet-transmisie (4.1.1). Atunci:

(a) Pentru orice B € (—3,%) si H,F,G)" € YW, ecuatia (4.3.2) are o solufie unicd
(h,f,g)" €Y, unde Y este spatiul dat in (4.1.2).

(b) Pentru p > 1 existd e = €(I') > 0 astfel incat ecuatia (4.3.2) are o solutie unicd
(h,f,g)" €Y, unde Y este spatiul dat in (4.1.3).

Densitatile h,f g si  reprezentdrile prin potentiale (4.3.1) determind o solutie
((u+, ), (u_, 71'_)) € Z a problemei Dirichlet transmisie (4.1.1), unde Z este spatiul
descris in (4.1.2). Acelagi rezultat de existentd are loc pentru problema (4.1.1), (4.1.4), unde
spatiul 7 este dat in (4.1.3). In primul caz, (4.1.2), cu 3 > 0, solutia este unicd. In cazul (4.1.3)
cup > 2, solutia problemei (4.1.1), (4.1.4) este de asemenea unicd si satisface estimarea (4.3.4).

433 Cazlp=1

Matricea de ecuatii (4.3.2) are in acest caz urméitoarea forma:

(4.3.5) M,20(h,f,g)" = (H,F,G)",
unde
I-K000 —Vyeosn —VYeroo
(4-3.6) MX2,0 = _Dx2,0,8Q _K;2707QQ _K;Q,F,BQ Y — Y(l)
I(;;Q’aQ7F VX2,391F Vr + VXQ,O,F

Teorema 4.3.2 [31] Fie 2,9 C R™, n > 3, domenii Lipschitz cu frontierele 0} si I conexe astfel
incat ® C Q. De asemenea, fie Q= = Q\ D §i Oy = R"\ Q. Pentru X\ > 0 dat, considerdm
problema (4.1.1), cu p = 1 5i (H,F,G)" € YY), unde Y 5i YD sunt spayiile date de relatiile
(4.1.2) sau (4.1.3). Atunci:

(a) Pentru orice B € (—3,%) si (H,F,G)" € Y, ecuatia (4.3.5) are o solutie unicd

(h,f,g)"T €Y, unde Y este spatiul dat in (4.1.2).

(b) Pentrup > 1 existd e = ¢(I') > 0 astfel incat (4.3.5) are o solutie unicd (h,f,g)" €Y,
unde Y este spatiul dat in (4.1.3).

Densitatile h,f,g si  reprezentdrile prin potentiale (4.3.1) determind o solutie
((uy,m4), (u—, 7)) € Z a problemei Dirichlet transmisie (4.1.1) cu p = 1, unde Z
este spatiul descris in (4.1.2). Acelagsi rezultat de existentd are loc pentru problema (4.1.1),
(4.1.4), cu p = 1 si spatiul Z definit in (4.1.3). In primul caz, (4.1.2), cu 8 > 0, solutia este
unicd. In cazul (4.1.3) cu p > 2, solutia problemei (4.1.1), (4.1.4) este de asemenea unicd si
satisface estimarea (4.3.4).
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4.3.4 Rezultatul de unicitate in cazul particular cand I lipseste si Y = 0

4.4 Miscarea de tip Stokes peste un mediu poros cu un corp solid in
interior

In aceasti sectiune ne referim din nou la problema cu valori pe frontierd (4.1.1) pentru n = 3
in doua cazuri speciale. Primul caz descriere o miscare de tip Stokes peste un mediu poros cu un
corp solid in interior si permeabilitate mare, iar al doilea caz corespunde unei miscdri similare
peste un mediu poros cu permeabilitate micad. Mentiondm ca problema analizatd In primul caz
a fost studiatd de Srivastava si Srivastava [103], insd doar pentru geometria sfericd a domeniilor
implicate. Tratdm aceasta problema intr-un cadru mai general al domeniilor Lipschitz.

4.4.1 Miscarea de tip Stokes a unui mediu poros cu un corp solid in interior si
permeabilitate mare

Presupunem ci 9,0 C R3 sunt domenii Lipschitz mérginite astfel incét D C Qsifiel
frontiera lui D. De asemenea, fie Q= := Q\ D si Q. := R3\ Q. Notdm cu 912 frontiera lui Q. De
asemenea, pentru i = 1 considerdm problema cu valori pe frontierd (4.1.1) in R3, cu conditiile la
infinit
4.4.1) VH(ui(x) = Uso) = O(Ix|717F), my(x) = O(Ix|2), [x] = oc.

Aceastd problema descrie miscarea de tip Stokes a unui fluid vascos incompresibil peste un mediu
poros 1n prezenta unui corp solid fixat ©. In plus, miscarea la infinit este uniforma avand campul
vitezd U, constant gi presiunea p,, constantd. Pentru simplitate, alegem p,, = 0. Utilizand
relatiile

(4.4.2) upr =Ug+vy, my=¢mmQy,u_=v_, 7_=¢q_n Q"

problema mentionatd anterior se reduce la problema neomogend Dirichlet transmisie

(

divvy =0, —Vg+ + Avy =01in Q4
divv_ =0, —Vg_ + (A - x*)v_ =0in Q"

1 .

(443) TT+V+ —Trv_= —Uoo S HyQ (GQ,RS),
O (vi,q+) — 9, (v—,q-) = 0 pe 00
Trtv_=0pe I'
Vove (x) = O(1x|17%), g (x) = O(x]2), x| = o0, 5=0,1.
Tinind cont de Teorema 4.3.2, obtinem ca (4.4.3) are o solutie unicd ((vy,q+),(v_,q-)) €
(Hige (0, R?) x Lt (Q4)) x (HY(Q,R?) x L*(Q7)).

In continuare, presupunem ci particula poroasi are permeabilitatea x mare, y < 1, unde
X = ﬁ, a este lungimea caracteristicd a particulei si fie dezvoltdrile (in raport cu x suficient de

mic):
(4.4.4) e =ul? +xul + 2 + =0 w2 P

Inlocuind aceste dezvoltiri in ecuatiile si conditiile pe frontieri din (4.4.3), si selectand termenii
de ordinul &, k = 0, 1, 2, In raport cu valori mici ale lui x, obtinem:

div u( ) = 0, V?T( )—i-Au(k) =01n Q4
div u( ) = =0, Vw(k) + Au(k) u® in Q-
Trt ( ) = Tr—u® pe 0N

8+(usr), Sr)) 9; (0", 7"y pe 002
Trrul® = =0pel

Vs(usr) U

,

(4.4.5) , k=0,1,2,

00) (%) = O([x|717%), |x| = 00, 5 =10,1
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0, k=0,1 . . -
unde u®) = u®  p_o Ne referim in continuare la cazul £ = 0. Utilizand Teorema
4.2.1, problema cu valori pe frontierd (4.4.5) corespunzdtoare termenului de ordinul O are cel mult

o solutie. Pentru a demonstra existenta solutiei, considerdm reprezentirile

0) _ _ 0 _ _
(4.4.6) u, = Uy — Vrf, Wzr Qpfin Q4

= —-Qifin Q7

unde f € H, (F R?) este o densitate necunoscutd si y1,. € H? (T, IR3) este ales astfel incat
(p,m >F = 1 Aceste reprezentdri satisfac ecuatiile, precum si conditiile de transmisie in (4.4.5)
corespunzdtoare lui £ = 0. Impunand conditia Dirichlet pe I', si aplicand operatorul urma netan-
gential in (4.4.6), obtinem urmatoarea ecuatie cu necunoscuta f:

4.4.7) Vrf = Uq pe T

Deoarece operatorul potential de simplu strat Vp : (F ]R3) — Hgj : (T R?) este inversabil (a
se vedea Teorema 3.5.2, [78, Teorema 6.1], [79]) si UOO € H,EF (T, R3), concluziondm cd ecuatia

(4.4.7) are o solutie unica f € H (F R3) Astfel, reprezentarile (4.4.6) determina unica solutie
((u@,w@), (ug), (0))) a problerne1 (4.4.5) pentru k = 0. Similar,

(4.4.8) (@, 71y, @™, 7M)) = ((0,0), (0,0)).

In continuare ne referim la problema cu valori pe frontierd (4.4.5) pentru k = 2, si aritim ci este
de asemenea unic rezolvabila. Reprezentarile (4.4.6) conduc la sistemul neomogen

(4.4.9) divu® =0, -va? + Au® = U, -V fin O,
1
unde f € H, FQ( R3) este solutia unici a ecuatiei (4.4.7). Determindm solutia corespunzitoare
((u+,7r+)( (_ 2))mforma
u? = / G(x,y) - (Use — Vrf)(y)dy +uly(x), x € Qs
(4.4.10) @
P = 0 Y) - (Uoo = Vif)(y)dy + mio(x), x € Oy,
si
2 _ _ _ _Vof 2) 0
u” = g(x,y) - (U — Vrf)(y)dy + uy(x), x €
(4.4.11)

= - /; T(x,Y) - (Use = Vo £)(y)dy + 72 (x), x € Q7
unde integralele pe 2~ sunt potentiale Newtoniene. Astfel, obtinem

([ div uf)o =0,— szi)o + Au Sr)o =0 in Q4
div u( )0 =0, Vw(2)0 + Au (2) =0 1in Q°
Tr usr)o Tr™ u(g) pe 0%

(44.12) oF %, 7 %) = 3y (u®).7%)) pe 00

Trru®) = / G(x.y) - (Uso — V,£)(y)dy pe T
.

Veuy(x) = 0, [x| = o0, s =0, 1.
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Pentru a analiza problema (4.4.12), considerdm urmatoarea problema Dirichlet auxiliara:

divug = 0, =V + Aug = 0in R? \ ©
(4.4.13) Trtug = / G(y) (U — V) (y)dy pe '

Q
Viug(x) = O(|x|7'7%), [x| = 00, s = 0,1,

Aplicand rezultatul de unicitate al solutiei problemei Dirichlet exterioare pentru sistemul Stokes
(a se vedea [79, Teorema 10.15]), obtinem ci existd o solutie unica (ugp, mp) € HllOC (R3\ D, R3) x
L% (R3\D) aproblema cu valori pe frontierd (4.4.13). Aceastd soluie este datd de reprezentirile
prin potentiale

(4.4.14) uy = Vr(Vp'Ng-), mo = Qp(Vp'Ng-) inR*\ D.

Perechile (u(), 7)€ (HL (@4, R3) x L2 (21)), P}, 7%}) € (H' (. R3) x L2(27)),

loc

(2) 2) N
u =u , T = T in
(4.4.15) 50 oloy o olo, in Q0

2 .o
u(_70 1= uglg-, T := molo- In ©2

determind solutia unica a problemei cu valori pe frontierd (4.4.12).
Utilizand din nou Teorema 4.2.1, obtinem cd unica solutie a problemei cu valori pe frontierd
(4.4.5) corespunzatoare cazului k = 2 este data de (4.4.10), (4.4.11), (4.4.14) si (4.4.15), adica

ul =~ [ Gley) - (Use = Vel iy)dy + Ve(i 'No-), x €
W9:_/mxwwum—WﬂWMwH%wﬁMrLXGQH
u®=jfg@J»W@—Wﬂww+vm¢W@xxar

P —/. I(x,y) - (Uss — Vif)(y)dy + Q2 (Vi 'Ng-), x€Q”
0

(4.4.16)

1
unde f € H), ? (I',IR?) este solutia unici a ecuatiei (4.4.7). De asemenea, obfinem

@417y (B 2CD) = (0,0) in 0y, (Y 2CHD) = (0,000, VI>0.

Folosind (4.4.6), (4.4.8), (4.4.16) si (4.4.17) obtinem urmatoarea dezvoltare a campului viteza
interioard u_ in raport cu y mic, pand la ordinul O(x*):

(4.4.18)

- = (Uoo = Vi) =" | G(,3) - (Uso = VEf)(y)dy +x*Vr (V' Na-) + O,

4.4.2 Forta exercitata de miscarea Stokes asupra particulei poroase

Utilizand dezvoltarea (4.4.18), obtinem urmatoarea formuld asimptotica a fortei adimensionale
F exercitatd de migcarea fluida Stokes asupra particulei poroase:

F— 8ﬂmmwwzf/‘W&—Wﬂﬂ—f/ G(x,y) - (Un — V£ (y)dxdy
o0 - Q- JO—

(4.4.19) + X4/ Vi (Vi Ny )dx + / O (u_,7_)dl + O(x°).
Q- r
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in absenta corpului solid, deci cind 2= = Q := Q_, formulele (4.4.18) si (4.4.19) devin (a se
vedea [60, (139),(147)]):

u_ = UOO - X2 0 g(ay) : Uoody + O(X4)7

Fr. = X192 [Usok = X" Uso /asz /asz (=8jrm(x)mu(y) + np(x)n;(y)) rdo (x)do(y) + O (x°)
unde |€2_| este volumul lui 2_.

4.4.3 Miscarea de tip Stokes peste un mediu poros cu permeabilitate mica si un
corp solid in interior

In continuare presupunem ca y > 1, é = -5 < 1, unde  este permeabilitatea mediului po-
ros cu lungimea caracteristicd a. De asemenea, considerdm p = 1 gi urméitoarea forma echivalentd

a problemei cu valori pe frontierd (4.1.1):

divuy =0, =Vry +Aup =01 Q4
divu- =0, —5Vr_ + (A -Du =0 Q-
(4.4.20) Trtu, —Trru. =0, 9f (uy,7y) — 9, (u_,7_) = 0 pe IQ
Trtuy =0pel
Ve (uy = Uso)(x) = O(|x|717%), mi(x) = O(1x|7?), |x| = 0.

Acestei probleme 1i asociem dezvoltirile formale (in raport cu valori mici ale lui x ~2):
@42 ue=ad + Lal+ La@ 4w =70 + L0 4 L0 4

Inlocuind aceste valori in ecuatiile si conditiile ale problemei cu valori pe frontierd (4.4.20), si
colectand termenul de ordinul ¢, (i = 0, 1, 2), in raport cu x ~2 obtinem:

4.4.22) | |
% =0 0" —vr? 4+ Aa? =0 in 0
—va? 4 Aa? =aW in - { diva? =0 Q. j>0
diva'” = 0in Q- 10x) = Upsin? (x) 5 0|x] = o00,j = 1,2,...

Astfel, obtinem o problemd de perturbatie singulard. Tindnd cont de prima relatie in (4.4.22),
deducem ci termenul de ordin dominant din dezvoltarea cAmpului de viteze u® al miscirii fluide
interioare este egal cu zero in {27, deci ca, la acest ordin, migcarea exterioard de tip Stokes peste
un mediu poros stationar, care contine un corp solid in interior, poate fi interpretatd ca o miscare
fluidi de tip Stokes doar peste un corp solid stationar avand aceeasi geometrie (ca 2~ U D).



Capitolul 5

Problema Robin-transmisie pentru
sistemele Stokes si Brinkman pe
domenii Lipschitz in R"

Acest capitol este dedicat problemelor cu valori pe frontierd de tip Robin-transmisie pentru
sisteme Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R™ (n > 3), cu date pe frontiera apartin unor
spatii Sobolev. Principalele surse utilizate in pregétirea acestui capitol sunt [29], [30], [36], [57].

Studiul problemei Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman este motivat de fap-
tul cd, conditiile pe frontierd, care trebuie impuse pe interfata dintre un mediu poros omogen,
descris de ecuatia Brinkman, si un fluid vascos, revin la saltul tensiunii tangentiale si continuitatea
campului de viteze si a tensiunii normale la traversarea acelei interfete. Aceastd conditie de salt,
care este o conditie de tip Robin-transmisie, a fost obtinutd de Ochoa-Tapia si Whitaker [84], [85],
utilizand tehnici de mediere de volume. Ea a fost construitd pentru a face conexiunea dintre legea
Iui Darcy si ecuatia Brinkman (perturbatie de ordinul zero a ecuatiei Stokes), Tnlocuind conditia
uzuald de continuitate a tensiunii la interfata dintre mediul fluid si mediul poros (pentru alte detalii
fizice ne referim la [90]). Conditiile Ochoa-Tapia si Whitaker la interfata dintre un mediu fluid si
un mediu poros X au forma [84], [85] (a se vedea si [4])

s 'T,Vf:Vp:VE,

(5.0.1) (kwv! - n - ngp n) = /f/évz

unde exponentii f si p se referd la mediul fluid, respectiv mediul poros, i este vdscozitatea, x
permeabilitatea, ¢ este un parametru fizic al regiunii poroase, iar 5 este un parametru dimensional
de ordinul unu. De asemenea, n este vectorul normal la 3 si 7 este un vector tangent arbitrar al
unei baze locale pe . Angot [4] a utilizat o analizd asimptoticd pentru a ardta cd problema de tip
Stokes/Brinkman cu conditii pe interfata de tip Ochoa-Tapia si Whitaker, care descrie o migcare
fluida de tip Stokes cuplatd cu o missare fluida viscoasd Intr-un mediu poros, este corect formulata.

Alazmi si Vafai [3] au analizat diferite tipuri de conditii de interfatd dintre un mediu poros si
unul fluid, incluzand conditiile Ochoa-Tapia si Whitaker.

5.1 Probleme de interfata de tip Robin-transmisie pentru sisteme
Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R"”

Aceastd sectiune contine rezultate originale obtinute de D. Fericean, T. Grosan, M. Kohr si

W. L. Wendland [30]. Utilizdm o metodd din teoria potentialului pentru a demonstra un rezul-

tat de existentd pentru o problema de interfatd de tip Robin-transmisie pentru sisteme Stokes si
Brinkman pe domenii Lipschitz din spatiul Euclidian, cand datele pe frontierd apartin unor spatii

55



56 Problema Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman

Q.

an

Figura 5.1: Geometry of the problem: domains and boundaries.

Sobolev sau LP. Problema este formulata in trei domenii Lipschitz adiacente, cu conditii la infinit
si conditii de transmisie la interfata dintre aceste domenii. Una dintre ele este o conditie de tip
Robin-transmisie, care este formulatd in termenii unui operator matricial de multiplicare nenega-
tiv P cu coeficienti in L. In particular, considerim problema cu valori pe frontierd care descrie
migcarea exterioara de tip Stokes a unui fluid vascos incompresibil peste doud sfere poroase, una
dintre ele fiind Tncorporata in cealaltd, cAnd conditiile de salt datorate lui Ochoa-Tapia si Whitaker
[84], [85] sunt impuse la interfata mediu fluid/poros. Solutia acestei probleme este determinatd
explicit impreuna cu liniile de curent ale miscarii pentru diferite valori ale parametrilor ¢, A1 si As.

5.1.1 Formularea problemei

Fie ®, Q C R™ (n > 3) domenii Lipschitz mirginite cu frontiere conexe, astfel incat ® C (.
Fie Q7 = Q\ D, Qp = R™\ Q, iar n,,, n, normalele exterioare la 0€), respectiv 09. Fie
P € L>®(09, R"®@R™) definind un operator matricial de multiplicare (de tipul n x n cu coeficienti
in L (09)), satisfacand conditia de nenegativitate

(5.1.1) (Pv,Vv),, >0, Vve L*d0,R").

Reamintim c& (-, -) ., este produsul scalar din spatiul L?(92, R"), deci (u, v),, = [, u - vdo.

Fie a € (0,1], A1, A2 > 0 si Uy, € R™ constante date. Considerim o problemi cu valori
pe frontierd de tip Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman. Aceastd probleme cere
determinarea perechilor ((u,7), (u_,7_), (uy, 7)) € Z astfel incat

(divu=0, -Vi+(A—-MNM)u=0mnD,

divu_ =0, —-VA_ + (A - ADu_=0inQ,

divuy =0, —V7L 4+ Auy =01n Oy,

Ty u-—Tr, u=He L, (9D,R")pedD,

Ol Y of (u_.7)-ad, (07)=FecL’ (0D,R")pedD,

Tr;'Qqu —Tr, ,u-=Uce Lg;ym (092, R™) pe 012,

Oy (ug, 7)) =0, (u_,7_)— PTrjouy = G € L2, (9Q,R") pe 09,
VF(uy — Us)(x) = O(Ix[>"7F), Ty (x) = O(|x]'™"), [x] = o0, k= 0,1,

unde TraiQ si Traig sunt operatorii urma netangentiali pe OS2, respectiv 9. Presupunem ca U si
H satisfac conditiile (U, v,,)sq = 0, (H,1,, )9 = 0 (care sunt triviale in cazul fizic relevant:

n =3,U = 0and H = 0). Deci admitem ci (H,F,U,G)" € X, si definim spatiul urmiX;, si



5.1. Probleme de interfatad de tip Robin-transmisie pentru sisteme Stokes si Brinkman 57

spatiul solutiilor Z astfel

(5.1.3)
X, = ngag (0D,R") x L2 |(0D,R") x Lg;,,m (0D,R") x L2 (09, R"),
_ 2 n 2 2 - n 2 -
Z= (L2, (@R x L2, (D)) x (L2, (27 R") x L2_, (7)) se(0,1).

2 0 p o)
<L8+%,IOC(Q+’ Rn) X Ls—%,loc(QJr))’

5.1.2 Reprezentarile prin potentiale pentru problema Robin-transmisie (5.1.2)

Pentru a demonstra existenta solutiilor problemei cu valori pe frontierd de tip Robin-transmisie
(5.1.2), considerdm urmitoarele reprezentari prin potentiale:

u=W, 08+ V, ol T= PAdl;BDg + Pfl;mr in ©,
u- =Wy,o0h+V, o f+W, 08+ V, ,of si

~ _ pd d N _
= PAQ;th + sz;aﬂf + PA2;8©g + PAS%@QI' in Q7,

wy = U + W h+ V, f, 7y = P2 h+ P5f in Q,

(5.1.4)

unde (g,r,h,f)" € X, sunt densitifi necunoscute. Aceste reprezentiri prin potentiale de simplu
si dublu strat satisfac ecuatiile din (5.1.2) pentru orice alegere a densitatilor (g, r,h,f)" € X,,.
Conditiile pe frontierd conduc la urmatoarea ecuatie In forma matriciala

(5.1.5) R ea® =B,

cu data pe frontierd B := (H, —F, U — U, —G)' € X, si necunoscuta ® := (g,r,h,f)T €
&, . De asemenea operatorul Ry, x,.q : X, — &, este dat de

(5.1.6)
I+ Kx,n 09 Vaoir1;09 K),.00,09 V:00:09
*
~Diyo0 + aDxon Kiyam D),.00,00 K},:00.00
—K) 09,00 —V;09:00 I— K000 —Vs:0,00
* 1 *
D, 0000 K>\2;6®;BQ Dozoo0 + P<§]I + Kag) 1+ K00 T FVoo

Teorema 5.1.1 [30] Presupunem ca ©,Q) C R™ (n > 3) sunt domenii Lipschitz cu frontiere
conexe 0D si 09, astfel incat ® C Q. Fie Q= := Q\ D 5i O, := R"\ Q. De asemenea, fie
P € L>®(09,R™ @ R™) un operator matricial de multiplicare care satisface conditia (5.1.1).
Fie o € (0,1] §i A1, Ao > O constante date. Atunci pentru orice s € (0,1) ecuatia (5.1.5) are
o solutie unicd (g,r,h, )T € X, si reprezentdrile prin potentiale (5.1.4) determind o solutie
((u,7), (u_,72), (uy,T4)) € Z a problemei de interfatd de tip Robin-transmisie (5.1.2), unde
X, si Z sunt spatiile date in (5.1.3). Pentru s € [%,1) solufia este unicd, iar pentru orice Qp =
BrNQy, unde Br C R"™ este o bild deschisd arbitrard astfel incadt Q C Bp, existd o constantd
C > 0 astfel incat'

1w, )2 | @,00,) T I1a—7T)l2  (0-2y,) 10 T2 (@pe00)
st3 s+5 s+3

(5.1.7) < C|(H,-F,U - Uy, -G)||x,.

5.1.3 Problema Robin-transmisie cu datele pe frontiera din spatii L”

Fiep € (max {1, 2(:;11) - 5} 24 5), n > 3, unde ¢ = £(9D) > 0 este ales ca in Teorema

3.5.4. In continuare considerim problema de interfatd de tip Robin-transmisie (5.1.2) cu datele pe

'Reamintim ¢ spagiul L 1 (4, Ls:) este definit ca si in (3.1.6). Spatiile L? 1 (D, £x,) si L?, 1 (D, Ly, ) pot fi
2 2

definite similar, inlocuind operatorul Ls; by Ly,, unde £y, (u,7) := V7 — (A = XDu = 0,i = 1,2.

1
2
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frontierd (H, —F, U — U, -G)' ¢ X,.p, unde X, este spatiul
(5.1.8) X, = Lzl);l/a@ (09,R") x LP(0D,R") x L’l’;y89 (0D,R"™) x LP(0Q, R"™).

De asemenea, notim cu M, si M, operatorii netangentiali maximali corespunzdtori lui 0€2 si
09. In plus, in acest caz considerdm

63[69 (v,q) == (—ql+ (Vv+ (VV)T)) |mj[nfm a.p.t. pe L2 in sensul limitei netangentiale.

Mentiondm cd dacd p € (1, 00) si (v, ¢) satisface sistemul Stokes in domeniul Lipschitz €2, astfel
tncat M, (Vv), M, q € LP(09Q), atunci Tr~v € LY(9Q,R") si 8;8“ (v,q) € LP(0Q,R™) (a
se vedea [79, Theorem 4.13]). Un rezultat similar poate fi obtinut si In cazul sistemului Brinkman.

Teorema 5.1.2 [30] Admitind aceeasi ipotezd ca in Teorema 5.1.1, existdi ¢ = €(0D) >

2(71:11) - 8} ,2-|—5>, ecuatia (5.1.5) are o so-

lutie unica (g,r,h, f)T € X, iar reprezentdrile potentiale (5.1.4) determind o solu-
fie ((w,7), (u_,7),(u, 7)) € (C2D,R") x CL(D)) x (CAQ,R") x CLQ))
(C?(Q4,R™) x CY(Q)) a problemei de interfafd de tip Robin-transmisie

0 astfel incdt pentru orice p € (max{l,

divu=0, -Vi+ (A - ANTDu=0inD,

divu_ =0, —Vi_ + (A —XDu_ =0in Q"

divuy =0, =V7L + Auy =01in Qy,

Moaq (Vui),./\/lag (ﬁ'i) e LP(09),

Mo (Vu_), M, (Vu), M, (7-), M, (7) € LP(0D),

(5.1.9) Trfu —Tr, u=He L’f%@ (0D,R") pe 0D,

8;;9 (u_,7_) — a(‘),jm (u,7) =F € LP(0D,R") pe 0D,

Triuy —Tr, u =Uce Lllj?”an (09, R™) pe 09,

0y (ug,7y) =0, (u_,7_)— PTrjquy = G € LP(0Q,R") pe 99,

Q

TH(uy — Un)(x) = O(x277H), 74 (x) = O(Ix["™), [x| = 00, k=0, 1,

unde X,., este spatiul dat de (5.1.8). Pentru orice p € [2,2 + €) solutia este unicd §i existd o
constantd C' > (0 astfel incdt urmdtoarea estimdre are loc:

M op (V)| Lo 90) + M s ()l o) + Mg (V) (| 1o 90) + Mg (72l Lr90)
(5.1.10)
+ My (Vu)|[zr@o) + Mg (T-) |l r(o0) < ClI(H, =F,U — Us, —=G)||x,., -

5.1.4 Miscarea de tip Stokes peste doua sfere poroase concentrice

In continuare presupunem ci ,D C R? sunt doui sfere concentrice, astfel incat ® C € si
considerdm operatorul matricial de multiplicare P de forma

(5.1.11) pP= , ¢ € (0,00) este o constanta dati,

o O O

0
¢
0

T OO

in raport cu un sistem de coordonate sferice (e, eg, ;) avand originea in centrul sferelor si axa
Ox1 In directia lui U. De asemenea, alegema =1, H=0,F =0,U=0G =0siU, = 11n
(5.1.9). Atunci problema de interfatd (5.1.9) descrie migcarea exterioard de tip Stokes a unui fluid
vascos incompresibil peste doud sfere poroase concentrice, cu conditii de salt pentru tensiunile
tangentiale si continuitatea componentelor vitezei si tensiunilor normale pe interfata €2 dintre
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mediul poros si mediul fluid, respectiv continuitatea cAmpurilor viteza si tensiune pe interfata
09 dintre mediile poroase. Determinam solutia acestei probleme utilizind geometria domeniilor
implicate. Utilizand (5.1.11), conditiile de transmisie in (5.1.2), corespunzatoare interfetei OS2
dintre mediul poros si mediul fluid, iau forma

T (uy, 74) = Trn( )s
(5112) Tr@(u+7 7?—1—) - Tr0<u—7 ﬁ-—) = C(u+)97
Tr¢(u+77~r+) - Trqb(u*a T_) = C(u+)¢a

unde (ug)lsg = ((us)r, (us)e, (us)y) este campul vitezelor 0. In plus, operatorii de
derivare conormalid (93[8 o (ug,74) = ( el + (VujE + (Vuy) )) ‘ 9qNoq au componentele
(tr(ui, 7~Ti), tg(ui, fri), t¢(ui, Wi)) = (Trr(ui, ﬂ'i), Trg(ui, 7Ti), Tw(ui, ﬂ'i)) n raport cu
sistemul de coordonate sferice (e, ey, e,). Prin urmare, conditiile de tip Robin-transmisie din
(5.1.12) se reduc la continuitatea tensiunii normale, T}.,(u4,74+) = T,r(u_,7_), si conditiile
de salt (5.0.1) pentru tensiunea tangentiala pe interfata 02 dintre mediul fluid si mediul poros,
conditii datorate lui Ochoa-Tapia si Whitaker [84], [85]:

d(ui)g  9(u_)e I(uy)y  O(u)y

(5113) or - or = C(u+)ea or - or = C(u+)¢7

cu coeficientul de salt ( > 0. Mentiondam ca ¢ = 0 corespunde continuititii cAmpului tensiune pe
0% (pentru aplicatii in acest caz a se vedea [36]).

Presupunem ca sferele poroase concentrice ® si {2 au razele adimensionale » = 1 (corespun-
zatoare lui 09) si » = R > 1 (corespunzatoare lui 0€2). Configuratia axial-simetricd a migcarii
implica a% =0, (ux)s = 0 i uy = 0. In consecintd, a doua conditie din (5.1.13) este identic
satisficutd. Pe de altd parte, ecuatiile Stokes si Brinkman 1n (5.1.2) pot fi scrise In coordonate
sferice, in forma (a se vedea [36])

8(] 2 62,07‘ av’f‘ 1 aQ’UT
o =G 12

or +cot98w 20, 3% oW CO’C@}

(5.1.14) r2 06 r2  r2 o6 r? ’
o _l@_ 9 _{8209+23v9
roo - X T Varr T o

+182v9+cot0809+28w_vc08%29}
2 00? r2 00  r? 90 o2 ’

unde v, si vg sunt coordonatele sferice ale v si

(u,7/) I ® A1 in ©
(5.1.15) (v,q):=¢ (u_,7_) in Q= x:=<¢ A2 in Q7
(uy,7y) In Qp 0 in Q.

De asemenea, \; = a/\/ko $i A2 = a/,/k_ sunt parametrii asociati mediilor poroase, cu per-
meabilitatea kg in D, respectiv k_ n (1_, iar a este o lungime caracteristicd (de exemplu, raza
dimensionala a lui ). In plus, conditiile pe frontiera din (5.1.2) iau forma

(5.1.16)
(uy), = (u-),, (u+)9 = (u- ) ) (u_>'r =u,, u—)e = Uy,
Tor(ug,74) = Tpp(u_,7_), pentru r = R, Tor(u_,7_) =Tpp(u,7), pentru r = 1.
TT@(u—l-:ﬁ_-‘r) - T7’9(u 77~T ) C’U, Tre(u—uﬁ_—) = TT@(uaﬁ_)a

Pentru a satisface ecuatia de continuitate div v = 0, considerdm functiile de curent 1, 1 _ si ¥+
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date de relatiile (a se vedea [59, p. 13])

Lt oy 1 0L S
r2sinf 90 rsind or ’
1 OY_ 1 oY . _
(5.1.17) (u_), = C(ul)g=———2Y o,
r2 s1n6 00 rsin @ Eg[
(uy)r = Sor ; (uy)g = P g Q4
r2sin 0 smH 00’ Crsinf or
In plus tinand cont de conditiile
(5.1.18) (ug), — cosf, (uy)g — —sinb, r — oo,

si relatiile (5.1.17), obtinem urmatorul comportament asimptotic al functiei de curent ¥, la in-
. A . . A 2 . A

finit, in raport cu termenul de ordin dominant in r: 1, (r,0) =~ % sin? #. Bazindu-ne pe acest

comportament determindm functiile 1+ si ) In forma

(5.1.19) Yy = fir(r)sin®@ si o = f(r)sin? 6.

Utilizand ecuatiile (5.1.14)-(5.1.15) si relatiile (5.1.17), (5.1.19), obtinem urméitoarea ecuatie di-
ferentiald ordinara:

LX) 4 " 8 / 8 " 2
(5.1.20) g’ )—T—Qg + 39 —7449—C< —39) =0.

Utilizand transformari adecvate, ecuatia diferentiala (5.1.20) se reduce la o ecuatie de tip Bessel
iar solutia sa 1n fiecare din domeniile 2., 2_ si ® este data de

C
fe(r) = Ayr+ Bt + Dy + =,

-
C_ NG NG
(5.1.21) f(r)==——=+Dr+ A_A—%Ig(kgr) + B—ng(Agr)

fry=C ~+Dr+ A\)\[Id (\ir) + B;\[Ks (A7),

unde D, By, CL, D, sunt constante reale necunoscute. Mentiondm ca formulele (5.1.21) au ace-
easi formad ca si solutiile generale obtinute de Zlatanovski [119, (19a)-(19b)] pentru ecuatiile Sto-
kes si Brinkman in domenii sferice. Forta (adimensionald) datoratd miscarii Stokes pe sfera exte-
rioad este

vy
- SN . 4
(5.122)  Fl,=p = /0 (Tyr(uy, ) cos — Thp(uy, 74)sind) |,—p sin 0dO = —ﬁfh.
Pentru a detemina constantele necunoscute A, C, A_, B_,C_, D_, Asi D utilizim conditiile

de interfatd (5.1.16), care, in virtutea relatiilor (5.1.17), devin

7im =1 =)
/ — /_ 1 —
G133 i pm=crm ) )= )
PR~ £(R) = R (B), | P (0 = A1)+ ().

Sistemul (5.1.23) a fost rezolvat pentru mai multe valori ale parametrilor implicati utilizind pro-
gramul Mathematica. in plus, utilizind expresia (5.1.19) a functiilor de curent, am obtinut liniile
de curent ale miscarii pentru diferite valori ale parametrilor implicati , A; si Ao. Figurile 5.2 (a) si
(b) corespund cazului A\; > Ag, Figura 5.3 (a) se referd la cazul \; = Ag si Figura 5.3 (b) prezintd
liniile de curent in cazul A1 < Ag9. Concluziondm ci:
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(@ (b)

Figura 5.2: Liniile de curent pentru A\; = 10, Ao = 551 A\; = 25, Ao = 5.

(a) b)

Figura 5.3: Liniile de curent pentru A\; = 10, Ay = 10 si Ay = 5, A2 = 10.
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Figura 5.4: Variatia coeficientului de rezistentd in raport cu (.
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(a) Incazul A\; > As liniile de curent ale miscarii fluide Tn domeniul {2_ (intre sferele poroase)
au o structurd similard cu cea a miscarii fluide peste o sferd solida.

(b) Cand A1 = ), prezenta sferei poroase mai mici nu modificd miscarea fluidd in interiorul
sferei poroase mai mari, deoarece in acest caz ambele sfere au aceleasi proprietati fizice.

(¢) In cazul \; < A, liniile de curent sunt indreptate in jos in sfera poroasi mai mici, datoriti
proprietatilor fizice ale sferelor poroase.

In plus, variatia coeficientului adimensional de rezistenti sferele interioard si exterioard, in raport
cu (, Ag si A1, pentru r = 1, R = 2, este prezentata in Figurile 5.4.

5.2 Probleme cu valori pe frontiera cu conditii de tip Dirichlet si
Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman pe dome-
nii Lipschitz in R"

Aceastd sectiune contine rezultate originale ale lui D. Fericean [29] si se referd la o analizd
de teoria potentialului pentru o problema cu valori pe frontiera cu conditii de tip Dirichlet si
Robin-transmisie pentru sistemele Stokes si Brinkman pe domenii Lipschitz in R”, n > 3. In
particular, ne referim la problema privind miscarea fluida de tip Stokes peste un mediu poros
cu un corp solid in interior, cand conditiile de salt (5.1.13) sunt impuse pe interfata dintre fluid
si mediul poros. In acest caz special, obtinem atét existenta, unicitatea si dependenta de date a
solutiei acestei probleme, cat si rezultate numerice. Mentiondm cd problema cu valori pe frontierd
tratatd in aceasta sectiune este similard cu problema cu valori pe frontierd (4.1.1). Diferenta dintre
aceste probleme este datii de conditiile de transmisie implicate. in cazul tridimensional particular
corespunzdtor unui mediu poros sferic, care contine in interior o sferd solid fixd, conditiile de
transmisie pe interfata dintre mediul poros si mediul fluid se refera la saltul tensiunii tangentiale si
continuitatea vitezei si a tensiunii normale, In locul conditiilor uzuale de continuitate a cAmpurilor
viteza si tensiune pe interfeta dintre mediul fluid si mediul poros, care intervin in (4.1.1). Aceste
conditii de salt [84], [85] sunt conditiile fizice care trebuie impuse pe interfata dintre mediul fluid
si mediul poros cand migcarea in mediul poros este determinata de ecuatia Brinkman.



Capitolul 6

Analiza unei probleme de tip Neumann
pentru sistemul Brinkman pe domenii
Lipschitz de pe varietati Riemanniene
compacte utilizand teoria potentialului

Acest capitol se bazeazd pe rezultatele originale ale autoarei acestei teze prezentate Tn [28] si
este dedicat unei analize bazatd pe teoria potentialului pentru o problema cu valori pe frontierd
de tip Neumann asociatd sistemului Brinkman pe domenii Lipschitz de pe varietdti Riemanniene
compacte, cu date pe frontierd apartinand unor spatii Sobolev. Utilizand o metodd din teoriei poten-
tialului, obtinem rezultatul de existentd si unicitate (pana la o presiune constantd) pentru aceastd
problemad. Principalele surse bibilografice utilizate in pregdtirea acestui capitol sunt [41], [56],
[73].

6.1 Formularea problemei

Fie 2 C M un domeniu Lipschitz pe o varietate Riemanniand compacta fara frontiera M,
dim(M) > 2,sifie G € H_%”LB((?Q, AT M). De-a lungul acestui capitol presupunem ci A > 0
este o constantd datd. Pentru 5 € (—%, %) considerdm urmdtoarea problema cu valori pe frontierd
de tip Neumann asociatd sistemului Brinkman:

(£+XNDu+dr=0, su=01inQ
(6.1.1)
[0 (u,7)] = [G] € H 2 (8Q, A'T M) /Rv.

Conditia [9;f (u, 7)] = [G] este echivalentd cu 9, (u, ) — G € Rv pe 99.

6.2 Rezultatul de unicitate pentru problema Neumann (6.1.1)

Teorema 6.2.1 [28] Fie 0 C M un domeniu Lipschitz pe o varietate Riemanniand compactd
férd frontierd M, dim(M) > 2, sifie A >0, B € (—3,3) 5i G € H_%Jrﬁ(@Q,AlTM) date.
Atunci problema cu valori pe frontierd de tip Neumann (6.1.1) are cel mult o solutie (u, ) €
HYWB(Q,A'TM) x H5(Q) (pand la o presiune constantd).
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6.3 Formularea problemei prin intermediul unor potentiale

In continuare demonstrim existenta solutiei (u, 7) € H'*5(Q, A'TM) x HP(Q) problemei
Neumann (6.1.1), utilizand teoria potentialului. Folosim proprietatea de inversabilitate a operato-
rilor 1 ) .

51+ Kyon 1200, A'TM) — HZ T (90, AT M),

pentru orice 8 € (—%, %) asa cum rezultd din Teorema 3.6.8 (a se vedea si [57, Lema 5.4]).

Considerdm potentialul de dublu strat §i presiunea asociaté:

(6.3.1) u = W, soh, ™ =P) gohin Q,

1
cu densitatea h € H}? o (09, AYT M) in forma

1 B! -1
(6.3.2) h:= <2H + K)\ﬁQ) <—2]I + K&ag) V)\ﬁQG

1
siG € H,;§+B(8Q, AT M) dat. Prin urmare, (u,7) € H'™5(Q, A'TM) x H?($). In final, uti-
lizand proprietatea (3.6.31), obtinem ci [0 (u, 7)] = [G] . In consecinti, perechea (u, ) dati de
(6.3.1), (6.3.2) este o solutie a problemei Neumann (6.1.1), in spatiul 5 (Q, AYTM) x H? ().
Utilizdnd Teorema 6.2.1, aceasta este unica solutie (pand la o presiune constantd) a problemei
Neumann (6.1.1). Proprietitile de marginire ale reprezentarilor prin potentiale (6.3.1) si cele ale
operatorilor din (6.3.2) conduc la existenta unei constante C' > 0 astfel incat

(6.3.3) lall s arrary + 17l ze ) < Cll G ||H—%+6(8Q’A1TM)/RV‘

Teorema 6.3.1 [28] Fie (2 C M un domeniu Lipschitz pe o varietate Riemanniand compactd fard
frontierd M, dim(M) >2,A>0,3€ (—3,3) siG € H7%+5(8Q, AT M) date. Atunci repre-

202

1

zentdrile prin potentiale (6.3.1) cu densitatea h € H,? +B(8(2, AYT M) dati de (6.3.2) determind
solutia unicd (u,7) € H'WB(Q, A'TM) x HP(Q) (pand la o presiune constantd) a problemei

cu valori pe frontierd de tip Neumann (6.1.1), care satisface estimarea (6.3.3).
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