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Introducere

Scopul acestei teze a fost introducerea şi studierea noţiunii de obiect CS-Rickart ı̂n categorii

abeliene ca o generalizare comună a celor de obiect Rickart şi obiect extending. De asemenea,

am considerat o particularizare relevantă şi anume cea de obiect CS-Baer, care unifică teoriile

obiectelor Baer şi ale obiectelor extending. Toate aceste concepte au fost considerate anterior

ı̂n categoria modulelor, dar noi am dezvoltat noi tehnici specifice pentru a le aborda catego-

rial. Principalul avantaj al studiului la nivelul de generalitate al categoriilor abeliene este că

rezultatele duale au loc ı̂n mod automat ı̂n baza principiului dualităţii. În acest fel dăm o abor-

dare unificată a noţiunilor duale, care au fost tratate separat ı̂n literatură pentru categoriile

de module. În subsidiar, se prezintă şi consecinţe ı̂n categorii abeliene particulare, altele decât

categoriile de module.

Un rezultat de bază ı̂n teoria modulelor arată că un modulM este semisimplu dacă şi numai

dacă orice submodul al lui M este sumand direct al său. Se pot obţine diferite generalizări a

semisimplicităţii considerând doar unele submodule ale unui modul dat ca fiind sumanzi direcţi.

Spre exemplu, dacă M este R-modulul drept R, atunci R este regular (von Neumann) dacă

şi numai dacă orice submodul finit generat al lui M (i.e., ideal drept al lui R) este sumand

direct. De asemenea, se poate defini pentru un modul M , o extindere a semisimplicităţii prin

utilizarea anumitor submodule raportate la endomorfismele lui M . Drept urmare, un modul

M se numeşte Rickart dacă nucleul oricărui endomorfism al lui M este sumand direct al lui M

[56]. Utilizând o abordare diferită, se poate considera o altă generalizare a semisimplicităţii, şi

anume: un modul M este extending (sau modul-CS) dacă orice submodul al său este esenţial

ı̂ntr-un sumand direct [37].

O ı̂ntrebare firească este ce se ı̂ntâmplă când se restricţionează definiţia unui modul extending

M doar la unele submodule raportate la endomorfismele lui M ı̂n acelaşi stil ı̂n care se obţine

conceptul de modul Rickart din cel de modul semisimplu? Aceasta este modalitatea de a obţine

aşa numitele module CS-Rickart, introduse şi studiate de Abyzov, Nhan şi Quynh [1, 2], care

sunt definite ca module M pentru care nucleul oricărui endomorfism al lui M este esenţial

ı̂ntr-un sumand direct al lui M . Menţionăm că modulele CS-Rickart pot fi privite ca jucând

rolul modulelor extending ı̂n lumea modulelor Rickart. Proprietăţile modulelor CS-Rickart sunt

uneori similare cu cele ale modulelor Rickart, dar este nevoie de tehnici diferite pentru a le

obţine, ı̂n acelaşi mod ı̂n care se utilizează abordări diferite pentru studiul modulelor extending

faţă de cel al modulelor semisimple.

Obiectele Rickart şi dual Rickart ı̂n categorii abeliene au fost introduse şi studiate de Crivei,

Kör şi Olteanu [22, 23]. Pe de o parte, ele generalizează obiectele regulare ı̂n categorii abeliene
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2 INTRODUCERE

ı̂n sensul lui Dăscălescu, Năstăsescu, Tudorache şi Dăuş [34]. Astfel, un obiect este regular dacă

şi numai dacă el este atât Rickart cât şi dual Rickart. Principalul interes ı̂n studiul lor provine

din lucrarea lui von Neumann [77] despre inele regulare şi Fieldhouse [40] şi Zelmanowitz [81]

despre anumite concepte de module regulare. Principala abordare din [22] a fost ı̂mpărţirea

studiului obiectelor regulare ı̂n două direcţii, una a obiectelor Rickart şi alta a obiectelor dual

Rickart. Deoarece ele sunt concepte duale, este suficient să studiem unul dintre ele şi să utilizăm

principiul dualităţii ı̂n categorii abeliene.

Pe de altă parte, obiectele Rickart şi dual Rickart generalizează la categorii abeliene modulele

Rickart şi dual Rickart ı̂n sensul lui Lee, Rizvi şi Roman [56, 57] şi ı̂n particular, modulele Baer

şi dual Baer studiate atât de Rizvi şi Roman [69, 70] cât şi de Keskin Tütüncü şi Tribak

[53]. Originea modulelor (dual) Baer şi modulelor (dual) Rickart poate fi găsită ı̂n lucrarea lui

Kaplansky [50] despre inele Baer şi ı̂n lucrarea lui Maeda [58] despre inele Rickart. Exemplele

de inele Baer includ inelele self-injective drepte regulare von Neumann, algebrele von Neumann,

inelele de endomorfisme ale modulelor semisimple, ı̂n timp ce exemplele de inele Rickart includ

inelele Baer, inelele regulare von Neumann, inelele ereditare drepte şi inelele de endomorfisme

ale sumelor directe arbitrare de copii ale unui inel ereditar drept. Teoria generală a obiectelor

(dual) Rickart ı̂n categorii abeliene poate fi aplicată eficient atât ı̂n studiul obiectelor regulare,

cât şi ı̂n studiul obiectelor (dual) Baer ı̂n categorii abeliene, după cum este subliniat ı̂n [22, 23].

Întorcându-ne la teoria modulelor, studiul modulelor extending şi al modulelor lifting a fost

un domeniu de cercetare fructuos ı̂n ultimele decenii datorită aplicaţiilor lor importante ı̂n teoria

inelelor şi a modulelor. Exemplele de module extending includ modulele uniforme şi modulele

injective, ı̂n timp ce exemplele de module lifting includ modulele hollow şi modulele proiective

peste inele perfecte. Monografiile [13, 37] sunt referinţe clasice pentru mai multe informaţii

despre modulele extending şi lifting. Recent, Abyzov, Nhan şi Quynh au introdus şi studiat

conceptele de module CS-Rickart şi dual CS-Rickart [1, 2], Tribak a considerat modulele dual

CS-Rickart peste domenii Dedekind [75], iar Nhan a studiat modulele CS-Baer (sub numele de

module esenţial Baer) [63].

Noţiunile de mai sus au versiuni tari, obţinute ı̂nlocuind sumanzii direcţi prin sumanzi direcţi

deplin invarianţi ı̂n definiţiile lor. De exemplu, a se vedea lucrările lui Al-Saadi şi Ibrahiem despre

module (dual) tare Rickart [3, 4], Ebrahimi Atani, Khoramdel şi Dolati Pish Hesari [39] despre

module tare extending, Wang [78] despre module tare lifting, Crivei şi Olteanu despre obiecte

(dual) tare Rickart ı̂n categorii abeliene [24, 25]. În acelaşi stil, introducem şi studiem obiectele

(dual) tare CS-Rickart şi (dual) tare CS-Baer ı̂n categorii abeliene.

Motivaţi de toate cele de mai sus, introducem şi studiem obiectele (dual) CS-Rickart şi
obiectele (dual) CS-Baer ı̂n categorii abeliene, precum şi versiunile tari ale lor. În acest scop,
vom folosi unele tehnici utilizate pentru obiecte (dual) Rickart şi (dual) Baer şi vom dezvolta
unele noi inspirate din teoria modulelor extending şi lifting. Reprezentăm ı̂n diagrama următoare
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conceptele principale ale tezei şi legăturile dintre ele.

extending // self -CS-Baer //

**

self -CS-Rickart

))

self-Baer

55

//

))

self-Rickart

44

** ,,

ESSIP // SIP-extending

SSIP //

44

SIP

55

K-nesingular

self-regular

;;

##

SSSP //

**

SSP

))

T -nesingular

dual self-Baer

55

//

))

dual self-Rickart

**

44 22

LSSSP // SSP-lifting

lifting // dual self -CS-Baer //

44

dual self -CS-Rickart

55

În cele ce urmează prezentăm pe scurt structura şi principalele contribuţii ale tezei. Toate

rezultatele sunt originale, cu excepţia celor citate sau reamintite explicit. Rezultatele noastre

şi demonstraţiile lor vor fi prezentate ı̂n special pentru obiectele CS-Rickart şi CS-Baer, cele

duale urmând din principiul dualităţii ı̂n categorii abeliene. Versiunile pentru obiectele tare

CS-Rickart şi tare CS-Baer nu sunt menţionate ı̂n mod explicit ı̂n introducere, dar au fost date

pe parcursul tezei.

În Capitolul 1 introducem şi studiem obiectele CS-Rickart ı̂n categorii abeliene. Începem cu

o secţiune de preliminarii, unde reamintim unele noţiuni şi notaţii necesare care vor fi utilizate

pe parcursul tezei. În Secţiunea 2 definim obiectele relativ CS-Rickart şi obiectele self-CS-

Rickart ı̂n categorii abeliene, exemplificăm şi delimităm conceptele noastre. Arătăm că un

obiect M este tare self-CS-Rickart dacă şi numai dacă M este self-CS-Rickart şi weak duo dacă

şi numai dacăM este self-CS-Rickart şi inelul EndA(M) este abelian (Corolarul 1.2.3, Propoziţia

1.2.4). De asemenea, pentru orice obiect M , arătăm că obiectele M -Rickart sunt exact obiectele

M -CS-Rickart M -K-nesingulare (Teorema 1.2.8). Secţiunea 3 arată cum clasa obiectelor CS-

Rickart se comportă bine cu privire la sumanzii direcţi (Teorema 1.3.1). Arătăm că orice obiect

self-CS-Rickart este SIP-extending, proprietate corespunzătoare asupra sumanzilor direcţi care

generalizează proprietatea intersecţiei sumanzilor (SIP) (Corolarul 1.3.6). În Secţiunea 4 arătăm

că pentru orice obiecte M şi N1, . . . , Nn ale unei categorii abeliene A avem că
⊕n

i=1Ni este M -

CS-Rickart dacă şi numai dacă Ni este M -CS-Rickart pentru orice i ∈ {1, . . . , n} (Teorema

1.4.2). În general, coprodusele obiectelor self-CS-Rickart nu trebuie să fie self-CS-Rickart, dar

avem următorul rezultat. Dacă M =
⊕

i∈IMi este o descompunere ı̂n sumă directă ı̂ntr-o

categorie abeliană A astfel ı̂ncât HomA(Mi,Mj) = 0 pentru fiecare i, j ∈ I cu i ̸= j, atunci M

este self-CS-Rickart dacă şi numai dacă Mi este self-CS-Rickart pentru fiecare i ∈ I (Teorema

1.4.7). Secţiunea 5 se ocupă cu clase ale căror obiecte sunt self-CS-Rickart. Spre exemplu, pentru

o categorie abeliană A cu suficiente obiecte injective şi o clasă C de obiecte ale lui A care este
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ı̂nchisă la sume directe binare şi conţine toate obiectele injective ale lui A, demonstrăm că orice

obiect al lui C este extending dacă şi numai dacă orice obiect al lui C este self-CS-Rickart dacă

şi numai dacă fiecare obiect al lui C este SIP-extending (Teorema 1.5.1). De asemenea, deducem

caracterizări ale inelelor drepte slab (semi)ereditare şi perfecte ı̂n termenii proprietăţilor self-

CS-Rickart sau dual self-CS-Rickart (Corolarele 1.5.4, 1.5.7).

În Capitolul 2 cercetăm transferul proprietăţilor CS-Rickart prin functori ı̂ntre categorii

abeliene. În Secţiunea 1 arătăm că un functor ı̂ntre categorii abeliene nu păstrează sau reflectă

proprietăţile CS-Rickart. Cu toate acestea, dacă se consideră functori deplin fideli sau perechi de

functori adjuncţi cu unele proprietăţi suplimentare rezonabile, putem obţine rezultatele asupra

transferului proprietăţilor CS-Rickart. În Secţiunea 1 considerăm functori deplin fideli ı̂ntre

categorii abeliene. Fie F : A → B un functor covariant exact la dreapta şi deplin fidel ı̂ntre

categorii abeliene şi M şi N obiecte ale categoriei A. Dacă Im(F ) este ı̂nchisă la subobiecte sau

obiecte factor şi N este M -CS-Rickart, arătăm că F (N) este F (M)-CS-Rickart. De asemenea,

dacă Im(F ) este ı̂nchisă la sumanzi direcţi şi F (N) este F (M)-CS-Rickart, atunci N este M -

CS-Rickart (Teorema 2.1.3). În Secţiunea 2 considerăm o pereche (L,R) de functori adjuncţi

covarianţi L : A → B şi R : B → A ı̂ntre categorii abeliene astfel ı̂ncât L este exact şi M,N ∈
Stat(R) = {B ∈ B | εB este izomorfism}. Arătăm că ı̂n condiţiile ı̂n care N este M -CS-Rickart

ı̂n B, R(N) este R(M)-CS-Rickart ı̂n A. De asemenea, demonstrăm că ı̂n condiţiile ı̂n care R

reflectă obiectele zero, ı̂n particular dacă R este fidel, şi R(N) este R(M)-CS-Rickart ı̂n A, atunci

N este M -CS-Rickart ı̂n B (Teorema 2.2.1). Ca o consecinţă deducem că dacă L este exact şi

R este deplin fidel, atunci N este M -CS-Rickart ı̂n B dacă şi numai dacă R(N) este R(M)-CS-

Rickart ı̂n A (Teorema 2.2.2). Teoremele noastre sunt aplicabile pe scară largă şi le exemplificăm

ı̂n mai multe contexte relevante ı̂n Secţiunea 3. Tratăm aplicaţii la subcategorii Giraud şi co-

Giraud (Corolarul 2.3.1), categorii de functori, subcategorii localizante şi colocalizante, triplete

de functori adjuncţi, functori Frobenius şi recollement ı̂ntre categorii abeliene (Corolarul 2.3.6).

Prezentăm consecinţe la categoriile Grothendieck şi ı̂n particular la categoriile de comodule şi

module (graduate). În Secţiunea 4 dăm proprietăţi legate de transferul proprietăţilor CS-Rickart

la inelul endomorfismelor de module (graduate) şi comodule. Printre alte rezultate, pentru un

R-modul drept M cu S = EndR(M), demonstrăm că dacă M este im-local-retractabil şi S este

S-modul drept self-CS-Rickart, atunci M este R-modul drept self-CS-Rickart (Corolarul 2.4.2).

De asemenea, dacă M este R-modul drept self-CS-Rickart care este plat ca S-modul stâng,

atunci S este S-modul drept self-CS-Rickart (Corolarul 2.4.3).

În Capitolul 3 introducem şi studiem obiectele CS-Baer ı̂ntr-o categorie abeliană A cu AB3*.

În Secţiunea 1 introducem aceste concepte şi le exemplificăm printr-o serie de exemple. Arătăm

că un obiect M este tare self-CS-Baer dacă şi numai dacă M este self-CS-Baer şi weak duo dacă

şi numai dacă M este self-CS-Baer şi EndA(M) este abelian (Corolarul 3.1.3). Secţiunile 2 şi 3

sunt dedicate comparării obiectelor relativ CS-Baer cu cele mai importante particularizări ale lor

şi anume obiectele relativ Baer şi extending. Pentru obiecteleM şi N , arătăm că N esteM -Baer

dacă şi numai dacă N este M -CS-Baer şi M -K-nesingular (Teorema 3.2.2). Considerăm unele

forme tari ale M -K-nesingularităţii şi M -K-conesingularităţii, numite E-M -K-nesingularitate şi

respectiv E-M -K-conesingularitate. Arătăm că dacă N este M -CS-Baer şi E-M -K-conesingular,

atunci M este extending (Corolarul 3.3.4). De asemenea, demonstrăm că dacă un obiect M este
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extending şi E-M -K-nesingular, atunci M este self-CS-Baer şi E-M -K-conesingular (Corolarul

3.3.6). Caracterizăm inelele dual self-CS-Baer ca fiind inelele lifting, sau echivalent, inelele

semiperfecte (Propoziţia 3.3.7). Secţiunile 4 şi 5 prezintă relaţia dintre obiectele relativ CS-

Baer şi două generalizări importante, şi anume obiectele cu anumite proprietăţi ale intersecţiei

sumanzilor numite ESSIP şi SSIP-extending şi obiectele relativ CS-Rickart. Demonstrăm că

orice obiect self-CS-Baer este ESSIP, iar dacă A şi B sunt obiecte astfel ı̂ncât A⊕B este ESSIP,

atunci B este A-CS-Baer (Corolarul 3.4.4, Lema 3.4.5). De asemenea, dacă M este self-CS-

Rickart şi SSIP-extending, atunci M este self-CS-Baer, ı̂n timp ce reciproca este adevărată dacă

Soc(M) este subobiect esenţial al lui M (Teorema 3.5.3, Corolarul 3.5.4). În particular, dacă

M este R-modul drept finit cogenerat sau R este inel semiartinian drept, atunci M este self-

CS-Baer dacă şi numai dacă M este self-CS-Rickart şi SSIP-extending. De asemenea, dacă M

este R-modul drept finit generat sau R este inel max drept, atunci M este dual self-CS-Baer

dacă şi numai dacă M este dual self-CS-Rickart şi SSSP-lifting (Corolarul 3.5.5). În Secţiunea

6 studiem produsele şi coprodusele de obiecte relativ CS-Baer. Clasa obiectelor relativ CS-Baer

este ı̂nchisă la sumanzi direcţi (Corolarul 3.6.2), dar ı̂n general nu este ı̂nchisă la coproduse.

Cu toate acestea, arătăm că
⊕n

i=1Ni este M -CS-Baer dacă şi numai dacă fiecare Ni este M -

CS-Baer (Teorema 3.6.4). Dacă M =
⊕n

i=1Mi este o descomunere ı̂n sumă directă astfel ı̂ncât

HomA(Mi,Mj) = 0 pentru fiecare i, j ∈ {1, . . . , n} distincte, demonstrăm căM este self-CS-Baer

dacă şi numai dacă fiecare Mi este self-CS-Baer (Teorema 3.6.6). În Secţiunea 7 determinăm

structura modulelor dual self-CS-Baer peste domenii Dedekind (Teoremele 3.7.1, 3.7.2, 3.7.3).

În Secţiunea 8 dăm câteva rezultate (precum Teorema 3.8.1) asupra claselor ale căror obiecte

sunt self-CS-Baer, de aceeaşi natură ca rezultatele corespunzătoare pentru proprietatea self-CS-

Rickart. În Secţiunea 9 studiem ı̂n ce condiţii proprietatea CS-Baer se transferă prin functori

ı̂ntre categorii abeliene. Principalele noastre rezultate se referă la functori deplin fideli şi la

functori adjuncţi ı̂ntre categorii abeliene, cu aceleaşi ipoteze rezonabile ca ı̂n cazul proprietăţilor

CS-Rickart (Teoremele 3.9.1, 3.9.3). În Secţiunea 10 studiem transferul proprietăţii CS-Baer

la inelul endomorfismelor modulelor (graduate) şi comodulelor. Printre alte rezultate, pentru

un R-modul drept M cu S = EndR(M), demonstrăm că dacă M este im-local-retractabil şi S

este S-modul drept self-CS-Baer, atunci M este R-modul drept self-CS-Baer (Corolarul 3.10.3).

De asemenea, dacă M este R-modul drept self-CS-Baer care este proiectiv şi finit generat ca

S-modul stâng, atunci S este S-modul drept self-CS-Baer (Corolarul 3.10.4).

Această teză se bazează pe rezultatele articolele proprii [18, 26, 27, 28] şi preprinturile [29, 30].

Articolele au fost publicate sau acceptate spre publicare ı̂n Journal of Algebra and its Applica-

tions, Bulletin of the Belgian Mathematical Society “Simon Stevin”, Quaestiones Mathematicae

şi Communications in Algebra. În plus, părţi ale acestei teze au fost comunicate la mai multe

conferinţe internaţionale.

În acest rezumat am omis afirmaţiile rezultatelor duale ı̂n categorii abeliene.
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Obiecte CS-Rickart ı̂n categorii

abeliene

Introducem şi studiem conceptul de obiect CS-Rickart ı̂n categorii abeliene ca o generalizare

comună a celor de obiect Rickart şi obiect extending. Stabilim mai multe caracterizări ale

obiectelor CS-Rickart, studiem sumanzi direcţi şi (co)produse de astfel de obiecte şi analizăm

clase ale căror obiecte sunt CS-Rickart. Cu excepţia rezultatelor citate, toate celelalte rezultate

sunt originale şi sunt incluse ı̂n articolele proprii [26] şi [28].

1.1 Preliminarii

Începem prin a stabili unele notaţii şi terminologii, care vor fi utilizate pe parcursul tezei.

Fie A o categorie abeliană. Pentru fiecare morfism f : M → N ı̂n A notăm cu ker(f) :

Ker(f) →M , coker(f) : N → Coker(f), coim(f) :M → Coim(f) şi im(f) : Im(f) → N nucleul,

conucleul, coimaginea şi respectiv imaginea lui f . Reţinem că Im(f) ∼= Coim(f), deoarece A
este abeliană. Pentru un şir exact scurt 0 → A → B → C → 0 in A, scriem, de asemenea,

C = B/A. Un morfism f : A→ B se numeşte secţiune dacă exisă un morfism f ′ : B → A astfel

ı̂ncât f ′f = 1A, şi retractă dacă există un morfism f ′ : B → A astfel ı̂ncât ff ′ = 1B.

O categorie abeliană este numită AB3 (AB3* ) dacă are coproduse (produse) arbitrare.

Reţinem despre categoriile abeliene AB3 (AB3*) că au sume (intersecţii) arbitrare. Categoria

Mod(R) a modulelor drepte peste un inel unitar R şi categoria CM a comodulelor stângi peste

o coalgebră C peste un corp comutativ (a se vedea [33, Corolarul 2.2.8]) sunt exemple tipice

de categorii Grothendieck şi prin urmare categorii abeliene AB3 şi AB3*. Pentru mai multe

informaţii despre categorii abeliene, se pot consulta [41, 72].

1.2 Obiecte relativ CS-Rickart

Acum introducem conceptele de bază ale tezei, şi anume obiectele (tare) relativ CS-Rickart,

care generalizează atât obiectele (tare) relativ Rickart cât şi obiectele (tare) extending ı̂n categorii

abeliene. Dăm de asemenea şi dualele lor.

Definiţia 1.2.1. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Atunci N se numeşte:

6
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(1) (tare) M -CS-Rickart dacă pentru orice morfism f : M → N există un monomorfism

esenţial e : Ker(f) → L şi o secţiune (deplin invariantă) s : L → M ı̂n A astfel ı̂ncât

ker(f) = se. În mod echivalent, N este M -CS-Rickart dacă şi numai dacă pentru orice

morfism f :M → N , Ker(f) este esenţial ı̂ntr-un sumand direct (deplin invariant) al lui

M .

(2) dual (tare) M -CS-Rickart dacă pentru orice morfism f : M → N există o retractă

(deplin coinvariantă) r : N → P şi un epimorfism superfluu t : P → Coker(f) ı̂n A
astfel ı̂ncât coker(f) = tr. În mod echivalent, N este dual M -CS-Rickart dacă şi numai

dacă pentru orice morfism f : M → N , Im(f) stă deasupra unui sumand direct (deplin

invariant) al lui N .

(3) (tare) self-CS-Rickart dacă N este (tare) N -CS-Rickart.

(4) dual (tare) self-CS-Rickart dacă N este dual (tare) N -CS-Rickart.

În continuare vom vedea cum obiectele relativ CS-Ricart şi cele relativ tare CS-Rickart se

relaţionează ı̂ntre ele.

Propoziţia 1.2.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că fiecare

sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N . Atunci N este tare M -CS-Rickart

dacă şi numai dacă N este M -CS-Rickart şi M este weak duo.

Corolarul 1.2.3. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Atunci M este tare self-CS-

Rickart dacă şi numai dacă M este self-CS-Rickart şi weak duo.

Propoziţia 1.2.4. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Atunci M este tare self-CS-

Rickart dacă şi numai dacă M este self-CS-Rickart şi EndA(M) este abelian.

Acum considerăm câteva exemple ı̂n categorii de module.

Exemplul 1.2.5. Considerăm inelul matriceal R =

(
K M

0 D

)
, unde K este un corp comutativ,

D este un domeniu de integritate care nu este corp şi conţine peK, radicalul Jacobson Rad(D) =

0, şi M este un D-modul fără torsiune. Spre exemplu, se poate considera R =

(
K K[X]

0 K[X]

)
.

În aceste condiţii R este un R-modul drept self-Rickart ,şi prin urmare este R-modul drept

self-CS-Rickart, dar nu este R-modul drept tare self-CS-Rickart, deoarece R nu este abelian. De

asemenea, R nu este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.

Exemplul 1.2.6. Fie A un inel şi G un subgrup al grupului Aut(A) al automorfismelor de inele

ale lui A. Inelul grupal strâmb este dat de A ∗G =
⊕

g∈GAg cu adunarea dată pe componente

şi ı̂nmulţirea definită prin (ag)(bh) = abg
−1
gh ∈ Agh pentru fiecrare a, b ∈ A şi g, h ∈ G. Dacă

G = {g1, g2, . . . , gn}, a ∈ A şi β = a1g1 + a2g2 + . . .+ angn ∈ A ∗G cu ai ∈ A, atunci

a · β = ag1ag11 + ag2ag22 + . . .+ agnagnn .

Avem astfel că A este A ∗G-modul drept.
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Urmând [56, Example 3.13], considerăm inelul A =

(
Z2 Z2

0 Z2

)
. Dacă g ∈ Aut(A) este

conjugarea prin

(
1 1

0 1

)
, urmează că G = {1, g} este subgrup al lui Aut(A). Considerăm inelul

grupal strâmb R = A ∗G şi R-modulul drept M = A. Atunci R-modulul drept M este self-CS-

Rickart şi inelul endomorfismelor sale este abelian. Prin urmare R-modulul drept M este tare

self-CS-Rickart conform Propoziţiei 1.2.4, dar el nu este tare self-Rickart [56, Example 3.13].

Exemplul 1.2.7. Dacă M este obiect uniserial (i.e., laticea subobiectelor sale este un lanţ)

al unei categorii abeliene, atunci este clar că M este tare self-CS-Rickart şi dual tare self-CS-

Rickart, dar el nu este nici (tare) self-Rickart şi nici dual (tare) self-Rickart. Dăm un exemplu

ı̂n categoria comodulelor, care este cunoscută a fi Grothendieck [33, Corollary 2.2.8]. Fie C un

spaţiu vectorial cu baza {cn | n ∈ N} peste un corp comutativ K. Atunci C este coalgebră peste

K cu comultiplicarea şi counitatea definită pentru fiecare n ∈ N prin ∆(cn) =
∑n

i=0 ci ⊗ cn−i şi

respectiv ε(cn) = δ0n (simbolul Kronecker). Aceasta este o coalgebră numită coalgebra divided

power [33, Example 1.1.4], pentru care algebra duală C∗ este izomorfă cu algebraK[[X]] a seriilor

de puteri formale şi categoria de C-comodule este izomorfă cu categoria K[[X]]-modulelor cu

torsiune [33, Examples 1.3.8, 3.2.7]. Deoarece C este C-comodul uniserial (drept şi stâng)[31,

Example 1.4], C este C-comodul tare self-CS-Rickart şi dual tare self-CS-Rickart.

Alte exemple ı̂n categorii abeliene pot fi obţinute utilizând transferul proprietăţii (tare) CS-

Rickart prin functori, dezvoltat ı̂n Capitolul 2.

Următoarea teoremă, care generalizează [1, Lemmas 6,7], stabileşte alte legături ı̂ntre

obiectele relativ Rickart şi cele relativ CS-Rickart.

Teorema 1.2.8. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Atunci N ete (tare) M -CS-

Rickart şi N este M -K-nesingular dacă şi numai dacă N este (tare) M -Rickart.

Teorema 1.2.8 dă următorul corolar ı̂n categoria modulelor.

Corolarul 1.2.9. Orice R-modul drept nesingular (tare) self-CS-Rickart este (tare) self-Rickart

şi orice R-modul drept necosingular dual (tare) self-CS-Rickart este dual (tare) self-Rickart.

1.3 Sumanzi direcţi ai obiectelor relativ CS-Rickart

Ca ı̂n cazul obiectelor (tare) relativ Rickart şi a obiectelor (tare) extending, vedem că

obiectele (tare) relativ CS-Rickart se comportă bine cu privire la sumanzii direcţi.

Teorema 1.3.1. Fie r : M → M ′ un epimorfism şi s : N ′ → N un monomorfism ı̂ntr-o

categorie abeliană A. Dacă r este retractă şi N este (tare) M -CS-Rickart, atunci N ′ este (tare)

M ′-CS-Rickart.

Următoarea consecinţă a Teoremei 1.3.1 generalizează [1, Lemma 1] de la categoria modulelor

la categoriile abeliene.
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Corolarul 1.3.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A, M ′ un sumand direct al lui

M şi N ′ un sumand direct al lui N . Dacă N este (tare) M -CS-Rickart, atunci N ′ este (tare)

M ′-CS-Rickart.

În cazul obiectelor self-CS-Rickart, avem nevoie de următoarele generalizări ale proprietăţii

SIP (SSIP), inspirate de noţiunile corespunzătore din teoriei modulelor [2, 51].

Definiţia 1.3.3. Un obiect M al unei categorii abeliene A se numeşte SSIP-extending (SIP-

extending) dacă pentru orice familie de (două) subobiecte ale luiM care sunt esenţiale ı̂n sumanzi

direcţi ai lui M , intersecţia lor este esenţială ı̂ntr-un sumand direct al lui M .

În continuare luăm ı̂n considerare unele versiuni stricte ale obiectelor SSIP-extending şi SIP-

extending ı̂n categorii abeliene.

Definiţia 1.3.4. Un obiect M al unei categorii abeliene A se numeşte strict SSIP-extending

(strict SIP-extending) dacă pentru orice familie de (două) subobiecte ale luiM care sunt esenţiale

ı̂n sumanzi direcţi ai lui M , intersecţia lor este esenţială ı̂ntr-un sumnad direct deplin invariant

al lui M .

Propoziţia 1.3.5. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că fiecare

sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N şi N este (tare) M -CS-Rickart.

Atunci M este (strict) SIP-extending.

Următoarea consecinţă generalizează [1, Propositions 1,2].

Corolarul 1.3.6. Fie A o categorie abeliană. Orice obiect (tare) self-CS-Rickart al lui A este

(strict) SIP-extending.

Următoarea lemă, care generalizează [2, Proposition 3.7], va fi utilă.

Lema 1.3.7. Fie A şi B obiecte ale unei categorii abeliene A. Dacă A ⊕ B este (strict) SIP-

extending, atunci B este (tare) A-CS-Rickart.

Corolarul 1.3.8. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Dacă M ⊕ M este (strict)

SIP-extending, atunci M este (tare) self-CS-Rickart.

1.4 Coproduse ale obiectelor relativ CS-Rickart

Analizăm acum comportarea obiectelor relativ (tare) CS-Rickart şi in particular, al celor

(tare) self-CS-Rickart cu privire la coproduse. Începem cu studiul coproduselor finite de obiecte

(tare) relativ CS-Rickart.

Teorema 1.4.1. Fie A o categorie abeliană. Fie M , N1 şi N2 obiecte ale lui A astfel ı̂ncât N1

şi N2 sunt (tare) M -CS-Rickart. Atunci N1 ⊕N2 este tare M -CS-Rickart.

Acum putem deduce imediat principalele noastre teoreme legate de coproduse finite care

implică obiectele relativ CS-Rickart.
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Teorema 1.4.2. Fie A o categorie abeliană. Fie M şi N1, . . . , Nn obiecte ale lui A. Atunci⊕n
i=1Ni este (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă Ni este (tare) M -CS-Rickart pentru

fiecare i ∈ {1, . . . , n}.

Exemplificăm rezultatele de mai sus cu o aplicaţie la categoriile de module. Urmând din

nou [37, 74] şi utilizând notaţiile care preced Corolarul 3.2.4, pentru orice R-modul drept M ,

notăm prin Z2(M) şi Z
2
(M) submodulele lui M determinate de egalităţile Z2(M)/Z(M) =

Z(M/Z(M)) şi Z
2
(M) = Z(Z(M)).

Corolarul 1.4.3. Fie M un R-modul drept. Atunci:

(1) Z2(M) şi M/Z2(M) sunt (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă Z2(M) este sumand

direct al lui M şi M este (tare) self-CS-Rickart.

(2) M este dual (tare) Z
2
(M)-CS-Rickart şi dual (tare) M/Z

2
(M)-CS-Rickart dacă şi nu-

mai dacă Z
2
(M) este sumand direct al lui M şi M este dual (tare) self-CS-Rickart.

Sub anumite condiţii de finititudine avem următorul rezultat.

Corolarul 1.4.4. Fie A o categorie abeliană. Presupunem că A are coproduse, M este un

obiect finit generat al lui A şi (Ni)i∈I este o familie de obiecte ale lui A. Atunci
⊕

i∈I Ni este

(tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă Ni este (tare) M -CS-Rickart pentru fiecare i ∈ I.

Avem de asemenea următoarea teoremă ı̂n legătură cu produsele de obiecte relativ CS-

Rickart.

Teorema 1.4.5. Fie A o categorie abeliană. Fie M un obiect (strict) SSIP-extending al lui A şi

(Ni)i∈I o familie de obiecte ale lui A care au produs. Atunci
∏
i∈I Ni este (tare) M -CS-Rickart

dacă şi numai dacă Ni este (tare) M -CS-Rickart pentru fiecare i ∈ I.

În general coprodusul a două obiecte (tare) self-CS-Rickart nu este (tare) self-CS-Rickart,

aşa cum putem vedea ı̂n următorul exemplu.

Exemplul 1.4.6. Considerăm inelul R =

(
Z Z
0 Z

)
şi R-modulele drepte M1 =

(
Z Z
0 0

)
şi

M2 =

(
0 0

0 Z

)
. Atunci M1 şi M2 sunt self-Rickart, prin urmare şi R-module drepte self-CS-

Rickart [56, Example 2.9]. Deoarece End(M1) ∼= Z ∼= End(M2), M1 şi M2 sunt tare self-

CS-Rickart din Propoziţia 1.2.4. Dar am văzut că R = M1 ⊕ M2 nu este R-modul drept

self-CS-Rickart, deci R = M1 ⊕M2 nu este tare self-CS-Rickart din nou conform Propoziţiei

1.2.4.

Cu toate acestea, avem următoarele rezultate.

Teorema 1.4.7. Fie A o categorie abeliană şiM =
⊕

i∈IMi o descompunere ı̂n sumă directă ı̂n

A astfel ı̂ncât HomA(Mi,Mj) = 0 pentru fiecare i, j ∈ I cu i ̸= j. Atunci M este self-CS-Rickart

dacă şi numai dacă Mi este self-CS-Rickart pentru fiecare i ∈ I.
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Teorema 1.4.8. Fie A o categorie abeliană şi M =
⊕

i∈IMi o descompunere ı̂n sumă directă

ı̂n A.

(1) Atunci M este tare self-CS-Rickart dacă şi numai dacă Mi este tare self-CS-Rickart

pentru fiecare i ∈ I şi HomA(Mi,Mj) = 0 pentru fiecare i, j ∈ I cu i ̸= j.

(2) Presupunem că I este finită. Atunci M este dual tare self-CS-Rickart dacă şi numai

dacă Mi este dual tare self-CS-Rickart pentru fiecare i ∈ I şi HomA(Mi,Mj) = 0 pentru

fiecare i, j ∈ I cu i ̸= j.

Vom ı̂ncheia această secţiune cu unele rezultate despre structura modulelor (dual) tare self-

CS-Rickart peste domenii Dedekind.

Corolarul 1.4.9. Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fracţii K şi M un R-modul nenul.

(i) Presupunem că M este cu torsiune. Următoarele sunt echivalente:

(1) M este tare self-CS-Rickart.

(2) M este dual tare self-CS-Rickart.

(3) M este weak duo.

(4) M ∼=
⊕

i∈IMi, unde pentru fiecare i ∈ I, fie Mi
∼= E(R/Pi) fie Mi

∼= R/Pni
i pentru

idealele maximale distincte Pi ale lui R şi ı̂ntregii pozitivi ni.

(ii) Presupunem că M este finit generat.

(1) Următoarele sunt echivalente:

(a) M este tare self-CS-Rickart.

(b) M este weak duo.

(c) M ∼= J pentru ideale J ale lui R sau M ∼=
⊕k

i=1R/P
ni
i pentru idealele maxi-

male distincte P1, . . . , Pk ale R şi ı̂ntregii pozitivi n1, . . . , nk.

(2) Următoarele sunt echivalente:

(a) M este dual tare self-CS-Rickart.

(b) M ∼=
⊕k

i=1R/P
ni
i pentru idealele maximale distincte Pi ale lui R şi ı̂ntregii

pozitivi n1, . . . , nk.

(iii) Presupunem că M este injectiv. Atunci următoarele sunt echivalente:

(1) M este tare self-CS-Rickart.

(2) M este dual tare self-CS-Rickart.

(3) M ∼= K sau M ∼=
⊕

i∈I E(R/Pi) pentru idealele maximale distincte Pi ale lui R.
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1.5 Clase ale căror obiecte sunt self-CS-Rickart

În această secţiune obţinem diverse caracterizări ale unor clase ale căror obiecte sunt (dual)

(tare) self-CS-Rickart, ı̂n special ı̂n legătură cu obiectele (weak duo) injective, (weak duo) proiec-

tive, (tare) extending şi (tare) lifting.

Teorema 1.5.1. Fie A o categorie abeliană. Presupunem că A are suficiente obiecte injective.

Fie C o clasă de obiecte ale lui A care este ı̂nchisă la sumele directe binare şi conţine toate

obiectele injective ale lui A. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect al lui C este (tare) extending.

(ii) Orice obiect al lui C este (tare) self-CS-Rickart.

(iii) Orice obiect al lui C este (strict) SIP-extending.

Deducem un număr de corolare ale Teoremei 1.5.1.

Corolarul 1.5.2. Fie A o categorie abeliană. Următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect al lui A are anvelope injective.

(ii) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este extending.

(iii) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este self-CS-Rickart.

(iv) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este SIP-extending.

Reţinem că orice obiect al unei categorii Grothendieck A are o anvelopă injectivă, deci orice

obiect injectiv al lui A este extending, şi ı̂n consecinţă self-CS-Rickart, din Corolarul 1.5.2.

Obţinem următoarele consecinţe ale Teoremei 1.5.1 şi ale Corolarului 1.5.2, care sunt parţial

cunoscute ı̂n categoriile de module (a se vedea [1, Lemmas 5, 11]).

Corolarul 1.5.3. Următoarele sunt echivalente pentru un inel unitar R cu radicalul Jacobson

J(R):

(i) Orice R-modul drept este extending.

(ii) Orice R-modul drept este self-CS-Rickart.

(iii) Orice R-modul drept este SIP-extending.

(iv) Orice R-modul drept este lifting.

(v) Orice R-modul drept este dual self-CS-Rickart.

(vi) Orice R-modul drept este SSP-lifting.

(vii) R este un inel serial artinian stâng şi drept cu (J(R))2 = 0.

Corolarul 1.5.4. Următoarele sunt echivalente pentru un inel unitar R:
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(i) R este perfect drept.

(ii) Orice R-modul drept proiectiv este lifting.

(iii) Orice R-modul drept proiectiv este dual self-CS-Rickart.

(iv) Orice R-modul drept proiectiv este SSP-lifting.

Corolarul 1.5.5. Următoarele sunt echivalente pentru o coalgebră C peste un corp comutativ:

(i) C este prfectă la dreaptă.

(ii) C este semiperfectă la dreapta şi fiecare C-comodul drept proiectiv este lifting.

(iii) C este semiperfectă la dreapta şi fiecare C-comodul drept proiectiv este dual self-CS-

Rickart.

(iv) C este semiperfectă la dreapta şi fiecare C-comodul drept proiectiv este SSP-lifting.

Teorema 1.5.6. Fie A o categorie Grothendieck.

(1) Presupunem că A are o familie de generatori proiectivi finit generaţi. Atunci următoarele

sunt echivalente:

(i) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este slab (semi)ereditar.

(ii) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este slab (semi)ereditar self-CS-

Rickart.

(iii) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este slab (semi)ereditar SIP-extending.

(2) Presupunem că A este local finit generată. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este slab (semi)coereditar.

(ii) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este dual self-CS-Rickart.

(iii) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este SSP-lifting.

Următorul corolar extinde o parte din [1, Theorem 8]. De asemenea, poate fi comparat cu [2,

Theorems 3.11, 3.12] pentru inele (semi)ereditare nesingulare drepte. Reţinem că un inel slab

ereditar drept coincide cu un inel Σ-extending drept (sau co-H-inel drept) [37, Corollary 11.13].

Corolarul 1.5.7. Fie R un inel unitar.

(1) Următoarele sunt echivalente:

(i) R este slab (semi)ereditar drept.

(ii) Orice R-modul drept proiectiv (finit generat) este slab (semi)ereditar.

(iii) Orice R-modul drept proiectiv (finit generat) este self-CS-Rickart.

(iv) Orice R-modul drept proiectiv (finit generat) este SIP-extending.

(2) Următoarele sunt echivalente:
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(i) Orice R-modul drept injectiv (finit cogenerat) este slab (semi)coereditar.

(ii) Orice R-modul drept injectiv (finit cogenerat) este dual self-CS-Rickart.

(iii) Orice R-modul drept injectiv (finit cogenerat) este SSP-lifting.

Corolarul 1.5.8. Fie C o coalgebră peste un corp comutativ.

(1) Presupunem că C este semiperfectă la stânga şi la dreapta. Atunci următoarele sunt

echivalente:

(i) Orice C-comodul drept proiectiv (finit generat) este slab (semi)ereditar.

(ii) Orice C-comodul drept proiectiv (finit generat) este self-CS-Rickart.

(iii) Orice C-comodul drept proiectiv (finit generat) este SIP-extending.

(2) Următoarele sunt echivalente:

(i) Orice C-comodul drept injectiv (finit cogenerat) este slab (semi)coereditar.

(ii) Orice C-comodul drept injectiv (finit cogenerat) este dual self-CS-Rickart.

(iii) Orice C-comodul drept injectiv (finit cogenerat) este SSP-lifting.

Continuăm cu unele rezultate despre clase ale căror obiecte sunt (dual) tare self-CS-Rickart.

Teorema 1.5.9. Fie A o categorie Grothendieck local finit generată.

(1) Următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect finit cogenerat al lui A este weak duo semisimplu.

(ii) Orice obiect finit cogenerat al lui A este tare self-CS-Rickart.

(iii) Orice obiect finit cogenerat al lui A este weak duo şi orice obiect finit cogenerat

injectiv al lui A este tare self-CS-Rickart.

(2) Următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect finit generat al lui A este weak duo regular.

(ii) Orice obiect finit generat al lui A este dual tare self-CS-Rickart.

(iii) Orice obiect finit generat al lui A este weak duo şi orice obiect proiectiv finit generat

al lui A este dual tare self-CS-Rickart.

Teorema 1.5.10. Fie A o categorie Grothendieck local finit generată.

(1) Următoarele sunt echivalente:

(i) Orice subobiect (finit generat) al unui obiect proiectiv al lui A este weak duo proiec-

tiv.

(ii) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este tare self-CS-Rickart.

(2) Următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect factor (finit cogenerat) al unui obiect injectiv al lui A este weak duo

injectiv.

(ii) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este dual tare self-CS-Rickart.



Capitolul 2

Transferul proprietăţii CS-Rickart

prin functori

În acest capitol studiem transferul proprietăţii CS-Rickart prin functori ı̂ntre categorii

abeliene. Considerăm functori deplin fideli şi perechi de functori adjuncţi ı̂ntre categorii abeliene,

sub anumite ipoteze rezonabile. Tratăm aplicaţii la subcategorii Giraud şi co-Giraud, categorii

de functori, subcategorii localizante şi colocalizante, triplete de functori adjuncţi, functori Frobe-

nius şi recollement ı̂ntre categorii abeliene. Obţinem consecinţe pentru inelul endomorfismelor

modulelor (graduate) şi comodulelor. Cu excepţia rezultatelor citate, toate celelalte rezultate

sunt originale şi sunt incluse ı̂n articolele proprii [27, 29].

2.1 Transferul prin functori deplin fideli

În general, un functor ı̂ntre categorii abeliene nu păstrează şi nu reflectă proprietăţile (tare)

CS-Rickart, cum putem vedea ı̂n următoarele exemple.

Exemplul 2.1.1. Considerăm inelul R = Z2 ⊕ Z16 şi functorul covariant uituc F : Mod(R) →
Mod(Z) ı̂ntre categorii de module. Avem astfel că F este un functor fidel şi exact care nu

este plin. Reţinem că Z2 şi Z16 sunt inele drepte self-injective [54, Corollary 3.13]. Atunci

R = Z2 ⊕ Z16 este de asemenea un inel drept self-injectiv [54, Corollary 3.11B]. Prin urmare

R-modulul drept R este extending [54, Corollary 6.80] şi deci el este self-CS-Rickart. Este de

asemenea tare self-CS-Rickart conform Propoziţiei 1.2.4. Dar Z-modul F (R) = Z2⊕Z16 nu este

(tare) self-CS-Rickart.

Exemplul 2.1.2. Pentru orice Z-modul M , notăm cu t(M) cel mai mare submodul cu torsiune

al lui M şi prin d(M) cel mai mare submodul divizibil (i.e., injectiv) al lui M . Fie A categoria

Z-modulelor şi B categoria Z-modulelor cu torsiune. Reţinem că atât A cât şi B sunt categorii

abeliene. Considerăm functorul covariant F : A → B definit prin F (M) = t(d(M)) pe obiecte

M ale lui A şi corespunzător pe omomorfisme. Atunci F este un functor exact la stânga.

De asemenea, F este plin, dar nu este fidel [21, Example 4.1]. Considerăm Z-modulul M =

Z2 ⊕ Z16 ⊕ Zp∞ pentru un număr prim p. Atunci F (M) = Zp∞ este un Z-modul injectiv cu

torsiune, prin urmare el este un obiect injectiv ı̂n categoria B. Mai mult, este bine cunoscut

15
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faptul că fiecare obiect al lui B are o anvelopă injectivă, şi anume anvelopa injectivă a unui

Z-modul cu torsiune A este t(E(A)), unde E(A) este anvelopa injectivă a lui A ı̂n A. Atunci

obiectul injectiv F (M) al lui B este obiect self-CS-Rickart ı̂n B conform Corolarului 1.5.2. El este

de asemenea tare self-CS-Rickart. Din Corolarul 1.3.2, Z-modulul M nu este self-CS-Rickart,

deoarece sumandul său direct Z2 ⊕ Z16 nu este self-CS-Rickart. Prin urmare Z-modulul M nu

este tare self-CS-Rickart.

Continuăm cu un rezultat despre păstrarea şi reflectarea proprietăţilor (tare) CS-Rickart

şi ale dualelor lor prin functori deplin fideli ı̂n anumite condiţii potrivite. Pentru un functor

covariant F : A → B, notăm cu Im(F ) imaginea esenţială a lui F , care conţine toate obiectele

B ale lui B astfel ı̂ncât B ∼= F (A) pentru un obiect A al lui A.

Teorema 2.1.3. Fie F : A → B un functor covariant deplin fidel ı̂ntre categorii abeliene. Fie

M şi N obiecte ale lui A.

(i) Presupunem că Im(F ) este ı̂nchisă la subobiecte sau obiecte factor. Dacă F este exact

la stânga şi N este (tare) M -CS-Rickart, atunci F (N) este (tare) F (M)-CS-Rickart.

(ii) Presupunem că Im(F ) este ı̂nchisă la sumanzi direcţi. Dacă F este exact la stânga şi

F (N) este (tare) F (M)-CS-Rickart, atunci N este (tare) M -CS-Rickart.

Următorul rezultat este imediat.

Corolarul 2.1.4. Fie F : A → B o echivalenţă de categorii abeliene, şi fie M , N obiecte ale

lui A. Atunci N este (dual) (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă F (N) este (dual) (tare)

F (M)-CS-Rickart.

Teorema 2.1.3 poate fi utilizată pentru a produce noi exemple de obiecte (tare) relativ CS-

Rickart şi de duale ale lor. Exemplificăm aceasta ı̂n următorul exemplu.

Exemplul 2.1.5. Fie T o clasă de torsiune ereditară (i.e., clasă ı̂nchisă la subobiecte, coproduse,

obiecte factor şi extensii) a unei categorii abeliene A. Atunci T este categorie abeliană. Fie M

şi N obiecte ale lui T . Utilizând Teorema 2.1.3 pentru functorul de scufundare F : T → A,

urmează astfel că N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n T dacă şi numai dacă F (N) este (tare) F (M)-

CS-Rickart ı̂n A. Spre exemplu, considerăm grupul abelian G = Zp∞ ⊕ Zqn pentru numerele

prime diferite p şi q şi ı̂ntregii pozitivi n. Atunci G este un grup abelian tare self-CS-Rickart.

Prin urmare G este tare self-CS-Rickart şi ı̂n T .

2.2 Transferul prin functori adjuncţi

În continuare studiem transferul proprietăţilor (dual) relativ CS-Rickart prin functori

adjuncţi, impunând anumite condiţii rezonabile. Fie (L,R) o pereche adjunctă de functori

covarianţi L : A → B şi R : B → A ı̂ntre categorii abeliene. Notăm cu ε : LR → 1B şi

η : 1A → RL counitatea şi unitatea adjuncţiei respective. Urmând [11], notăm cu Stat(R)

subcategoria plină a lui B constând din obiectele R-statice, adică, obiectele B ale lui B pentru

care εB : LR(B) → B este izomorfism. De asemenea, notăm cu Adst(R) subcategoria plină a



2.3. APLICAŢII 17

lui A care constă din obiecte R-adstatice, adică obiectele A din A pentru care ηA : A→ RL(A)

este izomorfism. Reţinem că R este deplin fidel dacă şi numai dacă orice obiect al lui B este

R-static, ı̂n timp ce L este deplin fidel dacă şi numai dacă orice obiect al lui A este R-adstatic.

Teorema 2.2.1. Fie A şi B categorii abeliene şi (L,R) o pereche adjunctă de functori covarianţi

L : A → B şi R : B → A. Presupunem că L este exact şi M,N ∈ Stat(R).

(i) Dacă N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n B, atunci R(N) este (tare) R(M)-CS-Rickart ı̂n

A.

(ii) Dacă R reflectă obiectele zero, ı̂n particular dacă R este fidel, şi R(N) este (tare)

R(M)-CS-Rickart ı̂n A, atunci N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n B.

Principala consecinţă a Teoremei 2.2.1 este următorul rezultat.

Teorema 2.2.2. Fie A şi B categorii abeliene şi (L,R) o pereche adjunctă de functori covarianţi

L : A → B şi R : B → A. Presupunem că L este exact şi R este deplin fidel şi M şi N sunt

obiecte ale lui B. Atunci N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n B dacă şi numai dacă R(N) este (tare)

R(M)-CS-Rickart ı̂n A.

2.3 Aplicaţii

Dăm mai multe aplicaţii ale teoremelor noastre, arătând că ipotezele lor sunt adevărate ı̂ntr-o

serie de situaţii relevante.

Subcategorii Giraud şi co-Giraud

Fie A o categorie abeliană şi C o subcategorie plină a lui A. Atunci C se numeşte subcat-

egorie reflectivă (coreflectivă) a lui A dacă functorul incluziune i : C → A are un adjunct la

stânga (dreapta). În oricare dinte cele două cazuri, i este deplin fidel. Dacă C este subcate-

gorie reflectivă (coreflectivă) a lui A şi adjunctul la stânga (dreapta) al functorului incluziune i

păstrează nucleele (conucleele), atunci subcategoria C se numeşte Giraud (co-Giraud). În acest

caz, adjunctul la sânga (dreapta) al lui i este exact.

Corolarul 2.3.1. Fie A o categorie abeliană, C o subcategorie plină a lui A şi i : C → A
functorul incluziune. Presupunem că C este subcategorie Giraud a lui A. Fie M şi N obiecte

ale lui C. Atunci N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n C dacă şi numai dacă i(N) este (tare) i(M)-

CS-Rickart ı̂n A.

Pentru categorii Grothendieck avem următorul corolar.

Corolarul 2.3.2. Fie A o categorie Grothendieck cu un generator U cu R = EndA(U). Fie

S = HomA(U,−) : A → Mod(R), T : Mod(R) → A adjunctul la stânga al lui S şi M şi N

obiecte ale lui A. Atunci N este obiect (tare) M -CS-Rickart al lui A dacă şi numai dacă S(N)

este R-modul drept (tare) S(M)-CS-Rickart.
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Urmând [33, Section 2.2], fie C o coalgebră peste un corp comutativ k şi CM categoria

(Grothendieck) a C-comodulelor stângi. C-comodulele stângi vor fi identificate cu C∗-modulele

raţionale drepte, unde C∗ = Homk(C, k). Fie i : CM → Mod(C∗) functorul incluziune şi Rat :

Mod(C∗) → CM functorul care asociază fiecărui C∗-modul drept C∗-submodulul său raţional.

Atunci (i,Rat) este o pereche adjunctă. Prin urmare CM este o subcategorie coreflectivă a

lui Mod(C∗). Dacă C este coalgebră semiperfectă la dreapta, atunci functorul Rat este exact

[33, Corollary 3.2.12], prin urmare CM este o subcategorie co-Giraud a lui Mod(C∗). Atunci

Corolarul 2.3.1 are următoarea consecinţă.

Corolarul 2.3.3. Fie C o coalgebră semiperfectă la dreapta peste un corp comutativ. Fie M şi

N C-comodule stângi. Atunci N este C-comodul stâng dual (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai

dacă i(N) este C∗-modul drept dual (tare) i(M)-CS-Rickart.

Categoriile de functori

Reamintim câteva lucruri despre categoriile de functori asociate categoriilor de module,

urmând [7, 45]. Fie Mod(R) şi Mod(Rop) categoriile de R-module drepte şi respectiv R-

module stângi. Fie de asemenea mod(R) categoria R-modulelor drepte finit prezentate. Fie

(mod(R),Ab) categoria functorilor covarianţi de la mod(R) la categoria Ab a grupurilor abeliene

şi ((mod(R))op,Ab) categoria functorilor contravarianţi de la mod(R) la Ab. Este bine cunoscut

faptul că (mod(R),Ab) şi ((mod(R))op,Ab) sunt categorii Grothendieck.

Corolarul 2.3.4. (1) FieM şi N R-module drepte. Atunci N este R-modul drept (tare)M -

CS-Rickart dacă şi numai dacă HomR(−, N) este obiect (tare) HomR(−,M)-CS-Rickart

ı̂n ((mod(R))op,Ab).

(2) Fie M şi N R-module stângi. Atunci N este R-modul stâng dual (tare) M -CS-Rickart

dacă şi numai dacă − ⊗R N este un obiect dual (tare) − ⊗R M -CS-Rickart al lui

(mod(R),Ab).

Subcategorii localizante şi colocalizante

Avem acum următoarea consecinţă a Teoremei 2.2.2 (sau a Corolarului 2.3.1).

Corolarul 2.3.5. Fie A o categorie abeliană local mică, C o subcategorie Serre a lui A, T :

A → A/C functorul cât şi M şi N obiecte ale lui A/C. Presupunem că C este o subcategorie

localizantă a lui A cu functorul secţiune S : A/C → A. Atunci N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n

A/C dacă şi numai dacă S(N) este (tare) S(M)-CS-Rickart ı̂n A.

Triplete adjuncte

Reamintim că un triplet adjunct de functori este un triplet (L,F,R) de functori covarianţi

F : A → B şi L,R : B → A astfel ı̂ncât (L,F ) şi (F,R) sunt perechi adjuncte de functori.

Atunci F este un functor exact. Se ştie că L este deplin fidel dacă şi numai dacă la fel este şi R

[38, Lemma 1.3]. Acum Teorema 2.2.2 are următoarea consecinţă.
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Corolarul 2.3.6. Fie (L,F,R) un triplet adjunct de functori covarianţi F : A → B şi L,R :

B → A ı̂ntre categorii abeliene.

(i) Fie M şi N obiecte ale lui A şi presupunem că F este deplin fidel. Dacă L este

exact, atunci N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n A dacă şi numai dacă F (N) este (tare)

F (M)-CS-Rickart ı̂n B.

(ii) Fie M şi N obiecte ale lui B şi presupunem că L sau R este deplin fidel. Atunci N

este (tare) M -CS-Rickart ı̂n B dacă şi numai dacă R(N) este (tare) R(M)-CS-Rickart

ı̂n A.

Fie acum A,C inele şi CBA un bimodul. Fie R =

(
A 0

B C

)
inelul matriceal formal triunghi-

ular construit din A,B,C. Urmând [44, Chapter 4, Section A, Exercises 19 and 20], considerăm

functorii covarianţi:

J23 : Mod(C) → Mod(R), J23(N) =
(

0
N⊗CB

N

)
,

J3 : Mod(C) → Mod(R), J3(N) = J23(N)/
(

0
N⊗CB

0

)
,

P3 : Mod(R) → Mod(C), P3(M) =M
(
0 0
0 C

)
.

Atunci (J23, P3, J3) este un triplet adjunct [44, Chapter 4, Section A, Exercise 22].

Corolarul 2.3.7. Considerăm inelul R =

(
A 0

B C

)
, unde A,C sunt inele şi CBA este bimodul.

Fie M şi N C-module drepte. Atunci:

(1) N este C-modul drept (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă J3(N) este R-modul

drept (tare) J3(M)-CS-Rickart.

(2) N este C-modul drept dual (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă J23(N) este R-

modul drept dual (tare) J23(M)-CS-Rickart.

Urmând [62], reamintim unele noţiuni şi terminologii despre modulele graduate. În cele

ce urmează G va fi un grup cu elemenul unitate e şi R va fi un inel G-graduat. Pentru un

inel G-graduat R =
⊕

σ∈GRσ, notăm prin gr(R) categoria (Grothendieck) care are ca obiecte

R-modulele drepte unitare G-graduate şi ca morfisme morfismele de R-module drepte unitare

G-graduate. Considerăm următorii functori:

1. Functorul indus Ind : Mod(Re) → gr(R) definit după cum urmează: pentru Re-modul

drept N , Ind(N) este R-modul drept graduat M = N ⊗Re R, unde graduarea lui M =⊕
σ∈GMσ este dată de Mσ = Nσ ⊗Re R pentru fiecare σ ∈ G.

2. Functorul coindus Coind : Mod(Re) → gr(R) definit după cum urmează: pentru un Re-

modul drept N , Coind(N) este R-modulul drept graduat M∗ =
⊕

σ∈GM
′
σ, unde

M ′
σ = {f ∈ HomRe(R,N) | f(Rσ′) = 0 pentru fiecare σ′ ̸= σ−1}.

Corolarul 2.3.8. Fie R un inel G-graduat şi M şi N Re-module drepte. Atunci:
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(1) N este Re-modul drept (tare)M -CS-Rickart dacă şi numai dacă R-modulul drept graduat

Coind(N) este (tare) Coind(M)-CS-Rickart.

(2) N este Re-modul drept dual (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă R-modulul drept

graduat Ind(N) este dual (tare) Ind(M)-CS-Rickart.

Functori Frobenius

Reamintim că un functor covariant F : A → B se numeşte Frobenius dacă există un functor

covariant G : B → A pentru care (F,G, F ) (sau (G,F,G)) este triplet adjunct [10]. Atunci F şi

G sunt functori exact şi Corolarul 2.3.6 are următoarea consecinţă.

Corolarul 2.3.9. Fie F : A → B un functor Frobenius deplin fidel ı̂ntre categorii abeliene şi

M şi N obiecte ale lui A. Atunci N este (dual) (tare) M -CS-Rickart ı̂n A dacă şi numai dacă

F (N) este (dual) (tare) F (M)-CS-Rickart ı̂n B.

Exemplificăm rezultatul de mai sus cu unele situaţii din categoriile modulelor graduate şi a

comodulelor.

Corolarul 2.3.10. Fie R un inel G-graduat, U : gr(R) → Mod(R) functorul uituc şi M,N

obiecte ale lui gr(R).

(1) Presupunem că G este finit. Atunci N este R-modul drept graduat (tare) M -CS-Rickart

dacă şi numai dacă U(N) este R-modul drept (tare) U(M)-CS-Rickart.

(2) N este R-modul drept graduat dual (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă U(N) este

R-modul drept dual (tare) U(M)-CS-Rickart.

Corolarul 2.3.11. Fie C o coalgebră finit-dimensională peste un corp comutativ şi i : CM →
Mod(C∗) functorul incluziune. Fie M şi N C-comodule stângi. Atunci N este C-comodul

stâng (dual) (tare) M -CS-Rickart dacă şi numai dacă i(N) este C∗-modul drept (dual) (tare)

i(M)-CS-Rickart.

Recollement

Să ne amintim acum conceptul de recollement de categorii abeliene, urmând [68]. Pentru un

functor aditiv F : A → B ı̂ntre categorii abeliene, notăm cu Ker(F ) nucleul lui F , care constă

din toate obiectele A ale lui A pentru care F (A) = 0. Un recollement al categoriilor abeliene

A, B şi C, notat cu (A,B, C), este o diagramă de functori:

A i // B e //

p

aa

q

||

C

r

aa

l

}}

care satisface următoatrele condiţii: (i) (l, e, r) este un triplet adjunct; (ii) (q, i, p) este un triplet

adjunct; (iii) i, l şi r sunt deplin fideli; (iv) Im(i) = Ker(e).

Acum Corolarul 2.3.6 are următoarea consecinţă.
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Corolarul 2.3.12. Fie (A,B, C) un recollement de categorii abeliene ca mai sus.

(i) Fie M şi N obiecte ale lui A. Dacă q este exact, atunci N este (tare) M -CS-Rickart

ı̂n A dacă şi numai dacă i(N) este (tare) i(M)-CS-Rickart ı̂n B.

(ii) Fie M şi N obiecte ale lui C. Atunci N este (tare) M -CS-Rickart ı̂n C dacă şi numai

dacă r(N) este (tare) r(M)-CS-Rickart ı̂n B.

Exemplul 2.3.13. Urmând [56, Example 3.13], considerăm inelul A =

(
Z2 Z2

0 Z2

)
şi subgrupul

G = {1, g} al lui Aut(A), unde g este conjugarea prin

(
1 1

0 1

)
. Considerăm inelul grupal strâmb

A ∗ G şi inelul AG al elementelor lui A fixate de automorfismele lui G. Reţinem că A este un

A ∗G-modul stâng şi drept, precum şi un AG-modul stâng şi drept. Urmând [68, Example 2.9],

există omomorfismele de bimodule ϕ : A⊗AG A→ A ∗G şi ψ : A⊗A∗G A→ AG, care dau inelul

Morita Λ = Λ(ϕ,ψ) =

(
AG A

A A ∗G

)
. Mai mult, utilizând idempotentul e =

(
0 0

0 1

)
al lui Λ,

acesta ne dă următorul recollement de categorii de module (a se vedea [68, Definition 2.1]):

Mod(AG/Im(ψ))
i //Mod(Λ)

(−)e
//

HomΛ(A
G/Im(ψ),−)

hh

−⊗Λ(A
G/Im(ψ))

vv

Mod(A ∗G)

HomA∗G(Λe,−)

gg

−⊗A∗GeΛ

ww

Se ştie că A este un A ∗ G-modul drept self-CS-Rickart din Exemplul 1.2.6. Atunci

HomA∗G(Λe,A) este Λ-modul drept self-CS-Rickart conform Corolarului 2.3.12.

2.4 Inele de endomorfisme ale obiectelor self-CS-Rickart

În această secţiune dăm unele aplicaţii la inelele de endomorfisme ale modulelor (graduate)

şi ale comodulelor. Începem cu un rezultat particular pentru module, pentru care avem nevoie

să introducem următoarele concepte.

Definiţia 2.4.1. Un R-modul drept M se numeşte:

(1) im-local-retractabil dacă pentru fiecare monomorfism k : K →M şi pentru fiecare x ∈ K,

există un omomorfism h :M → K astfel ı̂ncât x ∈ Im(hk).

(2) im-local-coretractabil dacă pentru orice epimorfism c : M → C şi pentru fiecare z ∈ C,

există un omomorfism h : C →M astfel ı̂ncât z ∈ Im(ch).

Corolarul 2.4.2. Fie M un R-modul drept şi S = EndR(M).

(1) Dacă M este im-local-retractabil şi S este un S-modul drept (tare) self-CS-Rickart,

atunci M este un R-modul (tare) self-CS-Rickart.

(2) Dacă M este im-local-coretractabil şi S este S-modul stâng dual (tare) self-CS-Rickart,

atunci M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.
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Urmând [47], un functor covariant F : A → B ı̂ntre categorii abeliene se numeşte exact fidel

arătând că şirul F (A)
F (f)−→ F (B)

F (g)−→ F (C) este exact dacă şi numai dacă şirul A
f−→ B

g−→ C

este exact. Fie SMR un bimodul. R-modulul drept M se numeşte proiectiv fidel dacă functorul

HomR(M,−) : Mod(R) → Mod(S) este exact fidel. R-modulul drept M se numeşte injectiv

fidel dacă functorul HomR(−,M) : Mod(R) → Mod(Sop) este exact fidel. S-modulul stâng M

se numeşte plat fidel dacă functorul −⊗S M : Mod(S) → Mod(R) este exact fidel.

Corolarul 2.4.3. Fie M un R-modul drept şi S = EndR(M).

(1) Presupunem că M este S-modul stâng plat.

(i) Dacă M este R-modul drept (tare) self-CS-Rickart, atunci S este S-modul drept

(tare) self-CS-Rickart.

(ii) Dacă M este R-modul drept proiectiv fidel şi S este S-modul drept (tare) self-CS-

Rickart, atunci M este R-modul drept (tare) self-CS-Rickart.

(2) Presupunem că M este R-modul drept proiectiv.

(i) Dacă S este S-modul drept (tare) dual self-CS-Rickart, atunci M este R-modul

drept dual (tare) self-CS-Rickart.

(ii) Dacă M este S-modul stâng plat fidel şi M este R-modul drept dual (tare) self-CS-

Rickart, atunci S este S-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.

(3) Presupunem că M este un S-modul stâng injectiv.

(i) Dacă M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart, atunci S este un S-modul

stâng (tare) self-CS-Rickart.

(ii) Dacă M este R-modul drept injectiv fidel şi S este S-modul stâng (tare) self-CS-

Rickart, atunci M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.



Capitolul 3

Obiecte CS-Baer ı̂n categorii

abeliene

Introducem şi studiem obiectele CS-Baer ı̂n categorii abeliene, care formează o subclasă

de obiecte CS-Rickart, şi generalizează atât obiectele Baer cât şi obiectele extending. Arătăm

că teoria despre obiecte CS-Rickart poate fi aplicată ı̂n studiul obiectelor CS-Baer. Cercetăm

obiectele CS-Baer ı̂n relaţie cu obiectele Baer, obiectele extending, obiecte care au anumite pro-

prietăţi ale intersecţiei sumanzilor şi obiecte CS-Rickart. Studiem de asemenea (co)produse de

obiecte CS-Baer şi determinăm structura completă a modulelor dual self-CS-Baer peste domenii

Dedekind. În final, tratăm clase ale căror obiecte sunt self-CS-Baer, transferul proprietăţii CS-

Baer prin functori şi dăm aplicaţii la inelele de endomorfisme. Exceptând rezultatele citate,

toate celelalte rezultate sunt originale şi sunt incluse ı̂n articolele proprii [18] şi [30].

3.1 Obiecte relativ CS-Baer

Introducem noţiunile de bază ale acestui capitol, şi anume obiectele (tare) CS-Baer şi dualele

lor ı̂n categorii abeliene.

Definiţia 3.1.1. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A.

(1) Dacă A este AB3*, atunci N se numeşte:

(i) (tare) M -CS-Baer dacă pentru fiecare familie (fi)i∈I de morfisme fi : M → N ,⋂
i∈I

Ker(fi) este esenţial ı̂ntr-un sumand direct (deplin invariant) al lui M .

(ii) (tare) self-CS-Baer dacă N este (tare) N -CS-Baer.

(2) Dacă A este AB3, atunci N se numeşte:

(i) dual (tare)M -CS-Baer dacă pentru fiecare familie (fi)i∈I de morfisme fi :M → N ,∑
i∈I

Im(fi) stă deasupra unui sumand direct (deplin invariant) al lui N .

(ii) dual (tare) self-CS-Baer dacă N este dual (tare) N -CS-Baer.

Obiectele relativ CS-Baer sunt legate de obiectele tare relativ CS-Baer precum urmează.

23
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Propoziţia 3.1.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3*, şi fiecare sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N . Atunci N este

tare M -CS-Baer dacă şi numai dacă N este M -CS-Baer şi M este weak duo.

Următorul corolar generalizează rezultatul [63, Theorem 2] din teoria modulelor şi va fi

utilizat implicit de mai multe ori pe parcursul tezei.

Corolarul 3.1.3. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem că A este AB3*.

Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) M este tare self-CS-Baer.

(ii) M este self-CS-Baer şi weak duo.

(iii) M este self-CS-Baer şi EndA(M) este abelian.

În continuare vom da unele exemple şi contraexemple de obiecte (dual) relativ CS-Baer şi de

obiecte (dual) tare relativ CS-Baer. Alte exemple ı̂n legătură cu celelalte concepte ale lucrării

vor fi date mai târziu, ı̂n secţiunile corespunzătoare.

Exemplul 3.1.4. Acum considerăm unele exemple ı̂n categoriile de module.

Ca ı̂n Exemplul 1.2.5, considerăm inelul matriceal R =

(
K M

0 D

)
, unde K este un corp

comutativ, D este un domeniu de integritate care nu este corp şi conţine pe K, radicalul Ja-

cobson Rad(D) = 0, şi M este un D-modul fără torsiune. Un exemplu particular poate fi

R =

(
K K[X]

0 K[X]

)
. Atunci R este R-modul drept self-CS-Baer. Nu este R-modul drept tare

self-CS-Baer, deoarece EndR(R) ∼= R nu este abelian. Reţinem de asemenea că R-modul drept

R nu este dual (tare) self-CS-Baer, deoarece nu este dual (tare) self-CS-Rickart din Exemplul

1.2.5.

Exemplul 3.1.5. Orice obiect uniserial al unei categorii abeliene este tare self-CS-Baer şi dual

tare self-CS-Baer, dar nu este nici (tare) self-Baer şi nici dual (tare) self-Baer. În particular,

coalgebra divided power C (a se vedea Exemplul 1.2.7) este un C-comodul tare self-CS-Baer şi

dual tare self-CS-Baer.

3.2 Obiecte relativ CS-Baer şi obiecte relativ Baer

Orice obiect relativ Baer al unei categorii abeliene este relativ CS-Baer, dar reciproca nu

este ı̂ntotdeauna adevărată după cum arată exemplul următor.

Exemplul 3.2.1. Fie n > 1 un ı̂ntreg, p un număr prim, M1 = Zpn şi M2 = Zpn ⊕ Zpn+1 .

Atunci M1 şi M2 sunt extending şi weak duo (a se vedea [60, Proposition A.12] şi [65, Theorem

3.10]) şi prin urmare ele sunt tare self-CS-Baer din Corolarul 3.1.3. Mai mult, M1 şi M2 nu sunt

tare self-Baer conform [25, Corollary 6.7].
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Teorema 3.2.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3*. Atunci N este (tare) M -CS-Baer şi N este M -K-nesingular dacă şi numai dacă N este

(tare) M -Baer.

Următorul corolar generalizează rezultatul [63, Theorem 1] din teoria modulelor.

Corolarul 3.2.3. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem că A este AB3*.

Atunci M este (tare) self-CS-Baer şi M -K-nesingular dacă şi numai dacă M este (tare) self-

Baer.

Corolarul 3.2.4. Orice R-modul drept nesingular (tare) self-CS-Baer este (tare) self-Baer şi

orice R-modul drept necosingular dual (tare) self-CS-Baer este dual (tare) self-Baer.

3.3 Obiecte relativ CS-Baer şi obiecte extending

În această secţiune suntem interesaţi de relaţionarea proprietăţii (dual) relativ CS-Baer

cu proprietatea extending (lifting). Reţinem că orice obiect (dual) self-Rickart şi orice obiect

extending (lifting) al unei categorii abeliene A este (dual) self-CS-Rickart conform definiţiilor.

Exemplul 3.3.1. (i) Am văzut că Z-modulul Z⊕ Z2 este self-CS-Baer, dar nu este weak duo.

El nu este nici extending (a se vedea [60, p. 19]) şi nici tare extending.

(ii) Z-modulul Q este dual tare self-CS-Baer, dar nu este (tare) lifting. Reţinem că pentru

orice 0 ̸= f ∈ EndZ(Q), Im(f) = Q este indecompozabil.

Pentru obiectele M şi N ale unei categorii abeliene A, notăm U = HomA(M,N).

Pentru orice subobiect X al lui M şi orice subobiect Z al lui U , notăm:

lU (X) = {f ∈ U | X ⊆ Ker(f)}, rM (Z) =
⋂
f∈Z

Ker(f).

Pentru orice subobiect Y al lui N şi orice subobiect Z al lui U , notăm:

l′U (Y ) = {f ∈ U | Im(f) ⊆ Y }, r′N (Z) =
∑
f∈Z

Im(f).

Definiţia 3.3.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Atunci N se numeşte:

(i) E-M -K-nesingular dacă pentru orice morfism f : M → N din A, Ker(f) esenţial

ı̂ntr-un sumand direct al lui M implică f = 0.

(ii) E-M -K-conesingular dacă pentru orice subobiecte X şi Y ale luiM astfel ı̂ncât X ⊆ Y ,

lU (X) = lU (Y ) implică X esenţial ı̂n Y .

Teorema 3.3.3. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3*. Dacă N este (tare) M -CS-Baer şi E-M -K-conesingular, atunci M este (tare) extending.

Corolarul 3.3.4. Fie M un obiect ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este AB3*.

Dacă M este (tare) self-CS-Baer şi E-M -K-conesingular, atunci M este (tare) extending.
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Teorema 3.3.5. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3* şi orice sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N . Dacă M este (tare)

extending şi N este E-M -K-nesingular, atunci N este (tare)M -CS-Baer şi E-M -K-conesingular.

Corolarul 3.3.6. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem că A este AB3*.

Dacă M este (tare) extending şi E-M -K-nesingular, atunci M este (tare) self-CS-Baer şi E-M -

K-conesingular.

Continuăm cu următorul rezultat ı̂n categoria modulelor, care arată, de asemenea, că pro-

prietatea dual (tare) self-CS-Baer este simetrică stânga-dreapta pentru inele.

Propoziţia 3.3.7. Fie R un inel unitar. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) R este R-modul drept dual (tare) self-CS-Baer.

(ii) R este R-modul (tare) lifting.

(iii) R este un inel (abelian) semiperfect.

Dăm, de asemenea, o caracterizare legată de inelele dual (tare) self-CS-Rickart, care arată că

proprietatea dual (tare) self-CS-Rickart este simetrică stânga-dreapta pentru inele (a se vedea

[75, Proposition 2.12] pentru o demonstraţie diferită).

Propoziţia 3.3.8. Fie R un inel unitar. Atunci R este R-modul drept dual (tare) self-CS-

Rickart dacă şi numai dacă R este inel (abelian) semiregular.

3.4 Obiecte relativ CS-Baer şi obiecte ESSIP

Vom vedea ı̂n secţiunea următoare că obiectele CS-Baer şi CS-Rickart pot fi legate prin in-

termediul unor condiţii care implică sumanzii direcţi. Pentru a ajunge acolo trebuie să pregătim

cadrul necesar.

În studiul obiectelor (tare) self-CS-Rickart, este util să considerăm următoarele concepte care

generalizează SIP (SSIP).

Definiţia 3.4.1. Un obiect M al unei categorii abeliene A cu AB3* se numeşte:

(1) SIP-extending (SSIP-extending) dacă pentru orice două (familie de) subobiecte ale M

care sunt esenţiale ı̂n sumanzi direcţi ai lui M , intersecţia lor este esenţială ı̂ntr-un

sumand direct al lui M .

(2) strict SIP-extending (strict SSIP-extending) dacă pentru orice două (familie de) sub-

obiecte ale lui M care sunt esenţiali ı̂n sumanzi direcţi ai lui M , intersecţia lor este

esenţială ı̂ntr-un sumand direct deplin invariant al lui M .

(3) ESIP (ESSIP) dacă pentru orice doi (familie de) sumanzi direcţi ai lui M , intersecţia

lor este esenţială ı̂ntr-un sumand direct al lui M .

(4) strict ESIP (strict ESSIP) dacă pentru orice doi (familie de) sumanzi direcţi ai lui M ,

intersecţia lor este esenţială ı̂ntr-un sumand direct deplin invariant al lui M .
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Lema 3.4.2. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem că A este AB3* şi

soclul Soc(M) al lui M este esenţial ı̂n M . Atunci M este (strict) SSIP-extending dacă şi numai

dacă M este (strict) ESSIP.

Teorema 3.4.3. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3* şi orice sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N . Dacă N este (tare)

M -CS-Baer, atunci M este (strict) ESSIP .

Corolarul 3.4.4. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem că A este AB3*.

Atunci orice obiect (tare) self-CS-Baer este (strict) ESSIP .

În general reciproca corolarului de mai sus nu este adevărată. Cu toate acestea, avem

următoarea proprietate.

Lema 3.4.5. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Dacă A este AB3* şi M ⊕N

este (strict) ESSIP, atunci N este (tare) M -CS-Baer.

Corolarul 3.4.6. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Dacă A este AB3* şi M ⊕M

este (strict) ESSIP, atunci M este (tare) self-CS-Baer.

3.5 Obiecte relativ CS-Baer şi obiecte relativ CS-Rickart

Orice obiect relativ CS-Baer este, ı̂n mod evident, relativ CS-Rickart. Reciproca nu este ı̂n

general adevărată, după cum putem vedea ı̂n exemplul următor.

Exemplul 3.5.1. Considerăm Z-modulul M = Z(R). Din [56, Remark 2.28], M nu este self-

Baer, dar el este self-Rickart şi prin urmare M este self-CS-Rickart. Deoarece Z este nesingular,

la fel este şi M [44, Proposition 1.22]. Acum Corolarul 3.2.4 ne permite să deducem că M nu

este self-CS-Baer.

Următoarea propoziţie arată că putem utiliza teoria obiectelor relativ CS-Rickart pentru a

dezvolta teoria obiectelor relativ CS-Baer ı̂n categorii abeliene. Exemplificăm aplicaţiile ei de

mai multe ori pe parcursul tezei.

Propoziţia 3.5.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3*. Atunci N este (tare) M -CS-Baer dacă şi numai dacă N I este (tare) M -CS-Rickart

pentru orice mulţime I.

În continuare arătăm cum noţiunile de obiect (strict) SSIP-extending şi cele de obiect (strict)

ESSIP sunt legate de cea de obiect (tare) CS-Baer.

Teorema 3.5.3. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3*. Dacă N este (tare) M -CS-Rickart şi M este (strict) SSIP-extending, atunci N este

(tare) M -CS-Baer. Reciproca este adevărată dacă orice sumand direct al lui M este izomorf cu

un subobiect al lui N şi Soc(M) este un subobiect esenţial al lui M .

Următorul corolar generalizează rezultatul [63, Theorem 3] din teoria modulelor.
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Corolarul 3.5.4. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem că A este

AB3*. Dacă M este (tare) self-CS-Rickart şi (strict) SSIP-extending, atunci M este (tare)

self-CS-Baer. Reciproca este adevărată dacă Soc(M) este un subobiect esenţial al lui M .

Prezentăm câteva exemplificări ale Corolarului 3.5.4 ı̂n categoria modulelor şi ı̂n cea a co-

modulelor.

Corolarul 3.5.5. Fie R un inel unitar şi M un R-modul drept.

(1) Presupunem că M este finit cogenerat sau R este un inel semiartinian drept. Atunci

M este (tare) self-CS-Baer dacă şi numai dacă M este (tare) self-CS-Rickart şi (strict)

SSIP-extending.

(2) Presupunem că M este finit generat sau R este inel max drept. Atunci M este dual

(tare) self-CS-Baer dacă şi numai dacă M este dual (tare) self-CS-Rickart şi (strict)

SSSP-lifting.

Corolarul 3.5.6. Fie C o coalgebră peste un corp comutativ şi fie M un C-comodul stâng.

Atunci:

(1) M este (tare) self-CS-Baer dacă şi numai dacă M este (tare) self-CS-Rickart şi (strict)

SSIP-extending.

(2) Dacă C este semiperfectă la dreapta, atunci M este dual (tare) self-CS-Baer dacă şi

numai dacă M este dual (tare) self-CS-Rickart şi (strict) SSSP-lifting.

3.6 Coproduse ale obiectelor relativ CS-Baer

Acum analizăm comportarea obiectelor (tare) relativ CS-Baer cu privire la sumanzi direcţii

şi (co)produse.

Corolarul 3.6.1. Fie r : M → M ′ un epimorfism şi s : N ′ → N un monomorfism ı̂ntr-o

categorie abeliană A. Presupunem că A este AB3* şi r este retractă. Dacă N este (tare)

M -CS-Baer, atunci N ′ este (tare) M ′-CS-Baer.

Următorul corolar generalizează rezultatul [63, Theorem 4] din teoria modulelor.

Corolarul 3.6.2. Fie M şi N obiecte ale unei categorii abeliene A, M ′ un sumand direct al

lui M şi N ′ un sumand direct al lui N . Presupunem că A este AB3*. Dacă N este (tare)

M -CS-Baer, atunci N ′ este (tare) M ′-CS-Baer.

Exemplul 3.6.3. Considerăm inelul R =

(
Z Z
0 Z

)
şi R-modulele drepte M1 =

(
Z Z
0 0

)
şi

M2 =

(
0 0

0 Z

)
. Deoarece M1 şi M2 sunt R-module drepte self-Baer, M1 şi M2 sunt self-CS-

Baer. Dar am văzut ı̂n Exemplul 1.4.6 că R =M1⊕M2 nu este R-modul drept self-CS-Rickart,

prin urmare R nu este R-modul drept self-CS-Baer.
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Teorema 3.6.4. Fie A o categorie abeliană. Presupunem că A este AB3*. Fie M,N1, . . . , Nn

obiecte ale lui A. Atunci
n⊕
i=1

Ni este (tare) M -CS-Baer dacă şi numai dacă Ni este (tare)

M -CS-Baer pentru orice i ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 3.6.5. Fie A o categorie abeliană. Presupunem că A este AB3*. Fie M un obiect

(strict) SSIP-extending al lui A şi (Ni)i∈I o familie de obiecte ale lui A. Atunci
∏
i∈I

Ni este

(tare) M -CS-Baer dacă şi numai dacă Ni este (tare) M -CS-Baer pentru fiecare i ∈ I.

În continuare studiem comportarea proprietăţii (tare) self-CS-Baer cu privire la descom-

punerile ı̂n sume directe.

Teorema 3.6.6. Fie A o categorie abeliană şi M =
⊕

i∈IMi o descompunere ı̂n sumă directă

ı̂n A pentru o mulţime finită I.

(i) Dacă HomA(Mi,Mj) = 0 pentru fiecare i, j ∈ I cu i ̸= j, atunci M este self-CS-Baer

dacă şi numai dacă Mi este self-CS-Baer pentru fiecare i ∈ I.

(ii) M este tare self-CS-Baer dacă şi numai dacă Mi este tare self-CS-Baer pentru fiecare

i ∈ I şi HomA(Mi,Mj) = 0 pentru fiecare i, j ∈ I cu i ̸= j.

În cazul categoriilor de module, putem adăuga condiţii care ne permit să ne ocupăm de

descompuneri ı̂n sume directe (posibil) infinite după cum urmează.

Teorema 3.6.7. Fie R un inel unitar şi M =
⊕

i∈IMi o descompunere ı̂n sumă directă a

R-modulului drept M ı̂n submodulele Mi astfel ı̂ncât pentru fiecare submodul L al lui M , L =⊕
i∈I(L ∩Mi). Atunci M este (tare) self-CS-Baer dacă şi numai dacă Mi este (tare) self-CS-

Baer pentru fiecare i ∈ I.

3.7 Module dual self-CS-Baer peste domenii Dedekind

Scopul acestei secţiuni este să determinăm structura modulelor dual (tare) self-CS-Baer peste

domenii Dedekind. Următoarea teoremă arată că putem reduce problema la cazul modulelor

peste inele de valuare discretă.

Fie M un modul peste un domeniu Dedekind R. Notăm cu T (M) submodulul cu torsiune

al lui M , i.e., T (M) = {x ∈ M | AnnR(x) ̸= 0}, iar cu P notăm mulţimea idealelor prime

nenule ale lui R. Pentru orice p ∈ P, componenta p-primară a lui M va fi notată Tp(M), adică,

Tp(M) = {x ∈M | pnx = 0 pentru un ı̂ntreg n ≥ 0}.

Teorema 3.7.1. Fie R un domeniu Dedekind care nu este inel local cu corpul de fracţii K şi

M un R-modul. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) M este un modul dual self-CS-Baer;

(ii) M = T (M)⊕ L astfel ı̂ncât T (M) este modul dual self-CS-Baer şi L ∼= K(I) pentru o

mulţime I;
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(iii) M =
(⊕

p∈P Tp(M)
)
⊕ L astfel ı̂ncât fiecare Tp(M) (p ∈ P) este Rp-modul dual self-

CS-Baer şi L ∼= K(I) pentru o mulţime I.

Acum scopul nostru este de a descrie structura modulelor duale self-CS-Baer peste inele de

valuare discretă. În restul acestei secţiuni presupunem că R este un inel de valuare discretă cu

idealul maximal m, corpul de fracţii K şi Q = K/R.

Pentru numerele naturale n1, n2, . . ., ns, notăm cu B(n1, n2, . . . , ns) suma directă de copii

arbitrare ale lui R/mn1 , R/mn2 , . . ., R/mns .

Teorema 3.7.2. Fie R un inel de valuare discretă cu idealul maximal m, corpul de fracţii K

şi Q = K/R. Fie I1 şi I2 două mulţimi şi a, b, c şi n ı̂ntregi nenuli. Atunci un R-modul M

este dual self-CS-Baer dacă şi numai dacă M este izomorf cu unul dintre următoarele module:

(i) Ka ⊕ Qb ⊕ Rc cu a ≤ 1 dacă R este incomplet, sau; (ii) K(I1) ⊕ Q(I2) ⊕ B(n), sau; (iii)

K(I1) ⊕B(n, n+ 1).

Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fracţii K şi p un ideal prim al lui R. Prin

Bp(n1, . . . , ns) notăm suma directă de copii arbitrare ale lui R/pn1 , R/pn2 , . . ., R/pns pentru

ı̂ntregii nenuli n1, n2, . . ., ns. Vom nota cu R(p∞) componenta p-primară a R-modulului cu

torsiune K/R. Combinând Teoremele 3.7.1 şi 3.7.2, obţinem următorul rezultat.

Teorema 3.7.3. Fie R un domeniu Dedekind care nu este inel local cu corpul de fracţii K şi

R-modulul M . Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) M este modul dual self-CS-Baer;

(ii) M = (
⊕

p∈P Tp(M)) ⊕ L astfel ı̂ncât L ∼= K(Λ) pentru o mulţime Λ şi pentru fiecare

ideal prim nenul p al lui R, Tp(M) ∼= R(p∞)(Λ) ⊕ Bp(n) sau Tp(M) ∼= Bp(n, n + 1),

unde Λ este o mulţime şi n este un ı̂ntreg pozitiv.

În continuare, expunem câteva exemple de module dual self-CS-Rickart care nu sunt dual

self-CS-Baer.

Exemplul 3.7.4. Fie R un inel de valuare discretă cu corpul de fracţii K. Comparând [75,

Theorem 3.14] cu Teorema 3.7.2, obţinem mai multe exemple de R-module dual self-CS-Rickart

care nu sunt dual self-CS-Baer. Spre exemplu, pentru orice ı̂ntreg pozitiv n, R-modulele K(N)⊕
Rn, (K/R)(N) ⊕ Rn şi K(N) ⊕ (K/R)(N) ⊕ Rn sunt dual self-CS-Rickart, dar nu sunt dual self-

CS-Baer.

Combinând Teoremele 3.6.6 şi 3.6.7, Teoremele 3.7.2 şi 3.7.3, obţinem următorul corolar.

Corolarul 3.7.5. Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fracţii K şi fie M un R-modul.

(i) Dacă R este un inel de valuare discretă, atunci M este dual tare self-CS-Baer dacă şi

numai dacă M ∼= R sau M ∼= K sau M ∼= K/R sau M ∼= R/mn sau M ∼= K ⊕ R/mn

pentru un ı̂ntreg pozitiv n.

(ii) Dacă R nu este local, atunci M este dual tare self-CS-Baer dacă şi numai dacă una

dintre următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:



3.8. CLASE ALE CĂROR OBIECTE SUNT SELF-CS-BAER 31

(a) M =
(⊕

p∈P Tp(M)
)
⊕ L cu L ∼= K şi pentru fiecare ideal prim nenul p al lui R,

există un ı̂ntreg pozitiv np depinzând de p astfel ı̂ncât Tp(M) ∼= R/pnp.

(b) M =
⊕

p∈P Tp(M) astfel ı̂ncât pentru fiecare ideal prim nenul p al lui R, Tp(M) ∼=
R(p∞) sau Tp(M) ∼= R/pnp pentru un ı̂ntreg pozitiv np care depinde de p.

Exemplul 3.7.6. Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fracţii K. Comparând Teorema

3.7.3 şi Corolarul 3.7.5, vedem căK(N) este dual self-CS-Baer, dar nu este dual tare self-CS-Baer.

3.8 Clase ale căror obiecte sunt self-CS-Baer

În această secţiune obţinem rezultate despre clase ale căror obiecte sunt (tare) self-CS-Baer.

Teorema 3.8.1. Fie A o categorie abeliană. Presupunem că A are AB3* şi suficiente obiecte

injective. Fie C o clasă de obiecte ale lui A care este ı̂nchisă la sume directe binare şi conţine

toate obiectele injective ale lui A. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect al lui C este (tare) self-CS-Baer.

(ii) Orice obiect al lui C este (strict) ESSIP.

(iii) Orice obiect al lui C este (tare) self-CS-Rickart.

(iv) Orice obiect al lui C este (strict) SIP-extending.

(v) Orice obiect al lui C este (tare) extending.

Corolarul 3.8.2. Fie A o categorie abeliană. Dacă A are AB3* , atunci următoarele sunt

echivalente:

(i) Orice obiect al lui A are o anvelopă injectivă.

(ii) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este self-CS-Baer.

(iii) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este ESSIP.

(iv) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este self-CS-Rickart.

(v) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este SIP-extending.

(vi) A are suficiente obiecte injective şi orice obiect injectiv al lui A este extending.

Exemplificăm aceste rezultate ı̂n categoria modulelor după cum urmează.

Corolarul 3.8.3. Următoarele sunt adevărate pentru un inel unitar R cu radicalul Jacobson

J(R):

(i) Orice R-modul drept este self-CS-Baer.

(ii) Orice R-modul drept este ESSIP.

(iii) Orice R-modul drept este self-CS-Rickart.
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(iv) Orice R-modul drept este SIP-extending.

(v) Orice R-modul drept este extending.

(vi) Orice R-modul drept este dual self-CS-Baer.

(vii) Orice R-modul drept este LSSSP.

(viii) Orice R-modul drept este dual self-CS-Rickart.

(ix) Orice R-modul drept este SSP-lifting.

(x) Orice R-modul drept este lifting.

(xi) R este un inel serial artinian stâng şi drept cu (J(R))2 = 0.

Corolarul 3.8.4. Următoarele sunt adevărate pentru un inel unitar R:

(i) R este perfect drept.

(ii) Orice R-modul drept proiectiv este dual self-CS-Baer.

(iii) Orice R-modul drept proiectiv este LSSSP.

(iv) Orice R-modul drept proiectiv este dual self-CS-Rickart.

(v) Orice R-modul drept proiectiv este SSP-lifting.

(vi) Orice R-modul drept proiectiv este lifting.

Teorema 3.8.5. Fie A o categorie Grothendieck.

(1) Presupunem că A are suficiente obiecte proiective şi clasa obiectelor proiective este

ı̂nchisă la produse. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect proiectiv al lui A este slab ereditar.

(ii) Orice obiect proiectiv al lui A este self-CS-Baer.

(iii) Orice obiect proiectiv al lui A este ESSIP.

(iv) Orice obiect proiectiv al lui A este self-CS-Rickart.

(v) Orice obiect proiectiv al lui A este SIP-extending.

(2) Presupunem că A are suficiente obiecte injective şi clasa obiectelor injective este ı̂nchisă

la coproduse. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect injectiv al lui A este slab coereditar.

(ii) Orice obiect injectiv al lui A este dual self-CS-Baer.

(iii) Orice obiect injectiv al lui A este LSSSP.

(iv) Orice obiect injectiv al lui A este dual self-CS-Rickart.

(v) Orice obiect injectiv al lui A este SSP-lifting.
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Corolarul 3.8.6. Fie R un inel unitar.

(1) Presupunem că R este perfect drept şi coerent stâng. Atunci următoarele sunt echiva-

lente:

(i) Orice R-modul drept proiectiv este slab ereditar.

(ii) Orice R-modul drept proiectiv este self-CS-Baer.

(iii) Orice R-modul drept proiectiv este ESSIP.

(iv) Orice R-modul drept proiectiv este self-CS-Rickart.

(v) Orice R-modul drept proiectiv este SIP-extending.

(2) Presupunem că R este noetherian drept. Atunci următoarele sunt echivalente:

(i) Orice R-modul drept injectiv este slab coereditar.

(ii) Orice R-modul drept injectiv este dual self-CS-Baer.

(iii) Orice R-modul drept injectiv este LSSSP.

(iv) Orice R-modul drept injectiv este dual self-CS-Rickart.

(v) Orice R-modul drept injectiv este SSP-lifting.

3.9 Transferul proprietăţii CS-Baer prin functori

În această secţiune studiem când proprietăţile relativ CS-Baer se transferă prin functori

ı̂ntre categorii abeliene. Se poate vedea că nu este ı̂ntotdeauna cazul, trecând ı̂n revistă aceleaşi

exemple din Capitolul 2 din punctul de vedere al proprietăţilor relativ CS-Baer.

Ca ı̂n cazul proprietăţii CS-Rickart, considerăm acum functori deplin fideli şi perechi adjuncte

de functori ı̂ntre categorii abeliene.

Teorema 3.9.1. Fie F : A → B un functor covariant deplin fidel ı̂ntre categorii abeliene. Fie

M şi N obiecte ale lui A.

(i) Presupunem că A şi B au AB3* şi Im(F ) este ı̂nchisă la subobiecte sau obiecte factor.

Dacă F este exact la stânga, păstrează produsele şi N este (tare) M -CS-Baer, atunci

F (N) este (tare) F (M)-CS-Baer.

(ii) Presupunem că A şi B au AB3* şi Im(F ) este ı̂nchisă la sumanzi direcţi. Dacă F este

exact la stânga, păstrează produsele şi F (N) este (tare) F (M)-CS-Baer, atunci N este

(tare) M -CS-Baer.

Corolarul 3.9.2. Fie F : A → B o echivalenţă de categorii abeliene, şi fie M , N obiecte ale

lui A. Presupunem că A şi B au AB3*. Atunci N este (tare) M -CS-Baer dacă şi numai dacă

F (N) este (tare) F (M)-CS-Baer.

Pentru o pereche adjunctă de functori avem şi următorea teoremă. Am văzut ı̂n Propoziţia

3.5.2 că dacă A este AB3*, atunci N este (tare) M -CS-Baer dacă şi numai dacă N I este (tare)

M -CS-Rickart pentru orice mulţime I. Această caracterizare ne permite să deducem proprietăţi

ale obiectelor CS-Baer din proprietăţile corespunzătoare ale obiectelor CS-Rickart.
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Teorema 3.9.3. Fie A şi B categorii abeliene şi (L,R) o pereche adjunctă de functori covarianţi

L : A → B şi R : B → A. Presupunem că A şi B au AB3*, L este exact şi M,N sunt obiecte

ale lui B astfel ı̂ncât M,N I ∈ Stat(R) pentru fiecare I.

(i) Dacă N este (tare) M -CS-Baer ı̂n B, atunci R(N) este (tare) R(M)-CS-Baer ı̂n A.

(ii) Dacă R reflectă obiectele zero, ı̂n particular dacă R este fidel, şi R(N) este (tare)

R(M)-CS-Baer ı̂n A, atunci N este (tare) M -CS-Baer ı̂n B.

Ca o consecinţă imediată a Teoremei 3.9.3 avem următorul rezultat.

Teorema 3.9.4. Fie A şi B categorii abeliene şi (L,R) o pereche adjunctă de functori covarianţi

L : A → B şi R : B → A. Presupunem că A şi B au AB3*, L este exact şi R este deplin fidel.

Fie M şi N obiecte ale lui B. Atunci N este (tare) M -CS-Baer ı̂n B dacă şi numai dacă R(N)

este (tare) R(M)-CS-Baer ı̂n A.

Corolarul 3.9.5. Fie A o categorie abeliană, C o subcategorie plină a lui A şi i : C → A
functorul incluziune. Presupunem că A are AB3* şi C este o subcategorie Giraud a lui A. Fie

M şi N obiecte ale lui C. Atunci N este (tare) M -CS-Baer ı̂n C dacă şi numai dacă i(N) este

(tare) i(M)-CS-Baer ı̂n A.

Corolarul 3.9.6. Fie A o categorie abeliană local mică, C o subcategorie Serre a lui A şi

T : A → A/C functorul cât. Fie M şi N obiecte ale lui A/C. Presupunem că A are AB3* şi C
este subcategorie localizantă a lui A cu functorul secţiune S : A/C → A. Atunci N este (tare)

M -CS-Baer ı̂n A/C dacă şi numai dacă S(N) este (tare) S(M)-CS-Baer ı̂n A.

Corolarul 3.9.7. Fie (L,F,R) un triplet adjunct de functori covarianţi F : A → B şi L,R :

B → A ı̂ntre categorii abeliene. Presupunem că A şi B au AB3*.

(i) Fie M şi N obiecte ale lui A şi presupunem că F este deplin fidel. Dacă L este exact,

atunci N este (tare) M -CS-Baer ı̂n A dacă şi numai dacă F (N) este (tare) F (M)-

CS-Baer ı̂n B.

(ii) Fie M şi N obiecte ale lui B şi presupunem că L sau R este deplin fidel. Atunci N

este (tare) M -CS-Baer ı̂n B dacă şi numai dacă R(N) este (tare) R(M)-CS-Baer ı̂n

A.

Corolarul 3.9.8. Fie F : A → B un functor Frobenius deplin fidel ı̂ntre categorii abeliene şi M

şi N obiecte ale lui A. Presupunem că A şi B au AB3*. Atunci N este (tare) M -CS-Baer ı̂n

A dacă şi numai dacă F (N) este (tare) F (M)-CS-Baer ı̂n B.

Corolarul 3.9.9. Fie (A,B, C) un recollement de categorii abeliene dat de următoarea diagramă

de functori:

A i // B e //

p

aa

q

||

C

r

aa

l

}}
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(i) Fie M şi N obiecte ale lui A. Presupunem că A şi B au AB3*. Dacă q este exact,

atunci N este (tare) M -CS-Baer ı̂n A dacă şi numai dacă i(N) este (tare) i(M)-CS-

Baer ı̂n B.

(ii) Fie M şi N obiecte ale lui C. Presupunem că B şi C au AB3*. Atunci N este (tare)

M -CS-Baer ı̂n C dacă şi numai dacă r(N) este (tare) r(M)-CS-Baer ı̂n B.

3.10 Inele de endomorfisme ale obiectelor self-CS-Baer

În această secţiune dăm unele aplicaţii la inelul endomorfismelor de obiecte, ı̂n special ı̂n

categorii de module. Vom ı̂ncepe cu o generalizare utilă a Corolarului 2.4.2 la module (tare)

relativ CS-Rickart.

Teorema 3.10.1. Fie M un R-modul drept cu S = EndR(M) şi fie A,B R-module drepte.

(1) Dacă A este im-local-retractabil, A ∈ Stat(HomR(M,−)) şi HomR(M,B) este S-modul

drept (tare) HomR(M,A)-CS-Rickart, atunci B este R-modul drept (tare) A-CS-Rickart.

(2) Dacă B este im-local-coretractabil, B ∈ Refl(HomR(−,M)) şi HomR(A,M) este S-

modul stâng dual (tare) HomR(B,M)-CS-Rickart, atunci B este R-modul drept dual

(tare) A-CS-Rickart.

Corolarul 3.10.2. Fie M un R-modul drept cu S = EndR(M) şi fie A,B R-module drepte.

(1) Dacă A este im-local-retractabil, A ∈ Stat(HomR(M,−)) şi HomR(M,B) este un S-

modul drept (tare) HomR(M,A)-CS-Baer, atunci B este R-modul drept (tare) A-CS-

Baer.

(2) Dacă B este im-local-coretractabil, B ∈ Refl(HomR(−,M)) şi HomR(A,M) este un S-

modul stâng dual (tare) HomR(B,M)-CS-Baer, atunci B este un R-modul drept dual

(tare) A-CS-Baer.

Avem imediat următorul corolar pentru inele de endomorfisme.

Corolarul 3.10.3. Fie M un R-modul drept şi S = EndR(M).

(1) Dacă M este im-local-retractabil şi S este S-modul drept (tare) self-CS-Baer, atunci M

este R-modul drept (tare) self-CS-Baer.

(2) Dcă M este im-local-coretractabil şi S este S-modul stâng dual (tare) self-CS-Baer,

atunci M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Baer.

În continuare prezentăm unele condiţii ı̂n care reciprocele rezultatelor de mai sus sunt

adevărate.

Corolarul 3.10.4. Fie M un R-modul drept şi S = EndR(M).

(1) Presupunem că M este un S-modul stâng proiectiv finit generat.
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(i) DacăM este R-modul drept (tare) self-CS-Baer, atunci S este S-modul drept (tare)

self-CS-Baer.

(ii) Dacă M este R-modul drept proiectiv fidel şi S este S-modul drept (tare) self-CS-

Baer, atunci M este R-modul drept (tare) self-CS-Baer.

(2) Presupunem că M este un R-modul drept proiectiv finit generat.

(i) Dacă S este S-modul drept (tare) dual self-CS-Baer, atunci M este R-modul drept

dual (tare) self-CS-Baer.

(ii) Dcaă M este S-modul stâng plat fidel şi M este un R-modul drept dual (tare)

self-CS-Baer, atunci S este S-modul drept dual (tare) self-CS-Baer.
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[17] S. Crivei, D. Keskin Tütüncü and G. Olteanu, F -Baer objects with respect to a fully invari-

ant short exact sequence in abelian categories, Comm. Algebra 49 (2021), 5041–5060.
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