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Introducere

Scopul acestei teze a fost introducerea si studierea notiunii de obiect CS-Rickart in categorii
abeliene ca o generalizare comuna a celor de obiect Rickart gi obiect extending. De asemenea,
am considerat o particularizare relevanta gi anume cea de obiect CS-Baer, care unifica teoriile
obiectelor Baer si ale obiectelor extending. Toate aceste concepte au fost considerate anterior
in categoria modulelor, dar noi am dezvoltat noi tehnici specifice pentru a le aborda catego-
rial. Principalul avantaj al studiului la nivelul de generalitate al categoriilor abeliene este ca
rezultatele duale au loc in mod automat in baza principiului dualitatii. In acest fel ddm o abor-
dare unificata a notiunilor duale, care au fost tratate separat in literaturd pentru categoriile
de module. In subsidiar, se prezinta si consecinte in categorii abeliene particulare, altele decat
categoriile de module.

Un rezultat de baza in teoria modulelor arata ca un modul M este semisimplu daca si numai
daca orice submodul al lui M este sumand direct al sau. Se pot obtine diferite generalizari a
semisimplicitatii considerand doar unele submodule ale unui modul dat ca fiind sumanzi direct;i.
Spre exemplu, daca M este R-modulul drept R, atunci R este regular (von Neumann) daca
si numai daca orice submodul finit generat al lui M (i.e., ideal drept al lui R) este sumand
direct. De asemenea, se poate defini pentru un modul M, o extindere a semisimplicitatii prin
utilizarea anumitor submodule raportate la endomorfismele lui M. Drept urmare, un modul
M se numesgte Rickart daca nucleul oricarui endomorfism al lui M este sumand direct al lui M
[56]. Utilizand o abordare diferita, se poate considera o altd generalizare a semisimplicitatii, si
anume: un modul M este extending (sau modul-CS) daca orice submodul al sau este esential
intr-un sumand direct [37].

O intrebare fireasca este ce se intdmpla cand se restrictioneaza definitia unui modul extending
M doar la unele submodule raportate la endomorfismele lui M in acelasi stil in care se obtine
conceptul de modul Rickart din cel de modul semisimplu? Aceasta este modalitatea de a obtine
aga numitele module CS-Rickart, introduse si studiate de Abyzov, Nhan si Quynh [Il 2], care
sunt definite ca module M pentru care nucleul oricarui endomorfism al lui M este esential
intr-un sumand direct al lui M. Mentionam ca modulele CS-Rickart pot fi privite ca jucand
rolul modulelor extending in lumea modulelor Rickart. Proprietatile modulelor CS-Rickart sunt
uneori similare cu cele ale modulelor Rickart, dar este nevoie de tehnici diferite pentru a le
obtine, in acelasi mod In care se utilizeazd abordari diferite pentru studiul modulelor extending
fata de cel al modulelor semisimple.

Obiectele Rickart si dual Rickart in categorii abeliene au fost introduse si studiate de Crivei,

Kor si Olteanu [22], 23]. Pe de o parte, ele generalizeaza obiectele regulare in categorii abeliene
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in sensul lui Dascalescu, Nastasescu, Tudorache gi Daug [34]. Astfel, un obiect este regular daca
si numai daca el este atat Rickart cat si dual Rickart. Principalul interes in studiul lor provine
din lucrarea lui von Neumann [77] despre inele regulare si Fieldhouse [40] si Zelmanowitz [81]
despre anumite concepte de module regulare. Principala abordare din [22] a fost impartirea
studiului obiectelor regulare in doua directii, una a obiectelor Rickart si alta a obiectelor dual
Rickart. Deoarece ele sunt concepte duale, este suficient sa studiem unul dintre ele si sa utilizam

principiul dualitatii in categorii abeliene.

Pe de alta parte, obiectele Rickart si dual Rickart generalizeaza la categorii abeliene modulele
Rickart si dual Rickart in sensul lui Lee, Rizvi si Roman [56], 57] i in particular, modulele Baer
si dual Baer studiate atat de Rizvi i Roman [69, [70] cat si de Keskin Titiincii si Tribak
[53]. Originea modulelor (dual) Baer si modulelor (dual) Rickart poate fi gasita in lucrarea lui
Kaplansky [50] despre inele Baer si in lucrarea lui Maeda [58] despre inele Rickart. Exemplele
de inele Baer includ inelele self-injective drepte regulare von Neumann, algebrele von Neumann,
inelele de endomorfisme ale modulelor semisimple, in timp ce exemplele de inele Rickart includ
inelele Baer, inelele regulare von Neumann, inelele ereditare drepte si inelele de endomorfisme
ale sumelor directe arbitrare de copii ale unui inel ereditar drept. Teoria generala a obiectelor
(dual) Rickart in categorii abeliene poate fi aplicata eficient atat in studiul obiectelor regulare,

cat si in studiul obiectelor (dual) Baer in categorii abeliene, dupa cum este subliniat in [22], 23].

Intorcandu-ne la teoria modulelor, studiul modulelor extending si al modulelor lifting a fost
un domeniu de cercetare fructuos in ultimele decenii datorita aplicatiilor lor importante in teoria
inelelor gi a modulelor. Exemplele de module extending includ modulele uniforme si modulele
injective, In timp ce exemplele de module lifting includ modulele hollow si modulele proiective
peste inele perfecte. Monografiile [13, [37] sunt referinte clasice pentru mai multe informatii
despre modulele extending si lifting. Recent, Abyzov, Nhan si Quynh au introdus si studiat
conceptele de module CS-Rickart si dual CS-Rickart [1l 2], Tribak a considerat modulele dual
CS-Rickart peste domenii Dedekind [75], iar Nhan a studiat modulele CS-Baer (sub numele de

module esential Baer) [63].

Notiunile de mai sus au versiuni tari, obtinute inlocuind sumanzii directi prin sumanzi directi
deplin invarianti in definitiile lor. De exemplu, a se vedea lucrarile lui Al-Saadi si Ibrahiem despre
module (dual) tare Rickart [3, [4], Ebrahimi Atani, Khoramdel si Dolati Pish Hesari [39] despre
module tare extending, Wang [78] despre module tare lifting, Crivei si Olteanu despre obiecte
(dual) tare Rickart in categorii abeliene [24) 25]. In acelasi stil, introducem si studiem obiectele

(dual) tare CS-Rickart si (dual) tare CS-Baer in categorii abeliene.

Motivati de toate cele de mai sus, introducem si studiem obiectele (dual) CS-Rickart si
obiectele (dual) CS-Baer in categorii abeliene, precum si versiunile tari ale lor. In acest scop,
vom folosi unele tehnici utilizate pentru obiecte (dual) Rickart si (dual) Baer si vom dezvolta
unele noi inspirate din teoria modulelor extending si lifting. Reprezentam in diagrama urmatoare
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conceptele principale ale tezei si legaturile dintre ele.

self-CS-Baer self-CS-Rickart)

\

self-Rickart ESSIP SIP-extending

A

:

self-regular

—

dual self-Baer dual self-Rickart LSSSP SSP-lifting

|‘

dual ‘self-CS-Baer |—{dual self-CS-Rickart

In cele ce urmeazi prezentam pe scurt structura si principalele contributii ale tezei. Toate
rezultatele sunt originale, cu exceptia celor citate sau reamintite explicit. Rezultatele noastre
si demonstratiile lor vor fi prezentate in special pentru obiectele CS-Rickart si CS-Baer, cele
duale urmand din principiul dualitatii in categorii abeliene. Versiunile pentru obiectele tare
CS-Rickart gi tare CS-Baer nu sunt mentionate in mod explicit in introducere, dar au fost date
pe parcursul tezei.

In Capitolul 1 introducem i studiem obiectele CS-Rickart in categorii abeliene. Incepem cu
o sectiune de preliminarii, unde reamintim unele notiuni si notatii necesare care vor fi utilizate
pe parcursul tezei. In Sectiunea 2 definim obiectele relativ CS-Rickart si obiectele self-CS-
Rickart in categorii abeliene, exemplificam si delimitam conceptele noastre. Aratam cd un
obiect M este tare self-CS-Rickart daca si numai dacd M este self-CS-Rickart si weak duo daca
si numai daca M este self-CS-Rickart si inelul End 4(M) este abelian (Corolarul[1.2.3] Propozitia
. De asemenea, pentru orice obiect M, aratam ca obiectele M-Rickart sunt exact obiectele
M-CS-Rickart M-K-nesingulare (Teorema . Sectiunea 3 aratd cum clasa obiectelor CS-
Rickart se comporta bine cu privire la sumanzii directi (Teorema . Aratam ca orice obiect
self-CS-Rickart este SIP-extending, proprietate corespunzatoare asupra sumanzilor directi care
generalizeaza proprietatea intersectiei sumanzilor (SIP) (Corolarul. In Sectiunea 4 ardtdm
ci pentru orice obiecte M si Ni,..., N, ale unei categorii abeliene A avem ca @;-_; N; este M-
CS-Rickart daca si numai daca N; este M-CS-Rickart pentru orice i € {1,...,n} (Teorema
. In general, coprodusele obiectelor self-CS-Rickart nu trebuie sa fie self-CS-Rickart, dar
avem urmatorul rezultat. Daca M = &, ; M; este o descompunere in suma directa intr-o
categorie abeliana A astfel incat Hom 4(M;, M;) = 0 pentru fiecare 4,j € I cu i # j, atunci M
este self-CS-Rickart daca si numai daca M; este self-CS-Rickart pentru fiecare i € I (Teorema
. Sectiunea 5 se ocupa cu clase ale caror obiecte sunt self-CS-Rickart. Spre exemplu, pentru

o categorie abeliana A cu suficiente obiecte injective si o clasa C de obiecte ale lui A care este
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inchisa la sume directe binare si contine toate obiectele injective ale lui A, demonstram ca orice
obiect al lui C este extending daca si numai daca orice obiect al lui C este self-CS-Rickart daca
gi numai daca fiecare obiect al lui C este SIP-extending (Teorema. De asemenea, deducem
caracterizari ale inelelor drepte slab (semi)ereditare si perfecte in termenii proprietatilor self-
CS-Rickart sau dual self-CS-Rickart (Corolarele .

In Capitolul 2 cercetdm transferul proprietatilor CS-Rickart prin functori intre categorii
abeliene. In Sectiunea 1 aratam ca un functor intre categorii abeliene nu pastreaza sau reflecta
proprietatile CS-Rickart. Cu toate acestea, daca se considera functori deplin fideli sau perechi de
functori adjuncti cu unele proprietati suplimentare rezonabile, putem obtine rezultatele asupra
transferului proprietatilor CS-Rickart. In Sectiunea 1 consideram functori deplin fideli intre
categorii abeliene. Fie F' : A — B un functor covariant exact la dreapta si deplin fidel intre
categorii abeliene si M si N obiecte ale categoriei A. Daca Im(F') este inchisa la subobiecte sau
obiecte factor si N este M-CS-Rickart, aratam ca F(N) este F(M)-CS-Rickart. De asemenea,
dacd Im(F') este inchisa la sumanzi directi si F'(N) este F(M)-CS-Rickart, atunci N este M-
CS-Rickart (Teorema . In Sectiunea 2 considerim o pereche (L, R) de functori adjuncti
covarianti L : A — B gi R: B — A intre categorii abeliene astfel incat L este exact si M, N €
Stat(R) = {B € B | ¢p este izomorfism}. Aratam ca in conditiile in care N este M-CS-Rickart
in B, R(N) este R(M)-CS-Rickart in A. De asemenea, demonstram ca in conditiile in care R
reflecta obiectele zero, in particular daca R este fidel, si R(N) este R(M)-CS-Rickart in A, atunci
N este M-CS-Rickart in B (Teorema [2.2.1]). Ca o consecinta deducem ca daca L este exact si
R este deplin fidel, atunci N este M-CS-Rickart in B daca si numai dacad R(N) este R(M)-CS-
Rickart in A (Teorema. Teoremele noastre sunt aplicabile pe scara larga si le exemplificam
in mai multe contexte relevante in Sectiunea 3. Tratam aplicatii la subcategorii Giraud si co-
Giraud (Corolarul , categorii de functori, subcategorii localizante si colocalizante, triplete
de functori adjuncti, functori Frobenius si recollement intre categorii abeliene (Corolarul .
Prezentam consecinte la categoriile Grothendieck si in particular la categoriile de comodule si
module (graduate). In Sectiunea 4 dam proprietati legate de transferul proprietatilor CS-Rickart
la inelul endomorfismelor de module (graduate) si comodule. Printre alte rezultate, pentru un
R-modul drept M cu S = Endg(M), demonstram ca daca M este im-local-retractabil si S este
S-modul drept self-CS-Rickart, atunci M este R-modul drept self-CS-Rickart (Corolarul .
De asemenea, daca M este R-modul drept self-CS-Rickart care este plat ca S-modul stang,
atunci S este S-modul drept self-CS-Rickart (Corolarul .

In Capitolul 3 introducem si studiem obiectele CS-Baer intr-o categorie abeliana A cu AB3*.
In Sectiunea 1 introducem aceste concepte si le exemplificim printr-o serie de exemple. Aratam
ca un obiect M este tare self-CS-Baer daca si numai daca M este self-CS-Baer i weak duo daca
si numai daca M este self-CS-Baer si End 4 (M) este abelian (Corolarul . Sectiunile 2 si 3
sunt dedicate compararii obiectelor relativ CS-Baer cu cele mai importante particularizari ale lor
si anume obiectele relativ Baer si extending. Pentru obiectele M si N, aratam ca N este M-Baer
daca si numai daca N este M-CS-Baer si M-K-nesingular (Teorema . Consideram unele
forme tari ale M-KC-nesingularitatii si M-K-conesingularitatii, numite £-M-K-nesingularitate si
respectiv £-M-K-conesingularitate. Aratam ca daca N este M-CS-Baer gi £-M-K-conesingular,
atunci M este extending (Corolarul . De asemenea, demonstram ca daca un obiect M este
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extending si £-M-K-nesingular, atunci M este self-CS-Baer i £-M-K-conesingular (Corolarul
3.3.6). Caracterizam inelele dual self-CS-Baer ca fiind inelele lifting, sau echivalent, inelele
semiperfecte (Propozitia . Sectiunile 4 si 5 prezinta relatia dintre obiectele relativ CS-
Baer si doua generalizari importante, i anume obiectele cu anumite proprietati ale intersectiei
sumanzilor numite ESSIP gi SSIP-extending si obiectele relativ CS-Rickart. Demonstram ca
orice obiect self-CS-Baer este ESSIP, iar daca A si B sunt obiecte astfel incat A @ B este ESSIP,
atunci B este A-CS-Baer (Corolarul Lema [3.4.5]). De asemenea, dacd M este self-CS-
Rickart gi SSIP-extending, atunci M este self-CS-Baer, in timp ce reciproca este adevarata daca
Soc(M) este subobiect esential al lui M (Teorema Corolarul . In particular, daci
M este R-modul drept finit cogenerat sau R este inel semiartinian drept, atunci M este self-
CS-Baer daca si numai daca M este self-CS-Rickart si SSIP-extending. De asemenea, daca M
este R-modul drept finit generat sau R este inel max drept, atunci M este dual self-CS-Baer
daca si numai daca M este dual self-CS-Rickart si SSSP-lifting (Corolarul . In Sectiunea
6 studiem produsele si coprodusele de obiecte relativ CS-Baer. Clasa obiectelor relativ CS-Baer
este inchisd la sumanzi directi (Corolarul , dar in general nu este inchisa la coproduse.
Cu toate acestea, aratdm ca @, N; este M-CS-Baer dacd si numai daca fiecare N; este M-
CS-Baer (Teorema . Daca M = @}, M; este o descomunere in suméa directa astfel incat
Hom 4 (M;, M;) = 0 pentru fiecare 4, j € {1,...,n} distincte, demonstram ca M este self-CS-Baer
daca si numai daca fiecare M; este self-CS-Baer (Teorema . In Sectiunea 7 determinim
structura modulelor dual self-CS-Baer peste domenii Dedekind (Teoremele [3.7.1} |3.7.2} 3.7.3)).
In Sectiunea 8 dam cateva rezultate (precum Teorema asupra claselor ale caror obiecte

sunt self-CS-Baer, de aceeasi natura ca rezultatele corespunzatoare pentru proprietatea self-CS-
Rickart. In Sectiunea 9 studiem in ce conditii proprietatea CS-Baer se transfera prin functori
intre categorii abeliene. Principalele noastre rezultate se refera la functori deplin fideli si la
functori adjuncti intre categorii abeliene, cu aceleasi ipoteze rezonabile ca in cazul proprietatilor
CS-Rickart (Teoremele . In Sectiunea 10 studiem transferul proprietiitii CS-Baer
la inelul endomorfismelor modulelor (graduate) si comodulelor. Printre alte rezultate, pentru
un R-modul drept M cu S = Endg(M), demonstram ca daca M este im-local-retractabil gi S
este S-modul drept self-CS-Baer, atunci M este R-modul drept self-CS-Baer (Corolarul .
De asemenea, daca M este R-modul drept self-CS-Baer care este proiectiv gi finit generat ca
S-modul stang, atunci S este S-modul drept self-CS-Baer (Corolarul .

Aceasta teza se bazeaza pe rezultatele articolele proprii [I8], 26, 27, 28] si preprinturile [29] 30].
Articolele au fost publicate sau acceptate spre publicare in Journal of Algebra and its Applica-
tions, Bulletin of the Belgian Mathematical Society “Simon Stevin”, Quaestiones Mathematicae
si Communications in Algebra. In plus, parti ale acestei teze au fost comunicate la mai multe
conferinte internationale.

In acest rezumat am omis afirmatiile rezultatelor duale in categorii abeliene.



Capitolul 1

Obiecte CS-Rickart in categorii

abeliene

Introducem si studiem conceptul de obiect CS-Rickart in categorii abeliene ca o generalizare
comund a celor de obiect Rickart si obiect extending. Stabilim mai multe caracterizari ale
obiectelor CS-Rickart, studiem sumanzi directi si (co)produse de astfel de obiecte gi analizam
clase ale caror obiecte sunt CS-Rickart. Cu exceptia rezultatelor citate, toate celelalte rezultate

sunt originale si sunt incluse in articolele proprii [26] si [28].

1.1 Preliminarii

incepem prin a stabili unele notatii si terminologii, care vor fi utilizate pe parcursul tezei.

Fie A o categorie abeliana. Pentru fiecare morfism f : M — N in A notam cu ker(f) :
Ker(f) — M, coker(f) : N — Coker(f), coim(f) : M — Coim(f) si im(f) : Im(f) — N nucleul,
conucleul, coimaginea si respectiv imaginea lui f. Retinem ca Im(f) = Coim(f), deoarece A
este abeliand. Pentru un sir exact scurt 0 - A — B — C — 0 in A, scriem, de asemenea,
C = B/A. Un morfism f : A — B se numeste sectiune daca exisd un morfism f’: B — A astfel
incat f'f = 14, si retractd daca exista un morfism f': B — A astfel incat ff' = 1p.

O categorie abeliana este numita AB3 (AB3*) daca are coproduse (produse) arbitrare.
Retinem despre categoriile abeliene AB3 (AB3*) ca au sume (intersectii) arbitrare. Categoria
Mod(R) a modulelor drepte peste un inel unitar R si categoria M a comodulelor stangi peste
o coalgebra C' peste un corp comutativ (a se vedea [33 Corolarul 2.2.8]) sunt exemple tipice
de categorii Grothendieck gi prin urmare categorii abeliene AB3 gi AB3*. Pentru mai multe

informatii despre categorii abeliene, se pot consulta [41], [72].

1.2 Obiecte relativ CS-Rickart

Acum introducem conceptele de baza ale tezei, i anume obiectele (tare) relativ CS-Rickart,
care generalizeaza atat obiectele (tare) relativ Rickart cat si obiectele (tare) extending in categorii

abeliene. Dam de asemenea gi dualele lor.

Definitia 1.2.1. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Atunci N se numeste:

6



1.2. OBIECTE RELATIV CS-RICKART 7

(1) (tare) M-CS-Rickart daca pentru orice morfism f : M — N existd un monomorfism
esential e : Ker(f) — L si o sectiune (deplin invariantd) s : L — M in A astfel incat
ker(f) = se. In mod echivalent, N este M-CS-Rickart daci si numai daca pentru orice
morfism f: M — N, Ker(f) este esential intr-un sumand direct (deplin invariant) al lui
M.

(2) dual (tare) M-CS-Rickart daca pentru orice morfism f : M — N existd o retracta
(deplin coinvarianta) r : N — P si un epimorfism superfluu ¢t : P — Coker(f) in A
astfel incat coker(f) = tr. In mod echivalent, N este dual M-CS-Rickart daci si numai
dacd pentru orice morfism f : M — N, Im(f) std deasupra unui sumand direct (deplin

invariant) al lui V.
(3) (tare) self-CS-Rickart daca N este (tare) N-CS-Rickart.
(4) dual (tare) self-CS-Rickart daca N este dual (tare) N-CS-Rickart.

In continuare vom vedea cum obiectele relativ CS-Ricart si cele relativ tare CS-Rickart se

relationeaza intre ele.

Propozitia 1.2.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem cd fiecare
sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N. Atunci N este tare M -CS-Rickart

daca si numai daca N este M-CS-Rickart si M este weak duo.

Corolarul 1.2.3. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Atunci M este tare self-CS-
Rickart daca si numai daca M este self-CS-Rickart si weak duo.

Propozitia 1.2.4. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Atunci M este tare self-CS-
Rickart daca si numai daca M este self-CS-Rickart si End (M) este abelian.

Acum consideram cateva exemple In categorii de module.

K
Exemplul 1.2.5. Consideram inelul matriceal R = , unde K este un corp comutativ,

D este un domeniu de integritate care nu este corp si contine pe K, radicalul Jacobson Rad(D) =
K K[X]
0 K[X]) '
In aceste conditii R este un R-modul drept self-Rickart ,si prin urmare este R-modul drept
self-CS-Rickart, dar nu este R-modul drept tare self-CS-Rickart, deoarece R nu este abelian. De
asemenea, R nu este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.

0, si M este un D-modul fara torsiune. Spre exemplu, se poate considera R = (

Exemplul 1.2.6. Fie A un inel si G un subgrup al grupului Aut(A) al automorfismelor de inele
ale lui A. Inelul grupal stramb este dat de A x G =P ¢
si inmultirea definita prin (ag)(bh) = ab?” ' gh € Agh pentru fiecrare a,b € A si g, h € G. Daci

Ag cu adunarea data pe componente
G={g1,92,---,9n},a € Asi f=a1g1 +asga+ ...+ angn € AxG cu a; € A, atunci
a-f=a"a" +a%a) + ...+ a%ad".

Avem astfel cd A este A *x G-modul drept.
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Ly

Z
Urméand [56, Example 3.13|, consideram inelul A = (02 7
2

). Daca g € Aut(A) este

11
conjugarea prin 0 1) urmeaza ca G = {1, g} este subgrup al lui Aut(A). Consideram inelul

grupal stramb R = A * G gi R-modulul drept M = A. Atunci R-modulul drept M este self-CS-
Rickart i inelul endomorfismelor sale este abelian. Prin urmare R-modulul drept M este tare
self-CS-Rickart conform Propozitiei dar el nu este tare self-Rickart [50, Example 3.13].

Exemplul 1.2.7. Daca M este obiect uniserial (i.e., laticea subobiectelor sale este un lant)
al unei categorii abeliene, atunci este clar ca M este tare self-CS-Rickart gi dual tare self-CS-
Rickart, dar el nu este nici (tare) self-Rickart si nici dual (tare) self-Rickart. Dam un exemplu
in categoria comodulelor, care este cunoscuta a fi Grothendieck [33, Corollary 2.2.8]. Fie C' un
spatiu vectorial cu baza {¢, | n € N} peste un corp comutativ K. Atunci C este coalgebra peste
K cu comultiplicarea si counitatea definitd pentru fiecare n € N prin A(e,) = Y1 ¢ ® i si
respectiv £(¢,) = don, (simbolul Kronecker). Aceasta este o coalgebra numita coalgebra divided
power [33 Example 1.1.4], pentru care algebra duala C* este izomorfa cu algebra K[[X]] a seriilor
de puteri formale si categoria de C-comodule este izomorfa cu categoria K[[X]]-modulelor cu
torsiune [33, Examples 1.3.8, 3.2.7]. Deoarece C' este C-comodul uniserial (drept si stang)[31],
Example 1.4], C' este C-comodul tare self-CS-Rickart si dual tare self-CS-Rickart.

Alte exemple in categorii abeliene pot fi obtinute utilizand transferul proprietatii (tare) CS-
Rickart prin functori, dezvoltat in Capitolul 2.

Urmatoarea teorema, care generalizeaza [I, Lemmas 6,7, stabileste alte legaturi intre
obiectele relativ Rickart si cele relativ CS-Rickart.

Teorema 1.2.8. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Atunci N ete (tare) M-CS-
Rickart si N este M-K-nesingular daca si numai daca N este (tare) M-Rickart.

Teorema da urmatorul corolar in categoria modulelor.

Corolarul 1.2.9. Orice R-modul drept nesingular (tare) self-CS-Rickart este (tare) self-Rickart
1 orice R-modul drept necosingular dual (tare) self-CS-Rickart este dual (tare) self-Rickart.

1.3 Sumanzi directi ai obiectelor relativ CS-Rickart

Ca in cazul obiectelor (tare) relativ Rickart si a obiectelor (tare) extending, vedem ca

obiectele (tare) relativ CS-Rickart se comporta bine cu privire la sumanzii directi.

Teorema 1.3.1. Fie r : M — M’ un epimorfism si s : N' — N un monomorfism intr-o
categorie abeliand A. Dacd r este retractd si N este (tare) M-CS-Rickart, atunci N' este (tare)
M'-CS-Rickart.

Urmatoarea consecinta a Teoremei generalizeaza [1, Lemma 1] de la categoria modulelor

la categoriile abeliene.
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Corolarul 1.3.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A, M' un sumand direct al lui
M si N' un sumand direct al lui N. Daca N este (tare) M-CS-Rickart, atunci N' este (tare)
M’-CS-Rickart.

In cazul obiectelor self-CS-Rickart, avem nevoie de urmatoarele generalizari ale proprietatii

SIP (SSIP), inspirate de notiunile corespunzatore din teoriei modulelor [2, [51].

Definitia 1.3.3. Un obiect M al unei categorii abeliene A se numeste SSIP-extending (SIP-
extending) daca pentru orice familie de (doua) subobiecte ale lui M care sunt esentiale in sumanzi

directi ai lui M, intersectia lor este esentiala intr-un sumand direct al lui M.

In continuare luim in considerare unele versiuni stricte ale obiectelor SSIP-extending si SIP-

extending in categorii abeliene.

Definitia 1.3.4. Un obiect M al unei categorii abeliene A se numeste strict SSIP-extending
(strict SIP-extending) daca pentru orice familie de (doua) subobiecte ale lui M care sunt esentiale
in sumanzi directi ai lui M, intersectia lor este esentiala intr-un sumnad direct deplin invariant
al lui M.

Propozitia 1.3.5. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem cd fiecare
sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N si N este (tare) M-CS-Rickart.
Atunci M este (strict) SIP-extending.

Urmatoarea consecintd generalizeaza [, Propositions 1,2].

Corolarul 1.3.6. Fie A o categorie abeliana. Orice obiect (tare) self-CS-Rickart al lui A este
(strict) SIP-extending.

Urmatoarea lema, care generalizeaza [2, Proposition 3.7], va fi utila.

Lema 1.3.7. Fie A si B obiecte ale unei categorii abeliene A. Daca A & B este (strict) SIP-
extending, atunci B este (tare) A-CS-Rickart.

Corolarul 1.3.8. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Daca M & M este (strict)
SIP-extending, atunci M este (tare) self-CS-Rickart.

1.4 Coproduse ale obiectelor relativ CS-Rickart

Analizam acum comportarea obiectelor relativ (tare) CS-Rickart si in particular, al celor
(tare) self-CS-Rickart cu privire la coproduse. incepem cu studiul coproduselor finite de obiecte
(tare) relativ CS-Rickart.

Teorema 1.4.1. Fie A o categorie abeliana. Fie M, N1 si No obiecte ale lui A astfel incat Ny
§t No sunt (tare) M-CS-Rickart. Atunci Ny @ Na este tare M-CS-Rickart.

Acum putem deduce imediat principalele noastre teoreme legate de coproduse finite care

implica obiectele relativ CS-Rickart.
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Teorema 1.4.2. Fie A o categorie abeliana. Fie M §i Ni,..., N, obiecte ale lui A. Atunci
;| N; este (tare) M-CS-Rickart dacd si numai daca N; este (tare) M-CS-Rickart pentru
fiecare i € {1,...,n}.

Exemplificam rezultatele de mai sus cu o aplicatie la categoriile de module. Urméand din
nou [37, [74] si utilizand notatiile care preced Corolarul pentru orice R-modul drept M,
notam prin Zo(M) si ZQ(M) submodulele lui M determinate de egalitatile Zo(M)/Z(M) =
Z(M/Z(M)) i Z"(M) = Z(Z(M)).

Corolarul 1.4.3. Fie M un R-modul drept. Atunci:

(1) Zo(M) si M/Zy(M) sunt (tare) M-CS-Rickart daca si numai daca Za(M) este sumand
direct al lui M gi M este (tare) self-CS-Rickart.

(2) M este dual (tare) 72(M)—CS—Rz'ckart si dual (tare) M/Zz(M)—CS—Rickart daca i nu-
mai dacd 72(M) este sumand direct al lui M si M este dual (tare) self-CS-Rickart.

Sub anumite conditii de finititudine avem urmatorul rezultat.

Corolarul 1.4.4. Fie A o categorie abeliand. Presupunem ca A are coproduse, M este un
obiect finit generat al lui A si (N;)icr este o familie de obiecte ale lui A. Atunci @, ; N; este
(tare) M-CS-Rickart daca si numai daca N; este (tare) M-CS-Rickart pentru fiecare i € I.

Avem de asemenea urmatoarea teorema in legatura cu produsele de obiecte relativ CS-
Rickart.

Teorema 1.4.5. Fie A o categorie abeliana. Fie M un obiect (strict) SSIP-extending al lui A si
(Ni)ier o familie de obiecte ale lui A care au produs. Atunci [[,c; N; este (tare) M-CS-Rickart
dacd si numai daca N; este (tare) M-CS-Rickart pentru fiecare i € 1.

In general coprodusul a douil obiecte (tare) self-CS-Rickart nu este (tare) self-CS-Rickart,

asa cum putem vedea in urmatorul exemplu.

7 7 7 7
Exemplul 1.4.6. Consideram inelul R = (O Z) si R-modulele drepte M; = (O 0) i

0 0

My = _— Atunci My si My sunt self-Rickart, prin urmare si R-module drepte self-CS-

Rickart [56, Example 2.9]. Deoarece End(M;) = Z = End(Ma2), M; si M, sunt tare self-
CS-Rickart din Propozitia [[.2.4] Dar am vazut cd R = M; ® M nu este R-modul drept
self-CS-Rickart, deci R = M; @ My nu este tare self-CS-Rickart din nou conform Propozitiei
24

Cu toate acestea, avem urmatoarele rezultate.

Teorema 1.4.7. Fie A o categorie abeliand si M = @,.; M; o descompunere in sumd directd in
A astfel incat Hom 4(M;, M;) = 0 pentru fiecare i,j € I cui # j. Atunci M este self-CS-Rickart
daca st numai daca M; este self-CS-Rickart pentru fiecare i € I.
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Teorema 1.4.8. Fie A o categorie abeliana si M = €
in A.

ic1 Mi o descompunere in sumd directa

(1) Atunci M este tare self-CS-Rickart daca si numai daca M; este tare self-CS-Rickart
pentru fiecare i € I gi Hom4(M;, M;) = 0 pentru fiecare i,5 € I cui # j.

(2) Presupunem ca I este finita. Atunci M este dual tare self-CS-Rickart daca si numai
daca M; este dual tare self-CS-Rickart pentru fiecare i € I si Hom 4(M;, M;) = 0 pentru
fiecare i, 5 € I cui # j.

Vom incheia aceasta sectiune cu unele rezultate despre structura modulelor (dual) tare self-
CS-Rickart peste domenii Dedekind.

Corolarul 1.4.9. Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fractii K si M un R-modul nenul.

(i) Presupunem ca M este cu torsiune. Urmdtoarele sunt echivalente:

(1) M este tare self-CS-Rickart.

(2) M este dual tare self-CS-Rickart.

(8) M este weak duo.

(4) M = @,c; M;, unde pentru fiecare i € I, fie M; = E(R/P;) fie M; = R/P[" pentru
idealele maximale distincte P; ale lui R $i intregii pozitivi n;.

(ii) Presupunem ca M este finit generat.

(1) Urmdatoarele sunt echivalente:
(a) M este tare self-CS-Rickart.
(b) M este weak duo.
(¢) M = J pentru ideale J ale lui R sau M = Eszl R/P["" pentru idealele mai-
male distincte P, ..., P, ale R si intregii pozitivi ny, ..., ng.
(2) Urmatoarele sunt echivalente:
(a) M este dual tare self-CS-Rickart.
(b) M = @le R/P/" pentru idealele mazimale distincte P; ale lui R si intregii

pozitivi Ny, ..., Ng.
(iii) Presupunem ca M este injectiv. Atunci urmdatoarele sunt echivalente:

(1) M este tare self-CS-Rickart.
(2) M este dual tare self-CS-Rickart.

(8) M =K sau M =, ; E(R/P;) pentru idealele maximale distincte P; ale lui R.

i€l
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1.5 Clase ale caror obiecte sunt self-CS-Rickart

In aceastd sectiune obtinem diverse caracteriziri ale unor clase ale ciror obiecte sunt (dual)
(tare) self-CS-Rickart, in special in legatura cu obiectele (weak duo) injective, (weak duo) proiec-

tive, (tare) extending si (tare) lifting.

Teorema 1.5.1. Fie A o categorie abeliand. Presupunem cd A are suficiente obiecte injective.
Fie C o clasd de obiecte ale lui A care este inchisa la sumele directe binare $i confine toate

obiectele injective ale lui A. Atunci urmatoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect al lui C este (tare) extending.
(ii) Orice obiect al lui C este (tare) self-CS-Rickart.
(iii) Orice obiect al lui C este (strict) SIP-extending.
Deducem un numaér de corolare ale Teoremei [L.5.1]
Corolarul 1.5.2. Fie A o categorie abeliand. Urmdatoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect al lui A are anvelope injective.
(ii) A are suficiente obiecte injective i orice obiect injectiv al lui A este extending.
(iii) A are suficiente obiecte injective gi orice obiect injectiv al lui A este self-CS-Rickart.
(iv) A are suficiente obiecte injective gi orice obiect injectiv al lui A este SIP-extending.

Retinem ca orice obiect al unei categorii Grothendieck A are o anvelopa injectiva, deci orice
obiect injectiv al lui A este extending, si in consecinta self-CS-Rickart, din Corolarul
Obtinem urmatoarele consecinte ale Teoremei si ale Corolarului care sunt partial

cunoscute in categoriile de module (a se vedea [I, Lemmas 5, 11]).

Corolarul 1.5.3. Urmadatoarele sunt echivalente pentru un inel unitar R cu radicalul Jacobson

J(R):
(i) Orice R-modul drept este extending.
(ii) Orice R-modul drept este self-CS-Rickart.
(#i) Orice R-modul drept este SIP-extending.
(iv) Orice R-modul drept este lifting.
(v) Orice R-modul drept este dual self-CS-Rickart.
(vi) Orice R-modul drept este SSP-lifting.
(vii) R este un inel serial artinian sting si drept cu (J(R))? = 0.

Corolarul 1.5.4. Urmadtoarele sunt echivalente pentru un inel unitar R:
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(i) R este perfect drept.
(i) Orice R-modul drept proiectiv este lifting.
(iii) Orice R-modul drept proiectiv este dual self-CS-Rickart.
(iv) Orice R-modul drept proiectiv este SSP-lifting.
Corolarul 1.5.5. Urmatoarele sunt echivalente pentru o coalgebra C peste un corp comutativ:
(i) C este prfecta la dreapta.
(ii) C este semiperfecta la dreapta si fiecare C-comodul drept proiectiv este lifting.

(iii) C este semiperfecta la dreapta si fiecare C-comodul drept proiectiv este dual self-CS-
Rickart.

(iv) C este semiperfecta la dreapta si fiecare C-comodul drept proiectiv este SSP-lifting.

Teorema 1.5.6. Fie A o categorie Grothendieck.

(1) Presupunem ca A are o familie de generatori proiectivi finit generati. Atunci urmdatoarele
sunt echivalente:

(i) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este slab (semi)ereditar.

(ii) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este slab (semi)ereditar self-CS-
Rickart.

(i1i) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este slab (semi)ereditar SIP-extending.
(2) Presupunem ca A este local finit generata. Atunci urmatoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este slab (semi)coereditar.

(i) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este dual self-CS-Rickart.
(11i) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este SSP-lifting.

Urmatorul corolar extinde o parte din [I, Theorem 8]. De asemenea, poate fi comparat cu [2]
Theorems 3.11, 3.12] pentru inele (semi)ereditare nesingulare drepte. Retinem ca un inel slab
ereditar drept coincide cu un inel Y-extending drept (sau co-H-inel drept) [37, Corollary 11.13].

Corolarul 1.5.7. Fie R un inel unitar.
(1) Urmdatoarele sunt echivalente:

(i) R este slab (semi)ereditar drept.

(i) Orice R-modul drept proiectiv (finit generat) este slab (semi)ereditar.
(i1i) Orice R-modul drept proiectiv (finit generat) este self-CS-Rickart.
(iv) Orice R-modul drept proiectiv (finit generat) este SIP-extending.

(2) Urmatoarele sunt echivalente:
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(i) Orice R-modul drept injectiv (finit cogenerat) este slab (semi)coereditar.
(i) Orice R-modul drept injectiv (finit cogenerat) este dual self-CS-Rickart.
(i1i) Orice R-modul drept injectiv (finit cogenerat) este SSP-lifting.
Corolarul 1.5.8. Fie C o coalgebra peste un corp comutativ.
(1) Presupunem ca C este semiperfecta la stanga si la dreapta. Atunci urmdtoarele sunt

echivalente:

(i) Orice C-comodul drept proiectiv (finit generat) este slab (semi)ereditar.
(i) Orice C-comodul drept proiectiv (finit generat) este self-CS-Rickart.
(1ii) Orice C'-comodul drept proiectiv (finit generat) este SIP-extending.

(2) Urmatoarele sunt echivalente:

(i) Orice C-comodul drept injectiv (finit cogenerat) este slab (semi)coereditar.
(i) Orice C-comodul drept injectiv (finit cogenerat) este dual self-CS-Rickart.
(iii) Orice C'-comodul drept injectiv (finit cogenerat) este SSP-lifting.
Continuam cu unele rezultate despre clase ale caror obiecte sunt (dual) tare self-CS-Rickart.
Teorema 1.5.9. Fie A o categorie Grothendieck local finit generata.
(1) Urmatoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect finit cogenerat al lui A este weak duo semisimplu.

(ii) Orice obiect finit cogenerat al lui A este tare self-CS-Rickart.

(i1i) Orice obiect finit cogenerat al lui A este weak duo si orice obiect finit cogenerat
injectiv al lui A este tare self-CS-Rickart.

(2) Urmdatoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect finit generat al lui A este weak duo regular.
(i) Orice obiect finit generat al lui A este dual tare self-CS-Rickart.
(11i) Orice obiect finit generat al lui A este weak duo si orice obiect proiectiv finit generat

al lui A este dual tare self-CS-Rickart.

Teorema 1.5.10. Fie A o categorie Grothendieck local finit generatd.

(1) Urmdatoarele sunt echivalente:

(i) Orice subobiect (finit generat) al unui obiect proiectiv al lui A este weak duo proiec-
tiv.

(ii) Orice obiect proiectiv (finit generat) al lui A este tare self-CS-Rickart.
(2) Urmdatoarele sunt echivalente:

(i) Orice obiect factor (finit cogenerat) al unui obiect injectiv al lui A este weak duo
mjectiv.

(ii) Orice obiect injectiv (finit cogenerat) al lui A este dual tare self-CS-Rickart.



Capitolul 2

Transferul proprietatii CS-Rickart

prin functori

In acest capitol studiem transferul proprietatii CS-Rickart prin functori Intre categorii
abeliene. Consideram functori deplin fideli si perechi de functori adjuncti intre categorii abeliene,
sub anumite ipoteze rezonabile. Tratam aplicatii la subcategorii Giraud si co-Giraud, categorii
de functori, subcategorii localizante si colocalizante, triplete de functori adjuncti, functori Frobe-
nius si recollement intre categorii abeliene. Obtinem consecinte pentru inelul endomorfismelor
modulelor (graduate) si comodulelor. Cu exceptia rezultatelor citate, toate celelalte rezultate

sunt originale gi sunt incluse in articolele proprii [27, 29].

2.1 Transferul prin functori deplin fideli

In general, un functor intre categorii abeliene nu pastreazi si nu reflectd proprietitile (tare)

CS-Rickart, cum putem vedea in urmatoarele exemple.

Exemplul 2.1.1. Consideram inelul R = Zy @ Z1¢ si functorul covariant uituc F' : Mod(R) —
Mod(Z) intre categorii de module. Avem astfel ca F' este un functor fidel gi exact care nu
este plin. Retinem ca Zgy si Zi6 sunt inele drepte self-injective [54, Corollary 3.13]. Atunci
R = 7y ® Zj¢ este de asemenea un inel drept self-injectiv [54, Corollary 3.11B]. Prin urmare
R-modulul drept R este extending [54, Corollary 6.80] si deci el este self-CS-Rickart. Este de
asemenea tare self-CS-Rickart conform Propozitiei Dar Z-modul F(R) = Zg ® Z1s nu este
(tare) self-CS-Rickart.

Exemplul 2.1.2. Pentru orice Z-modul M, notam cu t(M) cel mai mare submodul cu torsiune
al lui M si prin d(M) cel mai mare submodul divizibil (i.e., injectiv) al lui M. Fie A categoria
Z-modulelor si B categoria Z-modulelor cu torsiune. Retinem ca atat A cat si B sunt categorii
abeliene. Consideram functorul covariant F' : A — B definit prin F(M) = t(d(M)) pe obiecte
M ale lui A si corespunzitor pe omomorfisme. Atunci F' este un functor exact la stanga.
De asemenea, F' este plin, dar nu este fidel [2I, Example 4.1]. Consideram Z-modulul M =
Ly & Zyie ® Ly pentru un numar prim p. Atunci F(M) = Zy~ este un Z-modul injectiv cu

torsiune, prin urmare el este un obiect injectiv in categoria B. Mai mult, este bine cunoscut

15
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faptul ca fiecare obiect al lui B are o anvelopa injectiva, si anume anvelopa injectiva a unui
Z-modul cu torsiune A este t(E(A)), unde E(A) este anvelopa injectiva a lui A in A. Atunci
obiectul injectiv F(M) al lui B este obiect self-CS-Rickart in B conform Corolarului[l.5.2] El este
de asemenea tare self-CS-Rickart. Din Corolarul Z-modulul M nu este self-CS-Rickart,
deoarece sumandul sau direct Zo @ Z1g nu este self-CS-Rickart. Prin urmare Z-modulul M nu
este tare self-CS-Rickart.

Continuam cu un rezultat despre pastrarea si reflectarea proprietatilor (tare) CS-Rickart
si ale dualelor lor prin functori deplin fideli in anumite conditii potrivite. Pentru un functor
covariant F' : A — B, notam cu Im(F') imaginea esentiala a lui F, care contine toate obiectele
B ale lui B astfel incat B = F(A) pentru un obiect A al lui A.

Teorema 2.1.3. Fie F : A — B un functor covariant deplin fidel intre categorii abeliene. Fie
M si N obiecte ale lui A.

(i) Presupunem cd Im(F') este inchisd la subobiecte sau obiecte factor. Daca F este exact
la stanga si N este (tare) M-CS-Rickart, atunci F(N) este (tare) F(M)-CS-Rickart.

(ii) Presupunem ca Im(F') este inchisa la sumanzi directi. Dacd F este exact la stinga si
F(N) este (tare) F(M)-CS-Rickart, atunci N este (tare) M-CS-Rickart.

Urmatorul rezultat este imediat.

Corolarul 2.1.4. Fie F' : A — B o echivalentd de categorii abeliene, si fie M, N obiecte ale
lui A. Atunci N este (dual) (tare) M-CS-Rickart daca si numai daca F(N) este (dual) (tare)
F(M)-CS-Rickart.

Teorema poate fi utilizatd pentru a produce noi exemple de obiecte (tare) relativ CS-

Rickart si de duale ale lor. Exemplificam aceasta in urmatorul exemplu.

Exemplul 2.1.5. Fie T o clasa de torsiune ereditara (i.e., clasa inchisa la subobiecte, coproduse,
obiecte factor si extensii) a unei categorii abeliene A. Atunci T este categorie abeliana. Fie M
si N obiecte ale lui 7. Utilizand Teorema pentru functorul de scufundare F : T — A,
urmeaza astfel ca N este (tare) M-CS-Rickart in 7 daca si numai daca F(N) este (tare) F'(M)-
CS-Rickart in A. Spre exemplu, consideram grupul abelian G = Zy @ Zgn pentru numerele
prime diferite p i ¢ si Intregii pozitivi n. Atunci G este un grup abelian tare self-CS-Rickart.

Prin urmare G este tare self-CS-Rickart si in 7.

2.2 Transferul prin functori adjuncti

In continuare studiem transferul proprietatilor (dual) relativ CS-Rickart prin functori
adjuncti, impunand anumite conditii rezonabile. Fie (L, R) o pereche adjuncta de functori
covarianti L : A — B i R : B — A intre categorii abeliene. Notam cu ¢ : LR — 1p si
n : 14 — RL counitatea si unitatea adjunctiei respective. Urmand [I1], notam cu Stat(R)
subcategoria plina a lui B constand din obiectele R-statice, adica, obiectele B ale lui B pentru

care eg : LR(B) — B este izomorfism. De asemenea, notam cu Adst(R) subcategoria plina a
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lui A care consta din obiecte R-adstatice, adica obiectele A din A pentru care 74 : A — RL(A)
este izomorfism. Retinem cd R este deplin fidel dacd gi numai daca orice obiect al lui B este

R-static, In timp ce L este deplin fidel daca si numai daca orice obiect al lui A este R-adstatic.

Teorema 2.2.1. Fie A i B categorii abeliene si (L, R) o pereche adjuncta de functori covarianti
L:A—BgsiR:B— A. Presupunem ca L este exact si M, N € Stat(R).

(i) Daca N este (tare) M-CS-Rickart in B, atunci R(N) este (tare) R(M)-CS-Rickart in
A.

(i) Daca R reflecta obiectele zero, in particular daca R este fidel, si R(N) este (tare)
R(M)-CS-Rickart in A, atunci N este (tare) M-CS-Rickart in B.

Principala consecintd a Teoremei [2.2.1] este urmétorul rezultat.

Teorema 2.2.2. Fie A gi B categorii abeliene si (L, R) o pereche adjuncta de functori covarianti
L:A—BgsiR:B— A Presupunem ca L este exact si R este deplin fidel si M si N sunt
obiecte ale lui B. Atunci N este (tare) M -CS-Rickart in B dacd si numai daca R(N) este (tare)
R(M)-CS-Rickart in A.

2.3 Aplicatii

Dam mai multe aplicatii ale teoremelor noastre, aratand ca ipotezele lor sunt adevarate intr-o

serie de situatii relevante.

Subcategorii Giraud si co-Giraud

Fie A o categorie abeliana i C o subcategorie plind a lui \A. Atunci C se numeste subcat-
egorie reflectiva (coreflectiva) a lui A daca functorul incluziune i : C — A are un adjunct la
stanga (dreapta). In oricare dinte cele dous cazuri, ¢ este deplin fidel. Daca C este subcate-
gorie reflectiva (coreflectiva) a lui A si adjunctul la stanga (dreapta) al functorului incluziune i
pastreaza nucleele (conucleele), atunci subcategoria C se numeste Giraud (co-Giraud). In acest

caz, adjunctul la sanga (dreapta) al lui ¢ este exact.

Corolarul 2.3.1. Fie A o categorie abeliand, C o subcategorie plind a lui A gi i : C — A
functorul incluziune. Presupunem ca C este subcategorie Giraud a lui A. Fie M si N obiecte
ale lui C. Atunci N este (tare) M-CS-Rickart in C daca si numai dacd i(N) este (tare) i(M)-
CS-Rickart in A.

Pentru categorii Grothendieck avem urmatorul corolar.

Corolarul 2.3.2. Fie A o categorie Grothendieck cu un generator U cu R = End4(U). Flie
S = Homu(U,—) : A — Mod(R), T : Mod(R) — A adjunctul la stinga al lui S si M si N
obiecte ale lui A. Atunci N este obiect (tare) M-CS-Rickart al lui A daca si numai daca S(N)
este R-modul drept (tare) S(M)-CS-Rickart.
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Urmand [33, Section 2.2], fie C' o coalgebra peste un corp comutativ k si “M categoria
(Grothendieck) a C-comodulelor stangi. C-comodulele stangi vor fi identificate cu C*-modulele
rationale drepte, unde C* = Homy(C, k). Fie i : “ M — Mod(C*) functorul incluziune si Rat :
Mod(C*) — “M functorul care asociazi fiecarui C*-modul drept C*-submodulul siu rational.
Atunci (i, Rat) este o pereche adjunctd. Prin urmare “M este o subcategorie coreflectivi a
lui Mod(C™*). Daca C este coalgebra semiperfecta la dreapta, atunci functorul Rat este exact
[33, Corollary 3.2.12], prin urmare M este o subcategorie co-Giraud a lui Mod(C*). Atunci
Corolarul are urmatoarea consecinta.

Corolarul 2.3.3. Fie C' o coalgebra semiperfecta la dreapta peste un corp comutativ. Fie M si
N C-comodule stangi. Atunci N este C-comodul sting dual (tare) M -CS-Rickart daca si numai
daca i(N) este C*-modul drept dual (tare) i(M)-CS-Rickart.

Categoriile de functori

Reamintim cateva lucruri despre categoriile de functori asociate categoriilor de module,
urmand [7, 45]. Fie Mod(R) si Mod(R°P) categoriile de R-module drepte si respectiv R-
module stangi. Fie de asemenea mod(R) categoria R-modulelor drepte finit prezentate. Fie
(mod(R), Ab) categoria functorilor covarianti de la mod(R) la categoria Ab a grupurilor abeliene
si ((mod(R))°P, Ab) categoria functorilor contravarianti de la mod(R) la Ab. Este bine cunoscut
faptul ca (mod(R), Ab) si ((mod(R))°P, Ab) sunt categorii Grothendieck.

Corolarul 2.3.4. (1) Fie M si N R-module drepte. Atunci N este R-modul drept (tare) M -
CS-Rickart dacd si numai dacd Homp(—, N) este obiect (tare) Hompg(—, M)-CS-Rickart
in ((mod(R))°P, Ab).

(2) Fie M si N R-module stangi. Atunci N este R-modul stang dual (tare) M-CS-Rickart
dacd $i numai daca — @r N este un obiect dual (tare) — @p M-CS-Rickart al lui
(mod(R), Ab).

Subcategorii localizante si colocalizante

Avem acum urmatoarea consecinta a Teoremei m (sau a Corolarului [2.3.1)).

Corolarul 2.3.5. Fie A o categorie abeliand local mica, C o subcategorie Serre a lui A, T :
A — A/C functorul cat si M si N obiecte ale lui A/C. Presupunem cd C este o subcategorie
localizanta a lui A cu functorul sectiune S : AJC — A. Atunci N este (tare) M-CS-Rickart in
A/C daca si numai daca S(N) este (tare) S(M)-CS-Rickart in A.

Triplete adjuncte

Reamintim ca un triplet adjunct de functori este un triplet (L, F, R) de functori covarianti
F: A— Bsi L,R: B — A astfel incat (L, F') si (F,R) sunt perechi adjuncte de functori.
Atunci F este un functor exact. Se stie ca L este deplin fidel daca si numai daca la fel este si R
[38, Lemma 1.3]. Acum Teorema [2.2.2] are urmétoarea consecinta.
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Corolarul 2.3.6. Fie (L, F,R) un triplet adjunct de functori covarianti F : A — B ¢i L, R :

B — A intre categorii abeliene.

(i) Fie M si N obiecte ale lui A si presupunem ca F este deplin fidel. Daca L este
exact, atunci N este (tare) M-CS-Rickart in A daca si numai daca F(N) este (tare)
F(M)-CS-Rickart in B.

(ii) Fie M si N obiecte ale lui B gi presupunem ca L sau R este deplin fidel. Atunci N
este (tare) M -CS-Rickart in B dacd si numai daca R(N) este (tare) R(M)-CS-Rickart

in A.
Fie acum A, C inele si ¢ B4 un bimodul. Fie R = B C inelul matriceal formal triunghi-

ular construit din A, B, C. Urménd [44, Chapter 4, Section A, Exercises 19 and 20], consideram

functorii covarianti:
Jas s Mod(C) = Mod(R), Jas(N) = ( Necs z) :
J5 : Mod(C) = Mod(R), J3(N) = Jag(N)/ (N®CB 2) ,
P3 : Mod(R) — Mod(C), Ps(M)=M(§2).

Atunci (Jog, P3, J3) este un triplet adjunct [44, Chapter 4, Section A, Exercise 22].

A0
Corolarul 2.3.7. Consideram inelul R = B C’) , unde A, C sunt inele si ¢ B4 este bimodul.

Fie M si N C-module drepte. Atunci:

(1) N este C-modul drept (tare) M-CS-Rickart daca si numai daca J3(N) este R-modul
drept (tare) J3(M)-CS-Rickart.

(2) N este C-modul drept dual (tare) M-CS-Rickart dacd si numai dacd Jos(N) este R-
modul drept dual (tare) Jo3(M)-CS-Rickart.

Urménd [62], reamintim unele notiuni gi terminologii despre modulele graduate. In cele
ce urmeaza G va fi un grup cu elemenul unitate e §i R va fi un inel G-graduat. Pentru un
inel G-graduat R = @, R, notam prin gr(R) categoria (Grothendieck) care are ca obiecte
R-modulele drepte unitare G-graduate si ca morfisme morfismele de R-module drepte unitare

G-graduate. Consideram urmatorii functori:

1. Functorul indus Ind : Mod(R.) — gr(R) definit dupa cum urmeaza: pentru R.-modul
drept N, Ind(N) este R-modul drept graduat M = N ®p, R, unde graduarea lui M =
DB, cc Mo este data de M, = Ny ®g, R pentru fiecare o € G.

2. Functorul coindus Coind : Mod(R,.) — gr(R) definit dupa cum urmeaza: pentru un Re-

modul drept N, Coind(NV) este R-modulul drept graduat M* = @ ., M/, unde

M! = {f € Hompg, (R, N) | f(Rs) = 0 pentru fiecare o’ # o~ 1}.

Corolarul 2.3.8. Fie R un inel G-graduat si M si N Re-module drepte. Atunci:
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(1) N este Re-modul drept (tare) M -CS-Rickart dacd si numai daca R-modulul drept graduat
Coind(N) este (tare) Coind(M)-CS-Rickart.

(2) N este R.-modul drept dual (tare) M-CS-Rickart daca si numai daca R-modulul drept
graduat Ind(N) este dual (tare) Ind(M)-CS-Rickart.

Functori Frobenius

Reamintim c& un functor covariant F': A — B se numeste Frobenius daca exista un functor
covariant G : B — A pentru care (F, G, F') (sau (G, F, G)) este triplet adjunct [10]. Atunci F' si

G sunt functori exact si Corolarul 2.3.0] are urmatoarea consecinta.

Corolarul 2.3.9. Fie F : A — B un functor Frobenius deplin fidel intre categorii abeliene gi
M gi N obiecte ale lui A. Atunci N este (dual) (tare) M-CS-Rickart in A dacd si numai daca
F(N) este (dual) (tare) F(M)-CS-Rickart in B.

Exemplificam rezultatul de mai sus cu unele situatii din categoriile modulelor graduate si a

comodulelor.

Corolarul 2.3.10. Fie R un inel G-graduat, U : gr(R) — Mod(R) functorul uituc si M, N
obiecte ale lui gr(R).

(1) Presupunem ca G este finit. Atunci N este R-modul drept graduat (tare) M -CS-Rickart
daca si numai daca U(N) este R-modul drept (tare) U(M)-CS-Rickart.

(2) N este R-modul drept graduat dual (tare) M-CS-Rickart daca si numai daca U(N) este
R-modul drept dual (tare) U(M)-CS-Rickart.

Corolarul 2.3.11. Fie C o coalgebrd finit-dimensionald peste un corp comutativ sii: M —
Mod(C*) functorul incluziune. Fie M si N C-comodule stingi. Atunci N este C-comodul
stang (dual) (tare) M-CS-Rickart daca si numai daca i(N) este C*-modul drept (dual) (tare)
i(M)-CS-Rickart.

Recollement

Sa ne amintim acum conceptul de recollement de categorii abeliene, urmand [68]. Pentru un
functor aditiv F' : A — B intre categorii abeliene, notam cu Ker(F') nucleul lui F, care consta
din toate obiectele A ale lui A pentru care F(A) = 0. Un recollement al categoriilor abeliene
A, B i C, notat cu (A, B,C), este o diagrama de functori:

care satisface urmatoatrele conditii: (i) (I,e,r) este un triplet adjunct; (ii) (g, 4, p) este un triplet
adjunct; (iii) ¢, [ si  sunt deplin fideli; (iv) Im(i) = Ker(e).
Acum Corolarul are urmatoarea consecinta.
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Corolarul 2.3.12. Fie (A, B,C) un recollement de categorii abeliene ca mai sus.

(i) Fie M si N obiecte ale lui A. Daca q este exact, atunci N este (tare) M-CS-Rickart
in A daca i numai daca i(N) este (tare) i(M)-CS-Rickart in B.

(ii) Fie M gi N obiecte ale lui C. Atunci N este (tare) M-CS-Rickart in C daca $i numai
daca r(N) este (tare) r(M)-CS-Rickart in B.

Ly

Z
Exemplul 2.3.13. Urméand [56, Example 3.13], consideram inelul A = < 02 ) si subgrupul

Ly
. . (11 Cye .
G = {1,g} al lui Aut(A), unde g este conjugarea prin (O 1) . Consideram inelul grupal stramb

A x G si inelul A® al elementelor lui A fixate de automorfismele lui G. Retinem ci A este un
A% G-modul stang si drept, precum si un A%-modul stang si drept. Urméand [68, Example 2.9],
existd omomorfismele de bimodule ¢ : A® ¢ A — A% G si ¢ : A®a.q A — AC, care dau inelul
AG A

A AxG
acesta ne da urmatorul recollement de categorii de module (a se vedea [68, Definition 2.1]):

0 0
Morita A = Agy) = ) Mai mult, utilizdnd idempotentul e = 0 1 al lui A,

—@A (A /Im(v)) —®axgel
Mod(A% /m@md@\@dm e
Se stie ca A este un A * G-modul drept self-CS-Rickart din Exemplul Atunci
Hom 4.q(Ae, A) este A-modul drept self-CS-Rickart conform Corolarului

2.4 Inele de endomorfisme ale obiectelor self-CS-Rickart

In aceast3 sectiune dam unele aplicatii la inelele de endomorfisme ale modulelor (graduate)
si ale comodulelor. incepem cu un rezultat particular pentru module, pentru care avem nevoie

sa introducem urmatoarele concepte.
Definitia 2.4.1. Un R-modul drept M se numeste:

(1) im-local-retractabil daca pentru fiecare monomorfism k : K — M si pentru fiecare z € K,

exista un omomorfism h : M — K astfel incat x € Im(hk).

(2) im-local-coretractabil daca pentru orice epimorfism ¢ : M — C si pentru fiecare z € C,

existd un omomorfism h : C' — M astfel incat z € Im(ch).
Corolarul 2.4.2. Fie M un R-modul drept si S = Endr(M).

(1) Daca M este im-local-retractabil si S este un S-modul drept (tare) self-CS-Rickart,
atunci M este un R-modul (tare) self-CS-Rickart.

(2) Daca M este im-local-coretractabil gi S este S-modul stang dual (tare) self-CS-Rickart,
atunci M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.
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Urméand [47], un functor covariant F' : A — B intre categorii abeliene se numeste exact fidel
aratand ca girul F(A) ) g (B) 79 g (C) este exact daca si numai daca girul A Ny BNV
este exact. Fie ¢Mp un bimodul. R-modulul drept M se numeste protectiv fidel daca functorul
Homp(M, —) : Mod(R) — Mod(S) este exact fidel. R-modulul drept M se numeste injectiv
fidel daca functorul Hompg(—, M) : Mod(R) — Mod(S°P) este exact fidel. S-modulul stang M
se numeste plat fidel daca functorul — ®g M : Mod(S) — Mod(R) este exact fidel.

Corolarul 2.4.3. Fie M un R-modul drept si S = Endg(M).
(1) Presupunem ca M este S-modul stang plat.
(i) Daca M este R-modul drept (tare) self-CS-Rickart, atunci S este S-modul drept
(tare) self-CS-Rickart.
(i) Daca M este R-modul drept proiectiv fidel si S este S-modul drept (tare) self-CS-
Rickart, atunci M este R-modul drept (tare) self-CS-Rickart.
(2) Presupunem ca M este R-modul drept proiectiv.
(i) Daca S este S-modul drept (tare) dual self-CS-Rickart, atunci M este R-modul
drept dual (tare) self-CS-Rickart.
(i) Daca M este S-modul stang plat fidel si M este R-modul drept dual (tare) self-CS-
Rickart, atunci S este S-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.
(8) Presupunem ca M este un S-modul stang injectiv.
(i) Daca M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart, atunci S este un S-modul
stang (tare) self-CS-Rickart.

(i) Daca M este R-modul drept injectiv fidel si S este S-modul sting (tare) self-CS-
Rickart, atunci M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Rickart.



Capitolul 3

Obiecte CS-Baer in categorii

abeliene

Introducem si studiem obiectele CS-Baer in categorii abeliene, care formeaza o subclasa
de obiecte CS-Rickart, si generalizeaza atat obiectele Baer cat si obiectele extending. Aratam
ca teoria despre obiecte CS-Rickart poate fi aplicata in studiul obiectelor CS-Baer. Cercetam
obiectele CS-Baer in relatie cu obiectele Baer, obiectele extending, obiecte care au anumite pro-
prietati ale intersectiei sumanzilor i obiecte CS-Rickart. Studiem de asemenea (co)produse de
obiecte CS-Baer si determinam structura completa a modulelor dual self-CS-Baer peste domenii
Dedekind. In final, tratam clase ale caror obiecte sunt self-CS-Baer, transferul proprietatii CS-
Baer prin functori si dam aplicatii la inelele de endomorfisme. Exceptand rezultatele citate,

toate celelalte rezultate sunt originale si sunt incluse in articolele proprii [18] si [30].

3.1 Obiecte relativ CS-Baer

Introducem notiunile de baza ale acestui capitol, si anume obiectele (tare) CS-Baer si dualele

lor in categorii abeliene.
Definitia 3.1.1. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A.
(1) Daca A este AB3*, atunci N se numeste:

(i) (tare) M-CS-Baer daca pentru fiecare familie (f;)ic; de morfisme f; : M — N,

() Ker(f;) este esential intr-un sumand direct (deplin invariant) al lui M.
el
(ii) (tare) self-CS-Baer daca N este (tare) N-CS-Baer.

(2) Daca A este AB3, atunci N se numeste:

(i) dual (tare) M-CS-Baer daca pentru fiecare familie (f;);er de morfisme f; : M — N,

> Im(f;) sta deasupra unui sumand direct (deplin invariant) al lui N.
iel
(ii) dual (tare) self-CS-Baer daca N este dual (tare) N-CS-Baer.

Obiectele relativ CS-Baer sunt legate de obiectele tare relativ CS-Baer precum urmeaza.

23
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Propozitia 3.1.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este
ABS8* si fiecare sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N. Atunci N este
tare M-CS-Baer dacd si numai daca N este M-CS-Baer si M este weak duo.

Urmatorul corolar generalizeaza rezultatul [63, Theorem 2] din teoria modulelor si va fi

utilizat implicit de mai multe ori pe parcursul tezei.

Corolarul 3.1.3. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este AB3*.

Atunci urmatoarele sunt echivalente:
(i) M este tare self-CS-Baer.
(ii) M este self-CS-Baer si weak duo.
(iii) M este self-CS-Baer gi End 4(M) este abelian.

In continuare vom da unele exemple si contraexemple de obiecte (dual) relativ CS-Baer si de
obiecte (dual) tare relativ CS-Baer. Alte exemple in legatura cu celelalte concepte ale lucrarii

vor fi date mai tarziu, in sectiunile corespunzatoare.

Exemplul 3.1.4. Acum consideram unele exemple in categoriile de module.

K M
, unde K este un corp
0 D

comutativ, D este un domeniu de integritate care nu este corp si contine pe K, radicalul Ja-

Ca in Exemplul |1.2.5] consideram inelul matriceal R = <

cobson Rad(D) = 0, si M este un D-modul fara torsiune. Un exemplu particular poate fi
K KX
. X
0 KI[X]
self-CS-Baer, deoarece Endr(R) = R nu este abelian. Retinem de asemenea ca R-modul drept

. Atunci R este R-modul drept self-CS-Baer. Nu este R-modul drept tare

R nu este dual (tare) self-CS-Baer, deoarece nu este dual (tare) self-CS-Rickart din Exemplul
1L.2.0]

Exemplul 3.1.5. Orice obiect uniserial al unei categorii abeliene este tare self-CS-Baer si dual
tare self-CS-Baer, dar nu este nici (tare) self-Baer si nici dual (tare) self-Baer. In particular,
coalgebra divided power C' (a se vedea Exemplul este un C-comodul tare self-CS-Baer si
dual tare self-CS-Baer.

3.2 Obiecte relativ CS-Baer si obiecte relativ Baer

Orice obiect relativ Baer al unei categorii abeliene este relativ CS-Baer, dar reciproca nu

este intotdeauna adevarata dupa cum arata exemplul urmator.

Exemplul 3.2.1. Fie n > 1 un intreg, p un numar prim, My = Zpn §i My = Zpn O Zpn+1.
Atunci M; si Ms sunt extending si weak duo (a se vedea [60, Proposition A.12] si [65, Theorem
3.10]) si prin urmare ele sunt tare self-CS-Baer din Corolarul Mai mult, M; si M nu sunt

tare self-Baer conform [25 Corollary 6.7].
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Teorema 3.2.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem ca A este
AB3*. Atunci N este (tare) M-CS-Baer si N este M-K-nesingular daca si numai daca N este
(tare) M -Baer.

Urmatorul corolar generalizeaza rezultatul [63, Theorem 1] din teoria modulelor.

Corolarul 3.2.3. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem ca A este AB3*.
Atunci M este (tare) self-CS-Baer i M-K-nesingular daca si numai daca M este (tare) self-

Baer.

Corolarul 3.2.4. Orice R-modul drept nesingular (tare) self-CS-Baer este (tare) self-Baer si
orice R-modul drept necosingular dual (tare) self-CS-Baer este dual (tare) self-Baer.

3.3 Obiecte relativ CS-Baer si obiecte extending

In aceastd sectiune suntem interesati de relationarea proprietatii (dual) relativ CS-Baer
cu proprietatea extending (lifting). Retinem ca orice obiect (dual) self-Rickart i orice obiect

extending (lifting) al unei categorii abeliene A este (dual) self-CS-Rickart conform definitiilor.

Exemplul 3.3.1. (i) Am vazut ca Z-modulul Z & Z este self-CS-Baer, dar nu este weak duo.
El nu este nici extending (a se vedea [60, p. 19]) si nici tare extending.

(ii) Z-modulul Q este dual tare self-CS-Baer, dar nu este (tare) lifting. Retinem ca pentru
orice 0 # f € Endz(Q), Im(f) = Q este indecompozabil.

Pentru obiectele M si N ale unei categorii abeliene A, notam U = Hom 4 (M, N).

Pentru orice subobiect X al lui M si orice subobiect Z al lui U, notam:

w(X)={feU|X CKer(f)}, ru(Z)= () Kex(f).

Pentru orice subobiect Y al lui N si orice subobiect Z al lui U, notam:

(V) ={feU|m(f) S Y}, ry(2)=>_ Im(f).

fez

Definitia 3.3.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Atunci N se numeste:

(i) E-M-K-nesingular daca pentru orice morfism f : M — N din A, Ker(f) esential

intr-un sumand direct al lui M implica f = 0.

(ii) £-M-K-conesingular daca pentru orice subobiecte X gi Y ale lui M astfel incat X C Y,
ly(X) =1y (Y) implica X esential in Y.

Teorema 3.3.3. Fie M i N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem ca A este
AB3*. Daca N este (tare) M-CS-Baer si £-M-K-conesingular, atunci M este (tare) extending.

Corolarul 3.3.4. Fie M un obiect ale unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este AB3*.
Daca M este (tare) self-CS-Baer si £-M-K-conesingular, atunci M este (tare) extending.
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Teorema 3.3.5. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem ca A este
AB3* gi orice sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lui N. Daca M este (tare)

extending si N este £-M-K-nesingular, atunci N este (tare) M -CS-Baer gi £-M -K-conesingular.

Corolarul 3.3.6. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este AB3*.
Daca M este (tare) extending si E-M -K-nesingular, atunci M este (tare) self-CS-Baer si E-M -

K-conesingular.

Continuam cu urmatorul rezultat in categoria modulelor, care arata, de asemenea, ca pro-

prietatea dual (tare) self-CS-Baer este simetrica stanga-dreapta pentru inele.
Propozitia 3.3.7. Fie R un inel unitar. Atunci urmatoarele sunt echivalente:
(i) R este R-modul drept dual (tare) self-CS-Baer.
(ii) R este R-modul (tare) lifting.
(iii) R este un inel (abelian) semiperfect.

Dam, de asemenea, o caracterizare legata de inelele dual (tare) self-CS-Rickart, care arata ca
proprietatea dual (tare) self-CS-Rickart este simetrica stanga-dreapta pentru inele (a se vedea

[75, Proposition 2.12] pentru o demonstratie diferita).

Propozitia 3.3.8. Fie R un inel unitar. Atunci R este R-modul drept dual (tare) self-CS-

Rickart daca si numai daca R este inel (abelian) semiregular.

3.4 Obiecte relativ CS-Baer si obiecte ESSIP

Vom vedea in sectiunea urmatoare ca obiectele CS-Baer gi CS-Rickart pot fi legate prin in-
termediul unor conditii care implica sumanzii directi. Pentru a ajunge acolo trebuie sa pregatim
cadrul necesar.

In studiul obiectelor (tare) self-CS-Rickart, este util s& considerdm urmétoarele concepte care
generalizeaza SIP (SSIP).

Definitia 3.4.1. Un obiect M al unei categorii abeliene A cu AB3* se numegte:

(1) SIP-extending (SSIP-extending) daca pentru orice doua (familie de) subobiecte ale M
care sunt esentiale in sumanzi directi ai lui M, intersectia lor este esentiala intr-un

sumand direct al lui M.

(2) strict SIP-extending (strict SSIP-extending) daca pentru orice doud (familie de) sub-
obiecte ale lui M care sunt esentiali in sumanzi directi ai lui M, intersectia lor este

esentiala intr-un sumand direct deplin invariant al lui M.

(3) ESIP (ESSIP) daca pentru orice doi (familie de) sumanzi directi ai lui M, intersectia

lor este esentiala intr-un sumand direct al lui M.

(4) strict ESIP (strict ESSIP) daca pentru orice doi (familie de) sumanzi directi ai lui M,

intersectia lor este esentiala intr-un sumand direct deplin invariant al lui M.
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Lema 3.4.2. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este AB3* si
soclul Soc(M) al lui M este esential in M. Atunci M este (strict) SSIP-extending dacd si numai
daca M este (strict) ESSIP.

Teorema 3.4.3. Fie M i N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem ca A este
AB3* gi orice sumand direct al lui M este izomorf cu un subobiect al lut N. Daca N este (tare)

M -CS-Baer, atunci M este (strict) ESSIP.

Corolarul 3.4.4. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Presupunem cda A este AB3*.
Atunci orice obiect (tare) self-CS-Baer este (strict) ESSIP.

In general reciproca corolarului de mai sus nu este adevarata. Cu toate acestea, avem

urmatoarea proprietate.

Lema 3.4.5. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Dacd A este AB3* st M & N
este (strict) ESSIP, atunci N este (tare) M-CS-Baer.

Corolarul 3.4.6. Fie M un obiect al unei categorii abeliene A. Dacd A este AB3* si M & M
este (strict) ESSIP, atunci M este (tare) self-CS-Baer.

3.5 Obiecte relativ CS-Baer si obiecte relativ CS-Rickart

Orice obiect relativ CS-Baer este, in mod evident, relativ CS-Rickart. Reciproca nu este in

general adevarata, dupa cum putem vedea in exemplul urmator.

Exemplul 3.5.1. Considerim Z-modulul M = Z®. Din [56, Remark 2.28], M nu este self-
Baer, dar el este self-Rickart i prin urmare M este self-CS-Rickart. Deoarece Z este nesingular,
la fel este si M [44, Proposition 1.22]. Acum Corolarul ne permite sa deducem ca M nu
este self-CS-Baer.

Urmatoarea propozitie arata ca putem utiliza teoria obiectelor relativ CS-Rickart pentru a
dezvolta teoria obiectelor relativ CS-Baer in categorii abeliene. FExemplificam aplicatiile ei de

mai multe ori pe parcursul tezei.

Propozitia 3.5.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este
ABS3*.  Atunci N este (tare) M-CS-Baer dacd si numai dacd N' este (tare) M-CS-Rickart

pentru orice mulfime 1.

In continuare aritim cum notiunile de obiect (strict) SSIP-extending si cele de obiect (strict)
ESSIP sunt legate de cea de obiect (tare) CS-Baer.

Teorema 3.5.3. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem ca A este
AB3*. Daca N este (tare) M-CS-Rickart si M este (strict) SSIP-extending, atunci N este
(tare) M-CS-Baer. Reciproca este adevarata daca orice sumand direct al lui M este izomorf cu

un subobiect al lui N gi Soc(M) este un subobiect esential al lui M.

Urmatorul corolar generalizeaza rezultatul [63, Theorem 3] din teoria modulelor.
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Corolarul 3.5.4. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A. Presupunem cd A este
AB3*. Daca M este (tare) self-CS-Rickart si (strict) SSIP-extending, atunci M este (tare)

self-CS-Baer. Reciproca este adevarata dacd Soc(M) este un subobiect esential al lui M.

Prezentam cateva exemplificari ale Corolarului in categoria modulelor si in cea a co-

modulelor.
Corolarul 3.5.5. Fie R un inel unitar si M un R-modul drept.

(1) Presupunem ca M este finit cogenerat sau R este un inel semiartinian drept. Atunci
M este (tare) self-CS-Baer daca si numai daca M este (tare) self-CS-Rickart si (strict)
SSIP-extending.

(2) Presupunem ca M este finit generat sau R este inel max drept. Atunci M este dual
(tare) self-CS-Baer dacd si numai daca M este dual (tare) self-CS-Rickart si (strict)
SSSP-lifting.

Corolarul 3.5.6. Fie C o coalgebra peste un corp comutativ si fie M un C-comodul stang.

Atunci:

(1) M este (tare) self-CS-Baer dacd si numai daca M este (tare) self-CS-Rickart si (strict)
SSIP-extending.

(2) Daca C este semiperfecta la dreapta, atunci M este dual (tare) self-CS-Baer daca si
numai daca M este dual (tare) self-CS-Rickart si (strict) SSSP-lifting.

3.6 Coproduse ale obiectelor relativ CS-Baer

Acum analizdm comportarea obiectelor (tare) relativ CS-Baer cu privire la sumanzi directii

si (co)produse.

Corolarul 3.6.1. Fie r : M — M’ un epimorfism si s : N' — N un monomorfism intr-o
categorie abeliana A. Presupunem ca A este AB3* gi r este retracta. Daca N este (tare)
M -CS-Baer, atunci N' este (tare) M'-CS-Baer.

Urmatorul corolar generalizeaza rezultatul [63, Theorem 4] din teoria modulelor.

Corolarul 3.6.2. Fie M si N obiecte ale unei categorii abeliene A, M’ un sumand direct al
lui M si N' un sumand direct al lui N. Presupunem ca A este AB3*. Daca N este (tare)
M -CS-Baer, atunci N' este (tare) M'-CS-Baer.

7 7 7 7
Exemplul 3.6.3. Consideram inelul R = (0 Z) si R-modulele drepte M; = (O 0> i

0 0
My, = . Deoarece M; gi My sunt R-module drepte self-Baer, M; si My sunt self-CS-

0 Z
Baer. Dar am vazut in Exemplul cd R = M; & M; nu este R-modul drept self-CS-Rickart,

prin urmare R nu este R-modul drept self-CS-Baer.
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Teorema 3.6.4. Fic A o categorie abeliand. Presupunem cd A este AB3*. Fie M,Ny,..., N,
n
obiecte ale lui A. Atunci @ N; este (tare) M-CS-Baer dacd gi numai daca N este (tare)

i=1
M -CS-Baer pentru orice i € {1,...,n}.
Teorema 3.6.5. Fiec A o categorie abeliand. Presupunem cd A este AB3*. Fie M un obiect
(strict) SSIP-extending al lui A si (N;)ier o familie de obiecte ale lui A. Atunci [[ N; este
el
(tare) M -CS-Baer daca si numai daca N; este (tare) M-CS-Baer pentru fiecare i € 1.
In continuare studiem comportarea proprietatii (tare) self-CS-Baer cu privire la descom-

punerile in sume directe.

Teorema 3.6.6. Fie A o calegorie abelianda si M = @,.; M; o descompunere in suma directd

in A pentru o multime finita I.

(i) Daca Homa(M;, M;) = 0 pentru fiecare 1,5 € I cu i # j, atunci M este self-CS-Baer

daca si numai dacd M; este self-CS-Baer pentru fiecare i € 1.

(ii) M este tare self-CS-Baer daca si numai daca M; este tare self-CS-Baer pentru fiecare
i € I si Homy(M;, M;) =0 pentru fiecare i,j € I cu i # j.

In cazul categoriilor de module, putem adauga conditii care ne permit sa ne ocupam de

descompuneri in sume directe (posibil) infinite dupa cum urmeaza.

Teorema 3.6.7. Fie R un inel unitar si M = @,.; M; o descompunere in suma directd a
R-modulului drept M in submodulele M; astfel incat pentru fiecare submodul L al lui M, L =
@, (LN M;). Atunci M este (tare) self-CS-Baer daca si numai daca M; este (tare) self-CS-

Baer pentru fiecare i € 1.

3.7 Module dual self-CS-Baer peste domenii Dedekind

Scopul acestei sectiuni este sa determinam structura modulelor dual (tare) self-CS-Baer peste
domenii Dedekind. Urmatoarea teorema arata ca putem reduce problema la cazul modulelor
peste inele de valuare discreta.

Fie M un modul peste un domeniu Dedekind R. Notam cu T'(M) submodulul cu torsiune
al lui M, ie, T(M) = {x € M | Anng(z) # 0}, iar cu P notam multimea idealelor prime
nenule ale lui R. Pentru orice p € P, componenta p-primara a lui M va fi notata T,(M), adica,
Ty(M) ={x € M | p"x = 0 pentru un intreg n > 0}.

Teorema 3.7.1. Fie R un domeniu Dedekind care nu este inel local cu corpul de fractii K si

M un R-modul. Atunci urmatoarele sunt echivalente:
(i) M este un modul dual self-CS-Baer;

(ii) M =T (M) @ L astfel inciat T(M) este modul dual self-CS-Baer si L = KY) pentru o

multime I ;
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(iii) M = <@peP Tp(M)) @ L astfel incat fiecare T,(M) (p € P) este Ry-modul dual self-
CS-Baer si L= KD pentru o multime 1.

Acum scopul nostru este de a descrie structura modulelor duale self-CS-Baer peste inele de
valuare discretd. In restul acestei sectiuni presupunem ca R este un inel de valuare discreta cu
idealul maximal m, corpul de fractii K si Q = K/R.

Pentru numerele naturale ny, no, ..., ng, notdm cu B(ny,ne,...,ns) suma directa de copii
arbitrare ale lui R/m™, R/m™, ..., R/m"s.

Teorema 3.7.2. Fie R un inel de valuare discretd cu idealul mazximal m, corpul de fractii K
st Q = K/R. Fie I gi Is doud multimi $i a, b, ¢ $i n intregi nenuli. Atunci un R-modul M
este dual self-CS-Baer daca si numai daca M este izomorf cu unul dintre urmatoarele module:
(i) K*“® Q" ® R® cu a < 1 dacd R este incomplet, sau; (i) K @ QU2 @ B(n), sau; (iii)
K" @ B(n,n+1).

Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fractii K i p un ideal prim al lui R. Prin
By(ni,...,ns) notam suma directa de copii arbitrare ale lui R/p™, R/p"™*, ..., R/p"™ pentru
intregii nenuli ny, ng, ..., ns. Vom nota cu R(p>) componenta p-primarda a R-modulului cu
torsiune K/R. Combinand Teoremele si obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 3.7.3. Fie R un domeniu Dedekind care nu este inel local cu corpul de fractii K si

R-modulul M. Atunci urmatoarele sunt echivalente:
(i) M este modul dual self-CS-Baer;

(i)) M = (B,ep Tp(M)) ® L astfel incdt L = KW pentru o multime A si pentru fiecare
ideal prim nenul p al i R, Ty(M) = R(p>)™ @ By(n) sau Ty(M) = By(n,n + 1),

unde A este o multime si n este un intreg pozitiv.

In continuare, expunem cateva exemple de module dual self-CS-Rickart care nu sunt dual
self-CS-Baer.

Exemplul 3.7.4. Fie R un inel de valuare discreta cu corpul de fractii K. Comparand [75]
Theorem 3.14] cu Teorema obtinem mai multe exemple de R-module dual self-CS-Rickart
care nu sunt dual self-CS-Baer. Spre exemplu, pentru orice intreg pozitiv n, R-modulele K™
R, (K/RW @ R* si KM @ (K/R)™ @ R" sunt dual self-CS-Rickart, dar nu sunt dual self-
CS-Baer.

Combinand Teoremele si Teoremele si obtinem urmétorul corolar.
Corolarul 3.7.5. Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fractii K si fie M un R-modul.

(i) Daca R este un inel de valuare discreta, atunci M este dual tare self-CS-Baer daca si
numai daca M = R sau M = K sau M = K/R sau M = R/m" sau M = K & R/m"

pentru un intreg pozitiv n.

(ii) Daca R nu este local, atunci M este dual tare self-CS-Baer daca gi numai daca una

dintre urmatoarele conditii este indeplinita:
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(a) M = <®p€P T,,(M)) ®L cuL=K sipentru fiecare ideal prim nenul p al lui R,
existda un intreg pozitiv n, depinzand de p astfel incdt T,(M) = R/p™.

(b) M = Dyecp Ty (M) astfel incat pentru fiecare ideal prim nenul p al lui R, T, (M) =
R(p>°) sau T,(M) = R/p" pentru un intreg pozitiv n, care depinde de p.

Exemplul 3.7.6. Fie R un domeniu Dedekind cu corpul de fractii K. Comparand Teorema
si Corolarul vedem cd KM este dual self-CS-Baer, dar nu este dual tare self-CS-Baer.

3.8 Clase ale caror obiecte sunt self-CS-Baer

In aceastd sectiune obtinem rezultate despre clase ale ciror obiecte sunt (tare) self-CS-Baer.

Teorema 3.8.1. Fie A o categorie abeliand. Presupunem cd A are AB3* si suficiente obiecte
injective. Fie C o clasa de obiecte ale lui A care este inchisa la sume directe binare gi confine

toate obiectele injective ale lui A. Atunci urmdtoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect al lui C este (tare) self-CS-Baer.
(i) Orice obiect al lui C este (strict) ESSIP.
(i1i) Orice obiect al lui C este (tare) self-CS-Rickart.
(iv) Orice obiect al lui C este (strict) SIP-extending.
(v) Orice obiect al lui C este (tare) extending.

Corolarul 3.8.2. Fie A o categorie abeliand. Dacd A are AB3* , atunci urmdtoarele sunt

echivalente:
(i) Orice obiect al lui A are o anvelopd injectiva.
(ii) A are suficiente obiecte injective si orice obiect injectiv al lui A este self-CS-Baer.
(iii) A are suficiente obiecte injective gi orice obiect injectiv al lui A este ESSIP.
(iv) A are suficiente obiecte injective gi orice obiect injectiv al lui A este self-CS-Rickart.
(v) A are suficiente obiecte injective gi orice obiect injectiv al lui A este SIP-extending.
(vi) A are suficiente obiecte injective si orice obiect injectiv al lui A este extending.
Exemplificam aceste rezultate in categoria modulelor dupa cum urmeaza.

Corolarul 3.8.3. Urmatoarele sunt adevarate pentru un inel unitar R cu radicalul Jacobson
J(R):

(i) Orice R-modul drept este self-CS-Baer.
(i) Orice R-modul drept este ESSIP.

(#ii) Orice R-modul drept este self-CS-Rickart.
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(iv) Orice R-modul drept este SIP-extending.
(v) Orice R-modul drept este extending.
(vi) Orice R-modul drept este dual self-CS-Baer.
(vii) Orice R-modul drept este LSSSP.
(viii) Orice R-modul drept este dual self-CS-Rickart.
(iz) Orice R-modul drept este SSP-lifting.
(x) Orice R-modul drept este lifting.
(zi) R este un inel serial artinian stang si drept cu (J(R))? = 0.
Corolarul 3.8.4. Urmadatoarele sunt adevarate pentru un inel unitar R:
(i) R este perfect drept.
(i) Orice R-modul drept proiectiv este dual self-CS-Baer.
(iii) Orice R-modul drept proiectiv este LSSSP.
(iv) Orice R-modul drept proiectiv este dual self-CS-Rickart.
(v) Orice R-modul drept proiectiv este SSP-lifting.
(vi) Orice R-modul drept proiectiv este lifting.
Teorema 3.8.5. Fie A o categorie Grothendieck.

(1) Presupunem cd A are suficiente obiecte proiective gi clasa obiectelor proiective este
tnchisa la produse. Atunci urmdtoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect proiectiv al lui A este slab ereditar.
(ii) Orice obiect proiectiv al lui A este self-CS-Baer.
(11i) Orice obiect proiectiv al lui A este ESSIP.
(iv) Orice obiect proiectiv al lui A este self-CS-Rickart.
(v) Orice obiect proiectiv al lui A este SIP-extending.
(2) Presupunem ca A are suficiente obiecte injective si clasa obiectelor injective este inchisa
la coproduse. Atunci urmdatoarele sunt echivalente:
(i) Orice obiect injectiv al lui A este slab coereditar.
(ii) Orice obiect injectiv al lui A este dual self-CS-Baer.
(11i) Orice obiect injectiv al lui A este LSSSP.
(iv) Orice obiect injectiv al lui A este dual self-CS-Rickart.
(v) Orice obiect injectiv al lui A este SSP-lifting.
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Corolarul 3.8.6. Fie R un inel unitar.

(1) Presupunem ca R este perfect drept si coerent stang. Atunci urmatoarele sunt echiva-

lente:

(i) Orice R-modul drept proiectiv este slab ereditar.
(i) Orice R-modul drept proiectiv este self-CS-Baer.
(11i) Orice R-modul drept proiectiv este ESSIP.

(iv) Orice R-modul drept proiectiv este self-CS-Rickart.

(v) Orice R-modul drept proiectiv este SIP-extending.

(2) Presupunem ca R este noetherian drept. Atunci urmatoarele sunt echivalente:

(i) Orice R-modul drept injectiv este slab coereditar.

(i) Orice R-modul drept injectiv este dual self-CS-Baer.
(11i) Orice R-modul drept injectiv este LSSSP.
(iv) Orice R-modul drept injectiv este dual self-CS-Rickart.
(v) Orice R-modul drept injectiv este SSP-lifting.

3.9 Transferul proprietatii CS-Baer prin functori

In aceasti sectiune studiem cand proprietatile relativ CS-Baer se transfera prin functori
Intre categorii abeliene. Se poate vedea ca nu este intotdeauna cazul, trecand in revista aceleasi
exemple din Capitolul 2 din punctul de vedere al proprietatilor relativ CS-Baer.

Ca 1In cazul proprietatii CS-Rickart, consideram acum functori deplin fideli si perechi adjuncte

de functori intre categorii abeliene.

Teorema 3.9.1. Fie F : A — B un functor covariant deplin fidel intre categorii abeliene. Fie
M si N obiecte ale lui A.

(i) Presupunem cd A si B au AB3* gi Im(F) este inchisa la subobiecte sau obiecte factor.
Daca F este exact la stanga, pastreaza produsele i N este (tare) M-CS-Baer, atunci
F(N) este (tare) F(M)-CS-Baer.

(ii) Presupunem ca A si B au AB3* i Im(F') este inchisa la sumanzi directi. Daca F' este
exact la stanga, pastreaza produsele si F(N) este (tare) F(M)-CS-Baer, atunci N este
(tare) M -CS-Baer.

Corolarul 3.9.2. Fie F': A — B o echivalentd de categorii abeliene, si fie M, N obiecte ale
lui A. Presupunem ca A si B au AB3*. Atunci N este (tare) M-CS-Baer dacd si numai dacd
F(N) este (tare) F(M)-CS-Baer.

Pentru o pereche adjuncta de functori avem si urmétorea teorema. Am vazut in Propozitia
ca daca A este AB3*, atunci N este (tare) M-CS-Baer daca si numai dacs N este (tare)
M-CS-Rickart pentru orice multime I. Aceasta caracterizare ne permite sa deducem proprietati

ale obiectelor CS-Baer din proprietatile corespunzatoare ale obiectelor CS-Rickart.
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Teorema 3.9.3. Fie A gi B categorii abeliene gi (L, R) o pereche adjuncta de functori covarianti
L:A—BsiR:B— A. Presupunem ca A si B au AB3*, L este exact si M, N sunt obiecte
ale lui B astfel incat M, N' € Stat(R) pentru fiecare I.

(i) Daca N este (tare) M-CS-Baer in B, atunci R(N) este (tare) R(M)-CS-Baer in A.

(ii) Daca R reflecta obiectele zero, in particular daca R este fidel, si R(N) este (tare)
R(M)-CS-Baer in A, atunci N este (tare) M-CS-Baer in B.

Ca o consecinta imediata a Teoremei [3.9.3] avem urmatorul rezultat.

Teorema 3.9.4. Fie A gi B categorii abeliene si (L, R) o pereche adjuncta de functori covarianti
L:A—BsiR:B— A. Presupunem ca A si B au AB3*, L este exact si R este deplin fidel.
Fie M gi N obiecte ale lui B. Atunci N este (tare) M-CS-Baer in B daca si numai dacd R(N)
este (tare) R(M)-CS-Baer in A.

Corolarul 3.9.5. Fie A o categorie abeliand, C o subcategorie pling a lui A sii : C — A
functorul incluziune. Presupunem ca A are AB3* gi C este o subcategorie Giraud a lui A. Fie
M si N obiecte ale lui C. Atunci N este (tare) M-CS-Baer in C dacd si numai daca i(N) este
(tare) i(M)-CS-Baer in A.

Corolarul 3.9.6. Fie A o categorie abeliand local micd, C o subcategorie Serre a lui A si
T:A— A/C functorul cit. Fie M gi N obiecte ale lui A/C. Presupunem ca A are AB3* i C
este subcategorie localizantd a lui A cu functorul sectiune S : A/C — A. Atunci N este (tare)
M-CS-Baer in A/C daca si numai daca S(N) este (tare) S(M)-CS-Baer in A.

Corolarul 3.9.7. Fie (L, F,R) un triplet adjunct de functori covarianti F : A — B ¢i L, R :
B — A intre categorii abeliene. Presupunem cd A si B au AB3*.

(i) Fie M si N obiecte ale lui A i presupunem ca F este deplin fidel. Daca L este ezact,
atunci N este (tare) M-CS-Baer in A daca gi numai daca F(N) este (tare) F(M)-
CS-Baer in B.

(ii) Fie M gi N obiecte ale lui B gi presupunem ca L sau R este deplin fidel. Atunci N
este (tare) M-CS-Baer in B daca $i numai daca R(N) este (tare) R(M)-CS-Baer in
A.

Corolarul 3.9.8. Fie F : A — B un functor Frobenius deplin fidel intre categorii abeliene gi M
st N obiecte ale lui A. Presupunem ca A si B au AB3*. Atunci N este (tare) M-CS-Baer in
A daca i numai daca F(N) este (tare) F(M)-CS-Baer in B.

Corolarul 3.9.9. Fie (A, B,C) un recollement de categorii abeliene dat de urmdatoarea diagrama

de functori:
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(i) Fie M gi N obiecte ale lui A. Presupunem ca A si B au AB3*. Daca q este ezact,
atunci N este (tare) M-CS-Baer in A daca si numai dacd i(N) este (tare) i(M)-CS-

Baer in B.

(ii) Fie M si N obiecte ale lui C. Presupunem cd B si C au AB3*. Atunci N este (tare)
M-CS-Baer in C dacd si numai daca r(N) este (tare) r(M)-CS-Baer in B.

3.10 Inele de endomorfisme ale obiectelor self-CS-Baer

In aceast’ sectiune dam unele aplicatii la inelul endomorfismelor de obiecte, in special in
categorii de module. Vom incepe cu o generalizare utila a Corolarului la module (tare)
relativ CS-Rickart.

Teorema 3.10.1. Fie M un R-modul drept cu S = Endg(M) si fie A, B R-module drepte.

(1) Daca A este im-local-retractabil, A € Stat(Hompg(M, —)) si Homg(M, B) este S-modul
drept (tare) Homp (M, A)-CS-Rickart, atunci B este R-modul drept (tare) A-CS-Rickart.

(2) Daca B este im-local-coretractabil, B € Refl(Hompg(—,M)) si Hompg(A, M) este S-
modul stang dual (tare) Hompg(B, M)-CS-Rickart, atunci B este R-modul drept dual
(tare) A-CS-Rickart.

Corolarul 3.10.2. Fie M un R-modul drept cu S = Endr(M) si fie A, B R-module drepte.

(1) Daca A este im-local-retractabil, A € Stat(Hompg(M,—)) si Hompg(M, B) este un S-
modul drept (tare) Homp (M, A)-CS-Baer, atunci B este R-modul drept (tare) A-CS-

Baer.

(2) Daca B este im-local-coretractabil, B € Refl(Hompg(—, M)) si Homp(A, M) este un S-
modul stang dual (tare) Hompg(B, M )-CS-Baer, atunci B este un R-modul drept dual
(tare) A-CS-Baer.

Avem imediat urmétorul corolar pentru inele de endomorfisme.
Corolarul 3.10.3. Fie M un R-modul drept si S = Endr(M).

(1) Daca M este im-local-retractabil si S este S-modul drept (tare) self-CS-Baer, atunci M
este R-modul drept (tare) self-CS-Baer.

(2) Dca M este im-local-coretractabil si S este S-modul sting dual (tare) self-CS-Baer,
atunci M este R-modul drept dual (tare) self-CS-Baer.

In continuare prezentam unele conditii in care reciprocele rezultatelor de mai sus sunt

adevarate.
Corolarul 3.10.4. Fie M un R-modul drept si S = Endr(M).

(1) Presupunem ca M este un S-modul stang proiectiv finit generat.
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(i) Daca M este R-modul drept (tare) self-CS-Baer, atunci S este S-modul drept (tare)
self-CS-Baer.

(ii) Daca M este R-modul drept proiectiv fidel si S este S-modul drept (tare) self-CS-
Baer, atunci M este R-modul drept (tare) self-CS-Baer.

(2) Presupunem ca M este un R-modul drept proiectiv finit generat.

(i) Daca S este S-modul drept (tare) dual self-CS-Baer, atunci M este R-modul drept
dual (tare) self-CS-Baer.

(ii) Dcaa M este S-modul stang plat fidel si M este un R-modul drept dual (tare)
self-CS-Baer, atunci S este S-modul drept dual (tare) self-CS-Baer.
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