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Introducere

Scopul principal al teoriei reprezentdrii algebrelor asociative finit dimensionale este de a intelege
structura categoriilor de module finit dimensionale, pentru a clasifica toate modulele indecompozabile
ale unei algebre date si toate morfismele dintre ele, pani la izomorfism. In aceasti tezi luim in consi-
derare algebrele de drumuri peste tolbe si scopul nostru este sd studiem si s descriem cat mai explicit
posibil categoria modulelor indecompozabile peste algebra de drumuri. Aceasta categorie este echiva-
lentd cu categoria reprezentdrilor tolbei, care In multe situatii este mai usor de studiat, de aceea ne vom
concentra in principal pe descrierea acestora.

Fiind dat o reprezentare de tolba, alegem baze pentru spatiile vectoriale asociate varfurilor si con-
sideram functiile liniare restrictionate la aceste elemente de bazd. Definim tolba de coeficienti acestei
reprezentari, In care varfurile sunt elementele de baza si avem o sdgeatd intre doua varfuri daci coeficien-
tul matricei corespunzdtor acestor doud elemente de bazd nu este nenul. Crawley-Boevey a considerat
tolbe de coeficienti ca sd se ocupe de probleme matriceale si de reprezentdri de tolbe (vezi [5]).

In [27] Ringel a demonstrat ci fiecare modul exceptional indecompozabil, adici unul firi autoex-
tensii, are baze adecvate, astfel Incét tolba de coeficienti a reprezentdrii sale este un arbore. Aceasta
inseamnd cd aceste reprezentdri, numite reprezentdri de tip arbore, pot fi date folosind matrice 0 — 1,
astfel incat numarul de coeficienti nenuli sa fie d — 1, unde d este lungimea modulului. Unul dintre pasii
din demonstratie implica o alegere de baza, care pare sa depinda de corpul considerat si Ringel a intrebat
dacd existd reprezentdri de tip arbore care sunt independente de aceastd alegere, deci fiind independente
de corp. In aceasti tezi rispundem pozitiv la aceastd intrebare, in cazul tolbelor blande de tip Es si Dy.

Ringel a dat mai tarziu o demonstratie mai simpld a rezultatului sdu, folosind teoria acoperirii n
[29]. El a mai presupus in [28] cd, daca d este o rdddcind pozitivd a sistemului de raddcind Kac-Moody,
atunci exista un modul de tip arbore indecompozabil cu vectorul de dimensiune d, iar in cazul ereditar
sdlbatic, dacd d este imaginar, atunci ar trebui sd existe mai mult de o clasd de izomorfism de module
de tip arbore cu acelasi vector de dimensiune. Aceasta presupunere a fost demonstratd in cazul tolbei
n-Kronecker, unde n > 3 de cdtre Weist n [40], unde el a dat si o constructie explicitd a tolbelor de
coeficienti ale modulelelor de tip arbore indecompozabile. Aceasta este o generalizare a rezultatelor
prezentate in disertatia lui Fahr, vezi [10], unde sunt considerate reprezentari 3-Kronecker cu vectori de
dimensiune (d, e), unde d < e < 2d. Mai tarziu, Weist a demonstrat existenta a mai multor clase de
izomorfism de module de tip arbore indecompozabile pentru fiecare rddacind Schur imaginara in [41],
unde a prezentat si metode explicite pentru construirea modulelor de tip arbore.

In [11] Gabriel a prezentat o listi completd de reprezentiri indecompozabile pentru tolbe Dynkin
folosind matrice 0 — 1. Toate reprezentarile date, in afard de 4, au fost reprezentdri de tip arbore. Aceastd
listi a fost completati de Crawley-Boevey in [5]. In ceea ce priveste cazul euclidian, Mréz a dat o listd
completd a reprezentdrilor de tip arbore indecompozabile pentru tolba 54 in [22]. Rezultatele sale au
fost ulterior generalizate de autor si Sz4ntd, oferind o listd completd de reprezentdri de tip arbore pentru

modulele preproiective si preinjective indecompozabile pentru tolba Dy, peste un corp inchis k, vezi
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[19]. Mentiondm ca indecompozabilitatea a fost demonstrata doar pentru una dintre reprezentdri, toate
celelalte au fost verificate de calculator pentru valori fixe de n, astfel verificarea nu a fost completa.

In [14], Kussin si Meltzer au descris o metodi pentru a determina in mod explicit reprezentirile pre-
proiective si preinjective indecompozabile ale Dy, si Es peste un corp arbitrar, dar aceste reprezentari nu
sunt reprezentdri de tip arbore in general. Mai tarziu, In [13] Kedzierski si Meltzer au generalizat aceste
rezultate si au dat o metoda de a calcula reprezentirile preproiective si preinjective indecompozabile ale
lui Eg peste orice corp si toate reprezentdrile indecompozabile pentru corpuri algebric Inchise. Cu toate
acestea, metodele prezentate nu produc reprezentiri de tip arbore in general.

Folosind o demonstratie generatd de calculator, autorul tezei Tmpreund cu Lénart si Szoll6si au
reusit sd descrie Tn mod explicit, Intr-o manierd independentd de corp, toate reprezentdrile de tip ar-
bore exceptionale in cazul tolbei orientate canonic E(, in [17], raspunzand astfel la intrebarea pusd de
Ringel In mod pozitiv. De asemenea, am presupus cd fiecare reprezentare de tip arbore a unei tolbe
euclidiene este independentd de corp. Ulterior am oferit o listd completd si generald corespunzatoare
modulelor exceptionale peste algebra de drumuri a tolbei euclidiene cu orientare canonicd Ds si 0 me-
todd de a obtine reprezentiri de tip arbore pentru module exceptionale in cazul general pentru tolba Dy,
orientatd canonic din acea listd, vezi [16].

Aceasti tezd este impdrtitd in 4 capitole, avand urmaitoarea structura.

Capitolul I contine notiunile si definitiile de bazd, impreuna cu cateva rezultate binecunoscute refe-
ritoare la teoria reprezentdrii algebrele asociative finit dimensionale, pe care le vom folosi 1n restul tezei.
Principalele noastre referinte pentru acest capitol au fost cartile [35] si [36].

In Capitolul II, pe baza articolului [17] si a anexei acestuia [15] prezentim o listd completi si gene-
rald de reprezentiri de tip arbore corespunzitoare modulelor exceptionale peste peste algebra de drumuri
a tolbei euclidiene orientate canonic A(Eg). In Definitia I1.2.1 introducem notiunea de independentd de
corp pentru module si pentru siruri exacte scurte. Lemele I1.2.2 si 11.2.4 si Propozitia I11.2.3 constituie
elementele teoretice ale tehnicilor utilizate pentru a demonstra corectitudinea reprezentarilor de tip ar-
bore prezentate 1n sectiunea I1.3. Prezentdm apoi schita metodelor utilizate In obtinerea reprezentdrilor
de tip arbore independente de corp ale modulelor exceptionale pentru tolba A(Eg). Principalul rezultat al
acestui capitol este Sectiunea I1.3, unde listam reprezentdri arbore independente de corp pentru fiecare
modul exceptional indecompozabil peste algebra de drumuri a tolbei A(Eg).

In capitolul III, pe baza articolului [16] si a anexei acestuia [15], pe langi o listid completi de repre-
zentdri de tip arbore pentru modulele exceptionale peste algebra de drumuri a tolbei orientate canonic
A(Dg), descriem, de asemenea, 0 metodi in Sectiunea III.2 pentru construirea reprezentrilor de tip
arbore pentru A(ﬁm), unde m > 4 folosind reprezentiri de tip arbore ale lui A(ﬁ6).

In sfarsit, in Capitolul IV, pe baza articolului [18] verificim computational o conjecturd privind
independenta de corp a reprezentdrilor de tip arbore ale tolbelor euclidiene de tip Dy, Ds si Eg, cu
vectorul de dimensiune marginit de vectorul radical minim al tolbei. Aceasta include o clasd mare de
reprezentdri exceptionale, n special toate exceptionalele neomogene regulare.

Unele dintre rezultatele acestei teze au fost prezentate la diferite conferinte nationale si

internationale.



Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol prezentdm notiunile de bazi, aldturi de citeva rezultate binecunoscute referitoare la

teoria reprezentarii algebrelor asociative.

I.1 Tolbe si module

I.2 Teoria Auslander—Reiten

1.3 Tolbe de tip reprezentare finita si infinita
1.4 Extensii ale reprezentarilor de tolbe

I.5 Reprezentari de tip arbore si siruri Schofield
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Reprezentari de tip arbore ale tolbei E6

In acest capitol vom prezenta o listi completi si generali a reprezentirilor de tip arbore corespun-
zatoare modulelor exceptionale peste algebra de drumuri a tolbei euclidiene cu orientare canonica Es.
Demonstratia (care implicd inductie si calcul simbolic cu matrice bloc) a fost partial generatd de un
software de calculator dezvoltat intentionat si este disponibil pe arXiv ca anexd. Toate reprezentirile
enumerate raman valabile peste orice corp de bazd, raspunzand la o intrebare pusa de Ringel in [27].

Rezultatele prezentate aici au fost publicate 1n articolul [17] si In anexa acestuia [15].

II.1 Notiuni de baza si definitii

Considerdm tolba euclidiand orientatd canonic de tip E6, notat de acum 7nainte cu A(Eé), avand

urmatoarea forma:

A(Bs) :

WE— nE—

1 > 2 > 3 < 4 < 5

Prin urmare, avem A(E6)() = {lL,...,7} pentru multimea de varfuri si A(Eé)l =
{(1,2),(2,3),(4,3),(5,4),(6,3),(7,6)} pentru multimea de sageti.

Formele Euler si Tits in acest caz sunt

7
x,y) = Z XiVi = X1Y2 — X2Y3 — X4Y3 — X5Y4 — X6Y3 — X7V6

i=1

7
2
9aEn M) = Z X; — XX — X2X3 — X4X3 — X5X4 — X6X3 — X7X6
i=1
Mentiondm ca forma Tits este independentd de orientarea tolbei si este semidefinitd pozitiva cu

radicalul Z6, unde 6 = (1,2,3,2,1,2,1).

I1.2 Demonstrarea proprietatii de tip arbore independenta de corp

In aceasti parte descriem metoda folositi pentru a demonstra proprietatea modulului de tip arbore

pentru fiecare reprezentare datd in listele din Sectiunea I1.3 atat din perspectiva teoretica cat si practica.
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Metoda prezentatd aici este generald (in sensul cd ar putea fi aplicatd oricédrui tolbd blanda), asa cd, asa

cum am mentionat mai inainte, prin Q notdm o tolba blanda arbitrard si k un corp arbitrar.

Vom folosi calificativul ,,independent de corp” in legdturd cu reprezentiri si siruri exacte scurte in

urmatoarea maniera precisa:

Definitia I1.2.1. Fie M € mod kQ un modul (exceptional) indecompozabil. Spunem ci:

(1) Modulul M este (exceptional) indecompozabil independent de corp dacd 1n reprezentarea cores-

punzdtoare M = (M;, M,) toate elementele din matrice M, sunt fie 0, fie 1 si pentru orice corp £’
daca luam 1n considerare un modul M’ € mod k’Q astfel incat dimM = dimM’ si fiecare matrice
M/, din reprezentarea corespunzitoare M’ = (M, M) este formal aceeasi cu M, (pentru toate

sigetile @), atunci M’ este de asemenea (exceptional) indecompozabil in mod &’ Q.

(2) Modulul M are proprietatea de tip arbore independentd de corp dacd este un modul de tip arbore

1n mod kQ si este, de asemenea, un modul indecompozabil (exceptional) independent de corp
(adicd daca luam in considerare reprezentarea corespunzdtoare cu aceleasi matrice Tn mod formal

peste orice alt corp k’, obtinem un modul arbore indecompozabil exceptional in mod &’ Q).

(3) Un sir exact scurt de forma

00—y —tyz_8

> X

D\
=)

este independent de corp (cu X,Y,Z € mod kQ) dacd toate elementele in matricele reprezen-
tarilor X, Y si Z sunt fie 0 sau 1, toate elementele din matricele f; si g; a injectiei f =
(fi)ieg, respectiv proiectiei g = (gi)icg, sunt fie 0, fie 1 sau —1 si peste orice corp k’ sirul
0 vy Lz &
Y >272,¢:72 — X corespundcu X,Y,Z, f: Y > Z,g: Z — X cu vectorii de dimensiune

».¢ > 0 este de asemenea exact, unde X', Y’,Z’ € mod k' Q,

respectivi neschimbati si cu toate matricele (atat din reprezentéri, cat si din morfisme) fiind formal

aceleasi cand se considera peste k£’ in loc de k.

Urmatoarele propozitii si leme constituie elementele teoretice ale tehnicii utilizate pentru a demon-

stra formulele din Sectiunea I1.3 intr-un mod independent de corp:

Lema I1.2.2. Pentru un modul M € mod kQ avem cd M este exceptional indecompozabil dacd si numai
dacd dimg End(M) = 1 si dimM # 0.

Propozitia 11.2.3. Fie X, Y, X', Y’ € mod kQ module indecompozabile. Dacd M € mod kQ astfel incat

(a) existd un Z € mod kQ exceptional astfel incdt (X,Y) si (X', Y") sunt perechi Schofield asociate cu

Z)

(b) existd doud siruri scurte exacte
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Si

) XX sauY #Y,
(d) dimg Ext'(X,Y) = dimg Ext' (X", Y") = 1
atunci M este exceptional indecompozabil.

Lemall.24. Fie X,Y,Z € mod kQ si f = (f)ico, & = (8i)ieo, familii de functii k-liniare f; : Y; —— Z,,

gi + Z; — X;. Atunci existd un sir exact scurt 0 > Y 7 > Z 8 > X > 0 daca si

numai dacd sunt indeplinite urmdtoarele conditii (identificdm functiile f; si g; cu matricele lor in baza

canonicd):

(a) matricele f; (respectiv g;) au ranguri maxime de coloand (respectiv de rand),
() fieyYe = ZaSs) $i 8ayZa = Xa&s(a), Pentru toti @ € Oy,

(c) gifi =0, pentru toti i € Qy,

(d) dimZ = dimX + dim.

Lema I1.2.5. Dacad X,Y € mod kQ sunt module indecompozabile astfel incat X este regular si Y este
preproiectiv sau X este preinjectiv si Y este regular sau ambele sunt preproiective (sau preinjective) si
existd un drum in tolba Auslander-Reiten de la vdrful corespunzdnd lui Y la varful corespunzdtor lui X,
atunci dimy Ext!(X, Y) = —(dimX, dimY).

Acum suntem gata sa descriem procesul de demonstrare a formulelor din Sectiunea I1.3.

Procesul de demonstrare a proprietatii de tip arbore independenta de corp

Sa presupunem cd avem formulele care definesc familii de matrice (M((,”))(,EQI in functie de niste
n € N. Elementele matricelor M[(,") sunt fie 0, fie 1, deci pot fi considerate peste un corp arbitrar k.
Vrem si demonstrim ci reprezentarea tolbei Q dat ca M = M™ = (M;"), M((r")) are proprietatea de tip
arbore independentd de corp (unde dimensiunea fiecdrui k-spatiu ME") este in conformitate cu coloana
si randul dimensiunilor matricelor Mg"), deci si formulele determina dimM). Sa presupunem cd dimM
este astfel Tncét sd coincidd cu vectorul de dimensiune al unui exceptional indecompozabil (vezi Lema
I1.2.2). S& presupunem, de asemenea, cd numarul elementelor egale cu 1 n matricele ML(,") este exact
{(M) — 1. Deci, pentru a demonstra proprietatea modulului de tip arbore independenta de corp, trebuie
doar sd ardtdm cad M este indecompozabil independent de corp. Putem folosi una dintre urmétoarele

rationamente:

(1) Demonstram cd dimg End(M) = 1 in orice corp k si folosim Lema 11.2.2. Acest lucru se poate
face prin scrierea matricei A a sistemul omogen de ecuatii liniare care definesc End(M) si aratand

cd corangul lui A este unu (adica spatiul solutiei este unidimensional). Pentru a calcula rangul lui
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A, trebuie sd fie adus In forma scard redusa folosind operatii elementare pe randuri si/sau coloane
intr-un ,,mod independent de corp”. Acest lucru inseamna cd fiecare operatie elementara folosita

pe A trebuie sd fie astfel Incét elementele din matricea rezultatd sd fie 0, 1 sau —1 si rezultatul

. . - -1
este exact acelasi daci este efectuat in orice corp k. De exemplu, dacd in cazul matricei
o . o n . . 1Sl -1 rye—ry—ri 1 -1
efectudm operatia elementara pe rand r, < r, — r, atunci obtinem . - 0 o
. . 1 -1 nen-n (1 -1 . R .
daca este efectuat in R sau - _ 0 0 daca este efectuat in Z;. Prin urmare,

are ranguri diferite peste diferite corpuri. Un element crucial al acestei demostratii este sd ne
asigurdm ci asa ceva nu se intAmpld niciodatd, ci rezultatul fiecarei operatie elementara efectuata

este formal aceeasi matrice, independent de corpul in care este considerat.

(2) Efectudm o inductie pe n, folosind Propozitia I1.2.3. Mai Intai demonstram formula pentru valorile
initiale ale lui n folosind metoda (1) de mai sus (de obicei pentru n = 0, dar structura matricelor
bloc 1n functie de n ar putea necesita demontratii suplimentare pentru valori mici de n). Atunci
presupunem ci formula rezulti in indecompozabile exceptionale independente de corp M™) =
(ME"’), MC(:’/)) pentru toti n” < n. Cdutdm doua perechi de module (X, Y) si (X’, Y’) conform tuturor
cerintelor Propozitiei 11.2.3, astfel Tncat oricare dintre aceste patru reprezentdri sd fie obtinuta
fie folosind formula M™) pentru niste n’ < n (sau o versiune permutati a sa) sau alte formule
demonstrate deja ca daand exceptionale indecompozibile independente de corp. Dacé tolba QO
prezinti simetrii, atunci o versiune permutati a formulei M") = (Mf"/) , Ml(i)J) poate fi folosita si
in etapa de inductie, unde (Mgn,))ier = (M((r"(;)))iego si (M;i)j)(,-_) eor = (M((T"('I.))_)(T(j))(,~_> /o, pentru
unele permutéri o. Trebuie sd construim aici cele doud siruri exacte scurte independente de corp
de fooma0 - ¥ - M® - X - 0si0 —» ¥ — M™ — X’ — 0 pentru a arita existenta lor.
Odata construite matricele morfismelor, Lema I1.2.4 poate fi folositd pentru a demonstra cd intr-
adevir acestea formeaza siruri exacte scurte 1n orice corp k. Subliniem cd conditiile (a), (b) si (c)
de la Lema I1.2.4 trebuie verificate intr-un ,,mod independent de corp”: rangul matricelor trebuie
verificat folosind forma scard redusd independentd de corp, asa cum s-a explicat mai Tnainte, iar
rezultatul operatiilor aritmetice utilizate 1n (b) si (c) trebuie sa fie formal acelasi, independent de

corpul de baza.

(3) Efectudm o demonstratie directd, folosind Propozitia 11.2.3. Folosim doud perechi de module
(X,Y)si (X', Y’) conform tuturor cerintele Propozitiei I1.2.3, astfel incat oricare dintre aceste patru
reprezentdri sunt obtinute prin unele formule ardtate deja ca daand exceptionale indecompusabile
independente de corp si demonstreaza existenta celor doud siruri exacte scurte independente de
cop0 —->Y > MP -5 X 50si0— Y — M™ — X’ — 0 prin construirea lor folosind Lema

I1.2.4 1n ,,mod independent de corp”.

Procesul de demonstrare descris este extrem de greoi, consumator de timp si predispus la erori dacd

este efectuat de un om, prin urmare am implementat un software asistent de proba pentru a ne ajuta in
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realizarea acestuia. Asistentul de proba poate efectua oricare dintre pasii (1), (2) sau (3) pe baza unei
date de intrare Intr-un fisier IXEX. Datele de intrare constau din formulele (M((,"))QGQl care definesc
reprezentdrile si alegerea sirurilor exacte scurte cerute in (2) si (3), Impreuna cu familiile de matrice care
definesc morfismele. Toate aceste date trebuie date ntr-un document IATEX cu o structurd bine definita,
pentru ca asistentul de proba s le poatd analiza si extrage informatiile relevante. Matricele sunt date fie
ca ,,matrice obisnuite” (de dimensiune fixa, cu elemente egale fie cu 1, —1 sau 0), fie ca matrice bloc
simbolice de dimensiune variabild, in functie de parametrul n € N. Fiecare matrice bloc este construitd
folosind urmadtoarele trei tipuri de blocuri: bloc zero de dimensiune n; X ny, blocul de identitate I, si
un bloc notat prin £, avand elemente de unu pe diagonala secundara si zerouri peste tot (mentiondm ca
E? = I,, in fiecare corp). Am folosit procesorul de documente LyX pentru a edita documentul de intrare
si a-1 exporta in I&TEX (asigurand astfel un fisier I&TEX corect din punct de vedere sintactic).

Acestia sunt pasii efectuati de software:
e Citeste si stocheazi datele M™ = (Mg"), M((I")) definind fiecare reprezentare a lui M™.

o Calculeazd numarul total de elemente egale cu 1 din matricele Mg’) si il compari cu £(M™) pentru

a se asigura ci numirul lor este exact £(M™) — 1.

e Daca este instruit sd execute de-a lungul metodei (1), calculeazd matricea A a sistemului omogen
de ecuatii liniare care defineste End(M™) si arati c poate fi adusi la formi scari redusi efectuand
exact aceleasi operatii elementare rezultdnd in exact aceeasi matrice (formal) daca este luata in
considerare in orice corp. In acest fel, se asigurd ci corangul lui A este independent de corp.
Mentiondm cd poate functiona in acest mod numai cu formule In care n are o valoare concreta
data.

e Daci este instruit (si i se oferd suficiente date) efectueaza toate verificdrile cerute de metodele (2)
sau (3) bazate pe Propunerea I1.2.3. Mai intai verifica lista furnizata in [39] pentru a vedea cd
ambele perechi (X, Y) si (X’,Y’) sunt perechi Schofield asociate exceptionalului indecompozabil
Z € mod kQ, astfel incat dimZ = dimM (), apoi verificd conditiile (c) si (d) din Propozitia 11.2.3.
Se asiguri ci cerintele lemei I1.2.5 sunt indeplinite si conditia (d) este validatd. In sférsit, asi-
gurd existenta a doud siruru exacte scurte de foorma 0 —— Y L} MM s x 50

f g

si 0 > Y s M™

aratand cd fiecare operatie elementard si aritmeticd cu matrice bloc pot fi efectuate intr-un mod

> X’ > 0 citind matricele morfismelor f, f’, g si g’ si

independent de corp pentru a indeplini fiecare cerintd a Lemei 11.2.4.

Fiecare operatiune efectuatd de software-ul asistent de proba este scrisd ntr-un document de iesire I&TEX
(acesta este apendicele generat destul de lung, [15]). Totul (inclusiv operatiile elementare si detaliile
calcularii sumelor si produselor matricei bloc) este detaliat pas cu pas, ca si cum ar fi scris ,,de mana”.
In acest fel, nu trebuie neapirat ca cineva si creadi in corectitudinea implementirii, deoarece dovada

completd este ,,pe hartie” si fiecare pas poate fi verificat de un matematician uman.
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I1.2.1 Notatii

Matricele date Tn Sectiunea I1.3 sunt scrise folosind blocuri de diferite dimensiuni. Dimensiunea
randurilor si coloanelor blocurilor sunt date de expresii de forma an + b, unde n € N este un parametru,
a este un numadr intreg nenegativ dat, b este un numar intreg dat. Fiecare matrice de aici este compusd
fie din blocuri de identitate, fie din blocuri dreptunghiulare zero. Notdm blocul de identitate doar cu 1 si
blocul zero cu 0. Dimensiunile randurilor si coloanelor vor fi scrise ca ,,decordri” de-a lungul marginii

matricei, ca In exemplul urmator:

2n+2 2n+2
m+2 | 1
n+l
2n+2 1

unde aceastd matrice este de dimensiunea (6n+5)x(4n+4) si este compusa din doud blocuri de identitate
(fiecare avand 2n + 2 randuri si coloane) si sase blocuri zero cu diferite dimensiuni compatibile.
Matricele pot fi date folosind expresii aritmetice care contin matrice bloc simbolice si identificatori

care fac referire la alte matrice. Operatiile posibile sunt: adunarea, suma directd definiti ca A @ B =
A O

0
dreapta sus al matricei din partea stangd. Formal: dacd A € M,,,(k) si B € M, (k) sunt matrice astfel

0
incatm" <msiny<n,apoiAEBB=A+ 0 ol unde 0 0 € M, ,(k) se obtine prin addugarea a cat

si un tip special de ,,suma” notat cu B care adaugd matricea din partea dreaptd in coltul din

mai multe coloane zero la stanga lui B si a cat mai multe rAnduri zero dedesubt pentru a face matricea
rezultatd de aceeasi dimensiune cu matricea A. Aceastd operatie este utild pentru a introduce elemente
diferite de zero in partea dreaptd sus a unei matrice obtinute prin suma directa.

Reprezentdrile sunt date ca familii avind matrice bloc similare. De exemplu prin P(6n+4, 5) notdm o
astfel de familie de reprezentdri (unde n € N). Uneori avem nevoie de valoarea anterioard sau urméatoare
a n atunci cand scriem matrice Tn termenii altora, prin urmare trebuie sa nlocuim n. Substitutia se
noteazd ca P(6n + 4,5)[n — n — 1], care in acest caz este modulul P(6n — 2, 5) pentru orice valoare fixa
a lui n.

Pentru o reprezentare Z = (Z;, Z,) dim doar matricele Z,. Pentru un modul Z si o sigeatd @ € O
notim matricea Z, cu M%. In cazul cind didm toate matricele ,,dupi valoare” o reprezentare se va scrie

astfel (cu d; € Nunde i € Qg si cu matricele Mg in aceastd ordine specificd):

dimZ = (d, d>, d3, da, ds, ds, d7)
A 4 Z A z 7z
Z= (M1—>2’ My_ 3, My_3, M5_,, Mg s, M7—>6)'

Existd o altd notatie, la scrierea matricelor cu expresii folosind operatiile @ si &, referindu-se la alte
matrice de reprezentiri. In acest caz, existi intotdeauna alte doui reprezentiri Y, X si o sigeati specifici
@ astfel incat matricele lui Z pot fi date ca M? = MY & MX pentru toti @ # o’ si Mf, = (MC’;, @ Mgf,) BM
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pentru o matrice M care contine exact un element egal cu 1 si toate celelalte elemente fiind zero. Prin

urmare, dam reprezentarea Z in urmatoarea forma (specificand matricea M):

dimZ = (dy, da, d3, ds, ds, dg, d7)
MZ% = M} & MX

[

MZ, = (M} ® MY,)@ M.

fora # o’

Pentru valori mici de n putem da unele reprezentiri concret (formula generald poate functiona numai

pentru n > 0 sau n > 1 in unele cazuri).

II.3 Reprezentari de tip arbore ale tolbei A(E6)

In aceasti sectiune listim formulele care descriu matricele reprezentirilor corespunzitoare modu-
lelor exceptionale: preproiective indecompozabile (Subsectiunea 11.3.1), preinjective indecompozabile
(Sectiunea I1.3.2) si regulare neomogene indecompozabile cu vector de dimensiune sub ¢ (Subsectiunea
I1.3.3). Pentru comoditate, la inceputul fiecdreia dintre urmatoarele subsectiuni, prezentdm o reprezen-
tare graficd a pdrtii corespunzitoare a tolbei Auslander—Reiten. Prin sdgetile albastre notdm existenta
unui asa-numit monomorfism ireductibil, Tn timp ce prin sdgetile rosii notdm epimorfisme ireductibile
intre modulele indecompozabile adecvate (pentru detalii vezi [3]).

In cazul preproiectivelor si preinjectivelor, reprezentirile pot fi grupate in familii de forma P(6n+r, i)
respectiv [(6n + r,i),unde i € {1,...,7} sir € {0,...,5}. Reprezentarile apartinind aceleiasi familii au
matrice si vectori de dimensiune similare, in functie doar de parametrul n € N. Matricele enumerate
aici sunt demonstrare riguros ca fiind corecte Tn anexa la acest articol ([15]) folosind metoda descrisd 1n

Subsectiunea I1.2.

I1.3.1 Reprezentirile preproiective indecompozabile

Modulele preproiective indecompozabile corespund varfurilor partii preproiective a tolbei
Auslander—Reiten, asa cum se aratd in Figura II.1.

Datorita simetriei tolbei A@%) diam numai familiile de reprezentiri de forma P(m, 1), P(m,2) si
P(m,3). Pentru toate celelalte reprezentéri putem folosi permutidrile o = (1,5)(2,4) si 7 = (1,7)(2,6)

pentru a le scrie in termeni de P(m, 1), P(m,2) si P(m, 3) in felul urmator (m > 0):

dimP(m, 5) = (dy;)) si dimP(m, 7) = (dr;))

ieAEe)o ieAEeg)o ?

unde dimP(m, 1) = (di)ieA(E(,)O’

dimP(m, 4) = (do())icai@y), 3 LMP(m,6) = (dr())icay), -

10
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0 PO, 1) v 0PI, 1) ! L P2,1) T 0 P(3,1)
—->

0 P(0,4) ’ (2 1 P(3,4)
- > -
00110 01211 12310 12431

AV

0 P(0,5) T 0 P(1.5) T 1 P(2,5)

> i A >
00111 01100 11210 01221

0 P(3.5)

Partea preproiectivd a tolbei Auslander—Reiten A(Eg)

unde dimP(m,2) = (d;),. AE,), Pentru vectorii de dimensiune, respectiv

P(m,5) = (Mo(p-o() and P(m, 7) = (Mr(r()

(i—)eAEo)1 (i~ j)eAEe)1

unde P(m, 1) = (Mf*/)(i_»j>eA(E6)1’

P(m,4) = (Mo(iyso() and P(m, 6) = (Mxr())

(i— j)eAEe)1 (i j)eAEe)1

unde P 2) = (Mins)_ e, pontru matrce
In cele ce urmeazd vom enumera reprezentérile de tip arbore pentru familiile preproiective de forma
P(m, 1), P(m,2) si P(m, 3):

dimP(6n,1) =(n+1,2n+ 1,3n+ 1,2n,n,2n,n)

n+l 2n+1 2n 2n

n 2n n
n+l | 1 2n+1 | 1 2n 1 n+l1 nfl n+l n
Peon 1) = , , " ST
n n

n n n+1 2n 1 n

11
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dimP6n+1,1) = (n,2n,3n+1,2n+ 1,n,2n+ 1,n)

n 2n 2n 2n+1 n 2n+1 n

n|ll] 2n |1 n+1 | 1| n 1] n n+1
P6n+1,1)= ( , R , , ) )
n| 1| n+l n n+1 2n+1 | 1| n 1

dimP6n+2,1)=m,2n+1,3n+2,2n+1,n+ 1,2n+1,n+1)

n

n+l
+
2n

1

2n+1 2n+1 2n+1 n+1 2n+1 n+l
1 n+1 2n+1 | 1| n+1 | 1| n+l n
+ b b b b
2n+1 | 1| n+l n n+1 | 1| n+1 |1

dimP6n+3,1)=mn+1,2n+2,3n+2,2n+ 1,n,2n+ 1,n)

n
P(6n+2,1):(n 1,

1

2n+1

n+1

n+1 2n+2 2n+1 n 2n+1 2n+1
n
n+l n 2n+1 | 1 n 1 2n+1 | 1 n+1
P(6n+3,1)=( : : , : n al1 )
n+l | 1 2n+2 | 1 n+1 n+1 n+1 2n+1 | 1

1
dimP6n+4,1)=m+1,2n+1,3n+3,2n+2,n+ 1,2n+2,n+ 1)

p—

n 1
n+1 2n+1 2n+2 2n+2 n| 1 2n+2 n+1
nrl | 1| 2ns1 | 1| 2042 1 n+l 1 1| n+1 n+l
Pion+4,1) = , : + , , , )
n n+2 n+1 2| 1| 1 2n42 | 1| n+1] 1
n| 1

dimP6n+5,1)=m,2n+2,3n+3,2n+2,n+ 1,2n+2,n+ 1)

n
2n+2 2n+2 2n+2 n+l 2n+2 n+l

1
! n+2 | 1 n+1 2n+2 | 1| n+1 | 1] n+t n+l
P(6n+5,1)=(2 , T : , , : )
n+1 m+2 | 1 n+l1 n+l1 m+2 | 1 n+l | 1
n

1

dimP(6n,2) = 2n,4n + 1,6n + 1,4n,2n,4n,2n)
P(0,2) = (0.[1].0,0,0,0)
M5(6"’2) — M(I;(6n+5,1)[m—>n—1] ® M5(6n,1), for a # (7 N 6)

1 n—1

yPen2) _ ( EEmSDinon=1] o MP(6n,l)) - n-1

7-6 = 7-6 T7-6 1 1

}, n>0

12
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dimP6n+1,2) =2n+1,4n+1,6n+2,4n+ 1,2n,4n + 1, 2n)

vl

MEOTLD _ g POnD) @ g POn+LD) g o 2 (7 S5 6)
1 n—1

n—1

P(6n+1,2) _ P(6n,1) P(6n+1,1)
M7—>6 - (M7—>6 ® M7—>6 ) 1 1 » N> 0

n

dimP(6n +2,2) = 2n,4n+ 1,6n+3,4n+2,2n+ 1,4n +2,2n+ 1)
MEO2D) g PORLD) gy PORI2T) o 4 (71— 6)
a [0 a s

1 n

n

P(6n+2,2) _ P(6n+1,1) P(6n+2,1)
M74>6 - (M74)(J © M7~>6 ) 811

n

dimP6n+3,2) =2n+1,4n+3,6n+4,4n+2,2n+ 1,4n+2,2n + 1)

|t o offoo 0 1
0 1 0|0 of 1] |1 o] |1

P@3,2) =||o0|. : A1 ,
ol [0 0 of o fiflo 1)

00 1f[0 1 00
M5(6n+3,2) — M§(6n+2,1) ® M5(6n+3,1)’ for a # (7 — 6)
1 n—1

n—1
P(6n+3,2) _ P(6n+2,1) P(6n+3,1)
My = (M e My ) m |1 , n>0

n+l

dimP(6n+4,2) =(2n+2,4n+3,6n+5,4n+3,2n+ 1,4n+3,2n + 1)
MEO42) _ POn3 1) o g POnd) g £ (7 6)
a a a H

n 1

n

P(6n+4,2) _ P(6n+3,1) P(6n+4,1)
M; e = (M7—>6 & M; )Ea ! 1

n

dimP(6n +5,2) = @n+ 1,4n +3,6n+ 6,4n +4,2n +2,4n + 4,2n + 2)
MP(6n+5,2) — MP(6n+3,5) ® MP(6n,7)[m—>n+1] for a 75 (1 N 2)
a a a s

1 n

n

P(6n+5,2) _ P(6n+3,5) P(6n,7)[n—n+1]
M1—>2 - (M1—>2 ® M1—>2 )E3 11

n

13
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dimP(6n,3) = (3n,6n,9n + 1, 6n, 3n, 6n, 3n)
P(0,3) =(0,0,0,0,0,0)

M5(6n’3) — M(I;(6n+5,2)[m—>n—l] @ M5(6n,1)’ for a ?é (7 N 6)
n—1 1

n—1
MEG) _ (P OrsDlmn=il g pgrGn gy )
3n
dimP6n +1,3) = (3n,6n+ 1,9+ 2,6n + 1,3n,6n + 1, 3n)
1{ {0 1
P(1,3)=1{0,| |, ,0, ,0
0] |1 1
M(I;(6n+1,3) — M(I;(6n,2) ® M5(6n+1,1), for a ;é (7 N 6)
1 n—1
3n—1
MECTID) _ (POD g PO g Ly L s

n

dimP(6n+2,3)=Bn+1,6n+2,9n+4,6n+2.3n+1,6n+23n+1)

1 010 O 01
11 10 0] |1 O] |1] |0 1] |1
P2,3) = , 5 TNE >
0] |0 Of |0 1] (0] |1 Of [O
0 1] 0 1 0 1

M5(6n+2,3) _ M5(6n+1,2) o M(I;(6n+2,l)’ for a # (7 — 6)
1

n

3n

P(6n+2.3) _ (2 yP(61+12) P(6n+2,1)
M; ¢ = (M7—>6 & M; ¢ )EE 1l

n

dimP(6n+3,3)=GBrn+1,6n+3,9n+5,6n+3,3n+1,6n+3,3n+1)

0 0 Ofj1 0 O 1 00
1 0 010 O Of (0] |0 O 1f |1
P@3,3)=1(0[,[0 1 0[,]0 0 O0f,[1],{0 1 Of,|1
0] {0 0 Of |0 1 O] [1] |0 O 1] [1
0 0 1/ |0 0 1] 0 0 0
M§(6n+3’3) — M5(6n+2’2) ® M(I:(6n+3,l)’ for a # (7 — 6)
1 n—1
3n
M = (P o M a1 ] e
n+l
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dimP(6n+4,3) =3n+2,6n+4,9n+7,6n+4,3n+2,6n+4,3n+2)
MP(6n+4,3) — MP(6n+3,2) ® MP(6n+4,1) for a 7& (7 N 6)
a a a H

n 1

3n+1

P(6n+4,3) _ P(6n+3,2) P(6n+4,1)
MO = (M7 P o My ) @ 1

dimP(6n +5,3) = 3n+2,6n+5,9n+8,6n+5,3n+2,6n +5,3n +2)

MEOS3) _ POne3S) g g POnsSA) g0 4 (0 o 3)
1 4n+3

P(6n+53) _ [ 2 7P(61+3,5) P(6n+5,4)\ . ntl
M, 5 = (Mzﬁz eM, ) & 1 |

I1.3.2 Modulele preinjective indecompozabile

Modulele preinjective indecompozabile corespund varfurilor pdrtii preinjective a tolbei Auslander—
Reiten, asa cum se aratd in Figura II.1.

Datorita simetriei tolbei A(Eﬁ) dam numai familiile de reprezentdri de forma I(m, 1), I(m,2) si
I(m, 3). Pentru toate celelalte reprezentdri putem folosi permutdrile o = (1,5)(2,4) si 7 = (1,7)(2,6)

pentru a le scrie n termeni de I(m, 1), I(m, 2) si I(m, 3) in felul urmator (m > 0):
dim/(m, 5) = (d"'(i))ieA(Es)o si dim/(m,7) = (dT(i))ieA(Eﬁ)o ’
unde dim/(m, 1) = (di)ieA(E,)O’

di_ml(m, 4) = (do—(i))ieA(Eﬁ)O Si di_ml(m, 6) = (dT(i))iEA(Eﬁ)O .

unde dim/(m, 2) = (d;), Ay, PENtru vectorii de dimensiune, respectiv

10m,5) = (Mo()o() i 1m, 7) = (Mroor)

(i~ )eAEe)1 (i~ )EAEe)

unde I(m, 1) = (M"_’j)(iﬁj)eA(Eﬁ)l’

I(m,4) = (Mo-(i)—>0'(j)) si I(m, 6) = (Mra)—»r(j))

(i— ))EAEe)1 (i~ )EAEe)1

unde I(m,?2) = (Mi_> j) pentru matrice.

(i~ j)eAEs)1

In cele ce urmeazi vom enumera reprezentirile de tip arbore pentru familiile preproiective de forma
I(m, 1), I(m,2) si I(m, 3):

15
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12,0 r 0 I(I.L r 0 70, 1)

1
3 1(0,7)
00000

0 /(3,5) r 1 12,5) v 0 /(1,5) v 0 7(0,5)
i I T B S i & — - -

ortrt1 11100 00010 00001

Partea preinjectiva a tolbei Auslander—Reiten

dim/(6n,1) = (n+ 1,2n,3n,2n,n,2n, n)
1(0,1) = (0,0,0,0,0,0)

n—1 2
2n 2n 2n n 2n n
n-11]1
on | 1 n am |1 nfl]| n n
I(6n,1):(2 1], + , s , , ), n>0
n |1 n n wm |1 n|l
n-111

dim/(6n + 1,1) = (n,2n + 1,3n,2n,n,2n, n)
I(1,1) = (0,0,0,0,0,0)

16
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n 1 2n-1
2n+1 1 1
1 1 1
2+l | 1 n—1
I(6n+1,1):(n 1], " : :
n—1 1 1
n 2n—1 1
n—1 1

1 n—1
1 2n-1
n+l 1 1
+ s ) n>0
2n—ll 1] n-1 1
n—1 1

dim/(6n+2,1) = (n,2n,3n+1,2n+ 1,n+1,2n+ 1,n+ 1)

n 2n 2n 2n+1 n+1 2n+1
n|ll] 2n |1
16n+2,1) = ( ,
n| 1] n+l

dim/(6n+3,1)=n+1,2n+1,3n+1,2n+ 1,n,2n+ 1,n)

0= (1]-[1].[11.0.[1]0

b
1

n+l
+
2n

n—1 2 2n+1 1 2n

1
n+2
I(6n+3,1)=(n+1 1{+ L

n—1

1 n—1
1 2n
2n+l 1 n
1|1
2+l | 1] 1 1 n+l
2 b n b )’ n > O
n n—1 1 n 1
2n 1
n

dim/(6n+4,1)=(n+1,2n+2,3n+2,2n+ 1,n+ 1,2n+ 1,n+ 1)

n+1 2n+2 2n+1 n+l 2n+1
nel | 1] 2n+2 | 1| n+l n n+1 | 1 n+l
I(6n+4.1) = ( , , , , +
n+1 n m+l | 1 n+l | 1 n+l 2n+1

dim/(6n +5,1)=(n,2n+ 1,3n+2,2n+2,n+ 1,2n+2,n+ 1)

<ol o L S

17

n+1 | 1 n+l | 1 n
1| n " T [ 1]

n

n+1

2n+1

i

n+l1

i

1
111
n

n
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16n+5,1)

n>0

dim/(6n,2) =
=([1].0.0.0,0.0)
Mé(6n’2) —

1(0,2)

1(6n,2)
MS—)4

dim/(6n + 1,2) =

M(IY(&H—I’Z)

1(6n+1,2)
M1—>2

dim/(6n +2,2) =

12,2) =

Mé(6n+2,2)

1(6n+2,2)
M2—>3

dim/(6n +3,2) =

Mé(6n+3’2)

1(6n+3,2)
M5—>4

dim/(6n +4,2) =

M(Ix(6n+4,2)

- M(Il(6n+3,7) ® M(11(6n,5)

n
2n+1

n+2

1
2n+1 | 1
= ( n|1], +
n+1 2n

n|l

2n

2n+1,4n+ 1,6n,4n,2n,4n,2n)

Mé(6n+1’l) ® Mé(6n,1)

>

54 54

fora #(05 - 4)
1 n—1

2n+2

bl \

1
— (MI(6n+1 ,1) ® MI(6n 1)) { }, n>0
2n—1

Cn,dn+1,6n+1,4n+1,2n+ 1,4n+1,2n+ 1)

101.2= 0.1 [ [1]-[1] 1)

>

1-2 1-2

Cn+1,4n+1,6n+2,4n+2,2n+1,4n+2,2n+ 1)

[ T

I(6n+3 1) ® MI(6n+2 1)

2-3 253

Cn+2,4n+3,6n+3,4n+2,2n+1,4n+2,2n+ 1)
— MIOn+55) gy gl On+27)
- (04 a

54 5—4

Cn+1,4n+3,6n+4,4n+3,2n+2,4n+3,2n+2)
_ MI(6n+5,l) ® MI(6n+4,1)
- [0 a

— (MI(6n+3 ,7) 691‘41(611 5)) @

>

>

>

fora # (1 - 2)
1 n—1

1},

2n

o )

n>0

fora # (2 — 3)

1 2n-

- (MI(6n+3 ,1) ® MI(6n+2 l)) | 1

1

, n>0

fora #(5 - 4)

1 n

1
- (MI(6n+5 ,5) ® MI(6n+2 7)) { :i
2n

fora #(5 - 4)

18
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Capitolul II. Reprezentéri de tip arbore ale tolbei Es

1(6n+4,2) _ 1(6n+5,1) 1(6n+4,1) 1 1
M5—>4 - (M5—>4 © M5—>4 ) & ] l ]

dim/(6n +5,2) = (2n+2,4n+3,6n+5,4n+4,2n+2,4n +4,2n + 2)
Mé(6n+5,2) — M(Il(6n+1,5)[n»—>n+l] @M(I,(6n+4’7), for a ;é (5 N 4)

1 n

16n45.2) _ (4 d6n+1.9)mons1] 2 d@n+dny = 1 |1
Mo, = (M5—>4 &My, )EE - [ ]

dim/(6n,3) = 3n+1,6n+ 1,92+ 1,6n+1,3n+1,6n+1,3n+1)

105 = (1], [1]- 0. (1] [1]-[1]
M = MO @ M fora # (1 - 2)
n—1 1

16n,3) _ (1 ,(6n+1,6) 1(6n,7) 1 1
M1—>2 - (M1—>2 ® M1—>2 ) H 32 { :i’ n>0

dim/(6n+1,3)=CGn+1,6n+2,9n+2,6n+2,3n+1,6n+2,3n+ 1)

M(Iy(6n+l,3) — Mé(6n+3,l) @Mé(@ﬁ—l’z), for a # (6 N 3)
4n 1

16n+13) _ (5 J1(6n+3,1) I6n+12)) _ 1 1
Mg 3 = (M6—>3 © Mg 3 ) H ) { }

dim/(6n +2,3) =Bn+2,6n+3,9n+4,6n+3,3n+2,6n+3,3n+2)
0 O

1 10
1 0 1 0 1 0
0O 0 1110 1 O 1 0 O
12,3)=|0 1], , ,|1 0], 11
0O 1 0|0 O O 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0O 0 010 0 1 0 0 1
MO _ pfIOm3) o 160329 g 7 )
n 1
16n42.3) _ (5 p1(6n+3.4) 1(6n+2,5)) . | 1
My e ™ = (M7—>6 & M; ) B el [ } n>0

dim/(6n+3,3) = 3n+2,6n+4,9 +5,6n+4,3n+2,6n+4,3n+2)

M(Ill(6n+3,3) — Mé(6n+5,l) ® M£(6n+3’2), for a # (2 N 3)
4n+2 1

16n+33) _ (5 J1(6n+5,1) I6n+3.2) . 1 1
M, 3 = (M2_>3 M, ;3 )EH e l ]
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I1.3. Reprezentdri de tip arbore ale tolbei A(E(,)

dim/(6n +4,3)=GBn+3,6n+5,9n+7,6n+5,3n+3,6n+5,3n+ 3)
MI(6n+4,3) — MI(6n+5,6) ® MI(6n+4,7) for a # (2 N 3)
a a a ’

1 2n
16n+4,3) _ (2 71(6n+5,6) fensamyy 1|1
M, 3 = (M2—>3 &M, ; ) = o { }

dim/(6n +5,3) =3n+3,6n+6,9n+8,6n+6,3n+3,6n +6,3n+ 3)

Mé(6n+5’3) — Mé(6n+1,l)[m—>n+l] @Mé(6n+5,2)’ for a ;é (7 N 6)
1 2n+1

1(6n+5,3) _ 1(6n+1,1)[n—n+1] 1(6n+5,2) 1 1
M7—>6 - (M7—>6 ® M7—>6 ) = ol l ]

I1.3.3 Modulele regulare exceptionale

Existd doar un numir finit de module exceptionale regulare. Acestea sunt modulele regulare in-
decompozabile necompozabile cu vector de dimensiune mai mic decat 6 = (1,2,3,2, 1,2, 1), marcate
cu verde in Figurile I1.3, I1.4 and IL.5. Menttionim ¢ dimR!(3) = dimR!(3) = dimR’,(2) = 6, unde
1e{1,2,3}, ' e{1,2}.

Reprezentirile simplelor regulare ale Iui A(E6) sunt, de asemenea, date in [34], le includem aici doar

de dragul completitatii:

R} (1)
> 0
00111

Tubul regular neomogen fi'OA(E())

dimR(1) = (0,0,1,1, 1, 1,0),
R0 = (0.0.[1].[1].[1]-0)
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Capitolul II. Reprezentéri de tip arbore ale tolbei Es

dimRj(1) = (0,1,1,0,0,1, 1),

%= (0].0.0[1]-[1])

dimR3(1) = (1,1,1,1,0,0,0)

R = (1] [1].[1]-0.0.0)
dimR)(2) = (0,1,2,1,1,2, 1),
R1(2)=00 1 [1] 1 of |1
0 o't o 1|1
dimR3(2) = (1,2,2,1,0, 1, 1),
ol [1 o] [1 1
w1 b

dimR;(2) = (1,1,2,2,1,1,0),

oLl

A(Es)

Tubul regular neomogen 7

21



I1.3. Reprezentdri de tip arbore ale tolbei A(Eﬁ)

dimR;{(1) = (0,0,1,1,0,1,1),

R =(0[1].0.[1].[1)

dimR3(1) = (0,1,1,1,1,0,0),
& =(0.[1]-[1].[1].0)

di_mR?(l) =(1,1,1,0,0,1,0),
& =((1]-[1].0.0.1].0)

dimR|(2) = (0,1,2,2,1,1,1),
o] |1 0] |1} |1
@=l0,l1, A1

dimR7(2) = (1,2,2,1,1,1,0),

o o

dimR{(2) = (1,1,2,1,0,2, 1),

=)ol )

|
|
!
!
|
|
|
|
2
3
5
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|
0
1

O e e e — —

. RL(1)
01110

orrtro

Tubul regular neomogen TLE)
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Capitolul II. Reprezentéri de tip arbore ale tolbei Es

dimr! (1) = (0,1,1,1,0,1,0),
RL =0 [1].[1].0.[1].0)

dimRZ (1) = (1,1,2,1,1,1,1),

oo
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Capitolul III

Reprezentari de tip arbore ale tolbei D,

In acest capitol vom prezenta o listi completi si generald a reprezentirilor de tip arbore corespun-
zdtoare modulelor exceptionale peste algebra de drumuri a tolbei euclidiene cu orientare canonica Dyn.
Demonstratia (care implica inductie si calcul simbolic cu matrice bloc) a fost partial generatd de un
software de calculator dezvoltat intentionat si este disponibil pe arXiv ca anexd. Toate reprezentdrile
enumerate raman valabile peste orice corp de bazd, raspunzand la o intrebare pusa de Ringel in [27].

Rezultatele prezentate aici au fost publicate 1n articolul [16] si Tn anexa acestuia [15].

III.1 Notiuni de baza si definitii

Considerdm tolba euclidiand orientatd canonic de tip ﬁm, notat de acum inainte cu A(ﬁG), avand

urmatoarea forma:

2 3
5 ¢ 6 < cee 4 m 4 m+ 1
1 4
Prin urmare, avem A(ﬁm)o ={1,...,m,m+ 1} si pentru ca avem cel mult o sageatd care conecteazd doua

varfuri diferite, multimea sdgetilor este urmatoarea:

AD 1 ={5-1), 652, Bom+1), @>m+1), (6-5), (7T—-6), ..., (m+1—>m)

Forma Tits in acest caz este

1 m
9a@,y ) = 7 [@x1 = x5)" + 2x2 = x5)” + Comer = 225)" + Comer = 224)" +2 D i = x|,
i=5

Mentiondm ca aceasta este independentd de orientarea tolbei si este semidefinita pozitiva cu radicalul
Zoé,unde 6 = (1,1,1,1,2,...,2).

III.2 Construirea reprezentarilor de tip arbore pentru A(D,,) din arbori
pentru A(ﬁ6)

In aceasta sectiune prezentam o metoda explicitd pentru rezolvarea urmatoarei probleme: avand

in vedere o radédcind exceptionald x In A(D,,) unde m > 4, si construim o reprezentare de tip arbore
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Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy,

(exceptionald) M € rep kA(D,) astfel incat dimM = x. Reamintim ci o ridicini reali pozitivd x este
exceptionald dacd dx # 0, sau daca dx = 0 atunci x < ¢. Pe parcursul acestei sectiuni notim matricea de
identitate cu I, (in cazul in care n = 0 ludm I ca fiind morfismul nul).

Tncepem cu doud leme privind forma radécinilor reale ale tolbei A(ﬁm), unde m > 6.

Lema IIL.2.1. Fie x o rdddcind reald a tolbei A(ﬁm). Atunci x are una dintre urmdtoarele forme:

de i ori
—— .
o XU = (x1,x2,x3,X4,4,...,a), undei =m—3;
de i ori de jori
° x(z)=(xl,xz,X3,x4,a,...,a,b,...,b), unde i, je N*, i+ j=m—-3sia#b;
Lo de jori .
de i ori J de k ori
o X\ =(x1,x2,x3,X%4,Q,...,4,b,...,b,a,...,a), unde i, ke N, i+ j+k=m—-3sia#b;
de i ori de jori de k ori
o ¥ = (x1,x2,x3,X4,4,...,4,b,...,b,C,...,0), unde i, jk e N*, i+ j+k =m—-3sia,b, c distincte

doud cdte doud.

Combinand aceste patru posibilititi pentru x obtinem urmatoarea forma (alternativa):

Lema 1IIL.2.2. Fie x o rdddcind reald a tolbei A(Dy,). Atunci x are forma x =
deiori de j ori de k ori . ) o o L
(x1, X2, X3, X4, 4, ...,a,b,...,b,c,...,c)cua, bsicnuneapdrat distincte, i, j,k € N* sii+ j+k =m—3.

Notam prin R, mulfimea radacinilor exceptionale peste AD,).
Pentru m > 7 introducem p,, : R,, = Rg, unde p,,(x) = x’ cu x € R, construit conform urméatoarelor

cazuri (dupd cum este specificat in Lema I11.2.1):

de i ori
. P e .
e if x = (x1,x2,x3,X4,0,...,a),unde i = m — 3, then x’ = (x1, X2, X3, X4, a, a, Q);
de i ori de j ori

e if x = (x1,x2,Xx3,X4,0,...,4,b,...,b),unde i,j € N*, i+ j = m—3sia # b, atunci x’ =
(x1, X2, X3, X4, a,a,b) cand i > 2, altfel x’ = (x1, x2, X3, X4, a, b, b);

de j ori

de i ori de k ori
o if x = (x1, xp, X3, X4,4,...,a,b,...,b,a,...,a),unde i, jk e N*, i+ j+k=m—3sia # b, atunci
x' = (x1, X2, X3, X4, a, b, a);
deiori  9eJor e o
o if x = (x1,x2, X3, X4,4,...,a,b,...,b,c,...,c),unde i, jk € N*, i+ j+k =m—3sia,b,cdistincte

doua cate doua, atunci x” = (x1, x2, X3, X4, 4, b, ¢).

Lema II1.2.3. Pentru orice m > 7, py, : R,y = R este o functie surjectivd bine definitd. Mai mult, sunt

pdstrate si defectele (adicd pentru toti x € R, 9, ABE = 0, A(}56)13,,,()0 ).

In desenele urmadtoare, sdgetile punctate reprezintd zero sau mai multe sigeti de forma kd<1—kd de
d
{a, b, c}), conectind varfuri cu aceeasi dimensiune, cu matrice de identitate adecvate asociate acestora.

Putem enunta urmitoarea lema:
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III.2. Construirea reprezentarilor de tip arbore pentru A(ﬁm) din arbori pentru A(ﬁé)

Lema IIL.24. Fiem > 7, x € Ry, (ca in Lema 111.2.2), X' = (x1, x2, X3, X4, a,b,c) € Rg astfel incdt
pm(x) = X" si doud reprezentari M = (My, M;) € repkA(ﬁm) siM' = (Mg, M) € repkA(]]56) cu

dimM = x si dimM’ = x’ avdnd urmdtoarele matrice:

k2 ko

M: ;2\ A
i

ke 4.1.‘;... k4 S kb 4.1.};... kP 5 KE 4o k¢

ko K

Si
kxz k)C}

BN S

Atunci M este exceptional dacd si numai dacad M’ este exceptional.

in cele ce urmeazi, vom construi tn mod explicit o functie Ty, : R,, — rep kA(ﬁm) astfel incat 7,,(x)
cu dimT,(x) = x este o reprezentare de tip arbore pentru orice ridicini exceptionald x (m > 4). In
acest context, tratdm rep kA(ﬁm) ca o multime constind doar din ,reprezentdri matriceale” ale lui Q,

&9

unde o ,,reprezentare matriceald” este doar o colectie de matrice de dimensiuni compatibile cu spatiile

vectoriale induse de forma k*, care codificd o reprezentare a lui Q.

Construirea reprezentarilor de tip arbore pentru A(Dg)

Incepem cu cazul m = 6, deoarece prin constructie listele date in Sectiunea II1.4 definesc exact o astfel
de functie T¢. Se poate lua orice rdddcind exceptionald x peste A(Dg), se poate identifica familia co-
respunzatoare de reprezentari (pe baza dx si formele generale ale vectorilor de dimensiune) si se poate

aplica formula corectd pentru obtinerea matricelor reprezentdrilor. Deci avem urmédtoarea propozitie:

Propozitia I11.2.5. Pentru orice rdddcind exceptionald x peste A(ﬁ@ formulele enumerate in sectiunea

111.4 definesc o functie T¢ : Rg — rep kA(ﬁ(,) cu Te(x) o reprezentare de tip arbore.

Construirea reprezentarilor de tip arbore pentru A(ﬁm), unde m > 7

Pentru cazul m > 7 definim 7, : R,,, — rep kA(ﬁm) dupa cum urmeaza: pentru x € R, fie T,,,(x) = M,
unde reprezentarea M € rep kA(ﬁm) este construitd pe baza M’ = Tg(pu(x)) € rep kA(ﬁe); matrice

specifice ale reprezentdrii M sunt Ms_—y = M{_,, M5y = M._,, Ma_gur1) = Mj_ 5, Masner) =

M 4’1_)7; celelalte matrice sunt date pe baza formelor posibile ale lui x (vezi Lema I11.2.1):
de i ori
e dacd x = x1,x2,x3,X4,4,...,a),unde i = m — 3, apoi M,,,(n-1) = Mé—>5’ Muns1y—m = M;_)6 iar

pentru toate celelalte sdgeti atribuim matrice de identitate /,;

26



Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy,

deiori dejori

o dacd x = (x1,x2,x3,X4,4,...,a,b,...,b),unde i, j e N*, i+ j=m—3sia # b, apoi M4+i)—3+i) =

M7 6 = !

Mé—>5’ M(4+i+1)_,(4+,') = M§—>6 in cazul i > 2, altfel (dacd i = 1) Mg_,5 = M. 756~

6—-5°
pentru toate celelalte sdgeti atribuie matrice de identitate compatibile (fie 1, fie Ip);

de j ori

de i ori de k ori

v —_—— —_— .. . . .
e dacd x = (x1,x,x3,X4,4,...,a,b,...,b,a,...,a),unde i, jk e N, i+ j+k=m—-3sia#b,
atunci Mayis1)—@d+i) = Mé—>5’ M4tis jr1)—>@+iv)) = M§_>6 si matrice de identitate compatibile
pentru toate celelalte sdgeti;

de j ori

de i ori de k ori
o —_— —_— .. . . .
e dacd x = (x1,x2, X3, X4,4,...,4,b,...,b,c,...,c),unde i, ke N*, i+ j+k=m—-3sia,b,csunt

distincte doud céte doud, atunci Ma+i+1)—@+i) = Mg_ 55 Mavivjr1y—@+ivj = M)_ si matrice de

identitate compatibile pentru toate celelalte sageti.

Propozitia I11.2.6. Pentru m > 7 functia definitd anterior Ty, : R,,, — rep kA(D,) produce reprezentdri
de tip arbore pentru toate rdddcinile exceptionale, adicd pentru orice x € Ry, reprezentarea T,(x) €

rep kA(D,y,) este o reprezentare de tip arbore.

Exemplul IIL.2.7. S& presupunem ca avem nevoie de o reprezentare de tip arbore pentru preproiec-
tivul indecompozabil P(6, 7)A(158) € rep kA(ﬁg). Avem cd dimP(6, 7)A(ﬂ53) = (3,3,2,2,5,5,5,4,4) €
Rg. Calculdm rddacina exceptionald corespunzatoare peste A(Dg): 1s(3,3,2,2,5,5,5,4,4) =
(3,3,2,2,5,5,4) € Rg. Datoritd lemei I11.2.3 stim cad defectele sunt pdstrate de functia pg, asa
cd trebuie sd cautdm reprezentarea corespunzitoare in lista de familii preproiective Tn Subsectiunea
II1.4.1. Identificam familia P(8n + 4, 6) A(D,) CU Vector de dimensiune de forma dimP(8n + 4, 6) AB) =
(4n+3,4n+3,4n+2,4n+2, 8n+5, 8n+5, 8n+4), care pentru n = 0 dd exact ridédcina noastrad. Folosind for-

mula datd acolo, construim reprezentarea de tip arbore a lui T6(p3(3,3,2,2,5,5,5,4,4)) = P(4,6) ABe)"

Dupd cum am viazut, aceastd reprezentare poate fi construitd formand mai intdi o sumad directd a
P4,1) ATy CU P@6,2) ABe) si apoi inserand blocul matrice [ i ] n coltul din dreapta sus al matricei
asociata sagetii (5 — 1), aducénd astfel un element suplimentar egal cu unul Tn matrice.

Acum suntem gata sd construim reprezentarea noastra initiald 75(3, 3,2, 2,5, 5,5,4,4) = P(6,7) ABs)
folosind metoda descrisd, ludnd matricele asociate sigetilor (5 — 1), (5 — 2), 3 = 7), 4 — 7),
(6 — 5)si (7 — 6)din P4, 6)A(ﬂ56)’ asociindu-le cu sagetile 5 —- 1), (5 = 2),3 = 9), 4 — 9),

(7 — 6) respectiv (8 — 7) in P(6,7) ABy) si punand matrice de identitate pe sdgetile ramase:
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III.2. Construirea reprezentarilor de tip arbore pentru A(ﬁm) din arbori pentru A(ﬁé)

LN

Pentru cazurile m = 4 si m = 5 enuntdm mai ntéi citeva leme analoge si apoi constructia expliciti
pentru Ty : Ry — rep kA(154) siTs:MRs — rep kA(ﬁ5).
Pentru m = 4 introducem i4 : Ry — Re, unde i4(xy, x2, x3, X4, a) = (X1, X2, X3, X4, 4, a, a) si pentru

m = 5 introducem i5 : W5 — Rg, unde i5(x;, x2, X3, X4, a,b) = (x1, X2, X3, X4, a, a, b).

Lema IIL.2.8. Functiile iy : R4y — Re si 15 : Rs — Rg sunt functii injective bine definite. Mai mult,
sunt pdstrate si defectele (adicd pentru toti x € Ry, 8kA®4)x = c’)kA(ﬁﬁ)m(x) si pentru toti x € Rs,

6kA®5)x = akA(ﬁG)is(x)).
Lema IIL1.2.9. Urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:

a) Let x = (x1,x2,x3,x4,a) € Ry, i4(x) = x’ = (x1,x2,%3,X4,0a,a,a) € Reg si doud reprezentdri
P

V € repkA(Dy) si V' € repkA(Dg) astfel incat dimV = x si dimV’ = x’ avdnd urmdtoarele

e e
As
o
ka
Al ’\
v
= ks

matrice:

V:
Si
ke ks
w /
V' . a Lo a Lo a s
: k' —— k4 — k
Ay
/ ‘k
ko &

Atunci V este exceptional dacd si numai dacd V' este exceptional.

(b) Fie x = (x1,x2,x3,X4,a,b) € Rs, i5(x) = x’ = (x1,x2, X3, X4,a,a,b) € Re si doud reprezentdri
Z € repkA(Ds) si Z' € repkA(Dg) astfel incat dimZ = x si dimZ’ = X' avdnd urmdtoarele

matrice:
kxz kx3
A
Az
V4 k4 L A kb
Aj '\
/ Ay
ko ks
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Si

ko s

Atunci Z este exceptional dacd si numai dacd Z' este exceptional.

Lema II1.2.10. Toate reprezentdrile (exceptionale) de tip arbore in cazul A(ﬁé) (enumerate in Sectiunea
111.4) au matrice de identitate asociate sdgetilor de pe axa centrald, care leagd varfuri de dimensiune

egald.

Construirea reprezentarilor de tip arbore pentru ADy) si A(Ds)

Acum suntem gata sd definim functiile 74 : Rqs — rep kA(ﬁ4) siTs : Rs — rep kA(ﬁ5). Pentru orice
x € Ry fie T4(x) = V construit pe baza lui V' = Tg(i4(x)) € rep kA(ﬁé) in felul urmator: Vs = V,_,
Vs = V5’_)2, Vins =V, . siVys =V, . In mod similar, pentru orice x € Rs fie Ts(x) = Z construit
pe baza lui Z’' = T¢(i5(x)) € rep kA(Dg) in felul urmator: Zs_,; = Z.

5-1°
Zy6 = Zi_ﬂ 1765 = Z§—>6

ZS—>2 = Z;_>25 Z3—>6 = Zé_ﬁ’

Propozitia I11.2.11. Folosind definitiile anterioare, avem cd:

(a) Functia Ty : Ry — rep kA(ﬁ4) produce reprezentdri de tip arbore pentru toate rdddcinile
exceptionale, adicd pentru oricare x € Ry reprezentarea T4(x) € rep kA(®4) este o reprezentare

de tip arbore.

(b) Functia Ts : Rs — repkA(ﬁs) produce reprezentdri de tip arbore pentru toate rdddcinile
exceptionale, adicd pentru oricare x € Rs reprezentarea Ts(x) € rep kA(ﬁs) este o reprezentare

de tip arbore.

Exemplul II1.2.12. Sa presupunem cd avem nevoie de o reprezentare de tip arbore pentru preinjec-
tivul indecompozabil (6, 4)A®4) € repkA(ﬁ;). Avem cd dim/(6,4) ABy) = (3,3,3,4,6) € Ry. Cal-
culdm raddcina exceptionald corespunzitoare peste A(Dg): i4(3,3,3,4,6) = (3,3,3,4,6,6,6) € Rg.
Datoritd Lemei II1.2.8 stim cd defectele sunt pastrate de functia i4, asa cd trebuie sd ciutdm repre-
zentarea corespunzitoare in lista de familii preinjective in Subsectiunea I11.4.2. Identificam familia
I(8n+4,4) AB) ~ obtinut de la I(8n + 4, 3) AGs) prin permutarea T = (3,4) — cu vector de dimensiune
de forma dim/(8n + 4, 4)A(ﬁe) =Cn+1,2n+ 1,2n+ 1,2n + 2,4n + 2,4n + 2,4n + 2), care pentru

n = 1 dd exact rdddcina noastrd. Folosind formula datd acolo, construim reprezentarea de tip arbore a
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II1.3. Demonstrarea proprietatii modulului de tip arbore independentd de corp

Iui Te(i4(3,3,3,4,6)) = 1(12,6),5,,.

K L L K
1 1
1(12,6), 5, (111 )\k6< L 16 i k6/111
)/ 1 1 \11
K ( 11) 3 K

Acum suntem gata si construim reprezentarea noastra initiald 74(3,3,3,4,6) = 1(6,4) ABY) luand
matricele asociate sdgetilor (5 = 1), (5 = 2),(3 = 7)si (4 — 7) din I(12,6) Delta(Dg) si asociindu-le cu
sdgetile (5 — 1), (5 — 2), (3 — 5), respectiv (4 — 5) in I(6, 4)A®4).

1
1

JE (1 L ) | i ! JE
16.4),5, : \ y /
- ﬁ \ o

1
1

III.3 Demonstrarea proprietatii modulului de tip arbore independenta

de corp

In aceasti sectiune, oferim o scurti prezentare generalii a metodei utilizate pentru a demonstra pro-
prietatea modulului de tip arbore pentru fiecare reprezentare data in listele din Sectiunea II1.4. Metoda
prezentatd aici a fost folositd deja in cazul Eg cu orientare canonici din capitolul II.

Pe parcursul acestei sectiuni vom folosi calificativul ,,independent de corp” in relatie cu reprezentari
si secvente exacte scurte conform Definitiei I1.2.1.

Tehnica utilizatd pentru obtinerea si demonstrarea formulelor din Sectiunea II1.4 (in mod indepen-
dent de corp) constd Intr-un amestec de experimentare pe calculator folosind sistemul de algebra com-
puterizatd GAP [2] urmatd de o demonstratie asistatd de calculator realizatd de un software asistent de
proba dezvoltat in limbajul de programare pur functional Clean [1], special pentru acest scop. Demon-
strarea foloseste cunostintele noastre anterioare despre existenta anumitor siruri Schofield (vezi [39]) si
se bazeaza pe Propozitia 11.2.3, demonstrata 1n capitolul II.

Formulele pentru matricele enumerate in Sectiunea I11.4 au fost obtinute prin experimentare si tes-
tare extinsd in GAP, lucrind peste corpuri finite mici (pentru detalii vezi Observatiile 8, 9 si 10 din

[39]). Apoi formulele ,,ghicite” au fost introduse intr-un document de intrare I&IEX care, la randul sdu,

30



Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy,

a fost procesat de asistentul de probd. Demonstrarea asistatd de calculator este practic o inductie asupra
dimensiunilor reprezentdrilor (detaliatd in Subsectiunea 1.3 din [15]). Pentru date de intrare date care
definesc siruri exacte scurte (cele doua siruri Schofield diferite cerute de Propozitia 11.2.3), asistentul de
demonstratie verifica folosind Lema I1.2.4 ca Intr-adevar, doua siruri exacte scurte pot fi construite folo-
sind matricele date (in mod independent de corp). Pentru a finaliza demonstratia proprietdtii modulului
de tip arbore, se numara si numarul total de elemente 1 din matrice.

Pentru mai multe detalii despre aritmetica matricei bloc, calculul rangului si alti pasi efectuati de

software-ul asistent de demonstrare, ne referim la Sectiunea I1.2 si la [15].

II1.4 Reprezentari de tip arbore ale tolbei A(Dg)

In aceasti sectiune enumerim formulele care descriu matricele reprezentirilor corespunzitoare mo-
dulelor exceptionale: indecompozabilele preproiective (Subsectiunea II1.4.1), indecompozabilele prein-
jective (Subsectiunea I11.4.2) si indecompozabilele regulare neomogene cu vector de dimensiune sub ¢
(Subsectiunea I11.4.3). Pentru comoditate, la inceputul fiecireia dintre urmétoarele subsectiuni, prezen-
tam o reprezentare graficd a partii corespunzitoare a tolbii Auslander—Reiten. Sagetile albastre arata
existenta unui asa-numit monomorfism ireductibil, in timp ce sdgetile rosii reprezintd epimorfisme ire-
ductibile intre modulele indecompozabile (pentru detalii vezi [3]).

In cazul preproiectivelor si preinjectivelor reprezentirile pot fi grupate in familii de forma P(8n+7, i)
respectiv I(8n + r,i),unde i € {1,...,7} sir € {0,...,7}. Reprezentdrile apartinind aceleiasi familii au
matrice si vectori de dimensiune similare, in functie doar de parametrul n € N. Matricele enumerate
sunt scrise folosind blocuri de diferite dimensiuni, cu aceeasi notatie ca in Subsectiunea I1.2.1. Fiecare
matrice este compusa fie din blocuri de identitate, fie din blocuri dreptunghiulare zero. Notdm blocul
de identitate doar cu 1 si blocul zero cu 0. Pentru valori mici de n putem da unele reprezentdri concret,
cand formula generala functioneazi doar pentru n > 0. Formulele pentru matricele enumerate aici sunt
riguros dovedite a fi corecte — adica oferd o reprezentare de tip arbore independentd de corp a familiei
respective 1n sensul Definitiei I1.2.1 [17]. Anexa contine, de asemenea, o prezentare mai detaliatd a unor

reprezentdri din liste (de exemplu, matrice scrise explicit pentru valori micide n =0, 1,2,...).

II1.4.1 Reprezentarile preproiective indecompozabile

Modulele preproiective indecompozabile corespund varfurilor partii preproiective a tolbei
Auslander—Reiten, asa cum se aratd in Figura I11.1.

Datorita simetriei tolbei A(]]56) dam numai familiile de reprezentari de forma P(s, 1), P(s, 3), P(s,5),
P(s,6) si P(s,7). Pentru P(s,2) si P(s,4) putem folosi permutdrile o = (1,2) si 7 = (3,4) pentru a le

scrie in termeni de P(s, 1) si P(s, 3) 1n felul urmaétor (s > 0):
di_mP(s, 2) = (d("(i))ieA(]ﬁﬁ)o s unde di_mP(s, 1) = (di)iEA(ﬁe)o

dimP(s,4) = (d-i)) , unde dimP(s, 3) = (d;)

i€A(De)o i€ADs)o
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁﬁ)

0
Iul4w /1]4) /( 4»
1
P D N 4 > 211 ———————————— 721
1 1
U— /(\ 7
111 ———————————— > %22 ———————————— > 4%2
. m/ \m()/ \“ ()/
110 ———————————— = 211 ———————————— > 332
. / \/(I }/ \][ /
100 ———————————— > 210 ———————————— > 221
1
Iml \ M 2) / \ P(2,2)
0
uou ———————————— > 100 ———————————— = o
0
/\(Hv IM ]1 I< ]w
000 ———————————— 100 ———————————— 110

Partea preproiectivd a tolbei Auslander—Reiten A(Dg)

pentru vectorii de dimensiune, respectiv

P(s,2) = (M"(")*"(f))uej)emﬁe). »unde P(s, 1) = (Mi_)j)(i—ﬂ')EA(ﬁe)l

P(s,4) = ( T(l)—)r(]))(t—U)EA(D) unde P(s, 3):(M"*f)(i—>j>eA<ﬁo>]

pentru matrice.
In cele ce urmeazi vom enumera reprezentirile de tip arbore pentru familiile preproiective de forma
P(s, 1), P(s,3), P(s,5), P(s,6) si P(e,7):

dimP(8n, 1) = 2n + 1,2n,2n,2n, 4n,4n, 4n),

P(0,1) =(0,0,0,0,0,0),
2n—1 1 1 2n—1

1 1 2n 2n 4n 4n o 21”
P(Sn,l)z(zn—l 1 1,2n[1 1],4n[1],4n[1],zn{]},zn{ }), n>0;
1 1 ! !

dimP@n +1,1) = 2n,2n + 1,2n,2n,4n + 1, 4n, 4n),
2n 1 2n

4n 2n 2n
4n
1 4n |1 2n m |1
; s 4n [ 1 ] , );
1 1 1 | 1| 2n

dimP(8n +2,1) = 2n+1,2n,2n,2n,4n + 1,4n + 1, 4n),

2n 2n

P(8n+1,1)=(2n[1 1 ]i

n
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2n 1 2n
2n 2n 1 4n+1

4n 2n 2n
rwean=(L[ e e

dimP(8n +3,1) = (2n,2n+ 1,2n,2n,4n+ 1,4n + 1,4n + 1),

2n 1 2n
2n 2n 1 4n+1 dn+l 9y

P(8n+3,1)=(2n[1 1 ],; [1 ! 1],4n+l[1],4n+1[1],2n
1

n

dimP@n+4,1)=2n+2,2n+1,2n+1,2n+ 1,4n+ 2,4n+ 2,4n + 2),
2n 1 1 2n

1 1 2n+1 2n+1 4n+2 4n+2

2n

2n 1
2n+1

2n+1 2n+1

P(8n+4,1):(2n 1 1’2”“[1 1]’4“2[1]’4“2[1]’2"“[1}’%1[1});

2n+1

1 1

dimP@n+5,1)=2n+1,2n+2,2n+ 1,2n+ 1,4n+ 3,4n+ 2,4n + 2),

2n+1 1 2n+1 4n+2
2n+1 2n+1 1 4n+2

P(8n+5,l)=(2n+1[1 1 ],1 | : 1],?"”[1,4%2[1]

2n+1
dimP@n+6,1)=2n+2,2n+1,2n+1,2n+ 1,4n+ 3,4n+ 3,4n + 2),

2n+1 1 2n+1 4n+2
2n+1 2n+1 1 4n+3

P(8n+6,1)=(1 [1 : 1],zn+1[1 1 ],4n+3[1],j"+2l1}

2n+1

dimP@n+7,1)=2n+1,2n+2,2n+1,2n+ 1,4n+ 3,4n+ 3,4n + 3),

2n+1 1 2n+1
2n+1 2n+1 1 4n+3 4n+3

2n+1

2n+1 2n+1
2n+1 2+l | 1
9 9 ;
2+l [ 1| 2041
2n+1 2n+1

2n+1 2+l | 1 )
Tonet [ 1] 2041 ’

2n+1
2n+1

2n+1

2n+2

P(8”+7,1)=(2n+1[1 1 ],; 1[1 : 1],4n+3[1],4n+3[1],2n+1 l,an{l});
n+
1

dimP(8n,3) =(2n+1,2n+ 1,2n+ 1,2n,4n+ 1,4n + 1,4n + 1),

P02~ (L1113, 1.0).

1 1

P(8n,3) = ( et | 1 1 o [1 : ]
1 ) 2 1
-1 1 1 -1 1

2n-1 m-11]1

4n+1 4n+l 211 1 2n—1

4n+l[1],4n+l[l],l 1,1 1 ), n>

1 1 1 1
1 1] 1
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

dimP8n+1,3) = Qn+1,2n+1,2n,2n+ 1,4n +2,4n + 1,4n + 1),

P(1,3)=[[1 o].[1 1],[3],[1],0,[1]),

2n-1 2n-1 1 1 1 1 -1 1 2n-1 1 1
-1 |1 1 1 1
P(8n+1,3)=( 1 1 ,2n-1 1 1
1 1] 1 1 1
-1 1 -1 1 1
4n 1 2n-1 m-1|1
4n |1 n+l op1 | 1 1 1
1 ,4n+1[1],1 11, 2n-1 ) n>0;
1 1 1 1{ 1 1
1 1 1

dimP@n+2,3)=2n+1,2n+1,2n+1,2n,4n+2,4n + 2,4n + 1),

P(2,3)=([1 o].[1 1],[(1) ?},[(1)],[1],0),

n-1 1 2n-1 1 2 2n-1 2n-1 1 1 1 1
1 1 m-1|1 1
P(8n+2,3):( 2n-1 | 1 1 , 1 1 1
1 1 1 1
-1 1 1 -1 1
dn L o1 m-1]1
4nt2 q4n |1 m-11]1 2n-1
4n+2[1,1 , 1 1] 1 1), n>0;
1 111 1 1 1
1 1] 1

dimP@Bn +3,3)=2n+1,2n+ 1,2n,2n+ 1,4n+2,4n + 2,4n + 2),

P(3,3)=([1 o].[1 1],[(1) ?,Ll) ﬂ,o,{éD,

2n—1 2n-1 1 1 1 1 2n—1 1 2n—1 1 1
-1 1 1 1 1
P@8n+3,3) = ( 1 1 ,2n-1] 1 1
1 1] 1 1 1
2n—1 1 1
-1 1 )
m-11]1
2n—1
1 1
4n+2 4n+2 o1 1
2n—1
a2 [ 1|, dne2 [ 1], 1 1], ), n>0;
o [1 ] [ 1] 1 1
1 1
1
2
1 1]
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dimP(8n+4,3) = 2n+2,2n+2,2n+2,2n+ 1,4n + 3,4n + 3,4n + 3),

1 0 Of {1 0 Of 1 Offo
1 0 Oofft 1 O
P4,3) = , ,(0 1 0f,0 1 O0f,{0 O0f,{1]{,
1] [0 1] [1

0O 0 1110 0 1
0O 0 1[0 O
-1 1 2n-1 1 1 1 1 -1 2n-1 1 1 1 1 1
1 1 -1 | 1 1
m-111 1 1 1 1
P8 +4,3) =( , :
1 1 1 1
1 1 1 1
2n—1 1 1 1 2n—1 1 1
-1 | 1 2-1[1
m-111 2n-1
4n+3 4n+3 1 1 1
411+3[1], 4n+3[1],1 1 , 1 1 ), n>0;
1 1 1
1 1 1 1
1| 1]

dimP(8n +5,3)=2n+2,2n+2,2n+ 1,2n+2,4n+4,4n + 3,4n + 3),

2n+1 2n+1 1 1 i+l 1 2n41 1
m+1 | 1 1 1 1
P@8n+5,3) = s s
1 1| 2n+1]1 1
2n+1 1
4n+2 1 2n+1
n+l | 1
an+2 | 1 An+3 optl ]
1
1 , 4n+3 [1 ], m+l | 11, );
2n
1 1 1
1

dimP(8n +6,3) = @n+2,2n+2,2n+2,2n+ 1,4n +4,4n + 4,4n + 3),

4n+2 1
2n+1 1 2n+1 1 2n+1 2n+1 1 1 2n+2

dn+d 4pi2 | 1

1 1 m+1 | 1 1 2n+1
P(8n+6,3)=( , ,411+4[1], 1 1 ,
m+1 | 1 1 1 1 1

9
2n+2
1 1

2n+1
2n+l | 1 )
9
2n+2

dimP@n+7,3) =2n+2,2n+2,2n+ 1,2n+2,4n+4,4n+ 4,4n + 4),
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2n+1
2+l 2n+1 1 1 2+l 1 2n+l 1
4n+4 4n+4 2541
PBn+7,3) (2"” bl 1 1 [1] anea 1] 1
n ,J) = s , 4n+d , dn+4 , 2n+1 s
1 1] 2n+1 ] 1 1 ’ " ’
2
m+l 1
2+l | 1
1 1 )
2n+1 ’
1 1
dimP(8n,5) = (4n+ 1,4n + 1,4n,4n,8n + 1, 8n, 8n),
MP(8n,5) - MP(Sn,l) e MP(SI’H],])’ fora’ # (5 — 1)’
4n 1
P(8nS) _ (2 ,P(8m.1) P@8n+1,1) 2n .
MS—»] _(M5—>l 691‘45—>l )53 ! 1:|’
dimP@n +1,5) = (4n+ 1,4n+ 1,4n,4n,8n + 2,8n + 1, 8n),
MP(8n+1,5) — MP(8n+1,l) ® MP(SI’HZ,I)’ for a # (5 N 2),
4n 1
P(8n+1,5) _ (2 yP8n+1,1) P(8n+2,1) 2n .
M5—>2 - (M5—>2 ® M5—>2 ) H ! 1 :|’
dimP@n +2,5) = @4n+ 1,4n+ 1,4n,4n,8n +2,8n +2,8n + 1),
MP(8n+2,5) — MP(S}’L+2,1) ® MP(8}1+3,1), for a ;é (7 N 6),
4n 1
P(8n+2,5) _ [ 2 ,P(8n+2,1) P@n+3,1)\ . .
M7—>6 - (M7—>6 ® M7—>6 ) B 1 1}’
dimP@n +3,5) =@n+2,4n+2,4n+ 1,4n+1,8n+ 3,8n+ 3,8n + 3),
1 0 Ol |1 O Of |1] |0
1 1 011 O O
P(3,5) = , ,J0 1 0f,]J0 1 of,|o],|1]],
1 0 1110 1 O
0O 0 1110 0 1] (0] [O
MPES = pPES) g pPESS  for o 4 (5 - 2),
4n—1 1 2
2n—1
MIGID) _ (M6 g P 8r39) g I R

1

dimP(8n +4,5)=(4n+3,4n+3,4n+2,4n+2,8n+5,8n + 4,8n + 4),

M(I;(8n+4,5) — M5(8n+4,l) ® M5(8n+5,l)’ for a ;é (5 - l),
4n+2 1

P(8n+4,5) _ [ 5 yP(8n+4.1) P(8n+5,1) 2n+1 .
M) = (Msa ® M, )EB 1 i
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dimP(8n +5,5)=(4n+3,4n+3,4n+2,4n+2,8n+ 6,8n + 5,8n + 4),

M5(81’l+5,5) — M5(8n+5,l) ® M5(8n+6,l)’ for a ;é (5 — 2)’
4n+2 1

P(81+5,5) _ (1 yP@n+5.1) P@&n+6,1)) ., 21+ )
M, = <M5—>2 e M, ) H 1 i

dimP@n +6,5) =(4n+3,4n+3,4n+2,4n+2,8n+6,8n+ 6,8n +5),

M(};(8n+6,5) - M5(8ﬂ+6,1) e M5(8n+7’1), for a ;é (7 — 6),
4n+2 1

P(8n+6,5) _ [ 2 7P(8n+6,1) P@n+7,1)\ . 42 .
M7—>6 - (M7—>6 © M7—>6 ) H 1 1 ’

dimP(8n+7,5) = (An+4,4n+4,4n+3,4n+ 3,80+ 7,80+ 7,8n + 7),

M5(8n+7,5) — M5(8n+7,2) ® M5(8n,2)[m—>n+1]’ for # (5 N 2),
4n+3 1

1];

dimP(8n,6) = 4n+ 1,4n+ 1,4n,4n,8n+ 1,8n + 1, 8n),

M(};(Sn,ﬁ) — Ms(gn,l) e M5(8n+2’2), for a ;é (5 N 1)’
4n 1

|

dimP(8n+1,6)=(@4n+1,4n+1,4n,4n,8n+2,8n + 1,8n + 1),

M5(8n+1,6) — M5(8n+l,l) ® M5(8n+3,2)’ for a ;é (6 — 5)’
4n 1

|

dimP(8n +2,6) = (4n+2,4n+2,4n+ 1,4n+ 1,8n +3,8n + 3,8n + 2),

PE+T,5) _ (4 yP@n+7.2) P@n2)mn+1]) _ 1
M, = <M5—>2 e M, ) H .

P(8n,6) _ (2 ,P(8m,1) P(8n+2.2) 2n
M5—>l - (M5—>l ® M5—>l ) B !

PE+1,6) _ (1 ,P@n+1,1) P@8n+32)\ . 41
Mq_.s = <M6—>5 © M5 ) H 1

1 o o] [t 1]
1 0 O0lf1 0 O 11 {0
P(2,6) = ) .0 1 0f,]0 1}, |, 8
0 1 Of[0 1 1 0] |1
00 1]]o o
MP(8n+2,6) — MP(Sn,3) ® MP(8n+2,4), for a ;é (5 N 2),
4n 1 1
2n—1
P(8n+2,6) _ P(8n,3) P(8n+2,4) )
Ms-»z+ = <M542 @Ms_,2+ )EE 1 1 , n>0;
1

dimP(8n +3,6) = (4n+2,4n+2,4n+ 1,4n+ 1,8n +4,8n + 3,8n + 3),
MP(8n+3,6) — MP(8n+1,4) e MP(8n+3,3) for a ;é (6 N 5)
@ a ¢4 ’ >

37



III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

4n 1 1

4n

P(8n+3,6) _ P(8n+1,4) P(8n+3,3) .
M64>5 - (M6~>5 ® M6~>5 ) B 1 1 ’

1

dimP(8n +4,6) = (4n+3,4n +3,4n +2,4n + 2,81 + 5,81 + 5,8n + 4),
MP(8n+4,6) — MP(8n+4,l) e MP(8n+6,2)’ for a ;é (5 N 1)’
4n+2 1

P(8n+4,6) _ ( p yP(8n+4,1) P8n+6,2)\ - 2n+1 .
M) = <M5—>1 © M, )EE 1 i

dimP@8n +5,6) =(4n+3,4n+3,4n+2,4n+2,8n+6,8n+5,8n +5),

M5(8n+5,6) - M§(8n+5,1) e M5(8n+7’2), for a ;é (6 — 5),
4n+2 1

P(8n+5.6) _ [ 2 7P8n+5,1) P(8n+72)\ ., 4n+2 .
Mg s = (M6—>5 © M5 ) B . i

dimP(8n +6,6) = (4n+4,4n+4,4n+3,4n+3,8n+7,8n+7,8n + 06),

M§(8n+6,6) — M§(8n+6,1) ® M§(8n,2)[m—>n+l], for # (5 N 2),
1 4n+3

P(8n+6,6) _ [ 2 7P(81+6,1) P8n,2)[nsn+1] 2n .
M5—>2 - (M5—>2 ® M5—>2 ) B 1 |: 1 ]’

dimP8n+7,6) = (4n+4,4n+4,4n+3,4n+ 3,81+ 8,8n+ 7,81 + 7),
MP(8n+7,6) — MP(8n+5,3) ® MP(8n+7,4)’ for ;é (6 N 5)’
4n+2 1 1

4n+2

P(8n+7,6) _ P(8n+5,3) P(8n+17,4) .
M64>5 - (M6~>5 ® MGHS ) B 1 1 ’

1

dimP(8n,7) = (4n + 1,4n + 1,4n,4n,8n+ 1,8n + 1,8n + 1),

M(};(Snj) — Ms(gn,l) e M5(8n+3’1), for a ;é (5 N 1)’
4n 1

|

dimP@n+1,7) = 4n+2,4n+2,4n+1,4n+ 1,8n+3,8n+ 2,8n + 2),
MPEHLT) _ prPEr+L6) o M(Iﬁ(l), fora # (4 — 7),
1

@) (MP(8n+1,6) eaMR%(I)) - [] };

PBnT) _ ( 4,P8n1) P(8n+3,1) 2n
M5—>l - (M5—>l ® M5—>I ) H h

47 47 47 1

38



Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy

dimP@n+2,7)=@n+2,4n+2,4n+ 1,4n+ 1,8n +4,8n+ 3,8n + 2),

R(2
M5(8n+2,7) — M(I:(8n+2,5) ® Mal( )7 fora (3 — 7),
1

P8n+2,7) _ [ 2 ,P(81+2.,5) R} _ 8n .
My 5 _(M3—»7 oM, EEI i

dimP(8n +3,7)=(@n+2,4n+2,4n+ 1,4n+ 1,8n +4,8n + 4,8n + 3),

100010010
13(3’7)=[1000H1100}’0100’001’0’1
00100011001001000

0 00 1/[0 0 1

M(};(8n+3,7) — M5(8n+2,3) e M5(8n+3’3), for a ;é (5 N 1)’
4n 1 1

P8n+3,7) _ (2 ,P(81+2.3) P(8n+33)\ . 2" .
= oo s || s

dimP(8n+4,7)=(4n+3,4n+3,4n+2,4n+2,8n+5,8n + 5,8n +5),

M5(8n+4,7) - M5(8n+4,1) e M5(8n+7,1)’ for ;é (5 — 1)’
4n+2 1

P(8n+4,7) _ [ 5 yP(8n+4.1) P(8n+7,1) 2n+1 .
M) = (Msﬁl ® M, )EB 1 i

dimP@8n+5,7)=Un+4,4n+4,4n+3,4n+3,8n+7,8n + 6,8n + 6),
2
MEGHST) — pgPE+56) g Mf‘(l), fora # (4 — 7),
1

P8n+5,7) _ [ 1 7P(8n+5,6) R3(1) 8n-+4 .
M44>7 - (M44>7 © M44>7 ) H 1 1 ’

dimP(8n+6,7)=(4n+4,4n+4,4n+3,4n+3,8n +8,8n +7,8n + 06),
MEP®D _ pPGns66) g pRID o 45, ),
I

P8n+6,7) _ [ 1 7P(81+6,6) R3(1)\ _ 4nt3 .
M, = (M5—>2 &M, ) B 1 i

dimP8n +7,7) = (4n + 4, 4n +4,4n +3,4n + 3,81 + 8,81 + 8,81 + 7),
M5(8n+7,7) - M5(8n+7,2) e M5(8n+2’2)[an+1], for a # (5 N 1)’
1 4n+4

P8n+7.7) _ [ 2 7P8n+7.2) P(8n+2,2)[nsn+1] 2n+1
M) = (M541 ® M, ) & . | .
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

1(2,3) /41.‘\ /\H 3)

0 1 T T
011 A== =— === 1) o1’ e« 0 0 o
0 0
12,4) /<J \\ /\H\
0 0 T
011 < Nc--------/~~ 1) I i 0 0 o
0 1
12,7) / \ MW / \ /u 7
T 0
122 A== = === ===~ 012 ———————————— 001
. / \ - / \ N /
T 0 T 0 1
233 A== == ——————— - 112 A== == === === —~= 011
0 0 1
,( _/ \“H)/ \N“
T 1 2 T 0
2347 A== - - mm—— - - 2237 A= - = — - - 11
1 2
1(2,2) / \ 1(1,2) / \ 1(0,2) /
0 1 T
122 </~ - —————--3c- 112 </~ —————--3c- 111
1 1
12,1) I(1,1) 100, 1)
0 1 1 T 0
122 s oo 112, <—-——————————— RS

Partea preinjectiva a tolbei Auslander—Reiten a lui A(ﬁ(,)

II1.4.2 Modulele preinjective indecompozabile

Modulele preinjective indecompozabile corespund varfurilor partii preinjective a tolbei Auslander—
Reiten, asa cum se aratd Tn Figura III.2.

Datorita simetriei tolbei A(ﬁé) ddm numai familiile de reprezentdri de forma I(s, 1), I(s, 3), 1(s).,5),
I(s,6) si I(s,7). Pentru I(s, 2) si I(s,4) putem folosi permutérile o = (1,2) si 7 = (3,4) pentru a le scrie

in termeni de I(s, 1) si I(s, 3) 1n felul urmator (s > 0):

dim/(s,2) = (deg)) unde dim/(s, 1) = (d;)

ieADg)o ° ieA(g)o

di_ml(s, 4) = (dT(i))ieA(IBG)O , unde di_rnl(s, 3) = (di)ieA(ﬁG)o

pentru vectorii de dimensiune, respectiv

I(S, 2) = (M(r(i)—m'(j)) , unde I(S, 1) = (Mi—>j)

(i~ )eADe (i j)eADe)

I(s,4) = ( T(z)—)r(J)) ,unde I(s,3) = (M,-_)j)

(i~ j)eADe)1 ’ (i—/)eADe)1

pentru matrice.
In cele ce urmeazi vom enumera reprezentirile de tip arbore pentru familiile preinjective de forma
1(s, 1), 1(s,3), I(s,5), I(s,6) s1 I(s,7):

dim/(8n,1) = (2n+ 1,2n,2n+ 1,2n+ 1,4n+ 1,4n+ 1,4n + 1),
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Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy

m 1 w1
2n 2n+l 2n 2n+l 4n+1 dn+l 25 | 1 om | 1
I8n,1) = ( 2n+1 [ 1 ], 2n [1 ], 4n+l [1 ], 4n+1 [1], |1 , 1 1 );
1 1] 20| 1

dim/(8n+1,1) = 2n,2n+ 1,2n+ 1,2n+ 1,4n+ 1,4n + 1,4n + 2),

1(1,1):(0,[1],[1],[0 1]m ﬂ]

1 1 2n—1 2n 1 2n 2n
4n+1
18n+1,1) (' b e [1]
n N = N , 4n+1 .
2n—1 1 2n 1 "
1 1 2n—2 1
1 2-1 1 4
1 1 1 1
1 1 1
1 4n+l
1 1 1
4n+1[ 1], , ), n>0;
2n—1 1 2n-2 1
2n-1 1 1 1
| |1 1
2n-2 | 1

dim/(8n+2,1)=2n+1,2n,2n+ 1,2n+ 1,4n+ 1,4n + 2,4n + 2),

2n 1
2n+1
2n  2n+l 2n  2n+1 1 4n+1 4n+2
o+l | 1 o | 1
18n+2,1:(2n1 1,2n]1 , dn+1 11, ane2 | 1], s
R Y ER S PO R U P Ve M e
1 1
dim/(8n+3,1) = 2n,2n+1,2n+ 1,2n+ 1,4n+ 2,4n + 2,4n + 2),
2n 1
2n+1
1 2n  2n+1 2n+1 2n+1 4n+2 4n+2
1 | 1] 20| 1
I8n+3,1 =(2n 1 , 2n+1 1|, 4n+2 (11, 4n+2| 1], ,
G C ) S C R ST Ve e
1 1
dim/(8n+4,1)=2n+2,2n+1,2n+2,2n+2,4n+ 3,4n + 3,4n + 3),
2n+1 1 2n+1
2n+1 2n+2 2n+1 2n+2 4n+3 4n+3 opt1 | 1 o+l | 1
I8n+4,1) = ( 242 [ 1], 2n+1 [1 ], 4n+3 [1], 4n+3 [1], m+1 | 1 , 1
1 1 m+1 | 1

dim/(8n+5,1)=2n+1,2n+2,2n+2,2n+2,4n+3,4n+3,4n + 4),
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

m+l 1
1 2n+2
2n+1 2n+2 2n+1 2n+2 4n+3 1 4n+3
2+l | 1 m+2 | 1
I8n+5,1 =(2nl 1 , 2n+2 1|, 4ne3 [ 1|, 4n+3 11, s );
oy L S K S [ R LT St O S
1 1
dim/(8n+6,1) =2n+2,2n+1,2n+2,2n+2,4n+ 3,4n + 4,4n + 4),
2n+1 1
1 2n+2
2n+1 2n+2 2n+1 2n+2 1 4n+3 4n+4
2+l | 1 m+2 | 1
I8n+6,1 =(2nz 11, 2041 | 1 , 4n+3 1], 4n+a | 1|, R );
e LY St FY o1 U STl St N S
1 1
dim/(8n+7,1)=2n+1,2n+2,2n+2,2n+2,4n+4,4n+ 4,4n + 4),
2n+1 1
2n+2
1 2n+1 2n+2 2n+2 2n+2 4n+4 4n+4
2n+l | 1 m+2 | 1
I8n+7,1 Z(an 1 , 2n+2 11, 4n+a [ 1|, 4n+a | 1], R );
) L S KT S 1 1 St S
1 1
dim/(8n,3) = (2n,2n,2n + 1,2n,4n, 4n, 4n),
1 2n—1 1 2n—1 1
1 1 1 1
2n 2n 2n 2n 4n 4n
2n—1 1 -1 1
181’1,3 =(2n 1,211 1 , 4n 1,411 1, . );
@n3)=(2 [0 tfa[t Olafr]afr] b L |
1 1] w111
dim/(8n + 1,3) = (2n,2n,2n,2n + 1,4n,4n,4n + 1),
1(1,3) = (0,0,0,0,0,{1]),
1 1 1 2n-2 2n-1
1 1 2n—1 2n-1
1 1 4n
1 1 1
I(8n+1,3)=(1 11 , L [1],
2n—1 1
2n-2 1
1 1 222 1
I 2n-1 1
1 1 1
1 n 1 1 1
4n[ 1],1 , 1 ), n>0;
2n-1 1| 2n-2 1
-1 1] 2n2 1
1 1]
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Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy

dim/(8n + 2,3) = (2n,2n,2n+ 1,2n,4n,4n + 1,4n + 1),
12,3) = (0,0,0,[1].[1].0).

1 2n—1 1
1 1
2n 2n 2n 2n 1 4n 4n+l 1 1
I(8n+2,3):(2n[ 1], 2n[1 ], 4n[ 1], 4n+1 [1 , 2n—1 1 , 2n—1
2n-1 1
1 1] 201
dim/(8n + 3,3) = 2n,2n,2n,2n+ 1,4n+ 1,4n + 1,4n + 1),
13,3) = (0,0,[1].[1]. 0. [1]).
2n—-1
1 1 2n-1 2n !
2n+1  2n 4n+1 4n+l
I8n+3,3) = ( ;n_l [1 : ], 2n [ 1], 4ntl [1], 4ntl [1], 2n-1 :
2n—1

1

dim/(8n+4,3) = @n+1,2n+ 1,20+ 2,2n + 1,4n + 2,4n + 2,4n + 2),

1 2n 1
1 1
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 4n+2 4n+2
2n 1 2n
IBn+4.3) =21 [0 12 [T O] am|1] a2 [1]. :
2n 1 1
1 1 2n

dimI(8n+5,3) = 2n+ 1,20+ 1,20+ 1,2n + 2,4n + 2,4n + 2,4n + 3),
o] [1 o

1 ol [t o 1
15.3)=[1 0.0 1],[0 1H0 o ibleple 1
) o 1

1 1 1 2n—1  2n
1 2n+1  2n

1 1 1 1 ) 4n+2
1|1
168n+5,3) =1 1 : 1}, we [1],
2n
2n—1 1 -
1 -1 1
1 1 1 2n
1 1 1|1
1 4n+2 1 1 1
4n+2[ 1],1 , 1 1 ), n>0;
2n—1 1 2n 1
2n—-1 1 2n 1
1 1]
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

dim/(8n+6,3) = 2n+1,2n+ 1,2n+2,2n+ 1,4n+ 2,4n + 3,4n + 3),

| 1 0 0l[1t o 1
16.3)=|[1 1].[1 o],[0 8 (1)],0 1 ol.|t of.|o]].
o0 1/lo 1] o
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 1 4n+2 4n+3

I8n+6,3) = ( 2n+1 [ 1], 2n+1 [1 ], 4n+2 [ 1], 4n+3 [1],

1 2n 1 2n 1
1 1
1 1 2n—1
1|1 1 1
1 1
2n 1 ,on |1 + , n>0;
4n+2
2n 1 1
1 1] 2|1

dim/(8n+7,3)=2n+1,2n+1,2n+ 1,2n+ 2,4n+ 3,4n + 3,4n + 3),

2n+1
1 1 2n 2n+1

2n+2 2n+l 4n+3 4n+3
1|1 1
18n+17,3) = ( ) [ : ], 2n+1 [ 1 ], 4n+3 [ 1 ], 4n+3 , 2n+1 n

2n+1

dim/(8n,5) = (4n,4n,4n+ 1,4n+ 1,8n + 1,8n + 1,8n + 1),

105 = (0.0.[11.[1][1].[1]).
MIG1S) = pfIGnD) g pglmeT.Dinmn=11 - for o 2 (3 7),
m-1 1

18n,5) _ (1,061 18n+7, Dinn—11) . | 1 .
M= = (Msw & My~ )EE 4n [ ]’ n>0;

dim/(8n+ 1,5) = (4n+ 1,4n+ 1,4n+2,4n+ 2,8n+ 2,8n + 2,8n + 3),

0 o]t o
1 olfo1 1

1(1,5):[0 1],[1 o],[0 1H0 o 11t oLt o)

0 1] 10 1

M(ll(Sn+l,5) — M(ll(Sn+4,4) ® Mé(8n+l,4)’ for ;é (3 N 7)’
1 1 2n—-1

1
1(8n+1,5) _ 1(8n+4.,4) 1(8n+1,4) .
M = (M3 &M ) " [ ] n>0;

dim/(8n+2,5) = (4n+ 1,4n+ 1,4n+2,4n+2,8n+2,8n + 3,8n + 4),

MI(8n+2 5) _ M1(8n+2 1) ® MI(8n+1 1) for a ;é (5 N 1)
4n 1

18n+2,5) _ (1 /(81421 18n+1,1) .
M5—>1 - (M ® M5—>l ) ) l 1 :|’
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Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy

dim/(8n+3,5) = (4n+ 1,4n+ 1,4n +2,4n + 2,81 + 3,80 + 4,8n + 4),

M(IY(SYH—:S’S) — M(ll(gn+3,1) ® M£(8n+2,l)’ for a # (3 - 7)’
1 2n

18143.5) _ (p a3 o yd@ne2hy o b | ] ,
M = (M8 e M) e e [ }’

dim/(8n +4,5) = (4n+2,4n+2,4n+3,4n+ 3,8n+ 5,8n +5,8n +5),

Mé(8n+4,5) — Mé(8n+4’1) ® M£(8n+3,l), for a # (5 N 1),
1 4n+1

I8n+45) (2 Jd@n+d,1) ISna31)) L 1 )
Mg = (M5—>1 ® M, )EE _— [ }’

dim/(8n+5,5) = (@n+3,4n+3,4n+4,4n +4,8n + 6,8n + 6,8n + 7),

M{II(8n+5,5) — M(11(8n+5,1) @M{IY(8H+4’1), for a # (3 N 7)’
1 2n+1

18n+5.5) _ (1 ,1(8n+5.,1) 18n+4,1) 1 1 .
M34>7 - (M34>7 ® M34>7 ) B 4ns3 I :|’

dim/(8n +6,5) = (4n+3,4n+3,4n+4,4n +4,8n 4+ 6,8n + 7,8n + 8),
Ml(8n+6,5) — Ml(8n+6,1) ® M](8n+5,l)’ for a # (4 BN 7)’

1 2nel
181+65) _ (pgn+6.1) o yd@nesy - L | ] ,
M = (MY e M) e i l }’

dim/(8n +7,5) = (4n+3,4n+3,4n+4,4n+4,8n+ 7,8n + 8,8n + 8),

M£(8n+7’5) — Mcly(8”+7’1) @M(I)[(Sn+6,l)’ for a ;é (3 N 7),
1 2n+1

18n+7.5) _ ( ,1(8n+7,1) 1(8n+6,1) 1 1 .
M=o = (M3—>7 &M )EE ines [ }’

dim/(8n,6) = (4n,4n,4n + 1,4n+ 1,8n,8n+ 1,8n + 1),

Mrll/(gn,ﬁ) — M([l/(8n+2,4) ® Mé(gn’3), f()r a ;é (3 - 7)’
2n 1

1}.
dim/(8n + 1,6) = (4n,4n,4n+ 1,4n+ 1,8n + 1,8n + 1,8n + 2),

I(1,6)=(0,0,[1],[O 1],[0 H]

1
M;(Sl’l+],6) — M(ll(8n+],l) @ Mé(8n+7,2)[an—1], fOI‘ a # (5 N 2),

181.6) _ [ 1 ,1(8n+2.4) 1(81,3) 1
M34>7 - (M34>7 ® M34>7 ) H an
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

I8n+1.6) _ (3 L1 oy d@n472)0mon-11) - 1|1 ,
M = (M @ My e . [ ]’ n>0;

dim/(8n+2,6) = (4n+ 1,4n+ 1,4n+2,4n + 2,81 + 2,81 + 3,8n + 3),

M;(8n+2,6) — M(Il(gl’l+2,2) ® M(Il(8n,l)’ for a # (3 BN 7)’
2n 1

18n+2,6) _ (2 s1(8n+2.2) 1(8n,1) 1 Il
M34>7 - (M3~>7 ®M34)7 )E3 dntl I :|’

dim/(8n+3,6) = (4n+ 1,4n+ 1,4n+2,4n+2,8n+3,8n+3,8n + 4),

0 o] |1
1 0 Olf1 O O O
1 0] |1
13.6)=|o 1 of.Jo o 1].J]o0 1 of.jo 1 0 1, ,
0 0f |0
0 0 1[0 0 0 1
0 1] 10
M(ll(8n+3,6) _ M(ll(Sn+5,4) o Mé(8n+3,3)’ fora # (5 — 1),
1 1 4n—1
18n+3,6) _ (1 ,1(8n+5.4) 1(8n+3,3) 1 1 .
MS—AJr _(MS—A+ QBMS—AJr )EEZn ] n>0;

dim/(8n+4,6) = (4n+2,4n+2,4n+3,4n +3,8n+4,8n + 5,8n + 5),

M(11(8n+4,6) — M(II(8n+6,3) ® M(IY(8H+4’4), for a # (3 N 7)’
1 2n

1 };

dim/(8n +5,6) = (4n+2,4n+2,4n+3,4n+ 3,8n+ 5,8n +5,8n + 6),

Mé(8n+5,6) — Mé(8n+5,2) ® M£(8n+3,l), for a # (5 — 1),
1 4n+1

1 1
W Bn56) _ ( M52 g M1(8n+3,1)) - [ } :
2n+1

I8n+4,6) _ ( poI(81+63) oy p oI(8n+44)) |
My = (M3—>7 O M;_; )EE .

n

5-1 5-1 5-1

dim/(8n+6,6) = (4n+3,4n+3,4n+4,4n+ 4,81+ 6,80 + 7,8n + 7),

Mlll(gl’l+6,6) — M(ll(8n+6,2) ® M£(8n+4,l)’ for a # (3 - 7)’
1 2n+l

18n+6,6) _ [ 1 ,71(81n+6.2) 18n+4,1) 1 1 .
M34>7 - (M34>7 ® M34>7 ) B 4ns3 I :|’

dim/(8n+7,6) = (4n+3,4n+3,4n+4,4n +4,8n+7,8n + 7,8n + 8),

Mrll/(8n+7,6) — M(ll/(8n+7,2) ® M(IY(&H—S’I), for a ;é (3 N 7)’
1 2n+1

18n+7.6) _ (2 ,1(8n+72) 1(8n+5,1) 1 1 .
M=o = (M3—>7 &M ; )EE ines [ }’
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Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy

dim/(8n,7) = (4n,4n,4n + 1,4n + 1,8n,8n,8n + 1),
100.7) = (0,0,0,0.[1].[1]).

M(Iy(SnJ) — Mé(811,1) ® M(It(SnJrS,l)[m—mfl], for ?é (4 N 7),
| 2n-1

18n7) _ (1 ,068n1) 18n+5,)[non—11\ . 47 )
M~ = (M4—>7 eM,",; )EE | L ] n>0;

dim/(8n + 1,7) = (4n,4n,4n+ 1,4n+ 1,8n,8n + 1,8n + 2),

ImnzbqaplLM{m,

MLII(SI’L+],7) — Mé(8n+],l) @ M‘ll(8n+6,l)[m—>n—l], fOI‘a # (5 N 2),
4n+2 1

1

I8n+1,7) _ (2 71(8n+1,1) 18n+6,1)[n—n—1] .
MY = (M8 © ML, JEE 1|, n>0;

2n-3

dim/(8n +2,7) = (4n,4n,4n+ 1,4n+ 1,8n + 1,8n + 2,8n + 2),

o )

M(Iy(8n+2,7) — M(IY(SVH—Z’D @M(Iy(8n+7,l)[m—>n—l]’ for ar # (5 N 1)’
4n—1 1

1@%:@&@1}

_ 2n
Mg(j;:ﬂﬁ) _ (M§(inl+2,l) o Mg(in]+7,1)[m—>n 1]) & [ ]’ n>0:
1 1

dim/(8n+3,7) = (4n+1,4n+1,4n+2,4n+ 2,8n + 3,8n + 3,8n + 3),

Mé(8n+3’7) — MLly(8n+3,1) @M(IZ(Sn,l)’ for a + (5 —2),
4n 1

|

dim/(8n+4,7) = (4n+2,4n+2,4n+3,4n+ 3,8n+4,8n+ 4,8n +5),
MIGHAT) gl g I Gnelh  por o 2 (3 7),

2n 1
I8n+4.7) _ (3 d@n+41) o d@ntL DY o ] L
M = (S e M) e ini2 l }’

dim/(8n+5,7) = (4n+2,4n+2,4n+3,4n+ 3,8n+4,8n +5,8n + 6),

M(Il/(8n+5,7) — M(Iy(8n+6,4) ® Mi(8i1+5,4)’ for a # (3 N 7)’
1 1 2n

18n+3,7) _ { n,0(8n+3,1) 181 o, 2"
My=y " = (Msﬁz &M, )EE 1

1

1(8n+5,7) _ 1(8n+6,4) 1(8n+5.4) .
M3—>7 - (M3—>7 ® M3—>7 ) B 1 1 ’

4n+1
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dim/(8n+6,7) = (4n+2,4n+2,4n+3,4n + 3,8n + 5,8n + 6,8n + 6),

Mlll(gl’l+6,7) — M(ll(8n+6,1) ® M£(8n+3’]), fOr a # (3 - 7)’
1 2n

1

18n+6,7) _ [ 2 71(81+6,1) 18n+3,1) )
M5 = (M3ﬁ7 e M )EE ! 1 ;

4n+2

dim/(8n+7,7) = (4n+3,4n+3,4n+4,4n +4,8n+7,8n+7,8n + 7),
M1(8n+7,7) — M1(8n+7,1) @ M1(8n+4,1)’ f()r o # (3 N 7)’

I 20+l
I8m+7.7) _ (18T o yd@neay o L | ]
M = (M8 e M) e i [ }

II1.4.3 Modulele regulare exceptionale

Existd doar un numir finit de module exceptionale regulare. Acestea sunt modulele regulare in-
decompozabile necompozabile cu vector de dimensiune mai mic decat 6 = (1,1,1,1,2,2,2), marcate
cu verde in Figura IIL.6. Mentiondm ci dimR)(2) = dimR{(4) = dimR.(2) = 6, unde I € {1,2},
I'e{1,2,3,4}.

Reprezentdrile simplelor regulare ale lui A(Dg) sunt, de asemenea, date in [34], le includem aici doar

de dragul completitatii:

dimR!,(1) = (0,1,0,1,1,1, 1),

R =(0.[1]- ][0, fa):

dimR2,(1) = (1,0,1,0,1, 1, 1),

£awr=(iLo[i.[i1[1].9):

dimRy(1) = (0,1,1,0, 1,1, 1),

R’ = 0.[a]- ][] [1]0):

dimR3(1) = (1,0,0,1,1,1, 1),

&= (1)1 [ 1o 1))

dimR;(1) = (0,0,0,0,0,0, 1),
RI(1) = (0,0,0,0,0,0);

@R}(Z) =(,1,1,1,1,1,2),
"o =[] )
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Capitolul III. Reprezentari de tip arbore ale tolbei Dy

A(Dg) A(De)
Tubul regular neomogen 7, Tubul regular neomogen 7
ol (3 2 (3 203 3
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********* 333 R 333 F -_—— - - — - -
> 1 ) > 5 1 2333 —> 1333]
! I
|
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1 1 . 1 | 1 1 T 1 1
222 —— - - - - - > 222 ! 222 - - - - - - === > 222
1 1 1 ! | 1 1 1
4 ! |
X . 1 - ! | X -1 s
=~ ‘ -7 > T -
T | ‘ N
! |
RZ,(1) RU(1) Rl1) R2(1)
1 0 1 1 0 0 r" 0 r’]
————————— > 11l ——=—=—===—== 111 oy LN ____
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Tuburi regulari neomogene in cazul A(ﬁ6)

dimR}(3) = (1,1,1,1,2,1,2),

1 o] [1
Mm:[1ﬂ{1ﬂ{wp ¢1’1;

dimR3(1) = (1,1,1,1,1,1,1

1 ),
&= (][ [-D] a1y

@ﬁ@:@lﬂZlU

M@:ﬁl : ﬂl] ﬂ[ﬂ
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III.4. Reprezentiri de tip arbore ale tolbei A(ﬁ(,)

dimR3(3) = (1,1,1,1,2,2, 1),

R%(3)=([1 o].[1 1],[(1) ﬂm[l][l]]

dimR;(1) = (0,0,0,0,1,0,0),
R3(1) = (0,0,0,0,0,0);

dimR}(2) = (0,0,0,0,1,1,0),
R}(2) = (0.0.[1].0.0.0);

dimR}(3) = (0,0,0,0, 1, 1, 1),
R(3) = (0.0.[1].[1].0.,0):

dimR?(1) = (0,0,0,0,0, 1,0),
R}(1) = (0,0,0,0,0,0);

dimR{(2) = (0,0,0,0,0,1, 1),
R}(2) = (0,0,0,[1],0,0);

dimR}(3) = (1,1,1,1,1,2,2),

a1 1)
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Capitolul IV

Despre natura combinatorica a reprezenta-

rilor de tip arbore ale tolbelor euclidiene

Dupd cum am mentionat mai devreme, Ringel a demonstrat cd fiecare modul exceptional are o
reprezentare de tip arbore, dar unul dintre pasii din demonstratie implicd o alegere a bazei, care pare
sd depindd de corpul considerat. El a pus intrebarea (vezi Problemele 1. si 2. din Sectiunea 9. din
[27]) daci exista reprezentdri de tip arbore care sunt independente de aceastd alegere a bazei, deci fiind
independente de corp. Aceastd problemd rdméane deschisd In general, dar asa cum am vdzut in Capitolele
IT si III in unele cazuri particulare, a fost rezolvatd: reprezentdri de tip arbore pentru tolbele euclidiene
orientate canonic Eg si D,, enumerate in capitolul anterior sunt Intr-adevér independente de corp, dand
astfel un rspuns afirmativ la intrebarea lui Ringel in aceste cazuri.

Reamintim ca reprezentdrile din cele doua capitole anterioare au fost obtinute prin experimentare in
Z, si Z3, si nu au fost construite Tn mod specific pentru a fi independente de corp. Probabil aceasta nu
este o coincidentd norocoasad si ridica intrebarea dacd fiecare reprezentare de arbore este independenta
de corp sau nu.

In acest capitol, pe baza articolului [18] verificim computational aceasti intrebare in cazul tolbelor
euclidiene de tip 54, ﬁs si E@ cu vectorul de dimensiune marginit de vectorul radical minim al tolbei.
Aceasta include o clasd mare de reprezentiri exceptionale, In particular toate exceptionalele neomogene

regulare.

IV.1 Descoperiri computationale si conjecturi

In cele ce urmeazi fie k un corp arbitrar, Q o tolbd euclidiand si x o rdddcind exceptionald peste
Q. Introducem urmitoarea notatie pentru multimea tuturor reprezentarilor de tip arbore cu vector de

dimensiune x peste k:
Tr(x) ={ M € repkQ | dimM = x and M este o reprezentare de tip arbore }.

Propozitia IV.1.1. Notim prin Q o tolbd euclidiand orientatd canonic de tip D4, D5 sau E¢. Fie x o
rdddcind exceptionald peste Q mai micd decdt radicalul minim 6. Dacd privim matricele reprezentdrilor
ca si tabele formale 2-dimensionale ale simbolurilor 0 si 1, atunci multimea Ty(x) are aceleasi elemente

peste orice corp, adicd Ty(x) = Ty (x) pentru oricare doud corpuri k si k’.

Ca urmare a propozitiei anterioare formulim urmaétoarea conjectura:
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IV.1. Descoperiri computationale si conjecturi

Conjectura IV.1.2. Fie x o rdddcind exceptionald peste o tolbd euclidiand arbitrard Q mai micd decat
vectorul radical minim 6. Dacd privim matricele reprezentdrilor ca si tabele formale 2-dimensionale ale
simbolurilor 0 si 1, atunci multimea Ty(x) are aceleasi elemente peste orice corp, adicd Tr(x) = Ty (x)

pentru oricare doud corpuri k si k’.

In cazul tolbelor (verificate computational) am putea omite indicele k si notim multimea doar ca
T(x).

Fie z o rddacind exceptionald a tolbei Q si Z € T(z) o reprezentare de tip arbore. Definim multi-
mea S(z), care va contine perechile de vectori de dimensiune a fiecarei perechi Schofield (nespeciale)

apartinand lui Z. Mai precis:

S(2) ={(x,y) | x,y sunt radicini exceptionale ale Q si (¥, X) e o pereche
Schofiel apartinand lui Z, unde Z € T(z), Y € T(y) si
X €T(x)cudimX = x, dimY =y, dimZ = z }

Mentiondm cd 1n timp ce reprezentdrile X, Y,Z € mod kQ existd in contextul unui corp de bazi k,
conditiile enuntate Tn Propozitia 7 din [39] depind doar de valoarea raddcinilor (vectori de dimensiune),
prin urmare multimea S (z) poate fi folosit intr-un context independent de corp.

Daca rdddcina z este mai mica decat vectorul radical minim ¢, atunci avem doar asa-numitele
secvente Schofield nespeciale de foorma 0 —» X — Z — Y — 0 (vezi Propozitii 7 si 9 din [39]) si

multimea S (z) poate fi datd in felul urmator:
S(z) = { (x,y) | x,y sunt ridicini exceptionale ale Q, x+y =z, {(x,y) =0}

In cele ce urmeazi definim o multime de reprezentiri construite folosind perechi Schofield. Fie x si

y radécini exceptionale ale tolbei Q si ludm 1n considerare reprezentdri arbitrare de tip arbore X € T'(x)
aij
Xy
respectiv de coloana 1n blocul din dreapta sus al matricei M,,):

si Y € T(y). Construim o noud reprezentare R, ;,, dupad cum urmeazd (o € Q; si i, j fiind indici de rand,

]ate

unde pentru blocul din dreapta sus Eflj este adevarat cd E;’ = 0 pentru a # « si Efyj contine exact un

X, EY

a

0 Y,

R;lyj' = (MV’ Ma)ver = (XV @ YV)VEQ()v[
agQi

element 1 diferit de zero 1n rAndul 7 si coloana j, atlfel este zero. Folosind aceastd notatie introducem

urmatoarea multime Ex(x,y) € mod kQ:

Ei(x,y) = { R;’; | @ € Q1, i, j sunt indici de rand, resp. coloani,

X € Ty(x), Y € Te(y), RYJ € Te(x +) )

Pentru reprezentérile de tip arbore X si Y date, reprezentarea R;’; este constructia datd de Ringel in
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Capitolul IV. Despre natura combinatorica a reprezentarilor de tip arbore ale tolbelor euclidiene

Sectiunea 6 din [27]. Dupa cum a fost mentionat acolo, pozitia unei singure elemente diferitd de zero
specificatd de a, i si j implica o alegere a bazei si poate depinde foarte bine de corpul de baza k. Spre

surprinderea noastrd, insd, acesta pare sa nu fie cazul:

Propozitia IV.1.3. Notdm prin Q o tolbd euclidiand orientatd canonic de tip Dy, Ds sau Ee. Fie x si y
rdddcini exceptionale peste Q, mai mici decdt radicalul minim 6. Dacd privim matricele reprezentdrilor
ca tabele formale 2-dimensionale ale simbolurilor 0 si 1, atunci multimea Ey(x,y) are aceleasi elemente

peste orice corp, adicd Ey(x,y) = Ep(x,y) pentru oricare doud corpuri k si k’.

Pe baza constatérilor noastre presupunem ca Propozitia IV.1.3 este valabila pentru tolbe arbitrare si
ridicini exceptionale. In cazul tolbelor (verificate computational) am putea omite indicele k si notim
multimea doar ca E(x,y).

Mergéand mai departe cu ,,investigatia noastrd computationald” Tn problema independentei corpului,
am putea cere o metoda pentru a construi multimea reprezentdrilor de tip arbore, alta decat ,,ciutarea
exhaustivd” pe care am efectuat-o. Ringel in demonstratia sa a folosit inductia Schofield pentru a con-
strui reprezentdri de tip arbore (vezi Sectiunea 6 din [27]), si ne putem pune intrebarea dacd existd alte
metode pentru obtinerea lor sau daca constructia lui produce orice reprezentare de tip arbore posibila.

Permutarea vectorilor de baza este o operatie independentd de corp, asa cd introducem urmatoarele:

Definitia IV.1.4. Fie M = (M;, M,) si N = (N;, N, ) reprezentiri ale unei tolbe Q. Atunci spunem ca sunt
permutational similare, dacd exista o familie de matrice permutare {A; | i € Qp} astfel Incat urmatoarea

diagrama este comutativd pentru fiecare sageatd @ € Q;:

M(l
M; 5 M;

\LA,- 2

No
N, — N;

Fie Z € T(z) o reprezentare de tip arbore, notam cu m(Z) multimea tuturor reprezentdrilor de tip
arbore care sunt permutational similare cu Z.
Folosind notatiile introduse mai sus, formulam urmaétoarea propozitie, oferind o metoda de constru-

ire inductiva a multimilor de reprezentari de tip arbore:

Propozitia IV.1.5. Fie 7 o rdddcind exceptionald a unei tolbe euclidiene orientate caconic de tip Dy, Ds

sau Eg, astfel incat z < 6. Atunci avem

@)= | =@.

(x.y)€S ()
ZeE(x,y)

Avem conjectura cd Propozitia IV.1.5 este valabild pentru fiecare raddcind exceptionald a oricérei

tolbe euclidiene.
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