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Introducere

În această teză de doctorat prezentăm rezultate noi ı̂n teoria funcţiilor univalente de
una, respectiv mai multe variabile complexe. Teoria funcţiilor univalente face parte
din teoria geometrică a funcţiilor şi reprezintă un punct de interes pentru numeroase
lucrări de cercetare. Fie C planul complex şi fie Cn = {z = (z1, z2, . . . , zn) : zi ∈ C, i =
1, . . . , n}, n ≥ 2, spaţiul de n variabile complexe cu produsul scalar Euclidian şi cu
norma Euclideană. Fie U discul unitate, fie Bn bila unitate Euclideană ı̂n Cn si fie
Pn polidiscul unitate ı̂n Cn. Spunem că o funcţie este univalentă dacă este o funcţie
injectivă şi olomorfă. Un rezultat remarcabil ı̂n teoria funcţiilor univalente de o variabilă
complexă este Teorema lui Riemann, care afirmă că orice domeniu simplu conex Ω diferit
de ı̂ntreg planul complex este conform echivalent cu discul unitate U (a se vedea [48],
[66]). Datorită acestui rezultat este suficient să studiem univalenţa pe discul unitate U
(a se vedea de exemplu [48], [66]). Fie S clasa funcţiilor univalente şi normate pe U
(see [25], [102]). Spunem că o funcţie este normată pe U dacă sunt satisfăcute condiţiile
f(0) = f ′(0) − 1 = 0. Teorema lui Riemann nu are loc ı̂n Cn, n ≥ 2 (see [93], [106]).
Rezultatul care a condus la această observaţie este datorat lui Poincaré [100] şi arată că,
ı̂n cazul mai multor variabile complexe, Bn şi Pn nu sunt biolomorfic echivalente, chiar
dacă sunt omeomorfe.

Fie S(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi biolomorfe pe Bn. Cartan H. [9] a arătat că
familia S(Bn) nu este local uniform mărginită, aşadar nu este compactă şi nu există
teoreme de deformare şi de distorsiune pentru ı̂ntreaga clasă S(Bn). Considerăm familia
aplicaţiilor care admit reprezentare parametrică pe Bn, notată cu S0(Bn). Această clasă
importantă a fost introdusă de Graham, Hamada şi Kohr [37]. Graham et al. [37]
au demonstrat că S0(Bn) este o submulţime proprie a lui S(Bn), de unde deducem că
există aplicaţii normate şi biolomorfe care nu admit reprezentare parametrică pe Bn, spre
deosebire de planul complex, unde orice funcţie din S admite reprezentare parametrică
pe U (a se vedea [102]). Acest fapt marchează o diferenţă fundamentală ı̂ntre teoria
funcţiilor univalente de una, respectiv mai multe variabile complexe. Printre aplicaţiile
care admit reprezentare parametrică pe Bn se enumeră şi aplicaţiilor normate şi stelate
pe Bn. Prin urmare, mulţimea S0(Bn) nu este mulţimea vidă.

În C, orice funcţie f ∈ S admite reprezentare parametrică pe U , adică există un
lanţ Loewner, f(z, t) : U × [0,∞) → C, astfel ı̂ncât f se scufundă ca prim element al
acestui lanţ Loewner. Acest rezultat fundamental ı̂n teoria lanţurilor Loewner a fost
obţinut de Pommerenke [102]. Importante clase de funcţii normate şi univalente pe
U admit caracterizări analitice folosind lanţuri Loewner: clasa funcţiilor stelate, clasa
funcţiilor spiralate de tip γ, γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
(a se vedea de exemplu [102], [48]), clasa

funcţiilor aproape stelate de ordin α, α ∈ [0, 1) (see [119]), clasa funcţiilor convexe (a
se vedea [48], [102]) pe U . Diverse rezultate şi aplicaţii ale teoriei funcţiilor univalente
de o variabilă complexă sunt tratate ı̂n monografiile lui Pommerenke [102], Duren [25],
Graham şi Kohr [48], Mocanu, Bulboacă şi Sălăgean [90].
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Un alt punct de interes important este reprezentat de studiul proprietăţilor geomet-
rice ale aplicaţiilor univalente. O caracterizare analitică a stelarităţii pe Bn este dată de
Matsuno [88]. Gurganus [54] şi Suffridge [114] au obţinut o caracterizare a stelarităţii
pe bila unitate a unui spaţiu Banach, iar Suffridge [113] a dat caracterizare similară pe
polidiscul unitate ı̂n Cn. Teoreme de deformare, de acoperire şi estimări ale coeficienţilor
pentru clasa S∗(Bn) a aplicaţiilor stelate şi normate pe Bn au fost obţinute de Kubicka
şi Poreda [78], Barnard, FitzGerald şi Gong [5], Gong [32, 33], Graham şi Kohr [48],
respectiv Kohr [72], Curt [19], Graham, Hamada şi Kohr [37]. Conceptul de stelaritate
de ordin α pe Bn, unde α ∈ [0, 1), a fost definit de Kohr [70], iar conceptul de aproape
stelaritate de ordin α, unde α ∈ [0, 1), a fost introdus de Feng [30] pe bila unitate a
unui spaţiu Banach. T. Chirilă [12] a definit aproape stelaritatea de ordin α şi tip γ pe
Bn, unde 0 ≤ α < 1 şi 0 ≤ γ < 1. Caracterizarea analitică a convexităţii ı̂n Cn a fost
obţinută de Kikuchi [69], Gong, Wang şi Yu [34] şi Suffridge [114, 112]. Alte rezultate
obţinute pentru clasa aplicaţiilor normate şi convexe, precum o teoremă de deformare,
estimări ale coeficienţilor, o teoremă de tip Marx-Strohhäcker, au fost obţinute de Suf-
fridge [115], FitzGerald şi Thomas [31], Liu [79], Kohr [70, 72], Curt [18]. Conceptul de
spiralitate ı̂n raport cu un operator linear şi normal, ale cărui valori proprii au partea
reală pozitivă, a fost definit de Gurganus [54] (a se vedea [60], [48]). Alte generalizări
au fost considerate de Suffridge [112], Liu şi Liu [82], Chirilă [11].

Teoria lanţurilor Loewner ı̂n plan complex a avut o contribuţie majoră ı̂n studiul
funcţiilor univalente, având numeroase aplicaţii precum: caracterizarea analitică a funcţiilor
univalente cu proprietăţi geometrice, demonstrarea conjecturii lui Bieberbach, etc (a
se vedea [25], [48]). Prima generalizare a lanţurilor Loewner şi a ecuaţiei diferenţiale
Loewner ı̂n cazul mai multor variabile complexe se datorează lui Pfaltzgraff [96, 97],
care a extins noţiunea de lanţ Loewner pe Bn ı̂n Cn. Ulterior, Poreda [103, 104] a
generalizat aceste noţiuni la polidiscul unitate Pn ı̂n Cn şi a introdus clasa aplicaţiilor
normate şi univalente care admit reprezentare parametrică pe Pn, notată cu S0(Pn). Alte
contribuţii semnificative au fost aduse de Kubicka şi Poreda [78], care au studiat clasa
S∗(Bn). O altă contribuţie remarcabilă este introducerea clasei S0(Bn) a aplicaţiilor
care admit reprezentare parametrică pe B datorită lui Graham, Hamada şi Kohr [37].
Această clasă este o submulţime proprie a lui S(Bn), fapt ce indică că nu orice aplicaţie
din clasa S(Bn) admite reprezentare parametrică. Această proprietate a fost obţinută
de Graham, Hamada şi Kohr [37]. Rezultate remarcabile ı̂n teoria lanţurilor Loewner
ı̂n Cn au fost obţinute de G. Kohr şi colaboratorii săi ı̂ntr-o serie de lucrări valoroase,
dintre care enumerăm: [37], [51], [23], [52], [26]. Alte rezultate ı̂n acest domeniu au fost
obţinute ı̂n lucrările [7], [2], [8], [3]. De asemenea, criterii de univalenţă folosind lanţuri
Loewner pot fi găsite ı̂n [16, 17].

Graham I., Hamada H., Kohr G. şi Kohr M. [42] au studiat noţiunea de reprezentare
parametrică generalizată ı̂n raport cu un operator dependent de timp A pe spaţii Ba-
nach complexe şi reflexive (a se vedea [58]). În lucrarea [40] ce extinde rezultatele din
[29], au fost tratate subiecte legate de lanţuri Loewner şi rezolvenţii neliniari ai clasei
Carathédory ı̂n Cn, M. Totodată, rezultate privind lanţurile Loewner pe suprafeţe
Riemann au fost obţinute ı̂n [15]. Contribuţii legate de lanţuri Loewner şi rezultate de
aproximare pentru aplicaţii univalente pe Bn pot fi găsite ı̂n [59].

O subclasă importantă a familiei S0(Bn) este mulţimea aplicaţiilor cu g-reprezentare
parametrică pe Bn, notată cu S0

g (Bn), unde funcţia g satisface anumite proprietăţi nat-
urale. Clasa S0

g (Bn) a fost introdusă de Graham, Hamada şi Kohr ı̂n [37]. Noţiunea de
g-reprezentare parametrică este strâns legată de conceptul de g-lanţ Loewner. Spunem
că aplicaţia f(z, t) : Bn× [0,∞) → Cn este un g-lanţ Loewner dacă satisface următoarele
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condiţii: f(z, t) este un lanţ Loewner, familia {e−tf(·, t)}t≥0 este normală pe Bn şi
aplicaţia h obţinută din ecuaţia diferenţială Loewner

(0.0.1)
∂f

∂t
= Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0,∀z ∈ Bn,

verifică condiţia h(·, t) ∈ Mg, pentru aproape orice t ≥ 0 ([37]). Clasa Mg este definită
prin ([37])

Mg =

{
h ∈ H(Bn) : h(0) = 0, Dh(0) = In, ⟨h(z),

z

∥z∥2
⟩ ∈ g(U), z ∈ Bn

}
,

unde ⟨h(z), z
∥z∥2 ⟩|z=0 = 1. O aplicaţie f admite g-reprezentare parametrică dacă şi

numai dacă f se scufundată ı̂ntr-un g-lanţ Loewner. Pentru g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , ζ ∈ U , orice

g-lanţ Loewner se reduce la un lanţ Loewner. În cazul n ≥ 2 şi pentru aceeaşi funcţie
g, există lanţuri Loewner care nu sunt g-lanţuri Loewner. Aceste proprietăţi reprezintă
un motiv important de a studia g-reprezentarea parametrică ı̂n Cn pentru n ≥ 2. În
lucrările [37], [73], au fost obţinute o teoremă de deformare şi estimări ale coeficienţilor
pentru clasa S0

g (Bn). Alte rezultate privind g-lanţuri Loewner pot fi găsite ı̂n [39], [43],
[62].

O modalitate de a construi aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn, n ≥ 2, este prin intermediul
operatorilor de extensie. Un prim exemplu de operator de extensie este operatorul
introdus de Roper şi Suffridge [108]. Acest operator este definit astfel: Φn : LS → LSn

şi este dat de următoarea expresie

Φn(f)(z) = (f(z1), z̃
√

f ′(z1)), z = (z1, z̃) ∈ Bn.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât:
√
f ′(z1)|z1=0 = 1. Iniţial acest operator a

fost definit pentru a construi aplicaţii convexe pe Bn folosind funcţii convexe pe U . Prin
urmare, operatorul Φn păstrează convexitatea ( a se vedea [108]). Această proprietate
a fost obţinută printr-o altă metodă şi de Graham şi Kohr [47]. În [47], Graham I. şi
Kohr G. au arătat iniţial că operatorul Φn păstrează stelaritatea. Ulterior, Hamada H.,
Kohr G. şi Kohr M. [63] au demonstrat că Φn păstrează stelaritatea de ordin 1/2, iar
Liu [80] a arătat că păstrează stelaritatea de ordin α ∈ (0, 1) (a se vedea de asemenea
[12]). Operatorul Φn păstrează spiralitatea de tipul γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
. Această proprietate

a fost obţinută de Graham, Kohr and Kohr [51]. Utilizând lanţuri Loewner, Chirilă T.
[12] a arătat că acest operator conservă şi noţiunea de spiralitate de tipul γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
şi

ordin α ∈ (0, 1) ( a se vedea de asemenea [82]). Toate aceste proprietăţi sunt consecinţe
ale următorului rezultat obţinut de Graham, Kohr şi Kohr [51]: dacă f ∈ S atunci
Φn(f) ∈ S0(Bn).

Un alt operator de extensie ce generalizează operatorul Φn introdus de Roper şi
Suffridge este definit astfel: Φn,α,β : LS → LSn şi este dat de următoarea expresie

Φn,α,β(f)(x) =

(
f(z1), z̃

(f(z1)
z1

)α
(f ′(z1))

β

)
, ∀z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde α ≥ 0, β ≥ 0. Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât:(f(z1)
z1

)α∣∣∣
z1=0

= 1, (f ′(z1))
β
∣∣
z1=0

= 1.

Acest operator remarcabil a fost introdus de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge ı̂n [46].
Pentru 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1/2 şi α+ β ≤ 1, operatorul Φn,α,β păstrează reprezentarea
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parametrică, stelaritatea de ordin γ ∈ (0, 1), aproape stelaritatea de tip γ ∈ (0, 1) şi
ordin δ ∈ [0, 1), spiralitatea de tip γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
şi ordin δ ∈ (0, 1) ( a se vedea [46], [80],

[81], [11]). Graham I., Hamada H., Kohr G. and Suffridge T. [46] au arătat că acest
operator păstrează convexitatea dacă şi numai dacă (α, β) = (0, 1/2).

În lucrarea [92], Muir J. a introdus o altă generalizare a operatorului Roper-Suffridge,
al cărui scop era de obţine puncte de extrem pentru clasa K(Bn), a aplicaţiilor normate
şi convexe pe Bn, pornind de la puncte de extrem ale clasei K, a funcţiilor normate şi
convexe pe U . Acest operator este definit prin:

Φn,Q(f)(z) = (f(z1) +Q(z̃)f ′(z1), z̃
√
f ′(z1)), z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde am ales ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât
√
f ′(z1)|z1=0 = 1 şi Q : Cn−1 → C

este un polinom omogen de grad 2. Pentru ∥Q∥ ≤ 1/4, operatorul Φn,Q păstrează
reprezentarea parametrică şi stelaritatea. Acest rezultat a fost obţinut de Kohr [75].
Pentru ∥Q∥ ≤ 1/2, operatorul de extensie Muir păstrează convexitatea ( a se vedea

[92]), iar pentru ∥Q∥ ≤ 1−|2α−1|
8α , păstrează stelaritatea de ordin α ∈ (0, 1) ( a se vedea

[116], [12]).
Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge generalizează operatorul Roper-Suffridge

şi extinde o aplicaţie local biolomorfă pe Bn la o aplicaţie local biolomorfă pe Bn+1 ı̂n
Cn+1. Operatorul Pfaltzgraff-Suffridge este definit astfel ([99]): Ψn : LSn → LSn+1 şi
este dat de următoarea expresie

Ψn(f)(z) =
(
f(z̃), zn+1[Jf (z̃)]

1
n+1

)
, z = (z̃, zn+1) ∈ Bn+1.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât [Jf (z̃)]
1

n+1

∣∣∣
z̃=0

= 1. Aceste operator satisface

proprietăţi precum: Ψn(S
0(Bn)) ⊆ S0(Bn+1), Ψn(S

∗(Bn)) ⊆ S∗(Bn+1) (a se vedea
[53]). Graham I., Kohr G. şi Pfaltzgraff J.A. [53] au obţinut un rezultat parţial privind
conservarea convexităţii prin acest operator.

Alţi operatori de tip Roper-Suffridge au fost studiaţi ı̂n [27], [28], [36], [38], [46], [47],
[48], [49], [50], [75], etc., iar operatori de tip Pfaltzgraff-Suffridge au fost consideraţi ı̂n
[13], [63] pe domenii Reinhardt şi [41] pe domenii mărginite şi simetrice ı̂n Cn.

În lucrarea [65], autorii au adaptat operatorii de extensie Φn,Q şi Ψn la aplicaţii şi
lanţuri Loewner nenormate şi au demonstrat că aceşti operatori conservă Ld-lanţuri
Loewner. Rezultate recente privind operatori de tip Roper-Suffridge şi Pfaltzgraff-
Suffridge pe spaţii Banach complexe obţinute de Graham et al. sunt prezentate ı̂n
lucrarea [45] ( a se vedea de asemenea [44], [41]), unde autorii studiază conservarea g-
lanţurilor Loewner. Alte rezultate recente privind lanţuri Loewner extinse şi operatorul
de extensie Muir Φn,Q pot fi găsite ı̂n [91].

Principalul nostru obiectiv este studiul anumitor proprietăţi de conservare privind
operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q, precum şi subclase ale familiei S0

g (Bn), când funcţia
g este dată de următoarea relaţie

(0.0.2) g(ζ) =
1 +Aζ

1 +Bζ
, ζ ∈ U, unde − 1 ≤ B < A ≤ 1.

Folosind această formă particulară funcţiei g, ne referim la g-reprezentarea parametrică
pe Bn, precum şi la clasele de aplicaţii g-stelate, g-aproape stelate de ordin α, 0 ≤ α < 1,
şi g-spiralate de tipul γ, γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
, pe bila unitate Bn. Pentru o alegere convenabilă

a parametrilor A şi B, aceste clase pot fi reduse la subclase binecunoscute ale familiei
S(Bn). Pentru g(ζ) = 1+ζ

1−ζ , ζ ∈ U , noţiunea de g-reprezentare parametrică pe Bn se
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reduce la reprezentare parametrică pe Bn, noţiunea de g-stelaritate pe Bn se reduce la
stelaritate pe Bn, etc. Vom studia de asemenea două tipuri particulare de stelaritate:
stelaritate de tip Janowski şi aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienţi reali pe
discul unitate U si pe bila unitate Bn ı̂n Cn. Conceptul de g-stelaritate poate fi redus la
stelaritate de tip Janowski şi aproape stelaritate de tip Janowski pentru anumite valori
date parametrilor A şi B. Ne referim de asemenea la stelaritate de tip Janowski şi
aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienţi complecşi.

Fie g o funcţie dată de relaţia (0.0.2). În această teză, arătăm că g-reprezentarea
parametrică este păstrată prin operatorii Φn,α,β şi Φn,Q. Vom demonstra de asemenea că
g-stelaritatea, g-spiralitatea de tipul γ sunt păstrate prin aceşti operatori. Mai mult, g-
aproape stelaritatea de ordin α este păstrată prin operatorul Φn,α,β. Pe baza rezultatului
de păstrare a g-stelarităţii, obţinem că stelaritatea de tip Janowski şi aproape stelaritatea
de tip Janowski sunt păstrate prin cei doi operatori de extensie.

Fie a, b ∈ R cu proprietatea că |1 − a| < b ≤ a. Fie J (a,b) clasa funcţiilor stelate
de tip Janowski pe U şi fie AJ (a,b) clasa funcţiilor aproape stelate de tip Janowski pe
U . Fie S∗ clasa funcţiilor normate şi stelate pe U şi fie S∗

g clasa funcţiilor g-stelate

pe U . Vom determina raza Janowski J (a,b) a claselor S şi S∗, respectiv a claselor
Φn,α,β(S) şi Φn,α,β(S

∗). Vom obţine teoreme de deformare pentru clasele Φn,Q(S
0
g ),

Φn,Q(S
∗
g ), Φn,Q(J (a,b)) şi Φn,Q(AJ (a,b)). Vom da estimări pentru detDΦn,Q(f)(z),

unde f aparţine fie clasei S∗
g , fie clasei J (a,b) sau clasei AJ (a,b). Vom obţine teoreme

de distorsiune de-a lungul unui vector unitate ı̂n Cn pentru anumite subclase ale familiei
Φn,Q(S

∗
g ). Vom menţiona câteva cazuri particulare ale acestor rezultate de deformare şi

distorsiune.

În ultima parte a tezei, demonstrăm că operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q păstrează
stelaritatea şi aproape stelaritatea de tip Janowski cu coeficienţi complecşi. Vom deduce
expresia unui câmp vectorial Herglotz asociat unui anumit lanţ Loewner F (z, t) : B3 ×
[0,∞) → C3, al cărui prim element este Ψ2(f), unde f ∈ S0(B2). Acest lanţ Loewner
este menţionat ı̂n demonstaţia Teoremei 2.1 din [53].

Teza este structurată pe 4 capitole.

Capitolul 1 prezintă rezultate generale privind funcţii olomorfe ı̂n C, respectiv
funcţii şi aplicaţii olomorfe ı̂n Cn. Vom considera proprietăţi elementare ale funcţiilor
olomorfe de o variabilă complexă. Totodată, ne referim şi la proprietăţile elementare
ale funcţiilor şi aplicaţiilor olomorfe ı̂n Cn. Includem rezultate generale privind funcţii
univalente ı̂n C şi aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn. Prezentăm clasa Carathédory P şi gener-
alizarea acestei clase la Cn, notată cu M.

Ne referim la subclase de funcţii univalente şi normate pe discul unitate U . Prezentăm
clasa S a funcţiilor univalente normate pe U , clasa S∗ a funcţiilor stelate ı̂n raport cu
originea şi normate, clasa K a funcţiilor convexe normate, clasa S∗

α a funcţiilor stelate
de ordin α şi normate, clasa Ŝγ a funcţiilor spiralate de tipul γ şi normate şi clasa AS∗

α a
funcţiilor aproape stelate de ordin α şi normate. Vom considera caracterizări analitice,
teoreme de deformare, acoperire şi distorsiune, precum şi estimări ale coeficienţiilor
pentru aceste clase. Continuăm cu generalizarea claselor menţionate anterior ı̂n cazul
mai multor variabile complexe. Ne referim la proprietăţi similare obţinute pentru aceste
subclase de aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn. Fie S(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi biolomorfe
pe bila unitate Bn ı̂n Cn.

În ultima secţiune a acestui capitol, prezentăm rezultate clasice din teoria lanţurilor
Loewner ı̂n C şi ı̂n Cn. Prezentăm ecuaţia diferenţială Loewner ı̂n C, precum şi gener-
alizarea ei la mai multe dimensiuni. Vom da caracterizarea analitică a anumitor subclase
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de funcţii univalente şi normate prin intermediul lanţurilor Loewner. De asemenea,
includem şi caracterizarea unor subclase de aplicaţii normate şi biholomorfe folosind
lanţuri Loewner.

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol sunt utile ı̂n demonstrarea rezultatelor prin-
cipale ale tezei.

Capitolul 2 prezintă noţiunea de reprezentare parametrică pe discul unitate U şi
pe bila unitate Bn din Cn. Vom vedea că orice funcţie din clasa S admite reprezentare
parametrică pe U (see [102], [48]). Prezentăm clasa aplicaţiilor care admit reprezentare
parametrică pe Bn, notată cu S0(Bn). Această clasă a fost introdusă ı̂n [37]. Vom da
un rezultat de deformare, estimări ale coeficienţilor (see [37], [73]) şi rezultatul de com-
pactitate al clasei S0(Bn) (see [51]). Ne vom referi la o subclasă de aplicaţii olomorfe pe
Bn a familiei M, notată cu Mg, unde g : U → C este o funcţie univalentă care satisface
anumite condiţii naturale. Clasa Mg a fost introdusă de Graham, Hamada şi Kohr
ı̂n [37]. Prezentăm de asemenea clasa S0

g (Bn) a aplicaţiilor care admit g-reprezentare
parametrică pe Bn (see [37]). Vom da teoreme de deformare şi estimări ale coeficienţilor
pentru această clasă. Prezentăm definiţia unui g-lanţ Loewner pe Bn dată de Graham,
Hamada şi Kohr [37].

În continuare, ne referim la operatorul de extensie Roper-Suffridge, Φn, precum şi la
două generalizări ale acestui operator: Φn,α,β şi Φn,Q. Prezentăm proprietăţi analitice şi
geometrice ale acestor operatori de extensie. Vom include câteva raze de univalenţă ale
unor subclase de aplicaţii normate şi biolomorfe generate de aceşti operatori de extensie.
Fie g o funcţie dată de relaţia (0.0.2). Demonstrăm că operatorii Φn,α,β şi Φn,Q păstrează
noţiunea de g-reprezentare parametrică. Aceste rezultate originale sunt prezentate ı̂n
Teoremele 2.3.2, 2.3.3 şi sunt incluse ı̂n lucrările [85, 86].

Capitolul 3, prezintă anumite subclase de aplicaţii ale familiei S(Bn), care au pro-
prietăţi geometrice şi admit g-reprezentare parametrică, unde g este o funcţie ce satisface
anumite condiţii naturale. Ne referim la clasele de aplicaţii g-stelate, g-aproape stelate
de ordin α, 0 ≤ α < 1, şi g-spiralate de tipul γ, γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
, pe bila unitate Bn.

Prezentăm caracterizarea acestor clase folosind g-lanţuri Loewner. Vom demonstra că
g-stelaritatea, g-aproape stelaritatea de ordin α şi g-spiralitatea de tipul γ sunt păstrate
prin intermediul operatorului Φn,α,β, unde g este dată de relaţia (0.0.2). Pentru acelaşi g,
vom demonstra de asemenea că operatorul Φn,Q păstrează g-stelaritatea şi g-spiralitatea
de tipul γ. Aceste rezultate originale sunt prezentate ı̂n Teoremele 3.1.10, 3.1.13, 3.1.12,
respectiv ı̂n Teoremele 3.1.15, 3.1.17, şi au fost obţinute ı̂n lucrările [85, 86], mai puţin
Teorema 3.1.13, care a fost demonstrată după publicarea lucrării [85].

Fie a, b ∈ R cu proprietatea că |1 − a| < b ≤ a. Ne vom referi la două subclase de
funcţii care au proprietăţi geometrice interesante şi admit g-reprezentare parametrică
pe discul unitate U : clasa Janowski de funcţii stelate, J (a,b), şi clasa Janowski de
funcţii aproape stelate, AJ (a,b). Clasa J (a,b) a fost introdusă de Silverman [109] (a se
vedea de asemenea [110]), iar clasa AJ (a,b) a fost definită de Curt [21]. Vom prezenta
generalizarea naturală a acestor clase pe bila unitate Bn din Cn. Clasele Janowski de
aplicaţii stelate şi aproape stelate pe Bn au fost introduse de Curt [21]. Vom demonstra
că operatorii de extensie Φn,α,β, Φn,Q păstrează stelaritatea şi aproape stelaritatea de
tip Janowski. Aceste rezultate originale au fost obţinute ı̂n lucrările [85, 86] şi sunt
prezentate ı̂n Teoremele 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8.

Vom prezenta câteva raze de univalenţă privind operatorul de extensie Φn,α,β şi
stelaritatea de tip Janowski pe discul unitate U . Vom determina raza de stelaritate
Janowski J (a,b) a claselor S şi S∗. Aceste rezultate sunt prezentate ı̂n Teoremele 3.3.3
şi 3.3.5. Vom obţine câteva cazuri particulare ale acestor rezultate ı̂n Corolarul 3.3.4 şi
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Observaţia 3.3.6. Vom determina de asemenea şi raza de stelaritate Janowski a claselor
Φn,α,β(S) şi Φn,α,β(S

∗) ı̂n Teoremele 3.3.8 şi 3.3.9. Vom deduce şi raza de aproape
stelaritate de ordin α, unde α ∈ (0, 1), a claselor Φn,α,β(S) şi Φn,α,β(S

∗) ı̂n Teorema
3.3.9. Aceste rezultate sunt originale şi au fost obţinute ı̂n lucrarea [85].

În ultima parte a acestui capitol, ne referim la teoreme de deformare şi distorsiune
pentru anumite familii de aplicaţii care admit g-reprezentare parametrică obţinute prin
intermediul operatorul de extensie Φn,Q, unde g este dată de relaţia (0.0.2). Menţionăm
o teoremă de deformare pentru clasa S0

g (Bn), obţinută de Graham, Hamada şi Kohr
[37] (acest rezultat este mai general decât rezultatul prezentat in Teorema 2.3 din
[73]). Vom da teoreme de deformare pentru clasele Φn,Q(S

0
g ), Φn,Q(S

∗
g ), Φn,Q(J (a,b))

şi Φn,Q(AJ (a,b)). Aceste rezultate originale sunt prezentate ı̂n Teorema 3.4.2, Corolari-
ile 3.4.3, 3.4.4, 3.4.5.

Vom prezenta teoreme de distorsiune pentru anumite subclase ale familiei Φn,Q(S
∗
g ),

unde g este dată de relaţia (0.0.2). Vom da estimări pentru detDΦn,Q(f)(z), unde
funcţia f aparţine fie clasei S∗

g , fie clasei J (a,b) sau clasei AJ (a,b). Aceste estimări sunt
prezentate ı̂n Teorema 3.4.9, Corolariile 3.4.10, 3.4.11, iar anumite cazuri particulare ale
acestor rezultate sunt incluse ı̂n Corolariile 3.4.12, 3.4.13. Vom da teoreme de distorsiune
de-a lungul unui vector unitate ı̂n Cn pentru anumite subclase ale familiei Φn,Q(S

∗
g ) ı̂n

Teorema 3.4.14, Corolariile 3.4.15, 3.4.16, 3.4.17, 3.4.18. Aceste rezultate sunt originale
şi au fost obţinute ı̂n [86].

În Capitolul 4, considerăm noţiunile de g-reprezentare parametrică, g-lanţ Loewner
şi g-stelaritate, unde g : U → C este o funcţie univalentă pe U , g(0) = 1 şi Reg(ζ) > 0,
ζ ∈ U (a se vedea [44]). În lucrarea [44], s-a demonstrat că g-reprezentarea paramet-
rică şi g-stelaritatea sunt păstrate prin operatorii Φn,α,β şi Φn,Q. Considerăm o funcţie
particulară g ce depinde de doi parametrii complecşi A şi B şi satisface condiţiile mai
sus enumerate. Pentru această funcţie g, g-stelaritatea se poate reduce la stelaritate
sau aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienţi complecşi. Acest tip de stelari-
tate Janowski a fost introdus de Curt [22] şi generalizează noţiunea de stelaritate sau
aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienţi reali, definită ı̂n [21]. Prezentăm câteva
proprietăţi ale stelarităţii sau aproape stelarităţii de tip Janowski cu coeficienţi com-
plecşi. Vom demonstra că operatorii Φn,α,β şi Φn,Q păstrează acest tip de stelaritate ı̂n
Teoremele 4.2.2, 4.2.3 şi 4.2.4. Aceste proprietăţi generalizează resultatele obţinute ı̂n
[85, 86] privind stelaritatea sau aproape stelaritatea de tip Janowski cu coeficienţi reali.
Totodată, menţionăm un rezultat util folosit ı̂n demonstrarea ultimelor două proprietăţi
prezentat ı̂n Observaţia 4.2.1.

În ultima parte a acestui capitol, obţinem expresia unui câmp vectorial Herglotz
asociat unui anumit lanţ Loewner F (z, t) : B3× [0,∞) → C3, al cărui prim element este
imaginea unei aplicaţii f ∈ S0(B2) prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge,
Ψ2 (considerăm cazul n = 2). Ne referim la lanţul Loewner F (z, t) prezentat ı̂n
demonstraţia Teoremei 2.1 din [53] pentru cazul n = 2. Acest rezultat este prezen-
tat ı̂n Teorema 4.3.7. Vom prezenta de asemenea proprietăţi analitice şi geometrice ale
operatorului de extensie Pfaltzgraff-Suffridge, Ψn (n ≥ 1).

Rezultatele originale din acest capitol sunt obţinute ı̂n lucrarea [87], exceptând Teo-
rema 4.3.7.

Rezultatele originale prezentate ı̂n această teză de doctorat sunt prezentate mai jos
per capitole:

� Capitolul 2: Teorema 2.3.2, Teorema 2.3.3.
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� Capitolul 3: Teorema 3.1.10, Teorema 3.1.12, Teorema 3.1.13, Teorema 3.1.15,
Teorema 3.1.17, Teorema 3.2.5, Teorema 3.2.6, Teorema 3.2.7, Teorema 3.2.8, Teo-
rema 3.3.3, Teorema 3.3.5, Corolarul 3.3.4, Observaţia 3.3.6, Teorema 3.3.8, Teo-
rema 3.3.9, Teorema 3.4.2, Corolarul 3.4.3, Corolarul 3.4.4, Corolarul 3.4.5, Teo-
rema 3.4.9, Corolarul 3.4.10, Corolarul 3.4.11, Corolarul 3.4.12, Corolarul 3.4.13,
Teorema 3.4.14, Corolarul 3.4.15, Corolarul 3.4.16, Corolarul 3.4.17, Corolarul
3.4.18.

� Capitolul 4: Observaţia 4.2.1, Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.3, Teorema 4.2.4,
Teorema 4.3.7.

Rezultatele originale prezentate ı̂n această teză au fost publicate ı̂n următoarele
lucrări:

� Manu, A.: Extension Operators Preserving Janowski Classes of Univalent Func-
tions, Taiwanese J. Math., 24:1 (2020), 97 − 117, Impact Factor/2020: 1.136,
Accession Number: WOS:000508232900007, DOI: 10.11650/tjm/190407

� Manu, A.: The Muir extension operator and Janowski univalent functions, Com-
plex Var. Elliptic Equ., 65:6 (2020), 897 − 919, Impact Factor/2020: 0.846, Ac-
cession Number: WOS:000476259700001, DOI: 10.1080/17476933.2019.1636788

� Manu, A.: Extension operators and Janowski starlikeness with complex coeffi-
cients, Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math., submitted, ISSN: 2065-961x.

Rezultatele originale prezentate ı̂n această teză au fost comunicate la următoarele
conferinţe:

• 15 − 18 Octombrie, 2021, 16th International Symposium on Geometric Function
Theory and Applications (GFTA 2021), online, Universitatea Lucian Blaga, Sibiu,
România; titlul comunicării: Roper-Suffridge extension operators and Janowski
univalent functions.

• 22 − 24 Octombrie, 2020, Conferinţa Şcolilor Doctorale din Consorţiul Univer-
sitaria (CSDCU-MIF2020), Ediţia a III-a, online, Universitatea Alexandru Ioan
Cuza, Iaşi, România; titlul comunicării: Roper-Suffridge extension operators and
Janowski univalent functions.

• 25− 27 Iunie, 2018, The 5th Conference of PhD Students in Mathematics (CSM),
University of Szeged, Bolyai Institute, Szeged, Hungary; titlul comunicării: Ex-
tension operators preserving Janowski classes of univalent functions.

• 14− 16 Iunie, 2018, International Conference on Mathematics and Computer Sci-
ence (MACOS 2018), Universitatea Transilvania, Braşov, România; titlul comu-
nicării: Extension operators preserving Janowski classes of univalent functions.

Mathematics Subject Classification 2010: Primary: 32H02, Secondary: 30C45.
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g-stelaritate, g-aproape stelaritate de ordin α, g-spiralitate de tipul γ, stelaritate de tip
Janowski, aproape stelaritate de tip Janowski.
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Capitolul 1

Univalenţă la una şi mai multe
variabile complexe

În acest capitol, vom prezenta rezultate generale privind funcţii olomorfe ı̂n C, respec-
tiv funcţii olomorfe şi aplicaţii olomorfe ı̂n Cn (n ≥ 2). Mai ı̂ntâi, ne vom referi la
rezultate importante ı̂n teoria funcţiilor olomorfe ı̂n C. În continuare, vom prezenta
generalizări ale acestor rezultate ı̂n cazul funcţiilor olomorfe ı̂n Cn. Vom observa că ı̂n
cazul aplicaţiilor olomorfe, anumite rezultate nu rămân adevărate.

Vom prezenta rezultate de bază privind funcţii univalente ı̂n C şi aplicaţii biolomorfe
ı̂n Cn. Un rezultat fundamental ı̂n teoria funcţiilor univalente este teorema lui Riemann,
care asigură conform echivalenţa fiecărui domeniu simplu conex diferit de planul complex
C cu discul unitate U . Poincaré H. [100] a arătat că bila unitate Euclideană Bn ı̂n Cn nu
este biolomorfic echivalentă cu polidiscul unitate Pn ı̂n Cn, deşi Bn şi Pn sunt omeomorfe.
Prin urmare, teorema lui Riemann nu are loc ı̂n Cn, n ≥ 2.

Vom considera funcţii olomorfe ı̂n C şi aplicaţii olomorfe ı̂n Cn cu parte reală pozitivă.
Vom prezenta clasa Carathédory P ı̂n C şi generalizarea ei la cazul mai multor variabile
complexe, notată cu M. Un rezultat important ı̂n teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn este
demonstrarea compactităţii clasei M, obţinut de Graham, Hamada şi Kohr [37].

Vom studia anumite subclase de funcţii univalente pe discul unitate U . Ne vom referi
la clasa funcţiilor normate şi univalente pe U , notată cu S. Vom prezenta următoarele
subclase de funcţii univalente pe U : clasa funcţiilor normate şi stelate ı̂n raport cu
originea pe U , notată cu S∗, clasa funcţiilor normate şi convexe pe U , notată cu K, clasa
funcţiilor normate şi stelate de ordin α pe U , notată cu S∗

α, clasa funcţiilor normate şi
spiralate de tipul γ pe U , notată cu Ŝγ , şi clasa funcţiilor normate şi aproape stelate
de ordin α pe U , notată cu AS∗

α. Vom prezenta caracterizări analitice şi proprietăţi
importante ale acestor clase. În continuare, ne vom referi la generalizarea acestor clase
ı̂n cazul mai multor variabile complexe.

Fie S(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi biolomorfe pe bila unitate Euclideană Bn

(n ≥ 2). Această clasă nu este compactă ı̂n cazul n ≥ 2. Vom prezenta rezultate
importante ı̂n teoria lanţurilor Loewner ı̂n C şi ı̂n Cn. Ne vom referi mai ı̂ntâi la rezultate
generale privind lanţurile Loewner ı̂n C, precum şi la ecuaţia diferenţială Loewner pe
U . Vom da caracteriză analitice folosind lanţuri Loewner ale unor subclase de funcţii
normate şi univalente pe U . Vom continua cu generalizarea lanţurilor Loewner şi a
ecuaţiei diferenţiale Loewner ı̂n Cn, n ≥ 2. Vom menţiona rezultate generale privind
lanţurile Loewner ı̂n Cn, precum şi caracterizări ale unor subclase ale familiei S(Bn)
folosind lanţuri Loewner.

15
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Principalele surse bibliografice folosite pentru pregătirea acestui capitol sunt [102],
[66], [48], [76], [90].

1.1 Rezultate preliminare

Vom prezenta o serie de notaţii care vor fi folosite pe parcursul acestei teze.
Fie C planul complex. Fie a ∈ C şi r > 0. Fie

U(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r}

discul de centru a şi rază r. De asemenea, fie U(a, r), respectiv ∂U(a, r), ı̂nchiderea,
respectiv frontiera, discului U(a, r). Pentru a = 0, vom nota Ur ı̂n loc de U(0, r),
respectiv U ı̂n loc de U(0, 1).

Fie n ∈ N = 1, 2, 3 . . . , şi fie Cn = {z = (z1, z2, . . . , zn) : zi ∈ C, i = 1, . . . , n} spaţiul
complex cu produsul scalar Euclidean

⟨z, w⟩ =
n∑

i=1

ziwi,

şi cu norma Euclideană ∥z∥2 = ⟨z, z⟩.
Fie a ∈ Cn şi R > 0. Fie

Bn(a,R) = {z ∈ Cn : ∥z − a∥ < R}

bila deschisă de rază R şi centru a. Fie Bn(a,R), respectiv ∂Bn(a,R), ı̂nchiderea, re-
spectiv frontiera, bilei deschise Bn(a,R). Pentru a = 0, vom nota bila deschisă Bn(0, R)
cu Bn

R, respectiv bila unitate deschisă Bn(0, 1) cu Bn.
Vom considera multiraza r = (r1, . . . , rn) ∈ R+ × · · · × R+. Fie

Pn(z0, r) = U(z01 , r1)× · · · × U(z0n, rn)

polidiscul deschis de centru z0 = (z01 , . . . , z
0
n) ∈ Cn şi multirază r. Pentru r = (1, . . . , 1),

vom nota polidiscul unitate Pn(0, r) cu Pn.

1.2 Teoria funcţiilor olomorfe ı̂n C şi ı̂n Cn

Această secţiune este dedicată studiului funcţiilor olomorfe ı̂n C şi Cn, respectiv aplicaţiilor
olomorfe ı̂n Cn. Vom prezenta rezultate importante ı̂n teoria funcţiilor olomorfe ı̂n C,
precum şi anumite generalizări ale acestor rezultate ı̂n Cn (n ≥ 2).

Principalele surse bibliografice folosite pentru pregătirea acestei secţiuni sunt [66],
[76], [74], [77], şi [106].

1.2.1 Funcţii olomorfe ı̂n C

În cele ce urmează vom prezenta proprietăţi de bază ale funcţiilor olomorfe definite pe
o submulţime deschisă din C. Fie Ω o submulţime deschisă din C şi fie H(Ω) mulţimea
funcţiilor olomorfe pe Ω cu valori ı̂n C.

Presupunem că 0 ∈ Ω. Atunci spunem că o funcţie olomorfă pe Ω este normată
dacă sunt satisfăcute condiţiile: f(0) = f ′(0)− 1 = 0.

Vom prezenta două rezultate binecunoscute ı̂n teoria funcţiilor olomorfe: teorema
aplicaţiei deschise, respectiv teorema maximului (minimului) modulului (a se vedea [66],
[76]), pe care le vom enunţa ı̂n cele ce urmează.
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Teorema 1.2.1. (Teorema aplicaţiei deschise) Fie Ω un domeniu ı̂n C şi fie f ∈
H(Ω) astfel ı̂ncât f este o funcţie neconstantă pe Ω. Atunci f(Ω) este un domeniu ı̂n
C.

Acest rezultat are loc şi pentru funcţii olomorfe definite pe domenii ı̂n Cn cu valori
ı̂n C, precum şi pentru aplicaţii local biolomorfe definite pe domenii din Cn cu valori ı̂n
Cn, n ≥ 2. (a se vedea de exemplu [106]).

Teorema 1.2.2. (Teorema maximului (minimului) modulului) Fie Ω ⊆ C un
domeniu şi f ∈ H(Ω). Dacă există z0 ∈ Ω astfel ı̂ncât

|f(z0)| = max{|f(z)| : z ∈ Ω}
(
|f(z0)| = min{|f(z)| : z ∈ Ω}

)
,

atunci f este constantă pe Ω.

Teorema maximului modulului are numeroase aplicaţii ı̂n teoria funcţiilor olomorfe.
O aplicaţie este dată de lema lui Schwarz (a se vedea [66], [76]).

Corolarul 1.2.3. (Schwarz’s lemma) Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0 şi |f(z)| <
1, z ∈ U . Atunci |f(z)| ≤ |z| pentru z ∈ U şi |f ′(0)| ≤ 1. Mai mult, dacă există
w ∈ U\{0} astfel ı̂ncât |f(w)| = |w|, sau dacă |f ′(0)| = 1, atunci există λ ∈ C, |λ| = 1
şi f(z) = λz, z ∈ U .

Vom reaminti două noţiuni vor fi utile pentru următoarele secţiuni: familii local
uniform mărginite, respectiv familii normale pe o mulţime deschisă din C (a se vedea
de exemplu [66], [76]).

Definiţia 1.2.4. Fie Ω ⊆ C o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω). Spunem că familia
F este local uniform mărginită dacă pentru orice compact K ⊂ Ω, există o constantă
MK > 0 astfel ı̂ncât pentru orice f ∈ F avem ∥f |K∥ ≤ MK . Se consideră norma ∥f |K∥
dată de ∥f |K∥ = max{|f(z)| : z ∈ K}.

Definiţia 1.2.5. Fie Ω ⊆ C o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω). Spunem că familia
F este normală dacă orice şir {fi}i∈N ⊆ F conţine un subşir convergent uniform pe
compacte ı̂n Ω.

Următorul rezultat obţinut de Montel arată că noţiunile de familie local uniform
mărginită şi familie normală sunt echivalente (a se vedea de exemplu [66], [76]). Acest
rezultat rămâne adevărat şi ı̂n cazul n ≥ 2 (a se vedea [93]).

Teorema 1.2.6. Fie Ω ⊆ C o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω). Atunci familia F
este normală dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită.

Vom prezenta un rezultat care se obţine din teorema lui Montel şi care rămâne
adevărat ı̂n cazul n ≥ 2 (a se vedea [66], [76], respectiv [93]).

Corolarul 1.2.7. Dacă Ω ⊆ C este o mulţime deschisă şi F ⊆ H(Ω), atunci F este
compactă dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită şi ı̂nchisă.
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1.2.2 Funcţii olomorfe ı̂n Cn. Aplicaţii olomorfe ı̂n Cn

În cele ce urmează, vom studia funcţii olomorfe şi aplicaţii olomorfe pe o submulţime
deschisă din Cn. Ne vom referi la generalizarea ı̂n Cn (n ≥ 2) a rezultatelor prezentate
pentru funcţii olomorfe ı̂n C. Presupunem că m > 1.

Pentru ı̂nceput, vom reaminti noţiunea de funcţie olomorfă ı̂n Cn (a se vedea de
exemplu [48]).

Definiţia 1.2.8. Fie Ω ⊆ Cn o submulţime deschisă şi fie f : Ω → C. Dacă f este
continuă pe Ω şi olomorfă ı̂n fiecare variabilă separat, atunci spunem că funcţia f este
olomorfă pe Ω.

Pe baza rezultatului lui Hartogs, condiţia de continuitate din Definiţia 1.2.8 nu este
necesară. Prin urmare, deducem că orice funcţie olomorfă ı̂n fiecare variabilă separat
este olomorfă pe ı̂ntreaga mulţime Ω (a se vedea [10], [77]). Fie H(Ω,C) mulţimea
funcţiilor olomorfe de la mulţimea deschisă Ω ⊆ Cn la C.

În continuare, vom prezenta proprietăţi de bază ale funcţiilor olomorfe. Mai ı̂ntâi,
ne vom referi ı̂n rezultatul următor la teorema aplicaţiei deschise (a se vedea [93]).

Teorema 1.2.9. Dacă Ω ⊆ Cn este un domeniu şi f : Ω → C este o funcţie olomorfă
neconstantă, atunci f(Ω) este un domeniu ı̂n C.

În cazul n ≥ 2, familiile local uniform mărginite, respectiv familiile normale se
definesc ı̂n mod similar ca şi la o variabilă complexă. Prin urmare, vom omite prezentarea
lor pentru cazul n ≥ 2 (a se vedea de exemplu [93], [106]).

Următorul rezultat prezintă generalizarea teoremei lui Montel ı̂n Cn, n ≥ 2 (a se
vedea de exemplu [93]).

Teorema 1.2.10. Fie Ω ⊆ Cn o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω,C). Atunci F este
o familie normală dacă şi numai dacă F este o familie local uniform mărginită.

Vom da următoarea caracterizare a submulţimilor compacte de funcţii olomorfe pe
o mulţime deschisă din Cn (a se vedea de exemplu [93], [106]).

Corolarul 1.2.11. Fie Ω ⊆ Cn o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω,C). Atunci familia
F este compactă dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită şi ı̂nchisă.

În cele ce urmează, vom prezenta conceptul de aplicaţie olomorfă de la o mulţime
deschisă ı̂n Cn la Cm (a se vedea de exemplu [48]).

Definiţia 1.2.12. Fie Ω ⊆ Cn o mulţime deschisă şi fie f : Ω → Cm. Spunem că
aplicaţia f = (f1, . . . , fm) este olomorfă dacă fiecare componentă, fj , j = 1,m, este o
funcţie olomorfă de la Ω la C.

Fie H(Ω,Cm) mulţimea aplicaţiilor olomorfe de la Ω ⊆ Cn la Cm. Pentru n = m,
vom nota H(Ω) ı̂n loc de H(Ω,Cn).

Fie Ω un domeniu ı̂n Cn şi fie f ∈ H(Ω,Cm). Atunci derivata Fréchet Df(z) ı̂n
punctul z ∈ Ω este o aplicaţie liniară complexă de la Cn la Cm şi este asociată matricii
complexe

Df(z) =

 ∂f1
∂z1

· · · ∂f1
∂zn

· · · · · · · · ·
∂fm
∂z1

· · · ∂fm
∂zn

 .
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Pentru n = m, vom nota determinantul matricii Df(z), z ∈ Ω, cu Jf (z). Spunem
că o aplicaţie f este normată pe Ω dacă sunt satisfăcute proprietăţile: f(0) = 0 şi
Df(0) = In, unde 0 ∈ Ω şi In este matricea unitate de ordin n.

Ne vom referi ı̂n cele ce urmează la anumite proprietăţi satisfăcute de aplicaţii olo-
morfe ı̂n Cn. Vom vedea că anumite rezultate obţinute pentru funcţii olomorfe ı̂n C nu
au loc pentru aplicaţii olomorfe ı̂n Cn. Următoarea observaţie va ilustra acest aspect.

Observaţia 1.2.13. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu. Generalizarea Teoremei 1.2.9 la aplicaţii
din clasa H(Ω,Cm), unde m > 1, nu are loc (a se vedea de exemplu [106]). Totuşi,
această teorema are loc pentru aplicaţii local biolomorfe de la Ω la Cn (a se vedea [48]).

Teorema maximului (minimului) modulului poate fi extinsă la aplicaţii olomorfe ı̂n
spaţiul complex Cn, considerat ı̂n raport cu o normă arbitrară ∥·∥ (a se vedea [48], [93]).

Teorema 1.2.14. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu şi fie f ∈ H(Ω,Cm). Dacă există un punct
z0 ∈ Ω astfel ı̂ncât

∥f(z0)∥ = max{∥f(z)∥ : z ∈ Ω}
(
∥f(z0)∥ = min{∥f(z)∥ : z ∈ Ω}

)
,

atunci ∥f(z)∥ este constantă pe Ω.

Observaţia 1.2.15. Presupunem că condiţiile din Teorema 1.2.14 au loc. Dacă norma
∥ · ∥ din spaţiul Cm este norma Euclideană atunci aplicaţia f este constantă pe Ω.

Vom prezenta o generalizare a lemei lui Schwarz pentru aplicaţii olomorfe pe Bn.
Vom considera ı̂n rezultatul următor că ∥ · ∥ este o normă arbitrară pe Cn (see e.g. [48],
[93]).

Corolarul 1.2.16. Fie f : Bn → Cm astfel ı̂ncât f ∈ H(Bn,Cm), f(0) = 0 şi ∥f(z)∥ <
1, z ∈ Bn. Atunci ∥f(z)∥ ≤ ∥z∥, z ∈ Bn, şi ∥Df(0)∥ ≤ 1. Mai mult, dacă există
z0 ∈ Bn\{0} astfel ı̂ncât ∥f(z0)∥ = ∥z0∥, atunci ∥f(λz0)∥ = ∥λz0∥, pentru orice λ ∈ C,
|λ| < 1/∥z0∥.

1.3 Univalenţă ı̂n C şi ı̂n Cn

În această secţiune, vom prezenta rezultate importante ı̂n teoria funcţiilor univalente ı̂n
C şi Cn. Mai ı̂ntâi vom introduce noţiunea de funcţie univalentă ı̂n C, după care vom da
câteva rezultate binecunoscute privind funcţii univalente ı̂n C (a se vedea de exemplu
[89], [90], [102]). În cele ce urmează, vom prezenta noţiunile de aplicaţie univalentă
ı̂n Cn şi aplicaţie biolomorfă ı̂n Cn, precum şi legătura dintre acestea. Vom menţiona
rezultate importante privind aplicaţiile biolomorfe ı̂n Cn (a se vedea de exemplu [48],
[77], [93]).

1.3.1 Funcţii univalente ı̂n C

În această parte vom studia funcţii univalente pe U şi vom include rezultate importante
privind aceste funcţii.

Vom preciza mai ı̂ntâi definiţia unei funcţii univalente ı̂n C (a se vedea de exemplu
[90], [102]).

Definiţia 1.3.1. Fie Ω ⊆ C un domeniu. Spunem că funcţia f : Ω → C este univalentă
pe Ω dacă f este injectivă şi olomorfă pe Ω.
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Vom prezenta câteva exemple sugestive de funcţii univalente ı̂n C (a se vedea de
exemplu [90], [102]).

Exemplul 1.3.2. (i) Un binecunoscut exemplu de funcţie univalentă care joacă un
rol important ı̂n multe probleme extremale este definită astfel: k(z) = z

(1−z)2
,

z ∈ U (funcţia Koebe), care extinde discul unitate U la mulţimea C\{ζ ∈ C :
Reζ ≤ −1/4, Imζ = 0}.

(ii) Fie θ ∈ R. Atunci funcţia definită prin (numită şi rotaţie a funcţiei Koebe)

kθ(z) =
z

(1− eiθz)2
, z ∈ U,

este univalentă pe U .

Următorul rezultat furnizează o condiţie necesară de univalenţă. Totuşi, acest rezul-
tat nu asigură o condiţie suficientă de univalenţă (a se vedea [48]).

Teorema 1.3.3. Fie Ω ⊆ C un domeniu şi f : Ω → C o funcţie univalentă pe Ω. Atunci
f ′(z) ̸= 0, z ∈ Ω.

Vom prezenta ı̂n continuare o condiţie suficientă de univalenţă pentru funcţii olo-
morfe pe domenii convexe din C. Acest rezultat a fost obţinut de Alexander [1], Noshiro
[95], Warschawski [117] şi Wolff [118].

Teorema 1.3.4. Fie Ω ⊆ C un domeniu convex şi fie f ∈ H(Ω). Dacă Ref ′(z) > 0,
z ∈ Ω, atunci f este univalentă pe Ω.

În cele ce urmează vom defini noţiunea de conform echivalenţă a domeniile din C (a
se vedea de exemplu [25], [66], [76], [102]).

Definiţia 1.3.5. Fie Ω1 şi Ω2 domenii ı̂n C. Spunem că domeniile Ω1 şi Ω2 sunt conform
echivalente dacă există o funcţie f : Ω1 → Ω2 care satisface condiţiile: f este univalentă
pe Ω1 şi f(Ω1) = Ω2. În acest caz, funcţia f se numeşte aplicaţie conformă. Mai mult,
dacă Ω1 = Ω2, atunci f este un automorfism conform al lui Ω1 (a se vedea de exemplu
[66]).

Vom prezenta un rezultat fundamental ı̂n teoria funcţiilor univalente ı̂n C: teorema
lui Riemann (a se vedea de exemplu [48], [66]). Teorema lui Riemann nu este adevărată
ı̂n Cn, pentru n ≥ 2 (a se vedea [93], [106]).

Teorema 1.3.6. Fie Ω ⊊ C un domeniu simplu conex. Atunci Ω şi discul unitate U
sunt conform echivalente. Mai mult, dacă z0 ∈ Ω este un punct dat, atunci există o
unică aplicaţie conformă f : Ω → U astfel ı̂ncât f(z0) = 0 şi f ′(z0) > 0.

Următorul rezultat este o consecinţă a teoremei lui Riemann (a se vedea de exemplu
[66], [76]).

Corolarul 1.3.7. Oricare două domenii simplu conexe din C, care sunt diferite de ı̂ntreg
planul complex C, sunt conform echivalente.
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1.3.2 Aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn

În această parte, vom studia aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn, precum şi proprietăţi ale aces-
tora.

Mai ı̂ntâi, vom introduce noţiunile de univalenţă şi biolomorfie ı̂n Cn, pentru n ≥ 2
(a se vedea [48], [77], [93]).

Definiţia 1.3.8. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu. Fie f : Ω → Cn.

(i) Dacă aplicaţia f este olomorfă şi injectivă pe Ω, atunci spunem că f este univalentă
pe Ω.

(ii) Dacă f ∈ H(Ω) şi aplicaţia inversă f−1 există şi este olomorfă pe domeniul
Ω′ = f(Ω), atunci spunem că f este biolomorfă. În acest caz, domeniile Ω şi
Ω′ sunt biolomorfic echivalente. Mai mult, dacă Ω = Ω′ atunci aplicaţia f este un
automorfism al lui Ω.

În cazul n ≥ 2, noţiunile de biolomorfie şi univalenţă sunt echivalente (a se vedea de
exemplu [93], [106]). În cazul spaţiilor Banach complexe infinit dimensionale, această
echivalenţă nu mai are loc (a se vedea [112]).

Teorema 1.3.9. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu şi fie f : Ω → Cn. Atunci f este biolomorfă
de la Ω la f(Ω) dacă şi numai dacă f este univalentă pe Ω.

Următorul rezultat obţinut de Poincaré [100] ilustrează faptul că bila unitate Eu-
clideană Bn nu este biolomorfic echivalentă cu polidiscul unitate Pn ı̂n Cn ( deşi Bn şi Pn

sunt omeomorfe), ceea ce conduce la faptul că teorema lui Riemann nu este adevărată
ı̂n Cn pentru n ≥ 2 (a se vedea [93], [106]).

Teorema 1.3.10. Fie n ≥ 2. Atunci Bn nu este biolomorfic echivalentă cu Pn.

În continuare, vom descrie noţiunea de local univalenţă pe un domeniu din Cn (a se
vedea de exemplu [48]).

Definiţia 1.3.11. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu. Fie f ∈ H(Ω). Spunem că aplicaţia f este
local biolomorfă pe Ω dacă pentru fiecare z ∈ Ω există o vecinătate deschisă şi conexă
V ⊂ Ω a lui z, astfel ı̂ncât f |V : V → f(V ) este o aplicaţie biolomorfă.

Observaţia 1.3.12. Fie Ω ⊆ Cn un domeniu şi fie f ∈ H(Ω). Atunci Jf (z) ̸= 0, z ∈ Ω,
dacă şi numai dacă f este local biolomorfă pe Ω (a se vedea de exemplu [48], [106]).

1.4 Clasa Carathéodory ı̂n C şi Cn.

În această secţiune, ne vom referi la clasa Carathéodory ı̂n C şi la generalizarea ei ı̂n Cn.
Vom prezenta proprietăţi importante ale acestor clase. Principalele surse bibliografice
folosite pentru pregătirea acestei secţiuni sunt [90], [102] pentru cazul n = 1, respectiv
[48], [37], [96] pentru cazul n ≥ 2.

1.4.1 Funcţii olomorfe cu parte reală pozitivă

În cele ce urmează, vom prezenta noţiunea de subordonare ı̂n C (a se vedea de exemplu
[90]). Mai ı̂ntâi vom descrie clasa funcţiilor Schwarz pe U , notată cu V. Spunem că
φ ∈ V dacă φ este o funcţie olomorfă pe U , φ(0) = 0 şi |φ(z)| < 1, z ∈ U .



1.4. Clasa Carathéodory ı̂n C şi Cn. 22

Definiţia 1.4.1. Fie f, g ∈ H(U). Spunem că f este subordonată lui g (şi notăm f ≺ g)
dacă există o funcţie Schwarz φ astfel ı̂ncât f(z) = g(φ(z)), z ∈ U .

Vom da o caracterizare a subordonării ı̂n următoarea teoremă (a se vedea de exemplu
[90], [102]):

Teorema 1.4.2. Presupunem că f, g : U → C sunt funcţii olomorfe pe U . Mai mult,
fie g o funcţie univalentă pe U . Atunci condiţia de subordonare f ≺ g este echivalentă
cu: f(U) ⊆ g(U) and f(0) = g(0).

Presupunem că condiţiile din teorema precedentă au loc şi f(U) ⊆ g(U), f(0) −
g(0) = 0. Atunci f(UR) ⊆ g(UR) pentru orice R ∈ (0, 1). Acest rezultat poartă numele
de principiul de subordonare.

Vom considera următoarea clasa de funcţii olomorfe pe U (a se vedea de exemplu
[48], [90], [102]):

P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1,Rep(z) > 0, z ∈ U}.

Clasa P poartă numele de clasa Carathéodory şi are o contribuţie majoră ı̂n caracteri-
zarea unor subclase de funcţii univalente pe U şi ı̂n teoria lanţurilor Loewner ı̂n C.

În continuare, vom prezenta o teoremă de deformare şi de distorsiune pentru clasa
Carathéodory P (a se vedea [90]).

Teorema 1.4.3. Fie p ∈ P. Atunci următoarele estimări au loc

1− |z|
1 + |z|

≤ Rep(z) ≤ |p(z)| ≤ 1 + |z|
1− |z|

, z ∈ U,

|p′(z)| ≤ 2Rep(z)

1− |z|2
≤ 2

(1− |z|)2
, z ∈ U.

Aceste estimări sunt exacte.

În teorema de mai sus, egalitatea are loc pentru funcţia p(z) = 1+λz
1−λz , z ∈ U , unde

λ ∈ C, |λ| = 1.
Orice funcţie p ∈ P are următoarea dezvoltare ı̂n serie de puteri: p(z) = 1 +∑∞

n=1 pnz
n, z ∈ U . În următorul rezultat vom da estimări ale coeficienţilor pk, k ∈ N

(a se vedea de exemplu [90]):

Teorema 1.4.4. Presupunem că p ∈ P. Fie pk, k ∈ N coeficienţii dezvoltării ı̂n serie
de puteri ai lui p. Atunci |pk| ≤ 2, k ≥ 1. Aceste estimări sunt exacte şi egalitatea are
loc pentru p(z) = 1+λz

1−λz , z ∈ U , unde λ ∈ C, |λ| = 1.

1.4.2 Aplicaţii olomorfe din clasa M

Noţiunea de subordonare poate fi extinsă la aplicaţii olomorfe pe Bn ı̂n Cn (a se vedea
de exemplu [48]). Spunem că o aplicaţie φ definită pe Bn este o aplicaţie Schwarz dacă
φ ∈ H(Bn) şi ∥φ(z)∥ ≤ ∥z∥, z ∈ Bn.

Definiţia 1.4.5. Presupunem că f, g ∈ H(Bn). Spunem că f este subordonată lui g (şi
notăm f ≺ g ), dacă există o aplicaţie Schwarz φ astfel ı̂ncât f(z) = g(φ(z)), z ∈ Bn.

Condiţia de subordonare din definiţia precedentă poate fi caracterizată după cum
urmează (a se vedea [48]):
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Teorema 1.4.6. Fie f, g ∈ H(Bn). Dacă aplicaţia g este biolomorfă pe Bn atunci f ≺ g
dacă şi numai dacă f(Bn) ⊆ g(Bn) şi f(0) = g(0).

Următoarea clasă reprezintă clasa Carathéodory ı̂n Cn (a se vedea [96], [114]; a se
vedea de asemenea [48], [74])

(1.4.1) M = {h ∈ H(Bn) : h(0) = 0, Dh(0) = In,Re⟨h(z), z⟩ > 0, z ∈ Bn\{0}}.

Această clasă are un rol important ı̂n teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn, precum şi ı̂n
caracterizarea unor subclase de aplicaţii biolomorfe pe Bn (a se vedea [48]).

În cazul n = 1, aplicaţia h aparţine clasei M dacă şi numai dacă p ∈ P, unde
h(z) = zp(z), z ∈ U . Această observaţie arată că clasa M extinde clasa P ı̂n Cn, n ≥ 2.

Un exemplu de aplicaţie din clasaM este următorul: h(z) = (z1p1(z1), . . . , znpn(zn)),
z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn, unde pi ∈ P, i = 1, . . . , n.

Vom prezenta o teoremă de deformare datorată lui Pfaltzgraff [96] (a se vedea de
asemenea [48]).

Teorema 1.4.7. Orice aplicaţie h ∈ M satisface următoarele estimări

(1.4.2) ∥z∥2 1− ∥z∥
1 + ∥z∥

≤ Re⟨h(z), z⟩ ≤ ∥z∥2 1 + ∥z∥
1− ∥z∥

, z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

Graham I., Hamada H. şi Kohr G. [37] au obţinut o limită superioară mai tare decât
limita superioară din relaţia (1.4.2).

Teorema 1.4.8. Dacă h ∈ M atunci

(1.4.3) ∥z∥1− ∥z∥
1 + ∥z∥

≤ ∥h(z)∥ ≤ 4∥z∥
(1− ∥z∥)2

, z ∈ Bn.

Compactitatea clasei M a fost obţinută de Graham, Hamada şi Kohr [37] (a se vedea
de asemenea [61]).

Corolarul 1.4.9. Clasa M este compactă ı̂n H(Bn).

1.5 Subclase de funcţii univalente pe discul unitate U

În această secţiune, ne referim la anumite subclase de funcţii univalente şi normate pe
U . Vom prezenta mai ı̂ntâi clasa funcţiilor normate şi univalente pe U , notată cu S, iar
apoi vom descrie anumite subclase ale lui S: clasa funcţiilor normate şi stelate ı̂n raport
cu originea pe U , notată cu S∗, clasa funcţiilor normate şi convexe pe U , notată cu K,
clasa funcţiilor normate şi stelate de ordin α pe U , notată cu S∗

α, clasa funcţiilor normate
şi spiralate de tipul γ pe U , notată cu Ŝγ şi clasa funcţiilor normate şi aproape stelate
de ordin α pe U , notată cu AS∗

α. Vom prezenta caracterizări analitice şi geometrice ale
acestor clase.

Principalele surse bibliografice folosite pentru pregătirea acestei secţiuni sunt [25],
[48], [90] şi [102].
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1.5.1 Clasa S

Pe baza teoremei lui Riemann, este suficient să studiem univalenţa pe discul unitate U .
În acest scop, considerăm următoarea clasă

S = {f ∈ H(U) : f univalentă, f(0) = f ′(0)− 1 = 0}.

Observăm că funcţiile prezentate ı̂n Exemplul 1.3.2 sunt univalente şi normate.
Orice funcţie f ∈ S admite următoarea dezvoltare ı̂n serie de puteri:

(1.5.1) f(z) = z + a2z
2 + · · ·+ anz

n + . . . , z ∈ U.

O estimare exactă a coeficientului al doilea, a2, din dezvoltarea ı̂n serie de puteri a unei
funcţii f din clasa S a fost obţinută de Bieberbach [6].

Teorema 1.5.1. Dacă f ∈ S admite dezvoltarea ı̂n serie de puteri dată de relaţia
(1.5.1), atunci |a2| ≤ 2. Egalitatea are loc dacă şi numai dacă f este o rotaţie a funcţiei
Koebe.

Pe baza faptului că coeficienţii ak, k = 2, 3, . . . satisfac relaţia |ak| = k, k = 2, 3, . . . ,
pentru o rotaţie a funcţiei Koebe, Bieberbach [6] a formulat următoarea conjectură:

Conjectura 1.5.2. (Bieberbach’s conjecture) Dacă f ∈ S admite dezvoltarea ı̂n
serie de puteri dată de relaţia (1.5.1), atunci

(1.5.2) |ak| ≤ k, k = 2, 3, . . .

Egalitatea are loc ı̂n relaţia (1.5.2) dacă şi numai dacă f este o rotaţie a funcţiei Koebe.

Această conjectură a fost formulată ı̂n 1916 şi a fost demonstrată mulţi ani mai
târziu de L. de Branges [24] (1985).

O consecinţă importantă a Teoremei 1.5.1 este teorema de distorsiune a lui Koebe
dată de relaţia (1.5.4) (a se vedea [6]). Pornind de la această teoremă de distorsiune, au
fost obţinute estimările (1.5.3), (1.5.5) (a se vedea de exemplu [48]).

Teorema 1.5.3. Dacă f ∈ S , atunci:

(1.5.3)
|z|

(1 + |z|)2
≤ |f(z)| ≤ |z|

(1− |z|)2
, ∀z ∈ U,

(1.5.4)
1− |z|

(1 + |z|)3
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + |z|

(1− |z|)3
, ∀z ∈ U,

şi

(1.5.5)
1− |z|
1 + |z|

≤
∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣ ≤ 1 + |z|
1− |z|

, ∀z ∈ U.

Aceste estimări sunt exacte. Egalitatea ı̂n fiecare din relaţiile de mai sus are loc dacă şi
numai dacă f este o rotaţie a funcţiei Koebe.

Următorul rezultat furnizează o teoremă de acoperire pentru clasa S şi este, totodată,
o aplicaţie a Teoremei 1.5.1 (a se vedea [48], [90]).

Teorema 1.5.4. Dacă f ∈ S atunci f(U) ⊇ U1/4.

Următorul rezultat se referă la compactitatea clasei S şi a fost demonstrat utilizând
limita superioară a estimării (1.5.3) (a se vedea [90], [48]).

Corolarul 1.5.5. Clasa S este compactă ı̂n H(U).
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1.5.2 Clasa S∗

În continuare, ne vom referi la o subclasă binecunoscută a clasei S: clasa funcţiilor
stelate şi normate pe U , notată cu S∗. Diferite rezultate şi proprietăţi ale clasei S∗ pot
fi găsite ı̂n [102], [25], [35], [48], [90].

Definiţia conceptului de stelaritate a fost introdus de Alexander [1].

Definiţia 1.5.6. Presupunem că f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0. Spunem că funcţia f
se numeşte stelată pe U dacă f este univalentă pe U şi f(U) este un domeniu stelat ı̂n
raport cu 0 (originea).

Noţiunea de stelaritate poate fi descrisă ı̂n mod analitic. În rezultatul următor, ne
vom referi la caracterizarea analitică a stelarităţii (a se vedea de exemplu [25], [102],
[48]).

Teorema 1.5.7. Presupunem că f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f ∈ S∗ dacă
şi numai dacă f ′(0) ̸= 0 şi următoarea relaţie are loc:

Re

[
zf ′(z)

f(z)

]
> 0, z ∈ U.

Observaţia 1.5.8. Teorema de deformare şi distorsiune 1.5.3 are loc şi sunt pentru clasa
S∗, iar estimările din Teorema 1.5.3 sunt exacte pentru S∗. Clasa S∗ este compactă ı̂n
H(U). Mai mult, constanta Koebe a mulţimii S∗ este 1/4 (a se vedea [83], [94], [48]),
iar conjectura lui Bieberbach are loc pentru S∗ (a se vedea [83], [94]).

1.5.3 Clasa S∗
α

O subclasă importantă a clasei S este mulţimea funcţiilor normate şi stelate de ordin α
pe U , notată cu S∗

α.
Conceptul de stelaritate de ordin α a fost definit de Robertson [107].

Definiţia 1.5.9. Fie 0 ≤ α < 1 şi f ∈ H(U). Spunem că funcţia f se numeşte stelată
de ordin α pe U dacă f(0) = 0, f ′(0) = 1 şi

Re
[zf ′(z)

f(z)

]
> α, z ∈ U.

Orice funcţie din clasa S∗
α este stelată pe U , iar mulţimea S∗

0 revine la clasa S∗.
Următorul rezultat arată o modalitate de a genera o funcţie din clasa S∗

α pornind
de la o funcţie stelată pe U , precum şi de a obţine o funcţie stelată pe U pe baza unei
funcţii din S∗

α (a se vedea [48]).

Teorema 1.5.10. Fie 0 ≤ α < 1. Atunci f ∈ S∗
α dacă şi numai dacă funcţia

g(z) = z
[f(z)

z

] 1
1−α

, z ∈ U,

aparţine clasei S∗. Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât
[
f(z)
z

] 1
1−α
∣∣∣
z=0

= 1.

Următorul rezultat prezintă o teoremă de deformare pentru clasa S∗
α (a se vedea [48],

[35], [90]).

Teorema 1.5.11. Fie f ∈ S∗
α şi 0 ≤ α < 1. Atunci

|z|
(1 + |z|)2(1−α)

≤ |f(z)| ≤ |z|
(1− |z|)2(1−α)

.

Aceste inegalităţi sunt exacte.
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1.5.4 Clasa AS∗
α

Conceptul de aproape stelaritate de ordin α a fost introdus pe spaţii Banach de Xu şi
Liu (a se vedea [119]).

Definiţia 1.5.12. Presupunem că 0 ≤ α < 1. Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f este normată.
Spunem că funcţia f este aproape stelată de ordin α pe U dacă

(1.5.6) Re

[
f(z)

zf ′(z)

]
> α, z ∈ U.

Fie AS∗
α clasa funcţiilor normate şi aproape stelate de ordin α pe U . Observăm că

AS∗
α ⊆ S∗.

1.5.5 Clasa K

În definiţia următoare, vom prezenta noţiunea de funcţie convexă pe U (a se vedea de
exemplu [48]).

Definiţia 1.5.13. Fie f ∈ H(U). Spunem că funcţia f este convexă dacă f este
univalentă pe U şi f(U) este un domeniu convex.

Fie K clasa funcţiilor normate şi convexe pe U . Mai mult, observăm că K ⊂ S∗ ⊂ S.
Fie f ∈ K. Atunci

(1.5.7) f(z) = z + a2z
2 + · · ·+ anz

n + . . . , z ∈ U.

În următoarea teoremă, vom prezenta caracterizarea analitică a convexităţii pe U (a
se vedea [25], [48]):

Teorema 1.5.14. Presupunem că f ∈ H(U). Atunci f ∈ K dacă şi numai dacă
următoarea condiţie are loc:

Re
[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
> 0, z ∈ U,

şi f ′(0) ̸= 0.

În continuare, vom da o teoremă de deformare şi distorsiune pentru clasa K (a se
vedea de exemplu [48]).

Teorema 1.5.15. Fie f ∈ K. Atunci următoarele relaţii au loc:

|z|
1 + |z|

≤ |f(z)| ≤ |z|
1− |z|

, z ∈ U,

1

(1 + |z|)2
≤ |f ′(z)| ≤ 1

(1− |z|)2
, z ∈ U.

Aceste inegalităţi sunt exacte şi egalitatea are loc ı̂ntr-un punct z ̸= 0 pentru f(z) =
z

1−λz , λ ∈ C, |λ| = 1.

Pe baza teoremei de deformare şi din faptul că mulţimea K este ı̂nchisă, deducem
că clasa K este compactă (a se vedea de exemplu [90]).

Următorul rezultat furnizează estimări exacte pentru coeficienţii funcţiilor convexe
şi normate (a se vedea [83]).
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Teorema 1.5.16. Fie f ∈ K astfel ı̂ncât relaţia (1.5.7) reprezintă dezvoltarea sa ı̂n
serie de puteri. Atunci |ak| ≤ 1, k = 2, 3, . . . . Aceste estimări sunt exacte şi egalitatea
are loc dacă şi numai dacă f(z) = z

1−λz , λ ∈ C, |λ| = 1.

Următorul rezultat prezintă teorema de dualitate a lui Alexander [1], care arată
legătura dintre funcţii convexe şi stelate pe U .

Teorema 1.5.17. Fie f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0. Atunci f ∈ K dacă şi numai
dacă g(z) = zf ′(z) ∈ S∗.

Teorema de dualitate a lui Alexander nu are loc ı̂n cazul n ≥ 2 (a se vedea [112]; a
se vedea de asemenea [48]).

Vom ilustra ı̂n rezultatul următor legătura dintre convexitate şi stelaritate de ordin
1/2. Acest rezultat a fost obţinut de Marx şi Strohhäcker (a se vedea de exemplu [48],
[90]). În plus, acest rezultat are loc şi ı̂n Cn, n ≥ 2 (a se vedea [18], [70]).

Teorema 1.5.18. Dacă f ∈ K, atunci f ∈ S∗
1/2. Acest rezultat este exact.

1.5.6 Clasa Ŝγ

Conceptul de funcţie spiralată a fost introdus de S̆pac̆ek [111].
Fie γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
şi z0 ∈ C\{0}. Spunem că curba definită prin

z = z0e
−e−iγt, t ∈ R,

este o γ−spirală logaritmică (sau γ−spirală).
În continuare, vom defini domeniile spiralate (a se vedea [111]; a se vedea de asemenea

[48]).

Definiţia 1.5.19. Fie Ω ⊂ C un domeniu astfel ı̂ncât 0 ∈ Ω. Spunem că domeniul Ω
este spiralat de tipul γ, γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
, dacă pentru fiecare z ∈ Ω, z ̸= 0, arcul de γ-spirală

ce uneşte punctul z cu originea este inclus ı̂n Ω.

Vom defini noţiunea de funcţie spiralată de tipul γ pe U (a se vedea [111]).

Definiţia 1.5.20. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Presupunem că f ∈ H(U) şi f(0) = 0.

1. O funcţie f se numeşte spiralată de tipul γ pe U dacă f este univalentă pe U şi
f(U) este un domeniu spiralat de tipul γ.

2. O funcţie f se numeşte spiralată dacă există γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
astfel ı̂ncât f este

spiralată de tipul γ.

Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Fie Ŝγ clasa funcţiilor normate şi spiralate de tipul γ pe U . În

acest caz, Ŝγ ⊂ S∗ şi Ŝ0 = S∗.
Următoarea teoremă obţinută de S̆pac̆ek [111] prezintă o condiţie necesară şi sufi-

cientă pentru spiralitatea de tipul γ pe U (a se vedea de asemenea [48]).

Teorema 1.5.21. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Presupunem că f ∈ H(U) astfel ı̂ncât f(0) = 0,

f ′(0) ̸= 0. Atunci funcţia f este spiralată de tipul γ dacă şi numai dacă

Re
[
eiγ

zf ′(z)

f(z)

]
> 0, z ∈ U.
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Următoarea caracterizare a spiralităţii poate fi folosită pentru a stabili o legătură
ı̂ntre clasele S∗ şi Ŝγ (a se vedea de exemplu [48], [90]).

Teorema 1.5.22. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi θ = e−iγ cos γ. Atunci f ∈ Ŝγ dacă şi numai

dacă există o funcţie g ∈ S∗ cu proprietatea că

f(z) = z
[g(z)

z

]θ
, z ∈ U.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât
[
g(z)
z

]θ∣∣∣
z=0

= 1.

1.5.7 Raze de univalenţă asociate unor subclase de funcţii univalente
pe U

Vom considera raze de univalenţă asociate clasei S şi unor subclase ale acesteia. Mai
multe detalii privind acest subiect pot fi găsite ı̂n [35], [48] şi [90].

Definiţia 1.5.23. Fie F o familie nevidă de funcţii din clasa S. Fie P o proprietate
pe care o studiem pentru familia F . Vom nota cu r(P,F) raza proprietăţii P asociată
familiei F , care reprezintă cea mai mare rază r > 0 astfel ı̂ncât fiecare funcţie din F are
proprietatea P pe discul de rază r şi centru 0.

Fie r(S∗, S) raza de stelaritate a clasei S şi r(K,S) raza de convexitate a clasei S.
Raza r(S∗, S) a fost determinată de Nenvalinna şi Campbell, iar raza r(S∗, S) a fost

obţinută de Grunsky (a se vedea de exemplu [35]).

Teorema 1.5.24. 1. r(S∗, S) = tanh π
4 = eπ/2−1

eπ/2+1
.

2. r(K,S) = r(K,S∗) = 2−
√
3.

1.6 Subclase de aplicaţii biolomorfe ı̂n Cn

În această secţiune, ne vom referi la anumite familii de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate
Euclideană Bn ı̂n Cn care au proprietăţi geometrice. Vom prezenta clasa aplicaţiilor
stelate, clasa aplicaţiilor stelate de ordin α, clasa aplicaţiilor aproape stelate de ordin
α, clasa aplicaţiilor convexe şi clasa aplicaţiilor spiralate de tipul γ pe Bn. Mai mult, ne
vom referi la proprietăţi analitice şi geometrice ale acestor clase.

Principalele surse bibliografice folosite pentru pregătirea acestei secţiuni sunt [48],
[74], [112] şi [12].

În cele ce urmează, vom considera clasa S(Bn) a aplicaţiilor normate şi biolomorfe
pe Bn ı̂n Cn. Mai mult, fie LSn(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi local biolomorfe pe Bn.
În cazul n = 1, vom nota LS ı̂n loc de LS1(B1).

1.6.1 Clasa S∗(Bn)

Această parte este dedicată studiului clasei aplicaţiilor normate şi stelate pe Bn, notată
cu S∗(Bn). Ne vom referi la anumite proprietăţi ale clasei S∗(Bn).

În continuare, vom da definiţia stelarităţii pe Bn (a se vedea [48], [74]).

Definiţia 1.6.1. Fie f ∈ H(Bn). Spunem că f este stelată pe Bn dacă f este biolomorfă
pe Bn, f(0) = 0, şi f(Bn) este un domeniu stelat ı̂n raport cu originea.
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Fie S∗(Bn) clasa aplicaţiilor stelate şi normate pe Bn. Pentru n = 1, clasa S∗(B1)
revine la S∗.

O caracterizare analitică a stelarităţii pe Bn a fost obţinută de Matsuno [88]. Alte
extensii ale acestei caracterizări au fost date pe bila unitate a unui spaţiu Banach de
Gurganus [54] şi pe polidiscul unitate ı̂n Cn de Suffridge [113].

Teorema 1.6.2. Presupunem că f ∈ LS(Bn) şi f(0) = 0. Atunci f ∈ S∗(Bn) dacă şi
numai dacă aplicaţia h(z) = [Df(z)]−1f(z) aparţine clasei M, sau echivalent

(1.6.1) Re⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩ > 0, z ∈ Bn\{0}.

Următorul rezultat prezintă o teoremă de deformare pentru clasa S∗(Bn) şi a fost
obţinută de Kubicka şi Poreda [78] şi Barnard, FitzGerald şi Gong [5]. Alte generalizări
ale acestui rezultat pot fi găsite ı̂n [32, 33], [48].

Teorema 1.6.3. Dacă f ∈ S∗(Bn) atunci

∥z∥
(1 + ∥z∥)2

≤ ∥f(z)∥ ≤ ∥z∥
(1− ∥z∥)2

, z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte. Mai mult, f(Bn) ⊇ Bn
1/4.

1.6.2 Clasa S∗
α(Bn)

Ne vom referi la clasa aplicaţiilor stelate de ordin α pe Bn ı̂n Cn, notată cu S∗
α(Bn).

Conceptul de stelaritate de ordin α pe Bn a fost introdus de Kohr [70] (a se vedea
de asemenea [18]).

Definiţia 1.6.4. Presupunem că 0 ≤ α < 1 şi f ∈ LS(Bn). Spunem că f este stelată
de ordin α dacă

(1.6.2) Re
[ ∥z∥2

⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩

]
> α, z ∈ Bn\{0}.

Observăm că S∗
0(Bn) = S∗(Bn) şi S∗

α(Bn) ⊆ S∗(Bn).
În continuare, vom prezenta un rezultat de deformare pentru clasa S∗

α(Bn) (a se
vedea [70], [18]).

Teorema 1.6.5. Fie f ∈ S∗
α(Bn), unde 0 ≤ α < 1. Atunci

∥z∥
(1 + ∥z∥)2(1−α)

≤ ∥f(z)∥ ≤ ∥z∥
(1− ∥z∥)2(1−α)

, z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

1.6.3 Clasa AS∗
α(Bn)

Vom descrie noţiunea de aproape stelaritate de ordin α pe Bn ı̂n Cn, care a fost introdusă
prima dată pe bila unitate a unui spaţiu Banach de Xu şi Liu [119].

Definiţia 1.6.6. Presupunem că 0 ≤ α < 1. Fie f ∈ LS(Bn). Spunem că f este o
aplicaţie aproape stelată de ordin α dacă

(1.6.3) Re
[⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩

∥z∥2
]
> α, z ∈ Bn\{0}.
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Vom nota clasa aplicaţiilor aproape stelate de ordin α pe Bn cu AS∗
α(Bn).

În [12], T. Chirilă a introdus conceptul de aproape stelaritate de ordin α şi tip γ,
unde 0 ≤ α < 1 şi 0 ≤ γ < 1.

Definiţia 1.6.7. Presupunem că 0 ≤ α < 1 şi 0 ≤ γ < 1. Fie f ∈ LS(Bn). Spunem că
f este aproape stelată de ordin α şi tip γ dacă

Re
(
1
/[ 1

(1− α)∥z∥2
⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩ − α

1− α

])
> γ, z ∈ Bn\{0}.

Vom nota clasa aplicaţiilor aproape stelate de ordin α şi tip γ cu AS∗
α,γ(Bn). Pentru

n = 1, vom nota AS∗
α,γ ı̂n loc de AS∗

α,γ(B1).
Următoarea echivalenţă are loc: f ∈ AS∗

α,0(Bn) dacă şi numai dacă f ∈ AS∗
α(Bn).

De asemenea, orice aplicaţie din clasa AS∗
α,γ(Bn) aparţine familiei AS∗

α(Bn) ⊆ S∗(Bn).

1.6.4 Clasa K(Bn)

În cele ce urmează vom descrie noţiunea de convexitate pe Bn (a se vedea [48], [70]).

Definiţia 1.6.8. Spunem că aplicaţia f ∈ H(Bn) este convexă dacă f este biolomorfă
pe Bn şi dacă domeniul f(Bn) este convex.

Fie K(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi convexe pe bila unitate Bn.
Următorul rezultat furnizează caracterizarea analitică a aplicaţiilor convexe pe Bn.

Acest result este datorat lui Kikuchi [69]. O caracterizare similară a fost obţinută de
Gong, Wang şi Yu ı̂n lucrarea [34].

Teorema 1.6.9. Fie f ∈ LS(Bn). Atunci f ∈ K(Bn) dacă şi numai dacă

(1.6.4) 1− Re⟨[Df(z)]−1D2f(z)(v, v), z⟩ > 0,

for orice z ∈ Bn şi v ∈ Cn astfel ı̂ncât ∥v∥ = 1 şi Re⟨z, v⟩ = 0.

În următoarea observaţie, vom evidenţia câteva proprietăţi privind convexitatea pe
Bn, şi vom da un exemplu de aplicaţie convexă pe Bn.

Observaţia 1.6.10. În cazul n ≥ 2, este mai complicat să construim aplicaţii convexe pe
Bn decât ı̂n cazul n = 1. Fie f(z) = (f1, . . . , fn), unde fi : U → C, i = 1, n sunt funcţii
convexe pe U . Pe de altă parte, f nu este neapărat convexă pe Bn, pentru n ≥ 2 (a se
vedea [34]). Dar, ı̂n particular, aplicaţia dată de

f(z) =
( z1
1− z1

, . . . ,
zn

1− z1

)
, z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn

este convexă pe Bn.

Vom prezenta un rezultat de deformare pentru clasa K(Bn) obţinut de Suffridge
[115], FitzGerald şi Thomas [31] şi Liu [79].

Teorema 1.6.11. Fie f ∈ K(Bn). Atunci

∥z∥
1 + ∥z∥

≤ ∥f(z)∥ ≤ ∥z∥
1− ∥z∥

, z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Teorema de tip Marx-Strohhäcker la o variabilă complexă, prezentată ı̂n Teorema
1.5.18, poate fie extinsă la Cn, n ≥ 2. Acest rezultat a fost obţinut de Kohr [70] şi Curt
[18].

Teorema 1.6.12. K(Bn) ⊆ S∗
1/2(B

n). Acest rezultat este exact.
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1.6.5 Clasa Ŝγ(Bn)

În continuare, prezentăm conceptul de spiralitate pe Bn ı̂n Cn. Gurganus K. [54] a
definit acest concept ı̂n raport cu un operator liniar normal, ale cărui valori proprii au
parte reală pozitivă. De asemenea, Suffridge T. [112] a extins această noţiune la spaţii
Banach complexe.

Fie A ∈ L(Cn,Cn) şi t ≥ 0. Fie

m(A) = min{Re⟨A(z), z⟩ : ∥z∥ = 1},

e−tA =
∞∑
k=0

(−1)k

k!
tkAk.

Vom prezenta definiţia spiralităţii pe Bn dată de Suffridge [112].

Definiţia 1.6.13. Fie f ∈ S(Bn). Presupunem că A ∈ L(Cn,Cn) astfel ı̂ncât m(A) > 0.
Spunem că f este spiralată relativ la A dacă e−tAf(Bn) ⊆ f(Bn) pentru orice t ≥ 0.

Fie operatorul liniar A ∈ L(Cn,Cn) astfel ı̂ncât m(A) > 0. Vom prezenta caracteri-
zarea analitică a spiralităţii relative la operatorul A dată de Suffridge [112] (a se vedea
de asemenea [54]).

Teorema 1.6.14. Fie f ∈ LS(Bn). Atunci aplicaţia f este spiralată relativ la A dacă
şi numai dacă

(1.6.5) Re⟨[Df(z)]−1Af(z), z⟩ > 0, z ∈ Bn\{0}.

În particular, dacă A este operatorul e−iγIn, unde γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, obţinem clasa

Ŝγ(Bn) a aplicaţiilor spiralate de tipul γ, considerată de Hamada şi Kohr [60]. În acest
caz, condiţia (1.6.5) revine la Re(e−iγ⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩) > 0, z ∈ Bn\{0}.

Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, α ∈ [0, 1). O generalizare a noţiunii de spiralitate de tipul γ este

conceptul de spiralitate de tipul γ şi ordin α, definit de Liu şi Liu [82] şi Chirilă [11].

Definiţia 1.6.15. Presupunem că γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi α ∈ [0, 1). Fie f ∈ LS(Bn). Spunem

că f este spiralată de tipul γ şi ordin α dacă următoarea condiţie este satisfăcută

Re
[ 1

(1− i tanα)⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩/∥z∥2 + i tanα

]
> γ, z ∈ Bn\{0}.

Clasa aplicaţiilor care ı̂ndeplinesc condiţiile definiţiei de mai sus este notată cu
Ŝγ,α(Bn). Pentru n = 1, vom nota Ŝγ,α ı̂n loc de Ŝγ,α(B1).

Orice aplicaţie din clasa Ŝγ,α(Bn) aparţine familiei Ŝγ(Bn) ⊆ S∗(Bn). De asemenea,
Ŝγ,0(Bn) = Ŝγ(Bn).

1.7 Lanţuri Loewner ı̂n C si ı̂n Cn

În această secţiune vom studia lanţurile Loewner ı̂n C si ı̂n Cn. Vom prezenta rezultate
importante ı̂n teoria lanţurilor Loewner pe discul unitate U . Ne vom referi la ecuaţia
diferenţială Loewner pe U şi vom da caracterizarea unor subclase de funcţii normate şi
univalente pe U folosind lanţuri Loewner. Diferite rezultate ı̂n această direcţie pot fi
găsite ı̂n [102], [48], [90] şi de asemenea ı̂n [25].

Vom considera generalizarea lanţurilor Loewner şi a ecuaţiei diferenţiale Loewner
ı̂n Cn. O aplicaţie importantă a lanţurilor Loewner ı̂n Cn este dată de caracterizarea
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anumitor subclase ale familiei S(Bn) folosind lanţuri Loewner. Un rezultat remarcabil
ı̂n teoria lanţurilor Loewner a fost introducerea familiei S0(Bn) a aplicaţiilor care admit
reprezentare parametrică pe Bn ı̂n Cn. Această clasă a fost introdusă de Graham,
Hamada şi Kohr [37]. Familia S0(Bn) este o submulţime proprie a lui S(Bn) (a se vedea
[37]). Contribuţii importante ı̂n teoria lanţurilor Loewner au fost aduse de G. Kohr şi
colaboratorii săi ı̂ntr-o serie de lucrări remarcabile, dintre care enumerăm: [37], [51],
[23], [52], [26].

În această secţiune vom utiliza următoarele abrevieri:

Notaţia 1.7.1. Vom utiliza următoarele prescurtări: LL pentru lanţ(uri) Loewner,
EDL pentru ecuaţia diferenţială Loewner şi RP pentru reprezentarea parametrică.

1.7.1 Teoria lanţurilor Loewner ı̂n C

În această parte, ne vom referi la LL pe discul unitate U . Vom da definiţia unui lanţ
univalent de subordonare pe U , precum şi definiţia unui LL.

Sursele bibliografice principale folosite ı̂n această parte sunt [102], [48], [90].

1.7.1.1 Rezultate generale privind lanţuri Loewner ı̂n C

Vom prezenta rezultate generale privind teoria lanţurile Loewner pe U .

În continuare, vom da definiţia unui lanţ univalent de subordonare pe U (a se vedea
de exemplu [48]).

Definiţia 1.7.2. Spunem că funcţia f : U × [0,∞) → C este un lanţ univalent de
subordonare dacă următoarele condiţii au loc:

(i) f(·, t) este univalentă pe U ,

(ii) f(0, t) = 0, pentru t ≥ 0,

(iii) f(·, s) ≺ f(·, t), pentru 0 ≤ s ≤ t < ∞.

Dacă, ı̂n plus, f ′(0, t) = et, pentru orice t ≥ 0, atunci f este un LL.

În definiţia de mai sus am folosit notaţia f ′(z, t) ı̂n loc de ∂f
∂z (z, t).

Presupunem că f(z, t) este un LL. În acest caz, există o unică funcţie Schwarz
univalentă v = v(z, s, t) astfel ı̂ncât (a se vedea de exemplu [48]):

(1.7.1) f(z, s) = f(v(z, s, t), t),

pentru z ∈ U şi 0 ≤ s ≤ t < ∞. Funcţia v se numeşte funcţia de tranziţie asociată lui
f .

În cele ce urmează, vom prezenta un rezultat important ı̂n teoria lanţurile Loewner
pe U (a se vedea [48]).

Teorema 1.7.3. Presupunem că p : U × [0,∞) → C este o funcţie care satisface
următoarele proprietăţi:

(i) p(·, t) ∈ P, pentru orice t ≥ 0,

(ii) p(z, ·) este măsurabilă pe [0,∞), pentru orice z ∈ U .
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În aceste condiţii şi pentru orice z ∈ U şi s ≥ 0, problema Cauchy

(1.7.2)

{
∂v
∂t = −vp(v, t), a.e. t ≥ s,

v(z, s, s) = z

admite o unică soluţie v(z, s, ·), care este local absolut continuă şi v′(0, s, t) = es−t.
Mai mult, pentru s ≥ 0 şi z ∈ U fixaţi, v(z, s, ·) este Lipschitz continuă pe [s,∞),

local uniform ı̂n raport cu z. De asemenea, pentru orice t ≥ s, v(·, s, t) este o funcţie
Schwarz univalentă.

În plus, pentru orice s ≥ 0, următoarea limită există:

(1.7.3) f(z, s) := lim
t→∞

etv(z, s, t)

local uniform pe U şi f(z, t) este un LL care satisface ecuaţia diferenţială

(1.7.4)
∂f

∂t
(z, t) = zf ′(z, t)p(z, t), a.e. t ≥ 0, ∀z ∈ U.

Ecuaţia diferenţială (1.7.4) poartă numele de EDL (sau ecuaţia diferenţială Loewner-
Kufarev).

Vom prezenta următoarea caracterizare a LL obţinută de Pommerenke [101] (a se
vedea de asemenea [48]).

Teorema 1.7.4. Presupunem că f : U × [0,∞) → C este o funcţie astfel ı̂ncât f(0, t) =
0, f ′(0, t) = et, t ≥ 0. Atunci f este un LL dacă şi numai dacă următoarele relaţii au
loc:

(i) Există r ∈ (0, 1) şi o constantă M > 0 astfel ı̂ncât f(·, t) ∈ H(U(0, r)) ( unde
U(0, r) = {z ∈ C : |z| < r}) pentru orice t ≥ 0, f(z, ·) este local absolut continuă
pe [0,∞) local uniform ı̂n raport cu z ∈ U(0, r), şi |f(z, t)| ≤ Met, pentru orice
z ∈ U(0, r), t ≥ 0.

(ii) Există o funcţie p : U × [0,∞) → C care satisface condiţiile (i) şi (ii) din Teorema
1.7.3 astfel ı̂ncât

∂f

∂t
(z, t) = zf ′(z, t)p(z, t), a.e. t ≥ 0, z ∈ U(0, r).

1.7.1.2 Lanţuri Loewner şi subclase de funcţii univalente pe U

În continuare, vom prezenta caracterizarea unor subclase ale lui S folosind LL (a se
vedea [48]).

Vom prezenta caracterizarea funcţiilor din clasa Ŝγ folosind LL. Pe baza faptului că
clasa Ŝ0 se reduce la S∗, vom obţine caracterizarea funcţiilor stelate pe U folosind LL
(a se vedea [102], [48]).

Teorema 1.7.5. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Fie f ∈ H(U) o funcţie normată. Atunci f ∈ Ŝγ

on U dacă şi numai dacă funcţia

f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz), z ∈ U, t ≥ 0,

este un LL, unde a = tan γ. In particular, f ∈ S∗ dacă şi numai dacă funcţia

f(z, t) = etf(z), z ∈ U, t ≥ 0,

este un LL.
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Următorul rezultat prezintă caracterizarea aproape stelarităţii de ordin α folosind
LL (a se vedea [119]).

Teorema 1.7.6. Fie 0 ≤ α < 1. Fie f ∈ H(U) o funcţie normată. Atunci f ∈ AS∗
α

dacă şi numai dacă funcţia

f(z, t) = e
1

1−α
tf(e

α
α−1

tz), z ∈ U, t ≥ 0

este un LL.

Următoarea teoremă prezintă caracterizarea funcţiilor convexe pe U folosind LL (a
se vedea [48], [102]).

Teorema 1.7.7. Fie f ∈ H(U) o funcţie normată. Atunci f ∈ K dacă şi numai dacă
funcţia

f(z, t) = f(z) + (et − 1)zf ′(z), z ∈ U, t ≥ 0

este un LL.

1.7.2 Teoria lanţurilor Loewner ı̂n Cn

În această parte, vom considera generalizarea lanţurilor Loewner şi a ecuaţiei diferenţiale
Loewner ı̂n Cn. Vom prezenta rezultate importante privind lanţurile Loewner ı̂n Cn. Ne
vom referi la anumite aplicaţii ale lanţurilor Loewner, precum caracterizarea anumitor
subclase ale familiei S(Bn).

Sursele bibliografice principale folosite sunt [48], [20], [37], [51].

1.7.2.1 Rezultate generale privind lanţurile Loewner ı̂n Cn

Vom prezenta definiţia unui LL ı̂n Cn (n ≥ 2) (a se vedea [96], [48]).

Definiţia 1.7.8. Spunem că f : Bn× [0,∞) → Cn este un lanţ univalent de subordonare
dacă următoarele condiţii au loc:

(i) f(·, t) este biolomorfă pe Bn,

(ii) f(0, t) = 0, pentru t ≥ 0, şi

(iii) f(·, s) ≺ f(·, t), 0 ≤ s ≤ t < ∞.

Mai mult, dacă Df(0, t) = etIn, unde In este matricea unitate de ordin n şi t ≥ 0, atunci
aplicaţia f(z, t) se numeşte un LL.

Condiţia de subordonare din definiţia de mai sus este echivalentă cu faptul că (a se
vedea [96], [48]): există o unică aplicaţie biolomorfă v = v(z, s, t), numită aplicaţie de
tranziţie, cu proprietatea că ∥v(z, s, t)∥ ≤ ∥z∥, z ∈ Bn, şi următoarea relaţie are loc

f(z, s) = f(v(z, s, t), t), z ∈ Bn, 0 ≤ s ≤ t.

Următorul rezultat a fost obţinut de Pfaltzgraff [96]. Acest rezultat a fost studiat
pe spaţii Banach de Poreda [105].

Teorema 1.7.9. [96] Fie h : Bn × [0,∞) → Cn o aplicaţie care satisface următoarele
condiţii:
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(i) h(·, t) ∈ M, t ≥ 0,

(ii) h(z, ·) este măsurabilă pe [0,∞) pentru z ∈ Bn.

Următoarea problemă Cauchy:

(1.7.5)

{
∂v
∂t = −h(v, t), a.e. t ≥ s

v(s) = z,

admite o unică soluţie local absolut continuă v(t) (= v(z, s, t) = es−tz+ . . . ) pentru orice
s ≥ 0 şi z ∈ Bn. Mai mult, v este o aplicaţie Schwarz univalentă pe Bn ı̂n raport cu
prima variabilă şi, pentru s ≥ 0 fixat şi z ∈ Bn, este o funcţie Lipschitz de t ≥ s local
uniform ı̂n raport cu z.

Aplicaţia h care satisface condiţiile (i), (ii) din Teorema 1.7.9 poartă numele de câmp
vectorial Herglotz. Ecuaţia diferenţială (1.7.5) este cunoscută ca ecuaţia diferenţială
(ordinară) Loewner asociată lui h.

În continuare, vom prezenta un rezultat important obţinut de Poreda [105], Hamada
şi Kohr [61] (a se vedea de asemenea [48]). Acest rezultat remarcabil ne arată că un LL
poate fi obţinut din aplicaţia sa de tranziţie, care reprezintă soluţia problemei Cauchy
(1.7.5).

Teorema 1.7.10. Fie h un câmp vectorial Herglotz şi fie v soluţia problemei Cauchy
(1.7.5). Atunci următoarea limită există

lim
t→∞

etv(z, s, t) = f(z, s),

local uniform pe Bn pentru orice s ≥ 0. Mai mult, f(·, s) este univalentă pe Bn şi
f(z, s) = f(v(z, s, t), t) pentru orice z ∈ Bn şi 0 ≤ s ≤ t < ∞. Atunci f(z, t) este un
LL care are proprietatea că familia {e−tf(·, t)}t≥0 este normală pe Bn şi f(z, ·) este o
funcţie local Lipschitz pe [0,∞) local uniform ı̂n raport cu z ∈ Bn. Mai mult, f satisface
următoarea ecuaţie:

(1.7.6)
∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0, ∀z ∈ Bn.

Ecuaţia diferenţială (1.7.6) poartă numele de ecuaţie diferenţială (generalizată) Loewner
asociată lui h.

Următoarea teoremă prezintă un rezultat important ı̂n teoria lanţurilor Loewner ı̂n
Cn. Acest rezultat a fost obţinut de Pfaltzgraff [96]. Poreda [105] a obţinut un rezultat
similar pe spaţii Banach. Alte contribuţii importante legate de acest subiect au fost
aduse de Hamada şi Kohr [61].

Teorema 1.7.11. Fie h un câmp vectorial Herglotz. Presupunem că f = f(z, t) : Bn ×
[0,∞) → Cn satisface următoarele proprietăţi: f(·, t) ∈ H(Bn), f(0, t) = 0, Df(0, t) =
etIn, pentru t ≥ 0, f(z, ·) este local absolut continuă pe [0,∞) local uniform ı̂n raport
cu z ∈ Bn şi EDL (1.7.6) are loc.

Presupunem că există un şir de numere strict pozitive şi crescător {tm}m∈N astfel
ı̂ncât tm → ∞ şi limm→∞ e−tmf(z, tm) = F (z) local uniform pe Bn. Fie v soluţia
problemei Cauchy (1.7.5) pentru orice z ∈ Bn. Atunci f(z, t) este un LL şi

lim
t→∞

etv(z, s, t) = f(z, s)

local uniform pe Bn pentru orice s ≥ 0.
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Graham I., Hamada H. şi Kohr G. [37] au arătat că orice LL pe Bn satisface EDL
(1.7.6) (a se vedea de asemenea [23], [48]).

Teorema 1.7.12. Presupunem că f este un LL pe Bn. Atunci există un unic câmp
vectorial Herglotz h astfel ı̂ncât EDL (1.7.6) este satisfăcută de f .

1.7.2.2 Lanţuri Loewner şi subclase de aplicaţii biolomorfe pe Bn

Vom da câteva caracterizări folosind LL ale unor subclase de aplicaţii din familia S(Bn).
Următoarea teoremă obţinută de Hamada şi Kohr [60] prezintă caracterizarea aplicaţiilor

din clasa Ŝγ(Bn) folosind LL. În particular, acest rezultat furnizează şi caracterizarea
aplicaţiilor stelate pe Bn folosind LL, care a fost obţinută de Pfaltzgraff şi Suffridge [98].

Teorema 1.7.13. Fie f ∈ LS(Bn) şi fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Atunci f ∈ Ŝγ(Bn) dacă şi

numai dacă aplicaţia

f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz), z ∈ Bn, t ≥ 0,

este un LL, unde a = tan γ.
În particular, f ∈ S∗(Bn) daca şi numai dacă aplicaţia f(z, t) = etf(z) este un LL.

Orice aplicaţie aproape stelată de ordin α pe Bn poate fi caraterizată folosind LL.
Următoarea caracterizare a fost obţinută pe spaţii Banach de Xu şi Liu [119].

Teorema 1.7.14. Fie α ∈ [0, 1). Presupunem că f ∈ LS(Bn). Atunci f ∈ AS∗
α(Bn)

dacă şi numai dacă aplicaţia f(z, t) = e
t

1−α f(e
αt

α−1 z), z ∈ Bn, t ≥ 0, este un LL.



Capitolul 2

Operatori de extensie care
păstrează reprezentarea
parametrică pe Bn

În acest capitol, vom prezenta reprezentarea parametrică pe discul unitate U şi pe bila
unitate Euclideană Bn ı̂n Cn. Vom vedea că orice funcţie din clasa S admite reprezentare
parametrică pe U (a se vedea [102], [48]). Vom prezenta clasa S0(Bn) a aplicaţiilor care
admit reprezentare parametrică pe Bn ı̂n Cn introdusă de Graham, Hamada şi Kohr
[37]. Această clasă este compactă (a se vedea [51]), prin urmare este o submulţime
proprie a familiei S(Bn) a aplicaţiilor normate şi biolomorfe pe Bn. Vom considera o
funcţie g care satisface condiţiile Ipotezei 2.1.6. Vom prezenta clasa Mg introdusă de
Graham, Hamada şi Kohr ı̂n [37], precum şi clasa aplicaţiilor care admit g-reprezentare
parametrică pe Bn, notată cu S0

g (Bn) (a se vedea [37]). Vom da definiţia unui g-lanţ
Loewner introdusă de Graham, Hamada şi Kohr [37].

Vom demonstra că g-reprezentarea parametrică este păstrată prin operatorii de ex-
tensie Φn,α,β şi Φn,Q, unde funcţia g este dată de relaţia g(ζ) = 1+Aζ

1+Bζ , ζ ∈ U , şi
−1 ≤ B < A ≤ 1. Aceste rezultate sunt originale şi au fost obţinute ı̂n lucrările
[85, 86]. Vom prezenta de asemenea proprietăţi analitice şi geometrice ale operatorilor
de extensie Φn,α,β şi Φn,Q.

Principalele surse bibiliografice folosite pentru pregătirea acestui capitol sunt [102],
[108], [36], [47], [46], [51], [92], [63], [75], [11], [12].

În acest capitol vom utiliza prescurtările prezentate ı̂n Notaţia 1.7.1. Aşadar, vom
folosi următoarele abrevieri: LL pentru lanţ(uri) Loewner, EDL pentru ecuaţia diferenţială
Loewner şi RP pentru reprezentarea parametrică. De asemenea, vom folosi pres-
curtările: g-LL pentru g-lanţ(uri) Loewner, g-RP pentru g-reprezentarea parametrică.

2.1 Lanţuri Loewner şi reprezentarea parametrică ı̂n C şi
Cn

Vom prezenta ı̂n această secţiune funcţii univalente care admit RP pe discul unitate U
şi aplicaţii biolomorfe care admit RP pe Bn. Vom introduce conceptul de g-RP pe Bn.

37
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2.1.1 Funcţii univalente şi normate care admit reprezentare paramet-
rică pe U

În continuare prezentăm definiţia unei funcţii univalente care admite RP pe discul
unitate U (a se vedea [102]).

Definiţia 2.1.1. Spunem că o funcţie olomorfă şi normată pe U admite RP pe U dacă
există un LL, f(z, t) : U × [0,∞) → C, cu proprietatea că f(z, 0) = f(z).

Următorul rezultat arată că orice funcţie din clasa S admite RP pe U (a se vedea
[102]). Acest rezultat nu are loc pentru familia S(Bn), ı̂n cazul n ≥ 2 (a se vedea [37]).

Teorema 2.1.2. Dacă f ∈ S atunci f admite RP.

2.1.2 Aplicaţii normate şi univalente care admit reprezentare para-
metrică pe Bn

Vom prezenta clasa aplicaţiilor care admit RP pe Bn ı̂n Cn studiată de Kohr ı̂n [73].
Generalizarea conceptului de RP ı̂n raport cu o normă arbitrară a fost introdusă de
Graham, Hamada şi Kohr ı̂n [37]. Vom da definiţia noţiunii de g-RP introdusă de
Graham, Hamada şi Kohr ı̂n [37], care generalizează conceptul de RP.

Vom prezenta definiţia noţiunii de RP pe Bn ı̂n Cn (a se vedea [37]).

Definiţia 2.1.3. Spunem că o aplicaţie f ∈ S(Bn) admite RP dacă există un LL,
f(z, t) : Bn × [0,∞) → Cn, cu proprietatea că familia {e−tf(z, t)}t≥0 este normală pe
Bn şi f(z) = f(z, 0).

Fie S0(Bn) clasa aplicaţiilor care admit RP pe Bn.

Graham I., Hamada H. şi Kohr G. [37] au demonstrat că S0(Bn) este strict inclusă
ı̂n clasa S(Bn). Totodată, familiile S∗(Bn), Ŝγ(Bn) sunt subclase ale familiei S0(Bn),
adică admit RP pe Bn.

Vom prezenta o teoremă de deformare şi acoperire pentru clasa S0(Bn) obţinută de
Graham, Hamada şi Kohr [37] ı̂n raport cu o normă arbitrară (a se vedea de asemenea
[73]). Acest rezultat nu are loc pentru familia S(Bn) (a se vedea [48]).

Teorema 2.1.4. Fie f ∈ S0(Bn). Atunci

∥z∥
(1 + ∥z∥)2

≤ ∥f(z)∥ ≤ ∥z∥
(1− ∥z∥)2

, z ∈ Bn.

Acest rezultat este exact. Mai mult, f(Bn) ⊇ Bn
1/4, unde Bn

1/4 = {z ∈ Cn : ∥z∥ < 1/4}.

Următorul rezultat arată că familia S0(Bn) este compactă ı̂n H(Bn) şi a fost obţinut
de Graham, Kohr şi Kohr [51].

Corolarul 2.1.5. Familia S0(Bn) este compactă ı̂n H(Bn).

2.1.3 Aplicaţii care admit g-reprezentare parametrică pe Bn

Vom prezenta conceptul de g-RP pe Bn, unde funcţia g satisface următoarea ipoteză (a
se vedea [37]).
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Ipoteza 2.1.6. Fie g : U → C o funcţie univalentă pe U , care satisface următoarele
proprietăţi : g(0) = 1, g(ζ) = g(ζ), Re g(ζ) > 0, ζ ∈ U , şi următoarele relaţii au loc
pentru r ∈ (0, 1):

min
|ζ|=r

Re g(ζ) = min{g(r), g(−r)},

max
|ζ|=r

Re g(ζ) = max{g(r), g(−r)}.

În continuare, vom considera o funcţie g care satisface Ipoteza 2.1.6.
Fie Mg o submulţime nevidă a clasei Carathéodory, M, definită prin:

Definiţia 2.1.7.

Mg =

{
h ∈ H(Bn) : h normată , ⟨h(z), z

∥z∥2
⟩ ∈ g(U), z ∈ Bn

}
.

Alegem ramura ⟨h(z), z
∥z∥2 ⟩|z=0 = 1. Această clasă a fost introdusă de Graham,

Hamada şi Kohr [37]. Se observă că aplicaţia identică idBn aparţine lui Mg (deci, Mg

este o mulţime nevidă) şi Mg = M, unde g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , ζ ∈ U .

Conceptul de g-LL a fost definit de Graham, Hamada şi Kohr ı̂n [37].

Definiţia 2.1.8. Fie f(z, t) : Bn×[0,∞) → Cn. Atunci f este un g-LL dacă următoarele
condiţii au loc:

(i) f(z, t) este un LL,

(ii) familia {e−tf(·, t)}t≥0 este normală pe Bn,

(iii) aplicaţia h obţinută din EDL

(2.1.1)
∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), ∀z ∈ Bn, a.e. t ≥ 0,

are proprietatea că h(·, t) ∈ Mg, aproape pentru orice t ≥ 0.

În continuare, vom da definiţia unei aplicaţii care admite g-RP introdusă de Graham,
Hamada şi Kohr [37] (a se vedea de asemenea [51], unde g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , ζ ∈ U)

Definiţia 2.1.9. Presupunem că Ipoteza 2.1.6 are loc şi f ∈ S(Bn). Aplicaţia f admite
g-RP dacă există un g-LC, f(z, t), astfel ı̂ncât f = f(·, 0).

Fie S0
g (Bn) clasa aplicaţiilor care admit g-RP pe Bn. În continuare, vom prezenta

anumite proprietăţi ale familiei S0
g (Bn) obţinute de Graham, Hamada şi Kohr [37]. Vom

considera ı̂n următoarea observaţie că g este o funcţie ce satisface Ipoteza 2.1.6.

Observaţia 2.1.10. (i) S0
g (Bn) ⊆ S0(Bn) ⊆ S(Bn).

(ii) Dacă g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , ζ ∈ U , atunci S0

g (Bn) = S0(Bn) .

Următoarea observaţie obţinută de Graham, Hamada şi Kohr [37] ne arată un motiv
important de a studia conceptele de g-RP, respectiv g-LL, ı̂n cazul n ≥ 2.

Observaţia 2.1.11. Presupunem că g(ζ) = 1− ζ, ζ ∈ U . Atunci orice aplicaţie normată
şi convexă pe Bn admite g-RP.

O teoremă de deformare pentru familia S0
g (Bn) a fost obţinută de Graham, Hamada

şi Kohr [37]. Acest rezultat demonstrează că familia S0
g (Bn) este local uniform mărginită

(a se vedea de asemenea [73]).
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2.2 Introducere ı̂n teoria operatorilor de extensie

Această secţiune prezintă anumiţi operatori de extensie care păstrează proprietăţi analitice
şi geometrice pe bila unitate ı̂n Cn. Vom prezenta operatorii de extensie: Φn, introdus
de Roper şi Suffridge [108], Φn,α,β, introdus de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [46],
respectiv Φn,Q, introdus de Muir [92]. Aceşti operatori extind o funcţie local univalentă
şi normată pe U la o aplicaţie local biolomorfă şi normată pe Bn ı̂n Cn.

Vom considera următoarea notaţie: z̃ = (z2, . . . , zn) ∈ Cn−1.

2.2.1 Operatorul de extensie Φn

Operatorul Φn a fost introdus de Roper şi Suffridge ı̂n [108] cu scopul de a construi
aplicaţii convexe pe Bn folosind funcţii convexe pe U . Dacă f1, . . . , fn ∈ K atunci
aplicaţia f = (f1, . . . , fn) nu este ı̂n mod necesar convexă pe Bn. Următoarea aplicaţie
definită pe Bn ilustrează acest aspect:

F (z) =

(
z1

1− z1
, . . . ,

zn
1− zn

)
, z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn,

unde funcţia ζ
1−ζ , ζ ∈ U , este convexă pe U .

Operatorul de extensie Roper-Suffridge Φn : LS → LSn este definit astfel [108]:

(2.2.1) Φn(f)(z) = (f(z1), z̃
√
f ′(z1)), z = (z1, z̃) ∈ Bn.

Ramura funcţiei putere se alege astfel ı̂ncât
√
f ′(z1)|z1=0 = 1.

În lucrarea [108], Roper K. şi Suffridge T. au demonstrat că operatorul Φn păstrează
convexitatea. Graham I. şi Kohr G. [47] au obţinut acelaşi rezultat folosind o metodă
diferită.

Teorema 2.2.1. Fie f ∈ K. Atunci Φn(f) ∈ K(Bn). Prin urmare, Φn(K) ⊆ K(Bn).

Operatorul Φn păstrează de asemenea şi stelaritatea de ordin α ∈ (0, 1). În lucrarea
[47], Graham I. şi Kohr G. au arătat mai ı̂ntâi că operatorul conservă conceptul de
stelaritate. Ulterior, Hamada H., Kohr G. and Kohr M. [63] au demonstrat că Φn

păstrează stelaritatea de ordin 1/2, iar Liu X.[80] a arătat că Φn conservă stelaritatea
de ordin α ∈ (0, 1) (acelaşi rezultat a fost obţinut şi de către Chirilă in [12] folosind
g-LL).

Teorema 2.2.2. Dacă f ∈ S∗
α, unde α ∈ [0, 1), atunci Φn(f) ∈ S∗

α(Bn). Prin urmare,

Φn(S
∗
α) ⊆ S∗

α(Bn).

Chirilă T. [12] a arătat că următorul rezultat are loc.

Teorema 2.2.3. Presupunem că 0 ≤ α < 1 şi 0 < γ < 1. Dacă f ∈ AS∗
α,γ atunci

Φn(f) ∈ AS∗
α,γ(Bn).

Graham, Kohr and Kohr [51] au demonstrat că Φn păstrează spiralitatea de tipul γ,
γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
. Mai mult, folosind g-LL, Chirilă [12] a obţinut că operatorul păstrează

spiralitatea de tipul γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi ordin α ∈ (0, 1).

Teorema 2.2.4. Presupunem că γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi 0 < α < 1. Dacă f ∈ Ŝγ,α, atunci

Φn(f) ∈ Ŝγ,α(Bn).
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Următorul rezultat are un rol important şi a fost obţinut de Graham, Kohr şi Kohr
[51]. Acest rezultat arată că Φn extinde o funcţie cu RP pe U la o aplicaţie cu RP pe
Bn (a se vedea de asemenea [47]).

Teorema 2.2.5. Dacă f ∈ S atunci Φn(f) ∈ S0(Bn). Prin urmare, Φn(S) ⊆ S0(Bn).

2.2.2 Operatorul de extensie Φn,α,β

Vom considera următorul operator de extensie:

Definiţia 2.2.6. Presupunem că α ≥ 0, β ≥ 0. Fie Φn,α,β : LS → LSn definit prin

(2.2.2) Φn,α,β(f)(z) =

(
f(z1), z̃

(
f(z1)

z1

)α

(f ′(z1))
β

)
, z = (z1, z̃) ∈ Bn.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât(
f(z1)

z1

)α ∣∣∣
z1=0

= 1, (f ′(z1))
β
∣∣
z1=0

= 1.

Acest operator de extensie a fost introdus de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge
ı̂n [46]. Pentru (α, β) = (0, 1/2), operatorul Φn,α,β se reduce la operatorul Φn.

Vom considera următoarea ipoteză:

Ipoteza 2.2.7. Fie 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1
2 şi α+ β ≤ 1.

În următorul rezultat, vom prezenta câteva proprietăţi de conservare satisfăcute de
operatorul de extensie Φn,α,β (a se vedea [46]):

Teorema 2.2.8. Presupunem că Ipoteza 2.2.7 este satisfăcută. Atunci următoarele
relaţii au loc:

(i) Φn,α,β(S) ⊆ S0(Bn).

(ii) Φn,α,β(S
∗) ⊆ S∗(Bn).

(iii) Φn,α,β(S
∗
γ) ⊆ S∗

γ(Bn), with γ ∈ (0, 1).

(iv) Operatorul Φn,α,β păstrează spiralitatea de tipul γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi ordin δ ∈ (0, 1).

(v) Operatorul Φn,α,β păstrează aproape stelaritatea de tipul γ ∈ (0, 1) şi ordin δ ∈
[0, 1).

Proprietatea (iii) a fost obţinută de Liu [80], respectiv proprietatea (iv) a fost demon-
strată de Liu şi Liu [81] (a se vedea de asemenea [11], unde acelaşi rezultat a fost obţinut
folosind g-LL). Rezultatul (v) este datorat lui Chirilă [11].

Operatorul de extensie Φn,α,β păstrează convexitatea doar dacă (α, β) = (0, 1/2).
Această proprietate a fost obţinută de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [46].

Teorema 2.2.9. Dacă f ∈ K, atunci Φn,α,β(f) ∈ K(Bn) doar dacă α = 0 şi β = 1
2

(adică doar ı̂n cazul operatorului de extensie Roper-Suffridge).



2.2. Introducere ı̂n teoria operatorilor de extensie 42

2.2.3 Operatorul de extensie Φn,Q

Următorul operator de extensie a fost introdus de Muir [92], cu scopul de a obţine puncte
de extrem ale clasei K(Bn), pornind de la puncte de extrem pentru clasa K. Înainte de
a prezenta acest operator de extensie, vom da definiţia unui polinom omogen de grad k
(a se vedea [48], [67]).

Definiţia 2.2.10. Spunem că o aplicaţie Q : Cn → C este un polinom omogen de grad
k ∈ N\{0} dacă există o aplicaţie continuă şi multiliniară de grad k, L :

∏k
i=1Cn → Cn

astfel ı̂ncât Q(z) = L(z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
k-times

), z ∈ Cn.

Se observă că Q ∈ H(Cn), Q(λz) = λkQ(z), λ ∈ C, respectiv DQ(z)(z) = kQ(z)
pentru orice z ∈ Cn. De asemenea, Q(0) = 0.

Fie următoarea ipoteză:

Ipoteza 2.2.11. Fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de grad 2.

În continuare, vom prezenta definiţia operatorului de extensie Φn,Q (see [92]).

Definiţia 2.2.12. Presupunem că Ipoteza 2.2.11 are loc. Fie Φn,Q : LS → LSn definit
prin

(2.2.3) Φn,Q(f)(z) = (f(z1) +Q(z̃)f ′(z1), z̃
√
f ′(z1)), z = (z1, z̃) ∈ Bn.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât
√
f ′(z1)|z1=0 = 1.

Dacă Q ≡ 0, operatorul Φn,Q revine la operatorul Φn.

Rezulatul următor prezintă proprietăţi de conservare importante satisfăcute de op-
eratorul Φn,Q. Primele două proprietăţi au fost demonstrate de Kohr [75], proprietatea
(iii) a fost obţinută de Muir [92], iar proprietatea (iv) a fost demonstrată de Wang şi
Liu [116]. Ultimul rezultat a fost obţinut şi de Chirilă [12] folosind o altă metodă.

Teorema 2.2.13. (i) Φn,Q(S) ⊆ S0(Bn), dacă şi numai dacă ∥Q∥ ≤ 1/4;

(ii) Φn,Q(S
∗) ⊆ S∗(Bn), dacă şi numai dacă ∥Q∥ ≤ 1/4;

(iii) Φn,Q(K) ⊆ K(Bn), dacă şi numai dacă ∥Q∥ ≤ 1/2;

(iv) Φn,Q păstrează stelaritatea de ordin α ∈ (0, 1) dacă şi numai dacă ∥Q∥ ≤ 1−|2α−1|
8α .

2.2.4 Raze de univalenţă asociate unor subclase de aplicaţii olomorfe
generate prin operatori de extensie

Vom prezenta câteva raze de univalenţă asociate operatorilor de extensie Φn şi Φn,α,β.
Definiţia 1.5.23 poate fi generalizată de la discul unitate U la bila unitate Bn ı̂n Cn. Fie
F o submulţime nevidă a mulţimii S(Bn) şi fie r(P,F) raza proprietăţii P ı̂n mulţimea
F .

În rezultatul următor, vom include câteva raze de univalenţă binecunoscute privind
operatorul Φn. Aceste raze au fost obţinute de Graham, Kohr şi Kohr [51] (a se vedea
de asemenea [47] şi Teorema 1.5.24).

Teorema 2.2.14. (i) r(S∗,Φn(S)) = r(S∗, S).
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(ii) r(K,Φn(S)) = r(K,Φn(S
∗)) = r(K,S).

În cazul n ≥ 2, avem următoarea relaţie: r(K,S0(Bn)) ≤ r(K,S∗(Bn)) < 2 −
√
3

(pentru mai multe detalii a se vedea [48], [51]).
Următorul rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr şi Suffrigde [46] ( a se

vedea de asemenea [11], unde sunt menţionate alte raze de univalenţă privind operatorul
Φn,α,β).

Teorema 2.2.15. Presupunem că Ipoteza 2.2.7 are loc. Atunci

r(S∗,Φn,α,β(S)) = r(S∗, S).

2.3 Operatori de extensie şi g-reprezentarea parametrică

În această secţiune vom arăta că conceptul de g-RP este păstrat prin operatorii de
extensie Φn,α,β şi Φn,Q, unde funcţia g este definită de Ipoteza (2.3.1). În capitolul
următor, vom prezenta câteva consecinţe importante ale acestor rezultate privind anu-
mite subclase de funcţii care admit g-RP. Rezultatele originale prezentate ı̂n această
secţiune au fost obţinute ı̂n [85] şi [86].

Vom considera următoarea ipoteză:

Ipoteza 2.3.1. Fie A,B ∈ R astfel ı̂ncât −1 ≤ B < A ≤ 1. Fie g : U → C definită de:

g(ζ) =
1 +Aζ

1 +Bζ
, ζ ∈ U.

Observăm că această funcţie particulară g satisface condiţiile Ipotezei 2.1.6.

2.3.1 Operatorul de extensie Φn,α,β şi g-reprezentarea parametrică

Vom demonstra că operatorul Φn,α,β definit ı̂n Definiţia 2.2.6 păstrează g-RP, unde g
satisface Ipoteza 2.3.1.

Următorul rezultat a fost obţinut de Manu [85] şi arată că g-PR este păstrată prin
operatorul de extensie Φn,α,β, unde g satisface Ipoteza 2.3.1. Pentru (A,B) = (1,−1) (

adică pentru g(ζ) = 1+ζ
1−ζ , ζ ∈ U), rezultatul a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr

şi Suffridge ı̂n [46, Teorema 2.1] (a se vedea de asemenea [50], pentru α = 0). În [11],
Chirilă a obţinut această proprietate pentru (A,B) = (1, 2γ− 1), unde 0 < γ < 1 (adică
pentru g(ζ) = 1+ζ

1+(2γ−1)ζ , ζ ∈ U , 0 < γ < 1; a se vedea de asemenea [12], pentru α = 0).

Teorema 2.3.2. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 2.3.1 au loc. Fie f ∈ S0
g . Atunci

F = Φn,α,β(f) aparţine familiei S0
g (Bn).

În capitolul următor, vom prezenta câteva consecinţe ale acestui rezultat principal.

2.3.2 Operatorul de extensie Φn,Q şi g-reprezentarea parametrică

În această parte vom arăta că g-PR este păstrată prin operatorul de extensie Φn,Q

definit ı̂n Definiţia 2.2.12, unde g satisface condiţiile Ipotezei 2.3.1.
Următoarea proprietate obţinută de Manu [86] demonstrează că conceptul de g-RP

este păstrată prin operatorul de extensie Φn,Q, unde g satisface condiţiile Ipotezei 2.3.1.
Cazuri particulare ale acestui rezultat au fost obţinute de Kohr [75] şi Chirilă [12].
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Pentru (A,B) = (1,−1), rezultatul de mai jos revine la [75, Teorema 2.1], obţinută de
Kohr. Pentru (A,B) = (1, 2γ − 1), unde γ ∈ (0, 1), rezultatul se reduce la [12, Teorema
3.1], obţinută de Chirilă. Reamintim că Q este un polinom omogen ce ı̂ndeplineşte
condiţiile din Ipoteza 2.2.11.

Teorema 2.3.3. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 sunt satisfăcute. Fie f ∈ S0
g .

Dacă ∥Q∥ ≤ A−B
4(1+|B|) , atunci F = Φn,Q(f) aparţine familiei S0

g (Bn).

În capitolul următor, vom include câteva consecinţe ale acestui rezultat principal.



Capitolul 3

Stelaritate şi aproape stelaritate
de tip Janowski

În acest capitol, vom studia câteva subclase de aplicaţii normate şi biolomorfe care au
proprietăţi geometrice şi admit g-reprezentare parametrică pe Bn. Ne vom referi la clasa
aplicaţiilor g-stelate, clasa aplicaţiilor g-aproape stelate de ordin α şi clasa aplicaţiilor
spiralate de tipul γ pe Bn. Vom prezenta anumite proprietăţi de conservare privind
aceste clase şi operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q. O parte importantă a acestui
capitol este dedicată stelarităţii şi aproape stelarităţii de tip Janowski. Vom arăta
legătura dintre acest tip de stelaritate şi g-stelaritate. Vom demonstra că stelaritatea
şi aproape stelaritatea de tip Janowski se păstrează prin operatorii de extensie Φn,α,β

şi Φn,Q. Ne vom referi la raze de univalenţă privind stelaritatea de tip Janowski. Vom
prezenta teoreme de deformare şi distorsiune pentru subclase de aplicaţii care admit
g-reprezentare parametrică pe Bn.

Principalele surse bibliografice folosite sunt [68], [109], [110], [46], [37], [55], [11], [21],
[14], [12], şi de asemenea [63], [56], [57].

Rezultatele originale prezentate ı̂n acest capitol au fost obţinute ı̂n [85], [86].

În acest capitol vom utiliza prescurtările prezentate ı̂n Notaţia 1.7.1. Aşadar, vom
folosi următoarele abrevieri: LL pentru lanţ(uri) Loewner, EDL pentru ecuaţia diferenţială
Loewner şi RP pentru reprezentarea parametrică. De asemenea, vom folosi pres-
curtările: g-LL pentru g-lanţ(uri) Loewner, g-RP pentru g-reprezentarea parametrică.

3.1 Subclase de aplicaţii biolomorfe care admit g-reprezentare
parametrică

Vom prezenta anumite subclase de aplicaţii care admit g-RP pe Bn. Vom arăta că aceste
aplicaţii pot fi caracterizate folosind g-LL. Ne vom referi la rezultate de conservare
privind aceste clase şi operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q. Aceste rezultate au fost
obţinute de Manu ı̂n [85, 86].

3.1.1 Rezultate preliminare

Vom considera că Ipoteza 2.1.6 este satisfăcută.

Graham, Hamada şi Kohr [37], respectiv Hamada şi Honda [55] au introdus noţiunea
de g-stelaritate. Alte proprietăţi privind acest concept pot fi găsite ı̂n [56], [57], şi de
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asemenea ı̂n [11], [12], [14]. Generalizări ale acestei noţiuni la spaţii Banach complexe
au fost obţinute ı̂n [64].

Definiţia 3.1.1. Fie f ∈ LS(Bn). Spunem că aplicaţia f este g-stelată pe Bn dacă

⟨[Df(z)]−1f(z),
z

∥z∥2
⟩ ∈ g(U), ∀z ∈ Bn\{0}.

Fie S∗
g (Bn) clasa aplicaţiilor g-stelate pe Bn. Pentru n = 1, vom nota S∗

g ı̂n loc de
S∗
g (U).

În următoarea observaţie, vom ilustra legătura dintre g-stelaritate şi stelaritatea
clasică pe Bn (a se vedea [37], [55]).

Observaţia 3.1.2. Presusupunem că γ ∈ [0, 1).

(i) Dacă g(ζ) = 1+ζ
1−ζ , ζ ∈ U , atunci S∗

g (Bn) = S∗(Bn).

(ii) Dacă g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , ζ ∈ U , atunci S∗

g (Bn) = S∗
γ(Bn).

(iii) Dacă g(ζ) = 1+(1−2γ)ζ
1−ζ , ζ ∈ U , atunci S∗

g (Bn) = AS∗
γ(Bn).

Chirilă T. [14] a demonstrat că aplicaţiile g-stelate pe Bn aparţin familiei S0
g (Bn).

Teorema 3.1.3. Fie f ∈ LS(Bn). Atunci condiţia f ∈ S∗
g (Bn) este echivalentă cu

faptul că aplicaţia etf(z) este un g-LL. Prin urmare, orice aplicaţie din clasa S∗
g (Bn)

admite g-RP.

Conceptul de g-aproape stelaritate de ordin α a fost introdus de Chirilă [14].

Definiţia 3.1.4. Fie 0 ≤ α < 1. Presupunem că f ∈ LS(Bn). Spunem că aplicaţia f
este g-aproape stelată de ordin α pe Bn dacă

1

1− α

(〈
[Df(z)]−1f(z),

z

∥z∥2

〉
− α

)
∈ g(U), z ∈ Bn\{0}.

Clasa aplicaţiilor g-aproape stelate de ordin α pe Bn este notată cu AS∗
g (Bn), iar

pentru n = 1 cu AS∗
g .

Următoarea observaţie ilustrează legătura dintre clasaAS∗
g (Bn) şi subclase de aplicaţii

binecunoscute pe Bn (see [14]).

Observaţia 3.1.5. Fie 0 ≤ α < 1 şi 0 < γ < 1.

(i) Dacă g(ζ) = 1+ζ
1−ζ , ζ ∈ U , atunci AS∗

g (Bn) = AS∗(Bn).

(ii) Dacă g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , ζ ∈ U , atunci AS∗

g (Bn) se reduce la familia AS∗
α,γ(Bn).

(iii) AS∗
g (Bn) ⊆ AS∗

α(Bn).

(iv) Dacă α = 0, atunci AS∗
g (Bn) = S∗

g (Bn).

Următorul rezultat obţinut de Chirilă [14] prezintă caracterizarea aplicaţiilor din
clasa AS∗

g (Bn) folosind g-LL.

Teorema 3.1.6. Fie 0 ≤ α < 1 şi fie f ∈ LS(Bn). Atunci condiţia f ∈ AS∗
g (Bn)

este echivalentă cu faptul că aplicaţia e
1

1−α
tf(e

α
α−1

tz) este un g-LL. Prin urmare, orice
aplicaţie din clasa AS∗

g (Bn) admite g-RP.



47 Capitolul 3. Stelaritate şi aproape stelaritate de tip Janowski

În continuare, vom prezenta definiţia noţiunii de g-spiralitate de tipul γ pe Bn,
γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
introdusă de Chirilă [14].

Definiţia 3.1.7. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Presupunem că f ∈ LS(Bn). Spunem că aplicaţia f

este g-spiralită de tipul γ pe Bn dacă

i
sin γ

cos γ
+

e−iγ

cos γ

〈
[Df(z)]−1f(z),

z

∥z∥2

〉
∈ g(U), z ∈ Bn\{0}.

Vom nota clasa aplicaţiilor g-spiralate de tipul γ pe Bn cu Ŝg(Bn). Pentru n = 1,
vom nota Ŝg ı̂n loc de Ŝg(U).

În următoarea observaţie, vom prezenta legătura dintre clasele Ŝg(Bn) şi Ŝγ(Bn),
precum şi alte proprietăti (a se vedea [14]).

Observaţia 3.1.8. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi 0 < α < 1 .

(i) Dacă g(ζ) = 1+ζ
1−ζ , ζ ∈ U , atunci Ŝg(Bn) = Ŝγ(Bn).

(ii) Dacă g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2α)ζ , ζ ∈ U , atunci Ŝg(Bn) se reduce la clasa Ŝγ,α(Bn).

(iii) Ŝg(Bn) ⊆ Ŝγ(Bn) (a se vedea Definiţia 1.6.13, pentru A = e−iγI, unde γ ∈(
−π

2 ,
π
2

)
).

(iv) Pentru γ = 0, Ŝg(Bn) se reduce la clasa S∗
g (Bn).

Vom prezenta caracterizarea conceptului de g-spiralitate de tipul γ pe Bn, γ ∈(
−π

2 ,
π
2

)
, folosind g-LL. Acest rezultat a fost obţinut ı̂n lucrarea [14].

Teorema 3.1.9. Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi fie f ∈ LS(Bn). Atunci condiţia f ∈ Ŝg(Bn) este

echivalentă cu faptul că aplicaţia e(1−ia)tf(eiatz) este un g-LL, unde a = tan γ. Prin
urmare, orice aplicaţie din clasa Ŝg(Bn) admite g-PR.

3.1.2 Operatori de extensie care păstrează proprietăţi geometrice ale
unor aplicaţii care admit g-reprezentare parametrică

Vom demonstra că operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q, definiţi ı̂n Capitolul 2 (a se
vedea Definiţia 2.2.6 şi Definiţia 2.2.12) păstrează g-stelaritatea, g-aproape stelaritatea
de ordin α şi g-spiralitatea de tipul γ, unde funcţia g satisface Ipoteza 2.3.1.

În continuare, vom considera că Ipoteza 2.3.1 are loc.
Fie operatorul de extensie Φn,α,β dat de Definiţia 2.2.6 şi fie operatorul de extensie

Φn,Q dat de Definiţia 2.2.12.
Pe baza Teoremei 2.3.2 şi a caracterizării g-stelarităţii cu g-LL, se obţine următorul

rezultat datorat lui Manu [85]:

Teorema 3.1.10. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 2.3.1 sunt satisfăcute. Dacă f ∈ S∗
g ,

atunci F = Φn,α,β(f) ∈ S∗
g (B

n).

Următoarele observaţii rezultă din Teorema 3.1.10, pentru o alegere convenabilă a
parametrilor A şi B din definiţia funcţiei g menţionată ı̂n Ipoteza 2.3.1.

Observaţia 3.1.11. Presupunem că g : U → C satisface Ipoteza 2.3.1.

(i) Pentru (A,B) = (1,−1), deducem că S∗
g (Bn) = S∗(Bn). Prin urmare, Φn,α,β(S

∗) ⊂
S∗(Bn). Această proprietate a fost obţinută de Graham, Hamada, Kohr şi Suf-
fridge [46].
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(ii) Fie γ ∈ (0, 1). Pentru (A,B) = (1, 2γ − 1), deducem că S∗
g (Bn) = S∗

γ(Bn). Prin
urmare, Φn,α,β(S

∗
γ) ⊂ S∗

γ(Bn) . Acest rezultat a fost obţinut de Hamada, Kohr şi

Kohr [63], pentru α = 0, β = 1
2 , γ = 1

2 , şi de Liu [80], atunci când condiţiile din
Ipoteza 2.2.7 au loc şi γ ∈ (0, 1). Chirilă T. [11] a obţinut acelaşi rezultat folosind
o altă metodă.

Următorul rezultat a fost obţinut de Manu [85] şi este o consecinţă a Teoremei 2.3.2.

Teorema 3.1.12. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 2.3.1 au loc. Fie γ ∈ (−π/2, π/2).
Dacă f ∈ Ŝg, atunci F = Φn,α,β(f) ∈ Ŝg(Bn).

Următoare proprietatea a fost obţinută de Manu după publicarea lucrării [85].

Teorema 3.1.13. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 2.3.1 sunt satisfăcute. Fie 0 ≤ γ <
1. Dacă f este o funcţie g-aproape stelată de ordin γ pe U , atunci F = Φn,α,β(f) este
o aplicaţie g-aproape stelată de ordin γ pe Bn.

În continuare, vom prezenta câteva consecinţe ale celor două rezultate anterioare.

Observaţia 3.1.14. Fie g o funcţie ce satisface Ipoteza 2.3.1. De asemenea, fie δ ∈ (0, 1).
Dacă A = 1 şi B = 2δ − 1, atunci următoarele proprietăţi au loc:

(i) Fie γ ∈ [0, 1). Atunci operatorul Φn,α,β păstrează aproape stelaritatea de ordin γ
şi tipul δ. (a se vedea [11]).

(ii) Fie γ ∈ (−π/2, π/2). Atunci operatorul Φn,α,β păstrează spiralitatea de tipul γ şi
ordin δ. Acest rezultat a fost obţinut de Liu şi Liu [82] ( a se vedea de asemenea
[80], [11]).

În cele ce urmează, vom demonstra că g-stelaritatea şi g-spiralitatea de tipul γ sunt
păstrate prin operatorul de extensie Φn,Q, unde g este o funcţie ce satisface condiţiile
Ipotezei 2.3.1.

Pe baza faptului că orice aplicaţie g-stelată admite g-RP, deducem următorul rezul-
tat de conservare obţinut de Manu [86]. Reamintim că Q este un polinom omogen care
ı̂ndeplineşte condiţiile Ipotezei 2.2.11.

Teorema 3.1.15. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 au loc. Fie f ∈ S∗
g . Dacă

∥Q∥ ≤ A−B
4(1+|B|) , atunci F = Φn,Q(f) ∈ S∗

g (Bn).

Acest rezultat este o consecinţă a Teoremei 2.3.3. Vom prezenta câteva cazuri par-
ticulare ı̂n observaţia de mai jos.

Observaţia 3.1.16. Fie g o funcţie care ı̂ndeplineşte condiţiile Ipotezei 2.3.1.

(i) Pentru (A,B) = (1,−1), deducem că S∗
g (Bn) = S∗(Bn). Kohr G. a demonstrat

următoarea proprietate: Φn,Q(S
∗) ⊂ S∗(Bn) (a se vedea de asemenea [71]).

(ii) Fie γ ∈ (0, 1). Pentru (A,B) = (1, 2γ − 1), deducem că S∗
g (Bn) = S∗

γ(Bn). Prin
urmare, Φn,Q(S

∗
γ) ⊂ S∗

γ(Bn). Acest rezultat a fost obţinut de Wang şi Liu [116] (a
se vedea de asemenea [12]).

Manu A. [86] a arătat că g-spiralitatea de tipul γ, unde γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
este păstrată

prin operatorul Φn,Q(f).

Teorema 3.1.17. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 sunt satisfăcute. Fie γ ∈(
−π

2 ,
π
2

)
şi fie f ∈ Ŝg. Dacă ∥Q∥ ≤ A−B

4(1+|B|) , atunci F = Φn,Q(f) ∈ Ŝg(Bn).
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3.2 Stelaritate şi aproape stelaritate de tip Janowski

În această secţiune, vom studia două subclase de funcţii care admit g-RP pe U şi
au proprietăţi geometrice interesante: clasa funcţiilor stelate de tip Janowski şi clasa
funcţiilor aproape stelate de tip Janowski pe U . Ne vom referi la generalizarea acestor
două clase la bila unitate Bn ı̂n Cn. Vom ilustra legătura dintre acest tip de stelaritate
şi g-stelaritate, unde funcţia g satisface Ipoteza 2.3.1. Vom demonstra că (aproape)
stelaritatea de tip Janowski este păstrată prin operatorii de extensie: Φn,α,β, Φn,Q.
Rezultatele originale prezentate ı̂n această secţiune a fost obţinute ı̂n [85, 86].

Mai multe detalii privind stelaritatea de tip Janowski pe discul unitate U pot fi
găsite ı̂n [68], [109], [110], iar pe Bn ı̂n Cn, ı̂n [21].

3.2.1 Rezultate preliminare

Vom defini mai ı̂ntâi conceptul de stelaritate de tip Janowski pe U . Fie −1 ≤ B < A ≤ 1.
În cele ce urmează, vom considera g : U → C satisfăcând Ipoteza 2.3.1.
W. Janowski [68] a introdus următoarea mulţime:

(3.2.1) J [A,B] =

{
f ∈ H(U) : f normată,

zf ′(z)

f(z)
≺ g

}
Observăm că J [1,−1] revine la clasa S∗ şi J [1−2α,−1] se reduce la clasa S∗

α, unde 0 ≤ α <
1.

Fie a, b ∈ R astfel ı̂ncât |1− a| < b ≤ a. Considerăm următoarele clase:

J (a,b) =

{
f ∈ H(U) : f normată,

∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ U

}
,

definită de Silverman [109] (a se vedea de asemenea [110]) şi

AJ (a,b) =

{
f ∈ H(U) : f normată,

∣∣∣∣ f(z)

zf ′(z)
− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ U

}
,

definită de Curt [21].
În următoarea observaţie obţinută de Manu [85], considerăm că g satisface Ipoteza

2.3.1. Vom ilustra legătura dintre clasa S∗
g şi clasele J [A,B], J (a,b).

Observaţia 3.2.1. Atunci

(i) S∗
g = {f ∈ H(U) : f normată, f(z)/(zf ′(z)) ≺ g, z ∈ U}.

(ii) J [−B,−A] = S∗
g .

(iii) S∗
g = J (a,b), unde a = 1−AB

1−A2 , b = A−B
1−A2 şi A ̸= 1. Pentru A = 1, deducem că

S∗
g = S∗

(1+B)/2.

Extinderea claselor J (a,b) şi AJ (a,b) la bila unitate Bn ı̂n C a fost definită de Curt
[21] şi este prezentată ı̂n următoarea definiţie.

Definiţia 3.2.2. Fie a, b ∈ R astfel ı̂ncât |1− a| < b ≤ a. Fie

J (a,b)(Bn) =

{
f ∈ LSn :

∣∣∣∣ ∥z∥2

⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩
− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ Bn\{0}
}
,



3.2. Stelaritate şi aproape stelaritate de tip Janowski 50

clasa aplicaţiilor stelate de tip Janowski pe Bn şi fie

AJ (a,b)(Bn) =

{
f ∈ LSn :

∣∣∣∣⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩
∥z∥2

− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ Bn\{0}
}
,

clasa aplicaţiilor aproape stelate de tip Janowski pe Bn.

Observăm că J (a,b)(Bn) şi AJ (a,b)(Bn) sunt subclase ale familiei S∗(Bn).

În continuare, vom arăta legătura dintre clasele J (a,b)(Bn), AJ (a,b)(Bn) şi familia
S∗
g (Bn) (a se vedea [21]).

Observaţia 3.2.3. Presupunem că Ipoteza 2.3.1 are loc. Fie a, b ∈ R astfel ı̂ncât |1−a| <
b ≤ a. Atunci

(i) S∗
g (Bn) = J (a,b)(Bn), pentru A = a−1

b şi B = a2−b2−a
b .

(ii) S∗
g (Bn) = AJ (a,b)(Bn), pentru A = a−a2+b2

b şi B = 1−a
b .

(iii) Fie α ∈ (0, 1), a = 1
2α şi b = 1

2α . Atunci

AJ ( 1
2α

, 1
2α)(Bn) = S∗

α(Bn) şi J ( 1
2α

, 1
2α)(Bn) = AS∗

α(Bn).

3.2.2 Operatori de extensie şi aplicaţii stelate şi aproape stelate de tip
Janowski

În cele ce urmează, vom arată că operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q păstrează (aproape)
stelaritatea de tip Janowski. Aceste rezultate au fost obţinute de Manu ı̂n [85, 86].

Fie operatorul Φn,α,β dat de Definiţia 2.2.6 şi fie operatorul Φn,Q dat de Definiţia
2.2.12.

Vom considera următoarea ipoteza:

Ipoteza 3.2.4. Fie a, b ∈ R astfel ı̂ncât |1− a| < b ≤ a.

Dacă g satisface Ipoteza 2.3.1, atunci pentru o alegere convenabilă a parametrilor A
şi B obţinem următoarele cazuri particulare ale Teoremei 3.1.10. Aceste proprietăţi au
fost demonstrate de Manu [85].

Teorema 3.2.5. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 3.2.4 au loc. Fie f ∈ J (a,b). Atunci
F = Φn,α,β(f) aparţine familiei J (a,b)(Bn).

Teorema 3.2.6. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 3.2.4 au loc. Fie f ∈ AJ (a,b). Atunci
F = Φn,α,β(f) aparţine familiei AJ (a,b)(Bn).

Următoarele două rezulate obţinute de Manu [86] sunt consecinţe directe ale Teore-
mei 3.1.15. Reamintim că Q este un polinom omogen ce ı̂ndeplineşte condiţiile Ipotezei
2.2.11.

Teorema 3.2.7. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 sunt satisfăcute. Fie f ∈
J (a,b). Dacă ∥Q∥ ≤ b2−(1−a)2

4(b+|a2−b2−a|) , atunci F = Φn,Q(f) este o aplicaţie din clasa

J (a,b)(Bn).

Teorema 3.2.8. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 sunt satisfăcute. Fie f ∈
AJ (a,b). Dacă ∥Q∥ ≤ b−|1−a|

4 , atunci F = Φn,Q(f) este o aplicaţie din clasa AJ (a,b)(Bn).
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3.3 Raze de univalenţă şi stelaritate de tip Janowski

În acestă secţiune vom prezenta câ teva raze de univalenţă privind operatorul de extensie
Φn,α,β şi stelaritatea de tip Janowski pe U . Presupunem că Ipoteza 3.2.4 are loc. Vom
determina raza Janowski J (a,b) a claselor S şi S∗. Totodată, vom calcula raza Janowski
J (a,b) a claselor Φn,α,β(S) şi Φn,α,β(S

∗). Aceste rezultate au fost obţinute de Manu [85].
Vom menţiona şi alte cazuri particulare.

Fie r ∈ (0, 1]. Considerăm că Ipoteza 3.2.4 este satisfăcută.
Fie bila deschisă: Bn

r = {z ∈ Cn : ∥z∥ < r}. Vom nota cu LS(Bn
r ) clasa aplicaţiilor

normate şi local biolomorfe pe Bn
r .

Fie

J (a,b)(Bn
r ) =

{
f ∈ LS(Bn

r ) :

∣∣∣∣ ∥z∥2

⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩
− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ Bn
r \{0}

}
.

Pentru n = 1, vom nota J (a,b)(Bn
r ) cu J (a,b)(Ur).

Considerăm fr(ζ) = f(rζ)/r, ζ ∈ U . Folosind proprietatea obţinută de Graham,
Hamadam Kohr şi Suffridge [46]:

Φn,α,β(fr)(z) =
1

r
Φn,α,β(f)(rz), z ∈ Bn,(3.3.1)

deducem următoarele relaţii:

Observaţia 3.3.1. Considerăm că Ipotezele 2.2.7 şi 3.2.4 au loc.

(i) Dacă Φn,α,β(f) ∈ J (a,b)(Bn
r ), atunci f ∈ J (a,b)(Ur), pentru orice 0 < r < 1.

(ii) Dacă f ∈ J (a,b)(Ur), atunci Φn,α,β(f) ∈ J (a,b)(Bn
r ), pentru orice 0 < r < 1.

Vom nota cu ra,b raza Janowski J (a,b) a clasei S şi cu r∗a,b raza Janowski J (a,b) a
clasei S∗, definite astfel (a se vedea [110]):

Definiţia 3.3.2. Raza Janowski ra,b ( respectiv r∗a,b) reprezintă cea mai mare rază a
discului U(0, ra,b) (respectiv U(0, r∗a,b)) astfel ı̂ncât următoarea relaţie:∣∣zf ′(z)/f(z)− a

∣∣ < b,(3.3.2)

are loc pe discul U(0, ra,b) (respectiv U(0, r∗a,b)) pentru orice funcţie f din S (respectiv
S∗).

În continuare vom determina razele ra,b şi r∗a,b. Următorul rezultat deduce valoarea
razei ra,b şi a fost demonstrat de Manu [85].

Teorema 3.3.3. Considerăm că Ipoteza 3.2.4 are loc. Atunci raza ra,b este dată de
următoarea expresie

ra,b = min

{
tanh

π

4
,
−1 + a+ b

1 + a+ b
,
1− a+ b

1 + a− b

}
.(3.3.3)

Vom prezenta un caz particular al Teoremei 3.3.3:

Corolarul 3.3.4. [85] Atunci ra,a = 2a−1
2a+1 , pentru a ∈ (1/2, r), şi ra,a = tanh π

4 , pentru

a ≥ r, unde r = 1
2 · eπ/2.
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În următorul rezultat vom determina raza r∗a,b. Acest rezultat a fost obţinut de Manu
[85].

Teorema 3.3.5. Considerăm că Ipoteza 3.2.4 are loc. Raza r∗a,b este dată de următoarea
expresie

r∗a,b = min

{
−1 + a+ b

1 + a+ b
,
1− a+ b

1 + a− b

}
.(3.3.4)

Mai mult, r∗a,a = 2a−1
2a+1 .

Pe baza Observaţiei 3.2.3 (iii), ı̂n cazul n = 1, şi a Corolarului 3.3.4, deducem
următoarele rezultate (a se vedea [85]):

Observaţia 3.3.6. Fie α ∈ (0, 1). Vom nota cu qα (q∗α) raza de aproape stelaritate de
ordin α a clasei S ( respectiv S∗).

(i) Dacă 0 < α ≤ e−π/2, atunci qα = tanh π
4 . Pentru e−π/2 < α < 1, deducem că

qα = 1−α
1+α .

(ii) q∗α = 1−α
1+α .

În următoarea definiţie, considerăm că Ipoteza 3.2.4 are loc. Vom nota cu ra,b(Φn,α,β(S))
(respectiv ra,b(Φn,α,β(S

∗))) raza Janowski J (a,b) a clasei Φn,α,β(S) (respectiv Φn,α,β(S
∗)).

Definiţia 3.3.7. Raza Janowski ra,b(Φn,α,β(S)) ( ra,b(Φn,α,β(S
∗)) ) este raza r ∈ (0, 1] a

celei mai mari bile Bn
r cu proprietatea că dacă F ∈ Φn,α,β(S) ( respectiv F ∈ Φn,α,β(S

∗)
) atunci F ∈ J (a,b)(Bn

r ).

Următorul rezulat obţinut de Manu [85] determină raza ra,b(Φn,α,β(S)).

Teorema 3.3.8. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 3.2.4 au loc. Atunci raza ra,b(Φn,α,β(S))
este dată de relaţia (3.3.3).

Vom prezenta câteva consecinţe ale Teoremei 3.3.8 obţinute de Manu [85]. Fie
qλ(Φn,α,β(S)) ( respectiv qλ(Φn,α,β(S

∗)) ) raza de aproape stelaritate de ordin λ a clasei
Φn,α,β(S) ( respectiv Φn,α,β(S

∗) ), unde λ ∈ (0, 1).

Teorema 3.3.9. Presupunem că Ipotezele 2.2.7 şi 3.2.4 au loc. Fie λ ∈ (0, 1).

(i) Atunci raza ra,b(Φn,α,β(S
∗)) este dată de relaţia (3.3.4).

(ii) Dacă 0 < λ ≤ e−π/2 atunci qλ(Φn,α,β(S)) = tanh π
4 . Pentru e−π/2 < λ < 1,

deducem că qλ(Φn,α,β(S)) =
1−λ
1+λ . Mai mult, qλ(Φn,α,β(S

∗)) = 1−λ
1+λ .

3.4 Teoreme de deformare şi distorsiune pentru subclase
ale familiei S0

g(Bn)

În această secţiune, vom prezenta teoreme de deformare si distorsiune pentru anumite
familii de aplicaţii care admit g-RP pe Bn generate de operatorul de extensie Φn,Q,
unde g satisface Ipoteza 2.3.1. Rezultatele originale prezentate ı̂n această secţiune au
fost obţinute de Manu ı̂n [86].

Considerăm că Ipoteza 2.3.1 are loc.
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3.4.1 Teoreme de deformare

În continuare, ne vom referi la teoreme de deformare pentru anumite subclase ale familiei
Φn,Q(S

0
g ), unde g satisface Ipoteza 2.3.1.

Vom prezenta o teorema de deformare pentru clasa S0
g (Bn) obţinută de Graham,

Hamada şi Kohr [37]. Acest rezultat este mai general decât Teorema 2.3 din [73].

Teorema 3.4.1. Presupunem că Ipoteza 2.3.1 are loc. Fie F ∈ S0
g (Bn). Atunci

∥z∥ exp
∫ ∥z∥

0

[
1/max{g(x), g(−x)} − 1

]dx
x

≤ ∥F (z)∥(3.4.1)

≤ ∥z∥ exp
∫ ∥z∥

0

[
1/min{g(x), g(−x)} − 1

]dx
x
, z ∈ Bn.

Următorul rezultat prezintă o teoremă de deformare pentru clasa Φn,Q(S
0
g ) şi a fost

obţinut de Manu [86].

Teorema 3.4.2. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 au loc. Fie ∥Q∥ ≤ A−B
4(1+|B|) şi

fie f o funcţie care admite g-RP pe U . Fie F = Φn,Q(f).

(i) Pentru A = 0, următoarele estimări au loc

∥z∥eB∥z∥ ≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥e−B∥z∥, ∀z ∈ Bn.(3.4.2)

(ii) Pentru A ̸= 0, următoarele estimări au loc

∥z∥ (1 +A∥z∥)
B−A
A ≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥ (1−A∥z∥)

B−A
A , ∀z ∈ Bn.(3.4.3)

Inegalităţile (3.4.2) şi (3.4.3) sunt exacte.

În continuare, ne vom referi la anumite consecinţe ale Teoremei 3.4.2. Prima consecinţă
reprezintă o teoremă de deformare a clasei Φn,Q(S

∗
g ) şi a fost obţinută de Manu [86] (a

se vedea de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.3. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 au loc. Presupunem că ∥Q∥ ≤
A−B

4(1+|B|) şi f ∈ S∗
g . Fie F = Φn,Q(f).

(i) Pentru A = 0, următoarele estimări au loc

∥z∥eB∥z∥ ≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥e−B∥z∥, ∀z ∈ Bn.

(ii) Pentru A ̸= 0, următoarele estimări au loc

∥z∥
(
1 +A∥z∥

)(B−A)/A
≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥

(
1−A∥z∥

)(B−A)/A
, ∀z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Următoarele două rezultate reprezintă teoreme de deformare pentru clasele: Φn,Q(J (a,b)),
Φn,Q(AJ (a,b)), şi au fost obţinute de Manu [86] (a se vedea de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.4. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 sunt satisfăcute. Presupunem

că ∥Q∥ ≤ b2−(1−a)2

4(b+|a2−b2−a|) şi f ∈ J (a,b). Fie c = b2 − (a− 1)2 şi F = Φn,Q(f).
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(i) Pentru a = 1, următoarele inegalităţi au loc

∥z∥e−b∥z∥ ≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥eb∥z∥, ∀z ∈ Bn.

(ii) Pentru a ̸= 1, următoarele inegalităţi au loc

∥z∥
(
1− 1− a

b
∥z∥
)c/(1−a)

≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥
(
1 +

1− a

b
∥z∥
)c/(1−a)

, ∀z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Corolarul 3.4.5. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 au loc. Presupunem că ∥Q∥ ≤
b−|1−a|

4 şi f ∈ AJ (a,b). Fie c = b2 − (a− 1)2 şi F = Φn,Q(f).

(i) Pentru a = 1+
√
4b2+1
2 , următoarele inegalităţi au loc

∥z∥e
1−

√
4b2+1
2b

∥z∥ ≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥e
√

4b2+1−1
2b

∥z∥, ∀z ∈ Bn.(3.4.4)

(ii) Pentru a ̸= 1+
√
4b2+1
2 , următoarele inegalităţi au loc

∥z∥
(
1 + ∥z∥(a− a2 + b2)/b

)c/(a2−b2−a)
≤ ∥F (z)∥(3.4.5)

≤ ∥z∥
(
1− ∥z∥(a− a2 + b2)/b

)c/(a2−b2−a)
, ∀z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Vom prezenta câteva consecinţe directe ale Teoremei 3.4.2 şi ale Corolarului 3.4.3.
Prima consecinţă prezentată mai jos a fost obţinută de Kohr ( a se vedea [75, Corolarul
2.4]):

Observaţia 3.4.6. Considerăm că Ipoteza 2.2.11 este satisfăcută. Fie ∥Q∥ ≤ 1
4 şi f ∈ S

( f ∈ S∗ ). Atunci, pentru F = Φn,Q(f), următoarele inegalităţi au loc

∥z∥
(1 + ∥z∥)2

≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥
(1− ∥z∥)2

, ∀z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Pe baza Observaţiei 3.2.3 (iii), ı̂n cazul n = 1, deducem următoarea consecinţă a
Corolariilor 3.4.4 şi 3.4.5:

Observaţia 3.4.7. Fie α ∈ (0, 1). Considerăm că Ipoteza 2.2.11 este satisfăcută.

(i) Presupunem că ∥Q∥ ≤ 1−|2α−1|
8α şi f ∈ S∗

α. Fie F = Φn,Q(f). Atunci (a se vedea
[18, 70]; a se vedea de exemplu [48, Capitolul 10]):

∥z∥
(1 + ∥z∥)2(1−γ)

≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥
(1− ∥z∥)2(1−γ)

, ∀z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

(ii) Presupunem că ∥Q∥ ≤ 1−α
4 şi f ∈ AS∗

α. Fie F = Φn,Q(f). (a se vedea [21], [71]
pentru α = 1

2):
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(a) Pentru α = 1
2 , următoarele inegalităţi au loc

∥z∥e−∥z∥ ≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥e∥z∥, ∀z ∈ Bn.

(b) Pentru α ̸= 1
2 , următoarele inegalităţi au loc

∥z∥
(1− (2α− 1)∥z∥)2(α−1)/(2α−1)

≤ ∥F (z)∥ ≤ ∥z∥
(1 + (2α− 1)∥z∥)2(α−1)/(2α−1)

,

pentru orice z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

3.4.2 Teoreme de distorsiune

În continuare, ne vom referi la teoreme de distorsiune pentru anumite subclase ale
familiei Φn,Q(S

∗
g ), unde g satisface Ipoteza 2.3.1.

Considerăm că Ipoteza 2.3.1 are loc.
Vom prezenta o teoremă de distorsiune a clasei S∗

g . Fie φ : U → C o funcţie
univalentă pe U , care satisface următoarele proprietăţi: Re φ(ζ) > 0, ζ ∈ U , φ(U) este
un domeniu simetric ı̂n raport cu axa reală şi φ(U) este un domeniu stelat ı̂n raport cu
φ(0) = 1. De asemenea, presupunem că φ′(0) > 0.

Fie mulţimea S∗(φ) = {f ∈ S : zf ′(z)
f(z) ≺ φ} introdusă de Ma şi Minda [84]. Observăm

că S∗
g = S∗(g), pe baza faptului că g ı̂ndeplineşte aceleaşi proprietăţi ca şi funcţia φ.
Vom prezenta un caz particular al Teoremei 2 din lucrarea [84] obţinut de Ma şi

Minda.

Lema 3.4.8. Considerăm că Ipoteza 2.3.1 este satisfăcută. Fie f ∈ S∗
g .

(i) Pentru B = 0, următoarea relaţie are loc

(3.4.6) (1−A|z|)e−A|z| ≤ |f ′(z)| ≤ (1 +A|z|)eA|z|, ∀z ∈ U.

(ii) Pentru B ̸= 0, următoarea relaţie are loc

(3.4.7) (1−A|z|)(1−B|z|)
A
B
−2 ≤ |f ′(z)| ≤ (1 +A|z|)(1 +B|z|)

A
B
−2, ∀z ∈ U.

Aceste relaţii sunt exacte.

Presupunând că Ipoteza 2.2.11 are loc şi f ∈ LS, deducem că

detDΦn,Q(f)(z) = [f ′(z1)]
n+1
2 , z = (z1, z̃) ∈ Bn.(3.4.8)

Vom da estimări pentru detDΦn,Q(f)(z), unde f aparţine clasei S∗
g . Acest rezultat

a fost demonstrat de Manu [86].

Teorema 3.4.9. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 au loc. Fie f ∈ S∗
g şi d(z) =

detDΦn,Q(f)(z), z ∈ Bn.

(i) Pentru B = 0, următoarele estimări au loc

(3.4.9)
[
(1−A∥z∥)e−A∥z∥

]n+1
2 ≤ |d(z)| ≤

[
(1 +A∥z∥)eA∥z∥

]n+1
2

, ∀z ∈ Bn.
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(ii) Pentru B ̸= 0, următoarele estimări au loc
(3.4.10)[

(1−A∥z∥)(1−B∥z∥)
A
B
−2
]n+1

2 ≤ |d(z)| ≤
[
(1 +A∥z∥)(1 +B∥z∥)

A
B
−2
]n+1

2
,

pentru orice z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

Următoarele două rezultate sunt consecinţe ale Teoremei 3.4.9 şi au fost demonstrate
de Manu [86].

Corolarul 3.4.10. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 sunt satisfăcute. Fie d(z) =
detDΦn,Q(f)(z), unde z ∈ Bn şi f ∈ J (a,b).

(i) Pentru a = 1+
√
1+4b2

2 , următoarele estimări au loc[(
1 +

1−
√
1 + 4b2

2b
∥z∥
)
e

1−
√

1+4b2

2b
∥z∥
]n+1

2 ≤ |d(z)|

≤
[(

1 +

√
1 + 4b2 − 1

2b
∥z∥
)
e

√
1+4b2−1

2b
∥z∥
]n+1

2
, ∀z ∈ Bn.

(ii) Pentru a ̸= 1+
√
1+4b2

2 , următoarele estimări au loc[(
1 +

1− a

b
∥z∥
)(

1 +
b2 − a2 + a

b
∥z∥
) a−1

a2−b2−a
−2]n+1

2 ≤ |d(z)|

≤
[(

1 +
a− 1

b
∥z∥
)(

1 +
a2 − b2 − a

b
∥z∥
) a−1

a2−b2−a
−2]n+1

2
, ∀z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

Corolarul 3.4.11. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 au loc. Fie d(z) = detDΦn,Q(f)(z),
unde z ∈ Bn şi f ∈ AJ (a,b).

(i) Pentru a = 1, următoarele relaţii au loc

(3.4.11)
[
(1− b∥z∥)e−b∥z∥

]n+1
2 ≤ |d(z)| ≤

[
(1 + b∥z∥)eb∥z∥

]n+1
2
, ∀z ∈ Bn.

(ii) Pentru a ̸= 1, următoarele relaţii au loc[(
1 +

a2 − b2 − a

b
∥z∥
)(

1 +
a− 1

b
∥z∥
) b2−a2+a

1−a
−2]n+1

2 ≤ |d(z)|(3.4.12)

≤
[(

1 +
b2 − a2 + a

b
∥z∥
)(

1 +
1− a

b
∥z∥
) b2−a2+a

1−a
−2]n+1

2
, ∀z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Vom prezenta un caz particular al Teoremei 3.4.9 obţinut de Manu [86].

Corolarul 3.4.12. Fie f ∈ S∗. Atunci[ 1− ∥z∥
(1 + ∥z∥)3

]n+1
2 ≤ |detDΦn,Q(f)(z)| ≤

[ 1 + ∥z∥
(1− ∥z∥)3

]n+1
2
, ∀z ∈ Bn.

Aceste inegalităţi sunt exacte.
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Pe baza Corolariilor 3.4.10, 3.4.11, deducem următoarele rezultate obţinute de Manu
[86]:

Corolarul 3.4.13. Fie 0 < α < 1.

(i) Fie f ∈ S∗
α.

(a) Dacă α = 1
2 , atunci[

(1− ∥z∥)e−∥z∥
]n+1

2 ≤ |detDΦn,Q(f)(z)| ≤
[
(1 + ∥z∥)e∥z∥

]n+1
2
, ∀z ∈ Bn.

(b) Dacă α ̸= 1
2 , atunci[

(1− ∥z∥)(1− (2α− 1)∥z∥)
1

2α−1
−2
]n+1

2 ≤ |detDΦn,Q(f)(z)|

≤
[
(1 + ∥z∥)(1 + (2α− 1)∥z∥)

1
2α−1

−2
]n+1

2
, ∀z ∈ Bn.

(ii) Fie f ∈ AS∗
α. Atunci[
(1 + (2α− 1)∥z∥)(1 + ∥z∥)2α−3

]n+1
2 ≤ |detDΦn,Q(f)(z)|

≤
[
(1− (2α− 1)∥z∥)(1− ∥z∥)2α−3

]n+1
2
, ∀z ∈ Bn.

Toate aceste inegalităţi sunt exacte.

În cele ce urmează, ne vom referi la rezultate de distorsiune de-a lungul unui vector
unitate ı̂n Cn pentru anumite subclase de aplicaţii care admit g-RP pe Bn generate de
operatorul Φn,Q. Aceste teoreme de distorsiune au fost obţinute de Manu [86].

Fie f ∈ S∗
g şi F = Φn,Q(f) ∈ S∗

g (Bn). Atunci, deducem că [DF (z)]−1F (z) ̸= 0,

pentru z ̸= 0. În acest caz, pentru z ∈ Bn\{0}, putem construi următorul vector de
norma 1

(3.4.13) v(z) =
[DF (z)]−1F (z)

∥[DF (z)]−1F (z)∥
.

Observăm că această proprietate este adevărată si pentru o funcţie din clasa J (a,b) sau
din clasa AJ (a,b).

Manu A. [86] a demonstrat următorul rezultat de distorsiune pentru clasa Φn,Q(S
∗
g ).

Un rezultat similar a fost obţinut de Curt [21, Teorema 3.8] pentru ı̂ntreaga clasă S∗
g (Bn),

unde g satisface 2.3.1.

Teorema 3.4.14. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 2.3.1 au loc. Presupunem că
∥Q∥ ≤ A−B

4(1+|B|) . Fie f ∈ S∗
g şi G(z) = DΦn,Q(f)(z)v(z), unde v este dat de relaţia

(3.4.13).
Dacă A ̸= 0, atunci

∥G(z)∥ ≤ 1−B∥z∥
(1−A∥z∥)2−B/A

, ∀z ∈ Bn\{0}.(3.4.14)

Dacă A = 0, atunci

∥G(z)∥ ≤ (1−B∥z∥) · e−B∥z∥, ∀z ∈ Bn\{0}.(3.4.15)

Aceste inegalităţi sunt exacte.
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Vom prezenta două consecinţe ale Teoremei 3.4.14 obţinute de Manu [86] ( a se vedea
de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.15. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 sunt satisfăcute. Pre-

supunem că ∥Q∥ ≤ b2−(1−a)2

4(b+|a2−b2−a|) . Fie f ∈ J (a,b) şi G(z) = DΦn,Q(f)(z)v(z), unde

v este dat de relaţia (3.4.13).
Dacă a ̸= 1, atunci

∥G(z)∥ ≤
1 + b2−a2+a

b ∥z∥(
1 + 1−a

b ∥z∥
)2−a2−b2−a

a−1

, ∀z ∈ Bn\{0}.

Dacă a = 1, atunci

∥G(z)∥ ≤ (1 + b∥z∥)eb∥z∥, ∀z ∈ Bn\{0}.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

Corolarul 3.4.16. Considerăm că Ipotezele 2.2.11 şi 3.2.4 au loc. Presupunem că
∥Q∥ ≤ b−|1−a|

4 . Fie f ∈ AJ (a,b) şi G(z) = DΦn,Q(f)(z)v(z), unde v este dat de relaţia
(3.4.13).

Dacă a ̸= 1+
√
4b2+1
2 , atunci

∥G(z)∥ ≤
1− 1−a

b ∥z∥(
1− b2−a2+a

b ∥z∥
)2− 1−a

b2−a2+a

, ∀z ∈ Bn\{0}.

Dacă a = 1+
√
4b2+1
2 , atunci

∥G(z)∥ ≤

(
1 +

√
4b2 + 1− 1

2b
∥z∥

)
· e

√
4b2+1−1

2b
∥z∥, ∀z ∈ Bn\{0}.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

În continuare, presupunem că Ipoteza 2.2.11 are loc. Vom prezenta anumite consecinţe
ale Teoremei 3.4.14 obţinute de Manu [86] (a se vedea de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.17. Fie z ∈ Bn\{0}. Fie f ∈ S∗ şi ∥Q∥ ≤ 1
4 . Considerăm că G(z) =

DΦn,Q(f)(z)v(z), unde v este dat de relaţia (3.4.13). Atunci

∥G(z)∥ ≤ 1 + ∥z∥
(1− ∥z∥)3

, ∀z ∈ Bn\{0}.

Această estimare este exactă.

Fie α ∈ (0, 1). Pe baza Corolariilor 3.4.15, 3.4.16 şi a Observaţiei 3.2.3 (iii), ı̂n cazul
n = 1, deducem următoarele consecinţe obţinute de Manu [86] (a se vedea de asemenea
[21]):

Corolarul 3.4.18. (i) Presupunem că ∥Q∥ ≤ 1−|2α−1|
8α şi f ∈ S∗

α. Fie G(z) =
DΦn,Q(f)(z)v(z), unde v este dat de relaţia (3.4.13).

Atunci

∥G(z)∥ ≤ 1− (2α− 1)∥z∥
(1− ∥z∥)3−2α

, ∀z ∈ Bn\{0}.
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(ii) Presupunem că ∥Q∥ ≤ 1−α
4 şi f ∈ AS∗

α. Fie G(z) = DΦn,Q(f)(z)v(z), unde v
este dat de relaţia (3.4.13).

Dacă α = 1
2 , atunci

∥G(z)∥ ≤ (1 + ∥z∥)e∥z∥, ∀z ∈ Bn\{0}.

Dacă α ̸= 1
2 , atunci

∥G(z)∥ ≤ 1 + ∥z∥
(1 + (2α− 1)∥z∥)2−

1
2α−1

, ∀z ∈ Bn\{0}.

Aceste inegalităţi sunt exacte.
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Capitolul 4

Stelaritate de tip Janowski cu
coeficienţi complecşi

În acest capitol, ne vom referi la conceptul de g-reprezentare parametrică, g-lanţuri
Loewner şi g-stelaritate, unde g : U → C este o funcţie univalentă, g(0) = 1 şi Reg(ζ) >
0, ζ ∈ U . Aceste noţiuni au fost introduse pe spaţii Banach de Graham, Hamada, Kohr
şi Kohr [44]. Fie operatorii de extensie: Φn,α,β şi Φn,Q. Graham I., Hamada H. , Kohr G.
şi Kohr M. [44] au arătat că g-reprezentarea parametrică şi g-stelaritatea sunt păstrate
prin cei doi operatori de extensie. Pe baza rezultatului de păstrare a g-stelarităţii,
vom demonstra că (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu coeficienţi complecşi este
ps̆trată prin aceşti operatori de extensie. Acest tip de stelaritate cu coeficienţi complecşi
a fost introdus de Curt ı̂n lucrarea [22]. Proprietăţile de conservare amintite anterior
generalizează rezultatele obţinute ı̂n [85, 86], care se referă la stelaritatea de tip Janowski
cu coeficienţi reali.

În ultima parte a acestui capitol, vom studia păstrarea g-reprezentării parametrice
prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Ψn (n ≥ 2), unde funcţia g satisface
Ipoteza 2.3.1. Pentru n = 2, vom considera un lanţ Loewner particular, F (z, t) : B3 ×
[0,∞) → C3, al cărui prim element este Ψ2(f), unde f ∈ S0(B2). Ne vom referi
la lanţul Loewner F (z, t) din demonstraţia Teoremei 2.1 [53], pentru n = 2. Vom
determina expresia câmpului vectorial Herglotz, H(z, t), asociat lui F (z, t), acesta fiind
un prim pas ı̂n abordarea problemei legate de conservarea g-reprezentării parametrice
prin operatorul Ψn, pentru cazul general n ≥ 2. Studiul efectiv al acestei probleme
va fi adresat ı̂ntr-o lucrare viitoare. Vom menţiona câteva proprietăţi importante ale
operatorului de extensie Ψn (n ≥ 2).

Rezultatele originale menţionate ı̂n acest capitol au fost obţinute ı̂n [87]. Principalele
surse bibliografice folosite pentru prima parte a capitolului sunt [44], [45], [22], iar pentru
cea de-a doua parte sunt [53], [41], [45].

În acest capitol vom utiliza prescurtările prezentate ı̂n Notaţia 1.7.1. Aşadar, vom
folosi următoarele abrevieri: LL pentru lanţ(uri) Loewner, EDL pentru ecuaţia diferenţială
Loewner şi RP pentru reprezentarea parametrică. De asemenea, vom folosi pres-
curtările: g-LL pentru g-lanţ(uri) Loewner, g-RP pentru g-reprezentarea parametrică.

4.1 Rezultate preliminare

Vom considera următoarea funcţie definită pe discul unitate U (a se vedea [44]):
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Ipoteza 4.1.1. Fie g : U → C o funcţie univalentă pe U cu proprietatea că g(0) = 1 şi
Reg(ζ) > 0, ζ ∈ U .

Observăm că funcţia din ipoteza de mai sus este mai generală decât funcţia menţionată
ı̂n Ipoteza 2.1.6. Această funcţie a fost considerată ı̂n lucrarea [44] pentru a introduce
conceptul de g-RP pe bila unitate a unui spaţiu complex Banach.

Vom considera următoarea submulţime a clasei M (a se vedea [44]):

Definiţia 4.1.2.

Mg =

{
h ∈ H(Bn) : h(0) = 0, Dh(0) = In,

〈
h(z),

z

∥z∥2

〉
∈ g(U), z ∈ Bn

}
,

unde g satisface Ipoteza 4.1.1.
În continuare, vom considera conceptul de g-RP descris ı̂n Definiţia 2.1.9 şi conceptul

de g-LL definit ı̂n Definiţia 2.1.8, unde g satisface Ipoteza 4.1.1. Aceste generalizări au
fost considerate de Graham, Hamada, Kohr şi Kohr ı̂n lucrarea [44].

Un exemplu de funcţie care satisface condiţiile Ipotezei 4.1.1 este: g(ζ) = 1+ζ
1−ζ , ζ ∈ U .

Fie operatorul de extensie Φn,α,β dat de Definiţia 2.2.6 şi fie operatorul de extensie
Muir Φn,Q descris de Definiţia 2.2.12.

Recent, Graham I., Hamada H., Kohr G. şi Kohr M. [44] au arătat că g-RP şi g-
stelaritatea sunt păstrate prin operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q, unde g este o funcţie
convexă pe U , care satisface Ipoteza 4.1.1.

Teorema 4.1.3. [44] Fie g o funcţie convexă pe U care satisface Ipoteza 4.1.1. Pre-
supunem că Ipoteza 2.2.7 are loc şi f ∈ S0

g . Atunci Φn,α,β(f) aparţine familia S0
g (Bn)

.

Anumite cazuri particulare ale rezultatului de mai sus au fost obţinute până ı̂n acest
moment ı̂n următoarele lucrări: [46] pentru g(ζ) = 1+ζ

1−ζ , ζ ∈ U , (a se vedea Teorema

2.2.8 (i)), [11] pentru g(ζ) = 1+ζ
1+(2γ−1)ζ , ζ ∈ U , γ ∈ (0, 1) ( a se vedea de asemenea [12],

pentru α = 0) şi [85], unde g satisface Ipoteza 2.3.1.
Vom nota cu dist(1, ∂g(U)) expresia: infζ∈∂g(U) |ζ−1|. Reamintim că Q este polinom

omogen care ı̂ndeplineşte condiţiile din Ipoteza 2.2.11.

Teorema 4.1.4. [44] Fie g o funcţie convexă pe U care satisface Ipoteza 4.1.1. Pre-
supunem că f ∈ S0

g şi că Ipoteza 2.2.11 este satisfăcută. Dacă ∥Q∥ ≤ dist(1, ∂g(U))/4,
atunci Φn,Q(f) aparţine familiei S0

g (Bn).

Cazuri particulare ale acestui rezultat au fost obţinute ı̂n lucrările: [75], pentru
g(ζ) = 1+ζ

1−ζ , ζ ∈ U , [12] pentru g(ζ) = 1+ζ
1+(2γ−1)ζ , ζ ∈ U , γ ∈ (0, 1) şi [86], pentru o

funcţie g care satisface Ipoteza 2.3.1.
Vom prezenta două proprietăţi de conservare studiate ı̂n [44] privind g-stelaritatea.

Teorema 4.1.5. [44] Fie g o funcţie convexă pe U care ı̂ndeplineşte condiţiile Ipotezei
4.1.1. Presupunem că Ipoteza 2.2.7 are loc şi f ∈ S∗

g . Atunci Φn,α,β(f) aparţine familiei
S∗
g (Bn).

Această proprietate generalizează rezultatele prezentate ı̂n Observaţia 3.1.11 şi Teo-
remă 3.1.10.

Teorema 4.1.6. [44] Fie g o funcţie convexă pe U care ı̂ndeplineşte condiţiile Ipotezei
4.1.1. Presupunem că Ipoteza 2.2.11 are loc şi f ∈ S∗

g . Dacă ∥Q∥ ≤ dist(1, ∂g(U))/4,
atunci Φn,Q(f) aparţine familiei S∗

g (Bn).
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Proprietăţile prezentate ı̂n Observaţia 3.1.16 şi Teorema 3.1.15 sunt cazuri particu-
lare ale acestui rezultat.

Fie următoarea funcţie g : U → C considerată de Curt ı̂n lucrarea [22], care satisface
Ipoteza 4.1.1.

Ipoteza 4.1.7. Fie A,B ∈ C, A ̸= B. Fie g : U → C o funcţie olomorfă cu parte reală
pozitivă pe U definită prin:

(4.1.1) g(ζ) =
1 +Aζ

1 +Bζ
, ζ ∈ U.

Dacă impunem condiţia ca funcţia g din Ipoteza 4.1.7 sa aibă parte reală pozitivă
pe U , atunci parametrii A şi B trebuie să satisfacă o serie de condiţii, pe care le vom
prezenta ı̂n următoarea observaţie datorată lui Curt [22].

Observaţia 4.1.8. [22] Dacă Ipoteza 4.1.7 are loc, atunci una din condiţiile de mai jos
are loc:

(4.1.2) |B| < 1, |A| ≤ 1 şi Re(1−AB) ≥ |A−B|,

sau

(4.1.3) |B| = 1, |A| ≤ 1 şi − 1 ≤ AB < 1.

Considerăm următoarea ipoteză:

Ipoteza 4.1.9. Fie a ∈ C, b ∈ R astfel ı̂ncât |1− a| < b ≤ Re a.

În lucrarea [22], autoarea a considerat următoarele subclase ale familiei S∗(Bn):

Definiţia 4.1.10. Presupunem că Ipoteza 4.1.9 este satisfăcută. Fie următoarele clase

J (a,b)(Bn) =

{
f ∈ LSn :

∣∣∣∣ ∥z∥2

⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩
− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ Bn\{0}
}
,

şi

AJ (a,b)(Bn) =

{
f ∈ LSn :

∣∣∣∣⟨[Df(z)]−1f(z), z⟩
∥z∥2

− a

∣∣∣∣ < b, z ∈ Bn\{0}
}
.

Aceste clase reprezintă familia aplicaţiilor stelate de tip Janowski pe Bn, respectiv
familia aplicaţiilor aproape stelate de tip Janowski pe Bn, şi sunt o generalizare a famili-
ilor de aplicaţii prezentate ı̂n Definiţia 3.2.2. Observăm că pentru a ∈ R (sau echivalent
Re a = a), aceste clase se reduc la familiile introduse de Curt [21] din Definiţia 3.2.2.

În cazul n = 1, vom nota J (a,b) ı̂n loc de J (a,b)(U), respectiv AJ (a,b) ı̂n loc de
AJ (a,b)(U).

Următoarea observaţie obţinută de Curt [22] prezintă legătura dintre g-stelaritate şi
(aproape) stelaritate de tip Janowski pe Bn, unde g satisface Ipoteza 4.1.7.

Observaţia 4.1.11. [22] Considerăm că Ipoteza 4.1.9 are loc.

(i) Pentru g(ζ) = 1+(a−1)/bζ
1+(|a|2−b2−a)/bζ

, ζ ∈ U, S∗
g (Bn) revine la clasa J (a,b)(Bn).

(ii) Pentru g(ζ) = 1+(a−|a|2+b2)/bζ
1+(1−a)/bζ , ζ ∈ U, S∗

g (Bn) se reduce la clasa AJ (a,b)(Bn).

(iii) Pentru b = a ∈ R (b > 0), deducem că

AJ (b,b)(Bn) = S∗
1
2b

(Bn) şi J (b,b)(Bn) = AS∗
1
2b

(Bn).
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4.2 Operatori de extensie şi stelaritate de tip Janowski cu
coeficienţi complecşi

În această secţiune vom arăta că (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu coeficienţi
complecşi este păstrată prin operatorii de extensie: Φn,α,β, Φn,Q. Aceste proprietăţi
generalizează rezultatele obţinute ı̂n [85, 86], privind stelaritatea de tip Janowski cu
coeficienţi reali. Rezultatele originale care sunt prezentate ı̂n această secţiune au fost
obţinute ı̂n [87].

Fie n ≥ 2.

Fie operatorul de extensie Φn,α,β : LS → LSn dat de Definiţia 2.2.6 şi fie operatorul
de extensie Φn,Q : LS → LSn dat de Definiţia 2.2.12.

Vom da un rezultat util obţinut de Manu [87], care a fost folosit pentru demonstrarea
unor proprietăţi pe care urmează sa le prezentăm.

Observaţia 4.2.1. Presupunem că Ipoteza 4.1.7 are loc. Atunci dist(1, ∂g(U)) = |A−B|
1+|B| .

Următorul rezultat obţinut de Manu [87] este o consecinţă a Teoremei 4.1.5 şi a
Observaţiei 4.1.11, şi arată că operatorul de extensie Φn,α,β păstrează (aproape) stelari-
tatea de tip Janowski cu coeficienţi complecşi de la U la Bn. Acest rezultat generalizează
Teoremele 3.2.5, 3.2.6 (a se vedea de asemenea [85]).

Teorema 4.2.2. Dacă Ipotezele 2.2.7 şi 4.1.9 sunt satisfăcute, atunci următoarele relaţii
au loc:

(i) Fie f ∈ J (a,b). Atunci Φn,α,β(f) aparţine familiei J (a,b)(Bn),

(ii) Fie f ∈ AJ (a,b). Atunci Φn,α,β(f) aparţine familiei AJ (a,b)(Bn).

Pe baza Teoremei 4.1.5 şi a Observaţiei 4.1.11, deducem că următoarele rezultate au
loc. Primul rezultat arată că operatorul Φn,Q păstrează stelaritatea de tip Janowski cu
coeficienţi complecşi.

Teorema 4.2.3. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 4.1.9 au loc. Fie f ∈ J (a,b). Dacă

∥Q∥ ≤ b2 − (1− a)(1− a)

4(b+ ||a|2 − b2 − a|)
,

atunci Φn,Q(f) ∈ J (a,b)(Bn).

Pentru a ∈ R, rezultatul anterior se reduce la Teorema 3.2.7 (a se vedea de asemenea
[86]).

Cel de-al doilea rezultat arată că operatorul Muir Φn,Q păstrează aproape stelaritatea
de tip Janowski cu coeficienţi complecşi.

Teorema 4.2.4. Presupunem că Ipotezele 2.2.11 şi 4.1.9 sunt satisfăcute. Fie f ∈
AJ (a,b). Dacă

∥Q∥ ≤ b2 − (1− a)(1− a)

4(b+ |1− a|)
,

atunci Φn,Q(f) ∈ AJ (a,b)(Bn).

Dacă considerăm a, b ∈ R ı̂n Ipoteza 4.1.9, atunci rezultatul de mai sus se reduce la
Teorema 3.2.8 (a se vedea de asemenea [86]).
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4.3 Lanţuri Loewner şi câmpuri vectoriale Herglotz asoci-
ate cu operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

În această secţiune, vom investiga următoarea proprietate privind operatorul Pfaltzgraff-
Suffridge Ψn: dacă f ∈ S0

g atunci Ψn(f) este primul element al unui g-LL, F (z, t),
unde funcţia g satisface Ipoteza 2.3.1. Un prim pas ı̂n abordarea acestei probleme este
determinarea expresiei câmpului vectorial Herglotz asociat lui F (z, t). Vom trata mai
departe cazul n = 2. Vom obţine expresia unui câmp vectorial Herglotz H(z, t) asociat
unui LL particular, F (z, t) : B3× [0,∞) → C3, care are proprietatea că F (·, 0) = Ψ2(f),
unde f ∈ S0(B2). Ne vom referi la LL, F (z, t), menţionat ı̂n demonstraţia Teoremei 2.1
[53], ı̂n cazul n = 2. Expresia lui H(z, t) a fost obţinută pentru cazul general n ≥ 2 de
Hamada, Kohr şi Muir ı̂n lucrarea [65], unde autorii au considerat Ld-lanţuri Loewner.
Vom aborda problema păstrării g-RP prin operatorul Ψn, n ≥ 2, ı̂ntr-o lucrare viitoare.
Vom prezenta de asemenea proprietăţi importante satisfăcute de operatorul Ψn (n ≥ 2).

Principalele surse bibiliografice folosite pentru pregătirea acestei secţiuni sunt [53],
[41], [45].

Vom considera următorul operator de extensie:

Definiţia 4.3.1. Fie Ψn : LSn → LSn+1 definit prin:

(4.3.1) Ψn(f)(z) =
(
f(z̃), zn+1[Jf (z̃)]

1
n+1

)
, z = (z̃, zn+1) ∈ Bn+1.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât

[Jf (z̃)]
1

n+1

∣∣∣
z̃=0

= 1.

Operatorul Ψn a fost introdus de Pfaltzgraff şi Suffridge [99]. Observăm că f ∈ S(Bn) →
Ψn(f) ∈ S(Bn+1). Pentru n = 1, operatorul Ψ1 revine la operatorul Φ2 (a se vedea
relaţia (2.2.1)).

Următorul rezultat arată că o aplicaţie normată şi biolomorfă care admite RP pe
Bn poate fie extinsă la o aplicaţie cu aceleaşi proprietăţi pe Bn+1. Acest rezultat a fost
obţinut de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [53]. Graham I., Hamada H. şi Kohr G. [41]
au obţinut aceeaşi proprietate ı̂ntr-un context mai general, respectiv pentru domenii
mărginite şi simetrice, ı̂n cazul n ≥ 2 (a se vedea de asemenea [38], [13]).

Teorema 4.3.2. Dacă f ∈ S0(Bn) atunci Ψn(f) ∈ S0(Bn+1).

Următorul rezultat arată că stelaritatea este păstrată prin operatorul Ψn. Acest
rezultat a fost obţinut de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [53] (a se vedea de asemenea
[41]).

Teorema 4.3.3. Fie f ∈ S∗(Bn). Atunci Ψn(f) este o aplicaţie din familia S∗(Bn+1).

Vom da următoarea conjectură propusă de Pfaltzgraff şi Suffridge [99]:

Conjectura 4.3.4. Fie f ∈ K(Bn). Atunci Ψn(f) ∈ K(Bn+1).

Un rezultat parţial al acestei conjecturi a fost obţinut de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff
ı̂n [53]. Vom prezenta ı̂n continuare acest rezultat.

Fie 0 < a ≤ 1. De asemenea, fie

Ωa,n = {z = (z̃, zn+1) ∈ Cn+1 : |zn+1|2 < a
2n
n+1 (1− ∥z̃∥2)}.

Observăm că Ω1,n = Bn+1 şi Ωa,n ⊆ Bn+1.
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Teorema 4.3.5. Fie f ∈ K(Bn) şi a1, a2 > 0 astfel ı̂ncât a1 + a2 ≤ 1. Atunci
γΨn(f)(z) + (1 − γ)Ψn(f)(w) este un element din mulţimea Ψn(f)(Ωa1+a2,n), unde
z ∈ Ωa1,n, w ∈ Ωa2,n şi γ ∈ [0, 1].

Următoarele rezultate de conservare au fost obţinute de Chirilă [13] (a se vedea de
asemenea [41]).

Teorema 4.3.6. (i) Fie γ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi f ∈ Ŝγ(Bn). Atunci F = Ψn(f) ∈ Ŝγ(Bn+1).

(i) Fie α ∈ [0, 1) şi f ∈ AS∗
α(Bn). Atunci F = Ψn(f) ∈ AS∗

α(Bn+1).

În rezultatul următor, vom determina expresia câmpului vectorial Herglotz H(z, t)
asociat cu LL, F (z, t) : B3 × [0,∞) → C3, menţionat ı̂n demonstraţia Teoremei 2.1 din
[53] pentru cazul n = 2 (a se vedea de asemenea [65], unde s-au considerat Ld-lanţuri
Loewner şi n ≥ 2). Existenţa şi unicitatea lui H(z, t) este asigurată de Teorema 1.7.12.

Teorema 4.3.7. Fie n = 2. Presupunem că f ∈ S0(B2). Fie ft(z) un LL astfel ı̂ncât
f reprezintă primul său element. Fie F (z, t) : B3 × [0,∞) → C3 un LL definit prin

(4.3.2) F (z, t) =
(
ft(z̃), z3e

t
3 [Jft(z̃)]

1/3
)
, z = (z̃, z3) ∈ B3, t ≥ 0,

unde am ales ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât [Jft(z̃)]
1/3
∣∣∣
z̃=0

= e
2t
3 . Mai mult,

F (z, 0) = Ψ2(f)(z), z ∈ B3. Atunci câmpul vectorial Herglotz H(z, t) : B3× [0,∞) → C3

asociat lui F (z, t) este dat de următoarea expresie

H(z, t) =

(
h(z̃, t),

z3
3

(
1 +

∂h1
∂z1

(z̃, t) +
∂h2
∂z2

(z̃, t)

))
,

unde z = (z̃, z3) ∈ B3, z̃ = (z1, z2), a.e. t ≥ 0.
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În această teză vom prezenta contribuţii noi ı̂n teoria funcţiilor univalente de una şi mai
multe variabile complexe. Aceste rezultate le vom enumera ı̂n următoarele paragrafe.

Primul capitol conţine rezultate importante care sunt utile pentru capitolele următoare
şi nu include rezultate originale.

Fie g o funcţie ce satisface Ipoteza 2.1.6.
În următoarele două capitole ne vom referi la: g-reprezentare parametrică introdusă

ı̂n [37], g-stelaritate introdusă ı̂n [37, 55], g-aproape stelaritate de ordin α ∈ [0, 1) şi
g-spiralitate de tipul γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
introduse ı̂n [14] pe bila unitate Euclideană Bn, unde

funcţia g este definită ca mai sus.
Fie Φn,α,β operatorul de extensie dat de Definiţia 2.2.6 şi fie Φn,Q operatorul de

extensie Muir dat de Definiţia 2.2.12.
Alegem o funcţie particulară g descrisă de Ipoteza 2.3.1.
În Capitolul 2, vom demonstra că g-reprezentarea parametrică este păstrată prin

operatorii de extensie Φn,α,β şi Φn,Q ı̂n Teorema 2.3.2 şi Teorema 2.3.3, unde funcţia g
satisface Ipoteza 2.3.1.

În Capitolul 3, vom arată că g-stelaritatea, g-aproape stelaritatea de ordin α ∈
[0, 1) şi g-spiralitatea de tipul γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
sunt păstrate prin operatorul Φn,α,β, unde

g este dată de Ipoteza 2.3.1. Mai mult, vom arăta că Φn,Q păstrează g-stelaritatea
şi g-spiralitatea de tipul γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
, unde g este definită de Ipoteza 2.3.1. Aceste

proprietăţi de conservare sunt prezentate ı̂n Teoremele 3.1.10, 3.1.12, 3.1.13, 3.1.15,
3.1.17.

Fie a, b ∈ R astfel ı̂ncât |1 − a| < b ≤ a. Ne vom referi la clasele Janowski de
funcţii stelate pe U , J (a,b) (a se vedea [109]; a se vedea de asemenea [110]), şi AJ (a,b)

(a se vedea [21]). Vom prezenta generalizările acestor clase la bila unitate Bn ı̂n Cn

(a se vedea [21]). Aceste clase Janowski pot fi reduse la g-stelaritate pentru o alegere
convenabilă a funcţiei g ce satisface Ipoteza 2.3.1, pentru n ≥ 1. Vom demonstra că
operatorii Φn,α,β, Φn,Q păstrează (aproape) stelaritatea de tip Janowski de la U la Bn

ı̂n Cn. Aceste rezultate sunt prezentate ı̂n Teoremele 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8.
Vom determina raza Janowski J (a,b) a claselor S, S∗ ı̂n Teoremele 3.3.3 şi 3.3.5. Vom

menţiona cazuri particulare ale acestor rezultate ı̂n Corolarul 3.3.4 şi Observaţia 3.3.6.
Vom deduce raza Janowski J (a,b) a claselor Φn,α,β(S) şi Φn,α,β(S

∗) ı̂n Teoremele 3.3.8,
3.3.9. De asemenea, vom obţine raza de aproape stelaritate de ordin α, unde α ∈ (0, 1),
a claselor Φn,α,β(S) şi Φn,α,β(S

∗) ı̂n Teorema 3.3.9.
Vom obţine teoreme de deformare pentru anumite familii de aplicaţii care admit

g-reprezentare parametrică şi sunt generate prin operatorul Φn,Q, unde g este dat de
Ipoteza 2.3.1. Vom da teoreme de deformare pentru: clasa Φn,Q(S

0
g ) ı̂n Teorema 3.4.2,

clasa Φn,Q(S
∗
g ) ı̂n Corolarul 3.4.3 şi clasele Φn,Q(J (a,b)), respectiv Φn,Q(AJ (a,b)), prezen-

tate ı̂n Corolariile 3.4.4, 3.4.5.
Vom furniza teoreme de distorsiune pentru anumite subclase ale familiei Φn,Q(S

∗
g ),
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unde g este dată de Ipoteza 2.3.1. Vom da estimări pentru detDΦn,Q(f)(z), unde f
aparţine fie clasei S∗

g , fie clasei J (a,b) sau clasei AJ (a,b) ı̂n Teorema 3.4.9, Corolarul
3.4.10, Corolarul 3.4.11. Câteva consecinţe ale acestor rezultate sunt prezentate ı̂n
Corolarul 3.4.12, Corolarul 3.4.13. De asemenea, vom obţine teoreme de distorsiune
de-a lungul unui vector unitate ı̂n Cn pentru anumite subclase ale familiei Φn,Q(S

∗
g ) ı̂n

Teorema 3.4.14, Corolarul 3.4.15, Corolarul 3.4.16, şi o serie de consecinţe prezentate ı̂n
Corolarul 3.4.17 şi Corolarul 3.4.18.

Aceste rezultate originale au fost obţinute ı̂n [85, 86], exceptând Teorema 3.1.13,
care a fost demonstrată dupa publicarea lucrării [85].

În Capitolul 4, ne vom referi la o funcţie g mai generală, care satisface Ipoteza
4.1.1. Vom prezenta concepte precum: g-reprezentarea parametrică, g-lanţuri Loewner
şi g-stelaritatea introduse ı̂n lucrarea [44] pe spaţii Banach, unde g este această funcţie
generală. Vom considera o funcţie particulară g care ı̂ndeplineşte condiţiile Ipotezei
4.1.7.

Alegând convenabil parametrii A and B, putem stabili o legătură ı̂ntre g-stelaritate
şi (aproape) stelaritate de tip Janowski cu coeficienţi complecşi. Acest tip de stelaritate
a fost recent introdus ı̂n [22] şi generalizează (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu
coeficienţi reali definită de acelaşi autor ı̂n [21]. Pe baza legăturii dintre g-stelaritate
şi (aproape) stelaritatea de tip Janowski, vom demonstra că (aproape) stelaritatea de
tip Janowski cu coeficienţi complecşi este păstrată prin operatorii Φn,α,β şi Φn,Q ı̂n
Teoremele 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 (a se vedea şi Observaţia 4.2.1). Rezultatele obţinute ı̂n
[85, 86] privind (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu coeficienţi reali şi care sunt
prezentate ı̂n Capitolul 3, sunt consecinţe ale acestor proprietăţi.

Rezultatele originale incluse ı̂n acest capitol au fost obţinute ı̂n [87].
Fie Ψn operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge dat de Definiţia 4.3.1.
Fie n = 2 şi fie f ∈ S0(B2) astfel ı̂ncât există un lanţ Loewner ft(z) cu proprietatea

că f0(z) = f(z), z ∈ B2. Vom obţine expresia unui câmp vectorial Herglotz H(z, t) a
lanţului Loewner F (z, t) : B3 × [0,∞) → C3 definit prin

F (z, t) =
(
ft(z̃), z3e

t
3 [Jft(z̃)]

1/3
)
, z = (z̃, z3) ∈ B3, t ≥ 0.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât: [Jft(z̃)]
1/3
∣∣∣
z̃=0

= e
2t
3 . De asemenea, F (z, 0) =

Ψ2(f)(z), z ∈ B3. Lanţul Loewner F (z, t) este menţionat ı̂n demonstraţia Teoremei 2.1
[53]. Vom obţine următoarea expresie a lui H(z, t):

H(z, t) =

(
h(z̃, t),

z3
3

(
1 +

∂h1
∂z1

(z̃, t) +
∂h2
∂z2

(z̃, t)

))
,

unde h = (h1, h2) este câmpul vectorial Herglotz asociat lui ft(z̃) şi z = (z̃, z3) ∈ B3,
z̃ = (z1, z2), pentru aproape orice t ≥ 0. Acest rezultat a fost obţinut ı̂n Teorema 4.3.7
(a se vedea de asemenea [65, Teorema 6.3] pentrul cazul general n ≥ 2).

Concluzionând cele prezentate mai sus, precizăm că scopul acestei teze de doctorat
este reprezentat de studiul unor proprietăţi de conservare privind operatorii de extensie
Φn,α,β şi Φn,Q şi anumite subclase ale familiei S(Bn) care admit g-reprezentare para-
metrică pe Bn, unde funcţia g satisface anumite condiţii. Mai mult, pe baza acestor
proprietăţi de conservare, am studiat probleme privind raze de univalenţă şi am obţinut
teoreme de deformare şi distorsiune. Rezultatele noi incluse ı̂n această teză au fost
demonstrate folosind metode din teoria geometrică a funcţiilor de una şi mai multe vari-
abile complexe, ı̂n mod special din teoria lanţurilor Loewner. De asemenea, am folosit
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metode din analiza funcţională şi din teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale (a se vedea
[4]).
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În cele ce urmează vom prezenta direcţii de cercetare care pot fi abordate pentru a
extinde rezultatele originale incluse ı̂n această teză. Direcţiile pe care le vom da se
bazează ı̂n principal pe ideea de conservare a unor proprietăţi geometrice şi analitice ale
unor clase de aplicaţii univalente prin operatori de extensie.

⋄ În ultima parte a tezei, am prezentat clasele Janowski cu coeficienţi complecşi. Fie
a ∈ C, b ∈ R astfel ı̂ncât |1− a| < b ≤ Re a. Fie J (a,b) ( AJ (a,b)) clasa de funcţii
(aproape) stelate de tip Janowski pe U . Fie Φn,α,β operatorul de extensie dat de
Definiţia 2.2.6 şi fie Φn,Q operatorul de extensie dat de Definiţia 2.2.12.

Ar fi de interes să determinăm raza Janowski J (a,b) a claselor S, S∗, precum si a
claselor Φn,α,β(S), Φn,α,β(S

∗). Menţionăm faptul că operatorul Φn,α,β păstrează

clasele J (a,b) şi AJ (a,b) (a se vedea Teorema 4.2.2).

De asemenea, s-ar putea obţine teoreme de deformare şi distorsiune similare celor
prezentate ı̂n ultima secţiune a Capitolului 3 pentru următoarele clase: Φn,α,β(J (a,b)),

Φn,α,β(AJ (a,b)), Φn,Q(J (a,b)) şi Φn,Q(AJ (a,b)) .

⋄ O generalizare interesantă a operatorului lui Muir a fost obţinută de Graham,
Hamada, Kohr şi Kohr ı̂n [44]. Fie Y un spaţiu Banach complex şi fie Pk : Y → C
un polinom omogen de grad k, unde k ≥ 2. Fie Ωk un domeniu definit astfel:
{(z1, z′) ∈ C × Y : |z1|2 + ∥z′∥kY < 1}. Considerăm operatorul de extensie ΦPk

:
LS → LS(Ωk) definit prin (see [44]):

ΦPk
(f)(z) = (f(z1) + Pk(z

′)f ′(z1), (f
′(z1))

1/kz′), z = (z1, z
′) ∈ Ωk.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât: (f ′(z1))
1/k
∣∣∣
z1=0

= 1.

De asemenea, autorii au considerat şi operatorul Φn,α,β dat de Definiţia 2.2.6 cu
menţiunea că Φn,α,β va extinde o funcţie din LS la o aplicaţie din LS(Ωk).

În lucrarea [44], s-a demonstrat că operatorii ΦPk
şi Φn,α,β păstrează g-reprezentarea

parametrică şi funcţii Bloch, unde g : U → C este o funcţie univalentă pe U astfel
ı̂ncât g(0) = 1, Re g(ζ) > 0, ζ ∈ U , şi g este convexă pe U . Ar fi interesant de
văzut dacă alte subclase de aplicaţii biolomorfe pot fi păstrate prin aceşti operatori
de extensie.

⋄ În [99], Pfaltzgraff şi Suffridge au propus operatorul de extensie Ψn : LSn → LSn+1

definit prin:

Ψn(f)(z) =
(
f(z̃), zn+1[Jf (z̃)]

1
n+1

)
, z = (z̃, zn+1) ∈ Bn+1.
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Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât: [Jf (z̃)]
1

n+1
∣∣
z̃=0

= 1. Acest operator de
extensie păstrează reprezentarea parametrică de la Bn la Bn+1. Această propri-
etate a fost demonstrată de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff ı̂n [53]. Ar fi interesant
de investigat dacă operatorul Ψn păstrează g-reprezentarea parametrică, unde g
satisface Ipoteza 2.3.1. Mai mult, se poate studia dacă alte subclase ale fami-
liei S0

g (Bn) sunt păstrate prin acest operator, precum: g-stelaritatea, g-aproape
stelaritatea de ordin α ∈ [0, 1), g-spiralitatea de tipul γ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
şi (aproape)

stelaritatea de tip Janowski cu coeficienţi reali.

O generalizare a operatorului Ψn a fost considerată de Graham, Hamada şi Kohr
ı̂n [41]. Fie BX bila unitate deschisă a unui n-dimensional JB∗-triple (care este un
spaţiu Banach complex a cărui bila unitate deschisă este omogenă), notat cu X,
BY bila unitate deschisă a unui spaţiu Banach complex Y şi Da ⊆ BX × BY este
un domeniu astfel ı̂ncât BX × {0} ⊂ Da, unde a > 0.

Fie operatorul de extensie Ψn,a : LS(BX) → LS(Da) definit prin:

Ψn,a(f)(z) =
(
f(z̃), [Jf (z̃)]

1
2a c(BX )w

)
, z = (z̃, w) ∈ Da.

Alegem ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât: [Jf (z̃)]
1

2a c(BX )
∣∣
z̃=0

= 1 ( Jf (z) =
detDf(z), z ∈ Da) şi c(BX) este o constantă determinată de metrica Bergman
pe X. În lucrarea [41], autorii au demonstrat că Ψn,a păstrează reprezentarea
parametrică de la BX la Da dacă a ≥ n

2c(BX)
. Ar fi interesant de văzut dacă g-

reprezentarea parametrică de la BX la Da poate fi păstrată prin operatorul Ψn,α,
unde g este dată de Ipoteza 2.3.1. Totodată, se poate studia dacă şi alte subclase
de aplicaţii normate şi biolomorfe sunt păstrate prin acest operator.

⋄ În lucrarea [91], Muir J. a considerat lanţuri Loewner F (z, t) de ordin p pe Bn şi
pentru t ≥ 0, care sunt nenormate, cu alte cuvinte lanţuri Loewner F (z, t) care
satisfac o condiţie de tipul locally uniform local Lp-continuity ı̂n raport cu t. În
aceeaşi lucrare sunt abordaţi doi operatori de extensie: operatorul lui Muir Φn,Q

(a se vedea Definiţia 2.2.12) şi o perturbare a operatorului Pfaltzgraff–Suffridge.
Autorul foloseşte acest tip de lanţuri Loewner pentru a introduce o formă gener-
alizată de spiralitate ı̂n raport cu A, unde A este locally integrable operator-valued
function pe [0,∞). Aplicaţii care satisfac această proprietate de spiralitate gener-
alizată ı̂n raport cu A sunt generate prin cei doi operatori de extensie menţionaţi
anterior. Ar fi interesant de văzut dacă alte subclase de aplicaţii biolomorfe pot
fi caracterizate prin acest tip de lanţuri Loewner, şi mai mult, dacă am putea să
generăm astfel de aplicaţii prin cei doi operatori de extensie.

⋄ Având ı̂n vedere lucrarea lui Elin [27] referitoare la operatori de extensie care
sunt generaţi folosind teoria semigrupurilor, ar fi de interes să studiem şi alţi
operatori de extensie, precum şi proprietăţile lor de conservare, folosind teoria
semigrupurilor.

⋄ O nouă abordare a lanţurilor Loewner a fost dată de Arosio, Bracci, Hamada şi
Kohr ı̂n [3], care au considerat lanţuri Loewner pe complete hyperbolic complex
manifolds. Autorii au obţinut o nouă construcţie geometrică a lanţurilor Loewner
la una şi mai multe variabile complexe, care au loc pe astfel de domenii şi au arătat
ca există o corespondenţă de unu-la-unu ı̂ntre Ld-lanţuri Loewner şi Ld-familie
de evoluţie. Totodată, au furnizat exemple de Ld-lanţuri Loewner generate prin
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operatorul de extensie Roper-Suffridge. Ar fi interesant de studiat dacă putem
genera Ld-lanţuri Loewner folosind alţi operatori de extensie.
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[33] Gong, S. The Bieberbach Conjecture. Amer. Math. Soc. Intern. Press, Providence,
1999.

[34] Gong, S., Wang, S., Yu, Q. Biholomorphic convex mappings of ball in Cn. Pacif.
J. Math., 161:287–306, 1993.

[35] Goodman, A.W. Univalent Functions. Mariner Publ. Comp., Tampa, Florida,
1983.

[36] Graham, I. Growth and covering theorems associated with the Roper-Suffridge
extension operator. Proc. Amer. Math. Soc., 127:3215–3220, 1999.

[37] Graham, I., Hamada, H., Kohr, G. Parametric representation of univalent map-
pings in several complex variables. Canadian J. Math., 54(2):324–351, 2002.

[38] Graham, I., Hamada, H., Kohr, G. Extension operators and subordination chains.
J. Math. Anal. Appl., 386(1):278–289, 2012.

[39] Graham, I., Hamada, H., Kohr, G. Extremal problems and g-Loewner chains in
Cn and reflexive complex Banach spaces. In Topics in mathematical analysis and
applications, volume 94 of Springer Optim. Appl., pages 387–418. Springer, Cham,
2014.

[40] Graham, I., Hamada, H., Kohr, G. Loewner chains and nonlinear resolvents of the
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