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Introducere

In aceastd tezd de doctorat prezentim rezultate noi in teoria functiilor univalente de
una, respectiv mai multe variabile complexe. Teoria functiilor univalente face parte
din teoria geometrica a functiilor gi reprezinta un punct de interes pentru numeroase
lucrari de cercetare. Fie C planul complex si fie C" = {z = (21,29,...,2,) : 2; € C,i =
1,...,n}, n > 2, spatiul de n variabile complexe cu produsul scalar Euclidian si cu
norma FEuclideana. Fie U discul unitate, fie B" bila unitate Euclideana in C" si fie
P™ polidiscul unitate in C™. Spunem ca o functie este univalenta daca este o functie
injectiva gi olomorfa. Un rezultat remarcabil in teoria functiilor univalente de o variabila
complexa este Teorema lui Riemann, care afirma ca orice domeniu simplu conex §2 diferit
de intreg planul complex este conform echivalent cu discul unitate U (a se vedea [48],
[66]). Datorita acestui rezultat este suficient sa studiem univalenta pe discul unitate U
(a se vedea de exemplu [48], [66]). Fie S clasa functiilor univalente si normate pe U
(see [25], [102]). Spunem ca o functie este normata pe U daca sunt satisfacute conditiile
f(0) = f/(0) — 1 = 0. Teorema lui Riemann nu are loc in C*, n > 2 (see [93], [106]).
Rezultatul care a condus la aceasta observatie este datorat lui Poincaré [100] si arata ca,
in cazul mai multor variabile complexe, B™ gi P” nu sunt biolomorfic echivalente, chiar
daca sunt omeomorfe.

Fie S(B") clasa aplicatiilor normate si biolomorfe pe B™. Cartan H. [9] a aratat ca
familia S(B™) nu este local uniform marginita, agadar nu este compactd si nu exista
teoreme de deformare si de distorsiune pentru intreaga clasa S(B™). Consideram familia
aplicatiilor care admit reprezentare parametrica pe B", notati cu SY(B"). Aceasta clasi
importanta a fost introdusa de Graham, Hamada si Kohr [37]. Graham et al. [37]
au demonstrat cia S°(B") este o submultime proprie a lui S(B"), de unde deducem ci
exista aplicatii normate i biolomorfe care nu admit reprezentare parametrica pe B”, spre
deosebire de planul complex, unde orice functie din S admite reprezentare parametrica
pe U (a se vedea [102]). Acest fapt marcheaza o diferenta fundamentald intre teoria
functiilor univalente de una, respectiv mai multe variabile complexe. Printre aplicatiile
care admit reprezentare parametrica pe B" se enumera si aplicatiilor normate si stelate
pe B". Prin urmare, multimea SY(B") nu este multimea vida.

In C, orice functie f € S admite reprezentare parametrica pe U, adica exista un
lant, Loewner, f(z,t) : U x [0,00) — C, astfel incat f se scufunda ca prim element al
acestui lant Loewner. Acest rezultat fundamental in teoria lanturilor Loewner a fost
obtinut de Pommerenke [102]. Importante clase de functii normate si univalente pe
U admit caracterizari analitice folosind lanturi Loewner: clasa functiilor stelate, clasa
functiilor spiralate de tip v, v € (—g, g) (a se vedea de exemplu [102], [48]), clasa
functiilor aproape stelate de ordin «, a € [0,1) (see [119]), clasa functiilor convexe (a
se vedea [48], [102]) pe U. Diverse rezultate si aplicatii ale teoriei functiilor univalente
de o variabila complexa sunt tratate in monografiile lui Pommerenke [102], Duren [25],
Graham si Kohr [48], Mocanu, Bulboaca si Salagean [90].
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Un alt punct de interes important este reprezentat de studiul proprietatilor geomet-
rice ale aplicatiilor univalente. O caracterizare analitica a stelaritatii pe B” este data de
Matsuno [88]. Gurganus [54] si Suffridge [114] au obtinut o caracterizare a stelaritatii
pe bila unitate a unui spatiu Banach, iar Suffridge [113] a dat caracterizare similara pe
polidiscul unitate in C". Teoreme de deformare, de acoperire si estimari ale coeficientilor
pentru clasa S*(B™) a aplicatiilor stelate si normate pe B™ au fost obtinute de Kubicka
si Poreda [78], Barnard, FitzGerald si Gong [5], Gong [32, 33], Graham si Kohr [48],
respectiv Kohr [72], Curt [19], Graham, Hamada si Kohr [37]. Conceptul de stelaritate
de ordin a pe B", unde « € [0, 1), a fost definit de Kohr [70], iar conceptul de aproape
stelaritate de ordin «, unde o € [0,1), a fost introdus de Feng [30] pe bila unitate a
unui spatiu Banach. T. Chirila [12] a definit aproape stelaritatea de ordin « si tip 7 pe
B”, unde 0 < o < 14i 0 <~ < 1. Caracterizarea analitica a convexitatii in C™ a fost
obtinuta de Kikuchi [69], Gong, Wang si Yu [34] si Suffridge [114, 112]. Alte rezultate
obtinute pentru clasa aplicatiilor normate si convexe, precum o teorema de deformare,
estimari ale coeficientilor, o teorema de tip Marx-Strohhécker, au fost obtinute de Suf-
fridge [115], FitzGerald si Thomas [31], Liu [79], Kohr [70, 72], Curt [18]. Conceptul de
spiralitate in raport cu un operator linear si normal, ale carui valori proprii au partea
reald pozitiva, a fost definit de Gurganus [54] (a se vedea [60], [48]). Alte generalizari
au fost considerate de Suffridge [112], Liu si Liu [82], Chirila [11].

Teoria lanturilor Loewner in plan complex a avut o contributie majora in studiul
functiilor univalente, avand numeroase aplicatii precum: caracterizarea analiticd a functiilor
univalente cu proprietati geometrice, demonstrarea conjecturii lui Bieberbach, etc (a
se vedea [25], [48]). Prima generalizare a lanturilor Loewner si a ecuatiei diferentiale
Loewner in cazul mai multor variabile complexe se datoreaza lui Pfaltzgraff [96, 97],
care a extins notiunea de lant Loewner pe B™ in C". Ulterior, Poreda [103, 104] a
generalizat aceste notiuni la polidiscul unitate P" in C" si a introdus clasa aplicatiilor
normate si univalente care admit reprezentare parametrici pe P*, notata cu S°(P?). Alte
contributii semnificative au fost aduse de Kubicka si Poreda [78], care au studiat clasa
S*(B™). O alta contributie remarcabila este introducerea clasei S°(B") a aplicatiilor
care admit reprezentare parametrica pe B datoritd lui Graham, Hamada si Kohr [37].
Aceasta clasa este o submultime proprie a lui S(B™), fapt ce indica ca nu orice aplicatie
din clasa S(B") admite reprezentare parametrica. Aceasta proprietate a fost obtinuta
de Graham, Hamada si Kohr [37]. Rezultate remarcabile in teoria lanturilor Loewner
in C™ au fost obtinute de G. Kohr si colaboratorii sai intr-o serie de lucrari valoroase,
dintre care enumeram: [37], [51], [23], [52], [26]. Alte rezultate in acest domeniu au fost
obtinute in lucrarile [7], [2], [8], [3]. De asemenea, criterii de univalenta folosind lanturi
Loewner pot fi gasite in [16, 17].

Graham I., Hamada H., Kohr G. si Kohr M. [42] au studiat notiunea de reprezentare
parametrica generalizatd in raport cu un operator dependent de timp A pe spatii Ba-
nach complexe si reflexive (a se vedea [58]). In lucrarea [40] ce extinde rezultatele din
[29], au fost tratate subiecte legate de lanturi Loewner si rezolventii neliniari ai clasei
Carathédory in C™, M. Totodata, rezultate privind lanturile Loewner pe suprafete
Riemann au fost obtinute in [15]. Contributii legate de lanturi Loewner si rezultate de
aproximare pentru aplicatii univalente pe B"™ pot fi gasite in [59].

O subclasi importanta a familiei S°(B") este multimea aplicatiilor cu g-reprezentare
parametrica pe B", notata cu SS(IB%"), unde functia g satisface anumite proprietati nat-
urale. Clasa Sg (B™) a fost introdusa de Graham, Hamada si Kohr in [37]. Notiunea de
g-reprezentare parametrica este strans legata de conceptul de g-lant Loewner. Spunem
ca aplicatia f(z,t) : B" x[0,00) — C" este un g-lant Loewner daca satisface urmatoarele
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conditii: f(z,t) este un lant Loewner, familia {e7'f(-,#)};>0 este normald pe B" si
aplicatia h obtinuta din ecuatia diferentiala Loewner

of n
(0.0.1) Frie Df(z,t)h(z,t), ae. t >0,Vz € B",
verifica conditia h(-,t) € Mg, pentru aproape orice t > 0 ([37]). Clasa M, este definita
prin ([37])

M, = {h € H(B") : h(0) = 0, Dh(0) = I, (h(2), W> cg(U),z € IB%"} :

unde (h(z), WH ,—0 = 1. O aplicatie f admite g-reprezentare parametrica daci si

numai dacd f se scufundata intr-un g-lant Loewner. Pentru g(¢) = }%g, ¢ € U, orice
g-lant Loewner se reduce la un lant Loewner. In cazul n > 2 $i pentru aceeagi functie
g, exista lanturi Loewner care nu sunt g-lanturi Loewner. Aceste proprietati reprezinta
un motiv important de a studia g-reprezentarea parametrica in C" pentru n > 2. In
lucrarile [37], [73], au fost obtinute o teorema de deformare si estimari ale coeficientilor
pentru clasa Sg (B™). Alte rezultate privind g-lanturi Loewner pot fi gasite in [39], [43],
[62].

O modalitate de a construi aplicatii biolomorfe in C™, n > 2, este prin intermediul
operatorilor de extensie. Un prim exemplu de operator de extensie este operatorul
introdus de Roper si Suffridge [108]. Acest operator este definit astfel: ®,, : LS — LS,
i este dat de urmatoarea expresie

S, (f)(2) = (f(21),2V/ [ (21)), 2 = (21,%) € B".

Alegem ramura functiei putere astfel incat: /f’(z1)|.,—0 = 1. Initial acest operator a
fost definit pentru a construi aplicatii convexe pe B" folosind functii convexe pe U. Prin
urmare, operatorul ®,, pastreaza convexitatea ( a se vedea [108]). Aceasta proprietate
a fost obtinuti printr-o alti metod si de Graham si Kohr [47]. In [47], Graham 1. si
Kohr G. au aratat initial ca operatorul ®,, pastreaza stelaritatea. Ulterior, Hamada H.,
Kohr G. gi Kohr M. [63] au demonstrat ca ®,, pastreaza stelaritatea de ordin 1/2, iar
Liu [80] a aratat ca pastreaza stelaritatea de ordin o € (0,1) (a se vedea de asemenea
[12]). Operatorul ®,, pastreaza spiralitatea de tipul v € (—%, g) Aceasta proprietate
a fost obtinuta de Graham, Kohr and Kohr [51]. Utilizand lanturi Loewner, Chirila T.
[12] a aratat ca acest operator conserva si notiunea de spiralitate de tipul v € (—g, %) si
ordin o € (0,1) ( a se vedea de asemenea [82]). Toate aceste proprietati sunt consecinte
ale urmatorului rezultat obtinut de Graham, Kohr si Kohr [51]: daca f € S atunci
D,(f) € SOBN).

Un alt operator de extensie ce generalizeaza operatorul ®,, introdus de Roper si
Suffridge este definit astfel: ®, , 3 : LS — LS, si este dat de urmatoarea expresie

flz)

<1

o)) = (50,2 (1E2) (1)) o= 2 e,

unde o > 0, 8 > 0. Alegem ramura functiei putere astfel incat:

(f(21))a =1 (f'(20)°], =1

21

21=0

Acest operator remarcabil a fost introdus de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge in [46].
Pentru0 <a <1,0< 3 <1/2si a+ B < 1, operatorul @, , g pastreaza reprezentarea
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parametrica, stelaritatea de ordin v € (0, 1), aproape stelaritatea de tip v € (0,1) si
ordin ¢ € [0, 1), spiralitatea de tip v € (—g, g) si ordin ¢ € (0,1) ( a se vedea [46], [80],
[81], [11]). Graham I., Hamada H., Kohr G. and Suffridge T. [46] au aratat ci acest
operator pastreaza convexitatea daca si numai daca (a, 8) = (0,1/2).

In lucrarea [92], Muir J. a introdus o alt& generalizare a operatorului Roper-Suffridge,
al carui scop era de obtine puncte de extrem pentru clasa K (B"), a aplicatiilor normate
si convexe pe B™, pornind de la puncte de extrem ale clasei K, a functiilor normate si

convexe pe U. Acest operator este definit prin:

Cnq(f)(2) = (f(21) + QA (1), 2V f'(21)), 2 = (21, %) € BT,

unde am ales ramura functiei putere astfel incat \/f/(21)|,=0 = 151 Q : C*! — C
este un polinom omogen de grad 2. Pentru ||Q| < 1/4, operatorul ®, o pastreaza
reprezentarea parametrica si stelaritatea. Acest rezultat a fost obtinut de Kohr [75].
Pentru ||Q|| < 1/2, operatorul de extensie Muir pastreaza convexitatea ( a se vedea
[92]), iar pentru ||Q] < %, pastreaza stelaritatea de ordin o € (0,1) ( a se vedea
[116], [12]).

Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge generalizeaza operatorul Roper-Suffridge
si extinde o aplicatie local biolomorfi pe B” la o aplicatie local biolomorfa pe B"*! in
C™*1. Operatorul Pfaltzgraff-Suffridge este definit astfel ([99]): ¥,, : £S,, — LS,11 si
este dat de urmatoarea expresie

1

\I]n(f)(z) = (f(g)yszrl[Jf(é)]”i“) y &= (2, Zn+1) S Bn+1.

1
Alegem ramura functiei putere astfel incat [J¢(Z)]=+1 } = 1. Aceste operator satisface

proprietiti precum: ¥, (S°(B")) C SO(B"H), ¥, (S*(B")) C S*(B"'!) (a se vedea
[53]). Graham I., Kohr G. si Pfaltzgraff J.A. [53] au obtinut un rezultat partial privind
conservarea convexitatii prin acest operator.

Alti operatori de tip Roper-Suffridge au fost studiati in [27], [28], [36], [38], [46], [47],
[48], [49], [50], [75], etc., iar operatori de tip Pfaltzgraff-Suffridge au fost considerati in
[13], [63] pe domenii Reinhardt si [41] pe domenii marginite si simetrice in C".

In lucrarea [65], autorii au adaptat operatorii de extensie ®,, o si V), la aplicatii si
lanturi Loewner nenormate si au demonstrat ca acesti operatori conserva Ld-lant;uri
Loewner. Rezultate recente privind operatori de tip Roper-Suffridge si Pfaltzgraff-
Suffridge pe spatii Banach complexe obtinute de Graham et al. sunt prezentate in
lucrarea [45] ( a se vedea de asemenea [44], [41]), unde autorii studiaza conservarea g-
lanturilor Loewner. Alte rezultate recente privind lanturi Loewner extinse si operatorul
de extensie Muir ®,, ¢ pot fi gasite in [91].

Principalul nostru obiectiv este studiul anumitor proprietati de conservare privind
operatorii de extensie ®, o g 51 P, g, precum si subclase ale familiei SS(IB%"), cand functia
g este data de urmadatoarea relatie

1+ A

(0.0.2) 90 = T4 ge

, CelU, unde —1<B<A<LI.

Folosind aceasta forma particulara functiei g, ne referim la g-reprezentarea parametrica
pe B™, precum si la clasele de aplicatii g-stelate, g-aproape stelate de ordin o, 0 < o < 1,
st g-spiralate de tipul v, v € (—g, g), pe bila unitate B". Pentru o alegere convenabild
a parametrilor A si B, aceste clase pot fi reduse la subclase binecunoscute ale familiei

S(B™). Pentru g(¢) = %, ¢ € U, notiunea de g-reprezentare parametricd pe B se
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reduce la reprezentare parametrica pe B"™, notiunea de g-stelaritate pe B" se reduce la
stelaritate pe B", etc. Vom studia de asemenea doud tipuri particulare de stelaritate:
stelaritate de tip Janowski si aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienti reali pe
discul unitate U si pe bila unitate B™ in C". Conceptul de g-stelaritate poate fi redus la
stelaritate de tip Janowski si aproape stelaritate de tip Janowski pentru anumite valori
date parametrilor A si B. Ne referim de asemenea la stelaritate de tip Janowski gi
aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienti complecsi.

Fie g o functie data de relatia (0.0.2). In aceastd tezd, ardtim cd g-reprezentarea
parametrica este pastrata prin operatorii ®, o g i .. Vom demonstra de asemenea ca
g-stelaritatea, g-spiralitatea de tipul v sunt pastrate prin acesti operatori. Mai mult, g-
aproape stelaritatea de ordin o este pastrata prin operatorul ®, o 5. Pe baza rezultatulus
de pastrare a g-stelaritatii, obtinem ca stelaritatea de tip Janowski si aproape stelaritatea
de tip Janowski sunt pastrate prin cei doi operatori de extensie.

Fie a,b € R cu proprietatea ca |1 —al < b < a. Fie TJ@) clasa functiilor stelate
de tip Janowski pe U si fie AT clasa functiilor aproape stelate de tip Janowski pe
U. Fie S* clasa functiilor normate gi stelate pe U i fie Sy clasa functiilor g-stelate
pe U. Vom determina raza Janowski J@ a claselor S si S*, respectiv a claselor
Dp.0,8(5) §i Prap(S*). Vom obfine teoreme de deformare pentru clasele @, q(S)),
®,.0(S;), B, (T @) si @n,Q(AJ(“’b)). Vom da estimari pentru det D®, o(f)(2),
unde f apartine fie clasei Sy, fie clasei T squ clasei AT @Y. Vom obtine teoreme
de distorsiune de-a lungul unui vector unitate in C™ pentru anumite subclase ale familiei
<I>n7Q(S;‘). Vom mentiona cateva cazuri particulare ale acestor rezultate de deformare st
distorsiune.

In ultima parte a tezei, demonstram ca operatorii de extensie ®,, o g si ®,, g pastreaza
stelaritatea si aproape stelaritatea de tip Janowski cu coeficienti complecsi. Vom deduce
expresia unui camp vectorial Herglotz asociat unui anumit lant Loewner F(z,t) : B® x
[0,00) — C3, al carui prim element este Wo(f), unde f € SO(B?). Acest lant Loewner
este mentionat in demonstatia Teoremei 2.1 din [53].

Teza este structurata pe 4 capitole.

Capitolul 1 prezintd rezultate generale privind functii olomorfe in C, respectiv
functii si aplicatii olomorfe in C™. Vom considera proprietati elementare ale functiilor
olomorfe de o variabild complexa. Totodatd, ne referim si la proprietatile elementare
ale functiilor si aplicatiilor olomorfe in C™. Includem rezultate generale privind functii
univalente in C si aplicatii biolomorfe in C". Prezentam clasa Carathédory P si gener-
alizarea acestei clase la C™, notata cu M.

Ne referim la subclase de functii univalente gi normate pe discul unitate U. Prezentam
clasa S a functiilor univalente normate pe U, clasa S* a functiilor stelate in raport cu
originea si normate, clasa K a functiilor convexe normate, clasa S}, a functiilor stelate
de ordin « si normate, clasa SX, a functiilor spiralate de tipul v si normate si clasa AS} a
functiilor aproape stelate de ordin « si normate. Vom considera caracterizari analitice,
teoreme de deformare, acoperire si distorsiune, precum si estimari ale coeficientiilor
pentru aceste clase. Continuam cu generalizarea claselor mentionate anterior in cazul
mai multor variabile complexe. Ne referim la proprietati similare obtinute pentru aceste
subclase de aplicatii biolomorfe in C". Fie S(B™) clasa aplicatiilor normate si biolomorfe
pe bila unitate B™ in C™.

In ultima sectiune a acestui capitol, prezentam rezultate clasice din teoria lanturilor
Loewner in C si in C™. Prezentam ecuatia diferentiald Loewner in C, precum si gener-
alizarea ei la mai multe dimensiuni. Vom da caracterizarea analitica a anumitor subclase
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de functii univalente si normate prin intermediul lanturilor Loewner. De asemenea,
includem si caracterizarea unor subclase de aplicatii normate si biholomorfe folosind
lanturi Loewner.

Rezultatele prezentate in acest capitol sunt utile in demonstrarea rezultatelor prin-
cipale ale tezei.

Capitolul 2 prezinta notiunea de reprezentare parametrica pe discul unitate U si
pe bila unitate B™ din C™. Vom vedea ca orice functie din clasa S admite reprezentare
parametrica pe U (see [102], [48]). Prezentam clasa aplicatiilor care admit reprezentare
parametricd pe B", notata cu S°(B"). Aceasta clasd a fost introdusa in [37]. Vom da
un rezultat de deformare, estimari ale coeficientilor (see [37], [73]) si rezultatul de com-
pactitate al clasei S°(B") (see [51]). Ne vom referi la o subclasa de aplicatii olomorfe pe
B" a familiei M, notata cu Mg, unde g : U — C este o functie univalenta care satisface
anumite conditii naturale. Clasa M, a fost introdusd de Graham, Hamada si Kohr
in [37]. Prezentam de asemenea clasa Sg(IB%”) a aplicatiilor care admit g-reprezentare
parametrica pe B" (see [37]). Vom da teoreme de deformare si estimari ale coeficientilor
pentru aceasta clasa. Prezentam definitia unui g-lant Loewner pe B” data de Graham,
Hamada si Kohr [37].

In continuare, ne referim la operatorul de extensie Roper-Suffridge, ®,,, precum si la
doua generalizari ale acestui operator: ®,, , g si ®,, . Prezentam proprietati analitice si
geometrice ale acestor operatori de extensie. Vom include cateva raze de univalenta ale
unor subclase de aplicatii normate si biolomorfe generate de acesti operatori de extensie.
Fie g o functie data de relatia (0.0.2). Demonstram ca operatorii ®,, 5 si ®,, ¢ pastreaza
notiunea de g-reprezentare parametricid. Aceste rezultate originale sunt prezentate in
Teoremele 2.3.2, 2.3.3 si sunt incluse in lucrarile [85, 86].

Capitolul 3, prezinta anumite subclase de aplicatii ale familiei S(B™), care au pro-
prietati geometrice si admit g-reprezentare parametrica, unde g este o functie ce satisface
anumite conditii naturale. Ne referim la clasele de aplicatii g-stelate, g-aproape stelate
de ordin a, 0 < a < 1, si g-spiralate de tipul v, v € (—g, g), pe bila unitate B™.
Prezentam caracterizarea acestor clase folosind g-lanturi Loewner. Vom demonstra ca
g-stelaritatea, g-aproape stelaritatea de ordin « si g-spiralitatea de tipul v sunt pastrate
prin intermediul operatorului ®,, , g, unde g este data de relatia (0.0.2). Pentru acelasi g,
vom demonstra de asemenea cd operatorul ®, o pastreaza g-stelaritatea si g-spiralitatea
de tipul 7. Aceste rezultate originale sunt prezentate in Teoremele 3.1.10, 3.1.13, 3.1.12,
respectiv in Teoremele 3.1.15, 3.1.17, si au fost obtinute in lucrarile [85, 86], mai putin
Teorema 3.1.13, care a fost demonstrata dupa publicarea lucrarii [85].

Fie a,b € R cu proprietatea ca |1 —a| < b < a. Ne vom referi la doua subclase de
functii care au proprietati geometrice interesante si admit g-reprezentare parametrica
pe discul unitate U: clasa Janowski de functii stelate, J (@), si clasa Janowski de
functii aproape stelate, AJ (@Y. Clasa J(*b) a fost introdusi de Silverman [109] (a se
vedea de asemenea [110]), iar clasa AJ(@Y a fost definitd de Curt [21]. Vom prezenta
generalizarea naturala a acestor clase pe bila unitate B™ din C". Clasele Janowski de
aplicatii stelate si aproape stelate pe B" au fost introduse de Curt [21]. Vom demonstra
ca operatorii de extensie ®,, g, ®, o pastreaza stelaritatea si aproape stelaritatea de
tip Janowski. Aceste rezultate originale au fost obtinute in lucrarile [85, 86] si sunt
prezentate in Teoremele 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8.

Vom prezenta cateva raze de univalenta privind operatorul de extensie ®, , g si
stelaritatea de tip Janowski pe discul unitate U. Vom determina raza de stelaritate
Janowski J(@b) a claselor S si S*. Aceste rezultate sunt prezentate in Teoremele 3.3.3
si 3.3.5. Vom obtine céteva cazuri particulare ale acestor rezultate in Corolarul 3.3.4 si
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Observatia 3.3.6. Vom determina de asemenea si raza de stelaritate Janowski a claselor
Py, 0.8(5) si Py q5(S*) In Teoremele 3.3.8 i 3.3.9. Vom deduce si raza de aproape
stelaritate de ordin «, unde o € (0,1), a claselor ®, 4 (S) si Py 5(5*) in Teorema
3.3.9. Aceste rezultate sunt originale gi au fost obtinute in lucrarea [85].

In ultima parte a acestui capitol, ne referim la teoreme de deformare si distorsiune
pentru anumite familii de aplicatii care admit g-reprezentare parametrica obtinute prin
intermediul operatorul de extensie ®, ¢, unde g este data de relatia (0.0.2). Mentionam
o teorema de deformare pentru clasa SS(]B%”), obtinuta de Graham, Hamada gi Kohr
[37] (acest rezultat este mai general decat rezultatul prezentat in Teorema 2.3 din
[73]). Vom da teoreme de deformare pentru clasele @, o(S), ®n,q(S;), @, o(T(®b)

si ©p0(AT (a’b)). Aceste rezultate originale sunt prezentate in Teorema 3.4.2, Corolari-
ile 3.4.3, 3.4.4, 3.4.5.

Vom prezenta teoreme de distorsiune pentru anumite subclase ale familiei ®,, (S;),
unde g este data de relatia (0.0.2). Vom da estimari pentru det D®,, o(f)(2), unde
functia f apartine fie clasei Sy, fie clasei J (@) sau clasei AT (@Y. Aceste estimiri sunt
prezentate In Teorema 3.4.9, Corolariile 3.4.10, 3.4.11, iar anumite cazuri particulare ale
acestor rezultate sunt incluse in Corolariile 3.4.12, 3.4.13. Vom da teoreme de distorsiune
de-a lungul unui vector unitate in C" pentru anumite subclase ale familiei ®,, ¢(S;) in
Teorema 3.4.14, Corolariile 3.4.15, 3.4.16, 3.4.17, 3.4.18. Aceste rezultate sunt originale
si au fost obtinute in [86].

In Capitolul 4, consideram notiunile de g-reprezentare parametrica, g-lant Loewner
si g-stelaritate, unde g : U — C este o functie univalenta pe U, g(0) = 1 si Reg(¢) > 0,
¢ € U (a se vedea [44]). In lucrarea [44], s-a demonstrat ca g-reprezentarea paramet-
rica si g-stelaritatea sunt pastrate prin operatorii ®,, o g si ®, . Consideram o functie
particulard g ce depinde de doi parametrii complecsi A si B si satisface conditiile mai
sus enumerate. Pentru aceastd functie g, g-stelaritatea se poate reduce la stelaritate
sau aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienti complecsi. Acest tip de stelari-
tate Janowski a fost introdus de Curt [22] si generalizeaza notiunea de stelaritate sau
aproape stelaritate de tip Janowski cu coeficienti reali, definita in [21]. Prezentam cateva
proprietati ale stelarititii sau aproape stelaritatii de tip Janowski cu coeficienti com-
plecsi. Vom demonstra ca operatorii ®, o g si ®, ¢ pastreaza acest tip de stelaritate in
Teoremele 4.2.2, 4.2.3 gi 4.2.4. Aceste proprietati generalizeaza resultatele obtinute in
[85, 86] privind stelaritatea sau aproape stelaritatea de tip Janowski cu coeficienti reali.
Totodata, mentionam un rezultat util folosit in demonstrarea ultimelor doua proprietati
prezentat in Observatia 4.2.1.

In ultima parte a acestui capitol, obtinem expresia unui camp vectorial Herglotz
asociat unui anumit lant; Loewner F(z,t) : B3 x [0, 00) — C3, al carui prim element este
imaginea unei aplicatii f € S°(B?) prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge,
Uy (consideram cazul n = 2). Ne referim la lantul Loewner F'(z,t) prezentat in
demonstratia Teoremei 2.1 din [53] pentru cazul n = 2. Acest rezultat este prezen-
tat in Teorema 4.3.7. Vom prezenta de asemenea proprietati analitice si geometrice ale
operatorului de extensie Pfaltzgraff-Suffridge, ¥,, (n > 1).

Rezultatele originale din acest capitol sunt obtinute in lucrarea [87], exceptand Teo-
rema 4.3.7.

Rezultatele originale prezentate in aceasta teza de doctorat sunt prezentate mai jos
per capitole:

e Capitolul 2: Teorema 2.3.2, Teorema 2.3.3.
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Capitolul 3: Teorema 3.1.10, Teorema 3.1.12, Teorema 3.1.13, Teorema 3.1.15,
Teorema 3.1.17, Teorema 3.2.5, Teorema 3.2.6, Teorema 3.2.7, Teorema 3.2.8, Teo-
rema 3.3.3, Teorema 3.3.5, Corolarul 3.3.4, Observatia 3.3.6, Teorema 3.3.8, Teo-
rema 3.3.9, Teorema 3.4.2, Corolarul 3.4.3, Corolarul 3.4.4, Corolarul 3.4.5, Teo-
rema 3.4.9, Corolarul 3.4.10, Corolarul 3.4.11, Corolarul 3.4.12, Corolarul 3.4.13,
Teorema 3.4.14, Corolarul 3.4.15, Corolarul 3.4.16, Corolarul 3.4.17, Corolarul
3.4.18.

Capitolul 4: Observatia 4.2.1, Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.3, Teorema 4.2.4,
Teorema 4.3.7.

Rezultatele originale prezentate in aceastd teza au fost publicate In urmaétoarele
lucrari:

Manu, A.: Eztension Operators Preserving Janowski Classes of Univalent Func-
tions, Taiwanese J. Math., 24:1 (2020), 97 — 117, Impact Factor/2020: 1.136,
Accession Number: WOS:000508232900007, DOI: 10.11650/tjm/190407

Manu, A.: The Muir extension operator and Janowski univalent functions, Com-
plex Var. Elliptic Equ., 65:6 (2020), 897 — 919, Impact Factor/2020: 0.846, Ac-
cession Number: WOS:000476259700001, DOI: 10.1080/17476933.2019.1636788

Manu, A.: FEzxtension operators and Janowski starlikeness with complex coeffi-
cients, Stud. Univ. Babes-Bolyai Math., submitted, ISSN: 2065-961x.

Rezultatele originale prezentate in aceasta teza au fost comunicate la urmatoarele
conferinte:

15 — 18 Octombrie, 2021, 16th International Symposium on Geometric Function
Theory and Applications (GFTA 2021), online, Universitatea Lucian Blaga, Sibiu,
Romania; titlul comunicarii: Roper-Suffridge extension operators and Janowski
univalent functions.

22 — 24 Octombrie, 2020, Conferinta Scolilor Doctorale din Consortiul Univer-
sitaria (CSDCU-MIF2020), Editia a III-a, online, Universitatea Alexandru Ioan
Cuza, lagi, Romania; titlul comunicarii: Roper-Suffridge extension operators and
Janowski univalent functions.

25 — 27 Tunie, 2018, The 5th Conference of PhD Students in Mathematics (CSM),
University of Szeged, Bolyai Institute, Szeged, Hungary; titlul comunicarii: FEz-
tension operators preserving Janowski classes of univalent functions.

14 — 16 Tunie, 2018, International Conference on Mathematics and Computer Sci-
ence (MACOS 2018), Universitatea Transilvania, Bragov, Roméania; titlul comu-
nicarii: Extension operators preserving Janowski classes of univalent functions.

Mathematics Subject Classification 2010: Primary: 32H02, Secondary: 30C45.

Cuvinte cheie
Functie univalenta, aplicatie biolomorfa, clasa Carathéodory, lant Loewner, g-lant
Loewner, reprezentare parametrica, g-reprezentare parametrica, operator de extensie,
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g-stelaritate, g-aproape stelaritate de ordin «, g-spiralitate de tipul 7, stelaritate de tip
Janowski, aproape stelaritate de tip Janowski.
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Capitolul 1

Univalenta la una si mai multe
variabile complexe

In acest capitol, vom prezenta rezultate generale privind functii olomorfe in C, respec-
tiv functii olomorfe si aplicatii olomorfe in C™ (n > 2). Mai intéi, ne vom referi la
rezultate importante in teoria functiilor olomorfe in C. In continuare, vom prezenta
generalizari ale acestor rezultate in cazul functiilor olomorfe in C™. Vom observa ca in
cazul aplicatiilor olomorfe, anumite rezultate nu raman adevarate.

Vom prezenta rezultate de baza privind functii univalente in C si aplicatii biolomorfe
in C". Un rezultat fundamental in teoria functiilor univalente este teorema lui Riemann,
care asigura conform echivalenta fiecarui domeniu simplu conex diferit de planul complex
C cu discul unitate U. Poincaré H. [100] a aratat ca bila unitate Euclideand B™ in C™ nu
este biolomorfic echivalenta cu polidiscul unitate P™ in C”, desi B" si P" sunt omeomorfe.
Prin urmare, teorema lui Riemann nu are loc in C", n > 2.

Vom considera functii olomorfe in C gi aplicatii olomorfe in C™ cu parte reala pozitiva.
Vom prezenta clasa Carathédory P in C gi generalizarea ei la cazul mai multor variabile
complexe, notata cu M. Un rezultat important in teoria lanturilor Loewner in C" este
demonstrarea compactitatii clasei M, obtinut de Graham, Hamada si Kohr [37].

Vom studia anumite subclase de functii univalente pe discul unitate U. Ne vom referi
la clasa functiilor normate gi univalente pe U, notatd cu S. Vom prezenta urmétoarele
subclase de functii univalente pe U: clasa functiilor normate si stelate in raport cu
originea pe U, notata cu S*, clasa functiilor normate gi convexe pe U, notatd cu K, clasa
functiilor normate si stelate de ordin o pe U, notata cu S}, clasa functiilor normate si
spiralate de tipul v pe U, notata cu S}, si clasa functiilor normate gi aproape stelate
de ordin a pe U, notata cu AS’:. Vom prezenta caracterizari analitice si proprietati
importante ale acestor clase. In continuare, ne vom referi la generalizarea acestor clase
in cazul mai multor variabile complexe.

Fie S(B™) clasa aplicatiilor normate si biolomorfe pe bila unitate Euclideana B"
(n > 2). Aceasta clasa nu este compacta in cazul n > 2. Vom prezenta rezultate
importante in teoria lanturilor Loewner in C gi in C". Ne vom referi mai intai la rezultate
generale privind lanturile Loewner in C, precum si la ecuatia diferentiala Loewner pe
U. Vom da caracteriza analitice folosind lanturi Loewner ale unor subclase de functii
normate si univalente pe U. Vom continua cu generalizarea lanturilor Loewner si a
ecuatiei diferentiale Loewner in C", n > 2. Vom mentiona rezultate generale privind
lanturile Loewner in C", precum si caracterizari ale unor subclase ale familiei S(B"™)
folosind lanturi Loewner.

15
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Principalele surse bibliografice folosite pentru pregatirea acestui capitol sunt [102],
(66, [48], [76], [90].

1.1 Rezultate preliminare

Vom prezenta o serie de notatii care vor fi folosite pe parcursul acestei teze.
Fie C planul complex. Fie a € C si r > 0. Fie

Ula,r)={2z€C:|z—a|l <r}

discul de centru a si razd r. De asemenea, fie U(a,r), respectiv U (a,r), inchiderea,
respectiv frontiera, discului U(a,r). Pentru a = 0, vom nota U, in loc de U(0,r),
respectiv U in loc de U(0,1).

FieneN=1,2,3...,5ifie C" ={z = (z1,22,...,2n) : 2z; € C,i = 1,...,n} spatiul
complex cu produsul scalar Euclidean

n

(z,w) = Z Z;W;,

i=1

si cu norma Euclideana [|z||? = (2, 2).
Fiea € C" si R > 0. Fie

B"(a,R) ={z€C": ||z —a|] < R}

bila deschisé de razi R si centru a. Fie B"(a, R), respectiv 0B"(a, R), inchiderea, re-
spectiv frontiera, bilei deschise B"(a, R). Pentru a = 0, vom nota bila deschisa B"(0, R)
cu B%, respectiv bila unitate deschisa B"(0,1) cu B™.

Vom considera multiraza r = (r1,...,7r,) € Ry x --- x Ry. Fie

IP’”(zO,r) = U(z?,rl) X oo X U(zg,rn)

polidiscul deschis de centru 2% = (29,...,29) € C" si multiraza r. Pentrur = (1,...,1),

vom nota polidiscul unitate P"™(0,7) cu P™.

1.2 Teoria functiilor olomorfe in C si in C"

Aceasta sectiune este dedicata studiului functiilor olomorfe in C gi C", respectiv aplicatiilor
olomorfe in C". Vom prezenta rezultate importante in teoria functiilor olomorfe in C,
precum si anumite generalizari ale acestor rezultate in C™ (n > 2).

Principalele surse bibliografice folosite pentru pregatirea acestei sectiuni sunt [66],

[76], [74], [77], si [106].

1.2.1 Functii olomorfe in C

In cele ce urmeazi vom prezenta proprietati de baza ale functiilor olomorfe definite pe
o submultime deschisa din C. Fie Q o submultime deschisa din C si fie H(2) multimea
functiilor olomorfe pe 2 cu valori in C.

Presupunem ca 0 € €. Atunci spunem ci o functie olomorfa pe Q este normata
dacd sunt satisfacute conditiile: f(0) = f/(0) —1=0.

Vom prezenta doua rezultate binecunoscute in teoria functiilor olomorfe: teorema
aplicatiei deschise, respectiv teorema mazimului (minimului) modulului (a se vedea [66],
[76]), pe care le vom enunta in cele ce urmeaza.
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Teorema 1.2.1. (Teorema aplicatiei deschise) Fie Q un domeniu in C gi fie f €

H(Q) astfel incat f este o functie neconstanta pe Q. Atunci f(Q) este un domeniu in
C.

Acest rezultat are loc si pentru functii olomorfe definite pe domenii in C™ cu valori
in C, precum gi pentru aplicatii local biolomorfe definite pe domenii din C™ cu valori in
C™, n > 2. (ase vedea de exemplu [106]).

Teorema 1.2.2. (Teorema maximului (minimului) modulului) Fie Q@ C C un
domeniu si f € H(QQ). Daca exista zy € Q astfel incat

F(z0)l = maa{|f(2)] : = € Q} (1f(z0)] = mind|f(2)] : 2 € Q}),
atunci f este constanta pe Q.

Teorema maximului modulului are numeroase aplicatii in teoria functiilor olomorfe.
O aplicatie este data de lema lui Schwarz (a se vedea [66], [76]).

Corolarul 1.2.3. (Schwarz’s lemma) Fie f € H(U) astfel incat f(0) =0 si |f(2)| <
1, z € U. Atunci |f(z)| < |z| pentru z € U si |f'(0)] < 1. Mai mult, dacd existd
w € U\{0} astfel incat | f(w)| = |w|, sau daca |f'(0)| = 1, atunci exista A € C, |\ =1
st f(2) =Xz, z€U.

Vom reaminti doua notiuni vor fi utile pentru urmatoarele sectiuni: familii local
uniform marginite, respectiv familii normale pe o multime deschisd din C (a se vedea

de exemplu [66], [76]).

Definitia 1.2.4. Fie Q C C o multime deschisa si fie 7 C H(2). Spunem ca familia
F este local uniform mdarginitd dacd pentru orice compact K C 2, exista o constanta

Mg > 0 astfel incat pentru orice f € F avem || f|x| < Mg. Se considera norma || f| k]|
datd de || f|k|| = max{|f(2)|: z € K}.

Definitia 1.2.5. Fie 2 C C o multime deschisa si fie 7 C H(2). Spunem ca familia
F este normala daca orice sir {f;}iey € F contine un subsgir convergent uniform pe
compacte in 2.

Urmatorul rezultat obtinut de Montel arata ca notiunile de familie local uniform
marginita si familie normala sunt echivalente (a se vedea de exemplu [66], [76]). Acest
rezultat ramane adevarat si in cazul n > 2 (a se vedea [93]).

Teorema 1.2.6. Fie Q C C o multime deschisa si fie F C H(S). Atunci familia F
este normald daca i numai daca F este local uniform marginita.

Vom prezenta un rezultat care se obtine din teorema lui Montel §i care ramane
adevarat in cazul n > 2 (a se vedea [66], [76], respectiv [93]).

Corolarul 1.2.7. Daca Q C C este o multime deschisa si F C H(Y), atunci F este
compacta dacd gi numai daca F este local uniform mdrginita si inchisa.
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1.2.2 Functii olomorfe in C". Aplicatii olomorfe in C"

In cele ce urmeaza, vom studia functii olomorfe si aplicatii olomorfe pe o submultime
deschisa din C". Ne vom referi la generalizarea in C" (n > 2) a rezultatelor prezentate
pentru functii olomorfe in C. Presupunem ca m > 1.

Pentru inceput, vom reaminti notiunea de functie olomorfa in C™ (a se vedea de
exemplu [48]).

Definitia 1.2.8. Fie 2 C C" o submultime deschisa si fie f : Q@ — C. Daca f este
continua pe 2 si olomorfa in fiecare variabila separat, atunci spunem ca functia f este
olomorfa pe 2.

Pe baza rezultatului lui Hartogs, conditia de continuitate din Definitia 1.2.8 nu este
necesara. Prin urmare, deducem ca orice functie olomorfa in fiecare variabila separat
este olomorfa pe intreaga multime Q (a se vedea [10], [77]). Fie H(£,C) multimea
functiilor olomorfe de la multimea deschisa 2 C C” la C.

In continuare, vom prezenta proprietati de baza ale functiilor olomorfe. Mai intai,
ne vom referi in rezultatul urmator la teorema aplicatiei deschise (a se vedea [93]).

Teorema 1.2.9. Daca 2 C C" este un domeniu gi f : Q — C este o functie olomorfa
neconstanta, atunci f(§) este un domeniu in C.

In cazul n > 2, familiile local uniform marginite, respectiv familiile normale se
definesc in mod similar ca gi la o variabila complexa. Prin urmare, vom omite prezentarea
lor pentru cazul n > 2 (a se vedea de exemplu [93], [106]).

Urmatorul rezultat prezinta generalizarea teoremei lui Montel in C", n > 2 (a se
vedea de exemplu [93]).

Teorema 1.2.10. Fie Q C C" o multime deschisa si fie F C H(Q,C). Atunci F este
o familie normald dacd si numai daca F este o familie local uniform madrginitd.

Vom da urmatoarea caracterizare a submultimilor compacte de functii olomorfe pe
o multime deschisa din C" (a se vedea de exemplu [93], [106]).

Corolarul 1.2.11. Fie Q C C" o mulfime deschisa si fie F C H(Q2, C). Atunci familia
F este compactd daca si numai daca F este local uniform mdarginita si inchisa.

In cele ce urmeaza, vom prezenta conceptul de aplicatie olomorfa de la o multime
deschisa in C" la C™ (a se vedea de exemplu [48]).

Definitia 1.2.12. Fie 2 C C" o multime deschisa si fie f : € — C™. Spunem ca
aplicatia f = (fi1,..., fm) este olomorfa daca fiecare componenta, f;, j = 1,m, este o
functie olomorfa de la 2 la C.

Fie H(,C™) multimea aplicatiilor olomorfe de la Q C C™ la C™. Pentru n = m,
vom nota H(Q) in loc de H(Q2,C").

Fie © un domeniu in C" si fie f € H(Q,C™). Atunci derivata Fréchet Df(z) in
punctul z € Q) este o aplicatie liniara complexa de la C™ la C™ i este asociata matricii
complexe

ofr ... 9N
0z1 0zn
Ofm Ofm

0z1 e Ozn
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Pentru n = m, vom nota determinantul matricii Df(z), z € Q, cu Js(z). Spunem
ca o aplicatie f este normata pe Q daca sunt satisfacute proprietatile: f(0) = 0 si
Df(0) = I, unde 0 € 2 si I, este matricea unitate de ordin n.

Ne vom referi in cele ce urmeaza la anumite proprietati satisfacute de aplicatii olo-
morfe In C”. Vom vedea ca anumite rezultate obtinute pentru functii olomorfe in C nu
au loc pentru aplicatii olomorfe in C". Urmatoarea observatie va ilustra acest aspect.

Observatia 1.2.13. Fie  C C™ un domeniu. Generalizarea Teoremei 1.2.9 la aplicatii
din clasa H(2,C™), unde m > 1, nu are loc (a se vedea de exemplu [106]). Totusi,
aceasta teorema are loc pentru aplicatii local biolomorfe de la €2 la C™ (a se vedea [48]).

Teorema maximului (minimului) modulului poate fi extinsa la aplicatii olomorfe in
spatiul complex C", considerat in raport cu o norma arbitrara |- || (a se vedea [48], [93]).

Teorema 1.2.14. Fie Q C C" un domeniu gi fie f € H(Q,C™). Daca exista un punct
zg € Q) astfel incat

1f (z0)[| = maz{[|f(2)]| : = € Q} (Hf(Zo)H =min{[|f(2)] : z € Q}>7

atunci || f(z)|| este constanta pe .

Observatia 1.2.15. Presupunem ca conditiile din Teorema 1.2.14 au loc. Daca norma
|| - || din spatiul C™ este norma Euclideana atunci aplicatia f este constanta pe €.

Vom prezenta o generalizare a lemei lui Schwarz pentru aplicatii olomorfe pe B™.
Vom considera in rezultatul urmator ca || - | este o norma arbitrara pe C™ (see e.g. [48],
[93]).

Corolarul 1.2.16. Fie f : B" — C™ astfel incat f € H{B",C™), f(0) =0 si || f(2)] <
1, z € B". Atunci |f(2)| < |lz]l, z € B", st [|[Df(0)|| < 1. Mai mult, daca ezista
zp € B"\{0} astfel incat || f(z0)|| = ||z0ll, atunci ||f(Az0)|| = ||Az0l|, pentru orice A € C,
Al < 1/[l=o]-

1.3 Univalenta in C si in C”

In aceastd sectiune, vom prezenta rezultate importante in teoria functiilor univalente in
C si C™. Mai intai vom introduce notiunea de functie univalenta in C, dupa care vom da
cateva rezultate binecunoscute privind functii univalente in C (a se vedea de exemplu
[89], [90], [102]). In cele ce urmeazd, vom prezenta notiunile de aplicatie univalenti
in C" gi aplicatie biolomorfa in C", precum si legatura dintre acestea. Vom mentiona
rezultate importante privind aplicatiile biolomorfe in C" (a se vedea de exemplu [48],
[77], [93]).

1.3.1 Functii univalente in C

In aceasta parte vom studia functii univalente pe U si vom include rezultate importante
privind aceste functii.
Vom preciza mai intai definitia unei functii univalente in C (a se vedea de exemplu

[90], [102]).

Definitia 1.3.1. Fie Q C C un domeniu. Spunem ca functia f :  — C este univalenta
pe €2 daca f este injectiva si olomorfa pe €.
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Vom prezenta cateva exemple sugestive de functii univalente in C (a se vedea de
exemplu [90], [102]).

Exemplul 1.3.2. (i) Un binecunoscut exemplu de functie univalenta care joaca un

rol important in multe probleme extremale este definita astfel: k(z) = ﬁ,
z € U (functia Koebe), care extinde discul unitate U la multimea C\{¢ € C :

Re( < —1/4,Im¢ = 0}.

(ii) Fie 6 € R. Atunci functia definita prin (numita si rotatie a functiei Koebe)

z
ko(z) = 1=z zel,

este univalenta pe U.

Urmatorul rezultat furnizeaza o conditie necesara de univalenta. Totusi, acest rezul-
tat nu asigura o conditie suficienta de univalenta (a se vedea [48]).

Teorema 1.3.3. Fie Q) C C un domeniu si f : Q@ — C o functie univalenta pe Q. Atunci

fl(z) 40, z€ Q.

Vom prezenta In continuare o conditie suficientd de univalentd pentru functii olo-
morfe pe domenii convexe din C. Acest rezultat a fost obtinut de Alexander [1], Noshiro
[95], Warschawski [117] si Wolff [118].

Teorema 1.3.4. Fie Q C C un domeniu convex si fie f € H(Q). Dacd Ref'(z) > 0,
z € Q, atunci f este univalenta pe Q.

In cele ce urmeaza vom defini notiunea de conform echivalenta a domeniile din C (a

se vedea de exemplu [25], [66], [76], [102]).

Definitia 1.3.5. Fie ; si {22 domenii in C. Spunem c& domeniile £2; si (o sunt conform
echivalente daca exista o functie f : Q1 — Q9 care satisface conditiile: f este univalenta
pe Q1 si f(Q1) = Qo. In acest caz, functia f se numeste aplicatie conformd. Mai mult,
daca Q = g, atunci f este un automorfism conform al lui ; (a se vedea de exemplu
[66]).

Vom prezenta un rezultat fundamental in teoria functiilor univalente in C: teorema
lui Riemann (a se vedea de exemplu [48], [66]). Teorema lui Riemann nu este adevarata
in C", pentru n > 2 (a se vedea [93], [106]).

Teorema 1.3.6. Fie Q C C un domeniu simplu conex. Atunci Q si discul unitate U
sunt conform echivalente. Mai mult, daca zg € §2 este un punct dat, atunci existd o
unica aplicatie conforma f: Q — U astfel incdt f(z0) =0 si f'(20) > 0.

Urmatorul rezultat este o consecinta a teoremei lui Riemann (a se vedea de exemplu
(6], [76]).

Corolarul 1.3.7. Oricare doud domenii simplu conexe din C, care sunt diferite de intreg
planul complex C, sunt conform echivalente.
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1.3.2 Aplicatii biolomorfe in C"

In aceast’ parte, vom studia aplicatii biolomorfe in C", precum si proprietati ale aces-
tora.

Mai intai, vom introduce notiunile de univalenta si biolomorfie in C™, pentru n > 2
(a se vedea [48], [77], [93]).

Definitia 1.3.8. Fie 2 C C” un domeniu. Fie f: Q — C™.

(i) Daca aplicatia f este olomorfa si injectiva pe €2, atunci spunem ca f este univalentd
pe €.

(ii) Dacd f € H(Q) si aplicatia inversd f~! existd si este olomorfi pe domeniul
O = f(Q), atunci spunem ca f este biolomorfa. In acest caz, domeniile Q si
Q' sunt biolomorfic echivalente. Mai mult, daci = Q' atunci aplicatia f este un
automorfism al lui Q.

In cazul n > 2, notiunile de biolomorfie gi univalenta sunt echivalente (a se vedea de
exemplu [93], [106]). In cazul spatiilor Banach complexe infinit dimensionale, aceasta
echivalenta nu mai are loc (a se vedea [112]).

Teorema 1.3.9. Fie Q C C" un domeniu i fie f: Q — C". Atunci f este biolomorfa
de la Q la f(Q) daca si numai daca f este univalenta pe §Q.

Urmatorul rezultat obtinut de Poincaré [100] ilustreaza faptul ca bila unitate Eu-
clideand B™ nu este biolomorfic echivalenta cu polidiscul unitate P in C™ ( desi B™ si P™
sunt omeomorfe), ceea ce conduce la faptul ca teorema lui Riemann nu este adevarata
in C" pentru n > 2 (a se vedea [93], [106]).

Teorema 1.3.10. Fie n > 2. Atunci B™ nu este biolomorfic echivalentd cu P™.

In continuare, vom descrie notiunea de local univalentd pe un domeniu din C" (a se
vedea de exemplu [48]).

Definitia 1.3.11. Fie Q C C" un domeniu. Fie f € H(2). Spunem ca aplicatia f este
local biolomorfa pe Q daca pentru fiecare z € () exista o vecinatate deschisa si conexa
V C Qalui z, astfel incat f|y : V — f(V) este o aplicatie biolomorfa.

Observatia 1.3.12. Fie  C C" un domeniu si fie f € H(Q). Atunci Jy(z) # 0, z € Q,
daca si numai daca f este local biolomorfa pe Q2 (a se vedea de exemplu [48], [106]).

1.4 Clasa Carathéodory in C si C".

In aceastd sectiune, ne vom referi la clasa Carathéodory in C si la generalizarea ei in C™.
Vom prezenta proprietati importante ale acestor clase. Principalele surse bibliografice
folosite pentru pregatirea acestei sectiuni sunt [90], [102] pentru cazul n = 1, respectiv
[48], [37], [96] pentru cazul n > 2.

1.4.1 Functii olomorfe cu parte reala pozitiva

In cele ce urmeaza, vom prezenta notiunea de subordonare in C (a se vedea de exemplu
[90]). Mai intai vom descrie clasa functiilor Schwarz pe U, notatd cu V. Spunem ca
v €V daca ¢ este o functie olomorfa pe U, ¢(0) =0si |p(2)] <1, z € U.
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Definitia 1.4.1. Fie f,g € H(U). Spunem ca f este subordonata lui g (si notam f < g)
daca exista o functie Schwarz ¢ astfel incat f(z) = g(p(z2)), z € U.

Vom da o caracterizare a subordonarii in urméatoarea teorema (a se vedea de exemplu

[90], [102]):

Teorema 1.4.2. Presupunem ca f,g : U — C sunt functii olomorfe pe U. Mai mult,
fie g o functie univalentd pe U. Atunci conditia de subordonare f < g este echivalentd

cu: f(U) € g(U) and f(0) = g(0).

Presupunem ca conditiile din teorema precedenta au loc si f(U) C ¢g(U), f(0) —
g(0) = 0. Atunci f(Ugr) C g(Ug) pentru orice R € (0,1). Acest rezultat poarta numele
de principiul de subordonare.

Vom considera urmatoarea clasa de functii olomorfe pe U (a se vedea de exemplu
[48], [90], [102]):

P={pe HU):p(0)=1,Rep(z) >0,z € U}.

Clasa P poarta numele de clasa Carathéodory si are o contributie majora in caracteri-
zarea unor subclase de functii univalente pe U si in teoria lanturilor Loewner in C.

In continuare, vom prezenta o teorema de deformare si de distorsiune pentru clasa
Carathéodory P (a se vedea [90]).

Teorema 1.4.3. Fie p € P. Atunci urmatoarele estimdri au loc

1— |z 14 |2|
< < <
2Rep(z) 2
1P ()| < < , z € U.
L—[z2 7 (1—|z])?

Aceste estimari sunt exacte.

In teorema de mai sus, egalitatea are loc pentru functia p(z) = %fi\;, z € U, unde
AeC, N =1.

Orice functie p € P are urmatoarea dezvoltare in serie de puteri: p(z) = 1 +
Yol pnet, z € U. In urmitorul rezultat vom da estimiri ale coeficientilor pg, kK € N
(a se vedea de exemplu [90]):

Teorema 1.4.4. Presupunem ca p € P. Fie px, k € N coeficientit dezvoltarii in serie
de puteri ai lui p. Atunci |pg| < 2, k > 1. Aceste estimari sunt exacte gi egalitatea are
loc pentru p(z) = i‘i;, z€eU, unde N € C, |\ =1.

1.4.2 Aplicatii olomorfe din clasa M

Notiunea de subordonare poate fi extinsa la aplicatii olomorfe pe B" in C" (a se vedea
de exemplu [48]). Spunem ca o aplicatie ¢ definita pe B" este o aplicatie Schwarz daca
o€ HB") si [o(2)] <2, z € B™.

Definitia 1.4.5. Presupunem ca f,g € H(B"). Spunem ca f este subordonata lui g (si
notam f < g ), daca exista o aplicatie Schwarz ¢ astfel incat f(z) = g(¢(z)), z € B™.

Conditia de subordonare din definitia precedenta poate fi caracterizatd dupa cum
urmeaza (a se vedea [48]):
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Teorema 1.4.6. Fie f,g € H(B™). Daca aplicatia g este biolomorfa pe B™ atunci f < g
daca i numai daca f(B™) C g(B™) si f(0) = g(0).

Urmatoarea clasa reprezinta clasa Carathéodory in C" (a se vedea [96], [114]; a se
vedea de asemenea [48], [74])

(1.41) M= {he HB"): h(0) = 0, Dh(0) = I,, Re(h(z), z) > 0,z € B"\{0}}.

Aceasta clasa are un rol important in teoria lanturilor Loewner in C", precum si in
caracterizarea unor subclase de aplicatii biolomorfe pe B™ (a se vedea [48]).

In cazul n = 1, aplicatia h apartine clasei M daca ¢i numai daca p € P, unde
h(z) = zp(2), z € U. Aceasta observatie arata ca clasa M extinde clasa P in C", n > 2.

Un exemplu de aplicatie din clasa M este urmatorul: h(z) = (z1p1(z1), .- -, 2nPn(2n)),
z2=1(21,...,2p) EB", unde p; € P,i=1,...,n.

Vom prezenta o teorema de deformare datorata lui Pfaltzgraff [96] (a se vedea de
asemenea [48]).

Teorema 1.4.7. Orice aplicatie h € M satisface urmdtoarele estimari

1 — [|=]]
1 [|]]

L4z e

(1.4.2) 2|2 , z € B".
1— |zl

< Re(h(2),z) < 2|

Aceste estimari sunt exacte.

Graham I., Hamada H. i Kohr G. [37] au obtinut o limita superioara mai tare decat
limita superioara din relatia (1.4.2).

Teorema 1.4.8. Daca h € M atunci

1 — |||
14 ||

4
<)) < s e

(1.4.3) &l (1—|z])2’

Compactitatea clasei M a fost obtinuta de Graham, Hamada si Kohr [37] (a se vedea
de asemenea [61]).

Corolarul 1.4.9. Clasa M este compacta in H(B™).

1.5 Subclase de functii univalente pe discul unitate U

In aceasti sectiune, ne referim la anumite subclase de functii univalente gi normate pe
U. Vom prezenta mai intai clasa functiilor normate gi univalente pe U, notata cu S, iar
apoi vom descrie anumite subclase ale lui S: clasa functiilor normate si stelate in raport
cu originea pe U, notata cu S*, clasa functiilor normate si convexe pe U, notata cu K,
clasa functiilor normate si stelate de ordin a pe U, notata cu S}, clasa functiilor normate
si spiralate de tipul « pe U, notata cu 5’7 si clasa functiilor normate si aproape stelate
de ordin « pe U, notata cu AS}. Vom prezenta caracterizari analitice si geometrice ale
acestor clase.

Principalele surse bibliografice folosite pentru pregatirea acestei sectiuni sunt [25],
[48], [90] si [102].
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1.5.1 Clasa S

Pe baza teoremei lui Riemann, este suficient sa studiem univalenta pe discul unitate U.
In acest scop, consideram urmaétoarea clasa

S={fe€ HU): f univalenta, f(0) = f'(0) — 1 = 0}.

Observam ca functiile prezentate in Exemplul 1.3.2 sunt univalente si normate.
Orice functie f € S admite urmatoarea dezvoltare in serie de puteri:

(1.5.1) f()=z+a2® + - +a2"+..., z€U.

O estimare exacta a coeficientului al doilea, a9, din dezvoltarea in serie de puteri a unei
functii f din clasa S a fost obtinuta de Bieberbach [6].

Teorema 1.5.1. Daca f € S admite dezvoltarea in serie de puteri data de relatia
(1.5.1), atunci |ag| < 2. Egalitatea are loc daca si numai daca f este o rotatie a functiei
Koebe.

Pe baza faptului ca coeficientii ag, k = 2,3, ... satisfac relatia |ax| = k, k = 2,3,...,
pentru o rotatie a functiei Koebe, Bieberbach [6] a formulat urmatoarea conjectura:

Conjectura 1.5.2. (Bieberbach’s conjecture) Daca f € S admite dezvoltarea in
serie de puteri data de relatia (1.5.1), atunci

(1.5.2) lag| < k, k=2,3,...
Egalitatea are loc in relatia (1.5.2) daca si numai daca f este o rotatie a functiei Koebe.

Aceasta conjectura a fost formulatd in 1916 si a fost demonstratd multi ani mai
tarziu de L. de Branges [24] (1985).

O consecinta importanta a Teoremei 1.5.1 este teorema de distorsiune a lui Koebe
data de relatia (1.5.4) (a se vedea [6]). Pornind de la aceasta teorema de distorsiune, au
fost obtinute estimarile (1.5.3), (1.5.5) (a se vedea de exemplu [48]).

Teorema 1.5.3. Daca f € .S, atunci:

|| ||
1— 2| / 1+ 2|
St
1z _2f'()) . 1412
(1.5.5) T S < |’ Vz e U.

Aceste estimari sunt exacte. Egalitatea in fiecare din relatiile de mai sus are loc dacd i
numai daca f este o rotafie a functiei Koebe.

Urmatorul rezultat furnizeaza o teorema de acoperire pentru clasa S si este, totodata,
o aplicatie a Teoremei 1.5.1 (a se vedea [48], [90]).

Teorema 1.5.4. Daca f € S atunci f(U) 2 Uy 4.

Urmatorul rezultat se refera la compactitatea clasei S si a fost demonstrat utilizand
limita superioara a estimarii (1.5.3) (a se vedea [90], [48]).

Corolarul 1.5.5. Clasa S este compacta in H(U).
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1.5.2 Clasa S*

In continuare, ne vom referi la o subclasi binecunoscuti a clasei S: clasa functiilor
stelate i normate pe U, notata cu S*. Diferite rezultate si proprietati ale clasei S* pot
fi gasite in [102], [25], [35], [48], [90].

Definitia conceptului de stelaritate a fost introdus de Alexander [1].

Definitia 1.5.6. Presupunem ca f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Spunem ca functia f
se numeste stelata pe U daca f este univalentda pe U si f(U) este un domeniu stelat in
raport cu 0 (originea).

Notiunea de stelaritate poate fi descrisd In mod analitic. In rezultatul urmator, ne
vom referi la caracterizarea analitica a stelaritatii (a se vedea de exemplu [25], [102],
[48]).

Teorema 1.5.7. Presupunem ca f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci f € S* daca
st numai daca f'(0) # 0 $i urmatoarea relatie are loc:

2f'(2)
f(2)

Observatia 1.5.8. Teorema de deformare si distorsiune 1.5.3 are loc si sunt pentru clasa
S*, iar estimarile din Teorema 1.5.3 sunt exacte pentru S*. Clasa S* este compacta in
H(U). Mai mult, constanta Koebe a multimii S* este 1/4 (a se vedea [83], [94], [48]),
iar conjectura lui Bieberbach are loc pentru S* (a se vedea [83], [94]).

Re

>0, zeU.

1.5.3 Clasa S}

O subclasa importanta a clasei S este multimea functiilor normate si stelate de ordin «
pe U, notata cu S}.

Conceptul de stelaritate de ordin « a fost definit de Robertson [107].
Definitia 1.5.9. Fie 0 < a < 1 f € H(U). Spunem ca functia f se numeste stelatd
de ordin « pe U daca f(0) =0, f'(0) =1 si
2f'(2)
f(z)
Orice functie din clasa S} este stelata pe U, iar multimea S revine la clasa S™.
Urmatorul rezultat arata o modalitate de a genera o functie din clasa S} pornind

de la o functie stelata pe U, precum si de a obtine o functie stelata pe U pe baza unei
functii din S}, (a se vedea [48]).

Teorema 1.5.10. Fie 0 < o < 1. Atunci f € S}, daca st numai daca functia

9@)=Z[f@)

z

Re{ ]>a,z€U.

1
}lfa, zeU,

f@]fa

z

=1.
2=0

Urmatorul rezultat prezinta o teorema de deformare pentru clasa S (a se vedea [48],
[35], [90)).

Teorema 1.5.11. Fie f € S} si 0 < a < 1. Atunci

apartine clasei S*. Alegem ramura functiei putere astfel incdt [

|| |2]
(xpepz-a < WOI= gy paaay

Aceste inegalitati sunt exacte.
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1.5.4 Clasa AS;

Conceptul de aproape stelaritate de ordin « a fost introdus pe spatii Banach de Xu si
Liu (a se vedea [119]).

Definitia 1.5.12. Presupunem cd 0 < o < 1. Fie f € H(U) astfel incat f este normata.
Spunem ca functia f este aproape stelata de ordin « pe U daca

£(2)
e [zf’(Z)

Fie AS} clasa functiilor normate si aproape stelate de ordin o pe U. Observam ca
ASE: C 5™

(1.5.6) >a, z€U.

1.5.5 Clasa K

In definitia urmatoare, vom prezenta notiunea de functie convexa pe U (a se vedea de
exemplu [48]).

Definitia 1.5.13. Fie f € H(U). Spunem ca functia f este converd daca f este
univalenta pe U si f(U) este un domeniu convex.

Fie K clasa functiilor normate si convexe pe U. Mai mult, observam ca K C S* C S.
Fie f € K. Atunci

(1.5.7) f2)=z+a2® + - +a2"+..., z€U.

In urmatoarea teorema, vom prezenta caracterizarea analitica a convexitatii pe U (a
se vedea [25], [48]):

Teorema 1.5.14. Presupunem ca f € H(U). Atunci f € K daca si numai daca
urmatoarea condifie are loc:

2f"(2)
f'(2)

Re[1+ }>0,zeU,

si f'(0) # 0.

In continuare, vom da o teoremi de deformare si distorsiune pentru clasa K (a se
vedea de exemplu [48]).

Teorema 1.5.15. Fie f € K. Atunci urmatoarele relatii au loc:

Aceste inegalitati sunt ezacte si egalitatea are loc intr-un punct z # 0 pentru f(z) =

Pe baza teoremei de deformare si din faptul cd multimea K este inchisid, deducem
ca clasa K este compacta (a se vedea de exemplu [90]).

Urmaétorul rezultat furnizeaza estimari exacte pentru coeficientii functiilor convexe
i normate (a se vedea [83]).
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Teorema 1.5.16. Fie f € K astfel incat relatia (1.5.7) reprezinta dezvoltarea sa in
serie de puteri. Atunci |ag| < 1, k =2,3,.... Aceste estimari sunt exacte gi egalitatea
are loc dacd si numai dacd f(z) = 5z, A€ C, [N = 1.

Urmatorul rezultat prezinta teorema de dualitate a lui Alexander [1], care arata
legatura dintre functii convexe si stelate pe U.

Teorema 1.5.17. Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci f € K daca $i numai
daca g(z) = zf'(z) € S*.

Teorema de dualitate a lui Alexander nu are loc in cazul n > 2 (a se vedea [112]; a
se vedea de asemenea [48]).

Vom ilustra in rezultatul urmator legatura dintre convexitate si stelaritate de ordin
1/2. Acest rezultat a fost obtinut de Marx si Strohhécker (a se vedea de exemplu [48],
[90]). In plus, acest rezultat are loc si in C™, n > 2 (a se vedea [18], [70]).

Teorema 1.5.18. Daca f € K, atunci f € ST/Q. Acest rezultat este exact.

1.5.6 Clasa S’v

Conceptul de functie spiralati a fost introdus de Spacek [111].
Fie v € (—=%,%) si 20 € C\{0}. Spunem c curba definit& prin
z= zoe*e_mt, teR,

este o y—spirald logaritmica (sau y—spirald).
In continuare, vom defini domeniile spiralate (a se vedea [111]; a se vedea de asemenea
[48]).

Definitia 1.5.19. Fie Q2 C C un domeniu astfel incat 0 € 2. Spunem ci& domeniul €2
T T

este spiralat de tipul v, v € (—5, 5), daca pentru fiecare z € Q, z # 0, arcul de y-spirala
ce uneste punctul z cu originea este inclus in €2.

Vom defini notiunea de functie spiralata de tipul v pe U (a se vedea [111]).
Definitia 1.5.20. Fie v € (—%,Z). Presupunem c& f € H(U) si f(0) = 0.

1. O functie f se numeste spiralata de tipul v pe U dacd f este univalenta pe U si
f(U) este un domeniu spiralat de tipul .

2. O functie f se numeste spiralata daca exista v € (—g, g) astfel incat f este
spiralata de tipul ~.

Fie v € (—%, g) Fie S’7 clasa functiilor normate si spiralate de tipul v pe U. In

acest caz, 5’7 C S* i Sy = S*.

Urmatoarea teorema obtinutda de Spacek [111] prezintd o conditie necesara si sufi-
cienta pentru spiralitatea de tipul v pe U (a se vedea de asemenea [48]).
Teorema 1.5.21. Fie v € (—%,%). Presupunem cd f € H(U) astfel incat f(0) = 0,
11(0) # 0. Atunci functia f este spiralata de tipul v daca $i numai daca

Re [ew ZJJ:(S)} >0, zeU.
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Urmatoarea caracterizare a spiralitatii poate fi folosita pentru a stabili o legatura
intre clasele S* si Sy (a se vedea de exemplu [48], [90]).
Teorema 1.5.22. Fie v € (—%,g) si 0 = e cosy. Atunci f € ,SA',Y daca $t numas
daca exista o functie g € S* cu proprietatea ca

f(2) :z[ﬁr, z e U.

z

z

g(z)} o

Alegem ramura functiei putere astfel incdt {

1.5.7 Raze de univalenta asociate unor subclase de functii univalente
pe U

Vom considera raze de univalenta asociate clasei S si unor subclase ale acesteia. Mai
multe detalii privind acest subiect pot fi gasite in [35], [48] si [90].

Definitia 1.5.23. Fie F o familie nevida de functii din clasa S. Fie P o proprietate
pe care o studiem pentru familia F. Vom nota cu r(P,F) raza proprietatii P asociata
familiei F, care reprezinta cea mai mare raza r > 0 astfel incat fiecare functie din F are
proprietatea P pe discul de raza r si centru 0.

Fie r(S*,S) raza de stelaritate a clasei S si (K, S) raza de convexitate a clasei S.
Raza r(S*,S) a fost determinata de Nenvalinna si Campbell, iar raza r(S*,.S) a fost
obtinuta de Grunsky (a se vedea de exemplu [35]).

Teorema 1.5.24. 1. r(S*,5) =tanh } = Z:;%

2. r(K,S) =r(K,S*) =2—+/3.

1.6 Subclase de aplicatii biolomorfe in C"

In aceasti sectiune, ne vom referi la anumite familii de aplicatii biolomorfe pe bila unitate
Euclideana B™ in C" care au proprietati geometrice. Vom prezenta clasa aplicatiilor
stelate, clasa aplicatiilor stelate de ordin «, clasa aplicatiilor aproape stelate de ordin
a, clasa aplicatiilor convexe si clasa aplicatiilor spiralate de tipul v pe B". Mai mult, ne
vom referi la proprietati analitice si geometrice ale acestor clase.

Principalele surse bibliografice folosite pentru pregatirea acestei sectiuni sunt [48],
[74], [112] si [12].

In cele ce urmeazd, vom considera clasa S (B™) a aplicatiilor normate si biolomorfe
pe B™ in C". Mai mult, fie LS, (B™) clasa aplicatiilor normate si local biolomorfe pe B".
In cazul n = 1, vom nota £S in loc de £S;(B').

1.6.1 Clasa S*(B")

Aceasta parte este dedicata studiului clasei aplicatiilor normate si stelate pe B”, notata
cu S*(B™). Ne vom referi la anumite proprietati ale clasei S*(B").
In continuare, vom da definitia stelaritatii pe B" (a se vedea [48], [74]).

Definitia 1.6.1. Fie f € H(B"). Spunem ca f este stelatd pe B" daca f este biolomorfa
pe B, f(0) =0, si f(B") este un domeniu stelat in raport cu originea.
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Fie S*(B") clasa aplicatiilor stelate si normate pe B". Pentru n = 1, clasa S*(B!)
revine la S*.

O caracterizare analitica a stelaritatii pe B™ a fost obtinuta de Matsuno [88]. Alte
extensii ale acestei caracterizari au fost date pe bila unitate a unui spatiu Banach de
Gurganus [54] si pe polidiscul unitate in C" de Suffridge [113].

Teorema 1.6.2. Presupunem ca f € LS(B") si f(0) = 0. Atunci f € S*(B") daca si
numai dacd aplicatia h(z) = [Df(2)]"1f(2) apartine clasei M, sau echivalent

(1.6.1) Re([Df(2)] ' f(2),2) >0, z € B"\{0}.

Urmatorul rezultat prezintd o teorema de deformare pentru clasa S*(B") si a fost
obtinuta de Kubicka si Poreda [78] si Barnard, FitzGerald si Gong [5]. Alte generalizari
ale acestui rezultat pot fi gasite in [32, 33|, [48].

Teorema 1.6.3. Daca f € S*(B") atunci

2]l 121l

e s -
(1 + 1= (1 —1lz]1)?
Aceste inegalitati sunt exacte. Mai mult, f(B"™) D BY,-

1.6.2 Clasa S%(B")

Ne vom referi la clasa aplicatiilor stelate de ordin a pe B™ in C", notata cu S (B").
Conceptul de stelaritate de ordin a pe B" a fost introdus de Kohr [70] (a se vedea
de asemenea [18]).

Definitia 1.6.4. Presupunem ca 0 < o < 1 gi f € LS(B™). Spunem ca f este stelatd
de ordin o daca
2]
(DfR)]1f(2),2)
Observam ca Sg(B") = S*(B") si S5 (B") C 5*(B").
In continuare, vom prezenta un rezultat de deformare pentru clasa S} (B") (a se
vedea [70], [18]).

(1.6.2) Re > a, z € B"\{0}.

Teorema 1.6.5. Fie f € S (B"), unde 0 < o < 1. Atunci

2] [

— 1 < [ L I LE— B™.
A+ fappaa < @< g para 7€

Aceste inegalitati sunt exacte.

1.6.3 Clasa AS}(B")

Vom descrie notiunea de aproape stelaritate de ordin a pe B" in C”, care a fost introdusa
prima data pe bila unitate a unui spatiu Banach de Xu si Liu [119].

Definitia 1.6.6. Presupunem ca 0 < a < 1. Fie f € £S(B"). Spunem ca f este o
aplicatie aproape stelata de ordin o daca

(1.6.3) re[{PF()] 1 (2),2)

12112

> a, z € B"\{0}.
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Vom nota clasa aplicatiilor aproape stelate de ordin a pe B™ cu AS*(B™).
In [12], T. Chirila a introdus conceptul de aproape stelaritate de ordin « si tip 7,
unde 0 <a<1si0<y<1.

Definitia 1.6.7. Presupunem ca 0 < a <18 0 <~ < 1. Fie f € LS(B"). Spunem ca
f este aproape stelatd de ordin « si tip v daca

Re(1/ [y (RS CIG)2 — T25]) > 3. = e B0y

Vom nota clasa aplicatiilor aproape stelate de ordin « si tip v cu AS;, ,(B"). Pentru
n =1, vom nota AS,  in loc de AS};_(B').

Urmaétoarea echivalenta are loc: f € AS}, ((B") daca si numai dacd f € AS;(B").
De asemenea, orice aplicatie din clasa AS;, . (B") apartine familiei AS;(B") C S*(B").

1.6.4 Clasa K(B")

In cele ce urmeazi vom descrie notiunea de convexitate pe B” (a se vedea [48], [70]).

Definitia 1.6.8. Spunem ca aplicatia f € H(B") este converd dacd f este biolomorfa
pe B" si daca domeniul f(B") este convex.

Fie K(B") clasa aplicatiilor normate si convexe pe bila unitate B".

Urmatorul rezultat furnizeaza caracterizarea analitica a aplicatiilor convexe pe B™.
Acest result este datorat lui Kikuchi [69]. O caracterizare similara a fost obtinuta de
Gong, Wang si Yu in lucrarea [34].

Teorema 1.6.9. Fie f € LS(B"). Atunci f € K(B"™) daca si numai daca
(1.6.4) 1 —Re([Df(2)]'D?f(2)(v,v), 2) > 0,
for orice z € B" gi v € C" astfel incat ||v|]| =1 gi Re(z,v) = 0.
In urmitoarea observatie, vom evidentia cateva proprietati privind convexitatea pe

B™, si vom da un exemplu de aplicatie convexa pe B".

Observatia 1.6.10. In cazul n > 2, este mai complicat sa construim aplicatii convexe pe
B" decat in cazul n = 1. Fie f(2) = (f1,..., fn), unde f; : U — C, i = 1,n sunt functii
convexe pe U. Pe de altd parte, f nu este neaparat convexa pe B”, pentru n > 2 (a se
vedea [34]). Dar, in particular, aplicatia data de

Z1 Zn
= = B"
f(Z) (1_217 71_21)7 z (21, ’Zn)e

este convexa pe B".

Vom prezenta un rezultat de deformare pentru clasa K(B™) obtinut de Suffridge
[115], FitzGerald si Thomas [31] si Liu [79].
Teorema 1.6.11. Fie f € K(B"™). Atunci

&l

Iz .
b
T <]

1+l

Aceste inegalitati sunt exacte.

c B".

<[ fx)ll <

Teorema de tip Marx-Strohhécker la o variabila complexa, prezentatd in Teorema
1.5.18, poate fie extinsa la C™, n > 2. Acest rezultat a fost obtinut de Kohr [70] si Curt
[18].

Teorema 1.6.12. K(B") C S1/2 (B™). Acest rezultat este exact.
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1.6.5 Clasa S, (B")

In continuare, prezentdm conceptul de spiralitate pe B" in C". Gurganus K. [54] a
definit acest concept in raport cu un operator liniar normal, ale carui valori proprii au
parte reald pozitiva. De asemenea, Suffridge T. [112] a extins aceastd notiune la spatii
Banach complexe.

Fie A € L(C™",C") sit > 0. Fie

m(A) = min{Re(A(z), 2) : [|z]| = 1},
oA _ i (‘UktkAk_

k!
k=0

Vom prezenta definitia spiralitatii pe B" data de Suffridge [112].

Definitia 1.6.13. Fie f € S(B"). Presupunem ca A € L(C",C") astfel incat m(A4) > 0.
Spunem ci f este spiralatd relativ la A daca e *4 f(B") C f(B") pentru orice t > 0.

Fie operatorul liniar A € L(C",C") astfel incat m(A) > 0. Vom prezenta caracteri-
zarea analitica a spiralitatii relative la operatorul A data de Suffridge [112] (a se vedea
de asemenea [54]).

Teorema 1.6.14. Fie f € LS(B™). Atunci aplicatia f este spiralata relativ la A daca
st numat dacd

(1.6.5) Re([Df(2)]'Af(2),2) >0, z € B"\{0}.

In particular, daci A este operatorul e~“1,, unde v € (—%,%), obtinem clasa
S”.Y(IB%") a aplicatiilor spiralate de tipul v, considerata de Hamada si Kohr [60]. In acest
caz, conditia (1.6.5) revine la Re(e " ([Df(2)]71f(2),2)) > 0, z € B™\{0}.

s

Fie v € (—%, 5), a € [0,1). O generalizare a notiunii de spiralitate de tipul v este
conceptul de spiralitate de tipul v si ordin «, definit de Liu si Liu [82] si Chirila [11].

Definitia 1.6.15. Presupunem ci v € (—=%,%) si o € [0,1). Fie f € £S(B"). Spunem
ca f este spiralata de tipul v si ordin o daca urmatoarea conditie este satisfacuta

1
(1= itana)([DF(2)] (=), 2) /-] + i tana

Re[ ] >, z € B"\{0}.

Clasa aplicatiilor care indeplinesc conditiile definitiei de mai sus este notata cu
S,.o(B"). Pentru n = 1, vom nota S, 4 in loc de S, (B!).

Orice aplicatie din clasa S, o(B") apartine familiei S, (B") C S*(B"). De asemenea,

~

Sy 0(B") = 5,(B").

1.7 Lanturi Loewner in C si in C"

In aceastd sectiune vom studia lanturile Loewner in C si in C". Vom prezenta rezultate
importante in teoria lanturilor Loewner pe discul unitate U. Ne vom referi la ecuatia
diferentiald Loewner pe U si vom da caracterizarea unor subclase de functii normate si
univalente pe U folosind lanturi Loewner. Diferite rezultate in aceasta directie pot fi
gasite In [102], [48], [90] si de asemenea in [25].

Vom considera generalizarea lanturilor Loewner gi a ecuatiei diferentiale Loewner
in C". O aplicatie importanta a lanturilor Loewner in C" este data de caracterizarea
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anumitor subclase ale familiei S(B™) folosind lanturi Loewner. Un rezultat remarcabil
in teoria lanturilor Loewner a fost introducerea familiei S°(B") a aplicatiilor care admit
reprezentare parametrica pe B™ in C". Aceastd clasa a fost introdusa de Graham,
Hamada si Kohr [37]. Familia S°(B") este o submultime proprie a lui S(B") (a se vedea
[37]). Contributii importante in teoria lanturilor Loewner au fost aduse de G. Kohr si
colaboratorii sai intr-o serie de lucrari remarcabile, dintre care enumeram: [37], [51],

23], [52], [26].

In aceasta sectiune vom utiliza urmatoarele abrevieri:

Notatia 1.7.1. Vom utiliza urmatoarele prescurtari: L£L£ pentru lant(uri) Loewner,
EDL pentru ecuatia diferentiala Loewner si R'P pentru reprezentarea parametrica.
1.7.1 Teoria lanturilor Loewner in C

In aceastd parte, ne vom referi la ££ pe discul unitate U. Vom da definitia unui lant
univalent de subordonare pe U, precum si definitia unui £L.
Sursele bibliografice principale folosite in aceasta parte sunt [102], [48], [90].

1.7.1.1 Rezultate generale privind lanturi Loewner in C

Vom prezenta rezultate generale privind teoria lanturile Loewner pe U.
In continuare, vom da definitia unui lant univalent de subordonare pe U (a se vedea
de exemplu [48]).

Definitia 1.7.2. Spunem ca functia f : U x [0,00) — C este un lan{ univalent de
subordonare daca urmatoarele conditii au loc:

(i) f(-,t) este univalenta pe U,
(ii) f(0,t) =0, pentru ¢t > 0,
(iii) f(-,s) < f(-,t), pentru 0 < s <t < oo.
Daca, in plus, f/(0,t) = e, pentru orice t > 0, atunci f este un LL.

In definitia de mai sus am folosit notatia f'(z,) in loc de %(z, t).
Presupunem ca f(z,t) este un LL. In acest caz, existd o unicd functie Schwarz
univalenta v = v(z, s, t) astfel incat (a se vedea de exemplu [48]):

(1.7.1) f(z,8) = f(v(z,s,1),t),

pentru z € U 51 0 < s <t < oo. Functia v se numeste functia de tranzifie asociata lui
fo

In cele ce urmeaza, vom prezenta un rezultat important in teoria lanturile Loewner
pe U (a se vedea [48]).

Teorema 1.7.3. Presupunem ca p : U x [0,00) — C este o functie care satisface
urmdatoarele proprietdati:

(i) p(-,t) € P, pentru orice t > 0,

(ii) p(z,-) este masurabila pe [0,00), pentru orice z € U.
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In aceste conditii st pentru orice z € U si s > 0, problema Cauchy

(1.7.2) 9 = —vp(v,t), ae t>s,
- U(Z7815) =z

admite o unicd solutie v(z,s,-), care este local absolut continud si v'(0,s,t) = e t.

Mai mult, pentru s > 0 si z € U fizali, v(z,s,-) este Lipschitz continud pe [s,00),
local uniform in raport cu z. De asemenea, pentru orice t > s, v(-,s,t) este o functie
Schwarz univalentd.

In plus, pentru orice s > 0, urmatoarea limita exista:

(1.7.3) f(z,8) := lim e'v(z,s,t)

t—o00

local uniform pe U si f(z,t) este un LL care satisface ecuatia diferentiald

of

ot
Ecuatia diferentiala (1.7.4) poarta numele de EDL (sau ecuatia diferentiala Loewner-
Kufarev).
Vom prezenta urmatoarea caracterizare a £L£ obtinutd de Pommerenke [101] (a se
vedea de asemenea [48]).

(1.7.4) (2,t) = 2f (2, )p(z,t), a.e. t >0, Vz € U.

Teorema 1.7.4. Presupunem ca f : U x [0,00) — C este o functie astfel incdt f(0,t) =
0, f(0,t) = e', t > 0. Atunci f este un LL dacd $i numai dacd urmdtoarele relatii au
loc:

(i) Exista r € (0,1) si o constanta M > 0 astfel incat f(-,t) € H(U(0,r)) ( unde
U0,7) ={z € C: |z| <r}) pentru orice t > 0, f(z,-) este local absolut continud
pe [0,00) local uniform in raport cu z € U(0,7), si |f(z,t)] < Met, pentru orice
zeU(0,r), t > 0.

(ii) Exista o functie p: U x [0,00) — C care satisface conditiile (i) si (ii) din Teorema
1.7.3 astfel incat

0
8—{(;:,75) = 2f'(z,t)p(z,t), a.e. t >0, z€ U(0,r).
1.7.1.2 Lanturi Loewner si subclase de functii univalente pe U

In continuare, vom prezenta caracterizarea unor subclase ale lui S folosind ££ (a se
vedea [48]).

Vom prezenta caracterizarea functiilor din clasa 5’7 folosind LL. Pe baza faptului ca
clasa Sy se reduce la S*, vom obtine caracterizarea functiilor stelate pe U folosind LL
(a se vedea [102], [48]).

Teorema 1.7.5. Fie v € (—g,%) Fie f € H(U) o functie normata. Atunci f € 5”7

on U daca $i numai dacd functia
fz,t) = e(l_ia)tf(ewtz), ze€U,t>0,
este un LL, unde a = tan~y. In particular, f € S* daca gi numai daca functia
flz,t) =€ f(z), z€ U, t>0,

este un LL.
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Urmatorul rezultat prezintd caracterizarea aproape stelaritatii de ordin « folosind
LL (a se vedea [119]).

Teorema 1.7.6. Fie 0 < a < 1. Fie f € H({U) o functie normata. Atunci f € AS};
daca si numai daca functia

f(zt) = emalf(eai'2), z€ U, t 20
este un LL.

Urmatoarea teorema prezinta caracterizarea functiilor convexe pe U folosind LL (a
se vedea [48], [102]).

Teorema 1.7.7. Fie f € H(U) o functie normata. Atunci f € K daca si numai daca
functia
fzt) = f(2) + (e = 1)zf'(2), 2 €U, t 20

este un LL.

1.7.2 Teoria lanturilor Loewner in C"

In aceastd parte, vom considera generalizarea lanturilor Loewner gi a ecuatiei diferentiale
Loewner in C". Vom prezenta rezultate importante privind lanturile Loewner in C™. Ne
vom referi la anumite aplicatii ale lanturilor Loewner, precum caracterizarea anumitor
subclase ale familiei S(B").

Sursele bibliografice principale folosite sunt [48], [20], [37], [51].

1.7.2.1 Rezultate generale privind lanturile Loewner in C”

Vom prezenta definitia unui ££ in C" (n > 2) (a se vedea [96], [48]).

Definitia 1.7.8. Spunem ca f : B" x [0,00) — C" este un lan{ univalent de subordonare
daca urmatoarele conditii au loc:

(i) f(-,t) este biolomorfa pe B",
(ii) f(0,t) =0, pentru t > 0, si
(ili) f(,8) < f(-,1),0<s <t < o0.

Mai mult, dacd Df(0,t) = e'I,,, unde I, este matricea unitate de ordin n si ¢ > 0, atunci
aplicatia f(z,t) se numegte un LL.

Conditia de subordonare din definitia de mai sus este echivalenta cu faptul ca (a se
vedea [96], [48]): exista o unica aplicatie biolomorfa v = v(z, s,t), numita aplicatie de
tranzifie, cu proprietatea ca [|v(z, s, t)|| < ||z||, z € B", si urmatoarea relatie are loc

f(z,8) = f(v(z,s,t),t), z€B",0<s <t

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Pfaltzgraff [96]. Acest rezultat a fost studiat
pe spatii Banach de Poreda [105].

Teorema 1.7.9. [96] Fie h : B" x [0,00) — C™ o aplicatie care satisface urmdatoarele
conditii:



35 Capitolul 1. Univalenta la una si mai multe variabile complexe

(i) h(-;t) e M, 1t >0,
(ii) h(z,-) este masurabild pe [0,00) pentru z € B™.

Urmdatoarea problema Cauchy:

(1.7.5) % = —h(v,t), a.e. t>s
7. )

(s) ==z

admite o unicd solutie local absolut continud v(t) (= v(z,s,t) = e¥~tz+...) pentru orice
s >0 siz € B” Mai mult, v este o aplicatie Schwarz univalenta pe B™ in raport cu
prima variabild si, pentru s > 0 fizat si z € B™, este o functie Lipschitz de t > s local
uniform in raport cu z.

Aplicatia h care satisface conditiile (i), (ii) din Teorema 1.7.9 poarta numele de camp
vectorial Herglotz. Ecuatia diferentiala (1.7.5) este cunoscuta ca ecuatia diferentiald
(ordinara) Loewner asociata lui h.

In continuare, vom prezenta un rezultat important obtinut de Poreda [105], Hamada
si Kohr [61] (a se vedea de asemenea [48]). Acest rezultat remarcabil ne arata ca un L£L
poate fi obtinut din aplicatia sa de tranzitie, care reprezinta solutia problemei Cauchy
(1.7.5).

Teorema 1.7.10. Fie h un camp vectorial Herglotz si fie v solufia problemei Cauchy
(1.7.5). Atunci urmatoarea limitd exista

lim e’ t) =

Jim e'o(z,5,t) = f(2,9),
local uniform pe B™ pentru orice s > 0. Mai mult, f(-,s) este univalenta pe B™ gi
f(z,8) = f(v(z,s,t),t) pentru orice z € B™ g1 0 < s <t < co. Atunci f(z,t) este un
LL care are proprietatea cd familia {e 7' f(-,t) }1>0 este normald pe B" si f(z,-) este o
functie local Lipschitz pe [0,00) local uniform in raport cu z € B"™. Mai mult, f satisface
urmdtoarea ecuatie:

of
ot

Ecuatia diferentiala (1.7.6) poarta numele de ecuatie diferentiala (generalizata) Loewner
asociata lui h.

Urmatoarea teorema prezinta un rezultat important in teoria lanturilor Loewner in
C™. Acest rezultat a fost obtinut de Pfaltzgraff [96]. Poreda [105] a obtinut un rezultat
similar pe spatii Banach. Alte contributii importante legate de acest subiect au fost
aduse de Hamada si Kohr [61].

(1.7.6) (z,t) = Df(z,t)h(z,t), a.e. t >0,Vz € B".

Teorema 1.7.11. Fie h un camp vectorial Herglotz. Presupunem ca f = f(z,t) : B" x
[0,00) — C™ satisface urmatoarele proprietati: f(-,t) € H(B"™), f(0,t) =0, Df(0,t) =
e'l,, pentru t > 0, f(z,-) este local absolut continud pe [0,00) local uniform in raport
cuz € B" i EDL (1.7.6) are loc.

Presupunem cd existd un gir de numere strict pozitive gi crescator {ty,}men astfel
incat t,, — 0o §i limy, oo et f(2,t) = F(2) local uniform pe B™. Fie v solutia
problemei Cauchy (1.7.5) pentru orice z € B". Atunci f(z,t) este un LL si

. t .
tli)rgoe v(z,8,t) = f(z,s)

local uniform pe B™ pentru orice s > 0.
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Graham I., Hamada H. si Kohr G. [37] au aratat ca orice LL pe B" satisface EDL
(1.7.6) (a se vedea de asemenea [23], [48]).

Teorema 1.7.12. Presupunem ca [ este un LL pe B". Atunci exista un unic camp
vectorial Herglotz h astfel incit EDL (1.7.6) este satisfacuta de f.

1.7.2.2 Lanturi Loewner si subclase de aplicatii biolomorfe pe B"

Vom da cateva caracterizari folosind £L£ ale unor subclase de aplicatii din familia S(B").
Urmatoarea teorema obtinuta de Hamada si Kohr [60] prezinta caracterizarea aplicatiilor

din clasa S'W(B") folosind ££. In particular, acest rezultat furnizeazi si caracterizarea

aplicatiilor stelate pe B™ folosind LL, care a fost obtinuta de Pfaltzgraff i Suffridge [98].

Teorema 1.7.13. Fie f € LS(B") si fie v € (=%,%). Atunci f € S.(B") dacd si
numai daca aplicatia

fzt) = el f(e2), 2 € B, t >0,

este un LL, unde a = tany.
In particular, f € S*(B") daca si numai dacd aplicatia f(z,t) = et f(z) este un LL.

Orice aplicatie aproape stelata de ordin o pe B" poate fi caraterizata folosind LL.
Urmatoarea caracterizare a fost obtinuta pe spatii Banach de Xu si Liu [119].

Teorema 1.7.14. Fie o € [0,1). Presupunem ca f € LS(B™). Atunci f € AS%(B"™)

t at
dacd si numai daca aplicatia f(z,t) = eT-a f(ea-1z), z € B", t > 0, este un LL.



Capitolul 2

Operatori de extensie care
pastreaza reprezentarea
parametrica pe B"

In acest capitol, vom prezenta reprezentarea parametrica pe discul unitate U gi pe bila
unitate Euclideana B™ in C™. Vom vedea ca orice functie din clasa S admite reprezentare
parametrici pe U (a se vedea [102], [48]). Vom prezenta clasa S°(B") a aplicatiilor care
admit reprezentare parametricd pe B” in C" introdusid de Graham, Hamada si Kohr
[37]. Aceasta clasa este compacta (a se vedea [51]), prin urmare este o submultime
proprie a familiei S(B") a aplicatiilor normate si biolomorfe pe B". Vom considera o
functie g care satisface conditiile Ipotezei 2.1.6. Vom prezenta clasa M, introdusa de
Graham, Hamada i Kohr in [37], precum si clasa aplicatiilor care admit g-reprezentare
parametrica pe B”, notata cu Sg(IB") (a se vedea [37]). Vom da definitia unui g-lant
Loewner introdusa de Graham, Hamada si Kohr [37].

Vom demonstra ca g-reprezentarea parametrica este pastrata prin operatorii de ex-
tensie @, o3 si Pp g, unde functia g este data de relatia g(({) = }igg, ¢ e U, s
—1 < B < A < 1. Aceste rezultate sunt originale si au fost obtinute in lucrarile
[85, 86]. Vom prezenta de asemenea proprietati analitice gi geometrice ale operatorilor

de extensie ®,, o g 51 P -

Principalele surse bibiliografice folosite pentru pregatirea acestui capitol sunt [102],
[108], [36], [47], [46], [51], [92], [63], [75], [11], [12].

In acest capitol vom utiliza prescurtarile prezentate in Notatia 1.7.1. Asadar, vom
folosi urmatoarele abrevieri: ££ pentru lant(uri) Loewner, EDL pentru ecuatia diferentiala
Loewner si RP pentru reprezentarea parametrica. De asemenea, vom folosi pres-
curtarile: g-LL pentru g-lant(uri) Loewner, g-RP pentru g-reprezentarea parametrica.

2.1 Lanturi Loewner si reprezentarea parametrica in C si

Cn

Vom prezenta in aceastad sectiune functii univalente care admit RP pe discul unitate U
si aplicatii biolomorfe care admit RP pe B"”. Vom introduce conceptul de g-R'P pe B".

37
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2.1.1 Functii univalente si normate care admit reprezentare paramet-
rica pe U

In continuare prezentam definitia unei functii univalente care admite RP pe discul
unitate U (a se vedea [102]).

Definitia 2.1.1. Spunem ca o functie olomorfa gi normata pe U admite RP pe U daca
exista un LL, f(z,t) : U x [0,00) — C, cu proprietatea ca f(z,0) = f(z).

Urmatorul rezultat arata ca orice functie din clasa S admite RP pe U (a se vedea
[102]). Acest rezultat nu are loc pentru familia S(B"), in cazul n > 2 (a se vedea [37]).

Teorema 2.1.2. Daca f € S atunci f admite RP.

2.1.2 Aplicatii normate si univalente care admit reprezentare para-
metrica pe B"

Vom prezenta clasa aplicatiilor care admit RP pe B" in C" studiata de Kohr in [73].
Generalizarea conceptului de RP in raport cu o norma arbitrara a fost introdusa de
Graham, Hamada si Kohr in [37]. Vom da definitia notiunii de g-RP introdusa de
Graham, Hamada i Kohr in [37], care generalizeaza conceptul de RP.

Vom prezenta definitia notiunii de RP pe B™ in C" (a se vedea [37]).

Definitia 2.1.3. Spunem ca o aplicatie f € S(B™) admite RP daca exista un LL,
f(z,t) : B" x [0,00) — C™, cu proprietatea ca familia {e~'f(z,t)};>0 este normald pe

B si f(z) = f(2,0).

Fie S°(B") clasa aplicatiilor care admit RP pe B".

Graham 1., Hamada H. si Kohr G. [37] au demonstrat ci SY(B") este strict inclusa
in clasa S(B"). Totodata, familiile S*(B"), SA’V(IB%”) sunt subclase ale familiei S°(B"),
adica admit RP pe B".

Vom prezenta o teoremi de deformare si acoperire pentru clasa S°(B") obtinut# de
Graham, Hamada si Kohr [37] in raport cu o norma arbitrara (a se vedea de asemenea
[73]). Acest rezultat nu are loc pentru familia S(B™) (a se vedea [48]).

Teorema 2.1.4. Fie f € SO(B"). Atunci

121l

(1 ==

2]l

Tz S e <

< z € B™.
(L4 [I=1)?

Acest rezultat este evact. Mai mult, f(B") 2 By, unde B}, = {z € C": ||z|| <1/4}.

Urmatorul rezultat arats ca familia S°(B") este compacts in H(B") si a fost obtinut
de Graham, Kohr si Kohr [51].

Corolarul 2.1.5. Familia S°(B") este compactd in H(B").

2.1.3 Aplicatii care admit g-reprezentare parametrica pe B"

Vom prezenta conceptul de g-RP pe B", unde functia g satisface urméatoarea ipoteza (a
se vedea [37]).
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Ipoteza 2.1.6. Fie g : U — C o functie univalenta pe U, care satisface urmatoarele
proprietiti : g(0) = 1, g(¢) = g(¢), Re g(¢) > 0, ¢ € U, si urmétoarele relatii au loc
pentru r € (0,1):

‘rau_r;ln Re ¢g(¢) = min{g(r), g(—r)},

maxRe g(¢) = max{g(r), g(~r)}

In continuare, vom considera o functie g care satisface Ipoteza 2.1.6.
Fie Mg o submultime nevida a clasei Carathéodory, M, definita prin:

Definitia 2.1.7.

z
ER

Alegem ramura (h(z), W)\z:(} = 1. Aceasta clasa a fost introdusa de Graham,
Hamada si Kohr [37]. Se observa ca aplicatia identicé idgn apartine lui M, (deci, M,

este o multime nevida) si My = M, unde g(¢) = 1+ ,CeU.
Conceptul de g-LL a fost definit de Graham, Hamada si Kohr in [37].

My = {hEH(B") : h normata , (h(z) ) eg(U),ZGIBS”}.

Definitia 2.1.8. Fie f(z,t) : B"x[0,00) — C". Atunci f este un g-LL£ daca urméatoarele
conditii au loc:

(i) f(z,t) este un LL,
(ii) familia {e~*f(-,¢)}+>0 este normald pe B",
(iii) aplicatia h obtinuta din EDL

of
ot

are proprietatea ca h(-,t) € Mg, aproape pentru orice ¢ > 0.

(2.1.1) (z,t) = Df(z,t)h(z,t), Vz € B", a.e. t >0,

In continuare, vom da definitia unei aplicatii care admite g—RP mtrodusa de Graham,
Hamada si Kohr [37] (a se vedea de asemenea [51], unde g(¢) = 1+<, ¢el)

Definitia 2.1.9. Presupunem ca Ipoteza 2.1.6 are loc si f € S(B™). Aplicatia f admite
g-RP daca exista un g-LC, f(z,t), astfel incat f = f(-,0).

Fie SS(IB%”) clasa aplicatiilor care admit g-RP pe B". In continuare, vom prezenta
anumite proprietati ale familiei Sg (B™) obtinute de Graham, Hamada si Kohr [37]. Vom
considera In urmatoarea observatie ca g este o functie ce satisface Ipoteza 2.1.6.

Observatia 2.1.10. (i) SY(B") C S°(B") C S(B").

(ii) Dacd g(¢) = 3¢, ¢ € U, atunci S)(B") = S°(B") .
Urmatoarea observatie obtinuta de Graham, Hamada si Kohr [37] ne arata un motiv
important de a studia conceptele de g-RP, respectiv g-LL, in cazul n > 2.
Observatia 2.1.11. Presupunem ci g(¢) =1 — ¢, ¢ € U. Atunci orice aplicatie normata
si convexa pe B admite g-RP.

O teorema de deformare pentru familia Sg (B™) a fost obtinuta de Graham, Hamada
si Kohr [37]. Acest rezultat demonstreaza c familia Sp(B") este local uniform marginité
(a se vedea de asemenea [73]).
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2.2 Introducere in teoria operatorilor de extensie

Aceasta sectiune prezinta anumiti operatori de extensie care pastreaza proprietati analitice
si geometrice pe bila unitate in C™. Vom prezenta operatorii de extensie: ®,,, introdus
de Roper si Suffridge [108], ®,, o g, introdus de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [46],
respectiv ®,, o, introdus de Muir [92]. Acesti operatori extind o functie local univalenta
si normata pe U la o aplicatie local biolomorfa gi normata pe B” in C".

Vom considera urmitoarea notatie: 7 = (29, ..., 2,) € C*~ L

2.2.1 Operatorul de extensie ¢,

Operatorul ®,, a fost introdus de Roper si Suffridge in [108] cu scopul de a construi
aplicatii convexe pe B" folosind functii convexe pe U. Daca fi,...,f, € K atunci
aplicatia f = (f1,..., fn) nu este in mod necesar convexa pe B". Urmatoarea aplicatie
definita pe B" ilustreaza acest aspect:

. Z1 Zn o n
F(z)= <1_217“.,1_2n>, z2=(21,...,2,) € B",

unde functia 1%4, ¢ € U, este convexa pe U.
Operatorul de extensie Roper-Suffridge ®,, : LS — LS,, este definit astfel [108]:

(22.1) Ou(f)(2) = (F(21), 2/ F(20)), 2 = (21,) € B

Ramura functiei putere se alege astfel incat /f(z1)]s=0 = 1.

In lucrarea [108], Roper K. si Suffridge T. au demonstrat ca operatorul ®,, pastreaza
convexitatea. Graham I. si Kohr G. [47] au obtinut acelasi rezultat folosind o metoda
diferita.

Teorema 2.2.1. Fie f € K. Atunci ®,(f) € K(B"). Prin urmare, ®,(K) C K(B").

Operatorul ®,, pastreaza de asemenea si stelaritatea de ordin « € (0,1). In lucrarea
[47], Graham I. si Kohr G. au aratat mai intai ca operatorul conserva conceptul de
stelaritate. Ulterior, Hamada H., Kohr G. and Kohr M. [63] au demonstrat ca ®,
pastreaza stelaritatea de ordin 1/2, iar Liu X.[80] a aratat ca ®,, conserva stelaritatea
de ordin a € (0,1) (acelasi rezultat a fost obtinut si de catre Chirila in [12] folosind
g-LL).

Teorema 2.2.2. Dacd f € S

o’

unde a € [0,1), atunci ®,(f) € SE(B™). Prin urmare,
®,(53) € 55(B").
Chirila T. [12] a aratat cd urméatorul rezultat are loc.

Teorema 2.2.3. Presupunem ca 0 < a <150 <+ < 1. Daca f € AS,, atunci
@,(f) € AS;,, (B").

Graham, Kohr and Kohr [51] au demonstrat ca ®,, pastreaza spiralitatea de tipul +,
v E (—g, g) Mai mult, folosind ¢g-£L£, Chirila [12] a obtinut c& operatorul pastreaza
spiralitatea de tipul v € (=%, %) si ordin o € (0, 1).

Teorema; 2.2.4. Presupunem cd vy € (—g,g) $10 < a < 1. Daca f € ,SAY%Q, atunci
®,(f) € Sy,a(B").
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Urmatorul rezultat are un rol important si a fost obtinut de Graham, Kohr si Kohr
[51]. Acest rezultat arata ca ®,, extinde o functie cu RP pe U la o aplicatie cu RP pe
B" (a se vedea de asemenea [47]).

Teorema 2.2.5. Dacd f € S atunci ®,(f) € S°(B"). Prin urmare, ®,(S) C S°(B").

2.2.2 Operatorul de extensie ¢, , 4

Vom considera urmatorul operator de extensie:

Definitia 2.2.6. Presupunem ca o > 0, 8 > 0. Fie ®, , 3 : LS — LS,, definit prin

f(z1)

<1

222 Buas(E) = (0. (L) ) s = e

Alegem ramura functiei putere astfel incat

fz)\*
Z1
Acest operator de extensie a fost introdus de Graham, Hamada, Kohr gi Suffridge

in [46]. Pentru («, ) = (0,1/2), operatorul ®,, , g se reduce la operatorul ®,,.
Vom considera urmatoarea ipoteza:

— 1, (f'(=)°], o = L.

21=0

Ipoteza 2.2.7. Fie0<a<1,0<A<lsia+B <1

In urméitorul rezultat, vom prezenta cateva proprietati de conservare satisfacute de
operatorul de extensie ®, , s (a se vedea [46]):

Teorema 2.2.8. Presupunem cd Ipoteza 2.2.7 este satisfacuta. Atunci urmdtoarele
relatii au loc:

(i) Pn,a5(S) € SO(B").
(it) Py ap(S*) C S*(B").
(i) B 5(S2) C S3(B"), with € (0,1).
(i) Operatorul @, o g pastreazd spiralitatea de tipul vy € (—%, g) st ordin ¢ € (0,1).

(v) Operatorul ®, 5 pdstreazd aproape stelaritatea de tipul v € (0,1) si ordin 6 €
[0,1).

Proprietatea (iii) a fost obtinuta de Liu [80], respectiv proprietatea (iv) a fost demon-
strata de Liu gi Liu [81] (a se vedea de asemenea [11], unde acelasgi rezultat a fost obtinut
folosind g-LL). Rezultatul (v) este datorat lui Chirila [11].

Operatorul de extensie ®,, , g pastreaza convexitatea doar daca (a,3) = (0,1/2).
Aceasta proprietate a fost obtinuta de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [46].

Teorema 2.2.9. Daci f € K, atunci ®,44(f) € K(B") doar dacd o =0 si 8 = 3
(adica doar in cazul operatorului de extensie Roper-Suffridge).
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2.2.3 Operatorul de extensie ¢, ¢

Urmatorul operator de extensie a fost introdus de Muir [92], cu scopul de a obtine puncte
de extrem ale clasei K (B"™), pornind de la puncte de extrem pentru clasa K. Inainte de
a prezenta acest operator de extensie, vom da definitia unui polinom omogen de grad k
(a se vedea [48], [67]).

Definitia 2.2.10. Spunem ca o aplicatie Q) : C™" — C este un polinom omogen de grad
k € N\{0} daca exista o aplicatie continua si multiliniard de grad k, L : Hle cr—Cn
astfel incat Q(z) = L(z,...,2), z € C™.

——

k-times
Se observa ci Q € H(C"), Q(\z) = AQ(z), A € C, respectiv DQ(z2)(z) = kQ(2)

pentru orice z € C™. De asemenea, Q(0) = 0.
Fie urmatoarea ipoteza:

Ipoteza 2.2.11. Fie Q : C»~! — C un polinom omogen de grad 2.
In continuare, vom prezenta definitia operatorului de extensie D, 0 (see [92]).

Definitia 2.2.12. Presupunem ca Ipoteza 2.2.11 are loc. Fie ®, g : LS — LS,, definit
prin

(2.2.3) 0 (f)(2) = (f(21) + QA (1), 2/ ['(21)), 2 = (21,2) € B,
Alegem ramura functiei putere astfel incat \/ f/(21)],=0 = 1.

Daca () = 0, operatorul ®,, ¢ revine la operatorul ®,.

Rezulatul urmator prezinta proprietati de conservare importante satisfacute de op-
eratorul @, o. Primele doua proprietati au fost demonstrate de Kohr [75], proprietatea
(iii) a fost obtinuta de Muir [92], iar proprietatea (iv) a fost demonstrata de Wang si
Liu [116]. Ultimul rezultat a fost obtinut gi de Chirila [12] folosind o alta metoda.

Teorema 2.2.13. (i) ®,(S5) C S°(B"), dacd si numai dacd ||Q| < 1/4;
(11) ®,,0(S*) C S*(B"), daca si numai daca ||Q| < 1/4;

(iit) @y Q(K) C K(B"), daca si numai daca ||Q < 1/2;

(v) @, ¢ pastreaza stelaritatea de ordin a € (0, 1) daca si numai daca ||Q| < %.

2.2.4 Raze de univalenta asociate unor subclase de aplicatii olomorfe
generate prin operatori de extensie

Vom prezenta cateva raze de univalenta asociate operatorilor de extensie ®,, si @, o 3.
Definitia 1.5.23 poate fi generalizata de la discul unitate U la bila unitate B in C". Fie
F o submultime nevida a multimii S(B") si fie (P, F) raza proprietatii P in multimea
F.

In rezultatul urmétor, vom include cateva raze de univalenta binecunoscute privind
operatorul ®,,. Aceste raze au fost obtinute de Graham, Kohr si Kohr [51] (a se vedea
de asemenea [47] si Teorema 1.5.24).

Teorema 2.2.14. (i) r(S*, ®,(5)) = r(S*,S).
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(ii) r(K, ®n(5)) = (K, ®n(57)) = r(K, S).

In cazul n > 2, avem urmitoarea relatie: r(K,S°(B")) < r(K,S*(B")) < 2 — /3
(pentru mai multe detalii a se vedea [48], [51]).

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr si Suffrigde [46] ( a se
vedea de asemenea [11], unde sunt mentionate alte raze de univalenta privind operatorul

(I)n,a,ﬁ) :

Teorema 2.2.15. Presupunem ca Ipoteza 2.2.7 are loc. Atunci

r(S*, ®pap(S)) =1r(S*,9).

2.3 Operatori de extensie si g-reprezentarea parametrica

In aceasti sectiune vom arata ca conceptul de g-RP este pastrat prin operatorii de
extensie ®, o3 §i Py, unde functia g este definitd de Ipoteza (2.3.1). In capitolul
urmator, vom prezenta cateva consecinte importante ale acestor rezultate privind anu-
mite subclase de functii care admit g-RP. Rezultatele originale prezentate In aceasta
sectiune au fost obtinute in [85] si [86].

Vom considera urmatoarea ipoteza:

Ipoteza 2.3.1. Fie A, B € R astfel incat —1 < B < A < 1. Fie g : U — C definita de:

1+ AC

9(¢) = 1T Be

, Cel.
Observam ca aceasta functie particulara g satisface conditiile Ipotezei 2.1.6.

2.3.1 Operatorul de extensie @, , 3 si g-reprezentarea parametrica

Vom demonstra ca operatorul ®,, , g definit in Definitia 2.2.6 pastreaza g-R'P, unde g
satisface Ipoteza 2.3.1.

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Manu [85] si arata ca g-PR este pastrata prin
operatorul de extensie ®,, , 3, unde g satisface Ipoteza 2.3.1. Pentru (A, B) = (1,-1) (
adica pentru ¢(¢) = %g, ¢ € U), rezultatul a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr
si Suffridge in [46, Teorema 2.1] (a se vedea de asemenea [50], pentru a = 0). In [11],
Chirild a obtinut aceasta proprietate pentru (A, B) = (1,2y—1), unde 0 < v < 1 (adica
pentru g(¢) = ﬁgl)c, ¢ €U, 0<vy<1;ase vedea de asemenea [12], pentru o = 0).

Teorema 2.3.2. Presupunem cd Ipotezele 2.2.7 si 2.3.1 au loc. Fie f € Sg. Atunci
F =&, o 5(f) apartine familiei SS(B”).

In capitolul urmator, vom prezenta cateva consecinte ale acestui rezultat principal.

2.3.2 Operatorul de extensie @, ( si g-reprezentarea parametrica

In aceasts parte vom arata ca g-PR este pastrata prin operatorul de extensie ®, ¢
definit in Definitia 2.2.12, unde g satisface conditiile Ipotezei 2.3.1.

Urmatoarea proprietate obtinuta de Manu [86] demonstreaza ca conceptul de g-RP
este pastrata prin operatorul de extensie ®,, ¢, unde g satisface conditiile Ipotezei 2.3.1.
Cazuri particulare ale acestui rezultat au fost obtinute de Kohr [75] si Chirila [12].
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Pentru (A, B) = (1, —1), rezultatul de mai jos revine la [75, Teorema 2.1], obtinuta de
Kohr. Pentru (A, B) = (1,2 — 1), unde v € (0, 1), rezultatul se reduce la [12, Teorema
3.1], obtinuta de Chirila. Reamintim ca @ este un polinom omogen ce indeplineste
conditiile din Ipoteza 2.2.11.

Teorema 2.3.3. Presupunem cd Ipotezele 2.2.11 gi 2.3.1 sunt satisfacute. Fie f € Sg.
Daca ||Q] < 4(‘f;|%|), atunci F = ®, (f) apartine familiei SJ(B").

In capitolul urmator, vom include cateva consecinte ale acestui rezultat principal.



Capitolul 3

Stelaritate si aproape stelaritate
de tip Janowski

In acest capitol, vom studia cateva subclase de aplicatii normate gi biolomorfe care au
proprietati geometrice si admit g-reprezentare parametrica pe B"”. Ne vom referi la clasa
aplicatiilor g-stelate, clasa aplicatiilor g-aproape stelate de ordin « si clasa aplicatiilor
spiralate de tipul v pe B". Vom prezenta anumite proprietati de conservare privind
aceste clase si operatorii de extensie ®,,3 si ®, . O parte importanta a acestui
capitol este dedicata stelaritatii si aproape stelaritatii de tip Janowski. Vom arata
legatura dintre acest tip de stelaritate si g-stelaritate. Vom demonstra ca stelaritatea
si aproape stelaritatea de tip Janowski se pastreaza prin operatorii de extensie ®,, o 3
si ®, 0. Ne vom referi la raze de univalenta privind stelaritatea de tip Janowski. Vom
prezenta teoreme de deformare gi distorsiune pentru subclase de aplicatii care admit
g-reprezentare parametrica pe B”.

Principalele surse bibliografice folosite sunt [68], [109], [110], [46], [37], [55], [11], [21],
[14], [12], si de asemenea [63], [56], [57].

Rezultatele originale prezentate in acest capitol au fost obtinute in [85], [86].

In acest capitol vom utiliza prescurtarile prezentate in Notatia 1.7.1. Asadar, vom
folosi urmatoarele abrevieri: ££ pentru lant(uri) Loewner, EDL pentru ecuatia diferentiala
Loewner si RP pentru reprezentarea parametrica. De asemenea, vom folosi pres-
curtarile: g-LL pentru g-lant(uri) Loewner, g-RP pentru g-reprezentarea parametrica.

3.1 Subclase de aplicatii biolomorfe care admit g-reprezentare
parametrica

Vom prezenta anumite subclase de aplicatii care admit g-RP pe B". Vom arata ca aceste
aplicatii pot fi caracterizate folosind g-LL. Ne vom referi la rezultate de conservare
privind aceste clase si operatorii de extensie ®, , 3 si ®, . Aceste rezultate au fost
obtinute de Manu in [85, 86].

3.1.1 Rezultate preliminare

Vom considera ca Ipoteza 2.1.6 este satisfacuta.
Graham, Hamada si Kohr [37], respectiv Hamada i Honda [55] au introdus notiunea
de g-stelaritate. Alte proprietati privind acest concept pot fi gasite in [56], [57], si de
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asemenea in [11], [12], [14]. Generalizari ale acestei notiuni la spatii Banach complexe
au fost obtinute in [64].

Definitia 3.1.1. Fie f € £LS(B™). Spunem ca aplicatia f este g-stelatd pe B" daca
_ z n
([(DFR]f(2), W> € g(U), Vz € B"\{0}.
Fie S;(B") clasa aplicatiilor g-stelate pe B". Pentru n = 1, vom nota S; in loc de
SHU).
g

In urmitoarea observatie, vom ilustra legatura dintre g-stelaritate si stelaritatea
clasica pe B" (a se vedea [37], [55]).

Observatia 3.1.2. Presusupunem ca vy € [0, 1).
(i) Daca g(¢) = %g, ¢ € U, atunci S;(B") = S*(B").

(i) Daca g(¢) = =g € € U, atunci S;(B") = S3(B").

(iii) Daca g(¢) = %}27){, ¢ € U, atunci S;(B") = AS5(B").
Chirila T. [14] a demonstrat ca aplicatiile g-stelate pe B™ apartin familiei Sg (B™).

Teorema 3.1.3. Fie f € LS(B"). Atunci conditia f € S;(B") este echivalentd cu
faptul cd aplicatia €' f(z) este un g-LL. Prin urmare, orice aplicatie din clasa S (B")

admite g-RP.

Conceptul de g-aproape stelaritate de ordin « a fost introdus de Chirila [14].

Definitia 3.1.4. Fie 0 < o < 1. Presupunem ca f € LS(B"). Spunem ca aplicatia f
este g-aproape stelata de ordin o pe B™ daca

1 z

— <<[Df(z)]_1f(z), ’Z‘2> - a> € g(U), =z € B"\{0}.

1l -«

Clasa aplicatiilor g-aproape stelate de ordin a pe B" este notata cu ASj (B"), iar
pentru n = 1 cu AS7.

Urmatoarea observatie ilustreaza legatura dintre clasa AS (B™) si subclase de aplicatii
binecunoscute pe B" (see [14]).

Observatia 3.1.5. Fie 0 <a<1lgi0<vy<1.
(i) Daca g(¢) = }%g, ¢ € U, atunci AS;(B") = AS*(B").

(ii) Daca g(¢) = ﬁ, ¢ € U, atunci AS}(B") se reduce la familia AS;, . (B").

(iii) AS;(B") C AS;(B").
(iv) Daca a = 0, atunci ASj(B") = S5 (B").

Urmatorul rezultat obtinut de Chirila [14] prezintd caracterizarea aplicatiilor din
clasa ASj(B") folosind g-LL.

Teorema 3.1.6. Fie 0 < o < 1 gi fie f € LS(B"). Atunci conditia f € AS;(B")

1 @
este echivalenta cu faptul ca aplicatia eﬁtf(eﬁtz) este un g-LL. Prin urmare, orice
aplicatie din clasa AS;(B") admite g-RP.
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In continuare, vom prezenta definitia notiunii de g-spiralitate de tipul v pe B”,
v E (—5, g) introdusa de Chirila [14].

Definitia 3.1.7. Fie vy € (—%, g) Presupunem ca f € £S5(B™). Spunem ca aplicatia f
este g-spiralita de tipul v pe B™ daca

.siny e
7

<[ FE ), >Eg<U>, 2 e B\ {0},

[ER
Vom nota clasa aplicatiilor g-spiralate de tipul v pe B™ cu §g(IBS”). Pentru n = 1,
vom nota Sy in loc de Sy(U).
In urmatoarea observatie, vom prezenta legatura dintre clasele Sy(B") si S, (B"),
precum si alte proprietati (a se vedea [14]).

Observatia 3.1.8. F1e’y€( 2,2) si0<a<l1.

cosy  cos7y

(i) Daci g(¢) = %%, ¢ € U, atunci S4(B") = S, (B").

(ii) Daca g(¢) = ﬁ—ga)c’ ¢ € U, atunci Sg(B") se reduce la clasa S%Q(IB%").

(iii) S’g(IBS") C gy(B") (a se vedea Definitia 1.6.13, pentru A = e~I, unde v €
).

(iv) Pentru v =0, Sg(]B%") se reduce la clasa S;(B").

Vom prezenta caracterizarea conceptului de g-spiralitate de tipul v pe B", v €
(—Z,Z), folosind g-LL. Acest rezultat a fost obtinut in lucrarea [14].

Teorema 3.1.9. Fiey € (—%,%) si fie f € LS(B™). Atunci conditia f € S,(B") este
echivalenta cu faptul ca aplicatia e(l_ia)tf(emtz) este un g-LL, unde a = tan~y. Prin

urmare, orice aplicatie din clasa S’g(IB%") admite g-PR.

3.1.2 Operatori de extensie care pastreaza proprietati geometrice ale
unor aplicatii care admit g-reprezentare parametrica

Vom demonstra ca operatorii de extensie ®,, o 3 si @y, definiti in Capitolul 2 (a se
vedea Definitia 2.2.6 gi Definitia 2.2.12) pastreaza g-stelaritatea, g-aproape stelaritatea
de ordin « si g-spiralitatea de tipul v, unde functia g satisface Ipoteza 2.3.1.

In continuare, vom considera ca Ipoteza 2.3.1 are loc.

Fie operatorul de extensie ®,, , g dat de Definitia 2.2.6 si fie operatorul de extensie
®,, ¢ dat de Definitia 2.2.12.

Pe baza Teoremei 2.3.2 si a caracterizarii g-stelaritatii cu g-LL£, se obtine urmatorul
rezultat datorat lui Manu [85]:

Teorema 3.1.10. Presupunem cd Ipotezele 2.2.7 si 2.3.1 sunt satisfacute. Daca f € S}
atunci F' = @, , 5(f) € S;(B").

Urmatoarele observatii rezulta din Teorema 3.1.10, pentru o alegere convenabila a
parametrilor A gi B din definitia functiei ¢ mentionata in Ipoteza 2.3.1.
Observatia 3.1.11. Presupunem ca g : U — C satisface Ipoteza 2.3.1.
(i) Pentru (A4, B) = (1, —1), deducem ca S;(B") = S*(B"). Prin urmare, ®, o 5(5) C

S*(B™). Aceasta proprietate a fost obtinuta de Graham, Hamada, Kohr i Suf-
fridge [46].
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(ii) Fie v € (0,1). Pentru (A, B) = (1,2y — 1), deducem ca S;(B") = SJ(B"). Prin
urmare, ®, o 5(55) C S3(B") . Acest rezultat a fost obtinut de Hamada, Kohr si
Kohr [63], pentru a = 0 B =
Ipoteza 2.2.7 au loc si v € (0,
o alta metoda.

2,7 =3, si de Liu [80], atunci cand conditiile din
1). Ch 1r11a T. [11] a obtinut acelasi rezultat folosind

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Manu [85] si este o consecintd a Teoremei 2.3.2.

Teorema 3.1.12. Presupunem ca Ipotezele 2.2.7 si 2.53.1 au loc. Fiey € (—n/2,m7/2).
Daca f € Sy, atunci F' = ®,, o g(f) € Sq(B").

Urmatoare proprietatea a fost obtinuta de Manu dupa publicarea lucrarii [85].

Teorema 3.1.13. Presupunem ca Ipotezele 2.2.7 gi 2.53.1 sunt satisfacute. Fie 0 < v <
1. Daca f este o functie g-aproape stelata de ordin v pe U, atunci F' = ®,, o g(f) este
o aplicatie g-aproape stelata de ordin v pe B™.

In continuare, vom prezenta cateva consecinte ale celor doua rezultate anterioare.

Observatia 3.1.14. Fie g o functie ce satisface Ipoteza 2.3.1. De asemenea, fie 6 € (0,1).
Daca A =1gi B = 2§ — 1, atunci urmatoarele proprietati au loc:

(i) Fie v €[0,1). Atunci operatorul @, , g pastreaza aproape stelaritatea de ordin ~y
si tipul d. (a se vedea [11]).

(i) Fie v € (—m/2,7/2). Atunci operatorul @, , 3 pastreaza spiralitatea de tipul v si
ordin 0. Acest rezultat a fost obtinut de Liu si Liu [82] ( a se vedea de asemenea

[80], [11]).

In cele ce urmeazi, vom demonstra ci g-stelaritatea si g-spiralitatea de tipul v sunt
pastrate prin operatorul de extensie ®,, ¢, unde g este o functie ce satisface conditiile
Ipotezei 2.3.1.

Pe baza faptului ca orice aplicatie g-stelata admite g-RP, deducem urmatorul rezul-
tat de conservare obtinut de Manu [86]. Reamintim ca @ este un polinom omogen care
indeplineste conditiile Ipotezei 2.2.11.

Teorema 3 1.15. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 gi 2.5.1 au loc. Fie f € S;. Daca
Q| < T 1+|B\)’ atunci F = @, o(f) € S;(IBS").

Acest rezultat este o consecinta a Teoremei 2.3.3. Vom prezenta cateva cazuri par-
ticulare in observatia de mai jos.

Observatia 3.1.16. Fie g o functie care indeplineste conditiile Ipotezei 2.3.1.

(i) Pentru (4, B) = (1,-1), deducem cd S;(B") = S*(B"). Kohr G. a demonstrat
urmatoarea proprietate: ®,, o(S*) C S*(B") (a se vedea de asemenea [71]).

(ii) Fie v € (0,1). Pentru (A, B) = (1,2y — 1), deducem ca S;(B") = S;(B"). Prin
urmare, ®,, o(S)) C S5(B"). Acest rezultat a fost obtinut de Wang si Liu [116] (a
se vedea de asemenea [12]).

™

Manu A. [86] a aratat ca g-spiralitatea de tipul v, unde v € (—5, g) este pastrata
prin operatorul ®,, o(f).

Teorema 3.1.17. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 si 2.8.1 sunt satisfacute. Fie v €
(—=%.%) sifie fe S Daca ||Q| < 4(1+\B\)’ atunci F' = &, o(f) € Sq(B™).
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3.2 Stelaritate si aproape stelaritate de tip Janowski

In aceastd sectiune, vom studia doua subclase de functii care admit g-RP pe U si
au proprietati geometrice interesante: clasa functiilor stelate de tip Janowski si clasa
functiilor aproape stelate de tip Janowski pe U. Ne vom referi la generalizarea acestor
doud clase la bila unitate B” in C". Vom ilustra legatura dintre acest tip de stelaritate
si g-stelaritate, unde functia g satisface Ipoteza 2.3.1. Vom demonstra ca (aproape)
stelaritatea de tip Janowski este pastratd prin operatorii de extensie: @, .3, Pn -
Rezultatele originale prezentate in aceasta sectiune a fost obtinute in [85, 86].

Mai multe detalii privind stelaritatea de tip Janowski pe discul unitate U pot fi
gasite In [68], [109], [110], iar pe B"™ in C", in [21].

3.2.1 Rezultate preliminare

Vom defini mai intai conceptul de stelaritate de tip Janowski pe U. Fie -1 < B < A < 1.
In cele ce urmeaza, vom considera g : U — C satisficand Ipoteza 2.3.1.
W. Janowski [68] a introdus urmatoarea multime:

(3.2.1) Vi {f € H(U) : f normata, Zf(ii) =< g}

Observam ca j[l’_l] revine la clasa S* si j[l_%"_l] se reduce la clasa S}, unde 0 < a <
1.
Fie a,b € R astfel incat |1 — a| < b < a. Consideram urmatoarele clase:

!
Jlab) — {f € H(U) : f normata, Z}C(g) —al<b, z€ U},
definita de Silverman [109] (a se vedea de asemenea [110]) si
AT = f e H(U) : f normat, 1(z) —a|<b, zeUy,
zf'(z)

definita de Curt [21].
In urmatoarea observatie obtinuta de Manu [85], consideram ca g satisface Ipoteza
2.3.1. Vom ilustra legdtura dintre clasa Sy si clasele J [4.B] " g(ab),

Observatia 3.2.1. Atunci
(i) Sy ={fe€ H(U): f normata, f(2)/(2f'(2)) < g, 2 € U}.
(ii) JEB~A = 8.

(iii) Sy = J@ unde a = 111‘;‘1]3, b = f:—ABQ si A # 1. Pentru A = 1, deducem ca
Sg = Stiyy2:

Extinderea claselor J(@b) si AT (@b) 14 bila unitate B in C a fost definiti de Curt
[21] si este prezentata in urméatoarea definitie.

Definitia 3.2.2. Fie a,b € R astfel incat |1 —a| < b < a. Fie

121>

(DfERI1f(2),2)

geve) = {recs, ~a <b. 2B}
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clasa aplicatiilor stelate de tip Janowski pe B™ si fie

AT @) (B = {f € LS, : ’<[Df(z>]lf(z)’z> —a|<b, z€ IB%"\{O}} ;

12
clasa aplicatiilor aproape stelate de tip Janowski pe B™.

Observim ci J(@) (B") si AJ(*) (B") sunt subclase ale familiei S*(B").
In continuare, vom arita legitura dintre clasele 7% (B"), A7 (®") (B") gi familia
S;(B") (a se vedea [21]).

Observatia 3.2.3. Presupunem ca Ipoteza 2.3.1 are loc. Fie a,b € R astfel incat |1 —a| <
b < a. Atunci

(i) S:(B") = J@M(B"), pentru A = 9371 i B = ©=0=a,

(ii) S;(B") = AT (a:b) (B"), pentru A = % si B = 1_Ta'

(ili) Fie v € (0,1), a = 5= si b= 5. Atunci
A (323) (B") = S4(B") si J (2535 (B") = AS5(B").

3.2.2 Operatori de extensie si aplicatii stelate si aproape stelate de tip
Janowski

In cele ce urmeaza, vom aratd c operatorii de extensie ®,, , g si Py, o pastreaza (aproape)
stelaritatea de tip Janowski. Aceste rezultate au fost obtinute de Manu in [85, 86].

Fie operatorul ®, , 3 dat de Definitia 2.2.6 si fie operatorul ®, o dat de Definitia
2.2.12.

Vom considera urmatoarea ipoteza:

Ipoteza 3.2.4. Fie a,b € R astfel incat |1 —a| < b < a.

Daca g satisface Ipoteza 2.3.1, atunci pentru o alegere convenabila a parametrilor A
si B obtinem urmaétoarele cazuri particulare ale Teoremei 3.1.10. Aceste proprietati au
fost demonstrate de Manu [85].

Teorema 3.2.5. Presupunem cd Ipotezele 2.2.7 si 3.2.4 au loc. Fie f € J@b) - Atunci
F =, ,5(f) apartine familiei J(@ (B").

Teorema 3.2.6. Presupunem cd Ipotezele 2.2.7 si 3.2.4 au loc. Fie f € AT@Y . Atunci
F =&, 45(f) apartine familiei AT @) (B").

Urmatoarele doua rezulate obtinute de Manu [86] sunt consecinte directe ale Teore-
mei 3.1.15. Reamintim ca @ este un polinom omogen ce indeplineste conditiile Ipotezei
2.2.11.

Teorema 3.2.7. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 si 3.2.4 sunt satisfacute. Fie f €
2 2

J@b . Daci ||Q| < %, atunci F' = &, o(f) este o aplicatie din clasa

j(a,b)(Bn),

Teorema 3.2.8. Presupunem cd Ipotezele 2.2.11 si 3.2.4 sunt satisfacute. Fie f €
AT Daci ||Q|| < b_‘i_a|, atunci F = @, o(f) este o aplicatie din clasa AT “Y) (B").
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3.3 Raze de univalenta si stelaritate de tip Janowski

In acesti sectiune vom prezenta ca teva raze de univalenta privind operatorul de extensie
D, o3 si stelaritatea de tip Janowski pe U. Presupunem ca Ipoteza 3.2.4 are loc. Vom
determina raza Janowski J (@) 5 claselor S si §*. Totodata, vom calcula raza Janowski
J (@) a claselor @, 5(5) si @y, 05(S*). Aceste rezultate au fost obtinute de Manu [85].
Vom mentiona si alte cazuri particulare.

Fie r € (0,1]. Consideram ca Ipoteza 3.2.4 este satisfacuta.

Fie bila deschisa: B} = {z € C" : ||z|| < r}. Vom nota cu LS(B") clasa aplicatiilor
normate si local biolomorfe pe B}'.

Fie

I2]1?

([Df(2)]1f(2),2)
Pentru n = 1, vom nota 7% (B?) cu 7 (U,).

Consideram f,.(¢) = f(r{)/r, ¢ € U. Folosind proprietatea obtinuta de Graham,
Hamadam Kohr si Suffridge [46]:

T @) (B = { feLsSmB: ‘ —a| <bze IB%,’?\{O}}.

(3.3.1) Dras ()(2) = B s(1)(r2), = € B,

deducem urmatoarele relatii:

Observatia 3.3.1. Consideram ca Ipotezele 2.2.7 si 3.2.4 au loc.
(i) Daca @, 4 5(f) € J@(B?), atunci f € J(@Y(U,), pentru orice 0 < 7 < 1.
(i) Dacd f € J@)(U,), atunci @, 4 5(f) € T (BP), pentru orice 0 < r < 1.

Vom nota cu rqp raza Janowski J (ab) 4 clasei S i cu r) . raza Janowski J (@) 5
clasei S*, definite astfel (a se vedea [110]):

Definitia 3.3.2. Raza Janowski r,; ( respectiv r7,) reprezinta cea mai mare raza a
discului U(0,7,) (respectiv U (0,77 ,)) astfel incat urmatoarea relatie:

(3.3.2) ‘zf’(z)/f(z) — a| < b,

are loc pe discul U(0,74y) (respectiv U(O,r;b)) pentru orice functie f din S (respectiv
S*).
In continuare vom determina razele Tap i 75, Urmatorul rezultat deduce valoarea

razei rqp §i a fost demonstrat de Manu [85].

Teorema 3.3.3. Consideram ca Ipoteza 3.2.4 are loc. Atunci raza 7.3 este data de
urmdtoarea expresie

T —l+a+b 1l—a+b
3.3.3 = min ¢ tanh — .
( ) Tab mln{an 1 l—i-a—i-b’l—&—a—b}

Vom prezenta un caz particular al Teoremei 3.3.3:

Corolarul 3.3.4. [85] Atuncirg, = gg—j&, pentru a € (1/2,7), §i rqq = tanh T, pentru

a>r, underz%-e’r/Q.
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In urm&torul rezultat vom determina raza r» . Acest rezultat a fost obtinut de Manu

[85).

Teorema 3.3.5. Consideram ca Ipoteza 3.2.4 are loc. Razar) , este datd de urmdtoarea
expresie

—14+a+b 1l—a+b
3.4 ¥ = mi .
(3:34) Tab Imn{1+a+b’1+a—b}

Mai mult, v, , = ggﬁ
Pe baza Observatiei 3.2.3 (iii), in cazul n = 1, si a Corolarului 3.3.4, deducem

urmatoarele rezultate (a se vedea [85]):

Observatia 3.3.6. Fie a € (0,1). Vom nota cu ¢, (¢}) raza de aproape stelaritate de
ordin « a clasei S ( respectiv S*).

(i) Daci 0 < a < e ™2 atunci q, = tanh 7. Pentru e~ ™? < a < 1, deducem c&
_ l-«
o = 134-
l—«

(ii) g5 = T+

In urméitoarea definitie, considerm ci Ipoteza 3.2.4 are loc. Vom nota cu Tab(Pr.a,8(5))
(respectiv rq p(Pp q,5(5*))) raza Janowski J(@b) 4 clasei D, 0,8(5) (respectiv @y, 4 5(5¥)).

Definitia 3.3.7. Raza Janowski 74 4(®p 0,5(5)) ( 74,6(Pna,5(5*)) ) este razar € (0,1] a
celei mai mari bile B}’ cu proprietatea ca daca F' € ®, , 3(S) ( respectiv F' € ®,, ,, 5(5*)
) atunci F € J(@Y) (BP).

Urmatorul rezulat obtinut de Manu [85] determina raza 74 4(®p 0,5(5))-

Teorema 3.3.8. Presupunem ca Ipotezele 2.2.7 si 3.2.4 au loc. Atuncirazarqp(®rn.q.8(5))
este data de relatia (3.3.3).

Vom prezenta cateva consecinte ale Teoremei 3.3.8 obtinute de Manu [85]. Fie
O\ (Pr0,8(5)) (respectiv gr(Py,.q,8(S*)) ) raza de aproape stelaritate de ordin A a clasei
P, 0.3(5) (respectiv @, o 3(S*) ), unde X € (0,1).

Teorema 3.3.9. Presupunem ca Ipotezele 2.2.7 si 3.2.4 au loc. Fie \ € (0,1).
(1) Atunci raza 745(Pp o 5(5*)) este data de relatia (3.3.4).

(ii) Daci 0 < X < e™™?2 atunci q\(®nap(S)) = tanhZ. Pentru e™/2 < X < 1,

deducem ca gx(Pp.q,5(5)) = ;—3\\ Mai mult, gx(Pp.qa5(5*)) = L‘r—i

3.4 Teoreme de deformare si distorsiune pentru subclase
ale familiei S)(B")

In aceastd sectiune, vom prezenta teoreme de deformare si distorsiune pentru anumite
familii de aplicatii care admit g-RP pe B" generate de operatorul de extensie ®, ¢,
unde ¢ satisface Ipoteza 2.3.1. Rezultatele originale prezentate In aceasta sectiune au
fost obtinute de Manu in [86].

Consideram ca Ipoteza 2.3.1 are loc.
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3.4.1 Teoreme de deformare

In continuare, ne vom referi la teoreme de deformare pentru anumite subclase ale familiei
q)"’Q(SS)’ unde g satisface Ipoteza 2.3.1.

Vom prezenta o teorema de deformare pentru clasa Sg(B") obtinuta de Graham,
Hamada si Kohr [37]. Acest rezultat este mai general decat Teorema 2.3 din [73].

Teorema 3.4.1. Presupunem ca Ipoteza 2.5.1 are loc. Fie F € Sg(IB%"). Atunci

& T
(3.41) lexp [ [1/max(g(o) g~} - 1] % < [P
Izl ”
< |I=]] exp/O [l/min{g(x),g(—x)} -1 %, z € B".

Urmatorul rezultat prezinta o teorema de deformare pentru clasa <I>n7Q(SS) si a fost
obtinut de Manu [86].

Teorema 3.4.2. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 gi 2.3.1 au loc. Fie ||Q| < % i
fie f o functie care admite g-RP pe U. Fie F = ®,, o(f).
(i) Pentru A =0, urmatoarele estimari au loc
(3.4.2) 12]leB1E < | F(2)| < ||zlle BN vz € B
(i) Pentru A # 0, urmatoarele estimari au loc
(34.3) 2l (L + Alll) 5 < [F)I < 2l (1 - Alll) 7, ¥z e B,

Inegalitatile (3.4.2) gi (3.4.3) sunt exacte.

In continuare, ne vom referi la anumite consecinte ale Teoremei 3.4.2. Prima consecinta
reprezinta o teorema de deformare a clasei ®,, o(S5;) si a fost obtinuta de Manu [86] (a
se vedea de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.3. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 si 2.3.1 au loc. Presupunem ca ||Q|| <
746‘;@‘) $i f €. Fie F = ®n0(f).

(i) Pentru A =0, urmdatoarele estimari au loc

l=lle” =l < || F(z)) < [l=lle I, vz € B™.

(ii) Pentru A # 0, urmatoarele estimari au loc

(B—A4)/A

B (B—A)/A .
20 (1 + 4121 <P < 1120(1 - A)2l) Yz e B

Aceste inegalitati sunt exacte.

Urmatoarele doua rezultate reprezinta teoreme de deformare pentru clasele: @, o(J (a’b)),
D, (AT @), si au fost obtinute de Manu [86] (a se vedea de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.4. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 si 3.2.4 sunt satisfacute. Presupunem

ca ||Q < 4(;;';2% gi f € J@b)  Fie e = b2 — (a—1)% s F = Q,.0(f).
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(i) Pentru a =1, urmdatoarele inegalitati au loc

l=lle™Fh < I F () < Illle”=!, vz € B™.

(i) Pentru a # 1, urmdatoarele inegalitati au loc

1—a ¢/(1—a)
2 (1= ==11=0) " < IF@I < D (1 +

b l—a >c/<1—a>

5 IEA| , Vz e B".

Aceste inegalitati sunt exacte.

Corolarul 3.4.5. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 si 3.2.4 au loc. Presupunem cd ||Q]| <
w sif e AT, Fiec=0*—(a—1) 5i F = &, o(f).

. VAP 1 . , s
(i) Pentru a = %b“, urmatoarele inegalitati au loc

_ 2 2 _
(344)  alle @ < FE)) < e WL ve e B

(i) Pentru a # VA0 +L Vébm, urmatoarele inegalitati au loc

c/(a®—b%—a)
) <[F@)

(3.4.5) 20 (1 + 1zl (a — a? + %)/

c/(a?>—b%—a)
) , Vz e B™.

< 2 (1 = 12l @ = a® + ¥3) /b

Aceste inegalitafi sunt exacte.

Vom prezenta cateva consecinte directe ale Teoremei 3.4.2 i ale Corolarului 3.4.3.

Prima consecinta prezentata mai jos a fost obtinuta de Kohr ( a se vedea [75, Corolarul
2.4]):

Observatia 3.4.6. Considerdm ci Ipoteza 2.2.11 este satisficutd. Fie |Q|| < 1sife S
( f€S*). Atunci, pentru F' = @, o(f), urméatoarele inegalitati au loc

&l =]

———— < ||F?)|| £ ————=, Vz € B".
1+ =0)? (1 —1=1)?

Aceste inegalitati sunt exacte.

Pe baza Observatiei 3.2.3 (iii), in cazul n = 1, deducem urmaitoarea consecinta a
Corolariilor 3.4.4 si 3.4.5:

Observatia 3.4.7. Fie a € (0,1). Consideram ca Ipoteza 2.2.11 este satisfacuta.

(i) Presupunem ca ||Q| < % si f e Fie F=®,q(f). Atunci (a se vedea
[18, 70]; a se vedea de exemplu [48, Capitolul 10]):

|I2]] |2
—_— < ||F <— " VzeB"
v ez = FEls gy pea=y ¥
Aceste estimari sunt exacte.

(ii) Presupunem ci [|Q| < 152 si f € AS}. Fie F = @, o(f). (a se vedea [21], [71]
pentru o = 3):

D=
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(a) Pentru a = 3, urmitoarele inegalititi au loc
lzlle™ =0 < I EE)) < Jlz)el™l, vz e B
(b) Pentru o # %, urmétoarele inegalititi au loc

2]l

(1= (20 — 1)][2] D7

B
(L+ (20 — 1)|J2]2eD7@T

oy < IF )] <

pentru orice z € B"™.

Aceste inegalitati sunt exacte.

3.4.2 Teoreme de distorsiune

In continuare, ne vom referi la teoreme de distorsiune pentru anumite subclase ale
familiei ®,, ¢(5y), unde g satisface Ipoteza 2.3.1.

Consideram ca Ipoteza 2.3.1 are loc.

Vom prezenta o teoremd de distorsiune a clasei S;. Fie ¢ : U — C o functie
univalenta pe U, care satisface urmatoarele proprietati: Re ¢(¢) > 0, ¢ € U, p(U) este
un domeniu simetric in raport cu axa reala si ¢(U) este un domeniu stelat in raport cu
©(0) = 1. De asemenea, presupunem ca ¢'(0) > 0.

Fie multimea S*(¢) = {f € S : Zﬂg) <} introdusa de Ma si Minda [84]. Observam
ca S, = 5*(g), pe baza faptului ca g indeplineste aceleasi proprietati ca si functia .
Vom prezenta un caz particular al Teoremei 2 din lucrarea [84] obtinut de Ma si

Minda.

Lema 3.4.8. Consideram ca Ipoteza 2.3.1 este satisfacuta. Fie f € Sg.

(i) Pentru B =0, urmatoarea relatie are loc
(3.4.6) (1—Alz])e A < |f/(2)] < (1 + Alz])e?, vz e U
(ii) Pentru B # 0, urmdatoarea relatie are loc
(3.4.7) (1 — Alz])(1 - Blz|)2 2 < |f(2)| < (1 + Al2))(1 + B|2|) 572, Vz € U.

Aceste relatii sunt exacte.

Presupunénd ca Ipoteza 2.2.11 are loc si f € LS, deducem ca

n+1

(3.4.8) det DBy o(f)(2) = [f(21)]", 2 = (21,2) € B™.

Vom da estimari pentru det D®,, o(f)(z), unde f apartine clasei Sj. Acest rezultat
a fost demonstrat de Manu [86].

Teorema 3.4.9. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 g1 2.5.1 au loc. Fie f € S si d(z) =
det DO, o(f)(2), z € B".

(i) Pentru B =0, urmdtoarele estimari au loc

n+ n—+

(349) (1= Afzfpe ] 2

1 1
<|d(z)] < [(1+A\|z||)eAHZ”] ®  VaeBn
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(ii) Pentru B # 0, urmdtoarele estimari au loc

(3.4.10) 1
[(1—AHZII)(l—BHZII)%‘2 < d(z)] < [(HAHZH)(HBHZH)%—? :

pentru orice z € B".

Aceste estimari sunt ezacte.
Urmatoarele doua rezultate sunt consecinte ale Teoremei 3.4.9 si au fost demonstrate

de Manu [86].
Corolarul 3.4.10. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 gi 3.2.4 sunt satisfacute. Fie d(z)

det D®,, o(f)(2), unde z € B" si f € J@b),

/ 2 v . oo
(i) Pentru a = #, urmatoarele estimari au loc

[0+ SV ) ] <)
< [(14_—”1""%” ||) EEP II] ;17 Vz € B".

(ii) Pentru a # V140 Vé+4b2, urmatoarele estimari au loc
1—a ¥ —a?+a 2
[(1+ =20 (14 ——= HH) b }2 < la(2)
-1 2
< [(1 S al)) (14 S )

n+1

-2
} 2 VzeB"

Aceste estimari sunt ezxacte.
Corolarul 3.4.11. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 §i 3.2.4 au loc. Fied(z) = det D®, o(f)(2),

unde z € B" gi f € AT,
(i) Pentru a =1, urmdatoarele relatii au loc

(= sae ) T <) < [+ vepe] F, v cpe

(3.4.11)
(i) Pentru a # 1, urmdatoarele relatii au loc
a1 (14 T (1 O )"2331”—1 <
S[(1%_62—61 —i—a” H)( ) Poete_ 2}”31, Vs € B

Aceste inegalitati sunt exacte.
Vom prezenta un caz particular al Teoremei 3.4.9 obtinut de Manu [86]

Corolarul 3.4.12. Fie f € S*. Atunci
11—l nil 1+ ||z]] ndl
— L < |det DB, o(f)(2)] < | ——=—| * | Vz e B,
h1+H4DJ Q hl—uanJ

Aceste inegalitati sunt exacte.
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Pe baza Corolariilor 3.4.10, 3.4.11, deducem urmatoarele rezultate obtinute de Manu
[86]:

Corolarul 3.4.13. Fie0 < a < 1.
(i) Fie f € Sk.

(a) Dacd o = %, atunci

n+1

(= lele ™) < |det DR ()] < [+ alel] 7, vz e B,

(b) Daci o # %, atunci
(L= [121D)(1 = 2a = D)= 7] * < |det D@y (f)(2)]

n+1

2

<[+ 10+ @a-zp=T] *, vz e B

(i1) Fie f € ASY. Atunci
(14 @a = DI+ 2027 F < |det D@y o (f)(2)]

n+1

< [0 = @a-nlzha— > T, v e B

Toate aceste inegalitati sunt exacte.

In cele ce urmeazi, ne vom referi la rezultate de distorsiune de-a lungul unui vector
unitate iIn C" pentru anumite subclase de aplicatii care admit g-RP pe B" generate de
operatorul ®, . Aceste teoreme de distorsiune au fost obtinute de Manu [86].

Fie f € S3 si F = ®,q(f) € S;(B"). Atunci, deducem c& [DF(z)]"'F(z) # 0,

pentru z # 0. In acest caz, pentru z € B"\{0}, putem construi urmatorul vector de
norma 1

[DF(2)] "' F(2)
IIDF ()]~ F(2)]1

(3.4.13) v(z) =

Observam ci aceastd proprietate este adeviratd si pentru o functie din clasa J(@? sau
din clasa AJ (@),

Manu A. [86] a demonstrat urmatorul rezultat de distorsiune pentru clasa ®,, (S5).
Un rezultat similar a fost obtinut de Curt [21, Teorema 3.8] pentru intreaga clasa S (B"),
unde g satisface 2.3.1.

Teorema 3.4.14. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 si 2.3.1 au loc. Presupunem ca
QI < A=E-. Fie f € Sy si G(2) = D®, q(f)(2)v(z), unde v este dat de relatia

BN
(3.4.13).

Daca A # 0, atunci

1 - B|z]

3.4.14 G < A B"\{0}.
( ) 1G(2)]| < (1= Alj])>-B/A z € B"\{0}
Daca A =0, atunci
(3.4.15) 1G(2)| < (1= B|z|) - e Bl vz e B™\{0}.

Aceste inegalitati sunt exacte.
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Vom prezenta doud consecinte ale Teoremei 3.4.14 obtinute de Manu [86] ( a se vedea
de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.15. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 si 3.2.4 sunt satisfacute. Pre-

2_(1—q)2 ) B ]
supunem cd ||Q| < W—b;—al)' Fie f € J@Y 5 G(2) = D®, o(f)(2)v(2), unde

v este dat de relatia (3.4.13).
Daca a # 1, atunci

1+ b2—a’+a P
16(2)] < ol

, Vz € B"\{0}.

a2—b2—qa

(L4 52z

Daca a =1, atunci
1G] < (1 +b]jz[)e"l=l, vz € B\{0}.
Aceste inegalitati sunt exacte.

Corolarul 3.4.16. Consideram ca Ipotezele 2.2.11 si 8.2.4 au loc. Presupunem ca
QI < W. Fie f € AT si G(2) = D®,, o(f)(2)v(2), unde v este dat de relatia
(3.4.13).

o JA2 1

, atunci

— 14|z
l1—a

G < -
(1 - Bgeya)

, Vz € B"\{0}.

1+v4b%2 41
2

Daca a = , atunci

VA +1 -1 ||Z||> e\/4b2+1—1

HQMK<H— - P vz e B\ {0},

Aceste inegalitati sunt exacte.

In continuare, presupunem ca Ipoteza 2.2.11 are loc. Vom prezenta anumite consecinte
ale Teoremei 3.4.14 obtinute de Manu [86] (a se vedea de asemenea [21]).

Corolarul 3.4.17. Fie z € B"\{0}. Fie f € S* si |Q|| < 3. Consideram ci G(z) =
D®, o(f)(z)v(z), unde v este dat de relatia (3.4.13). Atunci

1+ [|2]]

1G(2)]| < w,

vz € B\ {0}.

Aceasta estimare este exactd.

Fie a € (0,1). Pe baza Corolariilor 3.4.15, 3.4.16 si a Observatiei 3.2.3 (iii), in cazul
n = 1, deducem urmatoarele consecinte obtinute de Manu [86] (a se vedea de asemenea

21]):

Corolarul 3.4.18. (i) Presupunem ca ||Q| < % si f e St Fie G(z) =
D®, o(f)(2)v(z), unde v este dat de relatia (3.4.13).

Atunci
1= (2a =12

(1= [z[h3=2

1G(2)]| < vz € B"\{0}.
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(ii) Presupunem cd ||Q| < 52 si f € AS}. Fie G(z) = D®,o(f)(2)v(2), unde v
este dat de relatia (3.4.13).

Daca o = %, atunci
1G] < (1 + |1z])ell, vz e B™\{0}.

Daca o # %, atunci

1
Ay, e o).

I < -
(1+ 20— 1)2])> =

Aceste inegalitati sunt exacte.
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Capitolul 4

Stelaritate de tip Janowski cu
coeficienti complecsi

In acest capitol, ne vom referi la conceptul de g-reprezentare parametrica, g-lanturi
Loewner si g-stelaritate, unde g : U — C este o functie univalenta, g(0) = 1 si Reg(¢) >
0, ¢ € U. Aceste notiuni au fost introduse pe spatii Banach de Graham, Hamada, Kohr
si Kohr [44]. Fie operatorii de extensie: ®,, 4 g 51 ¢, . Graham I., Hamada H. , Kohr G.
si Kohr M. [44] au ardtat ca g-reprezentarea parametrica si g-stelaritatea sunt pastrate
prin cei doi operatori de extensie. Pe baza rezultatului de pastrare a g-stelaritatii,
vom demonstra ca (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu coeficienti complecsi este
pStrata prin acesti operatori de extensie. Acest tip de stelaritate cu coeficienti complecsi
a fost introdus de Curt in lucrarea [22]. Proprietatile de conservare amintite anterior
generalizeaza rezultatele obtinute in [85, 86], care se refera la stelaritatea de tip Janowski
cu coeficienti reali.

In ultima parte a acestui capitol, vom studia pastrarea g-reprezentarii parametrice
prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge ¥,, (n > 2), unde functia g satisface
Ipoteza 2.3.1. Pentru n = 2, vom considera un lant Loewner particular, F(z,t) : B3 x
[0,00) — C3, al cirui prim element este Wy(f), unde f € S9(B?). Ne vom referi
la lantul Loewner F(z,t) din demonstratia Teoremei 2.1 [53], pentru n = 2. Vom
determina expresia campului vectorial Herglotz, H(z,t), asociat lui F(z,t), acesta fiind
un prim pas in abordarea problemei legate de conservarea g-reprezentarii parametrice
prin operatorul ¥,,, pentru cazul general n > 2. Studiul efectiv al acestei probleme
va fi adresat intr-o lucrare viitoare. Vom mentiona cateva proprietati importante ale
operatorului de extensie ¥,, (n > 2).

Rezultatele originale mentionate in acest capitol au fost obtinute in [87]. Principalele
surse bibliografice folosite pentru prima parte a capitolului sunt [44], [45], [22], iar pentru
cea de-a doua parte sunt [53], [41], [45].

In acest capitol vom utiliza prescurtarile prezentate in Notatia 1.7.1. Asgadar, vom
folosi urmatoarele abrevieri: ££ pentru lant(uri) Loewner, EDL pentru ecuatia diferentiala
Loewner si RP pentru reprezentarea parametrica. De asemenea, vom folosi pres-
curtarile: g-LL pentru g-lant(uri) Loewner, g-RP pentru g-reprezentarea parametrica.

4.1 Rezultate preliminare

Vom considera urmatoarea functie definita pe discul unitate U (a se vedea [44]):
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Ipoteza 4.1.1. Fie g : U — C o functie univalenta pe U cu proprietatea ca ¢g(0) = 1 si
Reg(() > 0,¢ € U.

Observam ca functia din ipoteza de mai sus este mai generala decat functia mentionata
in Ipoteza 2.1.6. Aceasta functie a fost considerata in lucrarea [44] pentru a introduce
conceptul de g-RP pe bila unitate a unui spatiu complex Banach.

Vom considera urmatoarea submultime a clasei M (a se vedea [44]):

Definitia 4.1.2.

M, = {h € H(B) : h(0) = 0, Dh(0) = I,,, <h(z), szll2> cg(U),z € IB%"} ,

unde g satisface Ipoteza 4.1.1.

In continuare, vom considera conceptul de g-R'P descris in Definitia 2.1.9 si conceptul
de g-LL definit in Definitia 2.1.8, unde g satisface Ipoteza 4.1.1. Aceste generalizari au
fost considerate de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in lucrarea [44].

Un exemplu de functie care satisface conditiile Ipotezei 4.1.1 este: g(¢) = %g, CeUl.

Fie operatorul de extensie ®,, , g dat de Definitia 2.2.6 si fie operatorul de extensie
Muir ®,, ¢ descris de Definitia 2.2.12.

Recent, Graham I., Hamada H., Kohr G. si Kohr M. [44] au aratat ca g-RP si g-
stelaritatea sunt pastrate prin operatorii de extensie ®,, , g si ®,, ¢, unde g este o functie
convexa pe U, care satisface Ipoteza 4.1.1.

Teorema 4.1.3. [44] Fie g o functie convexa pe U care satisface Ipoteza 4.1.1. Pre-
supunem ca Ipoteza 2.2.7 are loc si f € 5’2. Atunci ®,, o.8(f) apartine familia Sg(B”)

Anumite cazuri particulare ale rezultatului de mai sus au fost obtinute pana in acest

moment in urmatoarele lucrari: [46] pentru g(¢) = %, ¢ € U, (a se vedea Teorema

2.2.8 (i), [11] pentru g(¢) = ﬁfl)c, CeU,~e(0,1) (ase vedea de asemenea [12],
pentru « = 0) si [85], unde g satisface Ipoteza 2.3.1.

Vom nota cu dist(1,dg(U)) expresia: inficyqy [(—1]. Reamintim ca @ este polinom
omogen care indeplinegte conditiile din Ipoteza 2.2.11.

Teorema 4.1.4. [44] Fie g o functie convexa pe U care satisface Ipoteza 4.1.1. Pre-
supunem cd f € Sy i cd Ipoteza 2.2.11 este satisfacutd. Dacd ||Q| < dist(1,9g(U))/4,
atunci ®, o(f) apartine familiei SS(IB%”).

Cazuri particulare ale acestui rezultat au fost obtinute in lucrarile: [75], pentru
1 1 .
9(0) = £, ¢ € U, [12] pentru g(¢) = 1Sy, € € U, 7 € (0.1) si [86], pentru o
functie g care satisface Ipoteza 2.3.1.
Vom prezenta doud proprietati de conservare studiate in [44] privind g-stelaritatea.

Teorema 4.1.5. [44] Fie g o functie convexa pe U care indeplineste conditiile Ipotezei
4.1.1. Presupunem ca Ipoteza 2.2.7 are loc si f € S. Atunci ®,,.0.8(f) apartine familiei
S*(B™).

g

Aceasta proprietate generalizeaza rezultatele prezentate in Observatia 3.1.11 si Teo-
rema 3.1.10.

Teorema 4.1.6. [44] Fie g o functie convexa pe U care indeplineste conditiile Ipotezei
4.1.1. Presupunem cd Ipoteza 2.2.11 are loc si f € S;. Daca ||Q| < dist(1,09(U))/4,
atunci @, o(f) apartine familiei S;(B").
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Proprietatile prezentate in Observatia 3.1.16 si Teorema 3.1.15 sunt cazuri particu-
lare ale acestui rezultat.

Fie urmatoarea functie g : U — C considerata de Curt in lucrarea [22], care satisface
Ipoteza 4.1.1.

Ipoteza 4.1.7. Fie A,B € C, A # B. Fie g : U — C o functie olomorfa cu parte reala
pozitiva pe U definita prin:

1+ AC
1+ B¢
Daca impunem conditia ca functia g din Ipoteza 4.1.7 sa aiba parte reald pozitiva

pe U, atunci parametrii A si B trebuie sa satisfacd o serie de conditii, pe care le vom
prezenta in urméatoarea observatie datorata lui Curt [22].

(4.1.1) 9(Q) (el

Observatia 4.1.8. [22] Daca Ipoteza 4.1.7 are loc, atunci una din conditiile de mai jos
are loc:

(4.1.2) IB| <1, |A] < 1siRe(l—AB)>|A- B|
sau
(4.1.3) IB|=1, |A|<1si —1<AB<1.

Consideram urmatoarea ipoteza:
Ipoteza 4.1.9. Fie a € C, b € R astfel incat |1 —a| < b < Re a.
In lucrarea [22], autoarea a considerat urmitoarele subclase ale familiei S*(B™):

Definitia 4.1.10. Presupunem ca Ipoteza 4.1.9 este satisfacuta. Fie urmatoarele clase

=]

((Df(2))71f(2),2)

—a

J@b) (B = {f € LS, ‘

<b, z€ B"\{O}} ,

si
(Df ()" f(2). 2)

1212

—a

AT @0 (B™) = { feLs,: ’

<b ze IB%”\{O}} .

Aceste clase reprezintd familia aplicatiilor stelate de tip Janowski pe B™, respectiv
familia aplicatiilor aproape stelate de tip Janowski pe B", si sunt o generalizare a famili-
ilor de aplicatii prezentate in Definitia 3.2.2. Observam ca pentru a € R (sau echivalent
Re a = a), aceste clase se reduc la familiile introduse de Curt [21] din Definitia 3.2.2.

In cazul n = 1, vom nota J@ i1 loc de j(“’b)(U), respectiv AT@) n loc de
AT @)(U).

Urmatoarea observatie obtinuta de Curt [22] prezinta legatura dintre g-stelaritate si
(aproape) stelaritate de tip Janowski pe B”, unde g satisface Ipoteza 4.1.7.

Observatia 4.1.11. [22] Consideram ca Ipoteza 4.1.9 are loc.

(i) Pentru g(¢) = %, ¢ €U, S;(B") revine la clasa J(@b) (Bn).

(ii) Pentru g(¢) = %W, ¢ €U, S;(B") se reduce la clasa AT (@b (7).
(iii) Pentrub=a € R (b > 0), deducem ca

ATV (B") = 5% (B") si 7"V (B") = ASY (B).
35 2b
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4.2 Operatori de extensie si stelaritate de tip Janowski cu
coeficienti complecsi

In aceasti sectiune vom arata ca (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu coeficienti
complecsi este pastrata prin operatorii de extensie: ®,, 3, ®, . Aceste proprietati
generalizeaza rezultatele obtinute in [85, 86], privind stelaritatea de tip Janowski cu
coeficienti reali. Rezultatele originale care sunt prezentate in aceasta sectiune au fost
obtinute in [87].

Fien > 2.

Fie operatorul de extensie ®,, , g : LS — LS, dat de Definitia 2.2.6 si fie operatorul
de extensie ®, o : LS — LS, dat de Definitia 2.2.12.

Vom da un rezultat util obtinut de Manu [87], care a fost folosit pentru demonstrarea
unor proprietati pe care urmeaza sa le prezentam.

Observatia 4.2.1. Presupunem ca Ipoteza 4.1.7 are loc. Atunci dist(1,0¢9(U)) =

Urmatorul rezultat obtinut de Manu [87] este o consecinta a Teoremei 4.1.5 si a
Observatiei 4.1.11, si arata ca operatorul de extensie ®,, o g pastreaza (aproape) stelari-
tatea de tip Janowski cu coeficienti complecsi de la U la B™. Acest rezultat generalizeaza
Teoremele 3.2.5, 3.2.6 (a se vedea de asemenea [85]).

Teorema 4.2.2. Daca Ipotezele 2.2.7 si 4.1.9 sunt satisfacute, atunci urmadtoarele relatii
au loc:

(i) Fie f € J@Y. Atunci ®, 4 5(f) apartine familiei J(@¥) (B"),
(ii) Fie f € ATY. Atunci ®,05(f) apartine familiei AT @Y (B™).

Pe baza Teoremei 4.1.5 si a Observatiei 4.1.11, deducem ca urmatoarele rezultate au
loc. Primul rezultat arata ca operatorul ®, o pastreaza stelaritatea de tip Janowski cu
coeficienti complecsi.

Teorema 4.2.3. Presupunem cd Ipotezele 2.2.11 si 4.1.9 au loc. Fie f € J@b . Daci

GESERIE
191 S 1o =2 =l

atunci ®,, o(f) € J@b) (B").

Pentru a € R, rezultatul anterior se reduce la Teorema 3.2.7 (a se vedea de asemenea
[86]).

Cel de-al doilea rezultat arata ca operatorul Muir ®,, ¢ pastreaza aproape stelaritatea
de tip Janowski cu coeficienti complecsi.

Teorema 4.2.4. Presupunem ca Ipotezele 2.2.11 si 4.1.9 sunt satisfacute. Fie f €
AT @Y Daci
b — (1-a)(1-a)

o< i

atunci ®, o(f) € AT (B").

Daca consideram a,b € R in Ipoteza 4.1.9, atunci rezultatul de mai sus se reduce la
Teorema 3.2.8 (a se vedea de asemenea [86]).



65 Capitolul 4. Stelaritate de tip Janowski cu coeficienti complecsi

4.3 Lanturi Loewner si campuri vectoriale Herglotz asoci-
ate cu operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

In aceasti sectiune, vom investiga urmatoarea proprietate privind operatorul Pfaltzgraff-
Suffridge ¥,,: daca f € SS atunci ¥,,(f) este primul element al unui g-LL, F(z,t),
unde functia g satisface Ipoteza 2.3.1. Un prim pas in abordarea acestei probleme este
determinarea expresiei campului vectorial Herglotz asociat lui F'(z,¢). Vom trata mai
departe cazul n = 2. Vom obtine expresia unui camp vectorial Herglotz H(z,t) asociat
unui ££ particular, F(z,t) : B3 x [0,00) — C3, care are proprietatea ca F(-,0) = Uy(f),
unde f € S°(B?). Ne vom referi la LL, F(z,t), mentionat in demonstratia Teoremei 2.1
[53], in cazul n = 2. Expresia lui H(z,t) a fost obtinuta pentru cazul general n > 2 de
Hamada, Kohr si Muir in lucrarea [65], unde autorii au considerat L¢-lanturi Loewner.
Vom aborda problema pastrarii g-RP prin operatorul ¥,,, n > 2, intr-o lucrare viitoare.
Vom prezenta de asemenea proprietati importante satisfacute de operatorul ¥,, (n > 2).

Principalele surse bibiliografice folosite pentru pregatirea acestei sectiuni sunt [53],
[41], [45].

Vom considera urmatorul operator de extensie:

Definitia 4.3.1. Fie ¥, : LS,, — £S5,11 definit prin:

(43.1) Ua()2) = (FE) 20 lTf (BT, 2 = (2 2041) € BT

Alegem ramura functiei putere astfel incat

1

[Jr(2)]mHr| =1

=0
Operatorul ¥,, a fost introdus de Pfaltzgraff si Suffridge [99]. Observam ca f € S(B") —
U, (f) € S(B"1). Pentru n = 1, operatorul ¥ revine la operatorul ®; (a se vedea
relatia (2.2.1)).

Urmatorul rezultat aratd ca o aplicatie normata si biolomorfa care admite RP pe
B” poate fie extinsd la o aplicatie cu aceleasi proprietiti pe B"T!. Acest rezultat a fost
obtinut de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [53]. Graham I., Hamada H. si Kohr G. [41]
au obtinut aceeasi proprietate intr-un context mai general, respectiv pentru domenii
marginite si simetrice, in cazul n > 2 (a se vedea de asemenea [38], [13]).

Teorema 4.3.2. Dacd f € S°(B") atunci ¥,,(f) € S°(B"+1).

Urmaétorul rezultat aratd ca stelaritatea este pastrata prin operatorul ¥,,. Acest
rezultat a fost obtinut de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [53] (a se vedea de asemenea
[41]).

Teorema 4.3.3. Fie f € S*(B"). Atunci ¥,,(f) este o aplicatie din familia S*(B"*1).
Vom da urmatoarea conjectura propusa de Pfaltzgraff si Suffridge [99]:
Conjectura 4.3.4. Fie f € K(B"). Atunci ¥,(f) € K(B").

Un rezultat partial al acestei conjecturi a fost obtinut de Graham, Kohr gi Pfaltzgraff
in [53]. Vom prezenta in continuare acest rezultat.
Fie 0 < a < 1. De asemenea, fie

- 2n_ ~
Qo = {z = (£, 2041) € C" 1 |zpa [P < a1 (1 |2}

Observam ci Qy, = B"*! g Q,,, C B*+1.
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Teorema 4.3.5. Fie f € K(B") si aj,as > 0 astfel incat a; + az < 1. Atunci
YL (f)(2) + (1 — Y)¥,(f)(w) este un element din multimea ¥, (f)(Qay+asm), unde
2 € Qaym, WE Qqyq siy €10,1].

Urmatoarele rezultate de conservare au fost obtinute de Chirila [13] (a se vedea de
asemenea [41]).

Teorema 4.3.6. (i) Fieye (-3,%) si f € S, (B™). Atunci F = W, (f) € S,(B").
(i) Fie a €[0,1) si f € ASE(B"). Atunci F = U,,(f) € AS:(B"1).

In rezultatul urmator, vom determina expresia campului vectorial Herglotz H(z,t)
asociat cu LL, F(z,t) : B? x [0,00) — C3, mentionat in demonstratia Teoremei 2.1 din
[53] pentru cazul n = 2 (a se vedea de asemenea [65], unde s-au considerat L%-lanturi
Loewner i n > 2). Existenta si unicitatea lui H(z,t) este asigurata de Teorema 1.7.12.

Teorema 4.3.7. Fie n = 2. Presupunem cd f € S°(B?). Fie fi(z) un LL astfel incat
[ reprezintd primul siu element. Fie F(z,t) : B3 x [0,00) — C3 un LL definit prin

(4.3.2) F(zt) = (ft(é), zse [y, (z)]l/3> 2= (% 25) €B3, ¢ >0,

unde am ales ramura functiei putere astfel incat [th(é)]l/?"~ . = e3. Mai mult,

F(2,0) = Us(f)(2), z € B2, Atunci campul vectorial Herglotz H(_Z, t) : B3 x [0,00) — C3
asociat lui F(z,t) este dat de urmatoarea expresie

H(zt) = <h(§,t), %3 <1 + Z}Z(E,t) + gZ(E,t)>> :

unde z = (%,23) € B3, 2 = (21, 22), a.e. t > 0.
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In aceastd tezi vom prezenta contributii noi in teoria functiilor univalente de una si mai
multe variabile complexe. Aceste rezultate le vom enumera in urmatoarele paragrafe.

Primul capitol contine rezultate importante care sunt utile pentru capitolele urmatoare
si nu include rezultate originale.

Fie g o functie ce satisface Ipoteza 2.1.6.

In urmitoarele dous capitole ne vom referi la: g-reprezentare parametrica introdusa
in [37], g-stelaritate introdusa in [37, 55], g-aproape stelaritate de ordin o € [0,1) si
g-spiralitate de tipul v € (—%, g) introduse in [14] pe bila unitate Euclideana B™, unde
functia g este definitd ca mai sus.

Fie ®,, , 3 operatorul de extensie dat de Definitia 2.2.6 si fie ®,, o operatorul de
extensie Muir dat de Definitia 2.2.12.

Alegem o functie particulard g descrisa de Ipoteza 2.3.1.

In Capitolul 2, vom demonstra ca g-reprezentarea parametrica este pastrata prin
operatorii de extensie ®,, , g §i ®, ¢ In Teorema 2.3.2 si Teorema 2.3.3, unde functia g
satisface Ipoteza 2.3.1.

In Capitolul 3, vom arata ca g-stelaritatea, g-aproape stelaritatea de ordin o €
[0,1) si g-spiralitatea de tipul v € (—%, g) sunt pastrate prin operatorul ®,, , g, unde
g este data de Ipoteza 2.3.1. Mai mult, vom arata ca ®, o pastreaza g-stelaritatea
si g-spiralitatea de tipul v € (—g, g), unde g este definitd de Ipoteza 2.3.1. Aceste
proprietati de conservare sunt prezentate in Teoremele 3.1.10, 3.1.12, 3.1.13, 3.1.15,
3.1.17.

Fie a,b € R astfel incat |1 —a|] < b < a. Ne vom referi la clasele Janowski de
functii stelate pe U, J®?) (a se vedea [109]; a se vedea de asemenea [110]), si AT (@
(a se vedea [21]). Vom prezenta generalizarile acestor clase la bila unitate B" in C”
(a se vedea [21]). Aceste clase Janowski pot fi reduse la g-stelaritate pentru o alegere
convenabila a functiei g ce satisface Ipoteza 2.3.1, pentru n > 1. Vom demonstra ca
operatorii ®,, 3, ®p g pastreaza (aproape) stelaritatea de tip Janowski de la U la B"
in C™. Aceste rezultate sunt prezentate in Teoremele 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8.

Vom determina raza Janowski J (@) 3 claselor S , 5™ in Teoremele 3.3.3 i 3.3.5. Vom
mentiona cazuri particulare ale acestor rezultate in Corolarul 3.3.4 si Observatia 3.3.6.
Vom deduce raza Janowski J (@ a claselor ®,, 4 5(S) si ®,, 4.5(5*) in Teoremele 3.3.8,
3.3.9. De asemenea, vom obtine raza de aproape stelaritate de ordin «, unde « € (0, 1),
a claselor @, , (5) §i ®p 0,5(5*) in Teorema 3.3.9.

Vom obtine teoreme de deformare pentru anumite familii de aplicatii care admit
g-reprezentare parametrica si sunt generate prin operatorul @, g, unde g este dat de
Ipoteza 2.3.1. Vom da teoreme de deformare pentru: clasa @n,Q(Sg) in Teorema 3.4.2,

clasa @, (S57) in Corolarul 3.4.3 si clasele @, o(T@), respectiv @, (AT @Y), prezen-
tate in Corolariile 3.4.4, 3.4.5.
Vom furniza teoreme de distorsiune pentru anumite subclase ale familiei ®,, (Sy),
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unde g este data de Ipoteza 2.3.1. Vom da estimari pentru det D®,, o(f)(2), unde f
apartine fie clasei Sy, fie clasei J (@) sau clasei AT (@Y in Teorema 3.4.9, Corolarul
3.4.10, Corolarul 3.4.11. Cateva consecinte ale acestor rezultate sunt prezentate in
Corolarul 3.4.12, Corolarul 3.4.13. De asemenea, vom obtine teoreme de distorsiune
de-a lungul unui vector unitate in C" pentru anumite subclase ale familiei ®,, ¢(S;) in
Teorema 3.4.14, Corolarul 3.4.15, Corolarul 3.4.16, si o serie de consecinte prezentate in
Corolarul 3.4.17 si Corolarul 3.4.18.

Aceste rezultate originale au fost obtinute in [85, 86|, exceptand Teorema 3.1.13,
care a fost demonstratd dupa publicarea lucrarii [85].

In Capitolul 4, ne vom referi la o functie ¢ mai generala, care satisface Ipoteza
4.1.1. Vom prezenta concepte precum: g-reprezentarea parametrica, g-lanturi Loewner
si g-stelaritatea introduse in lucrarea [44] pe spatii Banach, unde g este aceasta functie
generala. Vom considera o functie particulara g care indeplineste conditiile Ipotezei
4.1.7.

Alegand convenabil parametrii A and B, putem stabili o legatura intre g-stelaritate
si (aproape) stelaritate de tip Janowski cu coeficienti complecsi. Acest tip de stelaritate
a fost recent introdus in [22] si generalizeaza (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu
coeficienti reali definita de acelagi autor in [21]. Pe baza legaturii dintre g-stelaritate
si (aproape) stelaritatea de tip Janowski, vom demonstra ca (aproape) stelaritatea de
tip Janowski cu coeficienti complecsi este pastratd prin operatorii ®,,3 §i ®,,0 In
Teoremele 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 (a se vedea gi Observatia 4.2.1). Rezultatele obtinute in
[85, 86] privind (aproape) stelaritatea de tip Janowski cu coeficienti reali gi care sunt
prezentate in Capitolul 3, sunt consecinte ale acestor proprietati.

Rezultatele originale incluse in acest capitol au fost obtinute in [87].

Fie U, operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge dat de Definitia 4.3.1.

Fie n = 2 si fie f € S°(B?) astfel incat exists un lant Loewner f;(z) cu proprietatea
ca fo(2) = f(2), z € B2 Vom obtine expresia unui cAmp vectorial Herglotz H(z,t) a
lantului Loewner F(z,t) : B3 x [0,00) — C? definit prin

F(z,t) = (fe2), 25 I (D]'?) 2 = (2,28) € B, 2 0.

Alegem ramura functiei putere astfel incat: [Jy,(Z )]1/3‘ =e¢%. De asemenea, F'(z,0) =

£=0
Uy (f)(2), z € B3. Lantul Loewner F(z,t) este mentionat in demonstratia Teoremei 2.1

[53]. Vom obtine urmatoarea expresie a lui H(z,t):

HGt) = (1. 3 (14 GG + 526 )

unde h = (hy, ha) este campul vectorial Herglotz asociat lui f;(2) si z = (Z, z3) € B3,
Z = (21, 22), pentru aproape orice t > 0. Acest rezultat a fost obtinut in Teorema 4.3.7
(a se vedea de asemenea [65, Teorema 6.3] pentrul cazul general n > 2).
Concluzionand cele prezentate mai sus, precizam ca scopul acestei teze de doctorat
este reprezentat de studiul unor proprietati de conservare privind operatorii de extensie
Q0.8 51 P o si anumite subclase ale familiei S(B™) care admit g-reprezentare para-
metrica pe B", unde functia g satisface anumite conditii. Mai mult, pe baza acestor
proprietati de conservare, am studiat probleme privind raze de univalenta si am obtinut
teoreme de deformare si distorsiune. Rezultatele noi incluse in aceasta teza au fost
demonstrate folosind metode din teoria geometrica a functiilor de una si mai multe vari-
abile complexe, In mod special din teoria lanturilor Loewner. De asemenea, am folosit
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metode din analiza functionald si din teoria ecuatiilor cu derivate partiale (a se vedea

[4])-
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Directii de cercetare

In cele ce urmeazi vom prezenta directii de cercetare care pot fi abordate pentru a
extinde rezultatele originale incluse in aceasta teza. Directiile pe care le vom da se
bazeaza in principal pe ideea de conservare a unor proprietati geometrice gi analitice ale
unor clase de aplicatii univalente prin operatori de extensie.

o In ultima parte a tezei, am prezentat clasele Janowski cu coeficienti complecsi. Fie
a € C, beR astfel incat |1 —a| < b < Re a. Fie 7@ ( A7) clasa de functii
(aproape) stelate de tip Janowski pe U. Fie ®,, , 3 operatorul de extensie dat de
Definitia 2.2.6 si fie ®, o operatorul de extensie dat de Definitia 2.2.12.

Ar fi de interes si determinim raza Janowski J(*? a claselor S, S*, precum si a
claselor ®,,  3(S), ®pa,p(S*). Mentionam faptul ca operatorul ®,, , g pastreaza
clasele 7 (@) si Ag(a:b) (a se vedea Teorema 4.2.2).

De asemenea, s-ar putea obtine teoreme de deformare si distorsiune similare celor
prezentate in ultima sectiune a Capitolului 3 pentru urmatoarele clase: ®, o 3(J (a’b)),

¢n,a,/8(“4j(a’b))v (bn,Q(j(a’b)) §1 (pn7Q(Aj(a’b)) .

¢ O generalizare interesantd a operatorului lui Muir a fost obtinutda de Graham,
Hamada, Kohr gi Kohr in [44]. Fie Y un spatiu Banach complex si fie P, : Y — C
un polinom omogen de grad k, unde k£ > 2. Fie ) un domeniu definit astfel:
{(21,2") € Cx Y : |z1]2 + ||/||% < 1}. Consideram operatorul de extensie ®p, :
LS — LS(Qy) definit prin (see [44]):

©p (f)(2) = (f(21) + Pu(Z)f (1), (f'(20)V52), 2 = (21,2)) € Qe

Alegem ramura functiei putere astfel incat: (f’(z1))"/* - 1.
2=

De asemenea, autorii au considerat si operatorul @, , g dat de Definitia 2.2.6 cu
mentiunea ca ®,, g va extinde o functie din £S la o aplicatie din £S5(€).

In lucrarea [44], s-a demonstrat ca operatorii @ p, si @), o 3 pastreaza g-reprezentarea
parametrica si functii Bloch, unde g : U — C este o functie univalenta pe U astfel
incat g(0) = 1, Re g(¢) > 0, ¢ € U, i g este convexa pe U. Ar fi interesant de
vazut daca alte subclase de aplicatii biolomorfe pot fi pastrate prin acesti operatori
de extensie.

o In [99], Pfaltzgraff si Suffridge au propus operatorul de extensie ¥,, : £S,, — LS, 11
definit prin:

Ua(H)E) = (FE), 2l IfBITT) | 2= (2, 2nn) € B,
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Alegem ramura functiei putere astfel incat: [J f(,%)}n%l ‘2:0 = 1. Acest operator de
extensie pistreazi reprezentarea parametrici de la B™ la B"t!. Aceasti propri-
etate a fost demonstrata de Graham, Kohr si Pfaltzgraff in [53]. Ar fi interesant
de investigat daca operatorul U,, pastreaza g-reprezentarea parametrica, unde g
satisface Ipoteza 2.3.1. Mai mult, se poate studia daca alte subclase ale fami-
liei Sg(IB") sunt pastrate prin acest operator, precum: g-stelaritatea, g-aproape
stelaritatea de ordin « € [0,1), g-spiralitatea de tipul v € (=%, %) si (aproape)
stelaritatea de tip Janowski cu coeficienti reali.

O generalizare a operatorului V¥,, a fost considerata de Graham, Hamada si Kohr
in [41]. Fie Bx bila unitate deschisa a unui n-dimensional JB*-triple (care este un
spatiu Banach complex a carui bila unitate deschisa este omogena), notat cu X,
By bila unitate deschisa a unui spatiu Banach complex Y gi D, C Bx x By este
un domeniu astfel incat By x {0} C D,, unde a > 0.

Fie operatorul de extensie ¥,, , : LS(Bx) — L£S(D,) definit prin:
~ ~ ; ~
Unal£)(2) = (FE), A0 w) , 2= (5,w) € D,.

Alegem ramura functiei putere astfel incat: [Jf(g)]m‘g:o =1(Js(z) =
detDf(z), z € D,) i ¢(Bx) este o constanta determinata de metrica Bergman
pe X. In lucrarea [41], autorii au demonstrat ca ¥, , pastreaza reprezentarea
parametrica de la Bx la D, daca a > m. Ar fi interesant de vazut daca g-
reprezentarea parametrica de la Bx la D, poate fi pastrata prin operatorul ¥, .,
unde g este data de Ipoteza 2.3.1. Totodata, se poate studia daca si alte subclase

de aplicatii normate si biolomorfe sunt pastrate prin acest operator.

o In lucrarea [91], Muir J. a considerat lanturi Loewner F'(z,t) de ordin p pe B" i
pentru ¢ > 0, care sunt nenormate, cu alte cuvinte lanturi Loewner F(z,t) care
satisfac o conditie de tipul locally uniform local LP-continuity in raport cu t. In
aceeasi lucrare sunt abordati doi operatori de extensie: operatorul lui Muir ®,, ¢
(a se vedea Definitia 2.2.12) si o perturbare a operatorului Pfaltzgraff-Suffridge.
Autorul folosegte acest tip de lanturi Loewner pentru a introduce o forma gener-
alizata de spiralitate in raport cu A, unde A este locally integrable operator-valued
function pe [0,00). Aplicatii care satisfac aceasta proprietate de spiralitate gener-
alizata in raport cu A sunt generate prin cei doi operatori de extensie mentionati
anterior. Ar fi interesant de vazut daca alte subclase de aplicatii biolomorfe pot
fi caracterizate prin acest tip de lanturi Loewner, si mai mult, dacd am putea sa
generam astfel de aplicatii prin cei doi operatori de extensie.

o Avand in vedere lucrarea lui Elin [27] referitoare la operatori de extensie care
sunt generati folosind teoria semigrupurilor, ar fi de interes sa studiem si alti
operatori de extensie, precum si proprietatile lor de conservare, folosind teoria
semigrupurilor.

¢ O noua abordare a lanturilor Loewner a fost data de Arosio, Bracci, Hamada si
Kohr in [3], care au considerat lanturi Loewner pe complete hyperbolic complex
manifolds. Autorii au obtinut o noua constructie geometrica a lanturilor Loewner
la una gi mai multe variabile complexe, care au loc pe astfel de domenii gi au aratat
ca existd, o corespondentd de unu-la-unu intre L%lanturi Loewner si L%familie
de evolutie. Totodats, au furnizat exemple de L%lanturi Loewner generate prin
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operatorul de extensie Roper-Suffridge. Ar fi interesant de studiat dacd putem
genera L%lanturi Loewner folosind alti operatori de extensie.
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