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Introducere

Denumirea de geometrie neeuclidiana a fost uzitatd prima datd de Karl Friedrich
Gauss (1777-1855) pentru a distinge geometriile ce diferd de geometria lui Euclid prin
axioma de paralelism. Conform unor scrisori datate, Gauss a inceput sa dezvolte o
geometrie neeuclidiana in anul 1792. El a trebuit sa depasgeasca prejudecatile impotriva
unei geometrii neeuclidiene gi sa accepte un sistem de geometrie care era impotriva
intuitiei sale. Pentru prima data si-a dat seama ca axioma de paralelism este indepen-
denta de celelalte axiome ale geometriei, deci nu are sens problema demonstrarii ei, ca
inldturdnd aceasta axioma, geometria astfel obtinuta nu este contradictorie. Cu toate
acestea el nu a publicat nimic din acest domeniu temandu-se de ridicol. Karl Ferdinand
Schweikart (1780-1859) a dezvoltat, de asemenea, o geometrie neeuclidiana si in 1818
a trimis un memorandum asupra geometriei sale lui Gauss. Schweikart afirma ca pe
langa geometria euclidiand mai existd o noud geometrie, numita astrald, in care suma
masurilor unghiurilor unui triunghi este mai mici decat doud unghiuri drepte. Insi,
la fel ca si Gauss, nu publicd nimic pe aceastd tem&. A durat o buna perioada de timp
pentru ca matematicienii sa accepte existenta unei geometrii neeuclidiene, in special
din cauza convingerilor in filosofia kantiand. Immanuel Kant (1724-1804) credea ca
geometria este o stiinta absoluta. El credea ca axiomele geometriei sunt adevarate a
priori. Astfel, ideea cd ar mai exista o altd geometrie ar contesta folosofia kantiana.

Geometriile neeuclidiene nu contrazic geometria clasicd ci o cuprind ca un caz
limitd. Ele sunt mai avansate deoarece corespund unei faze mai abstracte in procesul
de cunoagtere. O astfel de geometrie a fost descoperitd independent de Janos Bolyai
(1802-1860) la Timigoara si Nikolai Lobacevski (1793-1856). N. Lobacevski in 1829
a publicat lucrarea Principiile geometriei in care afirma cd dacd presupunem datid o
dreapta [ si un punct P care nu apartine dreptei [, atunci exista cel putin doua drepte
ce trec prin P si sunt paralele cu dreapta [. Mai mult, el aratd cd noua geometrie,
pe care Lobacevski o numea imaginara, este la fel de logica si necontradictorie ca
si geometria euclidiana. J. Bolyai dezvolta o geometrie, pe care o numeste absoluta,
independenta de adevarul sau falsitatea axiomei de paralelism si creeaza geometria
hiperbolicd urmand acelagi drum gi obtinand aceleasi rezultate ca si Lobacevski. Opera
lui J. Bolyai, Appendiz Scientiam Spatii Absolute Veram Exhibens (Anexa in care este
expusd stiinta absolut adeviratd a spatiului) a apdrut la Targu Mures in 1831, ca o
anexa a volumului Tentamen a lui Farkas Bolyai.

Denumirea de geometrie hiperbolica igi are justificarea prin aceea ca atunci cand
se clasifica obiectele unei teorii matematice dupa natura unor elemente generatoare -
in cazul nostru fiind numarul de paralele duse dintr-un punct la o dreapta - probleméa
echivalenta in general cu interpretarea radacinilor unei ecuatii de gradul al doilea,
numim eliptic, cazul care corespunde valorilor complexe (cadnd nu avem paralele) si
analog, parabolic sau hiperbolic, cazurile ce corespund radacinilor confundate (cand
avem o unica paraleld) sau reale diferite (caind avem doud paralele).

In 1868, Eugenio Beltrami (1835-1900) aratd cd geometria hiperbolica poate fi re-
alizatd pe pseudosfera, care este o suprafatd de rotatie reald, obtinutd prin rotirea
curbei numit# tractice. In acest caz, dreptele geometriei sunt geodezice ale pseudos-
ferei, deci curbe de cea mai scurta distanta. Rezultatul lui Beltrami este deosebit de



important, pentru cd ne dd un model real, in spatiul obignuit, pe care este valabila
geometria hiperbolicd, deci rezolva complet problema necontradictiei plane a lui Bolyai
- Lobacevski.

Lucrarea de fatd este structuratd in trei capitole, un capitol introductiv si doua
capitole in care se prezintd contributiile noastre in studiul geometriei hiperbolice. In
primul capitol, intitulat " Modelul vitezei relativiste a lui Einstein", este prezentat, in
linii mari, modelul pe disc al lui Beltrami-Klein al geometriei hiperbolice, utilizadnd
notiunea de gyrovector introdusd de matematicianul american Abraham Ungar [133]
in anul 1997. Astfel, mai intai se introduc notiunile de gyrogrup, gyrogrup gyroco-
mutativ, precum si principalele proprietati ale acestora. Mai apoi se prezinta notiu-
nile de gyrovector, de spatiu al gyrovectorilor si principalele proprietati ale acestora.
In continuare, pe spatiul gyrovectorilor (G, ®,®) se introduce gyrometrica dg(a,b),
se definegte gyrolinia, gyrosegmentul, gyromijlocul unui gyrosegment, gyrocosinusul
unghiului dintre doi gyrovectori si se dau conditii de gyrocoliniaritate pentru trei
puncte. In urmétorul paragraf al capitolului intai considerand factorul gamma se in-
troduc adunarea si inmultirea Einstein, se dau principalele proprietati ale acestora
si se prezintd modelul lui Beltrami-Klein al geometriei hiperbolice vazut prin prisma
notiunii de gyrovector. In ultima parte a primului capitol se enuntd cateva teoreme
utile in demersul nostru stiintific, a cdror demonstratie se giseste in [134], [135] si
[136].

In capitolul al doilea, intitulat " Varianta hiperbolici a unor rezultate geometrice
clasice" se transpun in variantd hiperbolica - utilizind modelul lui vitezei relativiste
a lui Einstein, modelul pe disc al lui Poincaré si modelul semiplanului superior al lui
Poincaré - diferite teoreme celebre ale geometriei euclidiene. Astfel, in subcapitolul
2.1, C. Barbu si F. Smarandache [38] trateaza teorema lui Menelaus in modelul pe disc
al lui Poincaré, prezintd forma reciprocd a teoremei si utilizeazd aceastd noua forma
pentru a demonstra o teorema de a lui Titeica in geometria hiperbolica.

In sectiunea 2.2 utilizand notiunea de ratie hiperbolici - introdusi de citre W.
Stothers [130], C. Barbu [18] prezinta varianta hiperbolica a teoremei lui Menelaus
pentru patrulatere, teorema transversalei pentru un triunghi si teorema lui Manelaus
pentru un poligon convex oarecare.

In subcapitolul trei, D. Andrica si C. Barbu [7] trateazi teorema lui Ceva in modelul
pe disc al lui Poincaré, arata ca in anumite conditii are loc teorema reciproca si prezinta
cateva aplicatii ale acesteia intr-un triunghi hiperbolic.

In paragraful 2.4, D. Andrica si C. Barbu [9] prezint# varianta hiperbolici a teo-
remei lui Desargues in modelul pe disc al lui Poincaré si dau conditii pentru teorema
reciproca.

In subcapitolul 2.5, C. Barbu [16] defineste poligonul hiperbolic podar si prezinti
varianta hiperbolica a teoremei poligonului podar al lui Smarandache, aceasta fiind o
generalizare a teoremei lui Carnot.

In subcapitolul 2.6 se prezintd o demonstratie trigonometricd teoremei lui Steiner-
Lehmus in modelul pe disc al lui Poincaré. Acest rezultat a fost publicat de C. Barbu
in lucrarea [15].

In paragraful 2.7 se introduce notiunea de izogonald hiperbolics, se demonstreaz:
teorema lui Steiner referitoare la izogonale in modelul pe disc al lui Poincaré si in



modelul vitezei relativiste a lui Einstein, se dau consecinte ale acestei teoreme si se
demonstreaza o teoremd a lui Andreescu referitoare la drepte izogonale intr-un triunghi
hiperbolic. Aceste rezultate au fost publicate in lucrarea [19].

In subcapitolul 2.8, C. Barbu [19] introduce notiunea de simediand hiperbolica, a
prezentat teorema lui Mathieu in modelul pe disc al lui Poincaré si da cAteva consecinte
ale acesteia in geometria hiperbolica.

C Barbu si L. Piscoran [33] prezinta in sectiunea 2.9 teorema lui Nobbs in modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

C. Barbu [20] prezint& in subcapitolul 2.10 varianta hiperbolicd a teoremei transver-
salei izotomice in modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

In subcapitolul unsprezece C. Barbu [20] prezintd varianta hiperbolicd a teoremei
lui Neuberg in modelul pe disc al lui Poincaré si unele consecinte ce deriva din aceasta.

C. Barbu si L. Pigcoran [34] prezintd in sectiunea 2.12 varianta hiperbolica a teo-
remei lui Giilicher in modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

In sectiunea 2.13, C. Barbu si L. Pigcoran [34] prezintd varianta hiperbolica a teore-
mei bisectorei interioare, reciproca acesteia, varianta hiperbolica a teoremei bisectorei
exterioare gi reciproca acesteia, precum si cateva aplicatii ale acestor teoreme.

In sectiunea 2.14, C. Barbu si L. Piscoran [30] prezinti varianta hiperbolici a
teoremei lui Zajic in modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

In subcapitolul cincisprezece C. Barbu si N. Sénmez [41] prezinta varianta hiperbol-
ica a teoremei lui Carnot in modelul semiplanului superior al lui Poincaré al geometriei
hiperbolice, ardta ca in anumite conditii admite reciprocd si dau cateva aplicatii ale
acesteia intr-un triunghi hiperbolic.

In paragraful 2.16, C. Barbu si N. Sénmez [40] prezintd varianta hiperbolicd a
teoremei ortopolului in diferite modele ale geometriei hiperbolice.

C. Barbu [22] in subcapitolul 2.17 prezintd varianta hiperbolicd a teoremei lui
Stewart in modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice, precum
si cAteva consecinte ale acesteia.

C. Barbu [25] in subcapitolul 2.18 prezinta varianta hiperbolica a teoremei lui Van
Aubel in modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice, precum gi
cateva consecinte ale acesteia.

In subcapitolul 2.19, C. Barbu [23] prezintd varianta hiperbolica a unei teoreme
de minim a lui Smarandache in modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei
hiperbolice.

In sectiunea 2.20, C. Barbu [29] prezinti varianta hiperbolici a unei teoreme a
lui Pappus in modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice, se
defineste antibisectoarea pentru un triunghi hiperbolic si se dau cateva consecinte ale
teoremei lui Pappus.

In subcapitolul 2.21, C. Barbu [13] prezintd varianta hiperbolici a teoremei tri-
unghiului cevian a lui Smarandache in modelul vitezei relativiste a lui Einstein al
geometriei hiperbolice.

In paragraful 2.22, C. Barbu [31] trateazi in hiperbolic cateva inegalitti referitoare
la un triunghi.

In subcapitolul 2.23, C. Barbu si L. Pigcoran [35] prezintd varianta hiperbolicd a
inegalitatii lui Andrica-Iwata i consecinte ce deriva din aceasta.



In sectiunea 2.24, C. Barbu si L. Piscoran [37] trateazd unele aplicatii ale inegalititii
lui Cusa-Huygens intr-un triunghi hiperbolic.

In subcapitolul 2.25, C. Barbu si L. Piscoran [36] prezintd forma hiperbolics a unei
inegalitati a lui Panaitopol gi dau citeva consideratii asupra inegalitatii lui Jordan.

In capitolul al treilea, intitulat " Inegalitatea fundamentald a triunghiului intre cla-
sic §i hiperbolic" se trateazd inegalitatea lui Blundon atat in geometria euclidiana cat si
in geometria hiperbolicd. Astfel, in sectiunea 3.1, D. Andrica si C. Barbu [8] prezinta
o demonstratie noud pentru inegalitatea fundamentald a triunghiului, demonstratie
bazatd pe consideratii geometrice. Daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului
ABC, r este raza cercului inscris in triunghi, s este semiperimetrul triunghiului, iar R
este raza cercului circumscris triunghiului ABC, inegalitatea fundamentala are urma-
toarea exprimare: Conditia necesard si suficientd pentru a exista un triunghi avand
elementele s, R si r, este

2R*4+10Rr —r*—2(R—2r)V/ R — 2Rr < s* < 2R?*+10Rr —r?+2(R—2r)\/ R? — 2Rr.

Se demonstreaza cd daca intr-un triunghi neechilateral ABC, I este centrul cercu-
lui inscris, O este centrul cercului circumscris O gi N este punctul lui Nagel, atunci
urmatoarea relatie este adevarata:

2R? + 10Rr — r? — s?
2(R — 2r)v'R? — 2Rr’

inegalitatea lui Blundon fiind o consecinta a acestei teoreme. Din demonstratia data
in acest paragraf rezultd o cale naturald de constructie a unui triunghi ABC' in care se
dau centrul cercului inscris I, centrul cercului circumscris O si punctul lui Nagel N,.
reducdndu-se astfel constructia ceruta la faimoasa problema a lui Euler de constructie
a unui triunghi in care stim I, O si H [68]. Problema de constructie a lui Euler a fost
studiatd de cdtre B.Scimemi [120], G.C.Smith [126], J.Stern [129] si P.Yiu [144].

In sectiunea 3.2, D. Andrica si C. Barbu [8] au dat o form& duald a inegalititii
lui Blundon. Astfel, daca r, este raza cercului A-exinscris am aritat cd urmétoarele
inegalitati sunt adeviarate:

COSI/O.Z\V =

a® + b% + 2 9 9 3
OSfSR —3Rrq — 15+ (R+ 2r4)V R? 4 2Rr,.

Se aratd ca dacd I, este centrul cercului A-exinscris, iar N, punctul lui Nagel adjuct
corespunzator laturii a, atunci urmatoarea relatie este adevarata:

R? —3Rr, — 12—«

cos IG/OWG = )
(R + 2r4)VR? + 2Rr,
unde o = W, forma duala inegalitatii lui Blundon fiind o consecinté a acestei
teoreme.

In sectiunea 3.3, D. Andrica si C. Barbu [8] prezintd cateva inegalitdti obtinute din
teorema duald prezentata in subcapitolul precedent.

In sectiunea 3.4, D. Andrica si C. Barbu [10] prezintd o rafinare a inegalitatii lui
Blundon, dand o demonstratie geometricd unor inegalitdti obtinute de catre Wu [140],



si anume: pentru orice triunghi A; As A, urmatoarele inegalitati au loc:

2R*4+10Rr—r2—2(R—2r)\/R% — 2Rrcos ¢ < s° < 2R?*+10Rr—r*4+2(R—2r)y/ R2 — 2Rr cos .

unde ¢ = min [A4; — Aj|.

1<i<j<3
In subcapitolul 3.5. se prezint forma hiperbolicd a inegalititii lui Blundon, dati de
ctre cdtre D. Svrtan si D. Veljan [131] si are urméatoarea exprimare: dacd un triunghi
hiperbolic admite un cerc circumscris de raza R, iar r este raza cercului inscris, s este
semiperimetrul triunghiului gi € este defectul triunghiului, atunci are loc inegalitatea

D
7=

unde
D = s”[(r®R?c” + 4" R"” — 47 RP? — 14 6¢'R' — 120 R” + 87 R")s"
+r2R'e' (1 — 4r'R' + 41" R’ — 872 R"?™ + 9¢' + 18" R'e)s3
+r2(2R? — 10r'R' — 1272 R — 2)s™ — 61" R'e's’ — 1Y),

iar 7' = tanh 7, R’ = tanh %,a’ = cot 5,5’ = sinh £.

In ultimul subcapitol al tezei D. Andrica, C. Barbu si N. Minculete [26], [11]
realizeaza o extindere naturald a inegalitatii lui Blundon utilizdnd coordonatele bari-
centrice. Se introduce notiunea de ceviana i exceviana de rang (k, [, m) astfel: daca
D este un punct pe latura (BC') a unui triunghi neisoscel ABC, astfel incat:

@ B (E)k s—c\' fa+b\™
DC  \b s—b a-+c
k,l,m € R, atunci AD o vom numi ceviand de rang (k,l, m), iar daci D € BC\ [BC],

l m
PN k _ . . L
astfel incat g—g = (%) <ﬁ) (Z—fg) , k,l,m € R*, atunci AD o vom numi excevianda
de rang (k, 1, m) - si se prezintd proprietéti ale acestui tip de ceviana. Se aratd ca daca

I, I, I3 trei puncte ceviene de rang (k, [, m) avand coordonatele baricentrice:

Lija¥i (s — a)li(b+ )™ : bFi(s — b)li(a + )™ : Fi(s — &)li(a+b)™], i =1,3,

iar pentru i = 1,3, a*i (s —a)li(b+c)™, bFi(s—b)li(a+c)™, cFi(s — c)li(a+b)™ notdm

1 42 fo 13 o
cu t;, t7, respectiv t7, sl

1 1
tj L

s — _ 7
M R

t2 2

B.: = ] - ¢
R e B T i

3 3

Vij = 3 ;

@+@+@ o+t + 13



pentru ¢,j € {1,2,3}, atunci

—

COS 11]213 =

—a®(B1a712 + Bagvas — Ba1vs1) — b2 (712012 + Yozas — yaras1) + (12815 + a23Ba3 — a3183;)

2v/—B127120% — V1201267 — 1281562 - \/—Ba372302 — Ya30023b% — g3B93¢?

si de aici rezulta imediat inegalitatile:

_2\/—512’}’12612 - 712011252 - 041251202 ) \/—52372302 - 723042352 - 0423ﬁ2302 <

—a®(Bra712+B23V23— Ba1V31) —b* (V12012723003 — V31 031 )+ (12819 + 3893 — 31 851) <

2v/—B1971202 — V1201202 — 12B15€2 - \/— B350 — Ya30023b2 — Q3 Basc?,

inegalitatea lui Blundon fiind o consecinta a proprietatii precedente.

Doresc sa exprim, cu aceasta ocazie, recunogtinta mea tuturor persoanelor care, de-
a lungul timpului, direct sau indirect, au contribuit prin sfaturile lor la concretizarea
acestui demers stiintific. Ii multumesc Domnului Profesor Universitar Doctor Dorin
Andrica care, pe langs conducerea stiintifica a tezei mele de doctorat, m-a indrumat
atent si riguros pentru a da o claritate maxima lucrarii pe toata durata stagiului
doctoral.

Multumesc domnului Profesor Universitar Doctor Mircea Cragmareanu, domnului
Profesor Universitar Doctor.Paul Blaga, domnului Profesor Universitar
tru citirea atentd a manuscrisului si pentru sfaturile si bundvointa aratate. De aseme-
nea, doresc sd aduc multumiri Catedrei de Geometrie a Universitéatii Babeg-Bolyai din
Cluj-Napoca, Domnului Profesor Universitar Doctor Varga Csaba, Domnului Con-
ferantiar Doctor Cornel Pintea, Domnului Lector Doctor Daniel Vacaretu, Doamnei
Lector Liana Topan, care m-au ajutat si incurajat in elaborarea acestei lucrdri. Nu
in ultimul rand, as vrea si multumesc sotiei, fiului meu Matei si parintilor, pentru
sustinerea continua in realizarea acestui pas important din viata mea.



Chapter 1

Modelul vitezeil relativiste a lui
Einstein

Geometria hiperbolica, la fel ca si cea euclidiand, include notiunile de distanta gi de
unghi. Ambele geometrii contin multe proprietdti aseméandtoare, dar exista totodata
si multe diferente intre ele. In literatura de specialitate existd mai multe modele in
care se poate studia geometria hiperbolica; exista astfel modelul lui Poincaré pe disc,
modelul lui Poincaré pe semiplanul superior, modelul pe disc al lui Beltrami-Klein etc.
Urmand [134] si [136] si ultimele descoperiri in acest domeniul, modelul pe disc al lui
Beltrami-Klein mai este cunoscut si sub numele de modelul vitezei relativiste a lui
Einstein in care se introduce notiunea de gyrovector.

Teoria speciald a relativitatii a fost formulata initial de Einstein in 1905, [65],
pentru a explica unele rezultate obtinute in experimentele de propagare a undelor
electromagnetice. Varicak in 1908 a descoperit legatura dintre teoria speciald a rela-
tivitatii si geometrie hiperbolicd [138]. Modelul vitezei relativiste a lui Einstein este
un alt model de geometrie hiperbolicd. Multe dintre teoremele geometriei euclidiene
au o forma relativ similara in modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Prezentam in linii mari acest model al geometriei hiperbolice.

Un grupoid (G, @) este un gyrogrup daca satisface urméatoarele axiome:

(G1) in G existd un unic element, 0, astfel incat 0 & a = a, pentru orice a € G.

(G2) pentru orice element a € G existd un element Sa € G astfel incat ca®a = 0.

(G3) oricare ar fi a,b,c € G existd un unic element gyria,blc € G astfel incat
a® (bdc)=(adb) D gyra,blc.

(G4) functia gyr(a,b] : G — G datd prin ¢ — gyr|a,b]c este un automorfism al
grupoidului (G, @). Operatorul gyr : G x G — Aut(G, @) se numeste gyratorul lui G.

(G5) gyrla,b] = gyrla & b, b].

Prin a © b vom nota elementul a @ (Sb).

Un gyrogrup (G, @) se numeste gyrocomutativ dacd a ® b = gyrfa, b](b® a), pentru
toti a,b € G.

Daci (G, ®) este un gyrogrup, iar a,b € G, atunci unica solutie in G a ecuatiei
a®x=bestex =Sa®b.

10
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Intr-un gyrogrup (G, @) sunt adevirate relatiile:
a® (Ga®db)=0b

gyrla,b] = gyrla,b® a]
gyrla,b] = gyrla ® b, Sa]
gyr[b,a] = gyr(Sa,a & b]

Intr-un gyrogrup gyrocomutativ (G, ®) sunt adevarate relatiile:
Sladb)=6cacb

gyrja,bj{b@ (a®c)} =(adb) Bc
gyrla,blb = (a®b) Sa
(a®b) S (a®c)=gyr|a,bl(be c)
gyrla,blgyr[b @ a, c] = gyrfa, b ® c|gyrd, ]
gyrla, ©blgyr[b, &clgyr(c, ©a] = gyr[©a & b, Ba ©
gyrla, ©blgyr[b, Oclgyr|c, &d] = gyr|a, ©d|
gyrla, ob] = gyr[©a & b,a & blgyr|a, b]

Numim gyrovector legat PQ in gyrogrupul gyrocomutativ (G,®) o pereche or-
donatd de puncte P, @ € G. Convenim ca in G gyrovectorului PQ) s ii corespunda
valoarea ©P & (). Vom scrie

v=PQ=6P®Q

Gyrovectorii legati PQ si P'Q’ in gyrogrupul gyrocomutativ (G, @) se numesc echivalenti,
scriem OP®Q ~ OP'®Q’ daci au aceeasi valoare in G, adici dacd OP®Q = OP'®Q’.
Relatia "~" este o relatie de echivalenta. Clasele de echivalenta rezultate le vom numi
gyrovectori.

Un spatiu al gyrovectorilor (G, @, ®) este un grup gyrocomutativ (G, @) ce satisface
urméatoarele axiome:

(1) gyriu,vl]a: gyrju,vlb = a- b, pentru orice a,b,u,v €G.

(2) G admite inmultirea cu scalari, ®, in sensul urmator:

Pentru orice r,r1,79 € R i orice element a €G avem:

(Gl) 1 a=a

(G2) (n+mr)@a=readra®a

(G3) (rir) ®a=m ® (ro®a)

(G4) fra = 7o

(G5) gyr[u,v](r ® a) =r ® gyr[u,v]a

(G6) gyr[r1 @ v,r ® v] =1

(3) (|G|l ,®,®) este spatiu real vectorial, pentru mul{imea
{£|la]| - a € G} CR,

Pentru orice r € R gi a,b € G avem:

(G7) |Ir®al =|r|® |l

"vectorilor" |G| =
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(G8) lae bl < [laf & bl .
Se verificd simplu cd (—1) ® a = ©a, ||©al| = ||la]|,a®r = r ® a. Din axioma (G1)
rezulta cd pentru orice n,t numere naturale sunt adevarate urmaétoarele proprietéati:

n@a=adad..da
N————

n ori

a® (—t) = caxt.
Spatiul gyrovectorilor G = (G, @, ®) poseda legea de distributivitate la stanga
re(rneadre®a)=r®((rnea)dre (rsa).
Fie G = (G,®,®) spatiul gyrovectorilor. Gyrometrica este datd de functia gy-
rodistantd dg(a,b) :G x G — Ry,
dg(a,b) =[|cad bl = [[be al|

Fie a,b doud puncte distincte din spatiul gyrovectorilor (G, ®, ®). Gyrolinia in G
ce trece prin punctele a si b este formatd din multimea punctelor L = a @ (©a & b)®t
din G cu t € R. Doud gyrolinii ce trec prin aceleagi doud puncte distincte coincid. Un
gyrosegment ab format din multimea punctelor L = a® (©a® b)®t cu t € [0, 1].
Gyrolungimea |ab| a gyrosegmentului ab este gyrodistanta dintre a si b,

|ab| = dg(a,b) = [[ca® b

Doua gyrosegmente sunt egale dacd au aceeagi gyrolungime.
Daca un punct b apartine unui gyrosegment ac in spatiul gyrovectorilor (G, ®, ®),
atunci
|cad®c| =|cadb||a|ebac].

Trei puncte aj, ag, a3 in spatiul gyrovectorilor G = (G, ®, ®) sunt gyrocoliniare daca
apartin aceleiagi gyrolinii, adicd daca existd a,b € G

ay =ad (0ad b))ty

pentru orice t;, € R,k = 1,3. Daci trei puncte aj,as, a3 in spatiul gyrovectorilor
G = (G,®,®) sunt gyrocoliniare, atunci

gyr(ai, ©aggyr(az, ©ag] = gyr(a;, ©ag).

Gyromijlocul pJ. al oricaror doua puncte distincte a si ¢ din spatiul gyrovectorilor
(G, @, ®) este dat de ecuatia

1
Pac =a® (@a@c)®§

Fie ©a;®b; si ©as®by doi gyrovectori nenuli in spatiul gyrovectorilor (G, ®, ®).
Gyrocosinusul unghiului a, 0 < a < 7, dintre cei doi gyrovectori este dat de ecuatia

Sa;®b; ‘ Sas®by
[Cai®by| [|[CaDby|

Cos&x =
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Fie s o constantd pozitiva, (R",+,-) spatiul vectorilor n— dimensionali i R} =
{v €R": ||v|| < s} s— sfera vectorilor n-dimensionali avind norma mai micd decat s.
Adunarea Einstein & este o operatie binara pe R} data de ecuatia

1 11 4y
uPv=———<u+—vi— u-vu,,
1+‘;2V{ o s2l+fyu( ) }

pentru toti u, v €R?, unde v,, este factorul gamma dat de ecuatia

1 1
Yu = = 3
[l i

. o . . . . . . 2
u - v reprezintd produsul scalar al vectorilor n— dimensionali u i v, iar ||ul|® =
u - u = u?. Din relatia precedent rezultd o egalitate frecvent utilizats

(1.1)

2
W Juf? 431

o2 2 2
S Yu

S

Perechea (R?, @) este grupoidul lui Einstein. Prin a © b vom nota elementul a & (Sb).
In general adunarea Einstein nu este comutativa i nici asociativd. Adunarea
Einstein satisface identitatea gamma

u-v
Yugv = TuVv (1 + 52 ) )
ce poate fi rescrisa astfel
u-v
Yuov = Tulv (1 a2 ) (1.2)

pentru toti u, v € RY. Identitatea precedenta semnaleaza apropierea dintre geometria
hiperbolica si teoria speciala a relativitatii studiata pentru prima data de catre Som-
merfeld i Varicak cu ajutorul "rapiditatii". Astfel, rapiditatea ¢, a vitezei relativiste
v este definita de ecuatia

¢, = tanh™? HVSH (1.3)
astfel Incat
cosh by =7y

sinh ¢, = ’YVM~
s

Sommerfeld gi Varicak au ardtat ca
cosh ¢, = cosh ¢, cosh ¢, — sinh ¢, sinh ¢, cos A

unde unghiul A este interpretat ca fiind un unghi hiperbolic al unui "triunghi de viteze
relativiste" in modelul lui Beltrami al geometriei hiperbolice. Din relatia (1.2) rezulta
o egalitate utila

u’V_l 7u9v
—=1-—
S YuVv
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Doi gyrovectori u si v din R} sunt paraleli daca exista A € R astfel incat u =\v,
adunarea Einstein devenind

u@v:%; (14)
L+ & [luf[|lv]]
iar de aici rezulta lal| +[|v]]
u||+||v
[ul| @ [[v]l=

L+ 5 [lall v

Adunarea Einstein restrictionatd la forma (1.4) este comutativa si asociativa, R?
impreund cu adunarea Einstein restrictionatd determindnd un grup, lucru observat de
catre Einstein, care insa nu a ficut nici o referire la ceea ce se intampld daca vectorii
vitezd nu sunt paraleli. Ungar a ardtat in 1988 ca R? impreund cu adunarea Einstein
formeaza un gyrogrup gyrocomutativ. Gyratiile Einstein gyr[u,v] : R? — R? sunt
automorfisme ale gyrogrupului (R?, @), date de ecuatia

gyrlu,viw = S(u® v)e{us(v e w)}, (1.5)
iar produsul scalar in R} pastreaza proprietatile produsului scalar din spatiul V,
gyr[u,v]a-gyrfu,vlb =a-b,

pentru toti a,b,u,v,w € R7.
Din ecuatia (1.5) se obtine ecuatia gyratiei. Astfel, pentru orice u, v, w € R? avem

Au-+Bv

gyriu, vlw = w+ PR

unde
1 73

1
A= _?F}/u + 1(7v - 1)(11 ' W)+§7u7v(v : W)

2 V22
s (Yu + D7y + 1)

(u-v)(v-w)

Inmultirea Einstein cu scalari » ® v in R} este data de ecuatia

(o))
(1+20)" o (1 ) v

\%

rQR®V=s

)

= stanh(r tanh ™ M)
s |lvll

under e R,veR?, v#0sir®0=0.
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Inmultirea Einstein cu scalari poate fi rescrisg in functie de factorul gamma astfel:

rov= v (1.6)

cuv #0.

Gyrogrupul Einstein (R?, @) peste care definim inmultirea Einstein cu scalari de-
termind spatiul Einstein al gyrovectorilor (R?, @, ®). Gyrometrica spatiului Einstein
al gyrovectorilor (R?, @, ®) este data de functia gyrodistanta

d(a,b) = [bOal. (1.7)

Gyroliniile in spatiul Einstein al gyrovectorilor (Vs, ®, ®) coincid cu geodezicele mod-
elului pe disc al lui Beltrami - Klein al geometriei hiperbolice.

Un gyrotriunghi ABC' in spatiul gyrovectorilor (V;, ®,®) este determinat de trei
puncte A, B,C € G, numite varfurile gyrotriunghiului si de gyrosegmentele AB, AC
si BC, numite laturile gyrotriunghiului. Laturile gyrotriunghiului determina trei gy-
rounghiuri o, 8 g1 v, 0 < a, 8,7 < 7 corespunzatoare varfurilor A, B, respectiv C.

Prezentam in continuare citeva teoreme demonstrate de cdtre A. Ungar, utilizate
de catre noi pentru obtinerea altor rezultate.

Teorema lui Menelaus in modelul vitezei relativiste a lui Finstein.

Fie aj,a, si ag trei puncte necoliniare in spatiul gyrovectorilor al lui Einstein
(Vs,®,®). Dacd o gyrolinie intersecteazd gyrolaturile gyrotriunghiului ajagag in gy-
ropunctele aj2, a;3, ag , atunci

Voar@ar; 1081 © A12|| Yoayeas 932 © a23]| Yoagea, 1023 © ais|
Yoasmars 1982 ® a12|| Yoasmans 11923 © a23[ Yoa,@ay, 1021 © ans]|

1 (18)

unde v, = ;2 este factorul gamma. (vezi [135], p 463)

_ vl
-1
Teorema lui Ceva in modelul vitezei relativiste a lui Einstein.
Fie aj,a, si a3 trei puncte necoliniare in spatiul gyrovectorilor al lui Einstein
(Vs, @, ®), iar aja3 este un punct in planul gyrotriunghiului ajagas. Daca gyroliniile
ajajog, aza1923, azajsy intersecteaza dreptele asag, azaq, respectiv ajas, atunci

Yoai®ais H@al @ 312” Yoasdass H@a2 D 3-23” Yoasdais H@ag b al3|| o

=1
Yoasmars 1982 © a12|| Yoasmans 11923 © 223 Yoa,aay, 1021 © a3

;o (L9)

unde v, = ;2 este factorul gamma. (vezi [135], p 461)

[Iv]|
1-55-

s
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Teorema sinusurilor tn modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Fie ABC un gyrotriunghi in spatiul gyrovectorilor al lui Einstein (Vy, ®, ®), avand
varfurile A, B gi C, laturilea = —B®C,b=-C@®Asic=—-A®B. Fiea = |ja]|,b=
IIbl|, ¢ = ||c|| lungimile gyrolaturilor gyrotriunghiului ABC, a,b,c € (—s,s), iar o =
/BAC,p = /CBA, v = ZACB sunt gyrounghiurile gyrotriunghiului ABC. Atunci
urmatoarea egalitate este adevarata:

sina  sinf  sinvy
= =1 (1.10)
Y@ Wb e

= —L__ este factorul gamma. (vezi [135], p. 544)

unde v, = —
1-1

Teorema cosinusului in modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Fie ABC un gyrotriunghi in spatiul gyrovectorilor al lui Einstein (Vy, ®, ®), avand
varfurile A, B gi C, laturilea = —B®C,b=-C@®Asic=—-A®B. Fiea = |ja]|,b=
IIbl|,c = |lc|| lungimile gyrolaturilor gyrotriunghiului ABC, iar o« = ZBAC, =
ZCBA,y = ZACB sunt gyrounghiurile gyrotriunghiului ABC. Atunci urméatoarea
egalitate este adevarata:

Ya = MVe(1 = bscs cos a), (1.11)
1

unde v, = 7va|2
1-1

Teorema bisectoaret in modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Fie ABC un gyrotriunghi in spatiul gyrovectorilor al lui Einstein (Vy, ®, ®), avand
varfurile A, B gi C, laturilea = —B®C,b=-C@®Asic=—-A®B. Fiea = |ja]|,b=
IIbl|,c = ||c|| lungimile gyrolaturilor gyrotriunghiului ABC, iar D un punct pe latura
BC a gyrotriunghiului astfel incat AD este bisectoarea gyrounghiului Z/BAC. Atunci,

VBp| |BD| 4B |AB]
Yep ICD| - Yac |ACI

este factorul gamma. (vezi [135], p.542)

(1.12)

unde v, = ——— este factorul gamma. (vezi [136], p.151).

llvi2
1=

s



Chapter 2

Varianta hiperbolica a unor
rezultate geometrice clasice

Geometria hiperbolica a aparut in prima jumé&tate a secolului al XIX-lea ca o incercare
de a intelege baza axiomaticd a geometriei lui Euclid. Este cunoscut de asemena
faptul ca desi sunt mai multe tipuri de geometrii neeucliediene, acestea au multe
caracteristici comune cu geometria euclidiand. Astfel, geometria hiperbolicd include
concepte similare, ca de exemplu cele de distanta si unghi.

2.1 Teorema lui Menelaus in modelul pe disc al lui Poincaré
al geometriei hiperbolice

Menelaus din Alexandria, matematician si astronom grec, a fost primul care a gasit
geodezicele pe o suprafata curba ca analoage de linii drepte. Binecunoscuta teorema
a lui Menelaus afirmé cd dacd [ este o dreaptd ce nu trece prin nici un varf al unui
triunghi ABC, astfel incat dreapta [ intersecteaza laturile BC, CA, and AB in D, E,
respectiv F', atunci g—g . g—g . % =1 [79]. Acest rezultat este simplu dar are o
mare utilizare in aplicatii. Mentiondm cateva demonstratii diferite date de citre A.
Johnson [84], N. A. Court [55], C. Cosnitd [53], A. Ungar [135]. In cele ce urmeaz
vom prezenta o demonstratie pentru varianta hiperbolica a acestei teoreme utilizadnd
modelul pe disc al lui Poincaré. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea

[38).

Teorema 2.1.1. (Teorema lui Menelaus pentru un triunghi hiperbolic)
Daca [ este o dreapta hiperbolica ce nu trece prin nici un varf al triunghiului hiperbolic
ABC astfel incat [ intersecteazid BC in D, CAin F ¢i AB in F, atunci

(AF), (BD), (CE),
(BE), (CD)y (AE),

=1.

17
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Teorema 2.1.2. (Reciproca teoremei lui Menelaus pentru un triunghi
hiperbolic) Dacd punctul D apartine dreptei hiperbolice BC, E apartine dreptei
hiperbolice C A, si F' apartine dreptei hiperbolice AB atfel incat

(AF), (BD), (CE), _

(BF), (CD), (AB), "

atunci punctele D, F gi F' sunt coliniare.

Teorema 2.1.3. (O teorema a lui Titeica in modelul lui Poincaré) Printr-
un punct O situat in interiorul unui triunghi hiperbolic ABC se duce o dreapta
hiperbolica ce intersecteaza geodezicele BCO,CA si AB in A’, B, respectiv C’. Daca
A", B"” C" sunt simetricele punctelor A’, B’, respectiv C’ in raport cu punctul O, iar
doua dintre dreptele AA”, BB”, CC" sunt concurente, atunci toate sunt concurente.

2.2 Teorema lui Menelaus pentru patrulatere hiperbolice

O aplicatie a teoremei lui Menelaus o reprezinta forma pentru patrulaterele hiperbol-
ice, care in geometria euclidiand urmatoarea formulare: dacd X,Y, Z, W sunt puncte
coliniare pe laturile AB, BC,CD, respectiv DA, ale patrulaterului ABCD, atunci
% : % : % . % =1 [17]. In continuare vom prezenta o varianta hiperbolici a teo-
remei lui Menelaus pentru patrulatere in modelul pe disc al lui Poincaré si in modelul
vitezei relativiste a lui Einstein. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarile
[18] si [39].

Daca A, B si X sunt puncte distincte pe o dreapta hiperbolicd h, se numeste ratie

hiperbolica raportul h(A, X, B) = %, dacd X este intre Asi B, si h(A, X, B) =
sinh(d(A,X))

—Smh(d(x5)) Pentru orice alta situatie (unde d(M, N) reprezintd distanta hiperbolica
dintre punctele M si N).

Ratia hiperbolica are urmétoarele proprietati:

1. (A, X,B) = m

2. dacid X este intre A si B, atunci h(A, X, B) € (0,1),

3. daca X este pe AB, dupa B, atunci h(A, X, B) € (—o0,—1),

4. dacd X este pe AB, dupa A, atunci h(A, X, B) € (—1,0),

5. dacd X si Y sunt puncte pe drepta hiperbolica astfel incat h(A,X,B) =
h(A,Y,B), atunci X =Y.

Pentru mai multe detalii despre ratia hiperbolicd a se vedea, de exemplu, [130].
In demostratia pe care o vom da mai jos vom utiliza toerema lui Menealus pentru un
triunghi hiperbolic, al carei enunt este urmatorul: Daca [ este o dreapta hiperbolica
ce nu trece prin nici un varf al triunghiului hiperbolic ABC astfel incat [ intersecteaza
BCin D,CAin F gi AB in F, atunci

WA, F,B)-h(B,D,C)-h(C,E,A) = —1
(vezi [97], p. 113).
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Teorema 2.2.1. (Teorema lui Menelaus pentru patrulatere hiperbolice
in modelul pe disc al lui Poincaré). Daci o dreapta hiperbolicd [ intersecteaza
laturile AB, BC, CD, DA ale patrulaterului hiperbolic ABCD in X,Y, Z, respectiv
W, atunci

h(A,X,B)-h(B,Y,C)-h(C,Z,D)-h(D,W,A) =1

F. Smarandache a generalizat teorema lui Menelaus pentru orice poligon avand n >
4 laturi, dupd cum urmeaza: Dacé o dreapta [ intersecteaza laturile Ay Ao, AsAs, ..., si
AnA; ale n-gonului A;As...A,, respectiv in punctele My, Ma, ..., My, atunci

MiAy MaAs M, A,

. =1
M1A2 M2A3 MnAl

[122]. In cele ce urmeazd vom prezenta demonstratii pentru varianta hiperbolics a
teoremei lui Menelaus pentru patrulatere i a teoremei lui Smarandache in geometria
hiperbolica utilizand modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Teorema 2.2.2. (Teorema lui Menelaus pentru patrulatere hiperbolice)
Daca [ este o dreaptd hiperbolica ce nu trece prin nici un varf al patrulaterului hiper-
bolic convex ABC D, astfel incat [ intersecteazi AB in X, BC'in Y, CD in Z si DA

in W, atunci

7 ax||AX| ) 7\ By||BY| ) Y\cz|lCZ]| ) Y\ pw||DW| 1

Viex)|BX| VievilCY| Vipz|DZ| V| aw |AW]

Dam in continuare o consecinta a acestei teoreme.

Corolarul 2.2.3. (Teorema transversalei pentru triunghiuri hiperbolice).
Fie D un punct pe latura BC a triunghiului hiperbolic ABC i [ o dreapta hiperbolicé
ce nu trece prin nici un varf al triunghiului, astfel incat [ intersecteaza pe AB in M,
pe AC in N gi pe AD in P. Atunci,

Y an||AM| ) Y\ ac||AC| ) 7\ pn|IPN| .V\DB\‘DB‘ 1

YaplABl - Vian||AN| YV ipag|PM| Y pe|DC|

Teorema 2.2.4. (Teorema lui Menelaus pentru un poligon hiperbolic con-
vex) Dacd [ este o dreapta ce nu trece prin nici un varf al poligonului convex Ay As... A,
astfel incat [ intersecteazd A1 As in My, AsAs in Mo, ..., si A, A1 in M, atunci

ViarpagIMiAL] T iy a, | M2 Azl Y \MpAn) | MnAn| 1

Y inyag) I M1A2] YV apyaq | M2 As| Y My g M Ax
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2.3 Teorema lui Ceva in modelul pe disc al lui Poincaré
al geometriei hiperbolice

In cele ce urmeazi vom prezenta o demonstratie pentru varianta hiperbolici a teoremei
lui Ceva utilizand modelul pe disc al lui Poincaré. Forma euclidiana a acestei teoreme
este urmétoarea: dacd intr-un triunghi A;AsAs considerdm cevienele A1 R, AsQ si
A3 P concurente, atunci 1‘@141: . ‘éﬁ . 3%? =1 [84]. Teorema are o mare aplicabilitate in
aplicatiile in care sunt date drepte concurente. Mentiondm cateva demonstratii diferite
ale acestei teoreme, date de citre N.A.Court [54], D.Grindberg [75], R.Honsberg [79],

A.Ungar [135]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [7].

Teorema 2.3.1. (Teorema lui Ceva pentru un triunghi hiperbolic) Daca
M este un punct ce nu apartine nici unei laturi a unui triunghi hiperbolic A1 A2 A3
astfel incat AsM si A1 As se intersecteazd in P, AoM si AsAq in @, iar A1 M si AsAs
se intersecteaza in R, atunci,

(AIP)'Y (AZR)'Y (A3Q)’y

(AsP), (AsR), (41Q)y

Apare acum intrebarea dacd existd reciproca acestei teoreme. Vom arata in cele
ce urmeaza cd teorema lui Ceva admite reciproca in anumite conditii.

Teorema 2.3.2. (Reciproca teoremei lui Ceva pentru un triunghi hiper-
bolic) Daca punctele R, P si @ apartin dreptelor hiperbolice A3As, Ay A1, respectiv
Aq Az astfel incat

(Alp)v . (AQR)’Y . (ASQ)W -1

(A2P)v (A3R)v (AIQ)W_ ,

iar doua dintre dreptele hiperbolice A1 R, AsQ) si AsP se intersecteazi, atunci toate
dreptele hiperbolice A1 R, A>Q, A3P trec printr-un punct comun.

Definitia 2.3.3. Numim simediana hiperbolicd a unui triunghi hiperbolic,
simetrica unei mediane hiperbolice fatd de bisectoarea corespunzatoare aceluiagi unghi.

Corolarul 2.3.4. Medianele hiperbolice ale unui triunghi hiperbolic A1 A3 A3 sunt
concurente.

Definitia 2.3.5. Dreptele hiperbolice AM si AM' se numesc izogonale fatd de
unghiul BAC' daca sunt simetrice fatd de bisectoarea unghiului BAC.

Teorema 2.3.6. Daca dreptele hiperbolice A1 P si A1Q sunt doud izogonale ale
unghiului As A1 A3 al triunghiului hiperbolic A1A5As, iar punctele P si () apartin
laturii A3 A3, atunci

(€Q), (©P), _ ( (CAy), )

(A2Q)y (A2P), — \ (A24y),
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Corolarul 2.3.7. Daci dreapta hiperbolicd AP este o simedian& hiperbolica a
triunghiului hiperbolic A1 AsAs, iar punctul P apartine laturii A;As, atunci

(A3P)y _ ((A3A1)7>2
(AQP),Y (A2A1)W .

Corolarul 2.3.8. Simedianele hiperbolice ale unui triunghi hiperbolic sunt con-
curente.

Corolarul 2.3.9. Bisectoarele interioare ale unui triunghi hiperbolic A1 A3 A3 sunt
concurente.

Teorema 2.3.10. (O teorema a lui Titeica in modelul lui Poincaré).
Fie A1 B1C; triunghiul hiperbolic cevian al unui punct P in raport cu un triunghi
hiperbolic ABC. O geodezica [ intersecteaza laturile BC, C A ¢i AB in punctele Ao, Bo,
respectiv Cs. Dacé dreptele hiperbolice B1Cs si BC' se intersecteazd in As, C1As si
C A se intersecteazd in Bs, A1 By si AB se intersecteaza in C3, iar doud dintre dreptele
hiperbolice AAs, BB3, C(C5 se intersecteaza, atunci dreptele hiperbolice AAs, BB3 si
CC3 sunt concurente.

2.4 Teorema lui Desargues in modelul pe disc al lui Poincaré

In aceast sectiune vom prezenta teorema lui Desargues in modelul pe disc al lui
Poincaré al geometriei hiperbolice. Binecunoscuta teoremd a lui Desargues afirmé ca
daca trei drepte ce unesc varfurile corespunzatoare a doud triunghiuri sunt concurente,
atunci cele trei puncte determinate de intersectiile dreptelor suport ale laturilor core-
spunzitoare triunghiurilor respective sunt coliniare [84]. Aceasta teoremd are o mare
aplicabilitate in geometria proiectivd. Mentiondm cateva demonstratii diferite ale aces-
tei teoreme, date de cédtre N. A. Court [54], H. Coxeter [57], C. Durell [64], H. Eves
[67], C.Ogilvy [111], W. Graustein [74]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in
lucrarea [9].

Teorema 2.4.1. (Varianta hiperbolicd a teoremei lui Desargues) Daca
ABC gi A’B'C’ sunt doud triunghiuri astfel incat dreptele AA’, BB’ si CC’ se inter-
secteazd in O, iar BC si B'C’ se intersecteaza in L, C A si C' A’ se intersecteaza in M,
AB si A’B’ se intersecteaza in N, atunci punctele L, M si N sunt coliniare.

Teorema lui Desargues, varianta hiperbolica, admite reciproca in anumite conditii.
Vom da in continuare reciproca teoremei lui Desargues in modelul pe disc al lui
Poincaré al geometriei hiperbolice.
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Teorema 2.4.2. (Varianta hiperbolici a reciprocei teoremei lui Desar-
gues) Fie ABC si A’B'C’ doud triunghiuri hiperbolice astfel incat BC si B'C’ se
intersecteazd in L, CA si C'A’ se intersecteazd in M, AB si A’B’ se intersecteaza
in N, iar punctele L, M si N sunt coliniare. Daca doua dintre dreptele hiperbolice
AA’, BB' sau CC’ se intersecteaza intr-un punct O, atunci si cea de a treia dreapta
hiperbolica trece prin O.

2.5 Teorema poligonului podar al lui Smarandache

In cele ce urmeazi vom prezenta o demonstratie pentru varianta hiperbolicd a teoremei
poligonului podar al lui Smarandache utilizand modelul pe disc al lui Poincaré. Forma
euclidiand a acestei teoreme este urmitoarea: dacd M;,i = 1,n sunt proiectiile unui
punct M pe laturile A;A;1 1,7 = 1,n, unde 4,11 = Ay, unui poligon A; As...A,,, atunci

My A2+ MoAS .. + M, A2= M AZ4+MoA24... + M, 1 A2+ M, A?
[123]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [16].

Definitia 2.5.1. Fie M un punct situat in interiorul poligonului hiperbolic con-
vex A1As...A,. Poligonul hiperbolic ale carui varfuri sunt proiectiile punctului M pe
laturile poligonului hiperbolic A;As...A,, se numeste poligonul hiperbolic podar
al punctului M in raport cu A1As...A,.

Vom utiliza, pentru a demonstra teorema lui Smarandache in varianta hiperbolica,
teorema lui Pitagora, al carei enunt este urmatorul:

Fie ABC un triunghi hiperbolic, in modelul pe disc al lui Poincaré, in care laturile
a=—-B®C,b=—-C®A,c=—A® B au lungimile hiperbolice a = ||a|,b = ||b]|,c =
|lc||, iar «, 5 si vy sunt masurile unghiurilor A, B si C. Dacd a = 7/2, atunci

Zd=vadl
(vezi [135], p 290)

Teorema 2.5.2. Fie A1 A,...A, un poligon hiperbolic convex in discul lui Poincaré,
varfurile Aq, Ao, ..., A, fiind agezate pe disc in sens trigonometric, au afixele a1 =
—Ay @ Ay, ag = —Ay @ Az, ..., respectiv a, = —A, & A;. Fie punctele M;,i = 1,n
situate respectiv pe laturile A;A4;11,7 = 1,n cu A,41 = A;. Daci perpendicularele
ridicate pe laturile A;A;11,7 = 1,n in punctele M;,7 = 1,n sunt concurente, atunci:

|—A1 & MiP S |-My @ A ® |—As ® Ma|? © |- My @ A3|* ®...0 |- A, & M,,|* S |- M, ® A= 0.
Observatia 2.5.3. Pentru cazul particular n = 3 se obtine teorema hiperbolica a

lui Carnot, demonstrata de O. Demirel gi E. Soytiirk [60].

Teorema 2.5.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic in discul lui Poincaré, unde
punctele A, B si C sunt citite pe disc in sens trigonometric. Fie punctele A’, B" si C’
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pe laturile BC, C A, respectiv AB ale triunghiului hiperbolic ABC' , iar A” simetricul
lui A’ fatd de mijlocul segmentului hiperbolic BC; analog se construiesc punctele B”
si C”. Daca perpendicularele ridicate din punctele A’, B’ i C’ pe laturile BC,CA,
respectiv AB sunt concurente, iar doud dintre perpendicularele ridicate din punctele
A", B" si C" pe laturile BC,C A, respectiv AB sunt concurente, atunci toate cele trei
perpendiculare sunt concurente.

2.6 O demonstratie trigonometrica a teoremei lui Steiner-
Lehmus in modelul pe disc al lui Poincaré al geome-
triei hiperbolice

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolicd a teoremei lui Steiner-Lehmus
in modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Mentionam c& N. Sonmez
[127] a prezentat o demonstratie trigonometricd in modelul semiplanului superior al lui
Poincaré, dar abordarea sa difers de cea pe care noi o vom prezenta in cele ce urmeaza.
Forma euclidiana a binecunoscutei teoreme a lui Steiner-Lehmus este urmétoarea: daca
doua bisectoare interioare ale unui triunghi au aceeagi lungime, atunci triunghiul core-
spunzitor este isoscel [57]. Mentiondm cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme,
date de cdtre O.A.AbuArqob, H.E.Rabadi, J.S.Khitan [1], G.Gilbert, D.MacDonnell
[71], H.Hajja [78], M.Levin [91], J.V.Malesevic [95] si A.P.Pargeter [113]. Vom arita
cd aceastd teoremd nu mai este adevaratd pentru un triunghi hiperbolic. Autorul a
publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [15].

Vom utiliza, pentru a demonstra teorema lui Steiner-Lehmus in varianta hiperbol-
ica, teorema cosinusului, al carei enunt este urmatorul:

Dacd ABC este un triunghi hiperbolic, in modelul pe disc al lui Poincaré, in care
laturile a = —-B® C,b = —C @& A,c = —A @ B au lungimile hiperbolice a = ||a||,b =
IIbl|,c=|c|, iar «, B si v sunt masurile unghiurilor A, B si C,

cosa — —a2 4+ b2+ 2 — a?b2c? o1
N 2bsc 1—a?’
S*~s S
2_ 12, 2 272 2
cosf = as —bi 4+ c; —asbic 1
= =)
2a5Cs 1—b2
B a? + b2 — 2 — a?b?c? 1
cosy = . 5
2bsa 1—c?

unde as = ¢ (vezi [134], p. 259]).

Teorema 2.6.1. Daca doua bisectoare interioare ale unui triunghi hiperbolic sunt
egale, atunci triunghiul nu este isoscel.
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2.7 Teorema izogonalelor lui Steiner intr-un triunghi hiper-
bolic

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolicd a unei teoreme a lui Steiner
in modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema cevienelor izog-
onale in geometria euclidiana are urmatorul enunt: produsul rapoartelor lungimilor
segmentelor determinate de doud izogonale ale unui varf al unui triunghi pe cea de a
treia latura este egal cu patratul raportului lungimior laturilor ce formeaza unghiul re-
spectiv [17]. Mentiondm cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de cétre
R.A. Johnson [84], N.A.Court [54], C. Cosnita [53]. Autorul a publicat rezultatele de
mai jos in lucrarea [19].

Vom utiliza, pentru a demonstra teorema izogonalelor lui Steiner in varianta hiper-
bolicd, teorema sinusurilor, al cirei enunt este urméatorul: Dacd ABC este un triunghi
hiperbolic, in modelul pe disc al lui Poincaré, in care laturile au lungimile hiperbolice
a, b, c, iar a, # gi v sunt mésurile unghiurilor A, B si C, atunci

sin « sin 8 sin 7y

sinha  sinhb  sinhc
(vezi [98], p.112).
Teorema 2.7.1. (Teorema izogonalelor lui Steiner). Dacd AP si AQ sunt

doud geodezice izogonale ale varfului A al triunghiului hiperbolic ABC, iar punctele
P si @ sunt pe latura BC', atunci

sinh(d(C, P)) sinh(d(C,Q)) _ (sinh(d(A,C))>2
sinh(d(B, P)) sinh(d(B,Q)) sinh(d(A, B))

Corolarul 2.7.2. Daca AP este simediana hiperbolicd in triunghiul hiperbolic
ABC, iar punctul P apartine laturii BC, atunci

sinh(d(C, P)) _ (sinhb>2
sinh(d(B, P)) sinhc/

In cele ce urmeazs, mergand in linii mari pe aceeasi idee ca in demonstratia teo-
remei precedente, vom prezenta versiunea hiperbolicd teoremei lui Steiner in modelul
vitezei relativiste a lui Einstein. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea
[31].

Teorema 2.7.3. Daca dreptele hiperbolice AP gi AQ sunt doud izogonale ale
varfului A al triunghiului hiperbolic ABC, iar punctele P si @ sunt pe latura BC),
atunci

2
Y0l |CQL Yier ICPI _ (104 |CA
Y\BQ| |BQ)| Y|BP] |BP| Y|BA| |BA|
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Corolarul 2.7.4. Dacid AP este simediand hiperbolicd in triunghiul hiperbolic
ABC, iar punctul P apartine laturii BC, atunci

2
Yer |CP] _ [vica ICA]
Y|BP |BP| Y|BA| |BA|

Teorema 2.7.5. Daca dreptele hiperbolice AP gi AQ sunt doud izogonale ale
varfului A al triunghiului hiperbolic ABC, iar punctele P si @ sunt pe latura BC),
atunci

2
Yse | BPl o ICP| _ (ap) AP
Y8g| BRI Ve ICQ) Yag| [AQ)

Corolarul 2.7.6. Daca dreptele AP gi AQ sunt doud izogonale ale varfului A al
triunghiului hiperbolic ABC, iar punctele P gi ) sunt pe latura BC, atunci

Yap APl vipa 1BAl vicp [CP)
Yag 1AQl Yo BRI 7|cal|CA

Corolarul 2.7.7. (O teorema a lui T. Andreescu) Daci dreptele hiperbolice
AP ¢i AQ sunt doud izogonale ale varfului A al triunghiului hiperbolic ABC, iar
punctele P si @@ sunt pe latura BC, atunci

Vo ICQ) lelid |CP = oA |CA
Yo 1BQl  vsp|1BPl ~ vpaj|BA

2.8 Varianta hiperbolica a teoremei lui Mathieu

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei lui Mathieu in
modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Mathieu in
geometria euclidiand are urmatoarea forma: dacd trei ceviene intr-un triunghi sunt
concurente, atunci si izogonalele lor sunt de asemenea concurente [85]. Mentiondm
cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de catre T. Lalescu [88], C.
Barbu [17], C. Cosnita [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [19].

Teorema 2.8.1. Fie AP, BP, si CP5 trei ceviene concurente ale unui triunghi
hiperbolic ABC si AQ1, BQ2, respectiv C'QQ3 izogonalele lor. Dacéd doua dintre geo-
dezicele AQ1, BQ2, CQ3 se intersecteaza, atunci i cea de a treia trece prin punctul de
intersectie al primelor doua.

Observatia 2.8.2. Punctul @ de concurentd al geodezicelor AQ1, BQ2 si CQ3 se
numeste 2zogonalul conjugat al punctului P.
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Consecinta 2.8.3. Centrul cercului inscris intr-un triunghi hiperbolic este pro-
priul sau izogonal conjugat.

Observatia 2.8.4. Din teorema lui Mathieu rezultd ca simedianele hiperbolice
ale unui triunghi ABC sunt concurente. Punctul de concurentd al simedianelor se
numeste punctul lui Lemoine al triunghiului hiperbolic ABC.

Consecinta 2.8.5. Izogonalul conjugat al centrului de greutate al triunghiului
hiperbolic ABC' este punctul lui Lemoine corespunzator triunghiului ABC.

Teoremei lui Mathieu ii mai putem da o demonstratie in discul lui Poincaré cu
ajutorul gyrovectorilor urméand in linii mari demonstratia de mai sus.

2.9 Teorema lui Nobbs in geometria hiperbolica

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolicd a teoremei lui Nobbs in modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Nobbs in geometria
euclidiand are urmatoarea forma: daca A’, B', C' sunt punctele de contact dintre cercul
inscris cu laturile BC, C' A, respectiv AB ale unui triunghi ABC, iar A”, B”,C" sunt
punctele de intersectie dintre BC si B'C’, AC si A'C’, respectiv AB si A’B’, atunci
punctele A”, B” si C” sunt coliniare. Punctele A”, B” si C” se numesc punctele lui
Nobbs, iar dreapta pe care se afld aceste puncte se numeste dreapta lui Gergonne.
Mentionam cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de catre C. Barbu
[17], C. Cosnita [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [33].

Lema 2.9.1. Dacd A’, B’,C’ sunt punctele de contact dintre cercul inscris cu
laturile BC,C A, respectiv AB ale unui triunghi hiperbolic ABC, atunci d(A, B') =
d(A,C"), d(B,C") =d(B,A") si d(C, A") = d(C, B").

Lema 2.9.2. Dacd A’, B’,C’ sunt punctele de contact dintre cercul inscris cu
laturile BC, C A, respectiv AB ale unui triunghi hiperbolic ABC, atunci geodezicele
AA', BB’ si CC’ sunt concurente.

Observatia 2.9.3. Punctul de concurentd al geodezicelor AA’, BB’ si CC’ se
numeste punctul lui Gergonne corespunzator triunghiului ABC.

Teorema 2.9.4. (Teorema lui Nobbs in varianta hiperbolica). Fie A’, B’, C’
sunt punctele de contact dintre cercul inscris cu laturile BC, C A, respectiv AB ale unui
triunghi hiperbolic ABC'. Daca geodezicele BC si B'C’, AC si A'C’, respectiv AB si
A’'B’ se intersecteazi, atunci punctele corespunzitoare de intersectie sunt coliniare.

Observatia 2.9.5. Teorema lui Nobbs afirma cd dacd existd punctele lui Nobbs,
atunci acestea apartin dreptei hiperbolice a lui Gergonne.
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2.10 Transversala izotomica in geometria hiperbolica

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolicd a teoremei transversalei in mod-
elul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Nobbs in geometria
euclidiand are urmatoarea forma: daca [ este o dreaptd ce nu trece prin nici un varf
al unui triunghi ABC' astfel incat [ intersecteaza dreptele BC,C A si AB in punctele
A, B, respectiv C', iar A", B” si C” sunt simetricele punctelor A’, B, respectiv C’
fata de mijloacele laturilor BC, C'A, respectiv AB, atunci A”, B” si C” sunt coliniare
[86]. Mentiondm cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de catre C.
Kimberling [86], C. Barbu [17], C. Cosnita [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai
jos in lucrarea [20].

Teorema 2.10.1. Fie ! o dreapta hiperbolica ce nu trece prin nici un varf al unui
triunghi hiperbolic ABC, astfel incat [ intersecteazd dreptele hiperbolice BC,C A si
AB in punctele A, B’, respectiv C’. Daca A”, B” si C” sunt simetricele punctelor
A’, B, respectiv C’ fata de mijloacele laturilor BC, C'A, respectiv AB, atunci punctele
A", B" i C" sunt coliniare.

Definitia 2.10.2. Punctele A”, B” si C” se numesc izotomicele punctelor A’, B’,
respectiv C’. Dreapta pe care sa afld punctele A”, B” i C” se numeste transversala
1zotomicd corespunzatoare geodezicei [.

2.11 O teorema a lui Neuberg in modelul pe disc al lui
Poincaré

In continuare vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei lui Neuberg in modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Neuberg in geometria
euclidiand are urmétoarea formé: dacd AP, BP, si C'Ps sunt trei ceviene concurente
ale unui triunghi ABC, iar Q1, Q2,3 sunt simetricele punctelor Pj, Ps, respectiv
Ps fatd de mijloacele laturilor BC, C' A respectiv AB, atunci AQ1, BQs si CQ3 sunt
concurente [84]. Mentiondm céateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de
catre C. Barbu [17], C. Cosnita [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in
lucrarea [20].

Teorema 2.11.1. Fie AP;,BP, si C'P3 trei ceviene concurente ale unui tri-
unghi hiperbolic ABC, iar Q1,Q2, Q3 sunt simetricele punctelor P, P, respectiv
P3 fatd de mijloacele laturilor BC,C A, respectiv AB. Daca doud dintre geodezicele
AQ1, BQ2, CQ3 se intersecteazd, atunci si cea de a treia trece prin punctul de inter-
sectie al primelor doua.

Definitia 2.11.2. Daca P este punctul de concurents al geodezicelor AP, BP,
si PQs3, atunci punctul ) de concurenta al geodezicelor AQ1, BQ2, C(Q3 se numeste
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conjugatul izotomic al punctului P. Dreptele AQ1, BQ2, CQ3 se numesc cevienele
tzotomice corespunzitoare cevienelor APy, BP; si PQs.

Corolarul 2.11.3. Centrul de greutate GG al unui triunghi hiperbolic este propriul
sau izotomic conjugat.

Corolarul 2.11.4. Daca triunghiul hiperbolic ABC admite punct al lui Nagel,
atunci punctul lui Gergonne este izotomicul conjugat al sdu.

2.12 Teorema lui Giilicher in geometria hiperbolica

In continuare vom prezenta versiunea hiperbolic a teoremei lui Giilicher in modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Giilicher in geometria
euclidiand are urmaétoarea exprimare: dacd (Q1Q2Q3 este triunghiul cevian al unui
punct @ in raport cu un triunghi P} P, P3 iar Rj RoR3 este triunghiul cevian al unui
punct R in raport cu triunghiul QQ1Q2Qs3, atunci dreptele PRy, PoRs, si P3R3 sunt
concurente [77]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [34].

Teorema 2.12.1 (Teorema lui Giilicher in varianta hiperbolica). Fie @
un punct situat in interiorul unui triunghi hiperbolic Py PoP3 si Q1Q2Q3 triunghiul
hiperbolic cevian al punctului ). Dacd Rj;RsRs este triunghiul hiperbolic cevian al
unui punct R in raport cu triunghiul hiperbolic Q1Q2Q3, iar R este situat in interiorul
triunghiului hiperbolic 1Q2Q3, atunci dreptele hiperbolice Py Ry, PoRs si PsR3 sunt
concurente.

2.13 Varianta hiperbolica a teoremei bisectoarei

In continuare vom prezenta versiunea hiperbolic# a teoremei bisectoarei in modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema bisectoarei in geometria
euclidiand are urmé&toarea exprimare: daci AD este bisectoarea interioard a unghiului
A al unui triunghi ABC, D € (BC), atunci 55 = ﬁ—g. Mentionam cateva demonstratii
diferite ale acestei teoreme, date de catre C. Cosnita [53], A. Johnson [84]. Autorul a
publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [34].

Teorema 2.13.1. (Teorema bisectoarei interioare). Fie ABC un triunghi
hiperbolic in discul lui Poincaré si D un punct pe latura BC astfel incat AD este
bisectoarea unghiului /BAC . Atunci,
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_ v
unde vy = 1.

Teorema 2.13.2. (Reciproca teoremei bisectoarei interioare). Fie ABC un
triunghi hiperbolic in discul lui Poincaré, iar D un punct pe latura BC astfel incat

Egg;: = Eﬁg;;’, unde vy = ;=. Atunci, AD este bisectoarea unghiului ZBAC'

Teorema 2.13.3. (Teorema bisectoarei exterioare). Fie ABC un triunghi

hiperbolic in discul lui Poincaré. Daca E un punct pe dreapta hiperbolica BC' astfel

incat AE este bisectoarea exterioard a unghiului A . Atunci, % = Eﬁgg”, unde
Y Y

Teorema 2.13.4. (Reciproca teoremei bisectoarei exterioare). Fie ABC' un

triunghi hiperbolic in discul lui Poincaré. Dacé o dreaptad hiperbolica ce trece prin A

intersecteaza dreapta hiperbolica BC' in E astfel incat Egg;z = Eﬁgg:, unde vy = 7%,

iar bisectoarea exterioara a unghiului A intersecteaza geodezica BC, atunci AE este
bisectoarea exterioara a unghiului A.

Corolarul 2.13.5. Fie ABC un triunghi hiperbolic in discul lui Poincaré. Daca D
un punct pe dreapta BC astfel incat AD este bisectoarea exterioara a unghiului A, iar
BE i C'F sunt bisectoarele interioare ale unghiurilor B, respectiv C' ale triunghiului
hiperbolic ABC, atunci punctele D, E si F' sunt coliniare.

Corolarul 2.13.6. (O teorema a lui Patrascu in geometria hiperbolica).
Fie D un punct pe latura BC a unui triunghi hiperbolic ABC, iar E i F puncte pe
laturile C'A, respectiv AB astfel incat DF gi DF sunt bisectoarele unghiurilor ZADC,
respectiv ZADB. Atunci, dreptele hiperbolice AD, BE si CF sunt concurente.

Teorema 2.13.7. Fie @ un punct situat in interiorul unui triunghi hiperbolic
P P,Ps si Q1Q2Q3 triunghiul hiperbolic cevian al punctului Q). Daca bisectoarele
unghiurilor triunghiului hiperbolic P P» Ps intersecteaza laturile Q2Qs, Q3Q1 s1 Q1Q3
in punctele R, Rs, respectiv Rg, atunci dreptele hiperbolice Q1 R1, Q2 Ro si Q3R3 sunt
concurente.

Observatia 2.13.8. Teorema 2.13.1 in varianta hiperbolica are o forma similara
cu cea din geometria euclidiana.

2.14 Teorema lui Zajic in modelul pe disc al lui Poincaré
al geometriei hiperbolice

In continuare vom prezenta versiunea hiperbolic a teoremei lui Zajic in modelul pe
disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Zajic in geometria euclidiana
are urméitoarea exprimare: daci A’ este punctul de contact dintre cercul inscris intr-un
triunghi ABC' cu latura BC, X este un punct pe latura BC, T7 si T, sunt punctele de
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contact dintre cercurile inscrise in triunghiurile ABX, respectiv ACX cu latura BC,
atunci segmentele A’X si 7175 sunt congruente [79]. Autorul a publicat rezultatele de
mai jos in lucrarea [30].

Teorema 2.14.1. (Teorema lui Zajic in geometria hiperbolicd). Daca
A’ este punctul de contact dintre cercul inscris intr-un triunghi hiperbolic ABC' cu
latura BC, X este un punct pe latura BC, T3 si T sunt punctele de contact dintre
cercurile inscrise in triunghiurile hiperbolice ABX, respectiv ACX cu latura BC,
atunci distantele hiperbolice d(A’, X) si d(T},T?) sunt egale.

Corolarul 2.14.2. Fie X un punct pe latura BC' a triunghiului hiperbolic ABC,
iar A’, Ay, As punctele de contact dintre cercurile inscrise in triunghiurile ABC, ABX,
respectiv ACX cu BC. Atunci, d(A’, A1) = d(X, A2) si d(A’, A2) = d(X, Ay).

Corolarul 2.14.3. (Teorema lui Honsberger in variantd hiperbolica).
Daca A’ este punctul de contact dintre cercul inscris in triunghiul hiperbolic ABC
cu latura BC, atunci cercurile inscrise in triunghiurile hiperbolice ABA’ si AC A’ sunt
tangente geodezicei AA’ in acelasi punct.

2.15 Teorema lui Carnot in modelul semiplanului supe-
rior al lui Poincaré

Prezentdm in cele ce urmeaza versiunea hiperbolicd a teoremei lui Carnot in modelul
semiplanului superior al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Carnot in
geometria euclidiand are urméitoarea exprimare: dacd punctele A’, B’, C’ sunt situate
pe laturile BC, C A, respectiv AB ale triunghiului ABC, atunci perpendicularele duse
din A’, B, C' pe laturi sunt concurente daci si numai daca

AC”? — BC”? + BA? —CA? +CB”? — AB”? = 0.

Demonstratia standard a acestei teoreme se bazeaza pe teorema lui Pitagora. Speci-
ficdm cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de catre C. Barbu [17],
J. Gabay, L. Nicolescu, V. Boskoff. Mentiondm ci O. Demirel gi E. Soytiirk [60] au
dat forma teoremei lui Carnot in modelul pe disc al lui Poincaré. Autorul a publicat
rezultatele de mai jos in lucrarea [41].

In demonstratia teoremelor ce urmeazi vom utiliza teorema lui Pitagora in variant3
hiperbolicd, si anume: Fie ABC un triunghi hiperbolic, unghiul drept fiind in C. Daca
a, b, ¢ sunt lungimile hiperbolice ale laturilor BC, C A, respectiv AB, atunci

cosh ¢ = cosha - cosh b.

Demonstratia acestei teoreme se giseste, de exemplu, in [98].
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Teorema 2.15.1. (Teorema lui Carnot in modelul semiplanului supe-
rior al lui Poincaré). Fie punctele A', B’ C’ situate pe laturile BC, C A, respectiv
AB ale unui triunghi hiperbolic ABC. Daca perpendicularele duse din A’, B’,C’ pe
dreptele hiperbolice BC, C' A, respectiv AB sunt concurente intr-un punct M, atunci
urmatoarele relatii sunt adevarate:

i) cosh M A’(cosh A'B — cosh A’C) + cosh M B'(cosh B'C' — cosh B'A)+

cosh M C’(cosh C' A — cosh C'B) = 0,
i) coshA'B  cosh B'C' coshC'A
cosh A’/C' cosh B'’A coshC'B

Natural, acum ne intrebam dacéa existd varianta hiperbolicd a reciprocei teoremei
lui Carnot. Intradevar, in anumite conditii aceasta reciproca are loc, dupd cum vom
vedea in teorema de mai jos.

Teorema 2.15.2. (Teorema reciproca a lui Carnot in modelul semiplan-
ului superior al lui Poincaré). Fie punctele A’ B', C’ situate pe laturile BC, C A,
respectiv AB ale unui triunghi hiperbolic ABC. Daca perpendicularele duse din B’
si C’ pe dreptele hiperbolice C'A, respectiv AB sunt concurente intr-un punct M, iar
egalitatea urmatoare are loc:

coshA'B cosh B'C" coshC'A
cosh A’C" cosh B'’A coshC'B
atunci punctul M apartine si perpendicularei duse din A" pe BC.

L,

Observatia 2.15.3. Teoremele precedente pot fi generalizate, demonstratia fiind
aceeasi, astfel:

Fie AjAs...A,, un poligon hiperbolic convex in modelul semiplanului superior al
lui Poincaré, a1 = A1As, ay = AsAs,...,a, = A,A; laturile acestui poligon, iar
punctele M;, i = 1,n sunt situate pe laturile a1, as, ...,a,. Daci perpendicularele
pe laturile poligonului in punctele M7, Mo, ..., M,, sunt concurente intr-un punct M,
atunci urmatoarele relatii sunt adevarate:

; cosh M A;(cosh M;A; — cosh M; A;11) =0,

cosh M1 Ay cosh MyAs cosh Mp A,
cosh M1 As cosh MyAs " cosh M, A,

1.

cu Apy1 = Ay,
Fie A1 A,... A, un poligon hiperbolic convex in modelul semiplanului superior al lui
Poincaré, a1 = A1As, as = AsAs,...,a, = A, A; laturile acestui poligon, iar punctele
M;, i = 1,n sunt situate pe laturile ai,as, ...,a,. Dacd perpendicularele pe laturile
poligonului in punctele My, Ms, ..., M, _1 sunt concurente intr-un punct M, iar relatia
urmdatoare are loc
cosh M1 A, cosh MyAs cosh M, A,
cosh M1 Ay cosh MyAs " cosh M,A;

atunci punctul M apartine si perpendicularei duse din M,, pe A,A;.

L
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2.16 Teorema ortopolulul in geometria hiperbolica

In continuare vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei de existent# a ortopolului
unei drepte in modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema
ortopolului in geometria euclidiand are urmatoarea exprimare: daca varfurile A, B, C
ale triunghiului ABC se proiecteaza pe o dreaptd d oarecare ce nu trece prin varfurile
triunghiului ABC in A’, B’, respectiv C’, atunci perpendicularele duse din A’, B’,C’
pe dreptele BC, C' A, respectiv AB sunt concurente. Mentiondm cateva demonstratii
diferite ale acestei teoreme, date de citre R. Goormaghtigh [73], J. Neuberg [105], W.
Gallaty [70]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [40].

Teorema 2.16.1. (Teorema lui Soons in modelul pe disc al lui Poincaré).
Daca varfurile A, B, C' ale triunghiului hiperbolic ABC' se proiecteazid pe o dreapta
hiperbolica d oarecare ce nu trece prin varfurile triunghiului ABC' in punctele A’, B,
respectiv C’, iar dou& dintre perpendicularele duse din A’, B/, C’ pe dreptele hiperbo-
lice BC,CA, respectiv AB sunt concurente, atunci toate perpendicularele sunt con-
curente.

Teorema 2.16.2. (Teorema lui Soons in modelul semiplanului superior al
lui Poincaré). Daca varfurile A, B, C' ale triunghiului hiperbolic ABC' se proiecteaza
pe o dreaptd hiperbolica d oarecare ce nu trece prin varfurile triunghiului ABC in
punctele A’ B, respectiv C’, iar doua dintre perpendicularele duse din A’, B', C' pe
dreptele hiperbolice BC, C A, respectiv AB sunt concurente, atunci toate perpendicu-
larele sunt concurente.

Observatia 2.16.3. Punctul de concurentd al dreptelor hiperbolice A’A”, B’ B”
si C'C" se numeste ortopolul dreptei hiperbolice d in raport cu triunghiul hiperbolic
ABC.

2.17 Forma hiperbolica a teoremei lui Stewart

In cele ce urmeazi vom prezenta o demonstratie pentru varianta hiperbolici a teoremei
lui Stewart utilizand modelul vitezei relativiste a lui Einstein. Binecunoscuta teorema
a lui Stewart are urmatoarea forma euclidiand: dacd D apartine laturii AC a unui
triunghi ABC', atunci

AB?.DC + BC?. AD — BD? . AC = AC - DC - AD

[58]. Mentiondm cateva demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de cétre O.
Demirel [61], W. Stothers [130]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea
[22].
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Teorema 2.17.1. (Teorema lui Stewart in varianta hiperbolica). Daca D
este un punct pe latura AC a unui triunghi hiperbolic ABC', atunci

V48| Vipc|  1PCl +Y1a¢) - ViBp| - 1BD| = YD - Vipe| - ViBp) - [|BD| + |DC| =0,

unde prin |DC|,|BD| si |BC| am notat lungimile hiperbolice ale segmentelor DC, BD,
respectiv BC'.

Corolarul 2.17.2. (Teorema medianei in geometria hiperbolicad). Fie ABC
un triunghi hiperbolic, iar D mijlocul segmentului hiperbolic BC. Atunci, urmé&torea
egalitate este adevarata:

Y4B T YA
VAD| =~
“Y|DC|

Corolarul 2.17.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic gi D un punt pe latura BC,

astfel incat AD este bisectoarea unghiului Z/BAC. Atunci

Vjap| - |DC] |AB|
Y|AD| = ALt gA )
Visp| - [[BD| +|DC] |AC|

2.18 Teorema lui Van Aubel in geometria hiperbolica

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei lui Van Aubel
in modelul vitezei relativiste a lui Einstein. Teorema lui Van Aubel in geometria
euclidiana are urmatoarea forma: daca ABC este un triunghi si AD, BE,CF sunt
trei ceviene concurente in P, atunci % = g—g + ?—g [Barbu, 11]. Mentionam cateva
demonstratii diferite ale acestei teoreme, date de citre C. Barbu [17], N. Minculete

[99]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [25].

Teorema 2.18.1. Dacd P este un punct situat in interiorul unui triunghi hiper-
bolic ABC, iar D, E, F intersectiile dintre dreptele hiperbolice AP, BP, CP cu BC,CA,
respectiv AB, atunci

VAP | AP _ Y|BC| |BC|
Vpp| |1 PD| 2

Nag [AE] 1 Nra [FAl 1
Yiec| [ECl vsp||BD| ~ e |FB|l 7 cp||CD]

Corolarul 2.18.2. Fie G centrul de greutate al triunghiului hiperbolic ABC' si
D, E, F mijloacele laturilor BC, C' A, respectiv AC. Atunci,

ac) [AGl _ vipcy |BC]
Yiap| IGD| 2

1 1
_'_
Y8p| IBD| v cp| |CD|
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Corolarul 2.18.3. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul hiperbolic ABC, iar
AD, BE gi C'F bisectoarele interioare ale unghiurilor triunghiului ABC. Atunci,

Yo Dl 2 | vppyI1BD| ~ 7cp ICDI |

Yiar ATl 1 | 7B/ |AB]| L |AC|

2.19 Varianta hiperbolica a teoremei de minim a lui Smaran-
dache

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei de minim a lui

Smarandache in Einstein Relativistic Velocity Model. Teorema lui Smarandache in

geometria euclidiana are urméatoarea forma: dacd ABC este un triunghisi AA’, BB, CC’
: . . . PA _PB . PC . PA , PB |, PC

sunt trei ceviene concurente in P, atunci 577 - 557 - pe7r = 88l v + pr + por = 6

[125]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [23].

Teorema 2.19.1. Dacid ABC este un triunghi hiperbolic si AA’, BB',CC’ sunt
trei ceviene hiperbolice concurente in P, atunci

Nap| [AP] vpp[BP] vicp [OP)
Yipar [PAl v pp |PB| v per |[PC'] —

Yap APl e |BP|  viep |CP
Yipar [PA| " vpp [PB'| - v per [PC'| —

Teorema de minim a lui Smarandache in varianta hiperbolicd are o forméa similara
cu cea din geometria euclidiand. Trecand la limitd, pentru s — oo atunci factorul

gamma vy, = 1 = — 1, relatiile precedente devenind
1l
PA PB PC
PA" PB' PC' —
respectiv

PA n PB n PC >3

PA"  PB PC' T
in geometria euclidiand. Observam cd inegalitatile astfel obtinute sunt mai "slabe"
decat cele din teorema euclidiand a lui Smarandache, obtinadndu-se astfel o neconcor-
danta intre cele doua geometrii.
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2.20 Teorema diviziunii armonice a lui Pappus

In cele ce urmeazi vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei diviziunii armonice
a lui Pappus in modelul vitezei relativiste a lui Einstein. Teorema lui Pappus in
geometria euclidiand are urmitoarea forma: dacd A’B’'C’ este triunghiul cevian al
unui punct M in raport cu un triunghi ABC, astfel incat dreptele B'C’ si BC' se
intersecteazd in A”, atunci % = ﬁ:g [57]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos
in lucrarea [29].

Teorema 2.20.1. (Teorema diviziunii armonice a lui Pappus). Daca
A'B'C" este triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M in raport cu un triunghi
hiperbolic ABC' astfel incat dreptele hiperbolice B'C’ si BC' se intersecteaza in A”,
atunci

Varpl Bl V| p)|A”B

Vel ACL Yy ang)lA7C

Corolarul 2.20.2. Dacid A’B’'C’ este triunghiul hiperbolic cevian al unui punct
M 1in raport cu un triunghi hiperbolic ABC' astfel incat dreptele hiperbolice B'C’ si
BC se intersecteaza in A”, iar AA’ este bisectoarea interioarda a unghiului £ BAC,
atunci

7‘A”B||A”B‘ B 7\AB\|AB|

fylA”C||ANC| Vjac|AC|

Definitia 2.20.3. Se numeste antibisectoare a unui triunghi hiperbolic, izo-
tomica unei bisectoare a unui unghi a triunghiului hiperbolic.

Corolarul 2.20.4. Fie A’B’'C’ triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M in
raport cu un triunghi hiperbolic ABC' astfel incat dreptele hiperbolice B'C" si BC' se
intersecteaza in A”. Daca AA’ este bisectoarea interioara a unghiului £ BAC, iar AA;
este antibisectoarea unghiului £ BAC, atunci

—1
,7|A”B||A”B| _ 7\ a,5|A1B|
Vowre) 470l \ ViayelAsc

Corolarul 2.20.5. Fie A’B’C’ triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M in
raport cu un triunghi hiperbolic ABC' astfel incat dreptele B'C’ si BC' se intersecteaza,
in A”. Dacd AA’ este simediana, punctul A’ fiind pe latura BC, atunci

" 2
Vgl A" B B <7|AB|AB|>
Y arc)|A"C| 7 ac|lAC
Teorema 2.20.6. Fie A’B’'C’ triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M in
raport cu un triunghi hiperbolic ABC' astfel incat dreptele hiperbolice B'C" si BC' se
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intersecteazd in A”. Dacd AA’ este bisectoarea interioard a gyrounghiului £ BAC, iar
gyrodreptele A'C’ si BB’ se intersecteazd in D, A’B’ si CC’ se intersecteazi in E, AD
si BC se intersecteaza in D', AF si BC' se intersecteaza in E’, atunci

7|A”BHA”B| V‘D/BHD,B‘ 7|E’A/|\E'A'|

VyanclACL T pran DA | |E/C

2.21 Teorema triunghiului cevian al lui Smarandache

In continuare vom prezenta versiunea hiperbolici a teoremei triunghiului cevian al
lui Smarandache in modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice.
Teorema lui Smarandache in geometria euclidiand are urmatoarea exprimare: daca
A1 B;1C4 este triunghiul cevian al unui punct P in raport cu un triunghi ABC, atunci

PA PB PC _ AB-BC-CA
PA, PB; PC, AB-BC-CiA

[124]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos in lucrarea [13].
Teorema 2.21.1. Dacd Ay B1C; este triunghiul hiperbolic cevian al unui punct
P in raport cu un triunghi hiperbolic ABC, atunci

Y\ pa)lPA| ) 7\ pp||PB| ) TipellPCl Vap||AB| 7 e IBC| T ical|CA|

VpaylPALl Vipp, IPB1l 7 pey) | PCh VB, |AB1| " YV pey|BC1l T Vo, ICAL

2.22 Inegalitati intr-un triunghi hiperbolic

In continuare vom prezenta cateva inegalititi ce au loc intr-un triunghi hiperbolic.
Autorul a publicat unele dintre aceste rezultate in lucrarea [31].

Teorema 2.22.1. Fie I punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor unui
triunghi hiperbolic ABC. Dacd A < B < C, atunci d(4, 1) > d(B,I) > d(C,I).

Teorema 2.22.2. Fie ABC un triunghi hiperbolic. Dacad mediatoarea laturii
CA intersecteaza latura BC' in punctul D, iar M este un punct oarecare pe aceasta
mediatoare, atunci

d(M, A) + d(M, B) > d(D, A) + d(D, B).
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Teorema 2.22.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic, iar AA’, BB’ si CC’ medianele
sale. Atunci,

d(A,A"Y+d(B,B") +d(C,C") < d(A, B) + d(B,C) + d(C, A)
Teorema 2.22.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic, iar A’, B’ si C’ mijloacele
segmentelor BC, C A, respectiv AB. Atunci,

2-[d(A,B")+d(B',C")+d(C'", A")] < d(A, B) +d(B,C) + d(C, A)

Teorema 2.22.5. In orice triunghi hiperbolic sunt adevirate inegalititile:

b
cosha + coshb + coshe < a4 2 <sinh2 g + sinh? 3 + sinh? g) ,

b
cosha + coshd < 2 <cosh2 g + cosh? 2> ,
sinh a 4 sinh b + sinh ¢ <
b b b
4 <sinh g + sinh 5 + sinh % + sinh g sinh? % + sinh 5 sinh? 1 + sinh g sinh? Z)
unde « > 3, iar a, b, ¢ sunt lungimile hiperbolice ale laturilor triunghiului.

Teorema 2.22.6. Daci a, b, c sunt distantele hiperbolice ale laturilor unui triunghi
hiperbolic ABC, atunci:

3 cosh %ZH_C < cosha + cosh b + cosh c

Observatia 2.22.7. Din teoremele 2.22.5 si 2.22.6 rezulta:

b b
3 cosh % < cosha + coshb+ coshe < a + 2 <sinh2 g + sinh? 3 + sinh? ;) ,

unde o > 3.

Corolarul 2.22.8. Intr-un triunghi hiperbolic este adevirats inegalitatea:

sinh? g + sinh? g + sinh? % > ; (1 — cosh a—i—b—i—c) )

3

Teorema 2.22.9. Intr-un triunghi hiperbolic este adeviratd inegalitatea:

b
coshg < cosh? g + cosh? 5
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Teorema 2.22.10. Intr-un triunghi hiperbolic este adevirats inegalitatea:

sinha sinhb sinhe

2 b
a b - <2+ 3 (cosh2 % + cosh? 3 + cosh? ;) .

Corolarul 2.22.11. Intr-un triunghi hiperbolic este adevirats inegalitatea:

sinha sinhb
_|_
a b

inh 2 b
+ Smc ¢ < 3 <5 + sinh? g + sinh? 3 + sinh? ;) .

Teorema 2.22.12. Intr-un triunghi hiperbolic este adeviratd inegalitatea:

6 sinh %M < sinh a + sinh b + sinh c.

Observatia 2.22.13. Intr-un triunghi hiperbolic este adeviratd inegalitatea:

b 2 b b b
sinh % < 3 <sinh g + sinh 3 + sinh % + sinh % sinh? % + sinh 3 sinh? 1 + sinh g sinh? z>

Teorema 2.22.14. Intr-un triunghi hiperbolic este adeviiratd inegalitatea:

2 b b b
sinh % < 3 (sinh % + sinh 5 + sinh g + sinh % sinh? % + sinh 3 sinh? 1 + sinh g sinh? Z>

2.23 Inegalitatea lui Andrica-Iwata intr-un triunghi hiper-
bolic

In studiile realizate de citre D. Andrica [5] si S. Iwata [81] apare o inegalitate care
poate fi o foarte buna sursd pentru obtinerea de noi inegalitdti pentru un triunghi
euclidian. Teorema lui Andrica - Iwata afirmé cd dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor
BC,CA, respectiv AB ale unui triunghi ABC, atunci urmé&toarea inegalitate are loc:

a

> sin —.

b+c — 2
Mentiondm cateva demonstratii diferite de ale autorilor date de citre D. Mitrinovic,
J. Pecari¢, V. Volenec [102], C. Tiu. Vom da in cele ce urmeaza varianta hiperbolica
a inegalitatii lui Andrica-Iwata. Rezultatele din aceasta sectiune au fost publicate in
[35].
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In teoremele pe care le vom demonstra vom utiliza teoremele sinusurilor, cosinusu-
lui si medianei intr-un triunghi hiperbolic.Astfel,

Teorema cosinusului pentru un triunghi hiperbolic se enunta astfel:

Daca ABC este un triunghi hiperbolic ale cdrui laturi au lungimile hiperbolice
d(B,C) =a, d(C,A) =0, d(A, B) = ¢, atunci

sinh(b) - sinh(c) - cos(A) = cosh(b) - cosh(c) — cosh(a)

(vezi [57], p.238).

Teorema sinusurilor pentru un triunghi hiperbolic se enunta astfel:

Dacd ABC este un triunghi hiperbolic ale cdrui laturi au lungimile hiperbolice
d(B,C) =a, d(C,A) =b, d(A, B) = ¢, atunci

sinh(a) _ sinh(b) _ sinh(c)

sin A sin B sin C'

(vezi [57], p.238).

Teorema medianei pentru un triunghi hiperbolic se enunta astfel:

Dacd ABC este un triunghi hiperbolic ale cdrui laturi au lungimile hiperbolice
d(B,C) =a,d(C,A) =b,d(A, B) = ¢, iar AD este median4 in triunghiul ABC avand
distanta hiperbolica d(A, D) = d, atunci

cosh(b) + cosh(c)
2cosh (%)

cosh(d) =

(vezi [130]).

Teorema 2.23.1. (Varianta hiperbolicd a teoremei lui Andrica-Iwata).
Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic sau dreptunghic in A in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c¢. Atunci urmatoarea
inegalitate este adevarata

sinh(a) - 1
sinh(b) + sinh(¢) ~ v/2cos % ’

unde e =1 — A — B — C este defectul triunghiului ABC.

Corolarul 2.23.2. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic sau dreptunghic
in A in care laturile au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c.
Atunci urmétoarea inegalitate este adevarata

sinh(a) 1

sinh(b) + sinh(c) < V2 cos g .

Corolarul 2.23.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urmatoarea
inegalitate este adevarata

sinh(a) < sinh(b) + sinh(c).
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Corolarul 2.23.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

sinh(a) - 1
sinh(b) +sinh(c) ~ cos§’

Corolarul 2.23.5. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

sinh(a) sinh(b) sinh(c) - 3
sinh(b) + sinh(c) = sinh(a) 4 sinh(c) = sinh(b) +sinh(a) ~cos§

Teorema 2.23.6. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urmatoarea
inegalitate este adevarata

sinh(a) sinh(b) sinh(c)
sinh(b) 4 sinh(c) = sinh(a) + sinh(c) = sinh(b) + sinh(a)

3
> —.
-2
Observatia 2.23.7. Egalitatea

sinh(a) sinh(b) sinh(c) 3

sinh(b) + sinh(¢) = sinh(a) + sinh(c) * sinh(b) 4 sinh(a) 2
are loc dacd gi numai dacd ABC este un triunghi echilateral, deoarece sinh(a) =
sinh(b) = sin(c), adicd daca si numai dacd a = b = c.

Teorema 2.23.8. Fie ABC un triunghi hiperbolic in care laturile au lungimile
hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = c¢. Atunci urmétoarea inegalitate este
adevarata

cosh(b) + cosh(c) > 2 cosh (g) .

Teorema 2.23.9. Dacid ABC este un triunghi hiperbolic ale carui laturi au
lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A,B) = ¢, iar AD este mediana
in triunghiul ABC' avand distanta hiperbolica d(A, D) = d, atunci

cosh(b) — cosh(c) ‘

sinh(d) > 2sinh (2)

Corolarul 2.23.10. Dacid ABC este un triunghi hiperbolic ale cirui laturi au
lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = ¢, iar AD este mediand in
triunghiul ABC avand distanta hiperbolicd d(A, D) = d, atunci

2\/sinh btc

sinh b ; c‘ — sinh (g) < sinh(d) < \/5(:1050 [sinh (%) + Sinh(b)}
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Teorema 2.23.11. Dacia ABC este un triunghi hiperbolic ale cérui laturi au
lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = ¢, atunci

sinh(a) > v/cosh(a) — cosh(b — ¢)

Observatia 2.23.12. Utilizadnd formula

b b—
cosh(b) — cosh(c) = 2sinh < —;—c) sinh < 5 C> )

in rezultatul precedent, obtinem

sinh(a) > \/2 sinh <a+;)—c> sinh (a—i—;—b)

Inegalitati similare se obtin si pentru sinh(b) si sinh(c).

Corolarul 2.23.13. Dacid ABC este un triunghi hiperbolic ale cérui laturi au
lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = ¢, atunci

[T [sinh(a) + sinh(b)]

2v/2 [] sinh(s —a) < ] sinh(a) < <8<
ciclic ciclic 2\& H COS %

ciclic

unde s este semiperimetrul triunghiului ABC.
2.24 Aplicatii ale inegalitatii lui Cusa intr-un triunghi
hiperbolic

In cele ce urmeazi vom da cateva aplicatii ale inegalititii Cusa-Huygens intr-un tri-
unghi hiperbolic. Dubla inegalitate a lui Cusa-Huygens are urmatoarea forma:

)1/3 < sinz < 24 cosx (

v
0< <—)
€T 3 v

(cosz 5

Inegalitatea din stanga a aparut prima data in [101], iar inegalitatea din dreapta a fost
mentionata prima datd de catre filosoful Nicolaus de Cusa (1401-1464). Mentionam
cateva demonstratii ale inegalitatii lui Cusa, date de cétre Baricz [42], Huygens [80],
Klén, Visuri, Vuorinen [87], Mortici [104], Neuman, Sandor [108]. Neuman [106] a dat
forma hiperbolica a inegalitatii lui Cusa, astfel:

sinh x 2+ coshx
1/3 < <

h
(coshz) . 3

(x #0).

In demersul nostru vom apela la urmstoarele inegalititi, demonstrate in [87):

coshx + coshy
h <
cosh /zy < 5 ,
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sinh z < 1 n 1 "
. 5 2cos x,

sinh/zy 1 (sinhz sinhy
—_— < + )
\/TY 2 T Y

unde z,y € (0,00). Rezultatele de mai jos au fost publicate in [37].

Teorema 2.24.1. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

sinh a

inh b + sinh ¢\ 2
3cos§(£+A)<1+<Sm +sin C) ,

unde € =7 — (A + B + C) este defectul triunghiului ABC.

Teorema 2.24.2. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

s+ re o (752)
cos A+ cos B+ cosC < ARA ' sin(e/2)

unde R = \/Sin(A+€/2) Si2§ﬁ<€+/€2€2) sin(Cte/2)

Corolarul 2.24.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

3(1 + R?)?
COSA+ COSB +COSC < m

Teorema 2.24.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

1+RrR)® 1
64RO sin%(g/2)

cos Acos BceosC <

Teorema 2.24.5. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

14+ R*  [sin(A+¢/2)
2R? sin(e/2)

A<
COS —
9 =

sin(A+-¢/2) sin(B+¢/2) sin(C+¢/2
WhereR:\/ (A+e/2) si(n(5/2/)) (C+e/2),
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Urmatoarele trei rezultate sunt consecinte ale teoremei precedente.

Corolarul 2.24.6. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

A 1+ R? 1
cos — < 7 =
2 2R sin(e/2)

Corolarul 2.24.7. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

(1+ R?)’ 1

RS \/sin(e/2)’

C
800850085(3085 <

Corolarul 2.24.8. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

cos—+cos§ +cosg < 3(1+R2)
2 2 2 - 2R2

Teorema 2.24.9. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = ¢. Atunci urmitoarea

inegalitate este adevarata

sin (%)
sin(e/2)

1 2
sinA+sinB +sinC < 3( ;2R ) .

Teorema 2.24.10. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urmatoarea
inegalitate este adevarata

(1+ R?)’ 1

R5 \/sin(e/2)’

sin Asin BsinC <

Teorema 2.24.11. Fie x > 0. Atunci urméatoarea inegalitate este adevéarata

sinh /xy

1
5 <1 (2 4 coshz + cosh y)
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Corolarul 2.24.12. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C, A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

sinhvab  sinh Vbe sinh /ca - 3

1
— 4+ 5 (cosh a + cosh b + cosh ¢)

- +
Vab Vbe Vea 2

Corolarul 2.24.13. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

cosh Vab + cosh vbe + cosh Vca < cosha + coshb + cosh e

Teorema 2.24.14. Fie z > 0. Atunci urmatoarea inegalitate este adevarata

sinh x 1 T
< — (1 + QCOSh*>
x 24/2 2

Corolarul 2.24.15. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascutitunghic in care laturile
au lungimile hiperbolice d(B,C) = a, d(C,A) = b, d(A, B) = c. Atunci urméatoarea
inegalitate este adevarata

2.25 Forma hiperbolica a unei inegalitati a lui Panaitopol
si consideratii asupra inegalitatii lui Jordan

In cele ce urmeazs vom da forma hiperbolici a unei inegalititi a lui Panaitopol precum
si cateva aplicatii ale inegalitatii Jordan. Panaitopol propune in culegerea "Probleme
de geometrie rezolvate trigonometric" urmétoarele doua inegalitati:

Problema 1. Daca 0 < x < /2 si a,b € (0, 00), atunci

<1+ siZa:) (1+ COI;:B) = (1+\/ﬁ)2.

Problema 2. Dacd 0 < x < 7/2 i n este un numar natural, atunci

1 1 n\ 2
1+ —— ) (1+ z(1+22)
sin” x cos™ x




2. Varianta hiperbolica a unor rezultate geometrice clasice 45

In cele ce urmeaz vom considera inegalititi de tipul precedent utilizand functii trigono-
metrice hiperbolice. Vom realiza diferite incadrari pentru produse de tipul

o g
1 ) 1 ,
( * sinh™ z ( * cosh” x>

unde m,n, a si § sunt numere pozitive.
Lazarevi¢ [89] (sau vezi Mitrinovi¢ [101]) demonstreaza inegalitatea:

T

. h q
(sm m) <coshz, (z#0, q>3).

Urmatoarele inegalitati:

3

sinhz<m+%, 0<z<1),
sinh kx sinh x
< ) >0 )
kxr — «x (@ )
1 x2
1-—, 0<x<l),
coshz < 3’ ( v )
1 sinx T T
O<z<—
cosh z x sinhz’ ( v 2)’

au fost stabilite de cdtre R. Klén, M. Visuri gi M. Vuorinen [87].

Inegalitatea
T N\ 1 ¢
<(1-
<sinha:) ( 77)—i_n(coshm> ’

cuz >0,a>0sin<1/3 a fost studiata recent de cdtre Zhu in [139].
Urmatoarele inegalitiati au fost stabilite de catre Jordan:

2 .
—zr <sinz < z,
T

si au solicitat atentia a numerosi cercetatori.
Rezultatele de mai jos au fost publicate in [36].

Teorema 2.25.1. Fie z, « si § numere pozitive. Inegalitatea urmatoare este ade-

varata: )
2o « 15}
< (1 ) (1
(1 + sinh 2:c> - ( * sinh z < + coshx)

Utilizand teorema precedentd putem da urméatorul rezultat:
Teorema 2.25.2. Fiexz > 0gi k € N. Daca a > 0 gi § > 0, atunci urméatoarea
inegalitate are loc:

2
[ 28 « I}
1 —— | <14+ —F |1+ —
( + sinh2k+1:c> - ( + sinh2kat) < + cosh2ka:>
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Teorema 2.25.3. Fiexz > 0si k € N. Dacd m,n,« si # sunt numere pozitive,
atunci urmatoarele inegalititi sunt adevarate:

o B
< (1 ) 1 <3,
’y_( +s.inhmac ( +cosh”:v) -
3 2
e
=11
7 <+\/Sinhmxcosh”:c>

1 1 af
= 2 2
o=l \/(a 5% <sinh2m x * cosh?" a:) + sinh™ x cosh™ z

unde

si

Teorema 2.25.4. Fie x € (0, %) Daca «, 8 € (0,00), atunci urmétoarea inegali-
tate este adevarata:

2
2ap e Bx afx
1 1
( + sinh Qx) <1t sinh z + sinh z + sinh? z

Corolarul 2.25.5. Daca z € (0, %) , atunci

2z < ( T )2
sinh 2z sinh x

Corolarul 2.25.6. Daca x € (0 ) atunci

tanhz < z

Observatia 2.25.7. Inegalitatea precedenta este o forma mai slaba a inegalitatii
lui Mitrinovi¢ care o demonstreaza pentru orice valoare pozitiva a lui x.
Inlocuind « si B cu 1 in Teorema 2.25.4, obtinem:

Corolarul 2.25.8. Daca x €

(0,
T
< sinh 237) smhx) (1 + sinhx)

Teorema 2.25.9. Fie z € (0,1) si g > 3. Inegalititile urmatoare sunt adevarate:

) , atunci

. 3 <sinhm<1+£
3 — k2z2 x 5
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Teorema 2.25.10. Fie z € (0,1),a > 0 si n < 1/3. Inegalitatea urmatoare este
adevarata:
T\« 22\
<(1- 1-Z
<sinha:) ( 77)+77( 3)

Corolarul 2.25.11. Fie z € (0,1) si n < 1/3. Inegalitatea urmatoare este ade-
varata:

a1
sinh x 773

Teorema 2.25.12. Fie z € (0,1). Inegalitatile urmatoare sunt adevarate:

x2 1 x

< <1-=
2 7 coshx — 3

2
1—

Teorema 2.25.13. Fie z > 0. Functia

ft) = —

cosh’ 7
este crescatoare pe (0,00).

Corolarul 2.25.14. Fie z € (0,00). Inegalitatea urmatoare este adevarata:

2 1
coshg < 3 + gcoshx

Teorema 2.25.15. Fie z € (0,00). Inegalitatea urmatoare este adevarata:

sinh x 1

z
T cosh 3

Corolarul 2.25.16. Fie z € (0,00). Inegalitatea urmatoare este adevarata:

T <2+1 b
sinh z 3 3COS$

Teorema 2.25.17. Fie z € (0,00). Inegalitatea urmatoare este adevarata:

sinx
< coshz.

X

Observatia 2.25.18. Klén, Visuri gi Vuorinen au demonstrat in [87] cd inegal-
itatile
1 sin x T

cosh x T sinh x
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sunt adevarate pentru x € (0,7/2). Din teorema 2.25.16 si deoarece inegalitatea din
stanga a relatiei precedente este adeviratd pentru orice z € (0, 00), avem

1 sinx
< coshzx

cosh z

Teorema 2.25.19. Pentru orice = € (0,7/2) are loc inegalitatea:

sinx
< Vcoshz.

X

Teorema 2.25.20. Pentru orice z, k € (0,00) are loc inegalitatea:

sinxz  sinhkx
< .
T kx

Teorema 2.25.21. Pentru orice z € (0,00) si k € [1,00) are loc inegalitatea:

sinxz  sinhkx
<

T X

Teorema 2.25.22. Fie z,y,z € (0, %) Inegalitatea urmaétoare este adevaratas:

1 1 n 1 S 1 1 1
coshx—;y coshy—;rz cosh# ~ coshz  coshy  coshz

Teorema 2.25.23. Fie z,y,z € (0,1). Inegalitatea urmétoare este adevarata:

1 1 1 1 1 1

+ . < - - .
sinh #¥  sinh ¥f%  sinh 2% = sinhz  sinhy  sinhz

Corolarul 2.25.24. Fie z,y,z € (0,1). Inegalitatea urmatoare este adevirata:

6 1 1 1
< = + = + =
sinh x 4 sinh y 4 sinh z 4 sinh % sinhz  sinhy sinhz




Chapter 3

Inegalitatea fundamentala a
triunghiului intre clasic si
hiperbolic

3.1 Forma euclidiana a inegalitatii lui Blundon

Intr-un triunghi ABC fie O centrul cercului circumscris, I centrul cercului inscris, G
centrul de greutate, N punctul lui Nagel, s semiperimetrul, R raza cercului circum-
scris gi 7 raza cercului inscris. In cele ce urmeazs prezentim o demonstratie geometrici
a inegalitatii fundamentale a triunghiului. Aceastd relatie contine de fapt doué ine-
galitati si a fost demonstratd pentru prima oard de citre E. Rouché [117] in 1851,
rdspunzand unei intrebari a lui Ramus referitoare la conditii necesare si suficiente pen-
tru a exista un triunghi avind date numerele reale pozitive s, R,r . O demonstratie
relativ simpla a inegalitdtii fundamentale a triunghiului a fost datd de W.J.Blundon
[45] si se bazeazd pe urmaitoarea proprietate algebricd a radacinilor unei ecuatii de
gradul trei: Radacinile x1, x2, z3 ale ecuatiei

x3+a1x2+a2x+a320

sunt laturile unui triunghi dacd gi numai daca, urmatoarele conditii sunt verificate:
i) 18ajasas + ata3 — 27a3 — 4a3 — 4alaz > 0 ; i) —a; > 0,a2 > 0,—a3z > 0; iii)
a$ — 4ajas + 8az > 0. Mai multe detalii se pot gési in monografia scrisi de citre D.
Mitrinovi¢, J. Pecarié¢ si V. Volenec [102], precum si in articolele lui C.Niculescu [109],
[110], R.A.Satnoianu [119], S.Wu [142]. Mentiondm ca G. Dospinescu, M. Lascu, C.
Pohoata si M Tetiva au dat o demonstratie algebrica unei forme mai slabe a inegalitatii
lui Blundon s < 2R + (3v/3 — 4)r. Aceastd inegalitate este o consecinti a inegalitatii
fundamentale a triunghiului.

Reamintim cateva distante importante ce au loc intr-un triunghi ABC'. Faimoasa
formulad pentru distanta OI este numita relatia lui Euler gi este datd de

OI* = R* — 2Rr

49
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O demonstratie standard a acestei relatii gasim in H.S.M.Coxeter, S.L.Greitzer
[56] si T.Lalescu [88]. O demonstratie cu ajutorul numerelor complexe intalnim in
T.Andreescu gi D.Andrica [4]. Urmatoarea distantd de care avem nevoie este ON si
este data de

ON=R—-2r

Relatia precedenta ne da o demonstratie geometrica a inegalitatii lui Euler R > 27 si
joacd un rol important in obtinerea rezultatelor noastre. O demonstratie cu ajutorul
numerelor complexe intalnim in T.Andreescu i D.Andrica [4]. O altd distanta utila
este OG datd de:
a2 + b2 + 2

9 )
unde a,b gi ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC. Demonstratia standard a
relatiei precedente utilizeaza relatia lui Leibniz [4].

Suma a? + b2 + ¢? poate fi scrisd in functie de s, R, r astfel:

0G® =R* -

a? + 0% + ¢ = 2(s> — r* — 4Rr)

Demonstratia aceastei formule se gaseste de exemplu in cartea D.S.Mitrinovi¢, J.E.
Pecari¢, V.Volenec [102]. Rezultatele ce urmeaza au fost publicate in [8].

Urmatorul rezultat contine o demonstratie geometrica simpla a inegalitdtii funda-
mentale a triunghiului.

Teorema 3.1.1. Dacd ABC nu este un triunghi echilateral, atunci urmétoarea
relatie este adevarata:

2R? + 10Rr — % — s?
2(R — 2r)v/R? — 2Rr

Teorema 3.1.2. (Rouché) Conditia necesard si suficientd pentru a exista un
triunghi avand elementele s, R si r, este

COS.@]\V =

2R*+10Rr —r*—2(R—2r)V/ R — 2Rr < s* < 2R*+10Rr—r*+2(R—2r)\/ R? — 2Rr.

Notam cu 7 (R, rq) familia triunghiurilor avand aceeasi razd a cercului circumscris
R si aceeagi exraza r,. Inegalitatile precedente ne dau intervalul exact in care se
"migca" s pentru toate triunghiurile din familia 7 (R, r,). Avem s2, = 2R%+10Rr —
r2—2(R—2r)VR2 — 2Rr si s2,,, = 2R?+10Rr —r?+2(R—2r)VR2 — 2Rr. Daci fixim
punctele O si I,, astfel incat OI = v R? — 2Rr, atunci triunghiul din familia 7 (R, 7,) cu
semiperimetrul minim, corespunde cazului cos TON = 1, ceea ce inseamna ca punctele
1,0, N sunt coliniare, iar punctele I si N apartin aceleiasi raze avand originea in O.
Deoarece punctele O, G, H sunt coliniare, apartinand dreptei lui Euler a triunghiului,
rezultd ca punctele O, I, G sunt coliniare, deci in acest caz triunghiul ABC este isoscel.
in Figura 3.1 acest triunghi este notat cu Apmin BminCmin- De asemenea, triunghiul din
familia 7 (R, r) cu semiperimetrul maxim, corespunde cazului cos [ON = —1, ceea ce
inseamna ca punctele I, 0, N sunt coliniare, iar O este situat intre I i N. Utilizand
dreapta lui Euler rezult# ci triunghiul ABC este isoscel. In Figura 3.1. acest triunghi
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este notat cu Apax BmaxCmax- Triunghiurile familiei 7 (R, r) sunt "situate" intre aceste
doud cazuri extreme (vezi Figura 3.1.). In concordanta cu teorema de inchidere a lui
Poncelet, aceste triunghiuri sunt inscrise in acelagi cerc C(O; R), iar laturile lor sunt
tangente exterioare la acelasi cerc C(I;r).

min

Figure 3.1.

Din Teorema 3.1.1 rezulta o cale naturala de constructie a unui triunghi ABC in
care se dau centrul cercului inscris I, centrul cercului circumscris O si punctul lui Nagel
N. Tinand cont de faptul ca punctele I, G, N sunt coliniare, aflaindu-se pe dreapta lui
Nagel a triunghiului ABC, gasim centrul de greutate G pe segmentul I N astfel incat
IG = %I N. Apoi, utilizdnd faptul cd punctele O, G, H sunt coliniare, determinidm
ortocentrul H pe raza (OG astfel incat OH = 30G. Am redus astfel constructia
cerutd la faimoasa problema a lui Euler de constructie a unui triunghi in care stim I,
O si H [68]. Problema de constructie a lui Euler a fost studiatad de cdtre B.Scimemi
[120], G.C.Smith [126], J.Stern [129] si P.Yiu [144].
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3.2 Forma duala a inegalitatii lui Blundon

In aceastd sectiune considersm un triunghi ABC' avand centrul cercului circumscris O,
centrul cercului inscris I, centrele cercurilor exinscrise I, Iy, I. si Ng, Ny, N. punctele
adjuncte corespunzitoare punctului lui Nagel N. Definitii si caracterizari al punctelor
Ny, Ny, N gasim in lucrarea lui D.Andrica si K.L.Nguyen [12].

Fie s, R, 7,74, 13, 7 Tespectiv semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercu-
lui inscris gi razele cercurilor exinscrise corespunzéatoare triunghiului ABC. Cunoagtem
faptul c& punctele N,, G, I, sunt coliniare si

Nyl, = 3G1,.

Proprietati analoage se dau pentru tripletele de puncte Ny, G, I si N., G, I.. Sunt
adevarate urmatoarele relatii:

OI? = R? + 2Rr,,OIf = R® + 2Rry, OI? = R* + 2Ry,

si
ON, =R+ 2r,,ONy, =R+ 2r,, ON. = R+ 27,

Demonstratii ale relatiilor precedente se pot gisi in [12].

Teorema 3.2.1. Urmatoarea relatie este adevarata:

R2—3Rra—r2—a

cos [,ON, = ,
Y (R4 2r,)V/RE+ 2R,
- 2+b2+ 2
unde o = %,

Teorema 3.2.2. (Forma duald a inegalititii lui Blundon). Urmaétoarele inegalitati
sunt adevarate:

a’® +b% + 2 9 9 3
0< — < R*—=3Rrq —7r:+ (R4 2r,)V R?> + 2Rr,.

Notam cu 7 (R,r,) familia triunghiurilor avand aceeasi razd a cercului circum-
scris R gi aceeasi exraza r,. Inegalitatea precedenta ne da intervalul exact in care
se "misgcad" « pentru toate triunghiurile din familia 7 (R,r,). Avem aunin = 0 si
Qmaz = R? — 3Rry — 2 + (R + 2r,)vV/R? + 2Rr,. Daci fixdm punctele O si I, astfel
incat OI, = VR? + 2Rr,, atunci triunghirile din familia 7(R,r,) ce au valoarea «
minim& degenereaza intr-un punct si se corespund punctelor de intersectie dintre cer-
curile C(O; R) si C(I4;7,). In Figura 3.2. aceste puncte sunt notate cu A’ . si A”. .
De asemenea, triunghiul din familia 7 (R, r,) pentru care valoarea lui @ este maxima,
corespunde cazului cos Im = —1, ceea ce inseamna ca punctele I,, O, N, sunt col-
iniare, iar O este situat intre I, si N,. In Figura 3.2 acest triunghi este notat cu
AmaxBrmaxCmax. Utilizand dreapta lui Euler rezulta ca triunghiul Apax BmaxCmax €ste
isoscel. In concordanta cu teorema de inchidere exterioara a lui Poncelet, triunghiurile
familiei 7 (R, 7,) sunt "situate" intre aceste doud cazuri extreme (vezi Figura 3.2.).
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3
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Figure 3.2.

Din Teorema 3.2.1. rezulta o cale naturala de constructie a unui triunghi ABC in care
se dau centrul cercului exinscris I, centrul cercului circumscris O si punctul lui Nagel
adjunct N,. Tinand cont de faptul ca punctele I, G, N, sunt coliniare, gasim centrul
de greutate G pe segmentul I, N, astfel incat I,G = %IaNa. Apoi, utilizand faptul ca
punctele O, G, H sunt coliniare, determindm ortocentrul H pe raza (OG astfel incat
OH = 30G. Am redus astfel constructia cerutd la faimoasa problema a lui Euler de
constructie a unui triunghi in care stim I, O si H [68].

Observatia 3.2.3.
1) Din Teorema 3.2.1. apare intrebarea fireascé: care este expresia lui « in functie
de s, R, 7,7 Pentru a raspunde la aceasta intrebare vom ardta mai intéi ca:

$8 + 7o (4R + 3ry)s* +r2(3r2 — 16 R?)s? + r3(r, — 4R)
(s2412)2.

ab+ be + ca =

2) Formula precedentd ne da o expresie complicatd a lui « in functie de s, R, 7q,
dualitatea dintre formulele din teoremele (3.1.1) si (3.2.1) rezultand din faptul ca

putem scrie cos TON in functie de «a, R, r, astfel

R?2+3Rr —r? —«

cos ION = :
(R —2r)vR? —2Rr
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Transformarea formald r — —r, ne dd dualitatea intre formulele teoremelor (3.1.1) si
(3.2.1).

3.3 Cateva inegalitati cu s, R si r,

In aceasta sectiune vom obtine citeva consecinte ale Teoremei 3.2.1 ce implica
inegalitati intre s, R §i rq.

Corolarul 3.3.1. In orice triunghi avand semiperimetrul s urmatoarele inegalititi
au loc:

2R* +r® + 4Rr — 6Rrq — 2r; — 2(R+ 2r,)V/ R? + 2Rr, < 5% <

2R? + 1% + 4Rr — 6Rr, — 2r2 — 2(R + 2r4)\/ R2 + 2Rr,.

Utilizand faptul ca r < r, si inegalitatea din dreapta a relatiei precedente obtinem

s < 2R* — 2Rr, — r2 + 2(R + 2r,)\/ R? + 2Rr,.

Corolarul 3.3.2. In orice triunghi avand semiperimetrul s urmatoarele inegalititi
au loc:

s% < min{4R* + 4Rry + 3r2 AR* + 4Rry, + 3r2, 4R? + 4Rr. + 3r2}.

Corolarul 3.3.3. In orice triunghi urmitoarele inegalititi au loc:

a? + % + 2 < min{8R? + 4r2 8R? + 4r2 8R? + 4r2}.

Teorema 3.3.4. In orice triunghi este adeviratd inegalitatea:

s> < 2V2(2R + 7o),

Observatia 3.3.5. Analog se obtin inegalitatile:

i) 82 < 2V2(2R + 1)1y,

i) 52 < 2V2(2R + ro)r..
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Teorema 3.3.6. In orice triunghi este adevirati inegalitatea:

s> < 2V3R(R + 2ry).

Observatia 3.3.7. Analog se obtin inegalitétile:
i) 52 < 2V3R(R + 2r);
si
i) s> < 2V3R(R + 2r,).
Observatia 3.3.8. Deoarece OI2 = R? + 2Rr,, inegalitatea din teorema 3.3.6
poate fi rescrisa astfel: $2 < 2\/30[3 sau s < v1201,.
Teorema 3.3.9. In orice triunghi este adevirats inegalitatea: s < 2- OI,.

Teorema 3.3.10. In orice triunghi este adeviratd inegalitatea:

i)s* < min{12Rr,, 12Rry, 12Rr.}.

3.4 O rafinare a inegalitatii lui Blundon

Deoarece distanta ON este constantd, fiind egald cu ON = R—2r, punctul lui Nagel N
se "migcad" pe cercul de diametru Npjn Nmax, iar masura unghiului JON variaza intre 0
si 180°. S. Wu in [141] a dat o noud versiune a inegalitatii lui Blundon introducand un
parametru, dupd cum urmeazi: pentru orice triunghi A; As Ag, urmatoarele inegalitéti
au loc:

2R2+10R7‘—r2—2(R—27°) VR2 —2Rrcos¢ < s < 2R2+10Rr—r2—|—2(R—2r) vV R% — 2Rr cos ¢.

unde ¢ = min |A; — Aj|. Rezultatul ce urmeaza v-a fi publicat in [10].
1<i<j<3

Teorema 3.4.1. In orice triunghi ABC urmétoarele inegalititi au loc:
—cos¢ < cos TON < cos ¢,

unde ¢ = min{|A — B|,|B — C|,|C — Al|}, egalitatea avand loc daca si numai daca
triunghiul ABC este echilateral.

Observatia 3.4.2. Numdrul ¢ imparte triunghiurile familiei 7 (R, r) in functie de
pozitia punctului A pe cercul O(R).
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3.5 Forma hiperbolica a inegalitatii lui Blundon

Expresia hiperbolicd a inegalitdtii lui Blundon a fost datd de cdtre D. Svrtan si D.
Veljan [131] si are urmatoarea exprimare:

Teorema 3.5.1. Daca un triunghi hiperbolic admite un cerc circumscris de raza
R, iar r este raza cercului inscris, s este semiperimetrul triunghiului si € este defectul
triunghiului, atunci are loc inegalitatea

unde
D = s?[(r?RPe”? + 4" R*e” — 4P RP? — 1+ 61r' R’ — 12r”R? + 87" R”)s"
+1"2R'e' (1 — 4'R' + 41" R’ — 8r?R"?*" + 9¢' + 18" R'e)s3
+r2(2R? — 10r'R' — 1272 R — 2)s™ — 61" R'e's’ — 1Y),

: I T ’_ R 1 _ € o — o} s
iar ' = tanh ¢, R" = tanh 77,&’ = cot §, s’ = sinh 7.

3.6 O extindere naturala a inegalitatii lui Blundon

Fie P un punct in planul triunghiului ABC, iar DEF triunghiul cevian corespunzétor
punctului P in raport cu triunghiul ABC. Dacé P are coordonatele baricentrice t; :
to : t3, atunci coordonatele baricentrice ale varfurilor triunghiului DEF sunt: D(0 :
to : t3), E(t1 : 0 : t3), F(t1 : t2 : 0). Coordonatele baricentrice au fost introduse de
catre Mobius in 1927. Enumeram cateva lucrari despre coordonatele baricentrice ale
lui C. Bradley [48], C. Coanda [51], C. Cosnita [53], C. Kimberling [86], O. Bottema
[47], J. Scott [121] si P. Yiu [144]. In lucrarea [26] am introdus notiunea de ceviand de
rang (k,l,m) astfel: Dacd D este un punct pe latura (BC) a unui triunghi neisoscel

ABC, astfel incat:
@ B (E)k s—c\ a+b\™"
DC  \b s—b a+c

k,l,m € R, atunci AD o vom numi ceviana de rang (k,l, m), iar daca D € BC\ [BC],

l m
astfel incat 22 = (E)k (57"’) . (“—H’> , k,I,m € R*, atunci AD o vom numi

DC T \b s—b a+c
exceviand de rang (k,l,m) In lucrarea [26] am aritat ci cevienele de rang (k,1,m)
sunt concurente intr-un punct I(k,l,m) numit punct cevian de rang (k,l, m), iar
coordonatele baricentrice ale lui I(k,[,m) sunt:

(s —a) b+ )™ : b (s —b)(a+c): F(s—e)(a+b)m.
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Dacéd M este un punct din planul unui triunghi ABC, atunci urmé&toarea egalitate are
loc:

(tl thz+t3)MP:t1MA+t2MB+t3MC.

Pentru cazul particular M = P, egalitatea precedenta devine

— — —  —
tiPA+t2PB +t3PC = 0.

Teorema 3.6.1. Dacd M este un punct din planul unui triunghi ABC, atunci
urmatoarea egalitate are loc:

(tl—l-tg —I—tg)QMPQ = (thAQ—i-tQMBQ—i-thCQ)(tl +1i9 —I—tg) — (t2t3a2+t3t162—|—t1t202).

Observatia 3.6.2. Daca t1,%9,t3 si t1 + t2 4 t3 sunt nenule, atunci:

M P?

B thA2+t2MB2+t3M02 titats <a2+62+ 02>
B t1+t2+t3 (t1+ta+1t3)2 \t1  ta  t3)

Corolarul 3.6.3. Urmatoarea egalitate are loc:

titats a® b P
RZP-0Op?’=_ "= _|[— 44—
(t1 + to + t3)? (tl to  t3

cu ty,te,ts > 0.

Corolarul 3.6.4. In orice triunghi ABC avand semiperimetrul s, urmatoarea
egalitate are loc:
452t tot
R2_0P? > _ #Shitaty
(t1 +t2 +13)3
cu ty,to,t3 > 0.

C. Cosnita [Cosnitd] a formulat urméatoarea teorema: dacd punctele P gi @ au
coordonatele baricentrice t; : to : t3, respectiv up : ug : us, in raport cu un triunghi
ABC, atunci

2 2 2
a b c
PQ* = —afy ( +—=+ )
a B v
unde
U1 t1 U to us i3

u1+uQ+u3_t1+t2+t3’B_ U1+UQ+U3_t1+t2+t3’,7_ u1+uQ+u3_t1+t2—|—t3'

Teorema 3.6.5. Daca punctele P si () au coordonatele baricentrice t1 : to : t3,
respectiv uy : ug : ug, In raport cu un triunghi ABC), atunci

2 tytot 2 b2 2 U U2 2 b2 2 2 b2 2
2 — ittt (F+ 5+ 5) it (B4 5+ 5) +oh (S+5+9)

cost\Q =

9 t1tot 2 b2 2 2 2 b2 2
/[ - bt (24 24 2)] - [ - et (84 5 2))
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cu

U1 ty (15 to ug t3

U1+U2+U3_t1+t2+t3’7_ U1+U2+U3_t1+t2+t37

u1+uz—|—U3_t1+t2+t3”B_

o =

iar ¢; si u;, ¢ = 1,3, sunt nenule.

Teorema 3.6.6. Urmatoarele inegalitati au loc:

2 [R2 % <CL2 + g + 62>:| |:R2 Uruzus <CL2 + E + 02>:| <
(t1+ta+t3)2 \t1  t2 13 (ur +ug +uz)®? \wr  wp  uz/)|

2 2 2 2 2 2 2 2 2
a b c titats a b c ) UL ULUS <a b c ﬂ

afy(—+—=+—|+2R— | — 2 o (—+ —+ ) + —+—+—]|<
67<a B ’y) [(tl +tg + t3)? (t1 ta  t3 (u1 + ug + ug)? -

o[ttt (O] [ (B 2]
(t14+ta+1t3)2 \t1 ta i3 (up +ug +us)? \ur  ug  us

cu

(51 tl 'B_ u9 t2 o us t3
Uy + Uz +uz t; +to+t3’ u1 + ug2 + us t1+t2+t3’7 Uy + ug +uz t; +to+t3’

iar t; si u;, ¢ = 1, 3, sunt nenule.

Corolarul 3.6.7. (Inegalitatea lui Blundon). Conditia necesara si suficienta
pentru a exista un triunghi avind elementele s, R si r, este

2R?*4+10Rr —r*>—2(R—2r)v/R?2 — 2Rr < s> < 2R?>+10Rr—r?+2(R—2r)\/ R? — 2Rr.

Observatia 3.6.8. Fie Iy, I3, I3 trei puncte ceviene de rang (k, [, m) avand coor-
donatele baricentrice:

Lijaki (s — a)li(b+ )™ bFi(s = b)li(a+ )™ : Fi(s — o)li(a + b)™], i =1,3.

Teorema 3.6.9. Urmatoarele inegalitati au loc:

_2\/—512712612 - 712011252 - 041251202 ) \/_52372302 - 723042352 - 0423ﬁ2302 <

—a2(5127124'523723—531731)—52(712a12+723a23—731031)+02(0412512+0423523—0431531) <

2¢/—B1271202 — V190126% — 1281262 - /—Ba3V30% — Yo3023b% — (a3 Ba3c?
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