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Introducere
Denumirea de geometrie neeuclidian¼a a fost uzitat¼a prima dat¼a de Karl Friedrich

Gauss (1777-1855) pentru a distinge geometriile ce difer¼a de geometria lui Euclid prin
axioma de paralelism. Conform unor scrisori datate, Gauss a început s¼a dezvolte o
geometrie neeuclidian¼a în anul 1792. El a trebuit s¼a dep¼aşeasc¼a prejudec¼aţile împotriva
unei geometrii neeuclidiene şi s¼a accepte un sistem de geometrie care era împotriva
intui̧tiei sale. Pentru prima dat¼a şi-a dat seama c¼a axioma de paralelism este indepen-
dent¼a de celelalte axiome ale geometriei, deci nu are sens problema demonstr¼arii ei, c¼a
înl¼aturând aceast¼a axiom¼a, geometria astfel obţinut¼a nu este contradictorie. Cu toate
acestea el nu a publicat nimic din acest domeniu temându-se de ridicol. Karl Ferdinand
Schweikart (1780-1859) a dezvoltat, de asemenea, o geometrie neeuclidian¼a şi în 1818
a trimis un memorandum asupra geometriei sale lui Gauss. Schweikart a�rma c¼a pe
lâng¼a geometria euclidian¼a mai exist¼a o nou¼a geometrie, numit¼a astral¼a, în care suma
m¼asurilor unghiurilor unui triunghi este mai mic¼a decât dou¼a unghiuri drepte. Îns¼a,
la fel ca şi Gauss, nu public¼a nimic pe aceast¼a tem¼a. A durat o bun¼a perioad¼a de timp
pentru ca matematicienii s¼a accepte existenţa unei geometrii neeuclidiene, în special
din cauza convingerilor în �loso�a kantian¼a. Immanuel Kant (1724-1804) credea c¼a
geometria este o ştiinţ¼a absolut¼a. El credea c¼a axiomele geometriei sunt adev¼arate a
priori. Astfel, ideea c¼a ar mai exista o alt¼a geometrie ar contesta foloso�a kantian¼a.

Geometriile neeuclidiene nu contrazic geometria clasic¼a ci o cuprind ca un caz
limit¼a. Ele sunt mai avansate deoarece corespund unei faze mai abstracte în procesul
de cunoaştere. O astfel de geometrie a fost descoperit¼a independent de János Bolyai
(1802-1860) la Timi̧soara şi Nikolai Lobacevski (1793-1856). N. Lobacevski în 1829
a publicat lucrarea Principiile geometriei în care a�rma c¼a dac¼a presupunem dat¼a o
dreapt¼a l şi un punct P care nu apaŗtine dreptei l, atunci exist¼a cel puţin dou¼a drepte
ce trec prin P şi sunt paralele cu dreapta l: Mai mult, el arat¼a c¼a noua geometrie,
pe care Lobacevski o numea imaginar¼a, este la fel de logic¼a şi necontradictorie ca
şi geometria euclidian¼a. J. Bolyai dezvolt¼a o geometrie, pe care o numeşte absolut¼a,
independent¼a de adev¼arul sau falsitatea axiomei de paralelism şi creeaz¼a geometria
hiperbolic¼a urmând acelaşi drum şi obţinând aceleaşi rezultate ca şi Lobacevski. Opera
lui J. Bolyai, Appendix Scientiam Spatii Absolute Veram Exhibens (Anex¼a în care este
expus¼a ştiinţa absolut adev¼arat¼a a spa̧tiului) a ap¼arut la Târgu Mureş în 1831, ca o
anex¼a a volumului Tentamen a lui Farkaş Bolyai.

Denumirea de geometrie hiperbolic¼a î̧si are justi�carea prin aceea c¼a atunci când
se clasi�c¼a obiectele unei teorii matematice dup¼a natura unor elemente generatoare -
în cazul nostru �ind num¼arul de paralele duse dintr-un punct la o dreapt¼a - problem¼a
echivalent¼a în general cu interpretarea r¼ad¼acinilor unei ecuaţii de gradul al doilea,
numim eliptic, cazul care corespunde valorilor complexe (când nu avem paralele) şi
analog, parabolic sau hiperbolic, cazurile ce corespund r¼ad¼acinilor confundate (când
avem o unic¼a paralel¼a) sau reale diferite (când avem dou¼a paralele).

În 1868, Eugenio Beltrami (1835-1900) arat¼a c¼a geometria hiperbolic¼a poate � re-
alizat¼a pe pseudosfer¼a, care este o suprafaţ¼a de rotaţie real¼a, obţinut¼a prin rotirea
curbei numit¼a tractice. În acest caz, dreptele geometriei sunt geodezice ale pseudos-
ferei, deci curbe de cea mai scurt¼a distanţ¼a. Rezultatul lui Beltrami este deosebit de
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important, pentru c¼a ne d¼a un model real, în spaţiul obi̧snuit, pe care este valabil¼a
geometria hiperbolic¼a, deci rezolv¼a complet problema necontradiçtiei plane a lui Bolyai
- Lobacevski.

Lucrarea de faţ¼a este structurat¼a în trei capitole, un capitol introductiv şi dou¼a
capitole în care se prezint¼a contribuţiile noastre în studiul geometriei hiperbolice. În
primul capitol, intitulat "Modelul vitezei relativiste a lui Einstein", este prezentat, în
linii mari, modelul pe disc al lui Beltrami-Klein al geometriei hiperbolice, utilizând
noţiunea de gyrovector introdus¼a de matematicianul american Abraham Ungar [133]
în anul 1997. Astfel, mai întâi se introduc noţiunile de gyrogrup, gyrogrup gyroco-
mutativ, precum şi principalele propriet¼aţi ale acestora. Mai apoi se prezint¼a noţiu-
nile de gyrovector, de spaţiu al gyrovectorilor şi principalele propriet¼aţi ale acestora.
În continuare, pe spaţiul gyrovectorilor (G;�;
) se introduce gyrometrica d�(a;b);
se de�neşte gyrolinia, gyrosegmentul, gyromijlocul unui gyrosegment, gyrocosinusul
unghiului dintre doi gyrovectori şi se dau condi̧tii de gyrocoliniaritate pentru trei
puncte. În urm¼atorul paragraf al capitolului întâi considerând factorul gamma se in-
troduc adunarea şi înmuļtirea Einstein, se dau principalele propriet¼aţi ale acestora
şi se prezint¼a modelul lui Beltrami-Klein al geometriei hiperbolice v¼azut prin prisma
noţiunii de gyrovector. În ultima parte a primului capitol se enunţ¼a câteva teoreme
utile în demersul nostru ştiinţi�c, a c¼aror demonstraţie se g¼aseşte în [134], [135] şi
[136].

În capitolul al doilea, intitulat "Varianta hiperbolic¼a a unor rezultate geometrice
clasice" se transpun în variant¼a hiperbolic¼a - utilizând modelul lui vitezei relativiste
a lui Einstein, modelul pe disc al lui Poincaré şi modelul semiplanului superior al lui
Poincaré - diferite teoreme celebre ale geometriei euclidiene. Astfel, în subcapitolul
2.1, C. Barbu şi F. Smarandache [38] trateaz¼a teorema lui Menelaus în modelul pe disc
al lui Poincaré, prezint¼a forma reciproc¼a a teoremei şi utilizeaz¼a aceast¼a nou¼a form¼a
pentru a demonstra o teorem¼a de a lui Ţi̧teica în geometria hiperbolic¼a.

În seçtiunea 2.2 utilizând noţiunea de raţie hiperbolic¼a - introdus¼a de c¼atre W.
Stothers [130], C. Barbu [18] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teoremei lui Menelaus
pentru patrulatere, teorema transversalei pentru un triunghi şi teorema lui Manelaus
pentru un poligon convex oarecare.

În subcapitolul trei, D. Andrica şi C. Barbu [7] trateaz¼a teorema lui Ceva în modelul
pe disc al lui Poincaré, ar¼at¼a c¼a în anumite condi̧tii are loc teorema reciproc¼a şi prezint¼a
câteva aplicaţii ale acesteia într-un triunghi hiperbolic.

În paragraful 2.4, D. Andrica şi C. Barbu [9] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teo-
remei lui Desargues în modelul pe disc al lui Poincaré şi dau condi̧tii pentru teorema
reciproc¼a.

În subcapitolul 2.5, C. Barbu [16] de�neşte poligonul hiperbolic podar şi prezint¼a
varianta hiperbolic¼a a teoremei poligonului podar al lui Smarandache, aceasta �ind o
generalizare a teoremei lui Carnot.

În subcapitolul 2.6 se prezint¼a o demonstraţie trigonometric¼a teoremei lui Steiner-
Lehmus în modelul pe disc al lui Poincaré. Acest rezultat a fost publicat de C. Barbu
în lucrarea [15].

În paragraful 2.7 se introduce noţiunea de izogonal¼a hiperbolic¼a, se demonstreaz¼a
teorema lui Steiner referitoare la izogonale în modelul pe disc al lui Poincaré şi în
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modelul vitezei relativiste a lui Einstein, se dau consecinţe ale acestei teoreme şi se
demonstreaz¼a o teorem¼a a lui Andreescu referitoare la drepte izogonale într-un triunghi
hiperbolic. Aceste rezultate au fost publicate in lucrarea [19].

În subcapitolul 2.8, C. Barbu [19] introduce noţiunea de simedian¼a hiperbolic¼a, a
prezentat teorema lui Mathieu în modelul pe disc al lui Poincaré şi d¼a câteva consecinţe
ale acesteia în geometria hiperbolic¼a.

C Barbu şi L. Pi̧scoran [33] prezint¼a în seçtiunea 2.9 teorema lui Nobbs în modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

C. Barbu [20] prezint¼a în subcapitolul 2.10 varianta hiperbolic¼a a teoremei transver-
salei izotomice în modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

În subcapitolul unsprezece C. Barbu [20] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teoremei
lui Neuberg în modelul pe disc al lui Poincaré şi unele consecinţe ce deriv¼a din aceasta.

C. Barbu şi L. Pi̧scoran [34] prezint¼a în seçtiunea 2.12 varianta hiperbolic¼a a teo-
remei lui Gülicher în modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

În seçtiunea 2.13, C. Barbu şi L. Pi̧scoran [34] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teore-
mei bisectorei interioare, reciproca acesteia, varianta hiperbolic¼a a teoremei bisectorei
exterioare şi reciproca acesteia, precum şi câteva aplicaţii ale acestor teoreme.

În seçtiunea 2.14, C. Barbu şi L. Pi̧scoran [30] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a
teoremei lui Zajic în modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice.

În subcapitolul cincisprezece C. Barbu şi N. Sönmez [41] prezint¼a varianta hiperbol-
ic¼a a teoremei lui Carnot în modelul semiplanului superior al lui Poincaré al geometriei
hiperbolice, ar¼ata c¼a în anumite condi̧tii admite reciproc¼a şi dau câteva aplicaţii ale
acesteia într-un triunghi hiperbolic.

În paragraful 2.16, C. Barbu şi N. Sönmez [40] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a
teoremei ortopolului în diferite modele ale geometriei hiperbolice.

C. Barbu [22] în subcapitolul 2.17 prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teoremei lui
Stewart în modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice, precum
şi câteva consecinţe ale acesteia.

C. Barbu [25] în subcapitolul 2.18 prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teoremei lui Van
Aubel în modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice, precum şi
câteva consecinţe ale acesteia.

În subcapitolul 2.19, C. Barbu [23] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a unei teoreme
de minim a lui Smarandache în modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei
hiperbolice.

În seçtiunea 2.20, C. Barbu [29] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a unei teoreme a
lui Pappus în modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice, se
de�neşte antibisectoarea pentru un triunghi hiperbolic şi se dau câteva consecinţe ale
teoremei lui Pappus.

În subcapitolul 2.21, C. Barbu [13] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a teoremei tri-
unghiului cevian a lui Smarandache în modelul vitezei relativiste a lui Einstein al
geometriei hiperbolice.

În paragraful 2.22, C. Barbu [31] trateaz¼a în hiperbolic câteva inegalit¼aţi referitoare
la un triunghi.

În subcapitolul 2.23, C. Barbu şi L. Pi̧scoran [35] prezint¼a varianta hiperbolic¼a a
inegalitaţii lui Andrica-Iwata şi consecinţe ce deriv¼a din aceasta.
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În seçtiunea 2.24, C. Barbu şi L. Pi̧scoran [37] trateaz¼a unele aplicaţii ale inegalit¼aţii
lui Cusa-Huygens într-un triunghi hiperbolic.

În subcapitolul 2.25, C. Barbu şi L. Pi̧scoran [36] prezint¼a forma hiperbolic¼a a unei
inegalit¼aţi a lui Panaitopol şi dau câteva consideraţii asupra inegalit¼aţii lui Jordan.

În capitolul al treilea, intitulat "Inegalitatea fundamental¼a a triunghiului între cla-
sic şi hiperbolic" se trateaz¼a inegalitatea lui Blundon atât în geometria euclidian¼a cât şi
în geometria hiperbolic¼a. Astfel, în seçtiunea 3.1, D. Andrica şi C. Barbu [8] prezint¼a
o demonstraţie nou¼a pentru inegalitatea fundamental¼a a triunghiului, demonstraţie
bazat¼a pe consideraţii geometrice. Dac¼a a; b şi c sunt lungimile laturilor triunghiului
ABC; r este raza cercului înscris în triunghi, s este semiperimetrul triunghiului, iar R
este raza cercului circumscris triunghiului ABC; inegalitatea fundamental¼a are urm¼a-
toarea exprimare: Condi̧tia necesar¼a şi su�cient¼a pentru a exista un triunghi având
elementele s; R şi r; este

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr � s2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr:

Se demonstreaz¼a c¼a dac¼a într-un triunghi neechilateral ABC, I este centrul cercu-
lui înscris, O este centrul cercului circumscris O şi N este punctul lui Nagel, atunci
urm¼atoarea relaţie este adev¼arat¼a:

cos[ION =
2R2 + 10Rr � r2 � s2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

;

inegalitatea lui Blundon �ind o consecinţ¼a a acestei teoreme. Din demonstraţia dat¼a
în acest paragraf rezult¼a o cale natural¼a de construçtie a unui triunghi ABC în care se
dau centrul cercului înscris I, centrul cercului circumscris O şi punctul lui Nagel N ,.
reducându-se astfel construçtia cerut¼a la faimoasa problem¼a a lui Euler de construçtie
a unui triunghi în care ştim I, O şi H [68]. Problema de construçtie a lui Euler a fost
studiat¼a de c¼atre B.Scimemi [120], G.C.Smith [126], J.Stern [129] şi P.Yiu [144].

În seçtiunea 3.2, D. Andrica şi C. Barbu [8] au dat o form¼a dual¼a a inegalit¼aţii
lui Blundon. Astfel, dac¼a ra este raza cercului A-exînscris am ar¼atat c¼a urm¼atoarele
inegalit¼aţi sunt adev¼arate:

0 � a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra:

Se arat¼a c¼a dac¼a Ia este centrul cercului A-exînscris, iar Na punctul lui Nagel adjuct
corespunz¼ator laturii a, atunci urm¼atoarea relaţie este adev¼arat¼a:

cos \IaONa =
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

;

unde � = a2+b2+c2

4 ; forma dual¼a inegalit¼aţii lui Blundon �ind o consecinţ¼a a acestei
teoreme.

În seçtiunea 3.3, D. Andrica şi C. Barbu [8] prezint¼a câteva inegalit¼aţi obţinute din
teorema dual¼a prezentat¼a în subcapitolul precedent.

În seçtiunea 3.4, D. Andrica şi C. Barbu [10] prezint¼a o ra�nare a inegalit¼aţii lui
Blundon, dând o demonstra̧tie geometric¼a unor inegalit¼aţi obţinute de c¼atre Wu [140],
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şi anume: pentru orice triunghi A1A2A3; urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr cos� � s2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr cos�:

unde � = min
1�i<j�3

jAi �Aj j :

În subcapitolul 3.5. se prezint¼a forma hiperbolic¼a a inegalit¼aţii lui Blundon, dat¼a de
c¼atre c¼atre D. Svrtan şi D. Veljan [131] şi are urm¼atoarea exprimare: dac¼a un triunghi
hiperbolic admite un cerc circumscris de raz¼a R, iar r este raza cercului înscris, s este
semiperimetrul triunghiului şi " este defectul triunghiului, atunci are loc inegalitatea

D

s02
� 0;

unde

D = s02[(r02R02"02 + 4r04R04"02 � 4r03R03"02 � 1 + 6r0R0 � 12r02R02 + 8r03R03)s04

+r02R0"0(1� 4r0R0 + 4r02R02"0 � 8r02R02"02 + 9"0 + 18r0R0"0)s03

+r02(r02R02 � 10r0R0 � 12r02R02"02 � 2)s02 � 6r04R0"0s0 � r04];

iar r0 = tanh rk ; R
0 = tanh Rk ; "

0 = cot "2 ; s
0 = sinh sk :

În ultimul subcapitol al tezei D. Andrica, C. Barbu şi N. Minculete [26], [11]
realizeaz¼a o extindere natural¼a a inegalit¼aţii lui Blundon utilizând coordonatele bari-
centrice. Se introduce noţiunea de cevian¼a şi excevian¼a de rang (k; l;m) astfel: dac¼a
D este un punct pe latura (BC) a unui triunghi neisoscel ABC, astfel încât:

BD

DC
=
�c
b

�k
�
�
s� c
s� b

�l
�
�
a+ b

a+ c

�m
k; l;m 2 R, atunci AD o vom numi cevian¼a de rang (k ; l ;m); iar dac¼a D 2 BCn [BC],
astfel încât BDDC =

�
c
b

�k �� s�cs�b

�l
�
�
a+b
a+c

�m
; k; l;m 2 R�, atunci AD o vom numi excevian¼a

de rang (k ; l ;m) - şi se prezint¼a propriet¼aţi ale acestui tip de cevian¼a. Se arat¼a c¼a dac¼a
I1; I2; I3 trei puncte ceviene de rang (k ; l ;m) având coordonatele baricentrice:

Ii[a
ki(s� a)li(b+ c)mi : bki(s� b)li(a+ c)mi : cki(s� c)li(a+ b)mi ]; i = 1; 3;

iar pentru i = 1; 3, aki(s�a)li(b+ c)mi , bki(s� b)li(a+ c)mi ; cki(s� c)li(a+ b)mi not¼am
cu t1i ; t

2
i ; respectiv t

3
i ; şi

�ij =
t1j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t1i
t1i + t

2
i + t

3
i

;

�ij =
t2j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t2i
t1i + t

2
i + t

3
i

ij =
t3j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t3i
t1i + t

2
i + t

3
i
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pentru i; j 2 f1; 2; 3g; atunci
cos\I1I2I3 =

�a2(�1212 + �2323 � �3131)� b2(12�12 + 23�23 � 31�31) + c2(�12�12 + �23�23 � �31�31)
2
p
��1212a2 � 12�12b2 � �12�12c2 �

p
��2323a2 � 23�23b2 � �23�23c2

şi de aici rezult¼a imediat inegalit¼aţile:

�2
p
��1212a2 � 12�12b2 � �12�12c2 �

p
��2323a2 � 23�23b2 � �23�23c2 �

�a2(�1212+�2323��3131)�b2(12�12+23�23�31�31)+c2(�12�12+�23�23��31�31) �

2
p
��1212a2 � 12�12b2 � �12�12c2 �

p
��2323a2 � 23�23b2 � �23�23c2;

inegalitatea lui Blundon �ind o consecinţ¼a a propriet¼aţii precedente.

Doresc s¼a exprim, cu aceast¼a ocazie, recunoştinţa mea tuturor persoanelor care, de-
a lungul timpului, direct sau indirect, au contribuit prin sfaturile lor la concretizarea
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Chapter 1

Modelul vitezei relativiste a lui
Einstein

Geometria hiperbolic¼a, la fel ca şi cea euclidian¼a, include noţiunile de distanţ¼a şi de
unghi. Ambele geometrii conţin multe propriet¼aţi asem¼an¼atoare, dar exist¼a totodat¼a
şi multe diferenţe între ele. În literatura de specialitate exist¼a mai multe modele în
care se poate studia geometria hiperbolic¼a; exist¼a astfel modelul lui Poincaré pe disc,
modelul lui Poincaré pe semiplanul superior, modelul pe disc al lui Beltrami-Klein etc.
Urmând [134] şi [136] şi ultimele descoperiri în acest domeniul, modelul pe disc al lui
Beltrami-Klein mai este cunoscut şi sub numele de modelul vitezei relativiste a lui
Einstein în care se introduce noţiunea de gyrovector.

Teoria special¼a a relativit¼aţii a fost formulat¼a ini̧tial de Einstein în 1905, [65],
pentru a explica unele rezultate obţinute în experimentele de propagare a undelor
electromagnetice. Variµcak în 1908 a descoperit leg¼atura dintre teoria special¼a a rela-
tivit¼aţii şi geometrie hiperbolic¼a [138]. Modelul vitezei relativiste a lui Einstein este
un alt model de geometrie hiperbolic¼a. Multe dintre teoremele geometriei euclidiene
au o form¼a relativ similar¼a în modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Prezent¼am în linii mari acest model al geometriei hiperbolice.
Un grupoid (G;�) este un gyrogrup dac¼a satisface urm¼atoarele axiome:
(G1) în G exist¼a un unic element, 0, astfel încât 0� a = a; pentru orice a 2 G:
(G2) pentru orice element a 2 G exist¼a un element 	a 2 G astfel încât 	a�a = 0:
(G3) oricare ar � a; b; c 2 G exist¼a un unic element gyr[a; b]c 2 G astfel încât

a� (b� c) = (a� b)� gyr[a; b]c:
(G4) funçtia gyr[a; b] : G ! G dat¼a prin c ! gyr[a; b]c este un automor�sm al

grupoidului (G;�): Operatorul gyr : G�G! Aut(G;�) se numeşte gyratorul lui G:
(G5) gyr[a; b] = gyr[a� b; b]:
Prin a	 b vom nota elementul a� (	b):
Un gyrogrup (G;�) se numeşte gyrocomutativ dac¼a a� b = gyr[a; b](b�a), pentru

toţi a; b 2 G:
Dac¼a (G;�) este un gyrogrup, iar a; b 2 G; atunci unica soluţie în G a ecuaţiei

a� x = b este x = 	a� b:

10
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Într-un gyrogrup (G;�) sunt adev¼arate relaţiile:

a� (	a� b) = b

gyr[a; b] = gyr[a; b� a]

gyr[a; b] = gyr[a� b;	a]

gyr[b; a] = gyr[	a; a� b]

Într-un gyrogrup gyrocomutativ (G;�) sunt adev¼arate relaţiile:

	(a� b) = 	a	 b

gyr[a; b]fb� (a� c)g = (a� b)� c

gyr[a; b]b = (a� b)	 a

(a� b)	 (a� c) = gyr[a; b](b	 c)

gyr[a; b]gyr[b� a; c] = gyr[a; b� c]gyr[b; c]

gyr[a;	b]gyr[b;	c]gyr[c;	a] = gyr[	a� b;�a	 c]

gyr[a;	b]gyr[b;	c]gyr[c;	d] = gyr[a;	d]

gyr[a;	b] = gyr[	a� b; a� b]gyr[a; b]

Numim gyrovector legat PQ în gyrogrupul gyrocomutativ (G;�) o pereche or-
donat¼a de puncte P;Q 2 G: Convenim ca în G gyrovectorului PQ s¼a îi corespund¼a
valoarea 	P �Q: Vom scrie

v =PQ = 	P �Q

Gyrovectorii legaţi PQ şi P 0Q0 în gyrogrupul gyrocomutativ (G;�) se numesc echivalenţi,
scriem 	P�Q � 	P 0�Q0 dac¼a au aceeaşi valoare în G, adic¼a dac¼a 	P�Q = 	P 0�Q0:
Relaţia "�" este o relaţie de echivalenţ¼a. Clasele de echivalenţ¼a rezultate le vom numi
gyrovectori.

Un spaţiu al gyrovectorilor (G;�;
) este un grup gyrocomutativ (G;�) ce satisface
urm¼atoarele axiome:

(1) gyr[u;v]a� gyr[u;v]b = a � b; pentru orice a;b;u;v 2G:
(2) G admite înmuļtirea cu scalari, 
, în sensul urm¼ator:
Pentru orice r; r1; r2 2 R şi orice element a 2G avem:
(G1) 1
 a = a
(G2) (r1 + r2)
 a = r1 
 a� r2 
 a
(G3) (r1r2)
 a = r1 
 (r2 
 a)
(G4) jrj
a

kr
ak =
a
kak

(G5) gyr[u;v](r 
 a) = r 
 gyr[u;v]a
(G6) gyr[r1 
 v; r1 
 v] =1
(3) (kGk ;�;
) este spaţiu real vectorial, pentru muļtimea "vectorilor" kGk =

f�kak : a 2 Gg � R;
Pentru orice r 2 R şi a;b 2 G avem:
(G7) kr 
 ak = jrj 
 kak
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(G8) ka� bk � kak � kbk :
Se veri�c¼a simplu c¼a (�1)
 a = 	a; k	ak = kak ;a
r = r 
 a: Din axioma (G1)

rezult¼a c¼a pentru orice n; t numere naturale sunt adev¼arate urm¼atoarele propriet¼aţi:

n
 a =a� a� :::� a| {z }
n ori

şi
a
 (�t) = 	a
t:

Spaţiul gyrovectorilor G = (G;�;
) posed¼a legea de distributivitate la stânga

r 
 (r1 
 a�r2 
 a) = r 
 (r1 
 a)� r 
 (r2 
 a):

Fie G = (G;�;
) spaţiul gyrovectorilor. Gyrometrica este dat¼a de funçtia gy-
rodistanţ¼a d�(a;b) :G�G! R+;

d�(a;b) = k	a� bk = kb	 ak

Fie a,b dou¼a puncte distincte din spaţiul gyrovectorilor (G;�;
): Gyrolinia în G
ce trece prin punctele a şi b este format¼a din muļtimea punctelor L = a� (	a� b)
t
din G cu t 2 R: Dou¼a gyrolinii ce trec prin aceleaşi dou¼a puncte distincte coincid. Un
gyrosegment ab format din muļtimea punctelor L = a� (	a� b)
t cu t 2 [0; 1]:
Gyrolungimea jabj a gyrosegmentului ab este gyrodistanţa dintre a şi b,

jabj = d�(a;b) = k	a� bk

Dou¼a gyrosegmente sunt egale dac¼a au aceeaşi gyrolungime.
Dac¼a un punct b apaŗtine unui gyrosegment ac în spaţiul gyrovectorilor (G;�;
);

atunci
k	a� ck = k	a� bk � k	b� ck :

Trei puncte a1;a2;a3 în spaţiul gyrovectorilor G = (G;�;
) sunt gyrocoliniare dac¼a
apaŗtin aceleiaşi gyrolinii, adic¼a dac¼a exist¼a a;b 2 G

ak = a� (	a� b)
tk

pentru orice tk 2 R; k = 1; 3: Dac¼a trei puncte a1;a2;a3 în spaţiul gyrovectorilor
G = (G;�;
) sunt gyrocoliniare, atunci

gyr[a1;	a2]gyr[a2;	a3] = gyr[a1;	a3]:

Gyromijlocul pmac al oric¼aror dou¼a puncte distincte a şi c din spaţiul gyrovectorilor
(G;�;
) este dat de ecua̧tia

pmac = a� (	a� c)

1

2

Fie 	a1�b1 şi 	a2�b2 doi gyrovectori nenuli în spaţiul gyrovectorilor (G;�;
):
Gyrocosinusul unghiului �; 0 � � � �; dintre cei doi gyrovectori este dat de ecuaţia

cos� =
	a1�b1
k	a1�b1k

� 	a2�b2k	a2�b2k
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Fie s o constant¼a pozitiv¼a, (Rn;+; �) spaţiul vectorilor n� dimensionali şi Rns =
fv 2Rn : kvk < sg s� sfera vectorilor n-dimensionali având norma mai mic¼a decât s:
Adunarea Einstein � este o operaţie binar¼a pe Rns dat¼a de ecuaţia

u� v = 1

1 + u�v
s2

�
u+

1

u
v+

1

s2
u

1 + u
(u � v)u

�
;

pentru toţi u;v 2Rns ; unde u este factorul gamma dat de ecuaţia

u =
1q

1� kuk2
s2

=
1q
1� u2

s2

; (1.1)

u � v reprezint¼a produsul scalar al vectorilor n� dimensionali u şi v; iar kuk2 =
u � u = u2: Din relaţia precedent¼a rezult¼a o egalitate frecvent utilizat¼a

u2

s2
=
kuk2

s2
=
2u � 1
2u

:

Perechea (Rns ;�) este grupoidul lui Einstein. Prin a	 b vom nota elementul a� (	b):
În general adunarea Einstein nu este comutativ¼a şi nici asociativ¼a. Adunarea

Einstein satisface identitatea gamma

u�v = uv

�
1 +

u � v
s2

�
;

ce poate � rescris¼a astfel

u	v = uv

�
1� u � v

s2

�
(1.2)

pentru toţi u;v 2 Rns : Identitatea precedent¼a semnaleaz¼a apropierea dintre geometria
hiperbolic¼a şi teoria special¼a a relativit¼aţii studiat¼a pentru prima dat¼a de c¼atre Som-
merfeld şi Variµcak cu ajutorul "rapidit¼aţii". Astfel, rapiditatea �v a vitezei relativiste
v este de�nit¼a de ecuaţia

�v = tanh
�1 kvk

s
(1.3)

astfel încât
cosh�v = v

sinh�v = v
kvk
s
:

Sommerfeld şi Variµcak au ar¼atat c¼a

cosh�u	v = cosh�u cosh�v � sinh�u sinh�v cosA

unde unghiul A este interpretat ca �ind un unghi hiperbolic al unui "triunghi de viteze
relativiste" în modelul lui Beltrami al geometriei hiperbolice. Din relaţia (1.2) rezult¼a
o egalitate util¼a

u � v
s2

= 1�
u	v
uv
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Doi gyrovectori u şi v din Rns sunt paraleli dac¼a exist¼a � 2 R astfel încât u =�v;
adunarea Einstein devenind

u� v = u+ v

1 + 1
s2
kuk kvk

; (1.4)

iar de aici rezult¼a

kuk�kvk= kuk+ kvk
1 + 1

s2
kuk kvk

:

Adunarea Einstein restriçtionat¼a la forma (1.4) este comutativ¼a şi asociativ¼a, Rns
împreun¼a cu adunarea Einstein restriçtionat¼a determinând un grup, lucru observat de
c¼atre Einstein, care îns¼a nu a f¼acut nici o referire la ceea ce se întâmpl¼a dac¼a vectorii
vitez¼a nu sunt paraleli. Ungar a ar¼atat în 1988 c¼a Rns împreun¼a cu adunarea Einstein
formeaz¼a un gyrogrup gyrocomutativ. Gyra̧tiile Einstein gyr[u;v] : Rns ! Rns sunt
automor�sme ale gyrogrupului (Rns ;�); date de ecuaţia

gyr[u;v]w = 	(u� v)�fu�(v �w)g; (1.5)

iar produsul scalar în Rns p¼astreaz¼a propriet¼aţile produsului scalar din spa̧tiul V;

gyr[u;v]a�gyr[u;v]b = a � b;

pentru toţi a;b;u;v;w 2 Rns :
Din ecuaţia (1.5) se obţine ecuaţia gyraţiei. Astfel, pentru orice u;v;w 2 Rns avem

gyr[u;v]w = w+
Au+Bv

D
;

unde

A = � 1
s2

2u
u + 1

(v � 1)(u �w)+
1

s2
uv(v �w)

+
2

s4
2u

2
v

(u + 1)(v + 1)
(u � v)(v �w)

B = � 1
s2

v
v + 1

fu(v + 1)(u �w)+(u � 1)v(v �w)g

D = uv

�
1 +

u � v
s2

�
+ 1 = u�v + 1 > 1

Înmuļtirea Einstein cu scalari r 
 v în Rns este dat¼a de ecuaţia

r 
 v =s

�
1 + kvk

s

�r
�
�
1� kvk

s

�r�
1 + kvk

s

�r
+
�
1� kvk

s

�r v

kvk

= s tanh(r tanh�1
kvk
s
)
v

kvk ;

unde r 2 R;v 2Rns ;v 6= 0 şi r 
 0 = 0:
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Înmuļtirea Einstein cu scalari poate � rescris¼a în funçtie de factorul gamma astfel:

r 
 v =1� (v �
p
2v � 1)2r

1 + (v �
p
2v � 1)2r

vp
2v � 1

v (1.6)

cu v 6= 0:
Gyrogrupul Einstein (Rns ;�) peste care de�nim înmuļtirea Einstein cu scalari de-

termin¼a spaţiul Einstein al gyrovectorilor (Rns ;�;
): Gyrometrica spaţiului Einstein
al gyrovectorilor (Rns ;�;
) este dat¼a de funçtia gyrodistanţ¼a

d(a;b) = jb	 aj : (1.7)

Gyroliniile în spaţiul Einstein al gyrovectorilor (Vs;�;
) coincid cu geodezicele mod-
elului pe disc al lui Beltrami - Klein al geometriei hiperbolice.

Un gyrotriunghi ABC în spaţiul gyrovectorilor (Vs;�;
) este determinat de trei
puncte A;B;C 2 G, numite vârfurile gyrotriunghiului şi de gyrosegmentele AB;AC
şi BC; numite laturile gyrotriunghiului. Laturile gyrotriunghiului determin¼a trei gy-
rounghiuri �; � şi ; 0 < �; �;  < � corespunz¼atoare vârfurilor A;B; respectiv C.

Prezent¼am în continuare câteva teoreme demonstrate de c¼atre A. Ungar, utilizate
de c¼atre noi pentru obţinerea altor rezultate.

Teorema lui Menelaus în modelul vitezei relativiste a lui Einstein.
Fie a1;a2 şi a3 trei puncte necoliniare în spaţiul gyrovectorilor al lui Einstein

(Vs;�;
): Dac¼a o gyrolinie intersecteaz¼a gyrolaturile gyrotriunghiului a1a2a3 în gy-
ropunctele a12;a13;a23;, atunci

	a1�a12 k	a1 � a12k
	a2�a12 k	a2 � a12k

	a2�a23 k	a2 � a23k
	a3�a23 k	a3 � a23k

	a3�a13 k	a3 � a13k
	a1�a13 k	a1 � a13k

= 1 (1.8)

unde v =
1r

1� kvk2
s2

este factorul gamma. (vezi [135], p 463)

Teorema lui Ceva în modelul vitezei relativiste a lui Einstein.
Fie a1;a2 şi a3 trei puncte necoliniare în spaţiul gyrovectorilor al lui Einstein

(Vs;�;
); iar a123 este un punct în planul gyrotriunghiului a1a2a3: Dac¼a gyroliniile
a1a123, a2a123; a3a123 intersecteaz¼a dreptele a2a3, a3a1, respectiv a1a2, atunci

	a1�a12 k	a1 � a12k
	a2�a12 k	a2 � a12k

	a2�a23 k	a2 � a23k
	a3�a23 k	a3 � a23k

	a3�a13 k	a3 � a13k
	a1�a13 k	a1 � a13k

= 1; (1.9)

unde v =
1r

1� kvk2
s2

este factorul gamma. (vezi [135], p 461)
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Teorema sinusurilor în modelul vitezei relativiste a lui Einstein.
Fie ABC un gyrotriunghi în spaţiul gyrovectorilor al lui Einstein (Vs;�;
); având

vârfurile A;B şi C; laturile a = �B�C;b = �C�A şi c = �A�B. Fie a = kak ; b =
kbk ; c = kck lungimile gyrolaturilor gyrotriunghiului ABC; a; b; c 2 (�s; s), iar � =
\BAC; � = \CBA;  = \ACB sunt gyrounghiurile gyrotriunghiului ABC: Atunci
urm¼atoarea egalitate este adev¼arat¼a:

sin�

aa
=
sin�

bb
=
sin 

cc
; (1.10)

unde v =
1r

1� kvk2
s2

este factorul gamma. (vezi [135], p. 544)

Teorema cosinusului în modelul vitezei relativiste a lui Einstein.
Fie ABC un gyrotriunghi în spaţiul gyrovectorilor al lui Einstein (Vs;�;
); având

vârfurile A;B şi C; laturile a = �B�C;b = �C�A şi c = �A�B. Fie a = kak ; b =
kbk ; c = kck lungimile gyrolaturilor gyrotriunghiului ABC, iar � = \BAC; � =
\CBA;  = \ACB sunt gyrounghiurile gyrotriunghiului ABC: Atunci urm¼atoarea
egalitate este adev¼arat¼a:

a = bc(1� bscs cos�); (1.11)

unde v =
1r

1� kvk2
s2

este factorul gamma. (vezi [135], p.542)

Teorema bisectoarei în modelul vitezei relativiste a lui Einstein.
Fie ABC un gyrotriunghi în spaţiul gyrovectorilor al lui Einstein (Vs;�;
); având

vârfurile A;B şi C; laturile a = �B�C;b = �C�A şi c = �A�B. Fie a = kak ; b =
kbk ; c = kck lungimile gyrolaturilor gyrotriunghiului ABC; iar D un punct pe latura
BC a gyrotriunghiului astfel încât AD este bisectoarea gyrounghiului \BAC. Atunci,

jBDj jBDj
jCDj jCDj

=
jABj jABj
jACj jACj

; (1.12)

unde v =
1r

1� kvk2
s2

este factorul gamma. (vezi [136], p.151).



Chapter 2

Varianta hiperbolic¼a a unor
rezultate geometrice clasice

Geometria hiperbolic¼a a ap¼arut în prima jum¼atate a secolului al XIX-lea ca o încercare
de a înţelege baza axiomatic¼a a geometriei lui Euclid. Este cunoscut de asemena
faptul c¼a deşi sunt mai multe tipuri de geometrii neeucliediene, acestea au multe
caracteristici comune cu geometria euclidian¼a. Astfel, geometria hiperbolic¼a include
concepte similare, ca de exemplu cele de distanţ¼a şi unghi.

2.1 Teorema lui Menelaus în modelul pe disc al lui Poincaré
al geometriei hiperbolice

Menelaus din Alexandria, matematician şi astronom grec, a fost primul care a g¼asit
geodezicele pe o suprafaţ¼a curb¼a ca analoage de linii drepte. Binecunoscuta teorem¼a
a lui Menelaus a�rm¼a c¼a dac¼a l este o dreapt¼a ce nu trece prin nici un vârf al unui
triunghi ABC, astfel încât dreapta l intersecteaz¼a laturile BC; CA; and AB în D;E;
respectiv F , atunci DBDC �

EC
EA �

FA
FB = 1 [79]. Acest rezultat este simplu dar are o

mare utilizare în aplicaţii. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite date de c¼atre A.
Johnson [84], N. A. Court [55], C. Coşni̧t¼a [53], A. Ungar [135]. În cele ce urmeaz¼a
vom prezenta o demonstra̧tie pentru varianta hiperbolic¼a a acestei teoreme utilizând
modelul pe disc al lui Poincaré. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea
[38].

Teorema 2.1.1. (Teorema lui Menelaus pentru un triunghi hiperbolic)
Dac¼a l este o dreapt¼a hiperbolic¼a ce nu trece prin nici un vârf al triunghiului hiperbolic
ABC astfel încât l intersecteaz¼a BC în D, CA în E şi AB în F; atunci

(AF )
(BF )

� (BD)
(CD)

� (CE)
(AE)

= 1:

17
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Teorema 2.1.2. (Reciproca teoremei lui Menelaus pentru un triunghi
hiperbolic) Dac¼a punctul D apaŗtine dreptei hiperbolice BC; E apaŗtine dreptei
hiperbolice CA, şi F apaŗtine dreptei hiperbolice AB atfel încât

(AF )
(BF )

� (BD)
(CD)

� (CE)
(AE)

= 1;

atunci punctele D;E şi F sunt coliniare.

Teorema 2.1.3. (O teorem¼a a lui Ţi̧teica în modelul lui Poincaré) Printr-
un punct O situat în interiorul unui triunghi hiperbolic ABC se duce o dreapt¼a
hiperbolic¼a ce intersecteaz¼a geodezicele BC;CA şi AB în A0; B0; respectiv C 0: Dac¼a
A00; B00; C 00 sunt simetricele punctelor A0; B0; respectiv C 0 în raport cu punctul O; iar
dou¼a dintre dreptele AA00; BB00; CC 00 sunt concurente, atunci toate sunt concurente.

2.2 Teorema lui Menelaus pentru patrulatere hiperbolice

O aplicaţie a teoremei lui Menelaus o reprezint¼a forma pentru patrulaterele hiperbol-
ice, care în geometria euclidian¼a urm¼atoarea formulare: dac¼a X;Y; Z;W sunt puncte
coliniare pe laturile AB;BC;CD; respectiv DA; ale patrulaterului ABCD, atunci
AX
BX �

BY
CY �

CZ
DZ �

DW
AW = 1 [17]: În continuare vom prezenta o varianta hiperbolic¼a a teo-

remei lui Menelaus pentru patrulatere în modelul pe disc al lui Poincaré şi în modelul
vitezei relativiste a lui Einstein. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucr¼arile
[18] şi [39].

Dac¼a A;B şi X sunt puncte distincte pe o dreapt¼a hiperbolic¼a h, se numeşte raţie
hiperbolic¼a raportul h(A;X;B) = sinh(d(A;X))

sinh(d(X;B)) , dac¼aX este între A şiB, şi h(A;X;B) =

� sinh(d(A;X))
sinh(d(X;B)) pentru orice alt¼a situaţie (unde d(M;N) reprezint¼a distanţa hiperbolic¼a

dintre punctele M şi N).
Raţia hiperbolic¼a are urm¼atoarele propriet¼aţi:
1. h(A;X;B) = 1

h(B;X;A) ;

2. dac¼a X este între A şi B; atunci h(A;X;B) 2 (0; 1);
3. dac¼a X este pe AB, dup¼a B; atunci h(A;X;B) 2 (�1;�1);
4. dac¼a X este pe AB, dup¼a A; atunci h(A;X;B) 2 (�1; 0);
5. dac¼a X şi Y sunt puncte pe drepta hiperbolic¼a astfel încât h(A;X;B) =

h(A; Y;B), atunci X = Y:
Pentru mai multe detalii despre raţia hiperbolic¼a a se vedea, de exemplu, [130].

În demostraţia pe care o vom da mai jos vom utiliza toerema lui Menealus pentru un
triunghi hiperbolic, al carei enunţ este urm¼atorul: Dac¼a l este o dreapt¼a hiperbolic¼a
ce nu trece prin nici un vârf al triunghiului hiperbolic ABC astfel încât l intersecteaz¼a
BC în D, CA în E şi AB în F; atunci

h(A;F;B) � h(B;D;C) � h(C;E;A) = �1

(vezi [97], p. 113).
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Teorema 2.2.1. (Teorema lui Menelaus pentru patrulatere hiperbolice
în modelul pe disc al lui Poincaré). Dac¼a o dreapt¼a hiperbolic¼a l intersecteaz¼a
laturile AB; BC; CD; DA ale patrulaterului hiperbolic ABCD în X;Y; Z; respectiv
W; atunci

h(A;X;B) � h(B; Y;C) � h(C;Z;D) � h(D;W;A) = 1

F. Smarandache a generalizat teorema lui Menelaus pentru orice poligon având n �
4 laturi, dup¼a cum urmeaz¼a: Dac¼a o dreapt¼a l intersecteaz¼a laturile A1A2; A2A3; :::; şi
AnA1 ale n-gonului A1A2:::An; respectiv în punctele M1;M2; :::;Mn, atunci

M1A1
M1A2

� M2A2
M2A3

� ::: � MnAn
MnA1

= 1

[122]. În cele ce urmeaz¼a vom prezenta demonstra̧tii pentru varianta hiperbolic¼a a
teoremei lui Menelaus pentru patrulatere şi a teoremei lui Smarandache în geometria
hiperbolic¼a utilizând modelul vitezei relativiste a lui Einstein.

Teorema 2.2.2. (Teorema lui Menelaus pentru patrulatere hiperbolice)
Dac¼a l este o dreapt¼a hiperbolic¼a ce nu trece prin nici un vârf al patrulaterului hiper-
bolic convex ABCD; astfel încât l intersecteaz¼a AB în X; BC în Y , CD în Z şi DA
în W , atunci


jAXjjAXj


jBXjjBXj

�

jBY jjBY j


jCY jjCY j

�

jCZjjCZj


jDZjjDZj

�

jDW jjDW j


jAW jjAW j

= 1

D¼am în continuare o consecinţ¼a a acestei teoreme.

Corolarul 2.2.3. (Teorema transversalei pentru triunghiuri hiperbolice).
Fie D un punct pe latura BC a triunghiului hiperbolic ABC şi l o dreapt¼a hiperbolic¼a
ce nu trece prin nici un vârf al triunghiului, astfel încât l intersecteaz¼a pe AB în M;
pe AC în N şi pe AD în P . Atunci,


jAMjjAM j


jABjjABj

�

jACjjACj


jANjjAN j

�

jPNjjPN j


jPMjjPM j

�

jDBjjDBj


jDCjjDCj

= 1

Teorema 2.2.4. (Teorema lui Menelaus pentru un poligon hiperbolic con-
vex) Dac¼a l este o dreapt¼a ce nu trece prin nici un vârf al poligonului convex A1A2:::An
astfel încât l intersecteaz¼a A1A2 în M1; A2A3 în M2; :::; şi AnA1 în Mn, atunci


jM1A1jjM1A1j


jM1A2jjM1A2j

�

jM2A2jjM2A2j


jM2A3jjM2A3j

� ::: �

jMnAnjjMnAnj


jMnA1jjMnA1j

= 1
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2.3 Teorema lui Ceva în modelul pe disc al lui Poincaré
al geometriei hiperbolice

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta o demonstraţie pentru varianta hiperbolic¼a a teoremei
lui Ceva utilizând modelul pe disc al lui Poincaré. Forma euclidian¼a a acestei teoreme
este urm¼atoarea: dac¼a într-un triunghi A1A2A3 consider¼am cevienele A1R;A2Q şi
A3P concurente, atunci A1PPA2

� A2RRA3
� A3QQA1

= 1 [84]. Teorema are o mare aplicabilitate în
aplicaţiile în care sunt date drepte concurente. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite
ale acestei teoreme, date de c¼atre N.A.Court [54], D.Grindberg [75], R.Honsberg [79],
A.Ungar [135]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [7].

Teorema 2.3.1. (Teorema lui Ceva pentru un triunghi hiperbolic) Dac¼a
M este un punct ce nu apaŗtine nici unei laturi a unui triunghi hiperbolic A1A2A3
astfel încât A3M şi A1A2 se intersecteaz¼a în P; A2M şi A3A1 în Q; iar A1M şi A2A3
se intersecteaz¼a în R; atunci,

(A1P )
(A2P )

� (A2R)
(A3R)

� (A3Q)
(A1Q)

= 1:

Apare acum întrebarea dac¼a exist¼a reciproca acestei teoreme. Vom ar¼ata în cele
ce urmeaz¼a c¼a teorema lui Ceva admite reciproc¼a în anumite condi̧tii.

Teorema 2.3.2. (Reciproca teoremei lui Ceva pentru un triunghi hiper-
bolic) Dac¼a punctele R;P şi Q apaŗtin dreptelor hiperbolice A3A2, A2A1, respectiv
A1A3 astfel încât

(A1P )
(A2P )

� (A2R)
(A3R)

� (A3Q)
(A1Q)

= 1;

iar dou¼a dintre dreptele hiperbolice A1R; A2Q şi A3P se intersecteaz¼a, atunci toate
dreptele hiperbolice A1R; A2Q, A3P trec printr-un punct comun.

De�ni̧tia 2.3.3. Numim simedian�a hiperbolic�a a unui triunghi hiperbolic,
simetrica unei mediane hiperbolice faţ¼a de bisectoarea corespunz¼atoare aceluiaşi unghi.

Corolarul 2.3.4. Medianele hiperbolice ale unui triunghi hiperbolic A1A2A3 sunt
concurente.

De�ni̧tia 2.3.5. Dreptele hiperbolice AM şi AM 0 se numesc izogonale faţ¼a de
unghiul\BAC dac¼a sunt simetrice faţ¼a de bisectoarea unghiului \BAC:

Teorema 2.3.6. Dac¼a dreptele hiperbolice A1P şi A1Q sunt dou¼a izogonale ale
unghiului \A2A1A3 al triunghiului hiperbolic A1A2A3; iar punctele P şi Q apaŗtin
laturii A2A3, atunci

(CQ)
(A2Q)

� (CP )
(A2P )

=

�
(CA1)
(A2A1)

�2
:



2. Varianta hiperbolic¼a a unor rezultate geometrice clasice 21

Corolarul 2.3.7. Dac¼a dreapta hiperbolic¼a A1P este o simedian¼a hiperbolic¼a a
triunghiului hiperbolic A1A2A3; iar punctul P apaŗtine laturii A2A3, atunci

(A3P )
(A2P )

=

�
(A3A1)
(A2A1)

�2
:

Corolarul 2.3.8. Simedianele hiperbolice ale unui triunghi hiperbolic sunt con-
curente.

Corolarul 2.3.9. Bisectoarele interioare ale unui triunghi hiperbolic A1A2A3 sunt
concurente.

Teorema 2.3.10. (O teorem¼a a lui Ţi̧teica în modelul lui Poincaré).
Fie A1B1C1 triunghiul hiperbolic cevian al unui punct P în raport cu un triunghi
hiperbolic ABC: O geodezic¼a l intersecteaz¼a laturile BC;CA şi AB în punctele A2; B2;
respectiv C2. Dac¼a dreptele hiperbolice B1C2 şi BC se intersecteaz¼a în A3; C1A2 şi
CA se intersecteaz¼a în B3; A1B2 şi AB se intersecteaz¼a în C3; iar dou¼a dintre dreptele
hiperbolice AA3; BB3; CC3 se intersecteaz¼a, atunci dreptele hiperbolice AA3; BB3 şi
CC3 sunt concurente.

2.4 Teorema lui Desargues în modelul pe disc al lui Poincaré

În aceast¼a seçtiune vom prezenta teorema lui Desargues în modelul pe disc al lui
Poincaré al geometriei hiperbolice. Binecunoscuta teorem¼a a lui Desargues a�rm¼a c¼a
dac¼a trei drepte ce unesc vârfurile corespunz¼atoare a dou¼a triunghiuri sunt concurente,
atunci cele trei puncte determinate de interseçtiile dreptelor suport ale laturilor core-
spunz¼atoare triunghiurilor respective sunt coliniare [84]. Aceasta teorem¼a are o mare
aplicabilitate în geometria proiectiv¼a. Menţion¼am câteva demonstra̧tii diferite ale aces-
tei teoreme, date de c¼atre N. A. Court [54], H. Coxeter [57], C. Durell [64], H. Eves
[67], C.Ogilvy [111], W. Graustein [74]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în
lucrarea [9].

Teorema 2.4.1. (Varianta hiperbolic¼a a teoremei lui Desargues) Dac¼a
ABC şi A0B0C 0 sunt dou¼a triunghiuri astfel încât dreptele AA0; BB0 şi CC 0 se inter-
secteaz¼a în O, iar BC şi B0C 0 se intersecteaz¼a în L, CA şi C 0A0 se intersecteaz¼a în M ,
AB şi A0B0 se intersecteaz¼a în N , atunci punctele L;M şi N sunt coliniare.

Teorema lui Desargues, varianta hiperbolic¼a, admite reciproc¼a în anumite condi̧tii.
Vom da în continuare reciproca teoremei lui Desargues în modelul pe disc al lui
Poincaré al geometriei hiperbolice.
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Teorema 2.4.2. (Varianta hiperbolic¼a a reciprocei teoremei lui Desar-
gues) Fie ABC şi A0B0C 0 dou¼a triunghiuri hiperbolice astfel încât BC şi B0C 0 se
intersecteaz¼a în L, CA şi C 0A0 se intersecteaz¼a în M , AB şi A0B0 se intersecteaz¼a
în N , iar punctele L;M şi N sunt coliniare. Dac¼a dou¼a dintre dreptele hiperbolice
AA0; BB0 sau CC 0 se intersecteaz¼a într-un punct O; atunci şi cea de a treia dreapt¼a
hiperbolic¼a trece prin O:

2.5 Teorema poligonului podar al lui Smarandache

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta o demonstraţie pentru varianta hiperbolic¼a a teoremei
poligonului podar al lui Smarandache utilizând modelul pe disc al lui Poincaré. Forma
euclidian¼a a acestei teoreme este urm¼atoarea: dac¼a Mi; i = 1; n sunt proieçtiile unui
punctM pe laturile AiAi+1; i = 1; n, unde An+1 = A1, unui poligon A1A2:::An; atunci

M1A
2
1+M2A

2
2+:::+MnA

2
n=M1A

2
2+M2A

2
3+:::+Mn�1A

2
n+MnA

2
1

[123]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [16].

De�ni̧tia 2.5.1. Fie M un punct situat în interiorul poligonului hiperbolic con-
vex A1A2:::An. Poligonul hiperbolic ale c¼arui vârfuri sunt proieçtiile punctului M pe
laturile poligonului hiperbolic A1A2:::An se numeşte poligonul hiperbolic podar
al punctului M în raport cu A1A2:::An:

Vom utiliza, pentru a demonstra teorema lui Smarandache în varianta hiperbolic¼a,
teorema lui Pitagora, al c¼arei enunţ este urm¼atorul:

Fie ABC un triunghi hiperbolic, în modelul pe disc al lui Poincaré, în care laturile
a = �B �C; b = �C �A; c = �A�B au lungimile hiperbolice a = kak ; b = kbk ; c =
kck, iar �; � şi  sunt m¼asurile unghiurilor A;B şi C: Dac¼a � = �=2; atunci

a2 = b2 � c2

(vezi [135], p 290)

Teorema 2.5.2. Fie A1A2:::An un poligon hiperbolic convex în discul lui Poincaré,
vârfurile A1; A2; :::; An; �ind aşezate pe disc în sens trigonometric, au a�xele a1 =
�A1 � A2; a2 = �A2 � A3; :::; respectiv an = �An � A1: Fie punctele Mi; i = 1; n
situate respectiv pe laturile AiAi+1; i = 1; n cu An+1 = A1. Dac¼a perpendicularele
ridicate pe laturile AiAi+1; i = 1; n în punctele Mi; i = 1; n sunt concurente, atunci:

j�A1 �M1j2	 j�M1 �A2j2� j�A2 �M2j2	 j�M2 �A3j2�:::� j�An �Mnj2	 j�Mn �A1j2= 0:

Observa̧tia 2.5.3. Pentru cazul particular n = 3 se obţine teorema hiperbolic¼a a
lui Carnot, demonstrat¼a de O. Demirel şi E. Soytürk [60].

Teorema 2.5.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic în discul lui Poincaré, unde
punctele A;B şi C sunt citite pe disc în sens trigonometric: Fie punctele A0; B0 şi C 0
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pe laturile BC;CA; respectiv AB ale triunghiului hiperbolic ABC , iar A00 simetricul
lui A0 faţ¼a de mijlocul segmentului hiperbolic BC; analog se construiesc punctele B00

şi C 00. Dac¼a perpendicularele ridicate din punctele A0; B0 şi C 0 pe laturile BC;CA;
respectiv AB sunt concurente, iar dou¼a dintre perpendicularele ridicate din punctele
A00; B00 şi C 00 pe laturile BC;CA; respectiv AB sunt concurente, atunci toate cele trei
perpendiculare sunt concurente.

2.6 O demonstra̧tie trigonometric¼a a teoremei lui Steiner-
Lehmus în modelul pe disc al lui Poincaré al geome-
triei hiperbolice

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Steiner-Lehmus
în modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Menţion¼am c¼a N. Sonmez
[127] a prezentat o demonstraţie trigonometric¼a în modelul semiplanului superior al lui
Poincaré, dar abordarea sa difer¼a de cea pe care noi o vom prezenta în cele ce urmeaz¼a.
Forma euclidian¼a a binecunoscutei teoreme a lui Steiner-Lehmus este urm¼atoarea: dac¼a
dou¼a bisectoare interioare ale unui triunghi au aceeaşi lungime, atunci triunghiul core-
spunz¼ator este isoscel [57]. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme,
date de c¼atre O.A.AbuArqob, H.E.Rabadi, J.S.Khitan [1], G.Gilbert, D.MacDonnell
[71], H.Hajja [78], M.Levin [91], J.V.Malesevic [95] şi A.P.Pargeter [113]. Vom ar¼ata
c¼a aceast¼a teorem¼a nu mai este adev¼arat¼a pentru un triunghi hiperbolic. Autorul a
publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [15].

Vom utiliza, pentru a demonstra teorema lui Steiner-Lehmus în varianta hiperbol-
ic¼a, teorema cosinusului, al c¼arei enunţ este urm¼atorul:

Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic, în modelul pe disc al lui Poincaré, în care
laturile a = �B � C; b = �C � A; c = �A� B au lungimile hiperbolice a = kak ; b =
kbk ; c = kck, iar �; � şi  sunt m¼asurile unghiurilor A;B şi C;

cos� =
�a2s + b2s + c2s � a2sb2sc2s

2bscs
� 1

1� a2s
;

cos� =
a2s � b2s + c2s � a2sb2sc2s

2ascs
� 1

1� b2s
;

cos  =
a2s + b

2
s � c2s � a2sb2sc2s
2bsas

� 1

1� c2s
;

unde as = a
s (vezi [134], p. 259]).

Teorema 2.6.1. Dac¼a dou¼a bisectoare interioare ale unui triunghi hiperbolic sunt
egale, atunci triunghiul nu este isoscel.
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2.7 Teorema izogonalelor lui Steiner într-un triunghi hiper-
bolic

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a unei teoreme a lui Steiner
în modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema cevienelor izog-
onale în geometria euclidian¼a are urm¼atorul enunţ: produsul rapoartelor lungimilor
segmentelor determinate de dou¼a izogonale ale unui vârf al unui triunghi pe cea de a
treia latur¼a este egal cu p¼atratul raportului lungimior laturilor ce formeaz¼a unghiul re-
spectiv [17]. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre
R.A. Johnson [84], N.A.Court [54], C. Coşni̧t¼a [53]. Autorul a publicat rezultatele de
mai jos în lucrarea [19].

Vom utiliza, pentru a demonstra teorema izogonalelor lui Steiner în varianta hiper-
bolic¼a, teorema sinusurilor, al c¼arei enunţ este urm¼atorul: Dac¼a ABC este un triunghi
hiperbolic, în modelul pe disc al lui Poincaré, în care laturile au lungimile hiperbolice
a; b; c, iar �; � şi  sunt m¼asurile unghiurilor A;B şi C; atunci

sin�

sinh a
=
sin�

sinh b
=
sin 

sinh c

(vezi [98], p.112).
Teorema 2.7.1. (Teorema izogonalelor lui Steiner). Dac¼a AP şi AQ sunt

dou¼a geodezice izogonale ale vârfului A al triunghiului hiperbolic ABC, iar punctele
P şi Q sunt pe latura BC, atunci

sinh(d(C;P ))

sinh(d(B;P ))
� sinh(d(C;Q))
sinh(d(B;Q))

=

�
sinh(d(A;C))

sinh(d(A;B))

�2

Corolarul 2.7.2. Dac¼a AP este simedian¼a hiperbolic¼a în triunghiul hiperbolic
ABC; iar punctul P apaŗtine laturii BC, atunci

sinh(d(C;P ))

sinh(d(B;P ))
=

�
sinh b

sinh c

�2
:

În cele ce urmeaz¼a, mergând în linii mari pe aceeaşi idee ca în demonstraţia teo-
remei precedente, vom prezenta versiunea hiperbolic¼a teoremei lui Steiner în modelul
vitezei relativiste a lui Einstein. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea
[31].

Teorema 2.7.3. Dac¼a dreptele hiperbolice AP şi AQ sunt dou¼a izogonale ale
vârfului A al triunghiului hiperbolic ABC; iar punctele P şi Q sunt pe latura BC,
atunci

jCQj jCQj
jBQj jBQj

�
jCP j jCP j
jBP j jBP j

=

 
jCAj jCAj
jBAj jBAj

!2
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Corolarul 2.7.4. Dac¼a AP este simedian¼a hiperbolic¼a în triunghiul hiperbolic
ABC; iar punctul P apaŗtine laturii BC, atunci

jCP j jCP j
jBP j jBP j

=

 
jCAj jCAj
jBAj jBAj

!2
:

Teorema 2.7.5. Dac¼a dreptele hiperbolice AP şi AQ sunt dou¼a izogonale ale
vârfului A al triunghiului hiperbolic ABC; iar punctele P şi Q sunt pe latura BC,
atunci

jBP j jBP j
jBQj jBQj

�
jCP j jCP j
jCQj jCQj

=

 
jAP j jAP j
jAQj jAQj

!2

Corolarul 2.7.6. Dac¼a dreptele AP şi AQ sunt dou¼a izogonale ale vârfului A al
triunghiului hiperbolic ABC; iar punctele P şi Q sunt pe latura BC, atunci

jAP j jAP j
jAQj jAQj

=
jBAj jBAj
jBQj jBQj

�
jCP j jCP j
jCAj jCAj

:

Corolarul 2.7.7. (O teorem¼a a lui T. Andreescu) Dac¼a dreptele hiperbolice
AP şi AQ sunt dou¼a izogonale ale vârfului A al triunghiului hiperbolic ABC; iar
punctele P şi Q sunt pe latura BC, atunci

jCQj jCQj
jBQj jBQj

+
jCP j jCP j
jBP j jBP j

� 2
jCAj jCAj
jBAj jBAj

2.8 Varianta hiperbolic¼a a teoremei lui Mathieu

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Mathieu în
modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Mathieu în
geometria euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼a trei ceviene într-un triunghi sunt
concurente, atunci şi izogonalele lor sunt de asemenea concurente [85]. Menţion¼am
câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre T. Lalescu [88], C.
Barbu [17], C. Coşni̧t¼a [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [19].

Teorema 2.8.1. Fie AP1; BP2 şi CP3 trei ceviene concurente ale unui triunghi
hiperbolic ABC şi AQ1; BQ2; respectiv CQ3 izogonalele lor. Dac¼a dou¼a dintre geo-
dezicele AQ1; BQ2; CQ3 se intersecteaz¼a, atunci şi cea de a treia trece prin punctul de
interseçtie al primelor dou¼a.

Observa̧tia 2.8.2. Punctul Q de concurenţ¼a al geodezicelor AQ1; BQ2 şi CQ3 se
numeşte izogonalul conjugat al punctului P:
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Consecinţa 2.8.3. Centrul cercului înscris într-un triunghi hiperbolic este pro-
priul s¼au izogonal conjugat.

Observa̧tia 2.8.4. Din teorema lui Mathieu rezult¼a c¼a simedianele hiperbolice
ale unui triunghi ABC sunt concurente. Punctul de concurenţ¼a al simedianelor se
numeşte punctul lui Lemoine al triunghiului hiperbolic ABC:

Consecinţa 2.8.5. Izogonalul conjugat al centrului de greutate al triunghiului
hiperbolic ABC este punctul lui Lemoine corespunz¼ator triunghiului ABC:

Teoremei lui Mathieu îi mai putem da o demonstraţie în discul lui Poincaré cu
ajutorul gyrovectorilor urmând în linii mari demonstra̧tia de mai sus.

2.9 Teorema lui Nobbs în geometria hiperbolic¼a

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Nobbs în modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Nobbs în geometria
euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼a A0; B0; C 0 sunt punctele de contact dintre cercul
înscris cu laturile BC;CA; respectiv AB ale unui triunghi ABC, iar A00; B00; C 00 sunt
punctele de interseçtie dintre BC şi B0C 0; AC şi A0C 0; respectiv AB şi A0B0, atunci
punctele A00; B00 şi C 00 sunt coliniare. Punctele A00, B00 şi C 00 se numesc punctele lui
Nobbs, iar dreapta pe care se a�¼a aceste puncte se numeşte dreapta lui Gergonne.
Menţion¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre C. Barbu
[17], C. Coşni̧t¼a [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [33].

Lema 2.9.1. Dac¼a A0; B0; C 0 sunt punctele de contact dintre cercul înscris cu
laturile BC;CA; respectiv AB ale unui triunghi hiperbolic ABC, atunci d(A;B0) =
d(A;C 0); d(B;C 0) = d(B;A0) şi d(C;A0) = d(C;B0):

Lema 2.9.2. Dac¼a A0; B0; C 0 sunt punctele de contact dintre cercul înscris cu
laturile BC;CA; respectiv AB ale unui triunghi hiperbolic ABC, atunci geodezicele
AA0; BB0 şi CC 0 sunt concurente.

Observa̧tia 2.9.3. Punctul de concurenţ¼a al geodezicelor AA0; BB0 şi CC 0 se
numeşte punctul lui Gergonne corespunz¼ator triunghiului ABC:

Teorema 2.9.4. (Teorema lui Nobbs în varianta hiperbolic¼a). Fie A0; B0; C 0

sunt punctele de contact dintre cercul înscris cu laturile BC;CA; respectiv AB ale unui
triunghi hiperbolic ABC. Dac¼a geodezicele BC şi B0C 0; AC şi A0C 0; respectiv AB şi
A0B0 se intersecteaz¼a, atunci punctele corespunz¼atoare de interseçtie sunt coliniare.

Observa̧tia 2.9.5. Teorema lui Nobbs a�rm¼a c¼a dac¼a exist¼a punctele lui Nobbs,
atunci acestea apaŗtin dreptei hiperbolice a lui Gergonne.



2. Varianta hiperbolic¼a a unor rezultate geometrice clasice 27

2.10 Transversala izotomic¼a în geometria hiperbolic¼a

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei transversalei în mod-
elul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Nobbs în geometria
euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼a l este o dreapt¼a ce nu trece prin nici un vârf
al unui triunghi ABC astfel încât l intersecteaz¼a dreptele BC;CA şi AB în punctele
A0; B0; respectiv C 0, iar A00; B00 şi C 00 sunt simetricele punctelor A0; B0; respectiv C 0

faţ¼a de mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AB, atunci A00; B00 şi C 00 sunt coliniare
[86]. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre C.
Kimberling [86], C. Barbu [17], C. Coşni̧t¼a [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai
jos în lucrarea [20].

Teorema 2.10.1. Fie l o dreapt¼a hiperbolic¼a ce nu trece prin nici un vârf al unui
triunghi hiperbolic ABC; astfel încât l intersecteaz¼a dreptele hiperbolice BC;CA şi
AB în punctele A0; B0; respectiv C 0. Dac¼a A00; B00 şi C 00 sunt simetricele punctelor
A0; B0; respectiv C 0 fa̧t¼a de mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AB, atunci punctele
A00; B00 şi C 00 sunt coliniare.

De�ni̧tia 2.10.2. Punctele A00; B00 şi C 00 se numesc izotomicele punctelor A0; B0;
respectiv C 0: Dreapta pe care sa a�¼a punctele A00; B00 şi C 00 se numeşte transversala
izotomic¼a corespunz¼atoare geodezicei l:

2.11 O teorem¼a a lui Neuberg în modelul pe disc al lui
Poincaré

În continuare vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Neuberg în modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Neuberg în geometria
euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼a AP1; BP2 şi CP3 sunt trei ceviene concurente
ale unui triunghi ABC; iar Q1; Q2; Q3 sunt simetricele punctelor P1; P2; respectiv
P3 fa̧t¼a de mijloacele laturilor BC;CA respectiv AB; atunci AQ1; BQ2 şi CQ3 sunt
concurente [84]. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de
c¼atre C. Barbu [17], C. Coşni̧t¼a [53]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în
lucrarea [20].

Teorema 2.11.1. Fie AP1; BP2 şi CP3 trei ceviene concurente ale unui tri-
unghi hiperbolic ABC; iar Q1; Q2; Q3 sunt simetricele punctelor P1; P2; respectiv
P3 faţ¼a de mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AB: Dac¼a dou¼a dintre geodezicele
AQ1; BQ2; CQ3 se intersecteaz¼a, atunci şi cea de a treia trece prin punctul de inter-
seçtie al primelor dou¼a.

De�ni̧tia 2.11.2. Dac¼a P este punctul de concurenţ¼a al geodezicelor AP1; BP2
şi PQ3, atunci punctul Q de concurenţ¼a al geodezicelor AQ1; BQ2; CQ3 se numeşte
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conjugatul izotomic al punctului P:DrepteleAQ1; BQ2; CQ3 se numesc cevienele
izotomice corespunz¼atoare cevienelor AP1; BP2 şi PQ3.

Corolarul 2.11.3. Centrul de greutate G al unui triunghi hiperbolic este propriul
s¼au izotomic conjugat.

Corolarul 2.11.4. Dac¼a triunghiul hiperbolic ABC admite punct al lui Nagel,
atunci punctul lui Gergonne este izotomicul conjugat al s¼au.

2.12 Teorema lui Gülicher în geometria hiperbolic¼a

În continuare vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Gülicher în modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Gülicher în geometria
euclidian¼a are urm¼atoarea exprimare: dac¼a Q1Q2Q3 este triunghiul cevian al unui
punct Q în raport cu un triunghi P1P2P3 iar R1R2R3 este triunghiul cevian al unui
punct R în raport cu triunghiul Q1Q2Q3; atunci dreptele P1R1; P2R2; şi P3R3 sunt
concurente [77]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [34].

Teorema 2.12.1 (Teorema lui Gülicher în varianta hiperbolic¼a): Fie Q
un punct situat în interiorul unui triunghi hiperbolic P1P2P3 şi Q1Q2Q3 triunghiul
hiperbolic cevian al punctului Q. Dac¼a R1R2R3 este triunghiul hiperbolic cevian al
unui punct R în raport cu triunghiul hiperbolic Q1Q2Q3; iar R este situat în interiorul
triunghiului hiperbolic Q1Q2Q3; atunci dreptele hiperbolice P1R1; P2R2 şi P3R3 sunt
concurente.

2.13 Varianta hiperbolic¼a a teoremei bisectoarei

În continuare vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei bisectoarei în modelul
pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema bisectoarei în geometria
euclidian¼a are urm¼atoarea exprimare: dac¼a AD este bisectoarea interioar¼a a unghiului
A al unui triunghi ABC; D 2 (BC); atunci DBDC =

AB
AC :Menţion¼am câteva demonstraţii

diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre C. Coşni̧t¼a [53], A. Johnson [84]. Autorul a
publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [34].

Teorema 2.13.1. (Teorema bisectoarei interioare): Fie ABC un triunghi
hiperbolic în discul lui Poincaré şi D un punct pe latura BC astfel încât AD este
bisectoarea unghiului \BAC . Atunci,

(DB)
(DC)

=
(AB)
(AC)

;
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unde v = v
1�v2 :

Teorema 2.13.2. (Reciproca teoremei bisectoarei interioare): Fie ABC un
triunghi hiperbolic în discul lui Poincaré; iar D un punct pe latura BC astfel încât
(DB)
(DC)

=
(AB)
(AC)

; unde v = v
1�v2 : Atunci, AD este bisectoarea unghiului \BAC.

Teorema 2.13.3. (Teorema bisectoarei exterioare): Fie ABC un triunghi
hiperbolic în discul lui Poincaré. Dac¼a E un punct pe dreapta hiperbolic¼a BC astfel
încât AE este bisectoarea exterioar¼a a unghiului A . Atunci, (EB)(EC)

=
(AB)
(AC)

; unde
v =

v
1�v2 :

Teorema 2.13.4. (Reciproca teoremei bisectoarei exterioare): Fie ABC un
triunghi hiperbolic în discul lui Poincaré: Dac¼a o dreapt¼a hiperbolic¼a ce trece prin A
intersecteaz¼a dreapta hiperbolic¼a BC în E astfel încât (EB)(EC)

=
(AB)
(AC)

; unde v = v
1�v2 ,

iar bisectoarea exterioar¼a a unghiului A intersecteaz¼a geodezica BC; atunci AE este
bisectoarea exterioar¼a a unghiului A.

Corolarul 2.13.5. Fie ABC un triunghi hiperbolic în discul lui Poincaré: Dac¼a D
un punct pe dreapta BC astfel încât AD este bisectoarea exterioar¼a a unghiului A; iar
BE şi CF sunt bisectoarele interioare ale unghiurilor B, respectiv C ale triunghiului
hiperbolic ABC, atunci punctele D;E şi F sunt coliniare.

Corolarul 2.13.6. (O teorem¼a a lui P¼atraşcu în geometria hiperbolic¼a).
Fie D un punct pe latura BC a unui triunghi hiperbolic ABC; iar E şi F puncte pe
laturile CA, respectiv AB astfel încât DE şi DF sunt bisectoarele unghiurilor \ADC;
respectiv \ADB: Atunci, dreptele hiperbolice AD; BE şi CF sunt concurente.

Teorema 2.13.7. Fie Q un punct situat în interiorul unui triunghi hiperbolic
P1P2P3 şi Q1Q2Q3 triunghiul hiperbolic cevian al punctului Q. Dac¼a bisectoarele
unghiurilor triunghiului hiperbolic P1P2P3 intersecteaz¼a laturile Q2Q3; Q3Q1 şi Q1Q3
în punctele R1; R2; respectiv R3; atunci dreptele hiperbolice Q1R1; Q2R2 şi Q3R3 sunt
concurente.

Observa̧tia 2.13.8. Teorema 2.13.1 în varianta hiperbolic¼a are o form¼a similar¼a
cu cea din geometria euclidian¼a.

2.14 Teorema lui Zajic în modelul pe disc al lui Poincaré
al geometriei hiperbolice

În continuare vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Zajic în modelul pe
disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Zajic în geometria euclidian¼a
are urm¼atoarea exprimare: dac¼a A0 este punctul de contact dintre cercul înscris într-un
triunghi ABC cu latura BC, X este un punct pe latura BC; T1 şi T2 sunt punctele de
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contact dintre cercurile înscrise în triunghiurile ABX, respectiv ACX cu latura BC;
atunci segmentele A0X şi T1T2 sunt congruente [79]. Autorul a publicat rezultatele de
mai jos în lucrarea [30].

Teorema 2.14.1. (Teorema lui Zajic în geometria hiperbolic¼a). Dac¼a
A0 este punctul de contact dintre cercul înscris într-un triunghi hiperbolic ABC cu
latura BC, X este un punct pe latura BC; T1 şi T2 sunt punctele de contact dintre
cercurile înscrise în triunghiurile hiperbolice ABX, respectiv ACX cu latura BC;
atunci distanţele hiperbolice d(A0; X) şi d(T1; T2) sunt egale.

Corolarul 2.14.2. Fie X un punct pe latura BC a triunghiului hiperbolic ABC;
iar A0; A1; A2 punctele de contact dintre cercurile înscrise în triunghiurile ABC;ABX,
respectiv ACX cu BC: Atunci, d(A0; A1) = d(X;A2) şi d(A0; A2) = d(X;A1):

Corolarul 2.14.3. (Teorema lui Honsberger în variant¼a hiperbolic¼a).
Dac¼a A0 este punctul de contact dintre cercul înscris în triunghiul hiperbolic ABC
cu latura BC, atunci cercurile înscrise în triunghiurile hiperbolice ABA0 şi ACA0 sunt
tangente geodezicei AA0 în acelaşi punct.

2.15 Teorema lui Carnot în modelul semiplanului supe-
rior al lui Poincaré

Prezent¼am în cele ce urmeaz¼a versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Carnot în modelul
semiplanului superior al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema lui Carnot în
geometria euclidian¼a are urm¼atoarea exprimare: dac¼a punctele A0; B0; C 0 sunt situate
pe laturile BC;CA; respectiv AB ale triunghiului ABC; atunci perpendicularele duse
din A0; B0; C 0 pe laturi sunt concurente dac¼a şi numai dac¼a

AC 02 �BC 02 +BA02 � CA02 + CB02 �AB02 = 0:

Demonstraţia standard a acestei teoreme se bazeaz¼a pe teorema lui Pitagora. Speci-
�c¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre C. Barbu [17],
J. Gabay, L. Nicolescu, V. Bosko¤. Menţion¼am c¼a O. Demirel şi E. Soytürk [60] au
dat forma teoremei lui Carnot în modelul pe disc al lui Poincaré. Autorul a publicat
rezultatele de mai jos în lucrarea [41].

În demonstraţia teoremelor ce urmeaz¼a vom utiliza teorema lui Pitagora în variant¼a
hiperbolic¼a, şi anume: Fie ABC un triunghi hiperbolic, unghiul drept �ind în C. Dac¼a
a; b; c sunt lungimile hiperbolice ale laturilor BC;CA; respectiv AB; atunci

cosh c = cosh a � cosh b:

Demonstraţia acestei teoreme se g¼aseşte, de exemplu, în [98].
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Teorema 2.15.1. (Teorema lui Carnot în modelul semiplanului supe-
rior al lui Poincaré). Fie punctele A0; B0; C 0 situate pe laturile BC;CA; respectiv
AB ale unui triunghi hiperbolic ABC: Dac¼a perpendicularele duse din A0; B0; C 0 pe
dreptele hiperbolice BC;CA; respectiv AB sunt concurente într-un punct M , atunci
urm¼atoarele relaţii sunt adev¼arate:

i) coshMA0(coshA0B � coshA0C) + coshMB0(coshB0C � coshB0A)+

coshMC 0(coshC 0A� coshC 0B) = 0;

ii)
coshA0B

coshA0C
� coshB

0C

coshB0A
� coshC

0A

coshC 0B
= 1:

Natural, acum ne întreb¼am dac¼a exist¼a varianta hiperbolic¼a a reciprocei teoremei
lui Carnot. Întradev¼ar, în anumite condi̧tii aceast¼a reciproc¼a are loc, dup¼a cum vom
vedea în teorema de mai jos.

Teorema 2.15.2. (Teorema reciproc¼a a lui Carnot în modelul semiplan-
ului superior al lui Poincaré). Fie punctele A0; B0; C 0 situate pe laturile BC;CA;
respectiv AB ale unui triunghi hiperbolic ABC: Dac¼a perpendicularele duse din B0

şi C 0 pe dreptele hiperbolice CA; respectiv AB sunt concurente într-un punct M , iar
egalitatea urm¼atoare are loc:

coshA0B

coshA0C
� coshB

0C

coshB0A
� coshC

0A

coshC 0B
= 1;

atunci punctul M apaŗtine şi perpendicularei duse din A0 pe BC:

Observa̧tia 2.15.3. Teoremele precedente pot � generalizate, demonstraţia �ind
aceeaşi, astfel:

Fie A1A2:::An un poligon hiperbolic convex în modelul semiplanului superior al
lui Poincaré, a1 = A1A2; a2 = A2A3; :::; an = AnA1 laturile acestui poligon, iar
punctele Mi; i = 1; n sunt situate pe laturile a1; a2; :::; an. Dac¼a perpendicularele
pe laturile poligonului în punctele M1;M2; :::;Mn sunt concurente într-un punct M ,
atunci urm¼atoarele relaţii sunt adev¼arate:

nP
i=1
coshMAi(coshMiAi � coshMiAi+1) = 0;

coshM1A1
coshM1A2

� coshM2A2
coshM2A3

� ::: � coshMnAn
coshMnA1

= 1:

cu An+1 = A1;
Fie A1A2:::An un poligon hiperbolic convex în modelul semiplanului superior al lui

Poincaré, a1 = A1A2; a2 = A2A3; :::; an = AnA1 laturile acestui poligon, iar punctele
Mi; i = 1; n sunt situate pe laturile a1; a2; :::; an. Dac¼a perpendicularele pe laturile
poligonului în punctele M1;M2; :::;Mn�1 sunt concurente într-un punct M , iar relaţia
urm¼atoare are loc

coshM1A1
coshM1A2

� coshM2A2
coshM2A3

� ::: � coshMnAn
coshMnA1

= 1;

atunci punctul M apaŗtine şi perpendicularei duse din Mn pe AnA1:
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2.16 Teorema ortopolulul în geometria hiperbolic¼a

În continuare vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei de existenţ¼a a ortopolului
unei drepte în modelul pe disc al lui Poincaré al geometriei hiperbolice. Teorema
ortopolului în geometria euclidian¼a are urm¼atoarea exprimare: dac¼a vârfurile A;B;C
ale triunghiului ABC se proiecteaz¼a pe o dreapt¼a d oarecare ce nu trece prin vârfurile
triunghiului ABC în A0; B0; respectiv C 0, atunci perpendicularele duse din A0; B0; C 0

pe dreptele BC;CA; respectiv AB sunt concurente. Menţion¼am câteva demonstraţii
diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre R. Goormaghtigh [73], J. Neuberg [105], W.
Gallaty [70]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [40].

Teorema 2.16.1. (Teorema lui Soons în modelul pe disc al lui Poincaré).
Dac¼a vârfurile A;B;C ale triunghiului hiperbolic ABC se proiecteaz¼a pe o dreapt¼a
hiperbolic¼a d oarecare ce nu trece prin vârfurile triunghiului ABC în punctele A0; B0;
respectiv C 0, iar dou¼a dintre perpendicularele duse din A0; B0; C 0 pe dreptele hiperbo-
lice BC;CA; respectiv AB sunt concurente, atunci toate perpendicularele sunt con-
curente.

Teorema 2.16.2. (Teorema lui Soons în modelul semiplanului superior al
lui Poincaré). Dac¼a vârfurile A;B;C ale triunghiului hiperbolic ABC se proiecteaz¼a
pe o dreapt¼a hiperbolic¼a d oarecare ce nu trece prin vârfurile triunghiului ABC în
punctele A0; B0; respectiv C 0, iar dou¼a dintre perpendicularele duse din A0; B0; C 0 pe
dreptele hiperbolice BC;CA; respectiv AB sunt concurente, atunci toate perpendicu-
larele sunt concurente.

Observa̧tia 2.16.3. Punctul de concurenţ¼a al dreptelor hiperbolice A0A00; B0B00

şi C 0C 00 se numeşte ortopolul dreptei hiperbolice d în raport cu triunghiul hiperbolic
ABC:

2.17 Forma hiperbolic¼a a teoremei lui Stewart

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta o demonstraţie pentru varianta hiperbolic¼a a teoremei
lui Stewart utilizând modelul vitezei relativiste a lui Einstein. Binecunoscuta teorem¼a
a lui Stewart are urm¼atoarea forma euclidian¼a: dac¼a D apaŗtine laturii AC a unui
triunghi ABC, atunci

AB2 �DC +BC2 �AD �BD2 �AC = AC �DC �AD

[58]. Menţion¼am câteva demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre O.
Demirel [61], W. Stothers [130]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea
[22].
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Teorema 2.17.1. (Teorema lui Stewart în variant¼a hiperbolic¼a). Dac¼a D
este un punct pe latura AC a unui triunghi hiperbolic ABC, atunci

jABj � jDCj � jDCj+ jACj � jBDj � jBDj � jADj � jDCj � jBDj � [jBDj+ jDCj] = 0;

unde prin jDCj ; jBDj şi jBCj am notat lungimile hiperbolice ale segmentelor DC;BD,
respectiv BC.

Corolarul 2.17.2. (Teorema medianei în geometria hiperbolic¼a). Fie ABC
un triunghi hiperbolic, iar D mijlocul segmentului hiperbolic BC: Atunci, urm¼atorea
egalitate este adev¼arat¼a:

jADj =
jABj + jACj
2 � jDCj

:

Corolarul 2.17.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic şi D un punt pe latura BC;
astfel încât AD este bisectoarea unghiului \BAC. Atunci

jADj =
jABj � jDCj

jBDj � [jBDj+ jDCj]
�
�
1 +

jABj
jACj

�
:

2.18 Teorema lui Van Aubel în geometria hiperbolic¼a

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei lui Van Aubel
în modelul vitezei relativiste a lui Einstein. Teorema lui Van Aubel în geometria
euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼a ABC este un triunghi şi AD;BE;CF sunt
trei ceviene concurente în P , atunci APPD =

AE
EC +

AF
FB [Barbu, 11]. Menţion¼am câteva

demonstraţii diferite ale acestei teoreme, date de c¼atre C. Barbu [17], N. Minculete
[99]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [25].

Teorema 2.18.1. Dac¼a P este un punct situat în interiorul unui triunghi hiper-
bolicABC, iarD;E; F interseçtiile dintre dreptele hiperboliceAP;BP;CP cuBC;CA;
respectiv AB; atunci

jAP j jAP j
jPDj jPDj

=
jBCj jBCj

2

"
jAEj jAEj
jECj jECj

� 1

jBDj jBDj
+
jFAj jFAj
jFBj jFBj

� 1

jCDj jCDj

#
:

Corolarul 2.18.2. Fie G centrul de greutate al triunghiului hiperbolic ABC şi
D;E; F mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AC: Atunci,

jAGj jAGj
jGDj jGDj

=
jBCj jBCj

2

"
1

jBDj jBDj
+

1

jCDj jCDj

#
:
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Corolarul 2.18.3. Fie I centrul cercului înscris în triunghiul hiperbolic ABC, iar
AD;BE şi CF bisectoarele interioare ale unghiurilor triunghiului ABC: Atunci,

jAIj jAIj
jIDj jIDj

=
1

2

"
jABj jABj
jBDj jBDj

+
jACj jACj
jCDj jCDj

#
:

2.19 Varianta hiperbolic¼a a teoremei de minim a lui Smaran-
dache

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei de minim a lui
Smarandache în Einstein Relativistic Velocity Model. Teorema lui Smarandache în
geometria euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼aABC este un triunghi şiAA0; BB0; CC 0

sunt trei ceviene concurente în P , atunci PAPA0 �
PB
PB0 �

PC
PC0 � 8 şi

PA
PA0 +

PB
PB0 +

PC
PC0 � 6

[125]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [23].

Teorema 2.19.1. Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic şi AA0; BB0; CC 0 sunt
trei ceviene hiperbolice concurente în P , atunci

jAP j jAP j
jPA0j jPA0j

�
jBP j jBP j
jPB0j jPB0j

�
jCP j jCP j
jPC0j jPC 0j

� 1;

şi
jAP j jAP j
jPA0j jPA0j

+
jBP j jBP j
jPB0j jPB0j

+
jCP j jCP j
jPC0j jPC 0j

� 3:

Teorema de minim a lui Smarandache în varianta hiperbolic¼a are o form¼a similar¼a
cu cea din geometria euclidian¼a. Trecând la limit¼a, pentru s ! 1 atunci factorul
gamma v =

1r
1� kvk2

s2

! 1; relaţiile precedente devenind

PA

PA0
� PB
PB0

� PC
PC 0

� 1;

respectiv
PA

PA0
+
PB

PB0
+
PC

PC 0
� 3;

în geometria euclidian¼a. Observ¼am c¼a inegalit¼aţile astfel obţinute sunt mai "slabe"
decât cele din teorema euclidian¼a a lui Smarandache, obţinându-se astfel o neconcor-
danţ¼a între cele dou¼a geometrii.
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2.20 Teorema diviziunii armonice a lui Pappus

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei diviziunii armonice
a lui Pappus în modelul vitezei relativiste a lui Einstein. Teorema lui Pappus în
geometria euclidian¼a are urm¼atoarea form¼a: dac¼a A0B0C 0 este triunghiul cevian al
unui punct M în raport cu un triunghi ABC; astfel încât dreptele B0C 0 şi BC se
intersecteaz¼a în A00, atunci A

00B
A00C =

A0B
A0C [57]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos

în lucrarea [29].

Teorema 2.20.1. (Teorema diviziunii armonice a lui Pappus). Dac¼a
A0B0C 0 este triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M în raport cu un triunghi
hiperbolic ABC astfel încât dreptele hiperbolice B0C 0 şi BC se intersecteaz¼a în A00,
atunci


jA0BjjA0Bj


jA0CjjA0Cj

=

jA00BjjA00Bj


jA00CjjA00Cj

:

Corolarul 2.20.2. Dac¼a A0B0C 0 este triunghiul hiperbolic cevian al unui punct
M în raport cu un triunghi hiperbolic ABC astfel încât dreptele hiperbolice B0C 0 şi
BC se intersecteaz¼a în A00, iar AA0 este bisectoarea interioar¼a a unghiului ]BAC;
atunci


jA00BjjA00Bj


jA00CjjA00Cj

=

jABjjABj


jACjjACj

:

De�ni̧tia 2.20.3. Se numeşte antibisectoare a unui triunghi hiperbolic, izo-
tomica unei bisectoare a unui unghi a triunghiului hiperbolic.

Corolarul 2.20.4. Fie A0B0C 0 triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M în
raport cu un triunghi hiperbolic ABC astfel încât dreptele hiperbolice B0C 0 şi BC se
intersecteaz¼a în A00. Dac¼a AA0 este bisectoarea interioar¼a a unghiului ]BAC; iar AA1
este antibisectoarea unghiului ]BAC; atunci


jA00BjjA00Bj


jA00CjjA00Cj

=

 

jA1BjjA1Bj


jA1CjjA1Cj

!�1
:

Corolarul 2.20.5. Fie A0B0C 0 triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M în
raport cu un triunghi hiperbolic ABC astfel încât dreptele B0C 0 şi BC se intersecteaz¼a
în A00. Dac¼a AA0 este simedian¼a, punctul A0 �ind pe latura BC, atunci


jA00BjjA00Bj


jA00CjjA00Cj

=

 

jABjjABj


jACjjACj

!2
:

Teorema 2.20.6. Fie A0B0C 0 triunghiul hiperbolic cevian al unui punct M în
raport cu un triunghi hiperbolic ABC astfel încât dreptele hiperbolice B0C 0 şi BC se
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intersecteaz¼a în A00. Dac¼a AA0 este bisectoarea interioar¼a a gyrounghiului ]BAC; iar
gyrodreptele A0C 0 şi BB0 se intersecteaz¼a în D; A0B0 şi CC 0 se intersecteaz¼a în E; AD
şi BC se intersecteaz¼a în D0; AE şi BC se intersecteaz¼a în E0; atunci


jA00BjjA00Bj


jA00CjjA00Cj

=

jD0BjjD0Bj


jD0A0jjD0A0j

�

jE0A0jjE0A0j


jE0CjjE0Cj

:

2.21 Teorema triunghiului cevian al lui Smarandache

În continuare vom prezenta versiunea hiperbolic¼a a teoremei triunghiului cevian al
lui Smarandache în modelul vitezei relativiste a lui Einstein al geometriei hiperbolice.
Teorema lui Smarandache în geometria euclidian¼a are urm¼atoarea exprimare: dac¼a
A1B1C1 este triunghiul cevian al unui punct P în raport cu un triunghi ABC; atunci

PA

PA1
� PB
PB1

� PC
PC1

=
AB �BC � CA
A1B �B1C � C1A

[124]. Autorul a publicat rezultatele de mai jos în lucrarea [13].
Teorema 2.21.1. Dac¼a A1B1C1 este triunghiul hiperbolic cevian al unui punct

P în raport cu un triunghi hiperbolic ABC; atunci


jPAjjPAj


jPA1jjPA1j

�

jPBjjPBj


jPB1jjPB1j

�

jPCjjPCj


jPC1jjPC1j

=

jABjjABj � jBCjjBCj � jCAjjCAj


jAB1jjAB1j

� 
jBC1jjBC1j

� 
jCA1jjCA1j

:

2.22 Inegalit¼a̧ti într-un triunghi hiperbolic

În continuare vom prezenta câteva inegalit¼aţi ce au loc într-un triunghi hiperbolic.
Autorul a publicat unele dintre aceste rezultate în lucrarea [31].

Teorema 2.22.1. Fie I punctul de interseçtie al bisectoarelor unghiurilor unui
triunghi hiperbolic ABC: Dac¼a bA < bB < bC; atunci d(A; I) > d(B; I) > d(C; I):

Teorema 2.22.2. Fie ABC un triunghi hiperbolic. Dac¼a mediatoarea laturii
CA intersecteaz¼a latura BC în punctul D; iar M este un punct oarecare pe aceast¼a
mediatoare, atunci

d(M;A) + d(M;B) > d(D;A) + d(D;B):
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Teorema 2.22.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic, iar AA0; BB0 şi CC 0 medianele
sale. Atunci,

d(A;A0) + d(B;B0) + d(C;C 0) < d(A;B) + d(B;C) + d(C;A)

Teorema 2.22.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic, iar A0; B0 şi C 0 mijloacele
segmentelor BC;CA; respectiv AB: Atunci,

2 � [d(A0; B0) + d(B0; C 0) + d(C 0; A0)] < d(A;B) + d(B;C) + d(C;A)

Teorema 2.22.5. În orice triunghi hiperbolic sunt adev¼arate inegalit¼aţile:

cosh a+ cosh b+ cosh c � �+ 2
�
sinh2

a

2
+ sinh2

b

2
+ sinh2

c

2

�
;

cosh a+ cosh b � 2
�
cosh2

a

2
+ cosh2

b

2

�
;

sinh a+ sinh b+ sinh c <

4

�
sinh

a

2
+ sinh

b

2
+ sinh

c

2
+ sinh

a

2
sinh2

a

4
+ sinh

b

2
sinh2

b

4
+ sinh

c

2
sinh2

c

4

�
unde � � 3; iar a; b; c sunt lungimile hiperbolice ale laturilor triunghiului.

Teorema 2.22.6. Dac¼a a; b; c sunt distanţele hiperbolice ale laturilor unui triunghi
hiperbolic ABC, atunci:

3 cosh
a+ b+ c

3
� cosh a+ cosh b+ cosh c

Observa̧tia 2.22.7. Din teoremele 2.22.5 şi 2.22.6 rezult¼a:

3 cosh
a+ b+ c

3
� cosh a+ cosh b+ cosh c � �+ 2

�
sinh2

a

2
+ sinh2

b

2
+ sinh2

c

2

�
;

unde � � 3:

Corolarul 2.22.8. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

sinh2
a

2
+ sinh2

b

2
+ sinh2

c

2
� 3

2

�
1� cosh a+ b+ c

3

�
:

Teorema 2.22.9. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

cosh
c

2
< cosh2

a

2
+ cosh2

b

2
:
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Teorema 2.22.10. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

sinh a

a
+
sinh b

b
+
sinh c

c
< 2 +

2

3

�
cosh2

a

2
+ cosh2

b

2
+ cosh2

c

2

�
:

Corolarul 2.22.11. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

sinh a

a
+
sinh b

b
+
sinh c

c
<
2

3

�
5 + sinh2

a

2
+ sinh2

b

2
+ sinh2

c

2

�
:

Teorema 2.22.12. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

6 sinh
a+ b+ c

6
� sinh a+ sinh b+ sinh c:

Observa̧tia 2.22.13. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

sinh
a+ b+ c

6
<
2

3

�
sinh

a

2
+ sinh

b

2
+ sinh

c

2
+ sinh

a

2
sinh2

a

4
+ sinh

b

2
sinh2

b

4
+ sinh

c

2
sinh2

c

4

�

Teorema 2.22.14. Într-un triunghi hiperbolic este adev¼arat¼a inegalitatea:

sinh
a

3
<
2

3

�
sinh

a

2
+ sinh

b

2
+ sinh

c

2
+ sinh

a

2
sinh2

a

4
+ sinh

b

2
sinh2

b

4
+ sinh

c

2
sinh2

c

4

�

2.23 Inegalitatea lui Andrica-Iwata într-un triunghi hiper-
bolic

În studiile realizate de c¼atre D. Andrica [5] şi S. Iwata [81] apare o inegalitate care
poate � o foarte buna surs¼a pentru obţinerea de noi inegalit¼aţi pentru un triunghi
euclidian. Teorema lui Andrica - Iwata a�rm¼a c¼a dac¼a a; b; c sunt lungimile laturilor
BC;CA; respectiv AB ale unui triunghi ABC; atunci urm¼atoarea inegalitate are loc:

a

b+ c
� sin A

2
:

Menţion¼am câteva demonstraţii diferite de ale autorilor date de c¼atre D. Mitrinovíc,
J. Peµcaríc, V. Volenec [102], C. Ţiu. Vom da în cele ce urmeaz¼a varianta hiperbolic¼a
a inegalit¼aţii lui Andrica-Iwata. Rezultatele din aceast¼a seçtiune au fost publicate în
[35].
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În teoremele pe care le vom demonstra vom utiliza teoremele sinusurilor, cosinusu-
lui si medianei într-un triunghi hiperbolic.Astfel,

Teorema cosinusului pentru un triunghi hiperbolic se enunţ¼a astfel:
Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au lungimile hiperbolice

d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; atunci

sinh(b) � sinh(c) � cos(A) = cosh(b) � cosh(c)� cosh(a)

(vezi [57], p.238).
Teorema sinusurilor pentru un triunghi hiperbolic se enunţ¼a astfel:
Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au lungimile hiperbolice

d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; atunci

sinh(a)

sinA
=
sinh(b)

sinB
=
sinh(c)

sinC

(vezi [57], p.238).
Teorema medianei pentru un triunghi hiperbolic se enunţ¼a astfel:
Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au lungimile hiperbolice

d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; iar AD este median¼a în triunghiul ABC având
distanţa hiperbolic¼a d(A;D) = d; atunci

cosh(d) =
cosh(b) + cosh(c)

2 cosh
�
a
2

�
(vezi [130]).

Teorema 2.23.1. (Varianta hiperbolic¼a a teoremei lui Andrica-Iwata).
Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic sau dreptunghic în A în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinh(a)

sinh(b) + sinh(c)
<

1p
2 cos "+A2

;

unde " = � �A�B � C este defectul triunghiului ABC:

Corolarul 2.23.2. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic sau dreptunghic
în A în care laturile au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c:
Atunci urm¼atoarea inegalitate este adev¼arat¼a

sinh(a)

sinh(b) + sinh(c)
<

1p
2 cos A2

:

Corolarul 2.23.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinh(a) < sinh(b) + sinh(c):
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Corolarul 2.23.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinh(a)

sinh(b) + sinh(c)
<

1

cos "2
:

Corolarul 2.23.5. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinh(a)

sinh(b) + sinh(c)
+

sinh(b)

sinh(a) + sinh(c)
+

sinh(c)

sinh(b) + sinh(a)
<

3

cos "2
:

Teorema 2.23.6. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinh(a)

sinh(b) + sinh(c)
+

sinh(b)

sinh(a) + sinh(c)
+

sinh(c)

sinh(b) + sinh(a)
� 3

2
:

Observa̧tia 2.23.7. Egalitatea

sinh(a)

sinh(b) + sinh(c)
+

sinh(b)

sinh(a) + sinh(c)
+

sinh(c)

sinh(b) + sinh(a)
=
3

2

are loc dac¼a şi numai dac¼a ABC este un triunghi echilateral, deoarece sinh(a) =
sinh(b) = sin(c); adic¼a dac¼a şi numai dac¼a a = b = c:

Teorema 2.23.8. Fie ABC un triunghi hiperbolic în care laturile au lungimile
hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea inegalitate este
adev¼arat¼a

cosh(b) + cosh(c) > 2 cosh
�a
2

�
:

Teorema 2.23.9. Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au
lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; iar AD este median¼a
în triunghiul ABC având distanţa hiperbolic¼a d(A;D) = d; atunci

sinh(d) >
cosh(b)� cosh(c)

2 sinh
�
a
2

� :

Corolarul 2.23.10. Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au
lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; iar AD este median¼a în
triunghiul ABC având distanţa hiperbolic¼a d(A;D) = d; atunci

2

s
sinh

b+ c

2

����sinh b� c2
����� sinh�a2� < sinh(d) < 1p

2 cosC

h
sinh

�a
2

�
+ sinh(b)

i
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Teorema 2.23.11. Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au
lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; atunci

sinh(a) �
p
cosh(a)� cosh(b� c)

Observa̧tia 2.23.12. Utilizând formula

cosh(b)� cosh(c) = 2 sinh
�
b+ c

2

�
sinh

�
b� c
2

�
;

în rezultatul precedent, obţinem

sinh(a) �

s
2 sinh

�
a+ b� c

2

�
sinh

�
a+ c� b

2

�
:

Inegalit¼aţi similare se obţin şi pentru sinh(b) şi sinh(c):

Corolarul 2.23.13. Dac¼a ABC este un triunghi hiperbolic ale c¼arui laturi au
lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c; atunci

2
p
2
Q
ciclic

sinh(s� a) �
Q
ciclic

sinh(a) <

Q
ciclic

[sinh(a) + sinh(b)]

2
p
2
Q
ciclic

cos A2

unde s este semiperimetrul triunghiului ABC:

2.24 Aplica̧tii ale inegalit¼a̧tii lui Cusa într-un triunghi
hiperbolic

În cele ce urmeaz¼a vom da câteva aplica̧tii ale inegalit¼aţii Cusa-Huygens într-un tri-
unghi hiperbolic. Dubla inegalitate a lui Cusa-Huygens are urm¼atoarea form¼a:

(cosx)1=3 <
sinx

x
<
2 + cosx

3

�
0 < x <

�

2

�
:

Inegalitatea din stânga a ap¼arut prima dat¼a în [101], iar inegalitatea din dreapta a fost
menţionata prima dat¼a de c¼atre �losoful Nicolaus de Cusa (1401-1464). Menţion¼am
câteva demonstra̧tii ale inegalit¼aţii lui Cusa, date de c¼atre Baricz [42], Huygens [80],
Klén, Visuri, Vuorinen [87], Mortici [104], Neuman, Sándor [108]. Neuman [106] a dat
forma hiperbolic¼a a inegalit¼aţii lui Cusa, astfel:

(coshx)1=3 <
sinhx

x
<
2 + coshx

3
(x 6= 0):

În demersul nostru vom apela la urm¼atoarele inegalit¼aţi, demonstrate în [87]:

cosh
p
xy � coshx+ cosh y

2
;
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sinhx

x
<
1

2
+
1

2
coshx;

sinh
p
xy

p
xy

<
1

2

�
sinhx

x
+
sinh y

y

�
;

unde x; y 2 (0;1): Rezultatele de mai jos au fost publicate în [37].

Teorema 2.24.1. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

3 cos
1
3 ("+A) < 1 +

�
sinh b+ sinh c

sinh a

�2
;

unde " = � � (A+B + C) este defectul triunghiului ABC:

Teorema 2.24.2. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cosA+ cosB + cosC <
3(1 +R2)2

4R4
�
sin
�
�+"=2
3

�
sin("=2)

;

unde R =
q

sin(A+"=2) sin(B+"=2) sin(C+"=2)
sin("=2) :

Corolarul 2.24.3. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cosA+ cosB + cosC <
3(1 +R2)2

4R4 sin("=2)
:

Teorema 2.24.4. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cosA cosB cosC <
(1 +R2)6

64R10
� 1

sin2("=2)
:

Teorema 2.24.5. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cos
A

2
� 1 +R2

2R2
�

s
sin (A+ "=2)

sin("=2)
;

where R =
q

sin(A+"=2) sin(B+"=2) sin(C+"=2)
sin("=2) :
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Urm¼atoarele trei rezultate sunt consecinţe ale teoremei precedente.
Corolarul 2.24.6. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile

au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cos
A

2
� 1 +R2

2R2
� 1p

sin("=2)

Corolarul 2.24.7. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

8 cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
�
�
1 +R2

�3
R5

� 1p
sin("=2)

:

Corolarul 2.24.8. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
� 3(1 +R2)

2R2
�

vuutsin
�
�+"=2
3

�
sin("=2)

Teorema 2.24.9. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinA+ sinB + sinC � 3(1 +R2)

R2
�

vuutsin
�
�+"=2
3

�
sin("=2)

:

Teorema 2.24.10. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinA sinB sinC �
�
1 +R2

�3
R5

� 1p
sin("=2)

:

Teorema 2.24.11. Fie x > 0: Atunci urm¼atoarea inegalitate este adev¼arat¼a

sinh
p
xy

p
xy

<
1

4
(2 + coshx+ cosh y)
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Corolarul 2.24.12. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

sinh
p
abp

ab
+
sinh

p
bcp

bc
+
sinh

p
cap

ca
<
3

2
+
1

2
(cosh a+ cosh b+ cosh c)

Corolarul 2.24.13. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼a

cosh
p
ab+ cosh

p
bc+ cosh

p
ca � cosh a+ cosh b+ cosh c

Teorema 2.24.14. Fie x > 0: Atunci urm¼atoarea inegalitate este adev¼arat¼ar
sinhx

x
<

1

2
p
2

�
1 + 2 cosh

x

2

�

Corolarul 2.24.15. Fie ABC un triunghi hiperbolic ascuţitunghic în care laturile
au lungimile hiperbolice d(B;C) = a; d(C;A) = b; d(A;B) = c: Atunci urm¼atoarea
inegalitate este adev¼arat¼ar

sinh a

a
+

r
sinh b

b
+

r
sinh c

c
<

3

2
p
2
+

1p
2
(cosh a+ cosh b+ cosh c) :

2.25 Forma hiperbolic¼a a unei inegalit¼a̧ti a lui Panaitopol
şi considera̧tii asupra inegalit¼a̧tii lui Jordan

În cele ce urmeaz¼a vom da forma hiperbolic¼a a unei inegalit¼aţi a lui Panaitopol precum
şi câteva aplicaţii ale inegalit¼aţii Jordan. Panaitopol propune în culegerea "Probleme
de geometrie rezolvate trigonometric" urm¼atoarele dou¼a inegalit¼aţi:

Problema 1. Dac¼a 0 < x < �=2 şi a; b 2 (0;1); atunci�
1 +

a

sinx

��
1 +

b

cosx

�
�
�
1 +

p
2ab
�2
:

Problema 2. Dac¼a 0 < x < �=2 şi n este un num¼ar natural, atunci�
1 +

1

sinn x

��
1 +

1

cosn x

�
�
�
1 + 2

n
2

�2
:
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În cele ce urmeaz¼a vom considera inegalit¼aţi de tipul precedent utilizând funçtii trigono-
metrice hiperbolice. Vom realiza diferite încadr¼ari pentru produse de tipul�

1 +
�

sinhm x

��
1 +

�

coshn x

�
;

unde m;n; � şi � sunt numere pozitive.
Lazarevíc [89] (sau vezi Mitrinovíc [101]) demonstreaz¼a inegalitatea:�

sinhx

x

�q
< coshx; (x 6= 0; q � 3):

Urm¼atoarele inegalit¼aţi:

sinhx < x+
x3

5
; (0 < x < 1);

sinh kx

kx
� sinhx

x
; (x > 0);

1

coshx
< 1� x

2

3
; (0 < x < 1);

1

coshx
<
sinx

x
<

x

sinhx
; (0 < x <

�

2
);

au fost stabilite de c¼atre R. Klén, M. Visuri şi M. Vuorinen [87].
Inegalitatea � x

sinhx

��
< (1� �) + �

�
1

coshx

��
;

cu x > 0; � > 0 şi � � 1=3 a fost studiat¼a recent de c¼atre Zhu în [139].
Urm¼atoarele inegalit¼aţi au fost stabilite de c¼atre Jordan:

2

�
x � sinx � x;

şi au solicitat atenţia a numeroşi cercet¼atori.
Rezultatele de mai jos au fost publicate în [36].

Teorema 2.25.1. Fie x; � şi � numere pozitive. Inegalitatea urm¼atoare este ade-
v¼arat¼a:  

1 +

r
2��

sinh 2x

!2
�
�
1 +

�

sinhx

��
1 +

�

coshx

�

Utilizând teorema precedent¼a putem da urm¼atorul rezultat:
Teorema 2.25.2. Fie x > 0 şi k 2 N: Dac¼a � > 0 şi � > 0; atunci urm¼atoarea

inegalitate are loc: 
1 +

r
2��

sinh 2k+1x

!2
�
�
1 +

�

sinh 2kx

��
1 +

�

cosh 2kx

�
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Teorema 2.25.3. Fie x > 0 şi k 2 N: Dac¼a m;n; � şi � sunt numere pozitive,
atunci urm¼atoarele inegalit¼aţi sunt adev¼arate:

 �
�
1 +

�

sinhm x

��
1 +

�

coshn x

�
� �;

unde

 =

 
1 +

r
��

sinhm x coshn x

!2
şi

� = 1 +

s
(�2 + �2)

�
1

sinh2m x
+

1

cosh2n x

�
+

��

sinhm x coshn x
:

Teorema 2.25.4. Fie x 2
�
0; �2

�
. Dac¼a �; � 2 (0;1), atunci urm¼atoarea inegali-

tate este adev¼arat¼a: 
1 +

r
2��

sinh 2x

!2
< 1 +

�

sinhx
+

�x

sinhx
+

��x

sinh2 x

Corolarul 2.25.5. Dac¼a x 2
�
0; �2

�
; atunci

2x

sinh 2x
<
� x

sinhx

�2
Corolarul 2.25.6. Dac¼a x 2

�
0; �2

�
; atunci

tanhx < x

Observa̧tia 2.25.7. Inegalitatea precedent¼a este o form¼a mai slab¼a a inegalit¼aţii
lui Mitrinovíc care o demonstreaz¼a pentru orice valoare pozitiv¼a a lui x:

Înlocuind � şi � cu 1 în Teorema 2.25.4, obţinem:

Corolarul 2.25.8. Dac¼a x 2
�
0; �2

�
; atunci 

1 +

r
2

sinh 2x

!2
<

�
1 +

1

sinhx

��
1 +

x

sinhx

�

Teorema 2.25.9. Fie x 2 (0; 1) şi q � 3: Inegalit¼aţile urm¼atoare sunt adev¼arate:

q

r
3

3� k2x2 <
sinhx

x
< 1 +

x2

5
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Teorema 2.25.10. Fie x 2 (0; 1); � > 0 şi � � 1=3: Inegalitatea urm¼atoare este
adev¼arat¼a: � x

sinhx

��
< (1� �) + �

�
1� x

2

3

��

Corolarul 2.25.11. Fie x 2 (0; 1) şi � � 1=3: Inegalitatea urm¼atoare este ade-
v¼arat¼a:

x

sinhx
< 1� �x

2

3

Teorema 2.25.12. Fie x 2 (0; 1): Inegalit¼aţile urm¼atoare sunt adev¼arate:

1� x
2

2
� 1

coshx
� 1� x

2

3

Teorema 2.25.13. Fie x > 0: Funçtia

f(t) =
1

cosht xt

este cresc¼atoare pe (0;1):

Corolarul 2.25.14. Fie x 2 (0;1). Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

cosh
x

3
<
2

3
+
1

3
coshx

Teorema 2.25.15. Fie x 2 (0;1). Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

sinhx

x
>

1

cosh x3

Corolarul 2.25.16. Fie x 2 (0;1). Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

x

sinhx
<
2

3
+
1

3
coshx

Teorema 2.25.17. Fie x 2 (0;1). Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

sinx

x
< coshx:

Observa̧tia 2.25.18. Klén, Visuri şi Vuorinen au demonstrat în [87] c¼a inegal-
it¼aţile

1

coshx
<
sinx

x
<

x

sinhx
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sunt adev¼arate pentru x 2 (0; �=2): Din teorema 2.25.16 şi deoarece inegalitatea din
stânga a relaţiei precedente este adev¼arat¼a pentru orice x 2 (0;1), avem

1

coshx
<
sinx

x
< coshx

Teorema 2.25.19. Pentru orice x 2 (0; �=2) are loc inegalitatea:

sinx

x
<
p
coshx:

Teorema 2.25.20. Pentru orice x; k 2 (0;1) are loc inegalitatea:

sinx

x
<
sinh kx

kx
:

Teorema 2.25.21. Pentru orice x 2 (0;1) şi k 2 [1;1) are loc inegalitatea:

sinx

x
<
sinh kx

x

Teorema 2.25.22. Fie x; y; z 2
�
0; 12
�
. Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

1

cosh x+y2
+

1

cosh y+z2
+

1

cosh z+x2
� 1

coshx
+

1

cosh y
+

1

cosh z

Teorema 2.25.23. Fie x; y; z 2 (0; 1). Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

1

sinh x+y2
+

1

sinh y+z2
+

1

sinh z+x2
� 1

sinhx
+

1

sinh y
+

1

sinh z

Corolarul 2.25.24. Fie x; y; z 2 (0; 1). Inegalitatea urm¼atoare este adev¼arat¼a:

6

sinhx+ sinh y + sinh z + sinh x+y+z3

� 1

sinhx
+

1

sinh y
+

1

sinh z



Chapter 3

Inegalitatea fundamental¼a a
triunghiului între clasic şi
hiperbolic

3.1 Forma euclidian¼a a inegalit¼a̧tii lui Blundon

Într-un triunghi ABC �e O centrul cercului circumscris, I centrul cercului înscris, G
centrul de greutate, N punctul lui Nagel, s semiperimetrul, R raza cercului circum-
scris şi r raza cercului înscris. În cele ce urmeaz¼a prezent¼am o demonstraţie geometric¼a
a inegalit¼aţii fundamentale a triunghiului. Aceast¼a relaţie conţine de fapt dou¼a ine-
galit¼aţi şi a fost demonstrat¼a pentru prima oar¼a de c¼atre E. Rouché [117] în 1851,
r¼aspunzând unei întreb¼ari a lui Ramus referitoare la condi̧tii necesare şi su�ciente pen-
tru a exista un triunghi având date numerele reale pozitive s;R; r . O demonstraţie
relativ simpl¼a a inegalit¼aţii fundamentale a triunghiului a fost dat¼a de W.J.Blundon
[45] şi se bazeaz¼a pe urm¼atoarea proprietate algebric¼a a r¼ad¼acinilor unei ecuaţii de
gradul trei: R¼ad¼acinile x1; x2; x3 ale ecuaţiei

x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0

sunt laturile unui triunghi dac¼a şi numai dac¼a, urm¼atoarele condi̧tii sunt veri�cate:
i) 18a1a2a3 + a21a

2
2 � 27a33 � 4a32 � 4a31a3 > 0 ; ii) �a1 > 0; a2 > 0;�a3 > 0; iii)

a31 � 4a1a2 + 8a3 > 0. Mai multe detalii se pot g¼asi în monogra�a scris¼a de c¼atre D.
Mitrinovíc, J. Peµcaríc şi V. Volenec [102], precum şi în articolele lui C.Niculescu [109],
[110], R.A.Satnoianu [119], S.Wu [142]. Menţion¼am c¼a G. Dospinescu, M. Lascu, C.
Pohoaţ¼a şi M Tetiva au dat o demonstraţie algebric¼a unei forme mai slabe a inegalit¼aţii
lui Blundon s � 2R + (3

p
3� 4)r. Aceast¼a inegalitate este o consecinţ¼a a inegalit¼aţii

fundamentale a triunghiului.
Reamintim câteva distanţe importante ce au loc într-un triunghi ABC. Faimoasa

formul¼a pentru distanţa OI este numit¼a relaţia lui Euler şi este dat¼a de

OI2 = R2 � 2Rr

49
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O demonstraţie standard a acestei relaţii g¼asim în H.S.M.Coxeter, S.L.Greitzer
[56] şi T.Lalescu [88]. O demonstraţie cu ajutorul numerelor complexe întâlnim în
T.Andreescu şi D.Andrica [4]. Urm¼atoarea distanţ¼a de care avem nevoie este ON şi
este dat¼a de

ON = R� 2r

Relaţia precedent¼a ne d¼a o demonstraţie geometric¼a a inegalit¼aţii lui Euler R � 2r şi
joac¼a un rol important în obţinerea rezultatelor noastre. O demonstraţie cu ajutorul
numerelor complexe întâlnim în T.Andreescu şi D.Andrica [4]. O alt¼a distanţ¼a util¼a
este OG dat¼a de:

OG2 = R2 � a
2 + b2 + c2

9
;

unde a; b şi c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC: Demonstraţia standard a
rela̧tiei precedente utilizeaz¼a relaţia lui Leibniz [4].

Suma a2 + b2 + c2 poate � scris¼a în funçtie de s;R; r astfel:

a2 + b2 + c2 = 2(s2 � r2 � 4Rr)

Demonstraţia aceastei formule se g¼aseşte de exemplu în cartea D.S.Mitrinovíc, J.E.
Peµcaríc, V.Volenec [102]. Rezultatele ce urmeaz¼a au fost publicate în [8].

Urm¼atorul rezultat conţine o demonstraţie geometric¼a simpl¼a a inegalit¼aţii funda-
mentale a triunghiului.

Teorema 3.1.1. Dac¼a ABC nu este un triunghi echilateral, atunci urm¼atoarea
relaţie este adev¼arat¼a:

cos[ION =
2R2 + 10Rr � r2 � s2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

:

Teorema 3.1.2. (Rouché) Condi̧tia necesar¼a şi su�cient¼a pentru a exista un
triunghi având elementele s; R şi r; este

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr � s2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr:

Not¼am cu T (R; ra) familia triunghiurilor având aceeaşi raz¼a a cercului circumscris
R şi aceeaşi exraz¼a ra. Inegalit¼aţile precedente ne dau intervalul exact în care se
"mi̧sc¼a" s pentru toate triunghiurile din familia T (R; ra). Avem s2min = 2R

2+10Rr�
r2�2(R�2r)

p
R2 � 2Rr şi s2max = 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr. Dac¼a �x¼am

punctele O şi Ia astfel încâtOI =
p
R2 � 2Rr, atunci triunghiul din familia T (R; ra) cu

semiperimetrul minim, corespunde cazului cos[ION = 1, ceea ce înseamn¼a c¼a punctele
I;O;N sunt coliniare, iar punctele I şi N apaŗtin aceleiaşi raze având originea în O:
Deoarece punctele O;G;H sunt coliniare, apaŗtinând dreptei lui Euler a triunghiului,
rezult¼a c¼a punctele O; I;G sunt coliniare, deci în acest caz triunghiul ABC este isoscel.
În Figura 3.1 acest triunghi este notat cu AminBminCmin: De asemenea, triunghiul din
familia T (R; r) cu semiperimetrul maxim, corespunde cazului cos[ION = �1, ceea ce
inseamn¼a c¼a punctele I;O;N sunt coliniare, iar O este situat între I şi N . Utilizând
dreapta lui Euler rezult¼a c¼a triunghiul ABC este isoscel. În Figura 3.1. acest triunghi
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este notat cu AmaxBmaxCmax: Triunghiurile familiei T (R; r) sunt "situate" între aceste
dou¼a cazuri extreme (vezi Figura 3.1.). În concordanţa cu teorema de închidere a lui
Poncelet, aceste triunghiuri sunt înscrise în acelaşi cerc C(O;R), iar laturile lor sunt
tangente exterioare la acelaşi cerc C(I; r).

Figure 3.1.

Din Teorema 3.1.1 rezult¼a o cale natural¼a de construçtie a unui triunghi ABC în
care se dau centrul cercului înscris I, centrul cercului circumscris O şi punctul lui Nagel
N . Ţinând cont de faptul c¼a punctele I;G;N sunt coliniare, a�ându-se pe dreapta lui
Nagel a triunghiului ABC, gasim centrul de greutate G pe segmentul IN astfel încât
IG = 1

3IN . Apoi, utilizând faptul c¼a punctele O;G;H sunt coliniare, determin¼am
ortocentrul H pe raza (OG astfel încât OH = 3OG. Am redus astfel construçtia
cerut¼a la faimoasa problem¼a a lui Euler de construçtie a unui triunghi în care ştim I,
O şi H [68]. Problema de construçtie a lui Euler a fost studiat¼a de c¼atre B.Scimemi
[120], G.C.Smith [126], J.Stern [129] şi P.Yiu [144].
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3.2 Forma dual¼a a inegalit¼a̧tii lui Blundon

În aceast¼a seçtiune consider¼am un triunghi ABC având centrul cercului circumscris O,
centrul cercului înscris I, centrele cercurilor exînscrise Ia; Ib; Ic şi Na; Nb; Nc punctele
adjuncte corespunz¼atoare punctului lui Nagel N . De�ni̧tii şi caracteriz¼ari al punctelor
Na; Nb; Nc g¼asim în lucrarea lui D.Andrica şi K.L.Nguyen [12].

Fie s;R; r; ra; rb; rc respectiv semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercu-
lui înscris şi razele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ABC. Cunoaştem
faptul c¼a punctele Na; G; Ia sunt coliniare şi

NaIa = 3GIa:

Propriet¼aţi analoage se dau pentru tripletele de puncte Nb; G; Ib şi Nc; G; Ic. Sunt
adev¼arate urm¼atoarele relaţii:

OI2a = R
2 + 2Rra; OI

2
b = R

2 + 2Rrb; OI
2
c = R

2 + 2Rrc

şi
ONa = R+ 2ra; ONb = R+ 2rb; ONc = R+ 2rc

Demonstraţii ale relaţiilor precedente se pot g¼asi în [12].

Teorema 3.2.1. Urm¼atoarea relaţie este adev¼arat¼a:

cos \IaONa =
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

;

unde � = a2+b2+c2

4 .

Teorema 3.2.2. (Forma dual¼a a inegalit¼aţii lui Blundon). Urm¼atoarele inegalit¼aţi
sunt adev¼arate:

0 � a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra:

Not¼am cu T (R; ra) familia triunghiurilor având aceeaşi raz¼a a cercului circum-
scris R şi aceeaşi exraz¼a ra. Inegalitatea precedent¼a ne d¼a intervalul exact în care
se "mi̧sc¼a" � pentru toate triunghiurile din familia T (R; ra). Avem �min = 0 şi
�max = R

2 � 3Rra � r2a + (R + 2ra)
p
R2 + 2Rra. Dac¼a �x¼am punctele O şi Ia astfel

încât OIa =
p
R2 + 2Rra, atunci triunghirile din familia T (R; ra) ce au valoarea �

minim¼a degenereaz¼a într-un punct şi se corespund punctelor de interseçtie dintre cer-
curile C(O;R) şi C(Ia; ra): În Figura 3.2. aceste puncte sunt notate cu A0min şi A00min:
De asemenea, triunghiul din familia T (R; ra) pentru care valoarea lui � este maxim¼a,
corespunde cazului cos \IaONa = �1, ceea ce înseamn¼a c¼a punctele Ia; O;Na sunt col-
iniare, iar O este situat între Ia şi Na. În Figura 3.2 acest triunghi este notat cu
AmaxBmaxCmax: Utilizând dreapta lui Euler rezult¼a c¼a triunghiul AmaxBmaxCmax este
isoscel. În concordanţa cu teorema de închidere exterioar¼a a lui Poncelet, triunghiurile
familiei T (R; ra) sunt "situate" între aceste dou¼a cazuri extreme (vezi Figura 3.2.).
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Figure 3.2.

Din Teorema 3.2.1. rezult¼a o cale natural¼a de construçtie a unui triunghi ABC în care
se dau centrul cercului exînscris Ia, centrul cercului circumscris O şi punctul lui Nagel
adjunct Na. Ţinând cont de faptul c¼a punctele Ia; G;Na sunt coliniare, g¼asim centrul
de greutate G pe segmentul IaNa astfel încât IaG = 1

3IaNa. Apoi, utilizând faptul c¼a
punctele O;G;H sunt coliniare, determin¼am ortocentrul H pe raza (OG astfel încât
OH = 3OG. Am redus astfel construçtia cerut¼a la faimoasa problem¼a a lui Euler de
construçtie a unui triunghi în care ştim I, O şi H [68].

Observa̧tia 3.2.3.
1) Din Teorema 3.2.1. apare întrebarea �reasc¼a: care este expresia lui � în funçtie

de s;R; ra? Pentru a r¼aspunde la aceast¼a întrebare vom ar¼ata mai întâi c¼a:

ab+ bc+ ca =
s6 + ra(4R+ 3ra)s

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)s2 + r5a(ra � 4R)

(s2 + r2a)
2:

2) Formula precedent¼a ne d¼a o expresie complicat¼a a lui � în funçtie de s;R; ra,
dualitatea dintre formulele din teoremele (3.1.1) şi (3.2.1) rezultând din faptul c¼a
putem scrie cos[ION în funçtie de �;R; r, astfel

cos[ION =
R2 + 3Rr � r2 � �
(R� 2r)

p
R2 � 2Rr

:
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Transformarea formal¼a r 7! �ra ne d¼a dualitatea între formulele teoremelor (3.1.1) şi
(3.2.1).

3.3 Câteva inegalit¼a̧ti cu s; R şi ra

În aceast¼a seçtiune vom obţine câteva consecinţe ale Teoremei 3.2.1 ce implic¼a
inegalit¼aţi între s;R şi ra:

Corolarul 3.3.1. În orice triunghi având semiperimetrul s urm¼atoarele inegalit¼aţi
au loc:

2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a � 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra � s2 �

2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a � 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra:

Utilizând faptul c¼a r < ra şi inegalitatea din dreapta a relaţiei precedente obţinem

s2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra:

Corolarul 3.3.2. În orice triunghi având semiperimetrul s urm¼atoarele inegalit¼aţi
au loc:

s2 < minf4R2 + 4Rra + 3r2a; 4R2 + 4Rrb + 3r2b ; 4R2 + 4Rrc + 3r2cg:

Corolarul 3.3.3. În orice triunghi urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

a2 + b2 + c2 < minf8R2 + 4r2a; 8R2 + 4r2b ; 8R2 + 4r2cg:

Teorema 3.3.4. În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea:

s2 � 2
p
2(2R+ ra)ra

Observa̧tia 3.3.5. Analog se obţin inegalit¼aţile:

i) s2 � 2
p
2(2R+ rb)rb;

şi
ii) s2 � 2

p
2(2R+ rc)rc:
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Teorema 3.3.6. În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea:

s2 � 2
p
3R(R+ 2ra):

Observa̧tia 3.3.7. Analog se obţin inegalit¼aţile:

i) s2 � 2
p
3R(R+ 2rb);

şi
ii) s2 � 2

p
3R(R+ 2rc):

Observa̧tia 3.3.8. Deoarece OI2a = R2 + 2Rra, inegalitatea din teorema 3.3.6
poate � rescris¼a astfel: s2 � 2

p
3OI2a sau s �

4
p
12OIa.

Teorema 3.3.9. În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea: s � 2 �OIa.

Teorema 3.3.10. În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea:

i)s2 � minf12Rra; 12Rrb; 12Rrcg:

3.4 O ra�nare a inegalit¼a̧tii lui Blundon

Deoarece distanţa ON este constant¼a, �ind egal¼a cu ON = R�2r; punctul lui Nagel N
se "mi̧sc¼a" pe cercul de diametru NminNmax; iar m¼asura unghiului [ION variaz¼a între 0
şi 180�: S. Wu în [141] a dat o nou¼a versiune a inegalita̧tii lui Blundon introducând un
parametru, dup¼a cum urmeaz¼a: pentru orice triunghi A1A2A3; urm¼atoarele inegalit¼aţi
au loc:

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr cos� � s2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr cos�:

unde � = min
1�i<j�3

jAi �Aj j : Rezultatul ce urmeaz¼a v-a � publicat în [10].

Teorema 3.4.1. În orice triunghi ABC urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

� cos� � cos[ION � cos�;

unde � = minfjA�Bj ; jB � Cj ; jC �Ajg; egalitatea având loc dac¼a şi numai dac¼a
triunghiul ABC este echilateral.

Observa̧tia 3.4.2. Num¼arul � împarte triunghiurile familiei T (R; r) în funçtie de
pozi̧tia punctului A pe cercul O(R):
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3.5 Forma hiperbolic¼a a inegalit¼a̧tii lui Blundon

Expresia hiperbolic¼a a inegalit¼aţii lui Blundon a fost dat¼a de c¼atre D. Svrtan şi D.
Veljan [131] şi are urm¼atoarea exprimare:

Teorema 3.5.1. Dac¼a un triunghi hiperbolic admite un cerc circumscris de raz¼a
R, iar r este raza cercului înscris, s este semiperimetrul triunghiului şi " este defectul
triunghiului, atunci are loc inegalitatea

D

s02
� 0;

unde

D = s02[(r02R02"02 + 4r04R04"02 � 4r03R03"02 � 1 + 6r0R0 � 12r02R02 + 8r03R03)s04

+r02R0"0(1� 4r0R0 + 4r02R02"0 � 8r02R02"02 + 9"0 + 18r0R0"0)s03

+r02(r02R02 � 10r0R0 � 12r02R02"02 � 2)s02 � 6r04R0"0s0 � r04];

iar r0 = tanh rk ; R
0 = tanh Rk ; "

0 = cot "2 ; s
0 = sinh sk :

3.6 O extindere natural¼a a inegalit¼a̧tii lui Blundon

Fie P un punct în planul triunghiului ABC; iar DEF triunghiul cevian corespunz¼ator
punctului P în raport cu triunghiul ABC: Dac¼a P are coordonatele baricentrice t1 :
t2 : t3, atunci coordonatele baricentrice ale vârfurilor triunghiului DEF sunt: D(0 :
t2 : t3); E(t1 : 0 : t3), F (t1 : t2 : 0): Coordonatele baricentrice au fost introduse de
c¼atre Möbius în 1927. Enumer¼am câteva lucr¼ari despre coordonatele baricentrice ale
lui C. Bradley [48], C. Coand¼a [51], C. Coşni̧t¼a [53], C. Kimberling [86], O. Bottema
[47], J. Scott [121] şi P. Yiu [144]. În lucrarea [26] am introdus noţiunea de cevian¼a de
rang (k; l;m) astfel: Dac¼a D este un punct pe latura (BC) a unui triunghi neisoscel
ABC, astfel încât:

BD

DC
=
�c
b

�k
�
�
s� c
s� b

�l
�
�
a+ b

a+ c

�m
k; l;m 2 R, atunci AD o vom numi cevian¼a de rang (k ; l ;m); iar dac¼a D 2 BCn [BC],
astfel încât BD

DC =
�
c
b

�k � � s�cs�b

�l
�
�
a+b
a+c

�m
; k; l;m 2 R�, atunci AD o vom numi

excevian¼a de rang (k ; l ;m) În lucrarea [26] am ar¼atat c¼a cevienele de rang (k; l;m)
sunt concurente într-un punct I(k; l;m) numit punct cevian de rang (k ; l ;m), iar
coordonatele baricentrice ale lui I(k; l;m) sunt:

ak(s� a)l(b+ c)m : bk(s� b)l(a+ c) : ck(s� c)l(a+ b)m:
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Dac¼a M este un punct din planul unui triunghi ABC; atunci urm¼atoarea egalitate are
loc:

(t1 + t2 + t3)
��!
MP = t1

��!
MA+ t2

��!
MB + t3

��!
MC:

Pentru cazul particular M � P; egalitatea precedent¼a devine

t1
�!
PA+ t2

��!
PB + t3

��!
PC =

�!
0 :

Teorema 3.6.1. Dac¼a M este un punct din planul unui triunghi ABC; atunci
urm¼atoarea egalitate are loc:

(t1+t2+t3)
2MP 2 = (t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2)(t1+t2+t3)�(t2t3a2+t3t1b2+t1t2c2):

Observa̧tia 3.6.2. Dac¼a t1; t2; t3 şi t1 + t2 + t3 sunt nenule, atunci:

MP 2 =
t1MA

2 + t2MB
2 + t3MC

2

t1 + t2 + t3
� t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
:

Corolarul 3.6.3. Urm¼atoarea egalitate are loc:

R2 �OP 2 = t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
cu t1; t2; t3 > 0:

Corolarul 3.6.4. În orice triunghi ABC având semiperimetrul s; urm¼atoarea
egalitate are loc:

R2 �OP 2 � 4s2t1t2t3
(t1 + t2 + t3)3

cu t1; t2; t3 > 0:

C. Coşni̧t¼a [Coşni̧t¼a] a formulat urm¼atoarea teorem¼a: dac¼a punctele P şi Q au
coordonatele baricentrice t1 : t2 : t3, respectiv u1 : u2 : u3, în raport cu un triunghi
ABC; atunci

PQ2 = ���
�
a2

�
+
b2

�
+
c2



�
unde

� =
u1

u1 + u2 + u3
� t1
t1 + t2 + t3

;� =
u2

u1 + u2 + u3
� t2
t1 + t2 + t3

;  =
u3

u1 + u2 + u3
� t3
t1 + t2 + t3

:

Teorema 3.6.5. Dac¼a punctele P şi Q au coordonatele baricentrice t1 : t2 : t3,
respectiv u1 : u2 : u3, în raport cu un triunghi ABC; atunci

cos\POQ =
2R2 � t1t2t3

(t1+t2+t3)2

�
a2

t1
+ b2

t2
+ c2

t3

�
� u1u2u3

(u1+u2+u3)2

�
a2

u1
+ b2

u2
+ c2

u3

�
+ ��

�
a2

� +
b2

� +
c2



�
2

rh
R2 � t1t2t3

(t1+t2+t3)2

�
a2

t1
+ b2

t2
+ c2

t3

�i
�
h
R2 � u1u2u3

(u1+u2+u3)2

�
a2

u1
+ b2

u2
+ c2

u3

�i
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cu

� =
u1

u1 + u2 + u3
� t1
t1 + t2 + t3

;� =
u2

u1 + u2 + u3
� t2
t1 + t2 + t3

;  =
u3

u1 + u2 + u3
� t3
t1 + t2 + t3

;

iar ti şi ui, i = 1; 3; sunt nenule.

Teorema 3.6.6. Urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2

s�
R2 � t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

��
�
�
R2 � u1u2u3

(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
�

��

�
a2

�
+
b2

�
+
c2



�
+2R2�

�
t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
+

u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
�

2

s�
R2 � t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

��
�
�
R2 � u1u2u3

(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
cu

� =
u1

u1 + u2 + u3
� t1
t1 + t2 + t3

;� =
u2

u1 + u2 + u3
� t2
t1 + t2 + t3

;  =
u3

u1 + u2 + u3
� t3
t1 + t2 + t3

;

iar ti şi ui, i = 1; 3; sunt nenule.

Corolarul 3.6.7. (Inegalitatea lui Blundon). Condi̧tia necesar¼a şi su�cient¼a
pentru a exista un triunghi având elementele s; R şi r; este

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr � s2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr:

Observa̧tia 3.6.8. Fie I1; I2; I3 trei puncte ceviene de rang (k ; l ;m) având coor-
donatele baricentrice:

Ii[a
ki(s� a)li(b+ c)mi : bki(s� b)li(a+ c)mi : cki(s� c)li(a+ b)mi ]; i = 1; 3:

Teorema 3.6.9. Urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2
p
��1212a2 � 12�12b2 � �12�12c2 �

p
��2323a2 � 23�23b2 � �23�23c2 �

�a2(�1212+�2323��3131)�b2(12�12+23�23�31�31)+c2(�12�12+�23�23��31�31) �

2
p
��1212a2 � 12�12b2 � �12�12c2 �

p
��2323a2 � 23�23b2 � �23�23c2
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Seria B, Bucureşti, 1, 1986, 2-4.

[6] Andrica, D., Barbu, C., The Hyperbolic Ceva Theorem in The Poincaré Disc
Model of Hyperbolic Geometry, Proceedings of the 13th International Conference
on Applied Mathematics and Computer Science, August 2010, Cluj Napoca.

[7] Andrica, D., Barbu, C., The Hyperbolic Version of Ceva�s Theorem in The
Poincaré Disc Model, Automation, Computers, Applied Mathematics, 19 (1),
2010, 35-43.

[8] Andrica, D., Barbu, C., A geometric Proof to Blundon�s Inequalities, Mathe-
matical Inequalities and Applications, 15 (2), 2012, 361-370.

[9] Andrica, D., Barbu, C., The Hyperbolic Desargues Theorem in The Poincaré
Model of Hyperbolic Geometry, (submitted).

[10] Andrica, D., Barbu, C., The natural approach of Blundon - Wu inequalities,
Journal of Inequalities and Applications, (submitted).

[11] Andrica, D., Barbu, C., Minculete, N., Geometric inequalities obtained by the
law of cosines theorem, Acta Universitatis Apulensis, 31, 2012.

[12] Andrica, D., Nguyen, K., A note on the Nagel and Gergonne points, Creative
Math.& Inf., 17, 2008.

[13] Barbu, C., Smarandache�s Cevian Triangle Theorem in The Einstein Relativis-
tic Velocity Model of Hyperbolic Geometry, Progress in Physics, 3, 2010, 69-70.

59



BIBLIOGRAPHY 60

[14] Barbu, C., Smarandache�s Cevians Triangle Theorem in the Einstein Relativis-
tic Velocity Model of Hyperbolic Geometry, Annual Meeting of the Four Corners
Section of the American Physical Society, Weber State University, Ogden, UT,
USA, October 15-16, 2010.

[15] Barbu, C., Trigonometric Proof of Steiner-Lehmus Theorem in Hyperbolic
Geometry, Acta Universitatis Apulensis, 23, 2010, 63-67.

[16] Barbu, C., Smarandache�s Pedal Polygon Theorem in The Poincaré Disc Model
of Hyperbolic Geometry, International Journal of Mathematical Combinatorics,
1, 2010, 99-102.

[17] Barbu, C., Teoreme fundamentale din geometria triunghiului, Ed. Unique,
Bac¼au, 2008.

[18] Barbu, C., Menelaus�s Theorem for Hyperbolic Quadrilaterals in The Einstein
Relativistic Velocity Model of Hyperbolic Geometry, Scientia Magna, 1, 2010,
19-24.

[19] Barbu, C., Mathieu�s theorem in the Poincaré disc model of hyperbolic geome-
try, Creative Mathematics and Informatics, 20 (1), 2011, 16-19.

[20] Barbu, C., The Isotomic Transversal Theorem and the Neuberg�s Theorem in
the Poincaré Model of Hyperbolic Geometry, Scienti�c Studies and Research Se-
ries Mathematics and Informatics, 20 (1), 2010, 37 - 44.

[21] Barbu, C., A new proof of Mathieu�s Theorem in the Poincaré Model of Hyper-
bolic Geometry, Proceedings of the International Conference of Applied Mathe-
matics, p.85, Septembrie 2010, Baia Mare.

[22] Barbu, C., The Hyperbolic Stewart Theorem in the Einstein Relativistic Veloc-
ity Model of Hyperbolic Geometry, Annals of Oradea University - Mathematics
Fascicola, 28 (1), 2011, 133-138.

[23] Barbu, C., Smarandache�s Minimum Theorem in the Einstein Relativistic Ve-
locity Model of Hyperbolic Geometry, Progress in Physics, Vol. 1, 2011, 68-71.

[24] Barbu, C., Smarandache�s Minimum Theorem in the Einstein Relativistic Ve-
locity Model of Hyperbolic Geometry, Joint Fall 2010 Meeting of the Texas Sec-
tions of the American Physical Society, AAPT, Zone 13 of SPS and the National
Society of Hispanic Physicists, University of Texas at San Antonio, USA, Octo-
ber 21-23, 2010.

[25] Barbu, C., Van Aubel�s Theorem in the Einstein Relativistic Velocity Model of
Hyperbolic Geometry, Progress in Physics, 1, 2012, 30-32.

[26] Barbu, C., Minculete, N., Cevians of rank (k; l;m) in a triangle, International
Journal of Geometry, 1 (2), 2012, 22-33.

[27] Barbu, C., Minculete, N., About the area of triangle determined by cevians of
rank (k ; l ;m), Scienti�c Studies and Research Bacau, 21 (1), 2011, 139-148.



BIBLIOGRAPHY 61

[28] Barbu, C., Pi̧scoran, L., The orthopole theorem in the Poincaré Disc Model of
Hyperbolic Geometry, Sapientia, (submitted).

[29] Barbu, C., Pi̧scoran, L., Pappus�s Harmonic Theorem in the Einstein Relativis-
tic Velocity Model of Hyperbolic Geometry, Studia Universitaris Babeş - Bolyai
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