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Introducere

Una dintre problemele de baza ale calculului variational este studiul existentei extremelor sau a punctelor
critice/de echilibru ale functionalelor. Multe probleme neliniare din teoria ecuatiilor cu derivate partiale pot
fi reduse la cautarea extremelor a functionalei de energie asociate, ceea ce este mai usoara decét rezolvarea
problemei initiale. Aceastd metoda este aplicabila deoarece, daca un punct de extrem poate fi detectat,
atunci va fi o solutie slaba a problemei initiale. Aceastd abordare se numeste metoda directa a calculului
variational si provine din fizica, unde, in general, studiul starii de echilibru al unui proces poate fi redus la
minimizarea energiei totale care caracterizeaza procesul fizic. Pentru a demonstra existenta unor extreme
ale functionalelor (de energie), conditia Palais-Smale [Palais gi Smale, 1964] sau, in scurt, conditia (PS)
este instrumentul cel mai frecvent utilizata, deoarece ofera o conditie suficienta pentru existenta unei minim.
Astfel, daca aratam ca conditia (PS) este indeplinitd, atunci avem cel putin un punct critic.

Principiul variational al lui Ekeland introdus in [Ekeland, 1972, 1974] pentru functionale inferior semi-
continue pe spatii metrice este versiunea neliniard a teoremei lui Bishop—Phelps [Bishop si Phelps, 1963],
reprezentand un instrument util in construirea unui minimizant al functionalelor inferior semicontinue pe
spatii metrice complete. Principiul variational al lui Ekeland caracterizeaza de fapt completitudinea unui
spatiu metric si poate fi utilizat cu succes pentru a stabili existenta unui minimizant aproximativ si, utili-
zat Tmpreuna cu conditia (PS), functionala trebuie si-si atingd minimul. In functie de cadrul variational,
sunt cunoscute mai multe versiuni si extensii diferite ale acestui principiu, dintre care ne vom concentra pe
versiunea sa simetrica introdusa si demonstrata de [Squassina, 2012].

Este mai usoara determinarea punctelor de extrem ale functionalelor decat localizarea acelor puncte critice
care nu sunt minime sau maxime. [Ambrosetti gi Rabinowitz, 1973] au fost primii autori care au prezentat
o metoda pentru detectarea punctelor critice neextremale ale functionalelor diferentiabile continue, care nu
sunt marginite superior sau inferior. Datorita interpretarii lor geometrice, ne referim la aceste puncte critice
ca puncte de trecere montana. Pentru a detecta astfel de puncte critice, ei au propus o metoda minimax
care se bazeaza pe o lema de deformare si constda din doi pasi de baza, si anume dovada existentei unei
secvente (PS) si verificarea conditiei (PS). Teorema lor de trecatorii montane de altitudinii pozitive a fost

intens studiata si aplicata pentru a stabili existenta punctelor critice ale unor astfel de tipuri de functionale.




1 INTRODUCERE

[Pucci si Serrin, 1984, 1985] au dezvoltat o versiune mai slabi a teoremei, care se numeste teorema trecatorii
montane de altitudine zero, care poate fi utilizata pentru a demonstra existenta punctelor critice in cazul in
care creasta montana de separare are altitudine zero. O altd extensie importanta a teoremei se datoreaza
lui [Ghoussoub i Preiss, 1989], care pe langa faptul ca demonstreaza existenta punctelor critice, deriva si
informatii despre locatia lor. [Willem, 1996] a demonstrat o lem& de deformare cantitativda care poate fi
utilizata in constructia secventelor (PS) independent de conditiile lor de compactitate. Aceastd abordare
este mai generald decat cea originala si poate fi utilizatd pentru multe probleme in care conditia (PS)
esucazd. Pe baza principiului general de tip minimax al lui [Willem, 1996], [Schaftingen, 2005] a demonstrat
un principiu minimax simetric pentru functii continuu diferentiabile cu scopul de a obtine puncte critice
simetrice. Mai mult, el a folosit aceastd noud metoda pentru a studia proprietatile de simetrie ale solutiilor
ecuatiilor eliptice cu derivate partiale. In plus fata de aceste rezultate, teorema trecatorii montane are o
gama larga de aplicatii in cazul ecuatiilor neliniare cu derivate partiale — fara a oferi un studiu exhaustiv,
mentiondm aici, de exemplu, lucrarile [Ambrosetti gi Malciodi, 2007; Aubin gi Ekeland, 1984; Brezis si
Nirenberg, 1991; Jabri, 2003; Kristaly et al., 2010; Mahwin si Willem, 1989; Rabinowitz, 1986; Schechter,
1999; Struwe, 2008] si multe referinte din acestea. In ultimele decenii, diferite domenii ale teoriei punctului
critic au fost dezvoltate foarte intens si a devenit un cadru natural in mai multe domenii matematice moderne
cu aplicatii importante In mecanica, inginerie, biologie si economie.

O alta modalitate de a determina extrema functionalei este posibila utilizand teoria punctului fix, deoa-
rece multe aplicatii pot fi reformulate ca o problema de punct fix. In acest sens, trebuie sa definim conditii
suficiente care sa garanteze existenta punctelor fixe ale functionalelor si de asemenea, sa studiem natura
punctelor fixe obtinute, adica daca acestea sunt extreme sau nu. Datorita utilitatii sale, aplicarea teoremelor
de punct fix a devenit un instrument foarte popular in studierea existentei (si, in unele cazuri, a multipli-
citatii) solutiilor incluziunilor/ecuatiilor cu derivate partiale. Printre cele mai cunoscute teoreme de punct
fix, vom folosi atat alternativa lui Leray—Schauder [Granas si Dugundji, 2003], cét si o variantd a teoremei
de punctul fix a lui Krasnoselkii demonstrata in [Precup, 2012] pentru stabilirea existentei solutiilor in cazul
anumitor ecuatii neliniare cu derivate partiale descrise ca probleme Dirichlet cu operatori Finsler—Laplace.

Teza este dedicata studiului problemei neliniare

{ Lu € OF (z,u) i,
u=0 pe 09,

unde 2 este o multime dechisa a spatiului euclidian R™ (n € N>1), u : © — R este o functie suficient

de neteda, L poate corespunde operatorului diferential clasic Laplace, p-Laplace sau Finsler-Laplace, iar

F:Q xR — R este fie o functie continuu diferentiabila, fie doar o functie local Lipschitz.

In functie de tipul operatorului diferential L si de proprietitile functiei F, folosim metode de analizi
neteda sau neneteda prezentate mai sus pentru a demonstra existenta solutiei/solutiilor. Mai mult, in unele
cazuri, putem ori sa localizam solutiile, ori sa aratam ca au proprietati speciale precum invarianta lor fata
de simetrizarea de tip ,,spherical cap”.

La Inceput, vom oferi un scurt rezumat al notiunilor preliminare si rezultatelor teoretice existente, apoi
— prin combinarea metodelor variationale si topologice cu elementele fie ale teoriei punctelor ori critice, ori
fixe — in fiecare capitol ulterior al tezei vom studia existenta, multiplicitatea (in unele cazuri proprietatea de

simetrie) si localizarea solutiilor problemelor de tip (1.1) parametrizate diferit.

Pe langa acest capitol introductiv, teza consta din cinci capitole principale, structura si rezumatul carora

sunt prezentate mai jos.

e In Capitolul 2 rezumam notiunile preliminare de baza si rezultatele legate de fundamentele teoretice

al metodelor care vor fi prezentate in capitolele ulterioare ale tezei.




e Bazati pe articolul [Mezei, Molnér gi Vas, 2014] in Capitolul 3 la inceput — considerand o problema
semiliniard de incluziune eliptica — la inceput studiem cazul cand = B(0,1) este bila unitate in
spatiul euclidian RV (N € N>o), F': 2 xR — R este o functie local Lipschitz super-liniara in origine si
care indeplineste totodatd si o conditie de crestere subliniara la infinit, iar L = Apu = div (|Vu[P~2Vu)
este operatorul p-Laplace definit pe spatiul Sobolev Wol’p(Q) cup € (1,N) fixat. Apoi, in cazul in
care ) = RY (N € N>3), (X, || - || x) este un spatiu Banach reflexiv separabil cu dualul siu topologic
(X* - llx+), F: QxR — R este o functie local Lipschitz si A : X — X* este un operator potential,

ne ocupam cu o inegalitate hemivariationala.

Pe langa demonstrarea existentei solutiilor problemelor, utilizand atat versiunea simetrica a principiului
variational al lui Ekeland demonstrat de [Squassina, 2012], cat si forma nenetedd a versiunii simetrice
a principiului variational dezvoltat de [Schaftingen, 2005], studiem si proprietatea de multiplicitate a
solutiilor. Mai mult, dovedim o proprietate calitativa foarte importanta a acestora, si anume ca sunt

invariante fata de simetrizarea de tip ,,spherical cap”.
(Ol UIV QU o)

Contributiile noastre in acest capitol sunt: Teoremele 3.1, 3.2 si Lemele 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6,
3.7, 3.8.

e Capitolul 4 este dedicat studiului teoriei punctelor critice dezvoltatd de Schechter [1992, 1999]. Pe baza
articolului [Vas, 2015], in Sectiunea 4.1 la inceput demonstram un rezultat de tip Schechter pentru
puncte critice ale functiilor local Lipschitz definite pe o bild dintr-un spatiu Hilbert si prezentiam,
de asemenea, o aplicatie concreta a lui. Folosind teorema punctului critic de tip Schechter, dovedim
existenta unei solutii a problemei (1.1), cand Q este o multime marginits si deschisa in RY cu frontiers,
0Q de clasa C' , F : Q@ xR — R este o functie local Lipschitz si L = Au este operatorul clasic Laplace.
A doua parte a capitolului se bazeazi pe articolul [Lisei si Vas, 2016]. In Sectiunea 4.2, pentru a loca-
lizarea solutiilor problemelor care contin operatorul p-Laplace pe domenii marginite sau nemarginite,
aplicam versiunea neteda a teoremei de tip Schechter pentru punctele critice ale functionalelor de clasa
C! in spatii Banach.

[Ua U0 a0 [a V)

Contributiile noastre in acest capitol sunt: Teoremele 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 si Propozitiile 4.1, 4.2,
4.3.

e Capitolul 5 se bazeaza pe articolul [Lisei, Varga si Vas, 2018]. Dupéa un scurt rezumat al notiunilor si
proprietatilor preliminare, Sectiunea 5.2 prezinta cateva rezultate auxiliare care sunt necesare pentru a
deonstra afirmatiile principale ale Sectiunii 5.3 pentru cazul unei multimi conice intersectate cu o bila
intr-un spatiu Banach reflexiv local uniform convex. Mai precis, mentionam noua varianta: a lemei de
deformare; a versiunii marginita a teoremei generale de tip minimax a lui [Willem, 1996]; si a teoremei
trecatorii montane a lui [Ambrosetti gi Rabinowitz, 1973]. In Sectiunea 5.4 aplicim rezultatele discutate
anterior pentru a localiza doua solutii netriviale ale problemelor Dirichlet cu operatori neomogeni in
contextul spatiilor Orlicz—Sobolev. Capitolul se incheie cu trei exemple concrete ale problemei Dirichlet
considerate.

[Ula U0 a0 [Q V)

Contributiile noastre in acest capitol sunt: Propozitiile 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, Lemele 5.1, 5.2 si
Teoremele 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6.

e Capitolul 6 este bazata pe [Mezei si Vas, 2019] si studiaza rezultate de existenta si localizare pentru

dou#t probleme Dirichlet care implicid operatorul Finsler-Laplace, adici L = Apu. In cazul primei




1 INTRODUCERE

noastre probleme, pe baza rezultatelor din [Dinca et al., 2001], ardtdm existenta solutiilor in doud
moduri diferite: atat prin aplicarea metodei directe a calculului variational, cat si prin utilizarea
alternativei lui Leray—Schauder. Dupa ce, in cazul celei de-a doua probleme, prin utilizarea combinata
a inegalitatii lui Harnack si a teoremei de punct fix de tip Krasnosel’skii a lui [Precup, 2012] demonstram
un rezultat de existenta si localizare.

A0 /PR\

Contributiile noastre in acest capitol sunt: Lema 6.1 si Teoremele 6.1, 6.3, 6.7.

Rezultatele noastre

Teza este bazata pe articolele:

I. I. Mezei, A. E. Molnér and O. Vas, 2014. Multiple symmetric solutions for some hemivariational
inequalities, Studia Universitatis Babeg—Bolyai Mathematica, 59, No. 3, 369-384.
URL: http://193.0.225.37/download /pdf/877.pdf

O. Vas, 2015. A Schechter-type critical point result for locally Lipschitz functions, Mathematica, Tome
57 (80), No. 1-2, 117-125.
URL: http://math.ubbcluj.ro/~mathjour/articles /2015 /vas.pdf

H. Lisei and O. Vas, 2016. Critical point result of Schechter type in a Banach space, Electronic Journal
of Qualitative Theory of Differential Equations, No. 14, 1-16, IFs54 = 0.926, JCR4p16 Category:
Mathematics. Rank in Category: 73/311. Quartile in Category: Q1.

DOL: https://doi.org/10.14232/ejqtde.2016.1.14

H. Lisei, Cs. Varga and O. Vas, 2018. Localization method for the solutions of nonhomogeneous operator
equations, Applied Mathematics and Computation, 329, 64-83, IF5y15 = 3.092, JCRgyo15 Category:
Mathematics, Applied. Rank in Category: 14/254. Quartile in Category: Q1.

DOTI: https://doi.org/10.1016/j.amc.2018.01.031

I. I. Mezei and O. Vas, 2019. Existence results for some Dirichlet problems involving Finsler—Laplace
operator, Acta Mathematica Hungarica, 157 (1), 39-53, IF919 = 0.588, JCRgp19 Category: Mathe-
matics, Applied. Rank in Category: 233/325. Quartile in Category: Q3.

DOI: https://doi.org/10.1007/s10474-018-0894-8

Unele dintre rezultatele noastre au fost prezentate la urmatoarele conferinte stiintifice:

11** Joint Conference on Mathematics and Computer Science, May 20-22, 2016, Eger, Hungary;

Geometry and PDEs, June 13-14, 2017, West University of Timigoara, Romania.

Cuvinte cheie

functii local Lipschitz; principiul variational al lui Ekeland; conditia Palais—Smale; puncte critice de tip

Schechter; simetrizarea de tip ,,spherical cap”; lema de deformare de tip Willem; teorema trecatorii montane;

operatorul clasic-, p- si Finsler—Laplace; probleme de incluziuni si ecuatii eliptice; inegalitati hemivariationale;

teoreme de punct fix.



http://193.0.225.37/download/pdf/877.pdf
http://math.ubbcluj.ro/~mathjour/articles/2015/vas.pdf
https://doi.org/10.14232/ejqtde.2016.1.14 
https://doi.org/10.1016/j.amc.2018.01.031
https://doi.org/10.1007/s10474-018-0894-8

Multumiri

As dori sa-mi exprim recunostinta fatd de multi oameni care m-au ajutat in ultimii ani ai activitatii mele
de cercetare: as dori sa le multumesc conducatorului meu initial de doctorat, prof. dr. Gyorgy-Csaba Varga,
pentru tot sprijinul, energia si munca pe care le-a investit in mine in timpul studiilor mele si imi pare foarte
rau ca nu mai poate vedea ca eforturile sale au dat roade; de asemenea, sunt recunoscator conducatorului
meu final de doctorat, Prof. dr. Alexandru Kristdly, pentru ca m-a sprijinit si a facut tot ce a putut pentru
a ma ajuta sa-mi sustin teza; Sunt, de asemenea, recunoscator tuturor coautorilor conf. dr. Hannelore Lisei,
lect. dr. Hona-Ildiké Mezei si lect. dr. Andrea Eva Doka-Molnar pentru munca noastra comuna, fara ele,
rezultatele incluse in aceasta teza nu ar fi fost obtinute; De asemenea, doresc sa multumesc lui prof. dr.
Csaba Farkas pentru sfaturile sale profesionale care au imbunatatit munca mea.

As dori, de asemenea, si multumesc familiei si prietenilor pentru sprijinul, intelegerea si incurajarea lor
care m-au ajutat iIn momentele mai grele. Nu in ultimul rand, ii sunt recunoscator si lui Mané ca mi-a fost

alaturi in fiecare zi si noapte. :)




Notiuni si rezultate preliminare

Acest capitol este dedicat colectarii notiunilor preliminare de baza si a rezultatelor legate de fundamentul

teoretic al metodelor care sun folosite in capitole ulterioare.

2.1 Spatii Lebesgue

2.2 Spatii Sobolev

2.3 Spatii Orlicz-Sobolev

2.4 Elemente de calculul variational
2.5 Functii local Lipschitz

2.6 Simetrizare si polarizare




Solutii multiple si simetrice

ale catorva ecuatii hemivariationale

Pe baza articolului [Mezei, Molndr si Vas, 2014], acest capitol prezinta citeva rezultate de multiplicitate
pentru inegalititile hemivariationale definite fie pe bila unitate, fie pe intregul spatiu R . Folosind versiunea
simetricd a principiului variational al lui Ekeland introdusd de [Squassina, 2012] si o versiune nenetedd a
principiului simetric minimax al lui [Schaftingen, 2005], demonstram c& solutiile acestor inegalitati sunt
invariante fata de simetrizarea de tip ,,spherical cap”. In Sectiunea 3.1 studiem existenta solutiilor multiple
si simetrice ale incluziunii diferentiale semiliniare eliptice definiti pe bila unitate a spatiului RY, iar in

Sectiunea 3.2 ne ocupim cu o inegalitate hemivariationala definita pe intregul spatiul RV,

3.1 Prima problema

Fie Q = B(0,1) o bild unitate in R, F: @ x R — R o functie local Lipschitz, si p € (1, N) si A > 0 fii

parametrii fixate. Utilizand operatorul p-Laplace Apu = div(|Vu[P7?Vu), considerdm problema

—Apu+ |[ulP~2u € N9y F(z,u) in Q,
3.1.P

de incluziune diferentiald elipticd, unde 0,F(z, s) este gradientul generalizat al lui F' in punctul s € R in
raport cu a doua variabila.

Astfel de probleme provin din fizica, deoarece solutiile problemelor eliptice corespund anumitor stari de
echilibru ale proceselor fizice. Pentru a demonstra existenta solutiilor problemei (3.1.Py ), combindm metode
din calculul variational cu tehnici de simetrizare. [Schaftingen, 2005] a dezvoltat un cadru abstract pentru
simetriz&ri, bazandu-se pe care [Squassina, 2012] a formulat versiunile simetrice ale principiilor variationale
clasice. Au fost publicate multe lucrari legate de simetrizari, in care solutiile sunt functii simetrice radiale
[Squassina, 2011], sau axiale [Kristdly si Mezei, 2012], sau care au unele proprietati de simetrie in raport cu

anumite actiuni de grup [Farkas gi Mezei, 2013]. Mai mult, [Filippucci et al., 2015] au demonstrat existenta




3 INEGALITATI HEMIVARIATIONALE

mai multor solutii simetrice pentru unele probleme de valori proprii, iar [Farkas gi Varga, 2014] au obtinut
rezultate de multiplicitate pentru un model de sistem eliptic cvasiliniar in cazul functionalelor de clasa C?.

Scopul nostru este de a extinde rezultatele sus-mentionate pentru cazul functiilor local Lipchitz, prin
demonstrarea existentei solutiilor multiple si simetrice ale problemei (3.1.Py) in spatiul Sobolev W, ()
inzestrat cu norma sa standard.

Daca functia F' indeplineste conditiile:
max{l¢] : € € 9,F(x,5)}

1 li — 0
(Ck) i, o1 0;
F7 s oo |s[P=1 ’

(C3%) exista o functie ug € Wol’p(Q), ug # 0, astfel incat /F(x,uo(x))dm > 0;
Q

(C}) F(z,s) = F(y,s) pentru a.p.t. z,y € Q cu |z = |y| si pentru orice s € R;
(C%) F(z,s) < F(z,—s) ap.t. z € Q si pentru orice s € R_
putem afirma urmatoarea teorema de existentd si multiplicitate pentru problema (3.1.Py).
Teorema 3.1 ([Mezei, Molnér si Vas, 2014]). Dacd p € (1, N) este un parametru fixat, Q = B(0,1) o
bild unitate in RY si F : Q x R — R o functie local Lipschitz cu F(x,0) = 0 care indeplineste conditiile
(CE)-(C%), atunci:
(a) existd un numdr \p, astfel incdt pentru fiecare 0 < X < Mg problema (3.1.Py\) admite numai solutia
triviala;
(b) existd un numdr real A1, astfel incdt pentru fiecare X > A1 problema (3.1.Py) admite cel putin doud
solutii in WO1 P(Q), invariante fatd de simetrizarea de tip ,spherical cap”.

Obsevatia 3.1. Pentru p =3 functia F': Q@ x R — R,

x| (s* = 5%), Is| <1,

F(z,s)=
lz|In (s?), [s|>1

indeplineste conditiile (C})—(C%)

0

Figura 3.1: Graficul functiei (3.2).




3.2 A DOUA PROBLEMA

Definitia 3.1 (Solutii slabe ale problemei (3.1.Py)). O functie u € Wy'* () este o solutie slabd a problemei
(3.1.Py), dacd existd Ep € OyF (z,u(x)) pentru a.p.t. x € Q, astfel incdt

/Q (IVu(z)|P~2Vu(z)Vo(z) + [u(z) [P~ >u(z)v(z)) de = A /Q Ep(z)v(z)dz, Yo € WyP(Q).

Consideram functionalele I, F : WO1 Q) = R,
1
1) =+ [ (Va@P + u@P)ds s Fw) = [ Flau(a)de,
Q

Q

prin ajutorul cdrora se poate asocia problemei (3.1.Py) functionala de energie &) : WO1 P(Q) = R,

Ex(u) = I(u) — AF (u).
Obsevatia 3.2. Dacd multimea ) este mdrginitd, folosind [Motreanu si Panagiotopoulos, 1999, Teorema

1.3], avem

8]-'(u)C/QayF(x,u(:c))dw.

Astfel, punctele critice ale functionalei de energie €y sunt solutiile slabe ale problemei (3.1.Py). In consecintd,

in loc de cdutarea solutiilor problemei (3.1.P)), este suficientd sd gdsim punctele critice ale functionalei Ey.
Pentru aratarea existentei punctelor critice, putem sa folosim faptul ca functionala de energie &£, este
coercivi si indeplineste conditia (PS) nenetedi in Wy 7 (Q).
Lema 3.1 ([Mezei, Molndr si Vas, 2014]). Functionala de energie £\ este coercivd pentru fiecare A > 0,
adicd &\(u) — oo, cind Hu||W01,p(Q) — 00 pentru orice u € Wy (Q).
Lema 3.2 ([Mezei, Molnér gi Vas, 2014]). Pentru fiecare A > 0 functionala de energie £, indeplineste
conditia (PS) nenetedd.
Pornind de la versiunea simetricd [Squassina, 2012, Teorema 2.8] a principiului variational al lui Ekeland,

demonstrata de, putem formula urmatoarea lema pentru cazul functiilor local Lipschitz.

Lema 3.3 ([Mezei, Molnér si Vas, 2014]). Folosind notatiile V = LP(Q) si X = W, "P(2), presupune
ca (X,V,x, H, S) indeplineste conditiile din [Squassina, 2012, Definitia 2.1] cu proprietatea suplimentard
cd dacd (up), C WoP(Q) pentru care u, — u in LP(Q), atunci v’ — u* in LP(Q). Presupunem cd

D Wol’p(Q) — R este a functie local Lipschitz si marginitd inferior astfel incat
d(u) < ®(u), Yue S, VH € H,,

si pentru fiecare u € Wy P(Q) existd € € S pentru care ®(€) < ®(u).
Daca functionala ® indeplineste conditia (PS)inte, atunci existd o functie v € Wol’p(Q) astfel incat
O(v) =inf & si v =v* in LP().

Lema 3.4 ([Mezei, Molnér si Vas, 2014]). Functionala de energie €\ indeplineste inegalitatea
E,\(uH) < Ex(u).

Rezultatele de existentd si multiplicitate ale Teoremei 3.1 pentru problema (3.1.P)) pot fi demonstrate
prin utilizarea proprietatiilor functionalei de energie £, precizate mai sus si totodata prin aplicarea versiunii

simetrice a principiului variational [Schaftingen, 2005, Teorema 3.5] adaptata functiilor local Lipschitz.

3.2 A doua problema

Fie 2 = R¥ si consideram spatiul real Banach (X, || - || x) separabil si reflexiv impreuns cu spatiul siu dual
(X*, | - [|x+). In plus, fie p € [2, N) fixat si s& notam cu p* = NN—_’; exponentul critic Sobolev.

C9 )
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Impunem spatiului X urmaétoarele conditii:

(Cﬁ() presupunem ca scufundarea X < L" (RN ) este continud cu constanta C,. pentru r € [p, p*];

(Cg() presupunem ca scufundarea X < L" (RN) este compacta pentru r € (p, p*).
Fie F : O x R — R o functie local Lipschitz care indeplineste conditiile (C}), (C%) si (C%) sa fie
indeplinite. In cele ce urmeaza, nu avem nevoie de (C%), dar presupunem ca:
(CL) existii o constanti pozitivi ¢ si r € (p, p*) pentru care [€] < ¢(|s[P~L +|s|71), Vs € R, £ € Oy F(x,s) si
a.p.t. z € RY; si
(C2) in loc de conditia (C%), exista g € (0,p), v € (p,p*), a € L7 (RN) si 8 € L*(RY), astfel incat
F(z,8) < a(2)|s|? + B(2), Vs € Rsiap.t. z€ RV,

Obsevatia 3.3. Cand Q2 = B(0,1) (asa cum a fost in cazul primei noastrd problemd (3.1.Py) ), putem deduce
presupunerea ((N]jlp) folosind conditiile (C}p) st (C%), dar cand Q = RN (asa cum este in sectiunea curentd),
conditia (6}?) este necesard.

De asemenea, consideram operatorul potential A : X — X* cu potentialul ¢ : X — R, adicd a este
Gateaux-diferentiabila si totodata

lim aluttv) - au) = (A(u),v), Yu,v € X,
t—0 t

unde (-, ) este dualitatea Intre spatiile X* si X. Pentru un potential intotdeauna presupunem ca a(0) = 0.
In plus, presupunem ca A indeplineste urmatoarele conditii:

(C}A) A este semicontinuu, adici, A este continuu pe liniile segmente in X si X* inzestrat cu topologia slaba;
(CE‘) A este omogen de grad p — 1, adica, A(tu) = tP~*A(u), Yu € X, Vt > 0;
(C%) A este un operator strict monoton, adica, exista o functie continua 7 : [0,00) — [0, 00) care este strict
pozitiva pe (0, 00), in plus 7(0) = O,tlim T(t) = oo si
— 00

(A(u) = A(v),u =) > 7(|lu = vl x)[lu - vlx, Yu,v € X;

(C%) a(u) > c||ul% pentru orice u € X, unde ¢ > 0 este o constant;
(C%) a(u?) < a(u) pentru orice u € X, unde uf este obtinutd prin polarizarea functiei w.

Obsevatia 3.4. Conditiile (CY) si (C%) implicd faptul cd a(u) = %(A(u),u>.

A doua noastra problema este formulata dupa cum urmeaza: se cauta functia u € X astfel incat

(Au,v) + /]RN By (z,u(z); —v(z))dz > 0, Vv € X,

unde F] noteaza derivata directionald generalizata a lui F' in a doua variabila.

In aceste conditii, putem afirma cel de-al doilea rezultat principal referitor la existenta si multiplicitatea
solutiilor problemei (3.6.P).
Teorema 3.2 ([Mezei, Molnar si Vas, 2014]). Presupunem cd p € [2,N) este fivat. Fie Q = RN, F :
QxR = R o functie local Lipschitz si fie A : X — X* un operator de potential astfel incdt conditiile
(Ch)—-(Ch), (Ck)-(C%), (Ck), (CL)~(C2) i (C})-(C%) sunt indeplinite. Atunci, existi Ay > 0 astfel
incdt pentru fiecare X > Ay problema (3.6.P)\) admite doud solutii netriviale, care sunt invariante fatd de

simetrizarea de tip ,spherical cap”.

Consideram functionala F:X >R,

Flu) = /R P, u(w))dz




3.2 A DOUA PROBLEMA

si functionala de energie Ay : X — R,
Ax(u) = a(u) = AF(u)
asociatd problemei (3.6.Py).

Obsevatia 3.5. Folosind [Kristdly si Varga, 2004, Propozitia 5.1.2], datoritd conditiei (é},), avem inegali-
tatea

F(u;v) < F)(z,u(z);v(z))dz.

RN

Astfel, punctele critice ale functionalei de energie Ay sunt solutiile slabe ale problemei (3.6.Py).

Similar cu cazul problemei anterioare, pentru aratarea existentei punctelor critice, putem sa folosim
proprietatea de coercivitate a functionalei de energie Ay si faptul ci A, indeplineste conditia (PS) pentru
fiecare A > 0.

Lema 3.5 ([Mezei, Molnar si Vas, 2014]). Dacd conditiile (C2) si (C%) sunt indeplinite, atunci functionala

de energie Ay este coercivd pentru fiecare A > 0, adicd, Ax(u) — 0o, cand ||ul|x — oo pentru orice u € X.

Verificarea urmétoarei lema este similard cu demonstratia afirmatiilor din Lema 3.2 si [Kristély si Varga,
2004, Teorema 5.1.1].

Lema 3.6 ([Mezei, Molndr si Vas, 2014]). Pentru fiecare X > 0 functionala de energie A indeplineste
conditia (PS).

Lema 3.7 ([Mezei, Molnér si Vas, 2014]). Dacd conditiile (C%)f(CSF) 8% (Cfﬁl) sunt indeplinite, atunci

Ar(uf) < Ax(u), Yu € X, VH € H,.

3.2.1 Un caz particular

Aceastd subsectiune prezintd un caz particular al problemei (3.6.Py) studiate anterior.
Fie V : RY — R o functie care indeplineste urmitoarele conditii:
(Ch) Vo= Iiérﬁ@% V(z) > 0;
(C}) meas ({z e RN : V(z) < M}) < o0, VM > 0;
(CV) V(z) <V(y), Yo,y € RN cu fz| < [yl.
Spatiul
H = {u e w2 (RY): / (IVu(z)]? + V(z)u*(z)) dz < oo}
RN

inzestrat cu produsul scalar
(u,v) = / (Vu(z)Vu(x) + V(z)u(x)v(x)) dx
RN
este un spatiu Hilbert si, datoritd [Bartsch si Wang, 1995], stim c& este scufundat compact in L* (RN ) pentru
s €[2,2%).

De asemenea, putem afirma un caz particular ale problemei (3.6.P)): se cautd functia pozitivd u € H,

astfel Incat

° ;— > . 10.P5
/]RN (Vu(z)Vo(x) + V(z)u(z)v(z)) de + o F)(z,u(z); —v(z))dz > 0, Vv € H 3.10.P;
Lema 3.8 ([Mezei, Molnér si Vas, 2014]). Dacd F : RN x R — R indeplineste conditiile (C}), (C%),

(CH)-(C%) si (C})—(CY), atunci existd doud solutii netriviale ale problemei (3.10.PY), invariante fatd de

stmetrizarea de tip ,spherical cap”.




Rezultate de tip Schechter pentru puncte critice

In acest capitol ne concentrim pe teoria punctelor critice dezvoltatd de [Schechter, 1992, 1999]. Dintre
metodele prezentate in [Schechter, 1999], ne vom ocupa de cele care sunt legate de existenta unui minimizant
pentru functionale de clasd C! definite pe o bils inchis& a unui spatiu adecvat Hilbert sau Banach.

[Precup, 2009, 2013] studiazi teoremele punctelor critice de tip Schechter pentru functionale de clasa C'*!
definite pe o bila inchisa, pe domenii inelare conice intr-un spatiu Hilbert. Folosind principiul variational al
lui Bishop—Phelps, [Precup, 2013] d& o noud demonstratie a teoremei lui Schechter pentru extreme.

Pe baza principiului variational al lui Ekeland, in [Lisei gi Vas, 2016], am imbunatatit rezultatele de tip
Schechter sus-mentionate pe o bila inchisa, obtinute de Precup pentru multimi de nivel si multimi inelare
conice in spatii Banach reflexive si local uniform convexe. Rezultatele sunt aplicate pentru localizarea
solutiilor ale unor probleme care contin operatorul p-Laplace pe domenii atat marginite, cat si nemarginite.
Apoi, in articolul [Vas, 2015], am extins rezultatele de tip Schechter ale lui Precup pentru functiile local
Lipschitz definite pe o bila inchisa a unui spatiu Hilbert si, pentru a ilustra aplicabilitatea rezultatului nostru,
am prezentat o problema de incluziune.

Din rezultatele noastre sus-mentionate, in Sectiunea 4.1 prezentam teorema punctului critic de tip Schech-
ter pentru cazul functiilor local Lipschitz, precum si o aplicatie concreta a acesteia. Ulterior, in Sectiunea 4.2
ne ocupam de teorema punctului critic de tip Schechter pentru functionale de clasd C' in spatiile Banach,

subliniind aplicabilitatea teoremei prin prezentarea a doua aplicatii.

4.1 Un rezultat de tip Schechter pentru punctele critice ale functiilor

local Lipschitz

Aceasta sectiune discuta un rezultat de tip Schechter pentru punctele critice ale funtiilor local Lipschitz
definite pe o bila a unui spatiu Hilbert.

Fie (X, (-,-)) un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar (-, -) si norma ||| x = 1/{-, ). Consideram bila
inchisd X .= {z € X : ||z|y < R} cu centrul in origine si raza R > 0 din spatiul X si sfera corespunzitoare
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0Xpr ={x € X : ||z||y = R}. Folosind aceste notatii, rezultatul principal al sectiunii poate fi formulat dupa

culn urmeaza.

Teorema 4.1 ([Vas, 2015]). Fie F : Xg — R o functie local Lipschitz, care este mdrginitd inferior. Existd

un $ir (zn)n C Xg, astfel incat F(x,) — inf F(Xg) = inf F(z) si una dintre urmdtoarele doud situatii
z€EXR
este valabila:

(a) Ap(zp) = 0;

(0) ||lznllx = R, (w}, xn) < 0 pentru orice n si wy, € OF (xy,), st Apaxy(Tn) = 0,

unde OF (x,,) este gradientul generalizat al functiei local Lipschitz F si

. . 1 « *
AFoxg(Tn) = inf {w ~ B <w xn>Axn cw* e 8F(:cn)} .

Daca in plus (z*,x) > —a > —oo pentru orice x € 0Xp si v* € OF(x), si totodatd F' indeplineste o
conditie de compactitate de tip (PS) tmpreund cu conditia de frontierd

" 4+ pAx #0, Ve € 0Xg, Yu >0,

atunci existd x € X g, astfel incat
F(z)=inf F (Xg).

4.1.1 O aplicatie

Aceasta subsectiune prezinta o aplicatie concreta a Teoremei 4.1 de tip Schechter pentru puncte critice.

Fie Q un domeniu mirginit in RY (N € Nsj), cu frontierd 9Q regulatid de clasi C'. Consideram
1
3
spatiul Sobolev W, *() inzestrat cu norma [l 2q) = </ Vu(z))? dx) si notdm cu W—12(Q) dualul
Q

topologic al spatiului (W012(Q)) .

Datoritd teoremei Rellich-Kondrachov, scufundarea W, ?(Q) < L9() este compactii pentru orice q €

(1, 2% = %) si exista o constanta C; > 0, astfel incat

[ll oy < Co llullyr 2y » Y € Wo?(9).

Consideram functia Carathéodory F': 2 x R — R care indeplineste conditiile:

(a)
(0)
(c) F(-0) € L'(Q);

si de asemenea, presupunem ca conditia de crestere

F(-,u) este masurabild pentru fiecare u € R;
F(z,-) este local Lipschitz pentru fiecare = € ;

12| < a(z) 4+ b(x) |y|*", Vz e d,F(x,y), (r,y) € QxR

este satisfacuta, unde a € LQ%I(Q) si b € L°°(Q) sunt functii pozitive, iar g € (1, 2% = %)

In conditiile de mai sus, consideram problema neneteda Dirichlet de incluziune

—A F .p.t. Q
{ u € OyF(z,u) apt. zeQ, 1P

u=20 pe 09,

Reamintim notatiile

Xp = {u €Wy ?(Q) HUHWJ'Q(Q) = R}

si
OXp = {u € Wo () : |ullwpzq) = R}‘
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Definitia 4.1 (Solutii slabe ale problemei (4.4.P)). O functie u € WOI’Q(Q) este o solutie slabd a problemei
(4.4.P), dacd existd wr(x) € OyF(x,u(x)) pentru a.p.t. € Q, astfel incdt

/ Vu(z)Vo(z)de = / wp(z) - v(z)dz, Yo e Wy 2 ().
Q Q

Fie £ : W, 2(Q) = R,
E(u) = %/Q|Vu(x)|2dx—/QF(x,u(x))dx

functionala de energie asociati problemei (4.4.P), ale cdrei puncte critice sunt solutiile slabe ale problemei
(4.4.P).

Propozitia 4.1 ([Vas, 2015]). Dacd R > 0 este solutia inegalitdtii

R = Cf bl yoe o B~ > Cy lall oy o

in R, atunci
(w* u) + p - (Au,u) # 0, Yu* € 0E(u)

pentru orice p > 0, unde u € 0Xg.

Folosind conditiile Propozitiei 4.1 si Teorema 4.1 de tip Schechter pentru puncte critice, putem formula

urmatorul rezultat.
Teorema 4.2 ([Vas, 2015]). Dacd alegem R > 0 sd fie solutia inegalitdtii

-1
R = C3 [l ey B > Cy lall 2, o

in R, atunci problem (4.4.P) admite o solutie slabd u € X r, care minimizeazd pe £ pe X g.

4.2 Un rezultat de tip Schechter pentru puncte critice in spatii Banach

Pe baza articolului [Lisei si Vas, 2016], aceastd sectiune prezintd doud aplicatii ale teoremei [Lisei si Vas,
2016, Teorema 3.1] de tip Schechter pentru punctele critice ale functionalelor de clasia C! in spatiile Banach.
In ambele exemple, teorema va fi utilizatd pentru a localiza solutiile unor ecuatii diferentiale partiale care
contin operatorul p-Laplace, in cazul primei probleme vom lucra pe domenii marginite, iar in cazul celei de-a

doua probleme pe domenii nemarginite.

4.2.1 Primul exemplu

Fie Q un domeniu méarginit in RY (N € N>3) cu frontiera continua Lipschitz si fie p € (1,00) fixat. Con-
sider&m spatiul Banach (Wol’p(Q), Il - HW&”’(Q)) uniform convex si neted cu dualul siu topologic W~1%'(Q)
uniform convex.

Datoritd teoremei Rellich-Kondrachov, scufundarea W, (Q) < L4(f) este compacti pentru g € (1,p*)

Np

(unde p* = g dacd p < N, respectiv p* = oo, dacd p > N), prin urmare exista C,; > 0, astfel incat

lull Loy < Collullyr gy, Yu € We™(Q).

Fie J, : Wy () — W1 (Q) functia de dualitate corespunzitoare functiei de normalizare @(t) =t~
t € Ry sisd considerdm functia J : W12 (Q) — WyP(Q), J = J; . Datorita [Dinca et al., 2001, Teorema

T o . v . o . v A~ — /
5], J este marginita, continud si monotona, in plus, pentru fiecare w € W17 () avem

(w, Juy = 7" (ol ol si 1wl = ¢ (0l -
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De asemenea, consideram operatorul p-Laplace —A,, : WOIP(Q) — W‘lvf’,(Q)7

(—Ap(u),v) = /Q \Vu(z)[P~2Vu(z) Vo(z)dz, Yu,v € WyP(Q).

1
Functionala H : W, *(Q) — R definita prin H(u) = f||u||€V17p este continuu Fréchet-diferentiabila in
P 0

)
W, P(Q) si H' = —A,,. Deoarece operatorul —A, este functia de dualitate J,,, avem ci H' = J,,, vezi [Dinca

et al., 2001, Teoremele 7 si 9]. In acest exemplu vom folosi din nou notatiile

_ 1
. 1,p . P
Xp = {u €Wy () s llull 1o g < R}
si

1
0XR = {u e WiP(Q) : EHUHZ‘:VULP(Q) = R} .

Presupunem cd f : Q x R — R este o functie Carathéodory, astfel incat f(z,0) # 0 pentru a.p.t. = €

si, de asemenea, indeplineste conditia de crestere
£(2,5)] < a(@)|sl?™! + b(a), Yo € Q, 5 €R,
unde a € L®(Q) sib € LQ%I(Q) sunt functii pozitive, iar ¢ € (1,p*). Operatorul Nemytskii Ny : WOI’I’(Q) —
W12 (Q) asociat lui f este
Ny (u) (z) = f(z,u(z)).
In conditiile de mai sus, avem N(WeP(Q)) < N;(LI(Q)) € LTT(Q) = (L4(Q))* — W12 (Q) si Ny este
o functie continud care transforma multimile marginite in multimi marginite (vezi [Goldberger et al., 1992]).
Folosind operatorul p-Laplace, consideram problema Dirichlet

{ —Ayu = f(z,u) apt. x€Q, 4.10.P

u=20 pe 0N.

Definitia 4.2 (Solutii slabe ale problemei (4.10.P)). O functie u € Wy P (Q) este o solutie slabd a problemei
(4.10.P), daca

/ V()P 2 Vu(e) Vo(z)de = / o u(@)o(e)de, Yo € WEP(Q). 211
Q Q

Fie £ : W, P(Q) — R,
— 1 p
5(u)—§|\ullwol,p(m —/Qh(x,u(m))dx 210

t
functionala de energie asociatd prolemei (4.10.P), unde h : @ x R — R este h (x,t) = / f (z, s) ds. Datorita
0

[Goldberger et al., 1992, Teorema 7], in acest caz avem ci
&' (u) = H' (u) — Ny (u).

Mai mult, punctele critice ale functionalei de energie £ sunt solutiile ecuatiei (4.11) si, in consecinta, solutiile
slabe ale problemei (4.10.P).
Acum, formulam céateva conditii pentru R: notam cu C o limitd superioard pentru constanta Cj si
presupunem ca una dintre urmaétoarele trei conditii este indeplinita:
(C}%) daca p > ¢, atunci fie R > 0 solutia inegalitatii
p=1 9=p g=1 1=p
Rv > 0w allie@B 7 +Cp o bl 2y

in R;

)
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(C%) daca p = ¢, presupunem ca 1 > C?|a| 1= (o) si fie R astfel incat

1-p o1
Cp 7 bl z2r ) \

1 = C?|lal| L~ ()

R >

)

(C%) daca g > p, presupunem ci 1 > Cip'F” llall £os () + CpliTp ||bHL%(Q) si fie R > 0 solutia inegalitatii

B2 ot — =
R Clp 7 llallz=@R 7 > Cp 7 [bll 2y

in R.
Propozitia 4.2 ([Lisei si Vas, 2016]). Dacd R indeplineste una dintre conditiile (C})—(C%,), relatia
E'(u) + pH'(u) #0, Yu >0, u € 0Xgr
este satisfacutd.

Propozitia 4.3 ([Lisei si Vas, 2016]). Presupundnd cd R indeplineste una dintre conditiile (C}{) 7(C3R),
functionala € satisface urmdtoarea conditie de compactitate (PS): dacd (uy)n este un sir din X g astfel incat
una dintre urmdatoarele afirmatii este valabild

(a) & (upn) — 0 dacd n — oo;

(b) pentru fiecare n € N avem cd H(uy,) = R, (H'(uy), JE (un)) <0 si

(S’(un), un)

5’(’1“1) - <H'(Un), Un>

H'(up) — 0 as n — oo,

atunci (up), admite un subsir convergent.

Pentru a localiza solutiile problemei (4.10.P), aplicdm versiunea noastrd netedd a teoremei de tip Sche-

chter pentru punctele critice, vezi [Lisei gi Vas, 2016, Teorema 3.1].

Teorema 4.3 ([Lisei si Vas, 2016]). Presupundnd cd R indeplineste una dintre conditiile (C}?) f(C%),

problema (4.10.P) admite o solutie slabd u € X r, care minimizeazd € pe X g.

Studiem situatiile in care cea mai buna constantd Sobolev C,; admite o estimare superioara, care poate

/|Vv(sc)|pdx
Notand cu A\, (Q) = min R
VEWIP(Q)\ {0} / ()P

)

fi calculata dupa cum urmeaza.
prima valoare proprie a operatorului p-Laplace, avem

inegalitatea

1
lullze @) < s7en

P 1.p
Lr(@) = 3 () ||UHW01,;;(Q)7 Vu € Wyt (Q).

1

Prin urmare, cea mai buni constanti de scufundare de Wy ?(Q) < LP(Q) este C, = (ﬁ) ", in timp
P

ce pentru ¢ < p cea mai buni constanta de scufundare de VVO1 P(Q) — LI(Q) indeplineste inegalitatea
1

Cy < [elkza (m); datorita inegalitatii lui Holder, unde || noteazi masura Lebesgue, adicd, volumul
N-dimensional al multimii Q. Pentru a obtine limite superioare pentru constanta C, (¢ < p), trebuie sa
determindm limite inferioare pentru prima valoare proprie A,(2).

Datorita inegalitatii lui Faber-Kahn [Bhattacharya, 1999, Teorema 1], avem ca A,(2) > A,(Q2*), unde
Q* noteaza bila N-dimensionalad centrata in origine, volum careia coincide cu masura Lebesgue a lui €2, in

consecintd, are raza r = # (|Q|F (% + 1))%-
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P
Folosind [Lefton si Wei, 1997], pentru bila Q* C RY cu raza r avem inegalitatea \,(2*) > (%) , prin

urmare, cea mai buna constanta Sobolev C), are estimarea superioara

e (o ()

2~

si pentru g € (1,p) avem

N ~
C AP (= +1 .
= e (R (3 0)
In cazul unidimensional dacid Q@ = (0,7) C R, atunci prima valoare proprie este (vezi [Drabek si
P
Manésevich, 1999]) A, () = (p — 1) (TPWT(W)) , In consecinta
Tpsin (3)
¢, = 2\s)
2r(p—1)»

Din inegalitatea optima a lui Poincaré (vezi [Talenti, 1976, p. 357]) aplicatd pentru Q@ = (0,7) C R,
€ (1,00), q € [1,00) si u € Wy P(Q), obtinem ci inegalitatea
lull oy < Collullyao e
este Indeplinitd cu constanta de scufundare
Titw

Co = 101
23(57?

—
)
’G\
N~—
Q=
LS
3
—
S|
_|_
=
=
=
Q=

unde p’ = -5 si B este functia beta a lui Euler.

4.2.2 Al doilea exemplu

Pentru p € (1, 00) fixat, definim subspatiul inchis
Whe (RY) = {fue Wh? (RY) :u(z) = u(a’), V z,2’ e RN ¢ |2| = ||}

al functiilor radial simetrice ale spatiului Banach WP (RN ) separabil, reflexiv, uniform convex si neted,

Inzestrat cu norma

P

[ullw e ey = /(lVU(:ﬂ)l”+ |u(z)|P) dx 413

RN
indusa de norma lui W1? (RN). Atunci, WP (RN) este uniform neted si dualul sau topologic (er’p (RN))*
este uniform convex.

Fie J, : W}h» (RN ) — (W,}’p (RN ))* functia de dualitate corespunzatoare functiei de normalizare (t) =
tr=1, t € Ry (vezi [Chabrowski, 1997, Propozitia 2.2.4]). In conditiile de mai sus, functia de dualitate J,

indeplineste proprietatiile

ITullwe@yy =@ (lullwines)) s (Tou,w) = [|Tpullwroey) lulwr @)

pentru orice u € W (RY). In plus, functionala H : WP (RY) = R, H(u) p||u\|%11p(RN) este convexa
si Fréchet-diferentiabili cu H' = J,,. De asemenea, consideram J : (WP (RY))" — W}hr (RN), J = J 1.
Datorita [Lions, 1982, Théoreéme II.1], scufundarea Wl”’(RN — L9 ( ) este compacta pentru q €

(p,p*) (unde N € Nsq, p* = Np dacd p < N, respectiv p* = oo, dacd p > N) si existd cea mai bund
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constanta de scufundare C; > 0, astfel incat
lullzoany < Collullwr gy, Yo € WP (RY). 414
Fie f : RY x R — R o functie Carathéodory, astfel incat f(z,0) # 0 pentru a.p.t. x € RY si care
indeplineste conditia de crestere
[F(2,)] < alw)[s["" + b(a), V(r,s) € RV xR,

unde a € L (RY) si b € Lot (RY) sunt functii pozitive, ¢ € (p,p*), iar f(z,-) = f(/,-) pentru orice
z,2' € RY astfel incat |z| = |2/| (adica, f este radial simetric in prima variabila).

Folosind operatorul p-Laplace, consideram problema

— Apu+ |[ufP"2u = f(z,u) apt. zeRYN. 4.15.P

Definitia 4.3 (Solutiile slabe ale problemei (4.15.P)). O functic u € W' (RY) este o solutie slabd a
problemei (4.15.P), dacd egalitatea

/ |Vu(x) [P~ 2Vu(z)Vo(z) + [u(@) P~ 2u(z)v(z)ds = / flz,u(x))v(z)d 4.16
Q Q
este indeplinitd pentru orice v € WP (RN).
Definim operatorul Nemytskii Ny : W2 (RN) — (W' (RV))" prin Ny (u) (z) = f(a, u(z)). Fie & :
Wh? (RY) — R functionala de energie asociatd problemei (4.15.P) definitd prin
1
E(u)=- Hu||€v1,p(ﬂ) —/ h(z,u(z))dz, 4.17
p RN

¢
unde h: Q x R — R este h(x,t) = / f (z,s)ds. Prin urmare, avem
0
&€ (u) = H' (u) — Ny (u).

Fie G = O (RN ) multimea tuturor rotatiilor pe RY, elementele cireia il lasia pe RY invariant, adica
g(RY) = RY pentru orice g € G. Se observi, ca G induce o actiune liniard izometrica pe spatiul W1 (RN )
prin formula

(gu)(z) =u(g'z), g€ G, ue WH (RY) apt. zeRN.

O functie ¢ € WP (RN) este G-invarianta daca
d(gu) = p(u), Vg € G, uec WhP (]RN) )

Wh? (RN) este de fapt multimea punctelor fixe a lui W' (RY) sub G si norma (4.13) este G-invarianta in
We (RY).

Pe baza atat a ipotezelor stabilite pentru functia f, cat si a observatiei de mai sus, functionala de energie
€ este G-invariantd, prin urmare, folosind principiul simetriei critice [Palais, 1979], fiecare punct critic a lui
€ este totodata si o solutie a problemei (4.16).

Considerand multimea
N 1,p N 1 P
Xp=que W " (RY): ;)HUHWLP(RN) skes
urmatorul rezultat poate fi demonstrat similar cu cazul exemplului nostru anterior din Sectiunea 4.2.1.

Teorema 4.4 ([Lisei si Vas, 2016]). Presupundnd cd R indeplineste una dintre conditiile (C}?) 7(03’?),
functionala £ admite un punct critic w € X g, care minimizeazd £ pe X g. In plus, acest punct critic este

totodatd o solutie slabd a problemei (4.15.P).
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Prezentam situatii in care constanta Sobolev C, admite o estimare superioara, care poate fi calculata

dupa cum urmeaza.

Datorita [Talenti, 1976], avem rezultatul urméator: pentru p € (1, N) si p* = NN—_pp inegalitatea

1
[ull o vy < Cr (/RN |Vu(x)|pdx> ’ , Yu e Whe (RY)

este indeplinitad, unde

2|~

Cr

B ﬁljvi (ﬁ__lpy; T

—
—
sz
~—
—
—
[
+
=
|
=2
~—

In consecinta,
ull Lo+ mvy < Crllullwre@yy, Yu € whe (RY).

Pentru orice g € (p,p*) exista § € (0,1), astfel incat ¢ = Op + (1 — 0)p*, prin urmare, folosind inegalitatea

lui Holder, pentru fiecare u € WhHpP (RN) obtinem, ca

0 1-0)p* Ng(i-1
< 2 gy el 20220 < O e,

||UHqu(RN L?(RN) Lr™ (RN) = (RN)*

Astfel, constanta Sobolev C, are estimarea superioara

11 N
ngclg(p q)7 q€ (p7]\7pp>, p € (1,00).




O metoda de localizare a solutiilor

ale unor ecuatii cu operatori neomogeni

Acest capitol este bazatd pe articolul [Lisei, Varga si Vas, 2018]. Dupi un scurt rezumat al notiunilor
si proprietatilor preliminare, Sectiunea 5.2 prezinta cateva rezultate auxiliare care sunt necesare pentru a
demonstra declaratiile principale ale Sectiunii 5.3 in care discutam noua varianta: a lemei de deformare si a
versiunii marginita a teoremei generale de tip minimax a lui [Willem, 1996]; a teoremei trecitorii montane
a lui [Ambrosetti si Rabinowitz, 1973]; si a principiului variational al lui Ekeland [Ekeland, 1974] pentru
cazul unei multimi conice intersectate cu o bila intr-un spatiu Banach reflexiv, local uniform convex si neted.
In cele din urm4, in Sectiunea 5.4 aplicam rezultatele noastre pentru a localiza doua solutii netriviale ale

problemelor Dirichlet cu operatori neomogeni in contextul spatiilor Orlicz—Sobolev.

5.1 Notiuni preliminare

Consideram spatiul real Banach (X, || - || x), dualul sdu topologic X* si notdm cu (-, -) dualitatea dintre X*
si X.

De asemenea, consideram operatorul J, : X — P(X*),
Jor ={a" € X : (a",z) = ¢ ([lz]x) [lzllx, [7]x = e (lz]x)}, = € X,

care este functia de dualitate corespunzatoare functiei de normalizare .

In continuare, presupunem, ci:

(C&) X este un spatiu Banach local uniform convex, reflexiv si neted.

Deoarece X este neted, avem card (J,x) = 1, datorita [Cioranescu, 1990, Corolarul 4.5, p. 27]. Prin
urmare, J, : X — X* si avem ci (Joz,2) = ¢ (||z]lx) [|zllx si [|[J,z]x = ¢ (|z]lx). In aceste conditii,
prin intermediul [Dinca si Matei, 2007, Teorema 5], functia de dualitate J,, este bijectiva si inversa sa Jy 1
este marginita, continua si monotona. Mai mult, folosind izomorfismul canonic x : X — X** si functia de

dualitate J7_, : X* — X** corespunzatoare functiei de normalizare !, avem cd J ! = X_l‘];—l'




5.2 REZULTATE AUXILIARE

Consideram functia J : X* — X definitd prin J = Jo L care datoritd rezultatului de mai sus este

marginita, continua si monotona. In plus, avem ca
(w, Jw) = 7" (Jwllx) Jw]x st |Jwllx = ¢~ (Jwllx), Yw e X™.

t
Pentru functia de normalizare ¢ : R4 — R4 vom folosi notatia W(t) := / ©(s)ds, care este o functie con-
0

vexd, datoritd [Cioranescu, 1990, Lema 4.3]. Deoarece X indeplineste conditia (Ck), folosind [Cioranescu,
1990, Corolarul 4.5], avem

d
S+ tyllx)|_ = pay), Yoy € X,

In consecinti, derivata Géteaux a lui # € X — ¥(||z]/x) € R in directia y € X este

(O (2l x),y) = (Joz,y), Yo,y € X.

De asemenea, presupunem ca:

(C%) functia de dualitate J, : X — X* este continua.

Obsevatia 5.1. Datorita [Cioranescu, 1990, Corolarul 5.3, p. 77], dacd X* este local uniform convex si X
este reflexiv, atunci J, este continud. In cazul aplicatiilor noastre pe care le-am studiate, este mai usoard
sa aratam proprietatea de continuitate a functiei de dualitate J, decdt sa demonstram proprietatea local
uniform convexd a spatiului X*, deci avem nevoie de condita (C}) In acest fel totodata putem sa evitam
teoremele care presupun renormart echivalente, deoarece avem mnevoie de expresia concretd si de anumite

proprietati ale functiei de dualitate in aplicatiile noastre.

Fie K C X, K # {0} o multime conicé a lui X, adic, este o multime convexd inchisa astfel incat Au € K

pentru fiecare u € K si A > 0. Pentru R > 0 introducem notatiile
Xp={ze€eX:|u|lx <R}, Xp={rec X :|ul|lx <R}

si
Kp={r e K :|ul|x <R}, 0Kr={z € K:|u||x = R}

Consideram o submultime S C K si pentru un p > 0 fixat sa fie
S, ={z € K :dist(z,S) = inf{|lz —y||x : vy € S} < p}.

o p-vecinatate a lui S. Considersim functionala E : X — R de clasa C, si pentru orice a,b € R astfel incat

a < b definim multimile
E,={zteKr:E(x)>a}, B> ={zecKgp:E(z)<b}

si
E':={x € Kgr:a< E(x) <b}.

5.2 Rezultate auxiliare

Aceasta sectiune prezinta cateva rezultate auxiliare, care joaca un rol important in demonstrarea rezultatelor

noastre principale pentru cazul unei multimi conice intr-un spatiu Banach.

Propozitia 5.1 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd conditia (CX) este indeplinitd. Fie o si 0
numere reale astfel incdt 0 < a < %(1 —0). Atunci, pentru fiecare z*,y* € X* \ {0}, astfel incdt

— (@, Jy") < 0lla"||x (1 y" ||,
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existd h € X pentru care
(z*,h) < —all2*|Ix||hllx si (y" k) <O,

Mai mult, daci K C X este o multime conicd si Jy*, Jy* — Jx* € K, atunci Jy* + ph € K pentru orice
0
= [O, ﬁ}
Apoi, folosind Proporzitia 5.1, demonstram o lema pseudo-gradienta care generalizeaza rezultatele lui

[Schechter, 1999, Lema 5.9.2] pentru cazul unei multimi conice intr-un spatiu Banach.

Lema 5.1 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd conditiile (Cﬁ() si (Cg() sunt tndeplinite. Fie E :
X — R o functionald de clasa C' si pentru a > 0 consideram multimea U = {u € Kg : |[E'(u)||x > a} # 0

st submultimea inchisa Uy C U N OKpR. Presupunem ca exista 6 € (0, 1), astfel incat
—(E'(u),u) < 0| E'(w)|x||ullx, Yu e Uo

St
u—JE'(u) € K, Yu € Kg.

Atunci, existd « € (0,1) si o functie local Lipschitz continua H : U — X astfel incdt

ut+ H(u) € K, [[H(u)|x <1, (E'(u), H(u)) < —af| E'(u)||x, YueU
St
(Jpu, H(u)) < 0, Yu € Up.

Urmatorul corolar studiaza cazul cand in Lema 5.1 se presupune cid U N dKg = 0 si proprietatea (5.6)

este abandonata.

Corolarul 5.1. Presupunem ca conditia (C}() este indeplinitd. Fie E : X — R o functionald de clasid C!
si pentru a > 0 consideram multimea U = {u € Kg : [|[E'(u)||lx > a} #0 cu UNOKgr = 0. Prespunem cd
u—JE'(u) € K pentru fiecare u € Kr. Atunci, existd o > 0 si o functie local Lipschitz continud H : U — X,
astfel incat

utH(u) € K, [Hu)llx <1 si (F'(u),H(w) < —a|E'(w)|x, YueU.

5.3 O lema de deformare si teoreme de tip minimax

Pe baza rezultatelor auxiliare prezentate in Sectiunea 5.2, in aceasta sectiune oferim o lema de deformare a
lui [Willem, 1996], o versiune mérginitd a teoremei generale de tip minimax a lui [Willem, 1996] si a teoremei
trecatorii montane a lui [Ambrosetti gi Rabinowitz, 1973], si un caz particular al principiului variational al
lui Ekeland [Ekeland, 1974] pentru cazul unei multimi conice in spatiile Banach.

In primul rand, prezentam o lema de deformare de tip Willem pe o multime conica, care este o generalizare
a lui [Willem, 1996, Lema 2.3].

Lema 5.2 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd conditiile (CY) si (C%) sunt indeplinite. Con-
sideram functionala E : X — R de clasd C*, astfel incit v — JE'(u) € K pentru orice u € Kg si evistd
0 € (0,1) pentru care

(E'(u),u) + 0R||E'(u)|| x >0, Yu € K.

Consideram submultimea inchisa S C Kg si presupunem ca pentru anumite constante ¢ € R si g,p > 0

functionala E indeplineste conditia

c—2¢

2
1B/ @)llx 2 =, Vu € BE3 08y,
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si ESXEN S, # 0.
Atunci, existd o deformare continud o : [0,1] X Kgr — Kg, care indeplineste urmdtoarele proprietdti:

C
C

ldKR,

o( ) Kr — Kp este un homeomorfism pentru orice t € [0, 1];

c—2¢
C
C

(C5) o

(C?)

(C2) o(t,") =id pe K\ (B3 N Sap) pentru orice t € [0,1];

(C%) pentru fiecare u € Kg functia t € [0,1] — E(o(t,u)) este necrescdtoare;
(C5)

ezista o € (0,1), astfel incat o(a, ET** N S) C E“*NS,,.

Obsevatia 5.2. Daci E : X — R este o functionald de clasd C*, astfel incat existd 0 € (0,1) pentru care
inegalitatea
(E'(u),u) + 0R||E' (u)||x >0, Yu € 0Kpg 5.10

este indeplinita, atunci
E'(u) + Ayu #0, YA >0 si Yu € 0Kp.

Pentru a demonstra aceastd afirmatie, presupunem cd existd o functie v € OKr si A > 0, astfel incat
E'(v) = =XJyv. Atunci, inegalitatea (5.10) implica
—A(Jv,v) + ORA||Jv|x >0,

de unde urmeazd cd 0 > 1, ceea ce contrazice cd 0 € (0,1).

Apoi, afirmdm o versiune marginita a teoremei generale de tip minimax a lui [Willem, 1996, Teorema

2.8] pe o multime conicd, care poate fi demonstrata folosind Lema 5.2 de deformare de tip Willem .

Teorema 5.1 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Fie (X, | - ||x) un spativ Banach care indeplineste conditiile
(Cﬁ() st (Cg() Consideram functionala E : X — R de clasid C*. Presupunem cd v — JE'(u) € K pentru
orice u € Kg si cd exista 6 € (0,1), astfel incdt

(E'(u),u) + OR||E'(u)||x >0, Yu € OKg.
Consideram subspatiul inchis My al spatiului metric M si I'g C C(My, Kr), mai mult, definim multimea
I'={yeC(M,Kgr): v|lm, €To}

Daca E indeplineste

oo > ¢ = inf sup E(y(u)) > a:= sup sup E(y(u)), 5.11
el weM Yo€To ue Mo

atunci pentru fiecare (v, )n C I' satisfacand limita

lim sup E(y,(u)) = ¢, 5.12
n—oo weM
1
st pentrun € Ny 2 existd u, € Kg, astfel incat u, € E 3 dlst(un,'yn(M)) < % st | E (un)|lx < T
c=a n
Din Teorema 5.1 derividm urmé&toarea versiune marginitd a teoremei trectorii montane a lui [Ambrosetti

si Rabinowitz, 1973] pentru cazul unei multimi conice.

Teorema 5.2 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Fie (X, | - ||x) un spativ Banach care indeplineste conditiile
(CX) si (C%). Consideram functionala E : X — R de clasd C*. Presupunem ci u— JE'(u) € K pentru
orice u € Kg si exista 0 € (0,1), astfel incat

(E'(u),u) + OR||E' (u)||x >0, Yu € 0Kg.
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Fiee € Kg sir >0 fizate, cu |le||x > r pentru care
inf{E(u) : u € Kg, |Jul|x =7} > max{E(0), E(e)}.

Vom folosi notatia
I':={y € C([0,1], Kr) : 7(0) = 0, »(1) = ¢}

St

= inf E(~(t)).
¢i= inf max (v(®))

Atunci, existd un sir (u, ), C Kg, astfel incdt
E(u,) — ¢ si E'(u,) — 0.

Un caz particular al principiului variational al lui Ekeland [Ekeland, 1974] poate fi demonstratd urméand

pasii date in demonstratia din [Willem, 1996, Teorema 2.4].

Teorema 5.3 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Fie (X, | - ||x) un spativ Banach care indeplineste conditiile
(Cﬁ() st (Cﬁ() Fie E: X — R o functionald de clasi C' care este mdrginita inferior pe Kr. Presupunem
ciu— JE'(u) € K pentru orice u € Kg si exista 6 € (0,1), astfel incat

(E'(u),u) + OR||E'(u)||x >0, Yu € 0Kg.

Fie (vn)n C Kg un sir pentru care
lim E(v,) = inf E(KR). 5.13

n— oo

Atunci, existd (wy,), C Kg, astfel incadt

) 2 1 o
E(w,) <inf E(Kg) + o |E' (wn)| x < NG si dist(wp, S)

< 2

— \/ﬁ’

unde S =cl({v, : n € N}).

Teorema 5.4 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Fie (X, | - ||x) un spativ Banach care indeplineste conditiile
(Cﬁ() st (Cg() Consideram functionala E : X — R de clasa C*, astfel incat E(0) = 0. Presupunem cd
u— JE'(u) € K pentru orice u € Kr si existd 0 € (0,1), astfel tncat

(E'(u),u) + OR||E'(u)||x >0, Yu € OKR. 5.14
Fieee Kg sir >0, cu |le|x > r, pentru care E(e) <0 si
inf{E(u): u € Kg, ||ul|x =7} >0. 5.15

Presupunem ca E este marginitd inferior pe Kg si indeplineste conditia (PS) pe Kr. Atunci, functionala E

admite doua puncte critice netriviale localizate pe Kr si unul dintre ele este minimul global a lui E pe Kg.

5.4 Aplicarea in cazul ecuatiilor cu operatori neomogeni

In aceastd sectiune, aplicam rezultatele prezentate in sectiunea anterioara in cazul ecuatiilor cu operatori
neomogeni.
Pe baza rezultatelor [Adams si Fournier, 2003; Dinca si Matei, 2007; Pick et al., 2013], enumeram céateva

ipoteze de baza necesare pentru a lucra in spatiile Orlicz-Sobolev.
t
Fie a : R — R o functie admisibild. Consideram N-functia A: R — Ry, A(t) = / a(s)ds si N-functia
0

¢
sa complementara A : R — Ry, A(t) = / a~'(s)ds determinate de functiile admisibile a, respectiv a~'.
0
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Presupunem ca proprietatiile urmatoare sunt indeplinite:

(©) =t g > 147" =3 g <o
a(t)

(C ) functia t € (0,00) — 5 este nedescrescatoare;

2
A
(C%) existd o constantd C > 0, astfel incat A(t) > C - tP° pentru orice ¢ € (0,1);

() /OlAl(T)d7-<oo i /ldeT—oo;

N+1 N+1
TN TN
tAL (¢
(Ci\) pentru constanta pg definita in (0}4) are loc inegalitatea py < p, = liminf N (( ))7 unde A, noteaza
t—o00

conjugatul Sobolev al lui A.
Datorita [Pick et al., 2013, Teorema 4.4.4], [Clément et al., 2004, Lema C.8] si (Ch), N-functiile A si A
indeplinesc conditia As.
Fie Q@ ¢ RY (N € Ns3) o multime deschisd si marginita si consideram spatiul Orlicz L () asociata

N-functiei A, care este un spatiu reflexiv si separabil cu privire la norma Luxemburg

Jull o) = inf{k>o:/A(1@) TENY 516
Q

t
Datorita conditiei (Cl) la inceput avem ca 1 < pg = t>0 Al ), prin urmare, folosind [Clément et al.,
2004, Lema C.9], obtinem
/ A(u(@))dz < [lull}, () Yu € La(Q) cu lull £,y < 15 5.17
ta(t)
in al doilea rand, avem ca 1 < p* = sup Tt) < o0, care prin [Dinca si Matei, 2007, Observatia 7.2] implica
>0
inegalitatea
At) <t A1), Vit > 1, 5.18
si prin [Dinca gi Matei, 2007, Lema 6.5] rezulté, ca
/ A(u(z))dz < Hu||L (@) Yu € LA(2) cu |lullp, @) > 1. 5.19

In consecinti, utilizand (5.17) si (5.19), pentru orice u € L4 () avem inegalitatea
/A Dda < Jull??, o + Iull? - 520

Obsevatia 5.3. Daca pe langa conditiile (CL)*(C‘Z) pentru N-functia A avem si

. ta(t) B
TR

atunci, datoritd unei proprietdati datd in [Clément et al., 2000, p. 55], obtinem ca

tAL(t)  Ne
* = —. .21
e A () N1 >

Pentru m € N* fixat consideram spatiul Orlicz—Sobolev WL 4(2) si fie T'[-, -] o forma biliniara simetrica
nenegativa pe spatiul WL 4(£2) implicénd doar derivate generalizate de ordinul m, care indeplinesc conditia
(Ch) a1 Z (D%u)? < Tu,u] < cs Z (D%u)?
|a]=m
a.p.t. pe Q pentru orice u € WO LA(Q), unde cq,ca > 0 sunt constante.
Notam cu | - wer ) = H1 /T, .]HLA(Q) norma in spatiul Orlicz—Sobolev W§"L 4(€2), iar cu C4 > 0
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constanta pentru care
Z 1Dl 0y | < Calullwyrae- 5.22
laf <m

Deoarece scufundarea Wi L4(Q2) < L4, (€2) este continua, exista o constantd pozitiva C, astfel incat
[D%ull L4, @) < Cullullwrra@) 5.23

pentru orice « cu || < m.

Fie J, : W' La(Q2) — (W(’)”LA(Q))* functia de dualitate corespunzatoare functiei de normalizare a cu
Ja(0) =0 si Jou = a(|l - lwgLa@)ll - lwgrp ) (W), Yu € Wi La() \ {0}, 5.24

Consideram multimea functiilor Carathéodory {f, : @ x R — R : || < m} care au primitivele

F, (z,s) = /OS folz,7)dr

pentru orice multi-index « cu |a] < m si presupunem ca:
(C}a) pentru fiecare multi-index a cu || < m, existd N-functii M, care cresc esential mai incet decat A,

aproape de infinit,

tM] (t
< o — sup M0

tM! (t)
1< gy =inf —2
? > >0 Ma(t)

t>0 M, (t) —

si
, . .

falz,s) <cqa+daM, (My(s)), Vs € Rsiapt. €,
unde M, sunt N-functiile coplementare cu M, si cq,ds > 0 sunt constante;

(Cfca) pentru fiecare multi-index « cu |a] < m avem

lim sup Jo(z,5)

< uniform pentru a.p.t. = € §,
s—»0 a(s) 2N CY P P

unde Ny = Z 1, C si po sunt constantele din (CY) si (C%), iar C4 este constanta din (5.22);

lal<m

(Ci’ca) pentru fiecare multi-index «, existd s, > 0 si 0, > p* (p* definitd in (0}4)) astfel Incat
0 < 0o Fuo(z,8) < sfalz,s), V|s| > sq siapt. ze.

In aceste conditii, scopul nostru este de a localiza solutiile problemei la limita

Jou = Z (=)l D f, (2, D) in Q,

jal<m

D% =0 pe 09, |of <m —1,

Mai mult, cind m = 1 si a(t) = [t|P7%t, t € R cu p € (1, N) fixat, putem localiza solutiile pozitive ale
problemei de mai sus, vezi Exemplul 5.3.
Datorita conditiilor (C,la\) si (C%), prin [Dinca si Matei, 2007, Teoremele 3.6, 3.14 si 4.5], spatiul Banach

este neted si uniform convex, in plus, functia de dualitate in (W¢"La(Q), || - ||W671LA(Q)) subordonata functiei
de normalizare a este
Tlu,ul(z) \ Tlu,h](=)
a(HuHW(;nLA(Q)) '/a dz
Q [ullw i) T[u,u](x)

5.26

<Jau7 h> =

[ ( VT, ul(z) ) NATICIN
Q

||UHWgnLA(sz) ||U||WgnLA(Q)
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pentru u,h € WL 4 (), u # 0. In plus, J, este bijectiva si inversa sa J = J ! este continua.

De asemenea, consideram funtionala &€ : WL 4(2) — R,

Ew) = A (Jullwgrae) — S LFa(x,Dau(x))dx, 527

|aj<m

a crei puncte critice sunt solutiile slabe ale problemei (5.25.P). Datorita [Dinca si Matei, 2007, Propozitia

7.5], avem ca

(€' (u),v) = (Jo(u),v) — Z /Qfa(x,Dau(x))Dav(x)dx, Vu,v € Wi La(Q).

lal<m
Fie K C WL 4(9) o multime conica si pentru R > 0 reamintim notatiile
Kr={ueW"La(Q):u € K si ||lullwgpr, <R}
si

OKRr ={u € Wi"La(Q) :u € K si [Jullwpr, ) = R}

Propozitia 5.2 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd conditiile (Cy)-(C%), (C%), (C%) si (C}Q)

sunt indeplinite. Atunci, functionala £ satisface conditia (PS) pe Kg.

Propozitia 5.3 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd conitiile (CY)~(C%), (C%), (C}) si (C}a>

sunt tndeplinite. Atunci, pentru orice s € R si a.p.t. x € § inegalitatea
|Fo(z,8)] < cols| + 2daMy(]s]) 5.28

este satisfacuta si £ transforma multimile marginite tn multimi marginite.

Propozitia 5.4 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd conditiile (Ch) —(CE‘), (Cfﬁ): (ClT) si (C}Q) -

(C?c > sunt indeplinite. Pentru orice multi-index « cu |a| < m existd po, € (O, 21\/0%) sity > 0, astfel incat
o A
Fo(z,s) < uoA(s), Y|s| < tq siapt xeQ, 5.29
St
ata -
|Fo(z,8)| < (]\; ) +2da> Mo(|s]), V|s| > ta si ap.t. z€Q. 5.30

Deoarece, conform presupunerilor noastre, N-functia M,, creste esential mai incet decat A, aproape de

infinit, In particular se obtine

M, (s)
li =0.
00 A, (s)
In consecintd, exista t/, > t,, astfel incét
M,(s) < Au(s), Vs >t 5.31

Folosind definitia lui p, din (C);) pentru orice y € (0, p. — po) exista ¢/, > t.,, astfel incat

Al(s) _ pe— 1

> , Vs>t 5.32
A.(s) — -«
Pentru fiecare || < m introducem notatia
t//
ko = -2 > 1. 5.33
2

Formulam urmaétoarele conditii pentru R:
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(CL) 20w 3 (aa +do(Cw R~ + (CWR)qZ—l)) < a(R),
|a|<m
unde a,, == W si Cw este constanta din scufundarea compactd W' L4 (Q)—W =
a \vol(Q)
() W™ 'L, (9);
|a]<m
1 1 C\ 7
Px —H—PQ
A (max ka> C.
laj<m

unde C, si C4 sunt constante (5.23), respectiv din (5.22),

- Cala -
D:=Crr Y (Ma(ta)+2da>k§ "

|| <m

cu to obtinutd in Propozitia 5.4, k. este definitd in (5.33), iar u € (0, p. — po) este fixat arbitrar;

(C%) fie v e Wi"La(R) o functie astfel incat multimea
QL = {2z € Q:|D(x)| > sa}
are vol(ﬁé) > 0 pentru (cel putin un) multi-index « cu |a] < m , si fie A cel mai mic numar real cu

A > max< 1, S U — , astfel Incat
[ollwgLa)

AN ol ) = D A%+ D ba <0,
lal<m |a|<m

unde
Yo ::/A min{F,(z, s4), Fo(x,—84) }dx
QL

si

bo = (CaSa + 2do My (54)) vol(Q)

cu s, datd in conditia (C?a); mai mult, presupunem ca R > Al[v[lwm 4 (0)-
Urmand ideile din articolele [Clément et al., 2000; Dinca si Matei, 2007] si totodata folosind Teorema

5.4, putem demonstra urmatorul rezultat referitor la existenta si localizarea solutiilor problemei (5.25.P).

Teorema 5.5 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd u—JE'(u) € K pentru orice u € Kr si conditiile
(CL)—(CY), (C}) si (C#) f(C;> sunt indeplinite. Fie R cel mai mic numdr pozitiv astfel incdt conditiile
(C}q)f(C%) sunt satisfacute. Atunci, problema (5.25.P) admite doud solutii netriviale in Kgr si una dintre

ele este minimul global al functionalei & pe K.

5.5 Exemple

Aceasta sectiune prezinta trei exemple concrete pentru a arata aplicabilitatea rezultatelor discutate in
Sectiunea 5.4.
In exemplele de mai jos, forma biliniara simetrica nenegativa T este
Tlu,ul = Y (Du)?, Yu € Wi"La(Q)
|a]=m
si multimea conicd K = W{J"L4(€) este intregul spatiul Orlicz-Sobolev. In acest caz, Kp = Xg si evident

u— JE'(u) € K pentru orice u € Kg.




5.5 EXEMPLE

Examplul 5.1. Fiel <p; <py <--- < pn <N si consideram functia admisibila

pim2 5.34

a:R-R, alt)=> [t
i=1

cu N-functia corespunzatoare
n

1,
(Es5.1|Ca) A:R—R, A(t)= Z;W%,
i=1 4"
unde pop =p; > 1 st p* =p, < N.

De asemencea, consideram multimea functiilor Carathéodory {fo : @ x R — Ry : || < m} care au primitivele

Fy (2,5) = /O Fulw,7) dr

pentru orice multi-index o cu || < m si care indeplinesc urmatoarele conditii:

(E5_1|C}ca> pentru fiecare multi-index o cu || < m existd g, € (1, I\Z,V_p; ), astfel incat

|fa(2,8)| < o+ dals|™, Vs €R sia.p.t. x € 5.35

(E5,1|Cfca> folosind notatia Ny = Z 1, presupunem ca

|aj<m

(2, 1
lim sup fa(z, ) <

uniform pentru a.p.t. € €;
s—0 al(s) 2p1 NoCY!

(E5.1|C§’ca> pentru fiecare multi-inder o cu || < m existd sq > 0 st 04 > pp, astfel incdt
0 < 0oFu(z,8) < sfa(x,s), Vs €R cu |s| > s si pentru a.p.t. © € Q. 5.36

In conditiile de mai sus, problema (5.25.P) admite doud solutii slabe netriviale in X g, unde R este cel

mai mic numdr pozitiv, astfel incat conditiile (C}%) f(C%) sunt indeplinite.

Obsevatia 5.4. Dacd functia admisibild este a(t) = |t|P=2-t, p € (1,N), m =1 si T[u,v] = Vu- Vv, spatiul
X devine spatiul obisnuit Sobolev Wol’p(Q) si functia de dualitate este J, = —A,. Rezultatul de existenta
obtinut in acest Exemplu 5.1 completeaza rezultatele de localizare din Sectiunea 4.2, asigurand ca problema
Dirichlet

—Apu = fo(z,u) inQ,
u =20 pe O]

admite doud solutii slabe netriviale localizate in X C Wol’p(Q), unde R este cel mai mic numdr pozitiv
astfel incat conditiile (C}?) 7(031’2) sunt indeplinite si functia fo satisface conditiile (E5A] \C}) 7(E5,1 |C‘}O)
Pentru localizarea solutiilor pozitive vezi Examplul 5.3.

Examplul 5.2. Fiep € (1, N — 1) fizat si consideram functia admisibild

a:R =R, a(t) = [t|P~2/12 + 1. 5.37

De asemencea, consideram multimea functiilor Carathéodory {fo : @ x R — Ry : |a| < m} care au primitivele

Fy (2,5) = /0 Fulw, 1) dr

pentru orice multi-index o cu || < m si care indeplinesc urmatoarele conditii:
(E5_2|C}ca> pentru fiecare multi-indexr « cu || < m existd g, € (1, NN—_’;), astfel incat inegalitatea (5.35)

este satisfacuta;
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(E5.2|Cfca> folosind notatia Ny = Z 1, presupunem ca

|a|<m

. fa (SC, 5)
lim su < ,
oy a(s) 2pNoCh

uniform pentru a.p.t. x € €Q;

(E5_2|C?a> pentru fiecare multi-index o cu o] < m existd sq > 0 si 0, > p+ 1, astfel incdt (5.36) este
indeplinita.
In conditiile de mai sus, problema (5.25.P) admite doud solutii slabe netriviale in X g, unde R este cel

mai mic numdr pozitiv, astfel incdt conditiile (C}%) 7(CSR) sunt indeplinite.

Obsevatia 5.5. In Examplele 5.1 si 5.2, o expresie mai explicita a functiei de dualitate J, poate fi calculata,
dacd functia admisibild este scrisd in forma a(t) = b(t)t, ¥Vt € R, si A este N-functia corespunzdtoare.

Atunci, functia de dualitate are formula

(T, ) = b (I zaco) /b (II [Vu(z)] )Vu(x)Vh(x) dz, 5.38
u 1
/b |VU(£C)| ‘VU(Z')FCIZL' Q WOLA(Q)
Q HUHW(}LA(Q)

unde u,h € WL (Q),u #0.

Examplul 5.3. Pentru p € (1, N) fizat consideram functia admisibild a(t) = [t|P=2 - t si alegem m = 1,
Tlu,v] = Vu-Vo si X = Wy'P(Q). Atunci, functia de dualitate este J, = —A,. Alegind Moy(t) = %, avem

(B3alCa) AW = ull ey = 7 el Tullwgzagey =277 [ Vul oo,
N-p\¥5 N N N z
A*(t):( Np ) p Nt 8l @ = Tt p Il s
St
PO=P =P P =

In acest caz, constantele C 4 si Cy din (5.22), respectiv din scufundarea compactd W' La(Q)—W =

ﬂ W™ L (Q) sunt cum wrmeazi:

|aj<m

o C4 = C, este cea mai bund constantd a scufundarii Wy* () < LP(Q), adicd, Cy = Cp = ( 1 )E

unde A\, (Q) este prima valoare proprie a operatorului p-Laplace definitd pe §2;

o Cw = C, este cea mai bund constantd a scufunddrii compacte WP (Q) < L9(Q), deoarece q €
N .
(1, N—f;) sip<N.

Pe baza articolului [Lisei si Vas, 2016, Sectiunea 4], in Sectiunea 4.2 a tezei am prezentat detaliatd construirea
estimarilor superioare pentru constantele C) si Cy.

Fie

K = {u € Wol’p(Q) su(x) > 0 pentru a.p.t. x € Q}

o multime conicd si presupunem cd functia Carathéodory fo: Q2 x R — R, indeplineste conditiile:

(E5_3|C}O) existd q € (17 NN—Z)), astfel incat pentru constantele cy,dy > 0 avem ca
|fo(z,8)| < co+dols|Th, Vs €ER si a.p.t. x€Q;

folw:s) _ ()

sp—1 2p

(E5_3 |Cfco> lim sup

s—0

uniform pentru a.p.t. x € §Q;
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(E5,3|C§’co) existd sg > 0 si Oy > p, astfel incdt
0 < OoFo(x,s) < sfolx,s), ¥Y|s| > sp sia.p.t xe.

In conditiile de mai sus, problema Dirichlet

—Apu = fo(z,u) inQ,
u =20 pe O]

admite doua solutii slabe netriviale in Kr, unde R este cel mai mic numar pozitiv, astfel incat urmdatoarele
conditis sunt indeplinite:

—1

(Es.5|Ck) coCq(vol(Q)) T + doCIRT™ < RPY,

1 1 C Px—H—DPQ
E; 3|C? ‘= mi 1, —, —, | —
(Es5/Ch) B> po mm{ ’cp’kzoc*’<3D> }

unde kg este datd in (5.33), Cy = NN—?’C%, C = %, D = cot(lfq + % cu tg obtinut in Propzitia 5.4,

ar i € (0, Np—ip) este fizat arbitrar;
(E53/C%) fiev e WyP(Q) astfel incat multimea
Qf = {x € Q: v(@)| > 50}

£0

are vol (@é) > 0 si fie A cel mai mic numar real cu A > maxq 1, ————
HUHWOILA(Q)

} pentru care

1
5>\pH’U||€V&LA(Q) — A5+ by <0,
unde

Yo = /Al min{ Fy(x, so), Fo(x, —so) }dx
QO
St
d q
by = (coso + 080) vol(£2);
q
mai mult, presupunem ca Al|[vllwir, ) < R

Obsevatia 5.6. Pentru acest caz special, conditiile (Es 3|CL)—(Es5 3|C%,) sunt versiunile adaptate ale (C) -

(C‘;’%), prin urmare aceste estimari sunt mai bune, deoarece au fost calculate pentru acest caz.

Pentru u € K notam v == u — JE'(u). Atunci, J,(u —v) = & (u) < J,u (slab), deoarece, din ipotezele
noastre, fy este o functie pozitiva. Datorita principiului slab de comparatie pentru J, (vezi [Shapiro, 1980,

Teorema, p. 259]), avem c& v — v < u. Prin urmare, v = u — J&'(u) € K.

Teorema 5.6 ([Lisei, Varga si Vas, 2018]). Presupunem cd R si fo indeplinesc conditiile (E5.3‘C}?)*
(E5,3\C‘}%) respectiv <E5.3|C}O)—<E5,3|C§O) sunt satisfacute la fel. Atunci, problema (5.25.P) admite doud

solutii slabe netriviale in Kg si una dintre ele este minimul global a functionalei € pe Kg.




Rezultate de existenta ale unor probleme Dirichlet

cu operator Finsler-Laplace

Pe baza articolului [Mezei si Vas, 2019], in acest capitol prezent&m cateva rezultate de existenta si localizare

pentru doua probleme Dirichlet care includ operatorul Finsler—Laplace.
In primul rand, fie @ C R™ (n € N>3) un domeniu marginit si neted si consideram problema

—Apu =g (z,u) inQ,
u=20 pe 09,

6.1.P

unde —Ap : Wy (Q) — W12 (Q) noteazd operatorul Finsler-Laplace si g : @ x R — R este o functie
Carathéodory care indeplineste conditii speciale de crestere. In cazul primei noastre probleme (6.1.P), pe
baza rezultatelor [Dinca et al., 2001], aratdm existenta solutiilor in dou& moduri diferite: atit prin aplicarea

metodei directe a calculului variational, cat si prin folosirea alternativei lui Leray—Schauder.

In al doilea rand, consideram problema

—Apu =g (u) 1n 5P
u=20 pe 09,

unde functia g : Ry — Ry. In cazul celei de-a doua probleme (6.2.P), demonstram un rezultat de existenta si

localizare, prin utilizarea combinata a inegalitatii lui Harnack si a teoremei de punct fix de tip Krasnosel’skii
a lui [Precup, 2012].

In continuare, presupunem ci F este o norma in R™ pentru care F? tare convexa in R”™ \ {0}. Fie

Q C R" (n € Nsp) un domeniu marginit si neted si considersm spatiul Sobolev W, * (€2) inzestrat cu
1

2

produsul interior (u,v) = /

A (Vu(z) - Vu(x))dz care induce norma Hu||WJ’2(Q) = /|Vu (z)” dz
Q

Atunci, (VVOL2 Q) - HWOI,2(Q)> este un spatiu Hilbert si W =12 (Q) este dualul sdu topologic. Bazati pe
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[Xia, 2012], definim operatorul Finsler-Laplace —Ap : I/Vol’2 Q) - w=12(Q),

Apu = div (F (Vu) Fe (Vu)) = zn:ail (F (Vu) Fy, (Vu)) Zaxl (agz ( F? (w)))

i=1

6.1 Rezultate de existenta pentru problema (6.1. ) prin teoria punctelor
critice

Aceasta sectiune studiaza prima noastra problema Dirichlet (6.1.P), unde —Ap : Wol’2 Q) — Ww-2(Q)
noteaza operatorul Finsler—Laplace si g : 2 x R — R este o functie Carathéodory.

Pentru a demonstra existenta solutiilor problemei (6.1.P) prin aplicarea elementelor teoriei punctelor
critice, trebuie sa definim operatorul Nemytskii asociat functiei Carathéodory ¢ .

Consideram multimea M = {u : Q— R : u este mdsurabild}.

Propozitia 6.1. Dacd g: QQ x R — R este o functie Carathéodory, atunci pentru fiecare functie masurabila
u € M functia Ng(u) : Q— R,

Ng(u) (z) = g (z,u(z)), Yo €
este masurabila in Q.

Obsevatia 6.1. Functia Ny : M — M este operatorul Nemytskii asociat functiei g.

Propozitia 6.2 ([Dinca et al., 2001, Propozitia 6.]). Presupunem cd g : @ x R = R este o functie Ca-

rathéodory care indeplineste conditia de crestere
g (z,5)] < Cls|" " +b(x), Vo €Q, Vs €R,
unde C > 0 este o constanta, ¢ > 1, b € LY (Q) si % + % =1. In plus, consideram functia G : Q@ x R — R,
G(z,s) = /Sg (x,7)dr. Atunci:
(a) funcgﬁiz G este Carathéodory si existd o constantd Cy > 0 si o functie c € L (), astfel incdt

|G (z,5)] < C1l]s|T+c(x), Vo € Q, Vs € R;

(b) functionala ® : L1(Q) — R, & (u) = / Ng(u)(z)dx = / G (z,u(x))dz este continuu Fréchet-
Q Q
diferentiabila si ®' (u) = Ny(u) pentru orice u € L7 (Q).
Obsevatia 6.2. In conditiile mentionate mai sus, avem Ny (L7 () € LY () si Ng (L9(Q)) € L' (), iar
operatorii Nemytskii N, si No sunt continue si mdrginite. Mai mult, ecuatia Ny(u) = ®' (u) € LY (Q) este
indeplinitd pentru fiecare u € L1 (Q) fizat.
In continuare presupunem ca functia Carathéodory g :  x R — R indeplineste conditia de crestere (6.3)
cuq € (1,2%).
Datoritd restrictiei ¢ € (1,2*), scufundarea Wy (Q) < L7 (Q) este coompacti cu constanta C,, iar

*

, I
N, : Wy (Q) — W12 () este un operator compact, adicd W, > (2) L4 pa (Q) Moy pa Q) <5 W—12(Q).

6.1.1 Un rezultat de existenta prin metoda directa a calculului variational

Definim Jg : Wy'? (Q) — R prin Jg(u) = / G(z,u(x))dz si fie £ : Wy? (Q) — R functionala de energie
Q

E(u) = % /Q F2(Vu(z))dz — Jg(u)
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asociatd problemei (6.1.P), unde £ este bine definitd, mai mult, punctele critice ale functionalei de energie
& sunt solutiile slabe ale problemei (6.1.P).
Pentru a demonstra existenta punctelor critice a lui £ utilizand metoda directa a calculului variational

este suficient sa se arate coercivitatea si proprietatea slab secvential inferior semicontinua ale lui £.

Lema 6.1 ([Mezei si Vas, 2019]). Dacd functia g indeplineste conditia de crestere (6.3) cu g € (1,2), atunci

functionala de energie € este coerciva si slab secvential inferior semicontinud.

Teorema 6.1 ([Mezei si Vas, 2019]). Dacd functia g indeplineste conditia de crestere (6.3) cu g € (1,2),
atunci functionala de enegie £ este coercivd si slab secvential inferior semicontinud, prin urmare £ admite

cel putin un punct critic in Wy'>(Q), care este o solutie a problemei (6.1.P).

6.1.2 Un rezultat de existenta prin alternativa lui Leray—Schauder

Pentru a demonstra existenta solutiilor ale problemei (6.1.P) utilizand tehnica lui Leray—Schauder, ne redu-

cem problema la o problema de punct fix cu un operator compact.

Definitia 6.1. Daca ecuatia
— Apu = Ny(u) (6.5

este indeplinitd pentru niste u € W2 (), adicd,
(—Apu,v) = (Ng(u),v) = / gz, u(z)) -v(z) dz, Yo e W2 (Q),
Q
atunci u este o solutie a problemei (6.1.P) in sensul lui W12 (Q).

Lema 6.2. Functia —Ap : Wy? () = W12(Q) este o bijectie si (—Ap) W h2(Q) — Wo2(Q) este

Lipschitzian.
Deoarece operatorul (—A F)_1 este marginit si continuu, ecuatia poate fi rescrisa in forma
u = (=Ap)"oNy(u),
unde (—Ap) 'o N, : Wy (Q) = W, (Q) este un operator compact.

Teorema 6.2 (Alternativa lui Leray—Schauder, [Granas si Dugundji, 2003]). Fie T : X — X un operator
compact si consideram multimea S = {x € X : © = oT(z),a € [0,1)}. Atunci, ori multimea S este

marginitd, ori operatorul T are cel putin un punct fiz.

Bazata pe tehnica prezentata in [Dinca et al., 2001, Theorem 11], putem formula urmatorul rezultat de

existentd pentru solutiile problemei (6.1.P).

Teorema 6.3 ([Mezei si Vas, 2019]). Dacd functia Carathéodory g indeplineste conditia de crestere (6.3)
cu q € (1,2), atunci operatorul (—Ap) ' o N, admite cel putin un punct fix in W,>(Q), care este solutia
problemei (6.1.P).

6.2 Un rezultat de existenta pentru problema (6.2.P) prin inegalitatea

lui Harnack si teorema lui Krasnosel’skii

Aceasta sectiune este dedicatd studiului celei de-a doua probleme (6.2.P), cazul careia existenta solutiilor va

fi dovedita prin utilizarea combinata a inegalitatii lui Harnack si a teoremei de punct fix de tip Krasnosel’skii.




6.2 EXISTENTA PRIN INEGALITATEA LUI HARNACK SI TEOREMA LUI KRASNOSEL'SKII

Luand A (z,u, Vu) = V¢ (§F? (Vu)) si B (z,u, Vu) = 0 in inegalitatea slaba a lui Harnack din [Pucci si

Serrin, 2007, Teorema 7.1.2], toate ipotezele sunt indeplinite, deci avem inegalitatiile

(v (35%©) &) = () 2 alél* =

cu ajutorul carora putem formula varianta relevanta a inegalitatii slabe a lui Harnack.

ve (350 <arlel,

Teorema 6.4 (Inegalitatea slabd a lui Harnack ). Fizdm parametrul p € (1,n) si fie functia u € WSP(9) o

fAF’U,ZO.

solutie nenegativa a inegalitatii

Atunci, pentru oricare bild Byg in S si orice s € (0, %), avem ca
R7% ullpopypy <€ }grzlfR U,

ceea ce este echivalenta cu
Mo [l (g, < inf u
Le(B2p) = g

n

R
o

[Precup, 2012, Teorema 1.3] oferd o estimare foarte similard cu (6.7) pentru orice functie supraarmonica

unde constanta C' depinde numai de parametrii n,s si My ==

nenegativi, care ramane adeviratd pe orice subdomeniu marginit Qg cu Qp C Q (adica, Qy € Q), nu numai
pe bile, ca in cazul [Pucci si Serrin, 2007, Teorema 7.1.2]. Inlocuind in [Precup, 2012, Teorema 1.3] functia
supraarmonica cu o functie A p-supraarmonica, putem afirma urméatoarea inegalitate de tip Moser—Harnack.

_n_
' n—2

domeniul Qo € Q. Atunci, existd o constanta M = M(n,s,Q,Qq) > 0, astfel incat inegalitatea

Le(o) < infu

este indeplinitd pentru orice functie nenegativd Ap-supraarmonicd u € Q.

Teorema 6.5. Fie orin >3 sis € (1 ), saun =2 si s € (1,00) numere fixate arbitrar si sa considerdm

M |[ul

In continuare, presupunem ca ! C R™ (n € N>2) este un domeniu regular si marginita si consideram o
functie continua g : Ry — R. Folosind rezultatele lui [Precup, 2012], obiectivul nostru este si demonstram
existenta unor solutii pozitive si Ap-supraarmonice ale problemei (6.2.P), adicd, u € C* (Q), u(z) > 0 si
—Apu > 0 pentru oricare x € Q si pentru fiecare u care satisface (6.2.P).

Pentru a formula rezultatul principal de existenta al acestei sectiuni, introducem cateva notatii si niste
rezultate preliminare relevante. Fie X = (o (@) = {u € C (Q) : u = 0 pe Q} inzestrat cu norma |u| =

|u|, = max|u(z)|. Fixam orice subdomeniu marginit Qg € Q si consideram spatiul Y = LP(Qq) inzestrat
)

1
cu norma ||v|[1p(q,) = </Q lv(z)[? dx) ,unde p € [1, n%) dacd n > 2, iar p € [1,00) cand n = 2.
0

Definim functia liniara Z : Cy (ﬁ) — LP(Q), Tu = u|q,. Pentru orice functie u € Cp (ﬁ), inegalitatea
[ull o) < lul (meas(Qo))% este indeplinita, ceea ce implica |Z| < (meas(Qo))% .

Datoritd [Azizieh si Clement, 2002, Lema 1.1] si [Lieberman, 1988, Teorema 1], cand €2 este un domeniu
regular de clasi C'# pentru niste 8 € (0,1) si g € L>(2), solutia slabd in W*(€) a problemei Dirichlet

—Apu =g (u) 1n
u=20 pe 09,

6.10

apartine lui C* (Q) si (—A F)_l (L2 (Q) — ¢t (ﬁ) este continuu, compact si pastreaza ordinul.
Folosind functia G : C (4 Ry) — C (), G(u)(z) = g(u(x)), definim functia N : C (Q;Ry) — Co (©),

N = (—AF)_l oG.




6 PROBLEME DIRICHLET CARE CONTIN OPERTORUL FINSLER-LAPLACE

Deoarece functia g este nenegativa si (—A #) " este pozitivi, functia A transforma C (Q;R4) In C (BR,).

Introducem multimea
K:={ue Cy (%GRy) :u(z) > M [ull o) » V2 € Qo}s

unde constanta M > 0 provine din inegalitatea lui Harnack (6.9).
Prin definitia functiei N, avem ci N (u) este A p-supraarmonici, astfel, datoritd Teoremei 6.5, functia A

transforma K in K, deci putem aplica urmatoarea varianta a teoremei de punct fix a lui Krasnosel’skii.

Teorema 6.6 (Teorema lui Krasnosel’skii, [Precup, 2012, Teorema 2.1]). Fie N : K — K complet continud,
fie p € K, |¢| =1 orice element fizat, fie Ry si R1 numere pozitive cu Ry < ||¢||1rq,)R1 si fie h € K astfel

incat ||kl (q,) > Ro. Presupunem ca conditiile
Nu# M, V|u| = Ry, ¥A> 1 6.11

St
R

(1—pwN (min {|ul’ 1} u> + ph # u, Yu € (0,1), llullppq,) = Ro. V|ul < Ry 6.12

sunt indeplinite, unde Ry = max {Rh |h|, max |Nu|}
lu| <Ry
Atunci, functia N admite un punct fiz u in Kryg, = {u € K : Ro < ||ullpo(qy,) - [ul < Rl} .
Folosind [Franzina, 2012, Teorema 3.2.1], putem lua ¢ ca functie proprie pozitiva care corespunde primei
valori proprii A1, adica
Ap¢g+A¢p=0 1nQ,
=0 pe 09,
cu |¢| = 1.
Fie xqo, : @ — R, functia caracteristica a lui ), adica

si consideram multimea C' = [1[,, q,) = (meas(QO))% . Inegalitatea

-1 -1 .
(=AF)" xa, = MH(—AF) Xol| gy B Qo

implica

_1 -1

H(—AF) X0 | gy 2 MCH(—AF) X0 || o0
de unde rezulta ca MC < 1.
Prin introducerea notatiilor A := ! si B = ;, putem formula
MO |(=2r) e, o (—am™1

rezultatul principal de existentd al sectiunii curente pentru problema (6.2.P).

Teorema 6.7 ([Mezei si Vas, 2019]). Presupunem cd g : Ry — Ry este o functie continud si existd Ry, Ry
wme@memw&)wwmm

i > AR 6.13
ceiin o 9(7) 0
St
< B-R;. 6.14
%%ﬂm 1

Atunci, problema (6.2.P) admite cel putin o solutie indeplindnd inegalitatile Ro < |[ul s,y ¢ |[u| < Ri.

(36 )
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