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Introduction

Lie group concept was �rst introduced by the Norwegian mathematician Sophus

Lie in his "Theorie der Gruppen Transformations", published in 1881, which deals

with the study of the transformation groups of the Euclidean space Rn. In the

�rst phase the research was continued by his students Sophus Lie in the �rst or

second generation. These include the F. Engel, W. Killing, L. Maurer, F. Schur,

sounding name in Lie group theory. W. Killing succeeds in this �rst phase even a

classi�cation of simple Lie groups, indeed incomplete, omitting exceptional cases.

Complete resolution does later in 1891, Élie Cartan in his famous doctoral thesis.

Here he repeats many of the previous results, completing them and showing them

rigorously. H. Weyl has the merit of having �rst introduced the notion of Lie algebra,

which was an extremely important step in "streamlining" the whole theory of Lie

groups. Exponential acts as an intermediary directly in this association, so is a very

important tool in the study of Lie groups. It is natural to ask the question: who is

the image of a Lie group exponeņtialei?

Inventors groups and Lie algebras (from Sophus Lie) viewed these groups as

symmetry groups of topological or geometric objects. Lie algebras are seen as as-

sociated in�nitesimal symmetry transformations of Lie groups. For example, the

rotation group SO(n) is the group that preserves orientation isometric Euclidean

space En. Lie algebra so(n;R) containing square matrices of order n, antisymmet-

ric, with real elements is the set corresponding in�nitesimal rotations. Geometric

connection between a Lie group and Lie algebra corresponding Lie algebra is that

it can be regarded as the tangent space to the identity of the Lie group. There is an
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application de�ned on the tangent space of the Lie group with Lie algebra values,

called exponential application. Lie algebra can be considered as the linearization of

Lie group (with identity element). These concepts have a practical e¤ect for group

matrix case presented in this paper. Geometry and mechanics were "partners" close

since the founding masters age (Kepler, Newton, Euler, Maupertuis, Lagrange, Pois-

son, KGJ Jacobi, Hamilton, Liouville) and then their followers (Noether, Lyapunov,

GD Birkho¤, Poincaré, Cartan ). In more recent times, the essential work of Arnold,

Kirilov, Kostant, Moser, Smale, Sourian have reinforced this trend. Geometrically

in mechanics has proven to be a phenomenal success in very di¤erent domains to

bind both within and across borders mathematical disciplines.

This paper falls into this issue and it is structured in four chapters as follows:

Chapter 1, entitled The exponential map and the classical Lie groups, con-

sists of �ve sections. This chapter is mainly monographic and introduces some

of the fundamental concepts necessary to develop the next chapter. The �rst sec-

tion, The exponential map, introduces its de�nition, that is well-de�ned, concrete

examples and demonstrates some important properties. Application allows us to

linearize exponential certain algebraic properties of matrices. The second section,

The classical matrices Lie groups, Lie groups enter GL(n;R) (general real linear

group), SL(n;R) (special linear group), O(n) (orthogonal group), SO(n) (the spe-

cial orthogonal or rotation group), their corresponding algebras gl(n;R), sl(n;R),

u(n), so(n) and associated exponential applications. The third section, The spe-

cial orthogonal group SO(n) and the Lie algebra so(n) shows that the application

is well-de�ned associated exponential and surjective. If n = 3 we have an expli-

cit formula for the application that is exponential formula Rodrigues (1840). The

fourth section, Hermitian matrices and other special complex matrices introduces Lie

groups GL(n;C) (general linear group complex), SL(n;C) (complex linear panel),

U(n) (group unit), SU(n) (special unitary group), corresponding algebras gl(n;C),

sl(n;C), u(n), SU(n), and very little applications are well-de�ned and surjective

more application least exp : sl(n;C) ! SL(n;C) is not surjective. It also presents
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some results about matrices hermitiene. The last section of this chapter, The special

Euclidean group SE (n) and the Lie algebra se(n) studies the group SE(n) of or-

thogonal transformations induced a¢ ne applications, also called rigid motions, and

application corresponding Lie. In this case, the application exponential is surjective.

The SE(2)and SE(3) play groups a fundamental role in robotics, dynamics and

motion planning.

Chapter 2, Exponential Lie groups are presented following two issues of particu-

lar importance: Problem 1. Find conditions for Lie group G so that the application

exponential is surjective and Problem 2. Determine the image of E(G) = exp(g)

application exponential. J. Dixmier has considered for the �rst time the problem of

determining the application image rezolubile exponential Lie groups that are simply

connected. Only in some special cases we have G = E (G), and groups with this

property are called exponential Lie groups. A monograph is devoted exponential Lie

groups [76]. Compact and connected Lie groups are exponential. Section 2:2 intro-

duces multiplicative and additive decompositions Jordan. They play an important

role in investigating surjectivit¼a̧tii exponential application. Section 2:3 presents no-

tions of regularity. For Lie algebras there are two completely di¤erent notions of

regularity, one related to representation and a deputy exponentially related to the

application. Regular Lie group is considered to represent deputy. That both con-

cepts of regularity of Lie algebras are related to regularity of application group data

elements exponentially. In the fourth section, given that the issue of surjectivity ap-

plication exponential Lie group pre-image leads to group elements, it is important

to determine the pre-images ad-semisimple elements and Ad-unipotente. The �fth

section presents examples of Lie groups SL(2;R), GL(2;C) and SO(3). Section 2:6,

Weakly exponential Lie groups and strongly exponential Lie groups introduces the

notions of weak Lie group exponential, exponential and strongly exponential . The

last section of this chapter, The compact and connected Lie groups are exponential,

has two di¤erent demonstrations fundamental result gives a class of exponential

groups The �rst demonstration is taken after T. Bröcker, T. tom Dieck [13] and D.
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Andrica, I.N. Caşu [3]. The idea of the second demonstration is given by T. Tao [74]

and it is described in R. -A. Rohan [67].

Thus Chapter 3, entitled The problem of determining the application exponen-

tial image starts with an issue of: What conditions must satisfy the polynomial f to

be surjective function ef? Shown for K = R and f a polynomial of degree seem that

the operator ef is not surjective. When f is of odd degree, the problem is di¢ cult

and remains open to the general form. There were obtained examples of polynomials

f 2 R[X] of odd degree for which f is surjective. Results of this type belong to L.

Mare which followed working methods of W.E. Roth�s article.

Although if K = R problem that is very di¢ cult to initially started, we have

satisfactory results for K = C. Starting from a set of general results of S. Rad-

ulescu and D. Andrica for when ef is holomorphic in C obtain a characterization

theorem of polynomials f 2 C[x] with the property that f is surjective (i.e. equation

f(X) = A is the solution for any A 2 Mn(C). Finally will be presented several

examples of polynomials f 2 C[X] satisfying the conditions of the theorem, so for

that f is surjective.We follow the presentation from D. Andrica, R.-A. Rohan [6]

including important results on surjectivity, Hamiltion theorem, Cayley, Hermite-

Lagrange interpolation theorem and examples. The second section , The image of

the exponential map for the GL(n;R) group will solve the problem of determin-

ing the application image real exponential general linear group. Further Lie groups

OK(n) are presented in Section 3.3. The last section of this chapter, Rodrigues-like

formulas introduces classical formulas for SO(n), n = 2 and n = 3. Further, for the

group GL(n;R), the problem of determining a formula explicit application expo-

nential exp(X) is reduced to the problem of determining the coe¢ cients of a0 (X),

a1 (X) ; : : : ; an�1 (X). We call this general problem the Rodrigues problem and the

coe¢ cients a0 (X), a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) the Rodrigues coe¢ cients of application ex-

ponential relation matrix X 2 Mn(R). There are presented results from the article

D. Andrica şi R.-A. Rohan [7] and furtheremore we will indicate a new method for

determining the Rodrigues coe¢ cientsa0 (X), a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) form the formula

6



(3.4.2). The main result cand be found in Theorem 3.4.4. Then, in the subsection

3:4:3, The determination of the Rodrigues coe¤cients using the Putzer method, there

is presented a new explicit formula for the problem (3.4.8). This is particularly useful

if the matrix A can not be diagonalizat¼a, where the Jordan canonical form of the

matrix can not be determined. Comparing Putzer�s method, the result from The-

orem 3.4.4 is simpler when the eigenvalues �1; : : : ; �n of the matrix X are pairwise

distinct, because in that case you have to solve only linear system (3.4.5). Putzer�s

method is better if we multiplicity of the eigenvalues of the matrix X. The exponen-

tial map exp : so(n)! SO(n) is de�ned by the formula 3.4.1, because is given by the

restriction exp jso(n) of the exponential map exp : gl(n;R)!GL(n;R). We know that

for every compact and connected Lie group the exponential map is surjective(see

T.Bröcker, T.tom Dieck [13], D.Andrica, I.N.Caşu [3] for the standard proof or R.-

A.Rohan [67] for a proof based on a new idea given by T.Tao), meaning that every

compact and connected Lie group is exponential (see M.Wüstner [76]). Because the

group SO(n) is compact we have that the exponential map exp : so(n) ! SO(n)

is surjective. The surjectobity of the exponential map of the group SO(n) o¤ers the

possibility to describe the Euclidean space rotations Rn(more details in [67]). In the

subsection 3:4:5 we determine the Rodrigues coe¢ cients and the Rodrigues formu-

las for the SE(n) group, when n = 2 and n = 3. The subsection 3:4:6 determines

the Rodrigues coe¢ cients for the O(2; 1) group. In D.Andrica, R.-A.Rohan [6] the

Putzer�s method was used. Furthermore, we will use the result obtained D.Andrica,

R.-A.Rohan [7] contained in Thorem 3.4.4.

Chapter 4, Results for the Geometric Mechanics, makes the connection between

geometry and mechanics. The section The description of the SO(n) group using the

Hamilton-Cayley form introduces the Cayley transformation for this group,

Rodrigues fromulas for the Cayley transformation(Theorem 4.1.1) and the Cay-

ley transformation SE(n), when n = 2 and n = 3. (Theorem 4.1.3). Furthermore,

the formula (4.2.2) presents an explicit parametrization parametrizare for the group

SO(3). The conclusion of the section 4:3, The analitical form of SO(n) group ele-
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ments, is that every rotation matrix can be expressed like in the formula 4.3.1.

Rodrigues formulas for the Lorentz group SO(3; 1) are presented in the section 4:4.

The last section, Motion of a charged particle in a constant electromagnetic �eld,

determines the movement of a particle with weight m which conduces an eletrical

charge e in an electromagnetic constant �eld F . In this direction we need to solve

the Lorentz equations.

Key words: Lie group, Lie algebra, the exponential map of a Lie group, ex-

ponential Lie group, Rodrigues formula, Rodrigues coe¢ cients, the general liniar

group GL(n;R), the special orthogonal group SO(n), the special Euclidean group

SE(n), Euclidean izometry, the Hamilton-Cayley form, Cayley transformation, the

Lorentz group SO(3; 1).
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Chapter 1

The exponential map and the

classical Lie groups

1.1 The exponential map

Given an n � n(real or complex) matrix A = (aij), we de�ne the exponential

map eA of A, or expA, as the sum of series

eA = In +
X
p�1

Ap

p!
=
X
p�0

Ap

p!
;

letting A0 = In. The problen is, why it is well-de�ned?

Lemma 1.1.1 Let A = (aij) be a (real or complex) n� n matrix, and let

� = max
n���a(p)ij ��� j1 � i; j � no :

If Ap = (a(p)ij ) then ���a(p)ij ��� � (n�)p
for all 1 � i; j � n. As a consequence, the n2 series

X
p�0

a
(p)
ij

p!
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converge absolutely, and the matrix

eA =
X
p�0

Ap

p!

is a well-de�ned matrix.

Lemma 1.1.2 Let A şi U be (real or complex) matrices, and assume that U is

invertible. Then

eUAU
�1
= UeAU�1:

Lemma 1.1.3 Given any complex n� n matrix A; there is an invertible matrix P

and an upper triangular matrix T such that

A = PT�1P:

Remark 1.1.4 If E is a Hermitian space, the proof of Lemma 1.1.3 can be easily

adapted to provethat there is an orthonormal basis (u1; : : : ; un) with respect to which

the matrix of f is upper triangular. In terms of matrices, this means that there is

a unitary matrix U and an upper triangular matrix T such that A = UTU�1. This

is usually known as Schur�s lemma. Using this result, we can immediately rederive

the fact that if A is a Hermitian matrix, then there is a unitary matrix U and a real

diagonal matrix D such that A = UDU�.

Lemma 1.1.5 Given any complex n � n matrix A, �1; : : : ; �n are the eigenvalues

of A, then e�1 ; : : : ; e�n are the eigenvalues of eA. Furthermore, if u is an eigenvector

of A for �i, then u is an eigenvector of eA for e�i.

Lemma 1.1.6 Given any two complex n� n matrices, A şi B, if AB = BA, then

eA+B = eAeB:

1.2 Classical matrices Lie groups

The group GL(n;R) is called the general liniar real group and its subgroup

SL(n;R) is called the special liniar group. The groupO(n) of the orthogonal matrices
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is called the orthogonal group, and its subgroup SO(n) it is called the special ortho-

gonal group (or the rotations group). The vector space of real n � n matrices with

null trace is denoted by sl(n;R), and the vector space of real n� n skew symmetric

matrices is denoted by so(n).

Remark 1.2.1 The notation sl(n;R) and so(n) is rather strange and deserves some

explanation.The groups GL(n;R); SL(n;R); O(n) are SO(n) are more than just

groups. They are also topological groups, which means that they are topological

spaces (viewed as subspaces of Rn2) and that the multiplication and the inverse

operations are continuous (in fact, smooth). Furthermore, they are smooth real

manifolds. Such objects are called Lie groups. The real vector spaces sl(n;R) and

so(n) are what is called Lie algebras. However, we have not de ned the algebra

structure on sl(n;R) şi so(n) yet. The algebra structure is given by what is called

the Lie bracket, which is de�ned as

[A;B] = AB �BA:

Lie algebras are associated with Lie groups. What is going on is that the Lie

algebra of a Lie group is its tangent space at the identity, i.e., the space of all

tangent vectors at the identity (in this case, In). In some sense, the Lie algebra

achieves a "linearization" of the Lie group. The exponential map is a map from the

Lie algebra to the Lie group, for example,

exp : so(n)! SO(n)

and

exp : sl(n;R)! SL(n;R):

The exponential map often allows a parametrization of the Lie group elements by

simpler objects, the Lie algebra elements.

The properties of the exponential map play an important role in studying a Lie

group. For example, it is clear that the map

exp : gl(n;R)! GL(n;R):

12



is well-de ned, but since every matrix of the form eA has a positive determinant, exp

is notsurjective. Similarly, since

det
�
eA
�
= etrA;

the map

exp : sl(n;R)! SL(n;R)

is well-de�ned.

We showed in the Section 1:1 that this map is neither surjective. We will see in

the Section 1:3 that the map

exp : so(n)! SO(n)

is well-de�ned and surjective.

The map

exp : o(n)! O(n)

is well-de�ned, but it is not surjective since there is a matrix from O(n) such that

the value of the determinant is equat to �1.

1.3 The special orthogonal group SO(n) and the

Lie algebra so(n)

Theorem 1.3.1 The exponential map

exp : so(n)! SO(n)

is well-de�ned and surjective.

For the case when n = 3 (and A is a skew symmetric matrix) it is possible to

work out an explicit formula for eA. For any 3� 3 real skew symmetric matrix

A =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
13



letting � =
p
a2 + b2 + c2 and

B =

0BBB@
a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2

1CCCA ;
awe have the following result known as Rodrigues�s formula (1840).

Lemma 1.3.2 The exponential map exp : so(3)! SO(3) is given by

eA = (cos �) I3 +
sin �

�
A+

(1� cos �)
�2

B;

or

eA = (cos �) I3 +
sin �

�
A+

(1� cos �)
�2

A2;

if � 6= 0, and e03 = I3.

Lemma 1.3.3 For any symmetric matrix B, the matrix eB is symmetric and pos-

itive de�ned. For any symmetric and positive de�ned matrix A there exist a unique

symmetric matrix B suct that A = eB.

1.4 Hermitian matrices and other special com-

plex matrices

The set of complex invertible n�n matrices forms a group under multiplication,

denoted by GL(n;C). The subset of GL(n;C) consisting of those matrices having

determinant +1 is a subgroup of GL(n;C), denoted by SL(n;C). It is also easy to

check that the set of complex n � n unitary matrices forms a group under multi-

plication, denoted by U(n). The subset of U(n) consisting of those matrices having

determinant +1 is a subgroup of U(n), denoted by SU(n). We can also check that

the set of complex n � n matrices with null trace forms a real vector space under

addition, and similarly for the set of skew Hermitian matrices and the set of skew

Hermitian matrices with null trace

14



De�nition 1.4.1 The group GL(n;C) is called the special liniar complex group and

its subgroup SL(n;C) is called the special liniar complex group. The group U(n) of

unitary matrices is called the unitary group şi and its subgroup SU(n) it is called

the special unitary group. The real vector space of complex n � n matrices with

null trace is denoted by sl(n;C), the real vector space of skew Hermitian matrices

is denoted by u(n), and the real vector space u(n) \ sl(n;C) is denoted by su(n).

Remark 1.4.2 (1)As in the real case, the groups GL(n;C), SL(n;C), U(n) and

SU(n) are also topological groups (viewed as subspaces of R2n2), and in fact, smooth

real manifolds. Such objects are called (real) Lie groups. The real vector spaces

sl(n;C), u(n) and su(n) are Lie algebras associated with SL(n;C),U(n) and SU(n).

The algebra structure is given by the Lie bracket, which is de�ned as

[A;B] = AB �BA:

(2)It is also possible to de ne complex Lie groups, which means that they are to-

pological groups and smooth complex manifolds. It turns out that GL(n;C) and

SL(n;C) are complex manifolds, but not U(n) and SU(n).

Theorem 1.4.3 The exponential maps

exp : u(n)! U(n) and exp : su(n)! SU(n)

are well-de�ned and surjective.

1.5 The special Euclidean group SE(n) and the

Lie algebra se(n)

In the next section we study the group SE(n) of a ne maps induced by orthogonal

transformations, also called rigid motions, and its Lie algebra. We will show that the

exponential map is surjective. The groups SE(2) and SE(3) play play a fundamental

role in robotics, dynamics, and motion planning.
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De�nition 1.5.1 De�nition 1.5.2 The set of a�ne maps � of Rn, de�ned such

that

� (X) = RX + U;

where R is a rotation matrix (R 2 SO(n)) and U is some vector in Rn, is a

group under composition called the group of direct a�ne isometries, or rigid motions,

denoted by SE(n).

Every rigid motion can be represented by the (n+ 1)� (n+ 1) matrix0@R U

0 1

1A ;
in the sense that 0@� (X)

1

1A =

0@R U

0 1

1A0@X
1

1A
if and only if

� (X) = RX + U:

De�nition 1.5.3 The vector space of real(n+ 1)� (n+ 1) matrices of the form

A =

0@
 U

0 0

1A ;
where 
 is a skwe symmetric matrix and U is a vector Rn, denoted by se(n).

Remark 1.5.4 The group SE(n) is a Lie group, and its Lie algebra is denoted by

se(n).

Lemma 1.5.5 Given any (n+ 1)� (n+ 1) matrix of the form

A =

0@
 U

0 0

1A ;
where 
 is a skwe symmetric matrix and U is a vector Rn, we have

Ak =

0@
k 
k�1U

0 0

1A ;
16



where 
0 = In. As a consequence we obtain

eA =

0@e
 V U

0 1

1A ;
where

V = In +
X
k�1

1

(k + 1)!

k:

Theorem 1.5.6 The exponential map

exp : se(n)! SE(n)

is well-de�ned and surjective.

When n = 3, given a skew symmetrice matrix


 =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
letting � =

p
a2 + b2 + c2, it is easy to show that if � = 0, then we have

eA =

0@I3 U

0 1

1A ;
and if � 6= 0 (using the fact that 
3 = ��2
), then we obtain

e
 = I3 +
sin �

�

 +

(1� cos �)
�2


2

and

V = I3 +
(1� cos �)

�2

 +

(� � sin �)
�3


2:
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Chapter 2

Exponential Lie groups

2.1 The exponential map for a Lie group

Let G be a Lie group with its Lie algebra g. It is well known that the exponential

map exp : g ! G is de�ned by exp(X) = X(1), where X 2 g and X is the

one-parameter subgroup of G induced by X. Recall the following properties of the

exponential map:

1) For any t 2 R and for any X 2 g we have X(t) = exp(tX);

2) For any s; t 2 R and for any X 2 g, we have exp(sX) exp(tX) = exp(s+ t)X;

3) For any t 2 R and for any X 2 g, we have exp(�tX) = (exp tX)�1;

4) exp : g ! G is a smooth mapping, it is a local di¤eomorphism at 0 2 L(G)

and exp(0) = e, where e is the unity element of the group G;

5) The image exp(g) of the exponential map generates the connected component

Ge of the unity e 2 G;

6) If f : G1 ! G2 if a morphism of Lie groups and f� : g1 ! g2 is the induced

morphism of Lie algebras by f , then f � exp1 = exp2 �f�.

g1 f�����! g2

exp1 # # exp2

G1 f���! G2

18



As we can note from the previous property 5, the following problems are of special

importance:

Problem 1. Find conditions on the group G such that the exponential map is

surjective.

Problem 2. Determine the image E(G) of the exponential map.

J. Dixmier has proposed �rst time the Problem 2 for resoluble Lie groups. Con-

cerning Problem 1, only in few special situations we have G = E(G), i.e. the sur-

jectivity of the exponential map. A Lie group satisfying this property is called ex-

ponential.

2.2 Jordan decompositions

În aceast paragraf se vor introduce descompunerile Jordan multiplicative si adit-

ive. Acestea joac¼a un rol important în învestigarea surjectivit¼a̧tii aplica̧tiei expo-

neņtiale.

De�nition 2.2.1 Fie | un corp de caracteristic¼a 0 şi V un |�spa̧tiu vectorial �nit

dimensonial. Un element s 2 End (V ) se numeşte semisimplu dac¼a pentru orice

subspa̧tiu s�invariant W � V exist¼a un subspa̧tiu s�invariant U � V astfel încât

V = W �U . Un element n 2 End (V ) se numeşte nilpotent dac¼a exist¼a m 2 N astfel

încât nm = 0. Un element u 2 GL (V ) se numeşte unipotent dac¼a elementul u � 1

este nilpotent.

Theorem 2.2.2 (i) Fie | un corp de caracteristic¼a 0 şi V un |�spaţiu vectorial �nit

dimensonial. Pentru �ecare element x 2 End (V ), exist¼a xs 2 End (V ) semisimplu

şi xn 2 GL (V ) nilpotent care satisfac relaţia xsxn = xnxs şi avem x = xs + xn.

Aceast¼a descompunere este unic¼a.

(ii) Fie V un spaţiu vectorial �nit dimensional cu elemente reale sau complexe.

Pentru orice element g 2 GL (V ) exist¼a gs 2 GL (V ) semisimplu şi gu 2 GL (V )

nilpotent astfel încât g = gsgu = gugs. Aceast¼a descompunere este unic¼a.
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Aceste descompuneri se numesc descompunerile Jordan aditive, respectiv multi-

plicative. În teoria grupurilor Lie este uzual s¼a se scrie GL (V ) în loc de End (V ),

dac¼a în plus înzestr¼am grupul End (V ) cu paranteza Lie [x; y] := xy � yx.

De�nition 2.2.3 Pentru grupurile Lie abstracte, un element g 2 G se numeşte

Ad-semisimplu dac¼a subgrupul Ad(g) este semisimplu în GL (g). Se numeşte Ad-

unipotent dac¼a subgrupul Ad(g) este unipotent înGL (g). Similar, într-o algebr¼a Lie

g abstract¼a �nit dimensional¼a, un element x 2 G se numeşte ad-semisimplu dac¼a

ad(x) este semisimplu în gl (V ). Elementul x 2 G se numeşte ad-nilpotent dac¼a

ad(x) este nilpotent.

Lemma 2.2.4 Fie V un spaţiu vectorial �nit dimensional peste R sau C. Dac¼a

elementul x 2 GL (V ) este semisimplu, atunci expx este semisimplu în GL (V ).

Dac¼a elementul x 2 GL (V ) este nilpotent, atunci expx este unipotent în GL (V ).

Mai mult dac¼a elementul y 2 GL (V ), având descompunerea Jordan aditiv¼a y =

ys + yn, [ys; yn] = 0, atunci exp ys este semisimplu şi exp yn este partea unipotent¼a

a descompunerii Jordan multuplicative a lui exp y.

2.3 Regular elements

În ceea ce urmeaz¼a vor � prezentate no̧tiuni legate de regularitate. Pentru al-

gebre Lie exist¼a dou¼a no̧tiuni legate de regularitate total diferite; una legat¼a de

reprezentarea adjunct¼a şi una legat¼a de aplica̧tia exponeņtial¼a. Pentru grupuri Lie

regularitatea este considerat¼a fa̧t¼a de reprezentarea adjunct¼a. Rezult¼a c¼a ambele

concepte de regularitate ale algebrelor Lie sunt legate de regularitatea grupurilor de

elemente date de aplica̧tia exponeņtial¼a.

De�nition 2.3.1 Fie g o algebr¼a Lie �nit dimensional¼a cu elemente reale sau com-

plexe.

(i) Un element x al algebrei Lie g se numeşte regular dac¼a nil-spa̧tiul

g0 := fy 2 g : (9n 2 N) cu ad(x)ny = 0g
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are dimensiune minim¼a.

Muļtimea tuturor elementelor regulare ale algebrei g se noteaz¼a cu reg(g).

(ii) Fie G un grup Lie. Un element x al unei algebre Lie g se numeşte exp-regular

dac¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este regular¼a în x. În caz contrar elementul se numeşte

exp-singular. Muļtimea tuturor elementelor exp-regulare se noteaz¼a cu reg exp şi

muļtimea tuturor elementelor exp-singulare se noteaz¼a cu sing exp.

(iii) Un element g al unui grup Lie G se numeşte regular dac¼a unispa̧tiul

g1 := fy 2 g : (9n 2 N) (Ad(g)� id)ny = 0g

are dimensiune minim¼a.

Muļtimea tuturor elementelor regulare se noteaz¼a cu Re g(G).

Lema 5 din [34] red¼a urm¼atorul rezultat:

Lemma 2.3.2 Dac¼a G este un grup Lie şi x; y 2 g cu expx = exp y, unde x este

un element exp-regular, atunci avem [x; y] = 0 şi exp(x� y) = 1.

2.4 Pre-images of Ad-unipotent and Ad-

semisimple elements

Având în vedere c¼a problema referitoare la surjectivitatea aplica̧tiei exponeņtiale

a unui grup Lie conduce la pre-imaginea elementelor grupului, este important de

determinat pre-imaginile elementelor Ad-semisimple si Ad-unipotente.

În cele ce urmeaz¼a V de�neşte un spa̧tiu vectorial �nit dimensional cu elemente

reale sau complexe.

Fie grupul Lie liniar GL(V ) şi algebra Lie corespunz¼atoare GL(V ). Pentru

un element p 2 N, se de�nesc muļtimile np = fx 2 GL(V ) : xp = 0g şi Np =

fg 2 GL(V ) : g = 1 + x; x 2 npg. Atunci aplica̧tia exp jnp : np ! Np este bijectiv¼a,

iar inversa ei

log : g 7�!
1X
k=1

(�1 )k+1 1
k
(g � 1)k:

Ca şi o conseciņt¼a se ob̧tine rezultatul urm¼ator:
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Lemma 2.4.1 Fie G � GL(V ) un subgrup analitic şi se presupune c¼a pentru ele-

mentele nilpotente x; y 2 g are loc relaţia expx = exp y. Atunci x = y. Ca şi caz

particular, 0 este singurul element nilpotent al algebrei g faţ¼a de exp�1(1).

Fie G un grup Lie cu elemente reale sau complexe. Se noteaz¼a cu S muļtimea

tuturor elementelor semisimple ale grupului G şi cu s muļtimea tututor elementelor

semisimple ale algebrei g.

Lemma 2.4.2 Fie G � GL(V ) un grup analitic. Atunci exp�1(S) = s.

Se noteaz¼a cu SAd muļtimea tuturor elementelor Ad-semisimple ale grupului G

şi cu sad muļtimea tuturor elementelor ad-semisimple ale algebrei g. Astfel se ob̧tine:

Corollary 2.4.3 Fie G un grup Lie conex cu elemente reale. Atunci sad =

exp�1(SAd).

Mai multe informa̧tii pot � g¼asite în [77].

2.5 Examples

Mai jos sunt prezentate exemple care ilustreaz¼a unele aspecte ap¼arute în studiul

surjectivit¼a̧tii aplica̧tiei exponeņtiale.

Se consider¼a grupul liniar Lie SL(2;R) şi algebra Lie corespunz¼atoare sl(2;R)

(mai multe detalii despre acest grup se g¼asesc în paragraful 1:2).

Pentru grupul GL(2;C) avem o alt¼a situa̧tie. Orice element g al grupului

GL(2;C) este conjugat cu matricea0@�1 0

0 �2

1A sau cu matricea

0@� 1

0 �

1A , unde �; �1; �2 2 C:
Se poate observa c¼a ambele elemente sunt imagini exponeņtiale ale elementelor al-

gebrei gl(n;C).

Urm¼atorul grup considerat ca si exemplu este grupul special liniar SL(2;R). Fie

un p¼atrat de�nit de baza canonic¼a de vectori a lui R2. Dac¼a se doreşte transformarea
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p¼atratului într-un dreptunghi de�nit de vectorii de componente (�2; 0) şi (0;�1
2
),

acest lucru poate � f¼acut cu ajutorul unei transform¼ari a grupului SL(2;R).

2.6 Weakly exponential Lie groups and strongly

exponential Lie groups

De�nition 2.6.1 Un grup Lie G cu elemente reale sau complexe se numeşte slab

exponenţial dac¼a imaginea exponeņtial¼a este dens¼a în grupul G. Se numeşte expo-

nenţial dac¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este surjectiv¼a şi se numeşte tare exponenţial

dac¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este un difeormor�sm.

Dac¼a G este un grup Lie atunci unu-componenta, adic¼a componenta conex¼a a

unit¼a̧tii, este un subgrup normal al lui G şi se noteaz¼a cu G0. Subgrupul comutator

al lui G se noteaz¼a cu G0. Se consider¼a c¼a un grup Lie conect este simplu(semisimplu)

dac¼a algebra Lie corespunz¼atoare este simpl¼a(semisimpl¼a). Dac¼a g este o algebr¼a Lie

�nit dimensional¼a şi r este o subalgebr¼a atunci r se numeşte reductiv¼a dac¼a g este

un r-modul semisimplu fa̧t¼a de ad. Similar, un subgrup R al unui grup Lie G se

numeşte reductiv în G dac¼a g este un R-modul semisimplu fa̧t¼a de Ad.

O subalgebr¼a p a unei algebre Lie reale g se numeşte compact înzestrat¼a dac¼a

eadp este compact¼a în Aut(g). Dac¼a un element x este coņtinut într-o subalgebr¼a

compact înzestrat¼a atunci se numeşte compact. O subalgebr¼a compact înzestrat¼a

maximal¼a este o algebr¼a compact înzestrat¼a care este maximal¼a cu aceast¼a pro-

prietate. Dou¼a subalgebre compact înzestrate maximale sunt conjugate. Muļtimea

tuturor elementelor compacte ale lui g este reuniunea tuturor subalgebrelor com-

pact înzestrate maximale şi se noteaz¼a cu compg. Un subgrup K al unui grup Lie

G real se numeşte compact înzestrat dac¼a Ad(K) este compact în Aut(g). În orice

grup Lie conex exist¼a subgrupuri compact înzestrate maximale şi care sunt conexe.

Evident, sugrupurile compact înzestrate au algebre Lie compact înzestrate. Deoarece

subalgebrele compact înzestrate sunt şi algebre Lie compacte, adic¼a exist¼a un grup

Lie compact a c¼arui algebr¼a Lie este izomorf¼a la acea algebr¼a Lie, atunci aplica̧tia
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exponeņtial¼a a unui grup Lie compact înzestrat conex este surjectiv¼a. Aşadar, sub-

grupurile compact înzestrate maximale sunt de asemenea conjugate.

Fie g o algebr¼a Lie şi S o submuļtime a lui g. Muļtimea

�g(S) := fy 2 G : [y; S] = 0g

se numeşte centralizatorul lui S.

Dac¼a S este, în plus, o subalgebr¼a, atunci

ng(S) := fy 2 g : [y; S] � Sg

se numeşte normalizatorul lui S.

Atât �g(S) cât şi ng(S) sunt subalgebre ale lui g.

Centralizatorul �g(S) se numeşte centrul lui g şi se noteaz¼a cu �(g) sau pe scurt �.

Fie un grup Lie G (nu neap¼arat conex) şi g algebra Lie corespunz¼atoare. Fie S

o submuļtime a lui g.

Muļtimea

ZG(S) := fg 2 G : (8x 2 G)Ad(g)(s) = xg

se numeşte centralizatorul lui S în G.

Dac¼a în plus S este o subalgebr¼a a lui g, atunci

NG(S) := fg 2 G : Ad(g):S � Sg

se numeşte normalizatorul lui S în G.

Dac¼a U este o submuļtime a lui G, atunci se poate considera centralizatorul

ZG(U) := fg 2 G : (8u 2 U)gu = ugg :

Centralizatorul ZG(U) se numeşte centrul lui G şi se noteaz¼a cu Z(G) sau mai

simplu Z.

Dac¼a U este un subgrup, atunci

NG(U) :=
�
g 2 G : gUg�1 = U

	
noteaz¼a ca de obicei normalizatorul lui U .

Are loc urm¼atorul rezultat:
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Lemma 2.6.2 Fie G un grup Lie real, g algebra Lie corespunz¼atoare şi S

o submulţime a lui g. Atunci algebra Lie L(ZG(S)) a lui ZG(S) coincide cu

L(ZG(S)0) = �g(S). Dac¼a, în plus, S este o subalgebr¼a, atunci L(NG(S)) este egal¼a

cu L(NG(S)0) = ng(S). Mai mult, are loc relaţia L(Z) = L(Z0) = �.

2.7 The exponential map of quotient groups

Grupurile factor ale grupurilor exponeņtiale (respectiv slab exponeņtiale) sunt

exponeņtiale (respectiv slab exponeņtiale). În schimb, dac¼a grupul cât G=Z0 este

exponeņtial atunci un calcul scurt arat¼a c¼a şi grupul G este exponeņtial. Pentru a

demonstra c¼a grupul G este exponeņtial se presupune c¼a centrul lui G este discret.

Lemma 2.7.1 Fie G un grup Lie conex şi N un subgrup analitic normal. Atunci

are loc incluziunea exp(x+ n) � expx �N , oricare ar � x 2 g.

Pentru demonstra̧tie este folositor urm¼atorul rezultat:

Lemma 2.7.2 Dac¼a G este un grup Lie, g algebra Lie corespunz¼atoare, N un sub-

grup analitic normal, şi dac¼a elementele a; b 2 g satisfac [a; b] 2 n, atunci are loc

exp(a+ b) 2 exp a exp b �N .

Lemma 2.7.3 Fie G un grup Lie real conex, N un subgrup normal analitic care

conţine grupul G0, B � N un subgrup analitic al lui G şi ! un spaţiu vectorial

complementar al lui n în b. Atunci B = exp ! �N .

2.8 The compact and connected Lie groups are

exponential

Theorem 2.8.1 Any compact and connected Lie group is exponential.
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When n = 2, a skew-symmetric matrix B 2 so(2) can be written as B = �J ,

where

J =

0@0 �1

1 0

1A
and from the Hamilton-Cayley relation J2 = �I2 and the series expansion of sin �

and cos � it is easy to show that:

eB = e�J = (cos �)I2 + (sin �)J = (cos �)I2 +
sin �

�
B. (2.8.1)

When n = 3, a real skew-symmetric matrix B 2 so(3) is of the form:

B =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA
and letting � =

p
a2 + b2 + c2 = 1

2
jjBjj with jjBjj the Frobenius norm of matrices,

we have the well-known formula due to Rodrigues (see the subsection 3.4.4):

eB = I3 +
sin �

�
B +

1� cos �
�2

B2 (2.8.2)

with eB = I3 when B = 0.

2.8.1 The Euclidean isometries

Consider the Euclidean space Rn with the well-known Euclidean norm k�k. An

isometry of Rn is a map f : Rn ! Rn, preserving the distances, that is for every

x; y 2 Rn the following relation holds

kf(x)� f(y)k = kx� yk . (2.8.3)

According to the Ulam theorem, every isometry of Rn with f(0) = 0, is a linear

map of the form f(x) = Rx, with R 2 O(n), the orthogonal group. If detR = 1,

that is R 2 SO(n), then the isometry f preserves the orientation. Otherwise, we say

that f reverses the orientation. The problem to describe geometrically the Euclidean
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isometries is reduced in this way to the interpretation of the matrices in O(n) or

SO(n).

Using the surjectivity of the exponential map, exp : so (n) ! SO(n), we can

describe the isometries of Rn preserving the orientation.

When n = 2, from the previous alternative proof from the section 2.6, we have

R 2 SO(2) if and only if R is a rotation matrix, i.e.

R =

0@cos � � sin �

sin � cos �

1A ,
where the rotation angle � is de�ned by the equation 2 cos � = tr(R).

When n = 3, then R 2 SO(3) if and only if (see the subsection 3.4.4)

R = I3 +
sin �

�
B +

1� cos �
�2

B2, (2.8.4)

where the angle � is de�ned by the equation 1 + 2 cos � = tr(R), that is � =

arccos tr(R)�1
2

, if � 6= 0. Hence, when � 6= �, B is the skew-symmetric matrix uniquely

de�ned by the equation

B =
�

2 sin �
(R�R>):

If � = 0, then R = I3, and the isometry f is the identity map of R3. If � = �, then

we can �nd the matrix B1 as in the discussion in the previous section.

Assuming that

B =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ,
then formula 2.8.4 expresses a rotation in R3 of axis de�ned by the vector �!v (a; b; c)

and angle �.

If the isometry of R3 reverses the orientation, then detR = �1. Because

det(�R) = (�1)3 detR = (�1)(�1) = 1, it follows that the isometry g of R3,

de�ned by g(x) = (�R)x, preserves the orientation. In this case we obtain the

representation formula

R = �I3 �
sin �

�
B � 1� cos �

�2
B2,
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with the same geometric interpretation. In this way all isometries of the space R3

are completely described.

Remark 2.8.2 In the paper [25] the following description of the matrices R 2

SO(n) for n � 4 is given : If fei�1 ; e�i�1 ; � � � ; ei�p ; e�i�pg is the set of distinct ei-

genvalues of R di¤erent from 1, where 2p � n and 0 < �i � �, then there are p

skew-symmetric matricesB1; � � � ; Bp such thatBiBj = BjBi = On; i 6= j,B3i = �Bi,

for all i; j with 1 � i; j � p , and

R = In +
nX
i=1

[(sin �i)Bi + (1� cos �i)B2i ]:

This result gives an implicit description of the Euclidean isometries of the space Rn

when n � 4, in terms of 2p parameters �1; � � � ; �p; B1; � � � ; Bp.
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Chapter 3

The problem of determining the

image of the exponential map

3.1 Results on the surjectivity of certain matrices

maps

LetMn(K) be the algebra of the square matrices with entrees in the commutative

�eld K (K = R or K = C). Consider the convergent power series with coe¢ cients

in K,
P

m�0 amz
m, z 2 K. Let

f(z) =
1X
m=0

amz
m; z 2 K:

For n � 2 and for X 2 Mn(K) we know that the series
P1

m=0 amX
m is also

convergent and we denote its sum by ef(X).
The following problem is important.

Problem 1. What are the conditions on function f such that the operator ef is
surjective ?

If f is a holomorphic function in C and let the set

M = fz 2 C : f 0 (z) = 0g

For a matrix A 2Mn(C) we consider � (A) the spectrum of matrix A.
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Theorem 3.1.1 If � (A) � f (CnM) then A 2 Im ef .
Lemma 3.1.2 Let f , g be two holomorphic functions in C cu f�1 (0) � g�1 (0). If

A 2Mn(C) has the property that �
� ef (A)� = f0g then egn (A) = On.

Lemma 3.1.3 If f 2 C [X], gradf = n � 2, then we have:

1) f�1 (y) �M () y 2 Cnf (CnM)

2) f�1 (y1) �M; f�1 (y2) �M ) y1 = y2

3) f (CnM) = C() 8y 2 C the equation f (x) = y has at least one simple root

4) f (CnM) = Cn fzg () 8y 2 C the equation f (x) = y has mutiplicative

roots.

Theorem 3.1.4 Let f 2 C [X] of degree � 2. The following statements are equival-

ent:

Theorem 1 1) for any y 2 C the equation f (x) = y has at least one simple root;

2) the map ef :Mn(C)!Mn(C) is surjective.

Example 3.1.5 The map ef : Mn(C) ! Mn(C), ef (X) = Xm, is not surjective,

where m � 2. Indeed, the equation xm = 0 has 0 as a multiple root of order m, do

the resulted property from Theorem 3.1.4.

Example 3.1.6 Let f 2 C [X], grad f � 2, a 2 C,

f 0 (x) = a (x� x01)
�1 : : : (x� x0r)

�r ; �j � 1; j = 1; : : : ; r

and x01; : : : ; x
0
r distinct. If �j � r � 1, 8j 2 f1; : : : ; rg, then for every y 2 C the

equation f (x) = y has at least one simple root.

In this case the condition from Theorem 3.1.8 it is easy to verify.

Example 3.1.7 Let f 2 C [X],

f = (X � x1) (X � x2) (X � x3)

and

x21 + x
2
2 + x

2
3 6= x1x2 + x2x3 + x1x3;
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has the property from Theorem 3.1.8. Indeed, we have

f 0 (x) = 3x2 � 2 (x1 + x2 + x3)x+ x1x2 + x2x3 + x1x3

and � 6= 0. Then f 0 has only simple roots, meaning f � y has at least one simple

root, 8y 2 C.

Theorem 3.1.8 Let f 2 C [X], grad f = n � 2. Dac¼a a 2 C, a 6= 0,

f 0 (x) = a (x� x01)
�1 : : : (x� x0r)

�r ; �j � 1; j = 1; : : : ; r

şi pentru orice submulţime L a lui f1; : : : ; rg avemX
j2L

(1 + �j) 6= r � 1;

atunci pentru orice y 2 C ecuaţia f (x) = y are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în C.

Example 3.1.9 Fie f 2 C [X],

f = (X � x1) (X � x2) (X � x3)

şi

x21 + x
2
2 + x

2
3 6= x1x2 + x2x3 + x1x3;

are proprietatea din Teorema 3.1.8. Într-adev¼ar, dac¼a ţinem seama de rela̧tiile lui

Viète, avem

f 0 (x) = 3x2 � 2 (x1 + x2 + x3)x+ x1x2 + x2x3 + x1x3

şi � 6= 0, conform ipotezei f¼acute ini̧tial. Atunci f 0 are r¼ad¼acinile simple, adic¼a f �y

are cel pu̧tin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a, 8y 2 C.

Remark 3.1.10 Toate rezultatele ob̧tinute r¼amân valabile dac¼a C se înlocuieşte cu

un corp algebric închis K şi, acolo unde este cazul, în loc de f olomorf¼a în C se

presupune c¼a f este polinomial¼a.
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Vom adopta în continuare urm¼atoarele nota̧tii: dac¼a A 2 Mn(C) se noteaz¼a cu

pA polinomul caracteristic al lui A, adic¼a polinomul

pA (t) = det (tIn � A) ;

şi cu � (A) muļtimea valorilor proprii ale matricei A (adic¼a r¼ad¼acinile polinomului

pA). Se presupun cunoscute urm¼atoarele rezultate:

Theorem 3.1.11 (Hamilton-Cayley) Pentru orice matrice A 2 Mn(C) avem

pn (A) = On, adic¼a orice matrice satisface ecuaţia sa caracteristic¼a.

Theorem 3.1.12 (de interpolare Lagrange-Hermite) Fiind date n 2 N�, ak 2

R, k = 1; 2; : : : ; n numere reale distincte, rk 2 N, k = 1; 2; : : : ; n şi b(i)k 2 R,

i = 0; : : : ; rk, k = 1; 2; : : : ; n, exist¼a un polinom P 2 R [X] astfel încât

P (i) (ak)= b
(i)
k ; k = 1 ; 2 ; : : : ; n; i = 0 ; : : : ; rk.

Theorem 3.1.13 Fie f 2 C [X] şi A 2Mn(C),

� (A)= f�1; : : : ; �sg .

Dac¼a pentru orice i 2 f1; 2; : : : ; sg ecuaţia f (x) = �i are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a

atunci A 2 Im ef .
Corollary 3.1.14 Dac¼a f 2 C [X] are proprietatea c¼a 8� 2 C, ecuaţia f (x) = �

are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a atunci ef :Mn(C)!Mn(C) este surjectiv¼a.

Theorem 3.1.15 Dac¼a f 2 C [X] are proprietatea c¼a ef : Mn(C) ! Mn(C) este

surjectiv¼a, atunci 8� 2 C, ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a.

Lemma 3.1.16 Pentru p 2 N impar, consider¼am polinomul f 2 C [X], unde

fp = 1 +
1

1!
X +

1

2!
X2 + : : :+

1

p!
Xp:

Atunci efp :Mn(C)!Mn(C) este surjectiv¼a.

32



Theorem 3.1.17 a) Pentru n = 2 sau n = 3, polinomul f 2 R [X] are proprietatea

c¼a ef :Mn(R)!Mn(R) este surjectiv¼a dac¼a şi numai dac¼a 8� 2 R ecuaţia f (x) = �

are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în R.

b) Pentru n � 4, polinomul f 2 R [X] are proprietatea c¼a ef : Mn(R) ! Mn(R)

este surjectiv¼a dac¼a şi numai dac¼a au loc simultan:

(i) 8� 2 R ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în R;

(ii) 8� 2 C ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a.

Theorem 3.1.18 Fie f : C �! C o funcţie olomorf¼a, n 2 N, n � 2 şi A 2Mn(C),

� (A) = f�1; : : : ; �sg spectrul punctual al operatorului A. Dac¼a pentru orice j 2

f1; 2; : : : ; sg, ecuaţia f (z) = �j are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a atunci A 2 Im ef .
Corollary 3.1.19 Aplicaţia exp =gexp :Mn(C) �! GL(n;C) este surjectiv¼a.

Theorem 3.1.20 Fie f (x) =
1P
k=0

akx
k o serie de puteri cu coe�cienţi reali şi raza

de convergenţ¼a 1, n 2 N, n � 2.

I. n 2 f2; 3g. Atunci ef :Mn(R)!Mn(R) e surjectiv dac¼a şi numai dac¼a au loc:

(i) 8� 2 R ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a real¼a simpl¼a.

(ii) f (C) = C.

II. n � 4. Atunci ef :Mn(R)!Mn(R) e surjectiv dac¼a şi numai dac¼a au loc:

(i)0 8� 2 R ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a real¼a simpl¼a.

(ii)0 8� 2 R ecuaţia f (z) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în C.

Studiul imaginii exponeņtialei în acest caz este şi el mult mai complicat şi un

rezultat tranşant ca cel din Corolarul 3.1.17 nu mai are loc. O prim¼a constatare este

c¼a are loc incluziunea:

exp (Mn(R)) � GL+ (n;R) = fA 2 GL (n;R) : detA > 0g ;

deci grupul GL (n;R) nu este exponeņtial.
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3.2 The image of the exponential map for the

GL(n;R) group

În aceast¼a seçtiune se va rezolva problema determin¼arii imaginii aplica̧tiei expo-

neņtiale pentru grupul liniar general real G = GL(n;R).

Lemma 3.2.1 Dac¼a A 2 GL+(n;R) şi �(A) � R�+ [ (C�R), atunci A 2

exp(Mn(R)).

Theorem 3.2.2 Se consider¼a matricea A 2 GL+(n;R). Atunci A 2 exp(Mn(R))

dac¼a şi numai dac¼a blocurile corespunz¼atoare valorilor proprii negative din descom-

punerea sa Jordan apar cu multiplicitate par¼a.

Theorem 3.2.3 Fie A 2 GL(n;R). Atunci A 2 exp(Mn(R)) dac¼a şi numai dac¼a

exist¼a B 2 GL(n;R) astfel încât A = B2.

Corollary 3.2.4 Fie A 2 SL(n;R). Atunci A 2 exp(SL(n;R)) dac¼a şi numai dac¼a

exist¼a B 2 SL(n;R) astfel încât A = B2.

Corollary 3.2.5 Fie X 2 Mn(R), n � 2. Atunci exist¼a Y 2 Mn(R) astfel ca

X2 + In = Y
2.

Corollary 3.2.6 Pentru orice X 2 SL(2;R) exist¼a A 2SL(2;R) astfel încât X =

A2 sau �X = A2.

Remark 3.2.7 1) Topologia muļtimii E(G) este deosbit de interesant¼a. În general,

E(G) nu este nici deschis¼a şi nici închis¼a în G. Un exemplu în acest sens este dat

de grupul Lie SL(2;R). Pentru a ar¼ata c¼a muļtimea E(SL(2;R)) nu este deschis¼a

se consider¼a matricea 0@�1 0

0 �1

1A = exp

0@ 0 �

�� 0

1A .
Pe de alt¼a parte, pentru orice � > 0, matricea

0@�1 �

0 �1

1A nu apaŗtine lui

E(SL(2;R)) deoarce num¼arul blocurilor corespunz¼atoare valorii proprii �1 este egal
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cu 1.(Teorema 2.1.2). Se observ¼a c¼a E(SL(2;R)) nu este nici închis¼a. Pentru aceasta

se consider¼a matricea 0@�1 �1

0 �1

1A 2 SL(2;R)�E(SL(2;R))

şi avem c¼a pentru orice � > 00@�1 �1

� �1

1A 2 E(SL(2;R)),

deci dac¼a E(SL(2;R)) ar � închis¼a, atunci am avea

lim
�&0

0@�1 �1

� �1

1A 2 E(SL(2;R));

ceea ce este imposibil.

2) Interiorul şi frontiera lui E(GL(n;R)) au fost determinate şi s-a ar¼atat c¼a:

i) A 2 intE(GL(n;R)) dac¼a şi numai dac¼a A nu are valori proprii negative;

ii) A este punct de frontier¼a pentru E(GL(n;R)) dac¼a şi numai dac¼a A =2

intE(GL(n;R)) şi blocurile corespunz¼atoare valorilor proprii negative din descom-

punerea Jordan a lui A apar cu multiplicitate par¼a:

3.3 The Lie groups OK(n)

Fie K 2Mn(R) o matrice inversabil¼a şi simetric¼a. Se consider¼a muļtimea

OK(n) =
�
A 2Mn(R) : tAKA = K

	
.

Se observ¼a c¼a (OK(n); �) este un subgrup al lui GL(n;R). Într-adev¼ar, dac¼a A;B 2

OK(n), atunci putem scrie

t(AB)K(AB) = tB tAKAB = tB( tAKA)B = tBKB = K,

adic¼a AB 2 OK(n). Mai mult, dac¼a A 2 OK(n) avem

t(A�1)KA�1 = ( tA)�1KA�1 = KAA�1 = K,
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deci A�1 2 OK(n).

Se remarc¼a faptul c¼a pentru K 2 Mn(R) se poate de�ni forma biliniar¼a fK :

Rn � Rn, prin fK(x; y) = txKy. Pentru A 2 OK(n) avem

fK(Ax;Ay) =
t(Ax)K(Ay) = tx( tAKA)y = txKy = fK(x; y),

prin umare muļtimea OK(n) este format¼a din toate matricele inversabile A cu pro-

prietatea c¼a forma fK este invariant¼a, adic¼a fK(Ax;Ay) = fK(x; y).

Reamintim c¼a matricele K;K 0 2 Mn(R) sunt echivalente, adic¼a K � K 0, dac¼a

exist¼a U 2GL(n;R) cu proprietatea c¼a K 0 =t UKU . În acest caz OK(n) � OK00 (n).

Într-adev¼ar, grupul GL(n;R) açtioneaz¼a pe Mn(R) prin UA =t UAU şi OK(n)

este grupul de izotropie coresounz¼ator matricei K. Din K � K 0 rezult¼a faptul c¼a

matricele K şi K 0 au aceeaşi orbit¼a în raport cu açtiunea considerat¼a, deci în mod

necesar OK(n) ' OK00 (n). De fapt aceste subgrupuri sunt conjugate în GL(n;R).

Folosind teorema lui Sylvester, rezult¼a faptul c¼a matricea K este echivalent¼a cu

o matrice diagonal¼a de forma

diag(1; : : : ; 1| {z }
r

;�1; : : : ;�1| {z }
n�r

),

unde r reprezint¼a siganatura lui K. În acest caz grupul OK(n) se mai noteaz¼a şi cu

O(r; n� r) şi el este perfect determinat de signatura sa r.

Evident O(r; n� r) = O(n� r; r), deci prezint¼a importaņt¼a doar situa̧tia r � n
2
.

Num¼arul r este un invariant al grupului O(r; n� r).

Grupul O(1; 3) se numeşte grupul Lorentz şi poart¼a un rol important în teoria

relativit¼a̧tii speciale.

Theorem 3.3.1 Pentru orice matrice inversabil¼a şi simetric¼a K 2Mn(R), OK(n)

este un grup Lie de dimensiune n(n�1)
2

cu algebra Lie oK(n) = K � ASn(R).

Dac¼a A 2 SOK(n), din rela̧tia tAKA = K prin trecere la determinaņti ob̧tinem

det2A = 1, deci detA = �1. Prin urmare grupul Lie OK(n) are dou¼a componente

conexe, anume

O+
K(n) = fA 2 OK(n) : detA = 1g
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şi

O�
K(n) = fA 2 OK(n) : detA = �1g .

Subcomponenta conex¼a a unit¼a̧tii O+
K(n) se mai noteaz¼a cu SOK(n) şi este un

subgrup al grupului OK(n) de dimensiune
n(n�1)
2
.

3.4 Rodrigues-like formulas

3.4.1 Classical formulas for SO(n), n = 2 and n = 3

Fie SO(3) grupul special ortogonal al matricilor de ordin 3, cu elemente reale,

ortogonale şi având determinantul egal cu 1, adic¼a

SO(3) :=
�
A 2M3(R)jA tA = I3; detA = 1

	
.

Conform rezultatelor din paragraful 3.3 rezult¼a c¼a grupul SO(3) are o structur¼a de

grup Lie şi dimSO(3) = 3.

Proposition 3.4.1 Algebra Lie (so(3); [�; �]) poate � identi�cat¼a în mod canonic cu

algebra Lie (R3;�); unde "� " este produsul vectorial clasic.

Pentru cazul n = 2, s-a demonstrat deja formula (paragraful 2.8, formula 2.8.1)

exp(B) = (cos �)I2 +
sin �

�
B:

În cazul n = 3, prezent¼am demonstra̧tia clasic¼a a formulei lui Rodrigues (1840). O

prezentare uşor diferit¼a a fost dat¼a în Lema 1.3.2.

Proposition 3.4.2 (Rodrigues) Cu notaţiile de mai sus, aplicaţia exponenţial¼a

exp : so(3)! SO(3);

satisface relaţia

exp(bv) = I3 + sin jjvjjjjvjj bv + 12(sin
jjvjj
2

jjvjj
2

)bv2.
Proposition 3.4.3 The exponential maop

exp : so(3)! SO(3)

is surjective, so the group SO(3) is exponential.
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3.4.2 The determination problem of the Rodrigues coe¢ -

cients for the GL(n;R) group

Aplica̧tia exponeņtial¼a exp : GL(n;R) = Mn(R) !GL(n;R), unde GL(n;R)

reprezint¼a grupul Lie al matricelor p¼atratice, de ordin n, inversabile, cu valori reale,

este de�nit¼a prin

exp(X) =

1X
k=0

1

k!
Xk: (3.4.1)

Folosind cunoscuta teorem¼a Hamilton-Cayley, rezult¼a c¼a �ecare putere Xk; k �

n, este o combina̧tie liniar¼a de puteri ale matricei X, mai precis de puterile

X0; X1; : : : ; Xn�1. Prin urmare putem rescrie formula 3.4.1 sub forma

exp(X) =
n�1X
k=0

ak (X)X
k; (3.4.2)

unde coe�cieņtii reali a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) sunt unic determina̧ti şi depind

de matricea X. Din aceast¼a formul¼a rezult¼a c¼a pentru exp (X) este un polinom

în X, cu coe�cieņti în funçtie de X: Problema determin¼arii unei formule expli-

cite a aplica̧tiei exponeņtiale exp (X) se reduce la problema determin¼arii coe�-

cieņtilor a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X). Vom numi aceast¼a problem¼a general¼a prob-

lema Rodrigues şi coe�cieņtii a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) coe�cienţii Rodrigues ai

aplica̧tiei exponeņtiale în raport cu matricea X 2Mn(R).

Invariaņta la echivaleņta matricelor subliniaz¼a importaņta spectrului matricei X

în rela̧tia (3.4.2). O metod¼a important¼a pentru a ob̧tine coe�cieņtii Rodrigues este

o aşa numit¼a metoda Putzer.

În acest subparagraf, prezent¼am rezultatele din lucrarea D. Andrica şi R.-A.

Rohan [7] şi mai departe vom indica o modalitate nou¼a de determinare a coe�-

cieņtilor lui Rodrigues a0 (X), a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) din formula (3.4.2). Ideea prin-

cipal¼a const¼a în reducerea rela̧tiei (3.4.2) la un sistem liniar având necunoscutele

a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X). În acest sens multiplic¼am ambii membrii ai rela̧tiei

(3.4.2) cu puterile Xj; j = 0; : : : ; n� 1 şi ob̧tinem urm¼atoarele rela̧tii matriciale

Xj exp(X) =

n�1X
k=0

akX
k+j; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.3)
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unde ak = ak(X); k = 0; : : : ; n � 1: Considerând urma matricei în ambele p¼aŗti ale

rela̧tiei (3.4.3), ob̧tinem sistemul liniar

n�1X
k=0

tr
�
Xk+j

�
ak = tr

�
Xj exp(X)

�
; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.4)

având coe�cieņtii funçtii de matricea X. Presupunem c¼a �1; : : : ; �n sunt valorile

proprii ale lui X. Este cunoscut faptul c¼a matricea Xk+j are valorile proprii

�k+j1 ; : : : ; �k+jn şi matricea Xj exp(X) are valorile proprii �j1e
�1 ; : : : ; �jne

�n. Într-

adev¼ar, funçtia fj : C ! C; f(z) = zjez, este analitic¼a, prin urmare valorile proprii

ale matricei fj(X) sunt fj(�1); : : : ; fj(�n). Dar avem fj(�s) = �
j
se
�s ; s = 1; : : : ; n şi

proprietatea este demonstrat¼a.

Sistemul (3.4.4) este echivalent cu

n�1X
k=0

 
nX
s=1

�k+js

!
ak =

nX
s=1

�jse
�s ; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.5)

adic¼a
n�1X
k=0

Sk+jak =
nX
s=1

�jse
�s ; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.6)

unde Sj = �
j
1 + : : : + �

j
n, cu conveņtia 0

0 = 1, în cazul în care avem valori proprii

egale cu 0.

Folosind sistemul (3.4.5) ob̧tinem urm¼atorul rezultat privind solu̧tia problemei

Rodrigues pentru grupul GL(n;R).

Theorem 3.4.4 1 ) The Rodrigues coe¢ cients in formula (3.4.2) are solutions to

the system (3.4.5).

2 ) If the eigenvalues �1; : : : ; �n of the matrix X are pairwise distinct, then the

Rodrigues coe¢ cients a0; : : : ; an�1 are linear combinations of e�1 ; : : : ; e�n having the

coe¢ cients rational functions of �1; : : : ; �n, i.e. we have

ak = A
(1)
k e

�1 + : : :+ A
(n)
k e

�n ; k = 0; : : : ; n� 1: (3.4.7)
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3.4.3 The determination of the Rodrigues coe¢ cients using

the

Putzer method

Se consider¼a problema la limit¼a

�
x = Xx; x(0) = x0; 0 � t <1 (3.4.8)

unde x şi
�
x sunt vectori n-dimensionali şi X este o matrice p¼atratic¼a de ordinul n,

cu elemente constante. În cele ce urmeaz¼a va � prezentat¼a o metod¼a util¼a pentru

scrierea explicit¼a a problemei (3.4.8). Acest lucru este în mod particular util în cazul

în care matricea X nu poate � diagonalizat¼a, caz în care forma canonic¼a Jordan a

matricei nu poate � determinat¼a.

Solu̧tia ecua̧tiei (3.4.8) este de forma

x = exp(tX)x0;

deci problema este echivalent¼a cu a determina matrice exp(tX).

Aceast¼a metod¼a, pe care o vom numi metoda lui Putzer, este important¼a şi

pentru a ob̧tine coe�cieņtii Rodrigues. Metoda const¼a în urm¼atorii paşi. Mai întâi,

consider¼am polinomul caracteristic al matricei X,

pX(t) = det(tIn �X) = tn + cn�1tn�1 + : : :+ c1t+ c0;

şi de�nim matricea Putzer

C =

0BBBBBBBBB@

c1 c2 : : : cn�1 1

c2 c3 : : : 1 0

: : : : : : : : : : : : : : :

cn�1 1 : : : 0 0

1 0 : : : 0 0

1CCCCCCCCCA
:

În cel de-al doilea pas, construim funçtia scalar¼a z care este solu̧tia a ecua̧tiei difer-

eņtiale liniare omogene având coe�cieņtii constaņti care satisaface condi̧tiile ini̧tiale

z(n) + cn�1z
(n�1) + : : :+ c1z

0 + c0z = 0
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având condi̧tia ini̧tial¼a z(0) = z0(0) = : : : = z(n�2)(0) = 0; z(n�1)(0) = 1: Urm¼atoarea

rela̧tie are loc

A = C � Z; (3.4.9)

unde A este matricea de ordin n� 1 având ca şi elemente coe�cieņtii lui Rodrigues

a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) şi Z este matricea de ordin n � 1 având ca şi valori

z(1); z0(1); : : : ; z(n�1)(1):

Corollary 3.4.5 Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt distincte dou¼a

câte dou¼a, atunci matricea Z de ordinul n� 1 din metoda lui Putzer este dat¼a de

Z = (SC)�1B;

unde matricea S este de�nit¼a prin

S =

0BBBBBB@
S0 S1 : : : Sn�1

S1 S2 : : : Sn

: : : : : : : : : : : :

Sn�1 Sn : : : S2n�1

1CCCCCCA ;
C este matricea lui Putzer şi B este matricea de ordin n � 1 având elementele

bj =
nP
s=1

�jse
�s ; j = 0; : : : ; n� 1:

Observa̧tie. Comparând cu metoda lui Putzer, rezultatul ob̧tinut în Teorema

3.4.4 este mai simplu în cazul în care valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt

distincte dou¼a câte dou¼a, deoarece în acest caz trebuie sa rezolv¼am doar sistemul

liniar (3.4.5) Metoda lui Putzer este mai bun¼a în cazul în care avem multiplicit¼a̧ti

ale valorilor proprii ale matricei X. În situa̧tii concrete putem combina cele dou¼a

metode.

3.4.4 The determination of the Rodrigues coe¢ cients for

the SO(n) group

Este uşor de veri�cat faptul c¼a muļtimea matricelor p¼atratice, de dimensiune n,

ortogonale, cu valori reale formeaz¼a un grup Lie împreun¼a cu opera̧tia de multipli-

care, notat prin O(n). Submuļtimea grupului O(n) format¼a din acele matrice care
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au valoarea determinantului egal¼a cu +1 alc¼atuieşte un subgrup notat prin SO(n)

şi care se numeşte grupul special ortogonal al spa̧tiului Euclidean Rn. Din motive

geometrice, metricile acestui grup se numesc matrici de rotaţie.

Matricele algebrei so(n) au dou¼a propriet¼a̧ti eseņtiale care simpli�c¼a simţitor

calculul coe�cieņtilor Rodrigues:

� Dac¼a n este impar atunci matricele sunt singulare, adic¼a au cel pu̧tin o valoare

proprie egal¼a cu 0;

� Valorile proprii diferite de 0 sunt pur imaginare şi bineîņteles conjugate.

Folosind cunoscuta formul¼a a lui Euler ei� = cos�+ i sin� ob̧tinem urm¼atoarea

conseciņt¼a a Teoremei 3.4.4, care este util¼a în aplica̧tiile practice (a se vedea lucrarea

R.-A. Rohan [68]).

Corollary 3.4.6 Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt distincte dou¼a

câte dou¼a, atunci coe�cienţii Rodrigues a0; : : : ; an�1 sunt unic determinaţi de sis-

tem şi sunt exprimaţi de combinaţii liniare ale cos�1; : : : ; cos�m; sin�1; : : : ; sin�m,

având coe�cienţii funcţii raţionale ale �1; : : : ; �m, unde �i�1; : : : ;�i�m, m =
�
n
2

�
,

sunt valorile proprii ale matricei X. Astfel avem relaţia

ak = b
(1)
k cos�1 + : : :+ b

(m)
k cos�m + c

(1)
k sin�1 + : : :+ c

(m)
k sin�m; k = 0; : : : ; n� 1:

Când X = On, urmeaz¼a c¼a exp(X) = In, prin urmare avem a0 = 1; a1 = : : : =

an�1 = 0.

În cazul în care n = 2, o matrice antisimetric¼a X 6= O2 poate � scris¼a ca

X =

0@ 0 a

�a 0

1A ; a 2 R�;
având valorile proprii �1 = ai; �2 = �ai:

Sistemul (3.4.5) devine în acest caz

�
2a0 + (�1 + �2)a1 = e

�1 + e�2

(�1 + �2)a0 + (�
2
1 + �

2
2)a1 = �1e

�1 + �2e�2 ;
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prin urmare ob̧tinem

a0 =
1

2

�
eai + e�ai

�
= cos a;

a1 =
�1e

�1 + �2e
�2

�21 + �
2
2

=
eai � e�ai
2a

=
sin a

a
;

şi apoi

exp(X) = (cos a) I2 +
sin a

a
X:

Urmeaz¼a c¼a

a0(X) = cos a; a1(X) =
sin a

a
:

În cazul în care n = 3, o matrice antisimetric¼a este de forma

X =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
având polinomul caracteristic pX(t) = t3 + (a2 + b2 + c2) t = t3 + �2t, unde � =
p
a2 + b2 + c2. Valorile proprii ale matricei X sunt �1 = �i; �2 = ��i; �3 = 0. Este

clar c¼a X = O3 dac¼a şi numai dac¼a � = 0, prin urmare este su�cient s¼a consider¼am

doar situa̧tia în care � 6= 0. Sistemul (3.4.5) devine8>>><>>>:
3a0 � 2�2a2 = 1 + e�i + e��i

�2�2a1 = �i
�
e�i � e��i

�
�2�2a0 + 2�4a2 = ��2

�
e�i + e��i

�
:

Deoarece � 6= 0, urmeaz¼a c¼a

a0 = 1; a1 =
sin �

�
; a2 =

1� cos �
�2

;

reg¼asind cunoscuta formul¼a a lui Rodrigues ( Propozi̧tia 3.4.2 )

exp(X) = I3 +
sin �

�
X +

1� cos �
�2

X2:

În cazul în care n = 4, o matrice antisimetric¼a X 2 so(4) este de forma

X =

0BBBBBB@
0 a b c

�a 0 d e

�b �d 0 f

�c �e �f 0

1CCCCCCA ;
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şi polinomul caracteristic corespunz¼ator este

pX(t) = t
4 +

�
a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2

�
t2 + (af � be+ cd)2 :

Fie �1;2 = ��i; �3;4 = ��i valorile proprii ale matricei X, unde �; � 2 R. Dup¼a

câteva calcule algebrice, sistemul (3.4.5) devine8>>>>>><>>>>>>:

2a0 �
�
�2 + �2

�
a2 = cos�+ cos �

�
�
�2 + �2

�
a1 +

�
�4 + �4

�
a3 = �� sin�� � sin �

�
�
�2 + �2

�
a0 +

�
�4 + �4

�
a2 = ��2 sin�� �2 sin ��

�4 + �4
�
a1 �

�
�6 + �6

�
a3 = �

3 sin�+ �3 sin �

:

Consider¼am urm¼atoarele trei cazuri:

Cazul 1. Dac¼a � 6= �; �; � 2 R�; apoi grupând prima ecua̧tie cu cea de-a treia

şi cea de-a doua cu ultima ob̧tinem coe�cieņtii lui Rodrigues

a0 =
�2 cos�� �2 cos �

�2 � �2
;

a1 =
�3 sin�� �3 sin �
��
�
�2 � �2

� ;

a2 =
cos�� cos �
�2 � �2

;

a3 =
� sin�� � sin �
��
�
�2 � �2

� :

Urmeaz¼a c¼a formula corespunz¼atoare a lui Rodrigues în acest caz este

exp(X) =
�2 cos�� �2 cos �

�2 � �2
I4 +

�3 sin�� �3 sin �
��
�
�2 � �2

� X +
cos�� cos �
�2 � �2

X2

+
� sin�� � sin �
��
�
�2 � �2

� X3: (3.4.10)

Cazul 2. Dac¼a � 6= 0 şi � = 0, atunci vom utiliza metoda lui Putzer. În acest

caz polinomul caracteristic este pX(t) = t4 + �2t2 şi matricea Putzer este de forma

C =

0BBBBBB@
0 �2 0 1

�2 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCA :
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Funçtia scalar¼a z, solu̧tie a ecua̧tiei difereņtiale z(4) + �2z(2) = 0 având condi̧tia

ini̧tial¼a z(0) = z0(0) = z00(0) = 0; z(3)(0) = 1, este z(u) = � sin�u
�3

+ u
�2
.Matricea Z,

de dimensiune 4� 1, este de forma

Z =

0BBBBBB@
��sin�
�3

1�cos�
�2

sin�
�

cos�

1CCCCCCA :

Folosind formula (3.4.3) ob̧tinem

A = C � Z =

0BBBBBB@
1

1

1�cos�
�2

��sin�
�3

1CCCCCCA ;

prin urmare formula lui Rodrigues corespunz¼atoare acestui caz devine

exp(X) = I4 +X +
1� cos�
�2

X2 +
�� sin�
�3

X3: (3.4.11)

Cazul 3. Dac¼a � = � 6= 0, atunci vom folosi din nou metoda lui Putzer.

Polinomul caracteristic al matricei X este dat de pX(t) = t4+2�2t2+�4 şi matricea

Putzer este de�nit¼a ca �ind

C =

0BBBBBB@
0 2�2 0 1

2�2 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCA :

Conform teoriei generale a ecua̧tiilor liniare difereņtiale omogene având coe�cieņti

constaņti, funçtia scalar¼a z care satisface rela̧tia z(4) + 2�2z(2) + �4 = 0 este de

forma z(u) = (C1 + C2u) cos�u + (C3 + C4u) sin�u. Din condi̧tiile ini̧tiale z(0) =

z0(0) = z00(0) = 0; z(3)(0) = 1, dup¼a câteva calcule simple, ob̧tinem funçtia z(u) =
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� u
2�2
cos�u+ 1

2�3
sin�u. Matricea Z, de dimensiune 4� 1, este de forma

Z =

0BBBBBB@
sin��� cos�

2�3

sin�
2�

sin�+� cos�
2�

2 cos��� sin�
2

1CCCCCCA :

Using the formula (3.4.3) we obtain

A = C � Z =

0BBBBBB@
� sin�+2 cos�

2

3 sin��� cos�
2�

sin�
2�

sin��� cos�
2�3

1CCCCCCA ;

so the corresponding Rodrigues formula becomes in this case

exp(X) =
� sin�+ 2 cos�

2
I4 +

3 sin�� � cos�
2�

X +
sin�

2�
X2 +

sin�� � cos�
2�3

X3:

(3.4.12)

Remark 3.4.7 În lucrarea R.-A. Rohan [68], folosind rezultatul principal din luc-

rarea D. Andrica şi R.-A. Rohan [9], sunt ob̧tinute formulele (3.4.11) şi (3.4.12)

corespunz¼atoare celor dou¼a cazuri singulare, direct din formula (3.4.10) prin trecere

la limit¼a cu � ! 0, respectiv � ! �.

3.4.5 The Rodrigues-like formulas for the SE(n) group,

n = 2 and n = 3

Grupul special euclidean SE(n) a fost deja introdus în paragraful 1.5. Vom com-

pleta unele propriet¼a̧ti ale acestui grup.

Grupul euclidean E(n) este grupul care coņtine toate izometriile spa̧tiului euc-

lidean Rn. În cazul în care n = 2, grupul E(2) coņtine toate transla̧tiile, rota̧tiile şi

re�eçtiile planului.

Este cunoscut faptul c¼a orice izometrie este de forma

F (x) = Rx+ v
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unde R 2 O(n) şi v 2Rn.

Grupul izometriilor poate � reprezentat de grupul matricelor notat prin E(n),

E(n) :=

8<:
0@R v

0 1

1A 2 GL(n+ 1;R)jv 2Rn�1
9=;

coņtinând matrici p¼atratice de ordinul n + 1. Muļtimea aplica̧tiilor a�ne � ale lui

Rn de�nite în felul urm¼ator

� (X) = RX + u

unde R 2 SO(n) este o matrice de rota̧tie şi u este un vector din Rn, dar considerat

ca şi o matrice din Rn+1, formeaz¼a un grup împreun¼a cu opera̧tia de compunere

a matricelor, numit grupul izometriilor a�ne directe, sau mi̧sc¼ari rigide, notat prin

SE(n).

Se dovedeşte c¼a grupul E(n) nu este un grup Lie conex. Grupul special euclidean

SE(n) este de fapt componenta conex¼a a identit¼a̧tii a grupului E(n). Subgrupul Lie

SE(n) corespunde grupului care coņtine toate izometriileR care p¼astreaz¼a orientarea

având proprietatea c¼a detR = 1. Astfel grupul SE(n) este închis în GL(n + 1;R).

Prin urmare este un grup Lie de matrice.

Grupul SE(n) nu este m¼arginit, deci nu este compact. Pentru a demonstra

aceast¼a proprietatea consider¼am şirul de matrice

Am =

0@Im vm

0 1

1A ;
unde vectorul vm2Rn are prima component¼a m şi celelalte componente egale cu 0.

Norma Frobenius a luiAm este kAmk =
p
m+ 2, deci secveņtaAm nu este m¼arginit¼a.

Astfel grupul SE(n) nu este m¼arginit, deci nu este compact.

Avem

SE(n) := SO(n)oRn,

unde

SO(n) :=
�
A 2Mn(R)jA tA = In; det(A) = 1

	
şi "o " noteaz¼a produsul semidirect de grupuri.
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Proposition 3.4.8 Algebra lui Lie se(3) a lui SE(3) se identi�c¼a cu so(3)� R3 şi

baza canonic¼a a ei este dat¼a de matricele:

e1=

0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 �1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e2=
0BBBBBB@
0 0 1 0

0 0 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e3=
0BBBBBB@
0 �1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ;

e4=

0BBBBBB@
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e5=
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e6=
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1CCCCCCA :

Remark 3.4.9 Folosind aplica̧tia b : R3 ! so(3); x 7�! bx, dat¼a mai sus se poate
observa uşor c¼a avem izomor�smul de algebre Lie

se(3)e=R6.
Remark 3.4.10 Ca o conseciņt¼a a propozi̧tilor de mai sus avem c¼a tabla înmuļtirii

(tabela croşetului) pentru algebra Lie se(3) este dat¼a de

[�; �] e1 e2 e3 e4 e5 e6

e1 0 e3 �e2 0 e6 �e5
e2 �e3 0 e1 �e6 0 e4

e3 e2 �e1 0 e5 �e4 0

e4 0 e6 �e5 0 0 0

e5 �e6 0 e4 0 0 0

e6 e5 �e4 0 0 0 0

.

Proposition 3.4.11 În raport cu baza canonic¼a (e1; e2; e3; e4; e5; e6) constantele de

structur¼a ale algebrei Lie se(3) sunt

c312= 1 ; c
2
13= �1 ; ck14= 0 ; c615= 1 ; c516= �1 ;

c123= 1 ; c
6
24= �1 ; ck25= 0 ; c426= 1 ;
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c534= 1 ; c
4
35= �1 ; ck36= 0 ;

ck45= 0 ; c
k
46= 0 ;

ck56= 0 ;

unde k = 1; 2; 3; 4; 5; 6.

Fie 
 o matrice a algebrei se(n),


 =

0@X u

0 0

1A
unde X este o matrice antisimetric¼a, p¼atratic¼a, cu elemente reale. Urm¼atoare obser-

va̧tia simpl¼a este folositoare în determinarea unei formule Rodrigues pentru grupul

SE(n). Polnomul caracteristic p
 al matricei 
 veri�c¼a urm¼atoarea rela̧tie

p
(t) = tpX(t):

Într-adev¼ar, avem

p
(t) = det(tIn+1 � 
) = det

0@tIn �X �u

0 t

1A = t det(tIn �X) = tpX(t):

În cazul în care n = 2, consider¼am o matrice antisimetric¼a X 6= O2,

X =

0@ 0 a

�a 0

1A ; a 2 R�:
Folosind observa̧tia de mai sus, matricea 
 2 se(2) are valorile proprii �1 = ai; �2 =

�ai; �3 = 0. Formula Rodrigues este de forma

exp(
) = A0I3 + A1
 + A2

2

şi folosind Teorema 3.4.4. coe�cieņtii Rodrigues A0; A1; A2 satisfac sistemul 3.4.6

care se reduce exact la sistemul care are ca şi solu̧tii coe�cieņtii Rodrigues clasici

din paragraful 3.4.4.

Ob̧tinem formula

exp(
) = I3 +
sin a

a

 +

1� cos a
a2


2: (3.4.13)
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Rela̧tia (3.4.13) ne ajut¼a s¼a demonstr¼am uşor c¼a expA 2 SE(2) pentru toate ele-

mentele A 2 se(2).

În cazul în care n = 3, consider¼am o matrice antisimetric¼a X 6= O3,

X =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
având polinomul caracteristic pX(t) = t3 + (a2 + b2 + c2) t = t3 + �2t, unde � =
p
a2 + b2 + c2.

Polinomul caracteristic corespunz¼ator matricei 
 2 se(3) este p
(t) = tpX(t) =

t4 + �2t2, prin urmare valorile proprii ale lui 
 sunt �1 = �i; �2 = ��i; �3 = �4 = 0.

Formula Rodrigues este în acest caz

exp(
) = A0I4 + A1
 + A2

2 + A3


3:

Deoarece avem o valoare proprie cu multiplicitatea doi vom folosi metoda Putzer (a

se vedea subparagraful 3.4.3, lucrarea original¼a a lui E.J. Putzer [65] sau lucrarea

D.Andrica şi R.-A. Rohan [7]). Matricea Putzer este

C =

0BBBBBB@
0 �2 0 1

�2 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCA
şi dup¼a câteva calcule simple care se g¼asesc în detaliu în lucrarea D.Andrica şi R.-A.

Rohan [7], ob̧tinem urm¼atoarea formul¼a Rodrigues

exp(
) = I4 + 
+
1� cos �
�2


2 +
� � sin �
�3


3: (3.4.14)

Aceast¼a formul¼a este meņtionat¼a în cartea J.M.Selig [72, Capitolul 4, pg 51 � 83],

unde este ob̧tinut¼a printr-o metod¼a diferit¼a. De rȩtinut este faptul c¼a este exact

aceeaşi form¼a ca a formulei 3.4.11 ob̧tinut¼a în Cazul 2 al paragrafului 3.4.4.

Folosind izomor�smul de algebre Lie R3 ! so(3); ! 7�! b!; ob̧tinem urm¼atoare

reformulare pentru formula Rodrigues (a se vedea D. Andrica, I.N. Caşu [68, Pro-

pozi̧tia 7:1:8]).
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Proposition 3.4.12 Aplicaţia exponenţial¼a

exp : se(3 )! SE(3 )

este dat¼a de relaţiile urm¼atoare

(i) Dac¼a ! 6= 0, atunci

exp

0@0@b! v

0 0

1A1A=
0@exp b! 1

k!k2 f[I3 � (exp b!)b! + !!tI3]vg
0 1

1A .
(ii) Dac¼a ! = 0, atunci

exp

0@0@b0 v

0 0

1A1A=
0@I3 v

0 1

1A .
Propozi̧tia 3.4.12 ofer¼a o demonstra̧tie direct¼a pentru surjectivitatea aplica̧tiei

exponeņtiale exp : se(3) ! SE(3). (a se vedea monogra�a D.Andrica, I.N.Caşu [3,

Propozi̧tia 7:1:9])

3.4.6 The Rodrigues-like formulas for the SO(2; 1) group

În cele ce urmeaz¼a vom determina coe�cieņtii Rodrigues pentru grupulO(2; 1). În

lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [6] a fost utilizat¼a metoda lui Putzer. În continuare

vom folosi rezultatul principal din lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [7] coņtinut în

Teorema 3.4.4.

Pentru o matrice A 2 o(2; 1), adic¼a

A =

0BBB@
0 a �b

�a 0 c

b �c 0

1CCCA ,
polinomul s¼au caracteristic este dat de

pA(t) = t
3 � (b2 + c2 � a2)t.

Vom discuta cele 3 cazuri:
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Cazul 1. u = b2 + c2 � a2 > 0. Atunci valorile proprii ale matricei A sunt

�1 =
p
u; �2 = �

p
u; �3 = 0. Sistemul 3.4.6 devine8>>><>>>:

3a0 + 2ua2 = 1 + e
p
u + e�

p
u

2ua1 =
p
u
�
e
p
u � e�

p
u
�

2ua0 + 2u
2a2 = u

�
e
p
u + e�

p
u
�
:

deci ob̧tinem

a0 = 1; a1 =
sh
p
up
u
; a2 =

ch
p
u = 1

u
;

ceea ce conduce la formula Rodrigues

exp(A) = I3 +
sh(
p
u)p
u

A+
ch(
p
u)� 1
u

A2.

Cazul 2. u = b2 + c2 � a2 = 0. Prin trecerea la limit¼a cu u ! 0, în formulele

precedente pentru a0; a1; a2, ob̧tinem formula

exp(A) = I3 + A+
1

2
A2.

Cazul 3. u = b2+ c2�a2 < 0. Un ra̧tionament analog celui din Cazul 1 conduce

la

exp(A) = I3 +
sin(

p
�u)p
�u

A+
cos(

p
�u)� 1
u

A2.

Rezult¼a astfel

exp(A) =

8>>><>>>:
I3 +

sh(
p
u)p
u
A+

ch(
p
u)�1
u

A2 dac¼a u > 0

I3 + A+
1
2
A2 dac¼a u = 0

I3 +
sin(

p
�u)p
�u A+

cos(
p
�u)�1
u

A2 dac¼a u < 0

unde u = b2 + c2 � a2.
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Chapter 4

Results for the geometric

mechanics

4.1 The description of the SO(n) group using the

Hamilton-Cayley form

4.1.1 The Cayley transformation for the SO(n) group

Matricele grupului SO(n) descriu mi̧sc¼arile de rota̧tie din Rn. Dac¼a matricea

A apaŗtine algebrei Lie so(n)corespunz¼atoare grupului Lie SO(n), atunci matricea

In � A este inversabil¼a.

Într-adev¼ar, valorile proprii �1; : : : ; �n ale lui A sunt 0 sau pur imaginare, deci

valorile proprii ale matricei In � A sunt 1 � �1; : : : ; 1 � �n. Acestea sunt evident

diferite de 0, prin umare det(In � A) = (1� �1) � � � (1� �n) 6= 0, adic¼a In � A este

inversabil¼a.

Aplica̧tia Cay : so(n)! SO(n), de�nit¼a prin

Cay(A) = (In + A)(In � A)�1

se numeşte transformarea Cayley a grupului SO(n). S¼a ar¼at¼am c¼a aceast¼a aplica̧tie

este corect de�nit¼a. Fie Cay(A) = R:
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Aplica̧tia Cay este evident continu¼a şi Cay(On) = In 2 SO(n), deci în mod

necesar avem R 2 SO(n).

Not¼am cu
P
muļtimea elementelor grupului SO(n) care are pe �1 ca valoare

proprie. Evident avem R 2
P
dac¼a şi numai dac¼a matricea In +R este singular¼a.

Theorem 4.1.1 Aplicaţia Cay : so(n) ! SO(n)n
P

este bijectiv¼a şi inversa

acesteia este Cay�1 : SO(n)n
P
! so(n), Cay�1(R) = (R + In)�1(R� In).

4.1.2 The Rodrigues-like formulas for the Cayley transform-

ation

Deoarece inversa matricei In � A se poate scrie sub forma

(In � A)�1 = In + A+ A2 + : : : ;

pe o vecin¼atate su�cient de mic¼a a luiOn, ţinând seama de teorema Hamilton-Cayley,

rezult¼a c¼a transformarea Cayley se poate scrie sub form¼a polinomial¼a

Cay(A) = b0(A)In + b1(A)A+ : : :+ bn�1(A)A
n�1; (4.1.1)

unde coe�cieņtii b0; : : : ; bn�1 sunt unic determina̧ti şi depind de matricea A. Vom

numi aceste numere, prin analogie cu situa̧tia aplica̧tiei exponeņtiale, coe�cienţii

Rodrigues ai lui A relativ la aplica̧tia Cay:

Theorem 4.1.2 Fie �1; : : : ; �n valorile proprii ale matricei A 2 so(n).

1) Coe�cienţii Rodrigues ai lui A relativ la trasnformarea Cay sunt soluţii ale

sistemului
n�1X
k=0

Sk+jbk =

nX
s=1

�js
1 + �s
1� �s

; j = 0; : : : ; n� 1; (4.1.2)

unde Sj = �j1 + : : :+ �
j
n.

2) Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei A sunt distincte dou¼a câte dou¼a,

atunci coe�cienţii Rodrigues b0; : : : ; bn�1 sunt perfect determinaţi de acest sistem şi

sunt funcţii raţionale de �1; : : : ; �n.
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Vom ilustra în continuare cazurile particulare n = 2 şi n = 3. Dac¼a A = On,

atunci Cay(A) = In şi deci b0 = 1; b1 = : : : = bn�1 = 0.

În cazul n = 2, consider¼am matricea antisimetric¼a A 6= O2, unde

A =

0@ 0 a

�a 0

1A ; a 2 R�;
având valorile proprii �1 = ai; �2 = �ai. Sistemul (4.1.2) devine în acest caz�

2b0 =
1+ai
1�ai +

1�ai
1+ai

�2a2b1 = ai1+ai1�ai � ai
1�ai
1+ai

şi ob̧tinem

b0 =
1� a2
1 + a2

; b1 =
1

1 + a2

Rezult¼a astfel formula de tip Rodrigues pentru transformarea Cayley

Cay(A) =
1� a2
1 + a2

I2 +
2

1 + a2
A: (4.1.3)

Pentru n = 3, o matrice antisimetric¼a este de forma

A =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
având polinomul caracteristic pA(t) = t3 + �2t, unde � =

p
a2 + b2 + c2. Valorile

proprii ale matricei A sunt �1 = �i; �2 = ��i; �3 = 0. Avem A = O3 dac¼a şi numai

dac¼a � = 0, deci este su�cient s¼a consider¼am doar situa̧tia în care � 6= 0. Sistemul

(4.1.2) devine 8>>><>>>:
3b0 � 2�2b2 = 1+�i

1��i +
1��i
1+�i

+ 1

�2�2b1 = �i1+�i1��i � �i
1��i
1+�i

�2�2b0 + 2�4b2 = ��2
�
1+�i
1��i +

1��i
1+�i

�
cu solu̧tia

b0 = 1; b1 =
2

1 + �2
; b2 =

2

1 + �2
:

Rezult¼a formula de tip Rodrigues pentru transformarea Cayley a grupului SO(3)

Cay(A) = I3 +
2

1 + �2
A+

2

1 + �2
A2: (4.1.4)
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Formula (4.1.4) ofer¼a posibilitatea s¼a ob̧tinem o alt¼a form¼a pentru inversa trans-

formatei Cayley. Fie R 2 SO(3) astfel încât avem

R = I3 +
2

1 + �2
A+

2

1 + �2
A2;

unde A este o matrice antisimetric¼a. Considerând opera̧tia de transpunere în ambii

membrii ai acestei rela̧tii şi ţinând seama c¼a tA = �A, ob̧tinem

R� tR =
4

1 + �2
A: (4.1.5)

Pe de alt¼a parte, avem

tr(R) = 3� 4�2

1 + �2
= �1 + 4

1 + �2
;

şi prin înlocuirea în rela̧tia (4.1.5) ob̧tinem formula

Cay�1(R) =
1

1 + tr(R)
(R� tR): (4.1.6)

Formula (4.1.6) are sens pentru rota̧tiile R 2 SO(3) pentru care 1 + tr(R) 6= 0.

Dac¼a R este o rota̧tie de unghi �, atunci avem tr(R) = 1 + 2 cos�, deci aplica̧tia

Cay�1 nu este de�nit¼a pentru rota̧tiile de unghi � = ��. Deoarece în regiunea unde

este de�nit¼a aplica̧tia Cay este bijectiv¼a, rezult¼a c¼a matricele antisimetrice din so(3)

pot � folosite ca şi coordonate pentru rota̧tii. Ţinând seama de izomor�smul "b"
de algebre Lie între (R3;�) şi (so(3); [�; �]), unde " � " noteaz¼a produsul vectorial,

de�nit prin v 2 R3 ! bv 2 so(3), unde
v =

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA şi bv =
0BBB@
0 �x3 x2

x3 0 �x1
�x2 x1 0

1CCCA ;
prin compunerea aplica̧tiilor

R3 b! so(3)
Cay! SO(3)

ob̧tinem o parametrizare vectorial¼a a rota̧tiilor din SO(3).
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4.1.3 The Cayley transformation for the SE(n) group

În acest subparagraf vom de�ni o transformare de tip Cayley pentru grupul

special euclidean SE(n). Prin analogie cu grupul special ortogonal SO(n), de�nim

aplica̧tia Cayn+1 : se(n)! SE(n), unde

Cayn+1(S) = (In+1 � S)�1(In+1 + S): (4.1.7)

Vom numi aceast¼a aplica̧tie transformarea Cayley a grupului SE(n). În primul rând

s¼a ar¼at¼am c¼a ea este corect de�nit¼a. Fie S 2 se(n), o matrice de�nit¼a în blocuri

S =

0@A u

0 0

1A ;
unde A 2 so(n) şi u 2Rn. Un calcul simplu arat¼a c¼a avem formula

(In+1 � S)�1(In+1 + S) =

0@R (R + In)u

0 1

1A ;
unde R = (In �A)�1(In +A) = Cay(A) 2 SO(n), ceea ce ne-am propus s¼a demon-

str¼am.

Leg¼atura dintre transformarea Cay : so(n)! SO(n) şi Cayn+1 : se(n)! SE(n)

se realizeaz¼a prin formula

Cayn+1(S) =

0@Cay(A) (R + In)u

0 1

1A :
Ca şi pentru transformarea clasic¼a Cay : so(n)! SO(n); putem ob̧tine formule de

tip Rodrigues pentru transformarea Cayn+1 : se(n)! SE(n); pentru valori mici ale

lui n. Folosind observa̧tia din Seçtiunea 5:1 a lucr¼arii R.-A.Rohan [68] ob̧tinem c¼a

pentru o matrice S 2 se(n) de�nit¼a în blocuri ca mai sus, polinomul ei caracteristic

pS satisface rela̧tia pS(t) = tpA(t). Formula lui Rodrigues pentru transformarea

Cayn+1 : se(n)! SE(n) este de forma

Cayn+1(S) = c0In+1 + c1S + : : :+ cnS
n;

unde coe�cieņtii c0; c1; : : : ; cn depind de matricea S.
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Theorem 4.1.3 Aplicaţia Cayn+1 : se(n)! SE(n)n
P

n+1 este bijectiv¼a şi inversa

ei este dat¼a de

Cay�1n+1(M) =

0@Cay�1(M) (R + In)
�1t

0 0

1A ;
unde matricea M este de�nit¼a în blocuri prin

M =

0@R t

0 1

1A :
4.2 Rotations vector parametrization

Fie grupul special ortogonal SO(3)

SO(3) =
�
O 2 GL(3;R) : detO = 1; O tO = In

	
(4.2.1)

unde GL(3;R) reprezint¼a grupul matricelor p¼atratice, de ordin 3, cu elemente reale

împreun¼a cu algebra Lie so(3) (adic¼a generatorii in�niezimali) care este dat¼a de

matricele p¼atratice, de dimensiune 3, antisimetrice. Dac¼a matricea O apaŗtine al-

gebrei Lie so(3) grupului SO(3) atunci matricea In � O este inversabil¼a şi trans-

formarea Cayley studiat¼a în subparagraful 4.1. Am v¼azut c¼a avem izomor�smul de

algebre Lie între (R3;�) şi (so(3); [�; �]), unde "�" noteaz¼a produsul vectorial, de�nit

prin v 2 R3 ! bv 2 so(3), unde
v =

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA şi bv =
0BBB@
0 �x3 x2

x3 0 �x1
�x2 x1 0

1CCCA :
Prin compunerea aplica̧tiilor

R3 b! so(3)
Cay! SO(3)

rezult¼a c¼a orice matrice de rota̧tie R 2 SO(3)n
P
, poate si scris¼a sub forma R =

Cay(bv), unde vectorul v 2 R3 este unic cu aceast¼a proprietate. Aceast¼a rela̧tie este
echivalent¼a cu

R = Cay(bv) = (I3 + bv)(I3 � bv)�1 = (1� v2)I3 + 2v 
 v + 2bv
1 + v2

(4.2.2)
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unde v 
 v noteaz¼a matricea diadic¼a v� tv, adic¼a matricea

v 
 v =

0BBB@
x21 x1x2 x1x3

x2x1 x22 x2x3

x3x1 x3x2 x23

1CCCA :
Din formula (4:1:6) avem

bv = Cay�1(R) = 1

1 + tr(R)
(R� tR): (4.2.3)

Formula (4:2:2) reprezint¼a o parametrizare explicit¼a a matricelor de rota̧tie din

SO(3)n
P
. Vectorul v 2 R3 se numeşte vector parametru, este paralel cu axa de

rota̧tie şi modulul s¼au jvj este egal cu tg�2 , unde � este unghiul de rota̧tie.

Muļtimea tuturor vectorilor parametru formeaz¼a un grup Lie în raport cu mul-

tiplicarea

hv1; v2i =
v1 + v2 + v1 � v2
1� v1 � v2

; (4.2.4)

unde "� " este produsul vectorial şi " � " produsul scalar al vectorilor v1 şi v2.

4.3 The analitical form of SO(n) group elements

Un bloc diagonal al matricei de rota̧tie a lui Givens Ri(�) 2 Mn(R), este de

forma

Ri(�) =

0BBBBBB@
Ii�1 0 0 0

0 (cos�)i;i (� sin�)i;i+1 0

0 (sin�)i+1;i (cos�)i+1;i+1 0

0 0 0 In�i�1

1CCCCCCA (4.3.1)

pentru i = 1; 2; : : : ; n�1. Aşa cum se poate observa, matricea de rota̧tie a lui Givens

Ri(�) implic¼a numai dou¼a coordonate care sunt in�ueņtate de unghiul de rota̧tie

� întrucât celelalte direçtii, care corespund valorii proprii 1, nu sunt afectate. În

dimesiunea n, exist¼a n�1 matrice de rota̧tie Givens de tipul (4.3.1). Prin înmuļtire,

acestea pot genera o matrice p¼atratic¼a , de ordin n dat¼a de rela̧tia

R(�) = R1(�)R2(�) : : : Rn�1(�):
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Este clar c¼a matricea R(�) este una special¼a, atunci când unghiurile matricelor Ri(�)

sunt considerate egale. O formul¼a explicit¼a a matricei R(�) este dat¼a de0BBBBBBBBBBBB@

cos� � cos� sin� : : : : : : (�1)n cos� sinn�2 � (�1)n+1 sinn�1 �

sin� cos2 � � cos2 � sin� : : : (�1)n�1 cos2 � sinn�3 � (�1)n cos� sinn�2 �

0
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . . � cos2 � sin� ...

...
. . . . . . cos2 � � cos� sin�

0 : : : : : : 0 sin� cos�

1CCCCCCCCCCCCA
:

Matricea (4.3.1) este aproape o matrice superior triunghiular¼a, dar cu sin� pe prima

subdiagonal¼a şi cele (n�2)�(n�2) submatrice începând de pe pozi̧tia (2; 2) este de

fapt o matrice Toeplitz superior triunghiular¼a. (O matrice Toeplitz T sau o matrice

diagonal-constant¼a este o matrice în care �ecare diagonal¼a descendent¼a de la stânga

la dreapta este constant¼a, adic¼a Ti;j = Ti+1;j+1).

4.4 The Rodrigues formula for the Lorentz group

SO(3; 1)

Multe modele matematice ale proceselor din �zic¼a, biologie şi chimie sunt bazate

pe sisteme de ecua̧tii difereņtiale liniare având coe�cieņti constaņti. De exemplu,

prin rescrierea ecua̧tiei clasice a legii de energie a lui Lorentz în forma relativ¼a,

mi̧scarea unei particule înc¼arcate într-un câmp electromagnetic constant poate �

descris¼a de un sistem cu patru ecua̧tii difereņtiale, numite ecuaţiile lui Lorentz

dU�

d�
= aF�

�U
�; �; � = x; y; z; t: (4.4.1)

Aici U noteaz¼a vectorul patru-vitez¼a al particulei (coloan¼a) fa̧t¼a de sistemul ineŗtial

�x

U = t
�
Ux; Uy; U z; U t

�
; (4.4.2)

cu

U =
d

d�
 = x; y; x şi U t =

E

m
(4.4.3)
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�ind spa̧tiul s¼au, respectiv componentele timpului, � este timpul, E �ind energia

particulei energie şi m masa sa. În scrierea sistemului (4.4.1) am folosit în mod

implicit conveņtia de sumare a lui Einstein, adic¼a dac¼a într-o sum¼a doi indici se

repet¼a, simbolul sum¼a se omite. Parametrul real a reprezint¼a constantele �zice, mai

precis avem a = e
m
, unde e este sarcina electric¼a a particulei.

În �nal, câmpul electromagnetic independent de timp, considerat fa̧t¼a de acelaşi

sistem de referiņt¼a ineŗtial �x este reprezentat de un tensor F de ordinul doi,

F=

0BBBBBB@
0 B3 �B2 E1

�B3 0 B1 E2

B2 �B1 0 E3

E1 E2 E3 0

1CCCCCCA (4.4.4)

unde E1; E2; E3 şi B1; B2; B3 sunt componentele câmpurilor electrice, respectiv mag-

netice, m¼asurate în sistemul ineŗtial �x şi presupunem c¼a unit¼a̧tile de m¼asur¼a sunt

alese astfel încât viteza luminii este unitatea, adic¼a avem c = 1.

Introducem

� =

0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

1CCCCCCA (4.4.5)

şi astfel putem veri�ca într-un mod simplu c¼a orice matrice F de forma (4.4.4)

satisface rela̧tia
tF� + �F = 0 (4.4.6)

ceea ce înseamn¼a c¼a F apaŗtine algebrei Lie so(3; 1) corespunz¼atoare grupului

Lorentz

SO(3; 1) =
�
A 2 GL(4;R)j tA�A = �; detA = 1

	
: (4.4.7)

Dac¼a alegem un alt sistem de referiņt¼a, matricea care reprezint¼a câmpul electro-

magnetic, se transform¼a într-o nou¼a matrice printr-un automor�sm interior � 2

Int(so(3; 1)) a algebrei Lie so(3; 1).
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Pe de alt¼a parte, solu̧tia general¼a a sistemului (4.4.1) este

U (�) = exp(aF�)U0 (4.4.8)

unde exp este aplica̧tia exponeņtial¼a corespunz¼atoare grupului Lorentz şi U0 = U(0)

este valoarea ini̧tial¼a a vectorului patru-vitez¼a (în momenul � = 0), deci este im-

portant s¼a determin¼am o formul¼a de tip Rodrigues pentru aplica̧tia exp : so(3; 1)!

SO(3; 1).

În acest paragraf vom urma dou¼a c¼ai diferite pentru a ob̧tine o astfel de formul¼a

care simpli�c¼a solu̧tia general¼a (4.4.8) a sistemului (4.4.1).

4.4.1 Structure based algebra so(3; 1) demonstration

În acest subparagraf prezent¼am metoda dezvoltat¼a de G.K. Dimitrov şi I.M.

Mladenov [21].

4.4.2 The alternative proof using the system (3.4.6)

În acest subparagraf prezent¼am rezultatul din lucrarea D. Andrica şi R.-A. Rohan

[8].

4.5 Motion of a charged particle in a constant

electromagnetic �eld

În aceast¼a seçtiune vom determina traiectoriile unei particule cu masam şi înc¼ar-

c¼atura electric¼a e într-un câmp electromagnetic constant F . În acest scop trebuie s¼a

rezolv¼am sistemul ecua̧tiilor lui Lorentz cu datele ini̧tiale respective.

Cazul 1. E:B 6= 0.

Rezult¼a c¼a în acest caz câmpul electromagnetic poate � reprezentat printr-o
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matrice de tipul

�(F) = eF =
0BBBBBB@
0 � 0 0

�� 0 0 0

0 0 0 �

0 0 � 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; �); B = (0; 0; �); (4.5.1)

unde �; � 2 R�.

Ob̧tinem imediat

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
cos(a��) sin(a��) 0 0

� sin(a��) cos(a��) 0 0

0 0 ch(a��) sh(a��)

0 0 sh(a��) ch(a��)

1CCCCCCA : (4.5.2)

şi în plus avem

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
� sin(a��)

� cos(a��)p
1 + �2sh(a��)p
1 + �2ch(a��)

1CCCCCCA : (4.5.3)

Astfel de traiectorii pot � g¼asite dup¼a o integrare direct¼a, care ne conduce la

solu̧tia 8>>><>>>:
x(�) = x0 +

�
a�
(1� cos(a��))

y(�) = y0 +
�
a�
sin(a��)

z(�) = z0 +

p
1+�2

a�
(ch(a��)� 1):

(4.5.4)

O astfel de traiectorie, care este o spiral¼a de-a lungul axei z, este reprezentat¼a în

Figura 4:1 pentru un electron care porneşte cu viteza U0 din pozi̧tia ini̧tial¼a x0, cu

valorile ini̧tiale

x0 = (x0; y0; z0) = (0; 0; 0) şi U0 = (Ux(�); Uy(�); U z(�)) = (0; 4� 105; 0): (4.5.5)

Meņtion¼am c¼a în �gurile prezentate, unit¼a̧tile de m¼asur¼a pentru vectorii E şi B sunt

volt pe metru şi volt�secund¼a=(3 � 108) pe metru p¼atrat, timpul este m¼asurat în

secunde, distaņtele (cu c¼ateva execep̧tii) în metrii şi vitezele în metrii pe secund¼a.
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Figure 4.1: E = (0; 0; 41� 10�4), B = (0; 0; 6� 102), � 2 [0; 10�4]

Cazul 2. E:B = 0 şi B2 � E2 < 0.

Câmpul electromagentic poate � reprezentat din nou printr-o matrice de tipul I)

şi putem concluziona c¼a acest lucru este posibil doar în cazul în care avem

� = 0: (4.5.6)

Prin urmare putem scrie

�(F) = eF =
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �

0 0 � 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; �); B = (0; 0; 0): (4.5.7)

unde � 2 R�.
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Figure 4.2: E = (0; 0; 2� 10�3), B = (0; 0; 0), � 2 [0; 8]

Ob̧tinem

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ch(a��) sh(a��)

0 0 sh(a��) ch(a��)

1CCCCCCA ; (4.5.8)

ceea ce ne conduce la

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
0

0p
1 + �2sh(a��)p
1 + �2ch(a��)

1CCCCCCA : (4.5.9)

Integrarea rela̧tiei (4.5.9) ne d¼a traiectoria descris¼a de curba8>>><>>>:
x(�) = x0

y(�) = y0 + ��

z(�) = z0 +

p
1+�2

a�
(ch(a��)� 1):

(4.5.10)

Aceast¼a curb¼a este uşor de recunoscut ca �ind o catenar¼a în planul OY Z. Mai multe

detalii despre propriet¼a̧tile geometrice şi mecanice a acestei curbe pot �g¼asite în [59]

şi [60]. Folosind formulele (4.5.10) am ilustrat gra�c traiectoria pe care o urmeaz¼a

electronul în Figura 4:2 cu datele ini̧tiale speci�cate în (4.5.5), iar scara pentru axe

este aleas¼a astfel încât o unitate s¼a corespund¼a la 103 metrii.

Cazul 3. E:B = 0 şi B2 � E2 > 0.
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Câmpul electromagentic poate � reprezentat din printr-o matrice de tipul I) în

care

� = 0; (4.5.11)

şi prin urmare ob̧tinem

�(F) = eF =
0BBBBBB@
0 � 0 0

�� 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; 0); B = (0; 0; �); (4.5.12)

unde � 2 R�.

Procedând la fel ca în cazul anterior ob̧tinem

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
cos(a��) sin(a��) 0 0

� sin(a��) cos(a��) 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

1CCCCCCA (4.5.13)

şi

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
� sin(a��)

� cos(a��)

0p
1 + �2�

1CCCCCCA : (4.5.14)

Integrarea rela̧tiei (4.5.14) va conduce la traiectoria descris¼a de curba8>>><>>>:
x(�) = x0 +

�
a�
(1� cos(a��))

y(�) = y0 +
�
a�
sin(a��)

z(�) = z0;

(4.5.15)

care este un cerc în planul OXY . Acest rezultat este de o importaņt¼a deosebit¼a în

teoria ciclotoanelor şi a spectometrelor de mas¼a.

Cazul 4. E:B = 0 şi B2 � E2 = 0.
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Câmpul electromagentic poate � reprezentat printr-o matrice de tipul II), adic¼a

eF =
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 � 0

0 �� 0 �

0 0 � 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; �); B = (�; 0; 0); (4.5.16)

unde � 2 R:

Ob̧tinem

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1� 1
2
a2�2� 2 a�� 1

2
a2�2� 2

0 �a�� 1 a��

0 �1
2
a2�2� 2 1 1 + 1

2
a2�2� 2

1CCCCCCA (4.5.17)

ceea ce conduce la

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
0

�+ 1
2
a2�2

�p
1 + �2 � �

�
� 2

a�
�p

1 + �2 � �
�
�p

1 + �2 + 1
2
a2�2

�p
1 + �2 � �

�
� 2

1CCCCCCA : (4.5.18)

Integrând rela̧tia (4.5.18) putem g¼asi parabola semi-cubic¼a generalizat¼a în planul

OY Z (mai multe detalii se pot g¼asi în [28]) descris¼a parametric de8>>><>>>:
x(�) = x0

y(�) = y0 + �x+
1
6
a2�2

�p
1 + �2 � �

�
� 3

z(�) = z0 +
1
2
a�
�p

1 + �2 � �
�
� 2:

(4.5.19)

Trei tipuri diferite pentru traiectorii astfel generate, cu datele ini̧tiale speci�cate

în (4.5.5), sunt prezentate în Figura 4:3 pentru a evideņtia caracterul speci�c în

intervale diferite de timp alese corespunz¼ator. În Figura 4:3, scara considerat¼a de pe

axe este aleas¼a astfel încât o unitate corespunde valorii de 103 metrii.
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Figure 4.3: E = (0; 0; 3), B = (3; 0; 0)
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aniversary of Marian Ţarin¼a, Babeş-Bolyai University, Cluj-Napoca and Târgu
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