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Introducere

No̧tiunea de grup Lie a fost pentru prima dat¼a abordat¼a de matematicianul

norvegian Sophus Lie în lucrarea sa "Theorie der Transformations Gruppen", publi-

cat¼a în anul 1881, unde se ocup¼a cu studiul grupurilor de transform¼ari ale spa̧tiului

euclidean Rn. Într-o prim¼a etap¼a au fost continuate cercet¼arile lui Sophus Lie de

c¼atre elevii s¼ai din prima sau a doua genera̧tie. Dintre aceştia amintim pe F. Engel,

W. Killing, L. Maurer, F. Schur, nume cu rezonaņt¼a în teoria grupurilor Lie. W.

Killing reuşeşte în aceast¼a prim¼a faz¼a chiar o clasi�care a grupurilor Lie simple,

e adev¼arat incomplet¼a, omi̧tând cazurile excep̧tionale. Rezolvarea complet¼a o face

mai târziu, în 1891, Élie Cartan în celebra sa tez¼a de doctorat. Aici el reia multe

dintre rezultatele anterioare, completându-le şi demonstrându-le în mod riguros. Lui

H. Weyl îi revine meritul de a � introdus pentru prima dat¼a no̧tiunea de algebr¼a

Lie, ceea ce a reprezentat un pas extrem de important în "liniarizarea" întregii

teorii a grupurilor Lie. Exponeņtiala joac¼a rolul de intermediar nemijlocit în aceast¼a

asociere, deci reprezint¼a un instrument extrem de important în studiul grupurilor

Lie. Este natural s¼a ne punem problema: care este imaginea exponeņtialei pe un

grup Lie?

Inventatorii grupurilor şi algebrelor Lie (începând cu Sophus Lie) au privit aceste

grupuri ca şi grupuri de simetrie ale obiectelor topologice sau geometrice. Algebrele

Lie sunt v¼azute ca şi transform¼ari in�nitezimale asociate simetriilor din grupurile Lie.

De exemplu, grupul rota̧tiilor SO(n) este grupul care p¼astreaz¼a orientarea izometri-

ilor spa̧tiului euclidean En. Algebra Lie so(n;R) care coņtine matricele p¼atratice, de

ordin n; antisimetrice, cu elemente reale este muļtimea corespunz¼atoare rota̧tiilor
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in�nitezimale. Leg¼atura geometric¼a dintre un grup Lie şi algebra Lie corespunz¼a-

toare const¼a în faptul c¼a algebra Lie poate �privit¼a ca şi spa̧tiul tangent al grupului

Lie fa̧t¼a de identitate. Exist¼a o aplica̧tie de�nit¼a pe spa̧tiul tangent al grupului Lie

cu valori în algebra Lie, numit¼a aplicaţia exponenţial¼a. Algebra Lie poate � consid-

erat¼a ca şi liniarizarea grupului Lie (fa̧t¼a de elementul identitate). Aceste concepte

au o realizare concret¼a în cazul grupurilor de matrice, caz prezentat în lucrarea de

fa̧t¼a. Geometria şi mecanica au fost "parteneri" apropia̧ti înc¼a din epoca maeştrilor

fondatori (Kepler, Newton, Euler, Maupertuis, Lagrange, Poisson, K.G.J. Jacobi,

Hamilton, Liouville) şi apoi a continuatorilor acestora (Noether, Lyapunov, G.D.

Birkho¤, Poincaré, Cartan). În vremuri mai apropiate de noi, lucr¼arile eseņtiale ale

lui Arnold, Kirilov, Kostant, Moser, Smale, Sourian au consolidat aceast¼a tendiņt¼a.

Punctul de vedere geometric în mecanic¼a s-a dovedit a � un fenomenal succes în a

lega domenii extrem de diverse, atât în interiorul, cât şi peste frontierele disciplinelor

matematice.

Prezenta lucrare se încadreaz¼a în aceast¼a tematic¼a şi este structurat¼a în patru

capitole dup¼a cum urmeaz¼a:

Capitolul 1, întitulat Aplicaţia exponenţial¼a şi grupurile Lie clasice de matrice,

este format din cinci seçtiuni. Acest capitol are în principal un caracter monogra�c

şi introduce o parte din no̧tiunile fundamentale necesare în dezvoltarea capitolelor

urm¼atoare. Prima seçtiune, Aplicaţia exponenţial¼a, introduce de�ni̧tia acesteia, fap-

tul c¼a este bine-de�nit¼a, câteve exemple concrete şi demonstreaz¼a câteva propriet¼a̧ti

importante. Aplica̧tia exponeņtial¼a ne permite s¼a liniariz¼am anumite propriet¼a̧ti

algebrice ale matricelor. A doua seçtiune, Grupurile Lie clasice de matrice, intro-

duce grupurile Lie GL(n;R) (grupul general liniar real); SL(n;R) (grupul special

liniar); O(n) (grupul ortogonal); SO(n) (grupul special ortogonal sau grupul ro-

taţiilor), algebrele lor corespunz¼atoare gl(n;R); sl(n;R); o(n); so(n) şi aplica̧tiile

exponeņtiale asociate. A treia seçtiune, Grupul special ortogonal SO(n) şi algebra

Lie so(n), arat¼a c¼a aplica̧tia exponeņtial¼a asociat¼a este bine-de�nit¼a şi surjectiv¼a.

În cazul în care n = 3 avem o formul¼a explicit¼a pentru aplica̧tia exponeņtial¼a şi
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anume formula Rodrigues (1840). Cea de-a patra seçtiune, Matrice hermitiene şi

alte matrice complexe speciale, introduce grupurile Lie GL(n;C) (grupul general

liniar complex), SL(n;C) (grupul special liniar complex), U(n) (grupul unitar),

SU(n) (grupul special unitar), algebrele corespunz¼atoare gl(n;C); sl(n;C); u(n);

su(n), iar aplica̧tiile corepunz¼atoare sunt bine-de�nite şi surjective, mai pu̧tin pen-

tru aplica̧tia exp : sl(n;C) ! SL(n;C), care nu este surjectiv¼a. De asemenea sunt

prezentate câteva rezultate despre matricele hermitiene. Ultima seçtiune a acestui

capitol, Grupul special Euclidean SE(n) şi algebra Lie se(n), studiaz¼a grupul SE(n)

al aplica̧tiilor a�ne induse de transform¼arile ortogonale, de asemenea numite mi̧sc¼ari

rigide, şi aplica̧tia Lie corespunz¼atoare. În acest caz, aplica̧tia exponeņtial¼a este sur-

jectiv¼a. Grupurile SE(2) şi SE(3) joac¼a un rol fundamental în robotic¼a, dinamic¼a

şi plani�carea mi̧sc¼arii.

În Capitolul 2, Grupuri Lie exponenţiale, sunt prezentate urm¼atoarele dou¼a

probleme de o importaņt¼a deosebit¼a: Problema 1. S¼a se g¼aseasc¼a condiţiile pentru

grupul Lie G astfel încât aplicaţia exponenţial¼a este surjectiv¼a şi Problema 2. S¼a

se determine imaginea E(G) = exp(g) a aplicaţiei exponenţiale. J. Dixmier a pus

pentru prima oar¼a problema determin¼arii imaginii aplica̧tiei exponeņtiale pentru

grupurile Lie rezolubile care sunt simplu conexe. Numai în câteva situa̧tii speciale

avem G = E(G), iar grupurile cu aceast¼a proprietate se numesc grupuri Lie ex-

ponenţiale. O monogra�e dedicat¼a grupurilor Lie exponeņtiale este [76]. Grupurile

Lie compacte şi conexe sunt exponeņtiale. Seçtiunea 2:2 introduce descompuner-

ile Jordan multiplicative si aditive. Acestea joac¼a un rol important în învestigarea

surjectivit¼a̧tii aplica̧tiei exponeņtiale. Seçtiunea 2:3 prezint¼a no̧tiuni legate de regu-

laritate. Pentru algebrele Lie exist¼a dou¼a no̧tiuni legate de regularitate total diferite;

una legat¼a de reprezentarea adjunct¼a şi una legat¼a de aplica̧tia exponeņtial¼a. Pentru

grupuri Lie regularitatea este considerat¼a fa̧t¼a de reprezentarea adjunct¼a. Rezult¼a

c¼a ambele concepte de regularitate ale algebrelor Lie sunt legate de regularitatea

grupurilor de elemente date de aplica̧tia exponeņtial¼a. În cea de-a patra seçtiune,

având în vedere c¼a problema referitoare la surjectivitatea aplica̧tiei exponeņtiale a
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unui grup Lie conduce la pre-imaginea elementelor grupului, este important de de-

terminat pre-imaginile elementelor Ad-semisimple si Ad-unipotente. Cea de-a cincea

seçtiune prezint¼a exemple referitoare la grupurile Lie SL(2;R), GL(2;C) şi SO(3).

Seçtiunea 2:6, Grupuri Lie slab exponenţiale şi grupuri Lie tare exponenţiale, intro-

duce no̧tiunile de grup Lie slab exponenţial, exponenţial şi tare exponenţial. Ultima

seçtiunea a acestui capitol,Grupurile Lie compacte şi conexe sunt exponenţiale, prez-

int¼a dou¼a demonstra̧tii diferite pentru un rezultat fundamental care d¼a o clas¼a de

grupuri exponeņtiale. Prima demonstra̧tie este preluat¼a dup¼a T. Bröcker, T. tom

Dieck [13] şi D. Andrica, I.N. Caşu [3]. Ideea celei de-a doua demonstra̧tii este dat¼a

de T. Tao [74] şi este descris¼a în detaliu în R. -A. Rohan [67].

Astfel Capitolul 3, întitulat Problema determin¼arii imaginii aplicaţiei expo-

nenţiale, începe cu o probleme de interes: Ce condiţii trebuie s¼a satisfac¼a polinomul

f pentru ca funcţia ef s¼a �e surjectiv¼a? S-a ar¼atat în cazul K = R şi f un polinom

de grad par, c¼a operatorul ef nu este surjectiv. În cazul în care f este de grad impar,
problema este foarte di�cil¼a şi r¼amâne, sub form¼a general¼a deschis¼a. S-au ob̧tinut

exemple de polinoame f 2 R [X] de grad impar pentru care ef este surjectiv. Rezul-
tatele de acest tip îi apaŗtin lui L. Mare care a urmat metode de lucru din articolul

lui W.E. Roth.

Deşi în cazul K = R problema de la care s-a pornit ini̧tial este foarte di�cil¼a,

avem rezultate satisf¼ac¼atoare pentru K = C. Pornind de la un rezultat cu caracter

general enuņtat de S. R¼adulescu şi D. Andrica pentru situa̧tia în care f este olomorf¼a

în C se ob̧tine o teorem¼a de caracterizare a polinoamelor f 2 C [X] cu proprietatea

c¼a ef este surjectiv¼a (adic¼a ecua̧tia f (X) = A are solu̧tie pentru orice A 2 Mn(C)).

În �nal vor � prezentate mai multe exemple de polinoame f 2 C [X] care satis-

fac condi̧tiile teoremei, deci pentru care ef este surjectiv¼a. Urm¼arim prezentarea din

articolul D. Andrica, R.-A. Rohan [6] cuprinzând rezultate importante asupra sur-

jectivit¼a̧tii, Teorema Hamiltion-Cayley, Teorema de interpolare Hermite-Lagrange şi

exemple. Seçtiunea a doua, Imaginea aplicaţiei exponenţiale pe grupul GL(n;R), va

rezolva problema determin¼arii imaginii aplica̧tiei exponeņtiale pentru grupul liniar

6



general real. În continuare grupurile Lie OK(n) sunt prezentate în seçtiunea 3:3.

Ultima seçtiune a acestui capitol, Formule de tip Rodrigues, introduce formulele cla-

sice pentru SO(n), n = 2 şi n = 3. Mai departe, pentru grupul GL(n;R), problema

determin¼arii unei formule explicite a aplica̧tiei exponeņtiale exp (X) se reduce la

problema determin¼arii coe�cieņtilor a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X). Vom numi aceast¼a

problem¼a general¼a problema Rodrigues şi coe�cieņtii a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X)

coe�cienţii Rodrigues ai aplica̧tiei exponeņtiale în raport cu matricea X 2 Mn(R).

Sunt prezente rezultatele din lucrarea D. Andrica şi R.-A. Rohan [7] şi mai departe

vom indica o modalitate nou¼a de determinare a coe�cieņtilor lui Rodrigues a0 (X),

a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) din formula (3.4.2). Rezultatul principal se reg¼aseşte în Teo-

rema 3.4.4. Apoi, în subseçtiunea 3:4:3, Determinarea coe�cienţilor Rodrigues prin

metoda lui Putzer, este prezentat¼a o metod¼a util¼a pentru scrierea explicit¼a a prob-

lemei (3.4.8). Acest lucru este în mod particular util în cazul în care matricea A nu

poate �diagonalizat¼a, caz în care forma canonic¼a Jordan a matricei nu poate �deter-

minat¼a. Comparând cu metoda lui Putzer, rezultatul ob̧tinut în Teorema 3.4.4 este

mai simplu în cazul în care valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt distincte

dou¼a câte dou¼a, deoarece în acest caz trebuie sa rezolv¼am doar sistemul liniar (3.4.5)

Metoda lui Putzer este mai bun¼a în cazul în care avem multiplicit¼a̧ti ale valorilor

proprii ale matricei X. În situa̧tii concrete putem combina cele dou¼a metode. Este

cunoscut faptul c¼a algebra Lie so(n) corespunz¼atoare grupului SO(n) este format¼a

din toate matricele antisimetrice din Mn(R) şi paranteza Lie este comutatorul stan-

dard al matricelor [A;B] = AB �BA. Aplica̧tia exponeņtial¼a exp : so(n)! SO(n)

este de�nit¼a prin formula 3.4.1, deoarece este dat¼a de restriçtia exp jso(n) a aplica̧tiei

exponeņtiale exp : gl(n;R) !GL(n;R). Ştim c¼a pentru orice grup Lie compact şi

conex aplica̧tia exponeņtial¼a este surjectiv¼a (a se vedea T.Bröcker, T.tom Dieck

[13], D.Andrica, I.N.Caşu [3] pentru demonstra̧tia standard sau R.-A.Rohan [67]

pentru o demonstra̧tie bazat¼a pe o idee nou¼a dat¼a de T.Tao), adic¼a orice grup Lie

compact şi conex este exponeņtial (mai multe detalii despre grupurile exponeņtiale

se pot g¼asi în monogra�a M.Wüstner [76]). Deoarece grupul SO(n) este compact

7



rezult¼a c¼a aplica̧tia exponeņtial¼a exp : so(n) ! SO(n) este surjectiv¼a. Surjectiv-

itatea aplica̧tiei exponeņtiale pentru grupul SO(n) este o proprietate important¼a.

Într-adev¼ar, acesta implic¼a existeņta unei inverse locale log : SO(n) ! so(n) care

are aplica̧tii interesante. În lucrarea J.Gallier, D.Xu [25] este meņtionat faptul c¼a

funçtiile exp şi log ale grupului SO(n) pot � folosite pentru interpolarea mi̧sc¼arii (a

se vedea M.J.Kim, M.-S.Shin [39], [40] şi F.C.Park, B.Ravani [61], [62]). Interpolarea

mi̧sc¼arii şi mi̧sc¼arile ra̧tionale au fost totodat¼a investigate de B.Jütler [42], [43]. De

asemenea, surjectivitatea aplica̧tiei exponeņtiale a grupului SO(n) ofer¼a posibili-

tatea descrierii rota̧tiilor spa̧tiului Euclidean Rn(mai multe detalii în lucrarea [67]).

În subseçtiunea 3:4:5 sunt determina̧ti coe�cieņtii şi formulele Rodrigues pentru

grupul SE(n), pentru cazurile n = 2 şi n = 3. Subseçtiunea 3:4:6 determin¼a coe-

�cieņtii Rodrigues pentru grupul O(2; 1). În lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [6] a

fost utilizat¼a metoda lui Putzer. În continuare vom folosi rezultatul principal din

lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [7] coņtinut în Teorema 3.4.4.

Capitolul 4, Aplicaţii în mecanica geometric¼a, face leg¼atura între geometrie

şi mecanic¼a. Seçtiunea Descrierea grupului SO(n) în forma Hamilton-Cayley intro-

duce aplica̧tia Cayley a acestui grup, formule de tip Rodrigues pentru transformarea

Cayley (rezultatul este dat de Teorema 4.1.1) şi transformarea Cayley pentru grupul

SE(n), pentru cazurile n = 2 şi n = 3. (rezultatul principal este dat de Teorema

4.1.3). Mai departe formula (4.2.2) red¼a o parametrizare explicit¼a pentru grupul

SO(3). Concluzia seçtiunii 4:3, Forma analitic¼a a elementelor din SO(n), este aceea

c¼a orice matrice de rota̧tie, atunci când exprimat¼a într-un sistem de coordonate

adecvat, se împarte în rota̧tii independente ale subpa̧tiilor doi-dimensionale la fel ca

în formula 4.3.1. Rezultate referitoare la formulele de tip Rodrigues pentru grupul

Lorentz SO(3; 1) sunt prezentate în seçtiunea 4:4. şi dou¼a demonstra̧tii, una bazat¼a

pe structura algebrei Lie so(3; 1) şi una alternativ¼a care utilizeaz¼a sistemul 3.4.6.

Multe modele matematice ale proceselor din �zic¼a, biologie şi chimie sunt bazate pe

sisteme de ecua̧tii difereņtiale liniare având coe�cieņti constaņti. De exemplu, prin

rescrierea ecua̧tiei clasice a legii de energie a lui Lorentz în forma relativ¼a, mi̧scarea
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unei particule înc¼arcate într-un câmp electromagnetic constant poate � descris¼a de

un sistem cu patru ecua̧tii difereņtiale, numite ecuaţiile lui Lorentz :Ultima seçtiune,

Mişcarea unei particule înc¼arcate într-un câmp electromagnetic constant, determin¼a

traiectorile unei particule cu masa m care conduce o înc¼arc¼atur¼a electric¼a e într-

un câmp electromagnetic constant F . În acest scop trebuie s¼a rezolv¼am sistemul

ecua̧tiilor lui Lorentz cu datele ini̧tiale respective.

Cuvinte cheie: grup Lie, algebr¼a Lie, aplica̧tia exponeņtial¼a a unui grup Lie,

grup Lie exponeņtial, formula Rodrigues, coe�cieņti Rodrigues, grupul general liniar

GL(n;R), grupul special ortogonal SO(n), grupul special euclidean SE(n), izometrie

euclidean¼a, forma Hamilton-Cayley, transformare Cayley, grupul Lorentz SO(3; 1).
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Capitolul 1

Aplica̧tia exponeņtial¼a şi grupurile

Lie clasice de matrice

Acest capitol începe cu prezentarea de�ni̧tiilor şi fundamentele referitoare la

aplica̧tia exponeņtial¼a pentru matrice p¼atratice cu elemente reale. În paragraful 1:2

sunt trecute în revist¼a grupurile Lie clasice de matrice: grupul general liniar real

GL(n;R), grupul ortogonal O(n) şi grupul special ortogonal SO(n), algebrele lor

Lie, insistându-se asupra aplica̧tiei exponeņtiale. Paragraful 1:3 este dedicat grupu-

lui special ortogonal SO(n). Se arat¼a c¼a aplica̧tia exponeņtial¼a exp : so(n)! SO(n)

este corect de�nit¼a şi surjectiv¼a (Teorema 1:3:1). Demonstra̧tia prezentat¼a are un

caracter algebric, urmând ca implica̧tiile geometrice s¼a �e dezvoltate în capitolele

urm¼atoare. Tot în acest paragraf prezent¼am, din punct de vedere algebric, formula

clasic¼a a lui Rodrigues (Lema 1:3:2) care simpli�c¼a calculul exponeņtialei grupului

SO(3), formul¼a cu multiple implica̧tii în mecanica corpului solid. Paragraful 1:4 prez-

int¼a grupul general liniar complex GL(n;C), grupul unitar U(n) şi grupul special

unitar, insistându-se asupra surjectivit¼a̧tii aplica̧tiei exponeņtiale asociate (Teorema

1:4:3). Ultimul paragraf este dedicat grupului special euclidean SE(n), rezultatul

principal �ind coņtinut în Teorema 1:5:5. Aceasta arat¼a c¼a aplica̧tia exponeņtial¼a a

acestui grup este bine de�nit¼a şi este surjectiv¼a. Dintre referiņtele utilizate în elabo-

rarea acestui capitol meņtion¼am A. Baker [10], M.L. Curtis [18], J. Dieudonné [19],
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J.H. Gallier [24], D.H. Sattinger, O.L. Weaver [71], F. Warner [75].

1.1 Aplica̧tia exponeņtial¼a

Fiind dat¼a o matrice A = (aij), p¼atratic¼a, de ordin n, cu elemente reale sau

complexe, de�nim aplica̧tia exponeņtial¼a a lui A, notat¼a cu eA, sau expA, ca �ind

matricea de�nit¼a prin seria formal¼a

eA = In +
X
p�1

Ap

p!
=
X
p�0

Ap

p!
;

considerând A0 = In. Problema care se ridic¼a const¼a în bine-de�nirea exponeņtialei.

Urm¼atoarea lem¼a arat¼a c¼a seria mai sus de�nit¼a este absolut convergent¼a.

Lema 1.1.1 Fie A = (aij) o matrice p¼atratic¼a, de ordin n, cu elemente reale sau

complexe şi de�nim num¼arul

� = max
n���a(p)ij ��� j1 � i; j � no :

Dac¼a Ap = (a(p)ij ) atunci au loc inegalit¼aţile���a(p)ij ��� � (n�)p
pentru 1 � i; j � n. Ca şi o consecinţ¼a, pentru orice indici i; j; cu 1 � i; j � n seria

X
p�0

a
(p)
ij

p!

este absolut convergent¼a şi prin urmare matricea

eA =
X
p�0

Ap

p!

este bine-de�nit¼a.

Lema 1.1.2 Fie A şi U matrici cu elemente reale sau complexe şi presupunem c¼a

matricea U este inversabil¼a. Atunci are loc relaţia

eUAU
�1
= UeAU�1:
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Lema 1.1.3 Fiind dat¼a o matrice p¼atratic¼a A; cu elemente complexe, de ordin n,

exist¼a o matrice inversabil¼a P şi o matrice superior triunghiular¼a T astfel încât

A = PT�1P:

Observa̧tia 1.1.4 Dac¼a E este un spa̧tiu hermitian, demonstra̧tia Lemei 1.1.3

poate � uşor adaptat¼a pentru a dovedi c¼a exist¼a o baz¼a ortonormat¼a (u1; : : : ; un)

fa̧t¼a de care matricea aplica̧tiei f este superior triunghiular¼a. Cu alte cuvinte exist¼a

o matrice unitar¼a U şi o matrice superior triunghiular¼a T astfel încât A = UTU�1,

a�rma̧tie cunoscut¼a ca şi lema lui Schur. Utilizând acest rezultat putem ajunge ime-

diat la faptul c¼a dac¼a A este o matrice hermitian¼a atunci exist¼a o matrice unitar¼a

U astfel şi o matrice diagonal¼a D cu elemente reale astfel încât A = UDU�.

Lema 1.1.5 Fiind dat¼a o matrice p¼atratic¼a A; de ordinul n, cu elemente complexe,

dac¼a �1; : : : ; �n sunt valorile proprii ale acesteia, atunci e�1 ; : : : ; e�n sunt valorile

proprii ale matricei eA. Mai mult, dac¼a u este un vector propriu al matricei A

corepunz¼ator lui �i atunci u este vector propriu al matricei eA pentru valoarea proprie

e�i.

Lema 1.1.6 Fiind date dou¼a matrice complexe, p¼atratice, de ordinul n, A şi B,

dac¼a are loc relaţia AB = BA, atunci avem

eA+B = eAeB:

1.2 Grupurile Lie clasice de matrice

Muļtimea matricelor p¼atratice, inversabile, de ordin n, cu elemente reale formeaz¼a

un grup împreun¼a cu opera̧tia de înmuļtire, notat prin GL(n;R). Submuļtimea for-

mat¼a din acele matrice din grupul GL(n;R) care au valoarea determinantului egal¼a

cu +1 este un subgrup al lui GL(n;R), notat prin SL(n;R). Este uşor de veri�cat c¼a

muļtimea matricelor p¼atratice, de ordin n, ortogonale formeaz¼a un grup împreun¼a

cu opera̧tia de înmuļtire, notat prin O(n). Submuļtimea grupului O(n) format¼a din
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acele matrice care au valoarea determinantului egal¼a cu +1 este un subgrup al lui

O(n), notat cu SO(n). Matricele din grupul SO(n) se mai numesc şi matrice de ro-

taţie. Se arat¼a c¼a muļtimea matricelor p¼atratice, de ordin n, cu valori reale şi care au

urma nul¼a formeaz¼a un spa̧tiu vectorial împreun¼a cu opera̧tiiile clasice de adunare

şi înmuļtire cu scalari; la fel se poate ar¼ata c¼a muļtimea matricelor antisimetrice

formeaz¼a un spa̧tiu vectorial.

Grupul GL(n;R) se numeşte grupul general liniar real şi subgrupul s¼au SL(n;R)

se numeşte grupul special liniar. Grupul O(n) al matricelor ortogonale se numeşte

grupul ortogonal, iar subgrupul s¼au SO(n) se numeşte grupul special ortogonal (sau

grupul rotaţiilor). Spa̧tiul vectorial al matricelor p¼atratice, de dimensiune n, cu ele-

mente reale şi cu urma nul¼a este notat prin SL(n;R) şi spa̧tiul vectorial al matricelor

antisimetrice, p¼atratice, de dimensiune n este notat prin so(n).

Observa̧tia 1.2.1 Nota̧tiile sl(n;R) şi so(n) necesit¼a câteva explica̧tii suplimentare.

Grupurile GL(n;R); SL(n;R); O(n) şi SO(n) sunt şi grupuri topologice, ceea ce

însemn¼a c¼a sunt spa̧tii topologice (v¼azute ca şi subspa̧tii ale lui Rn2) şi înmuļtirea

şi inversa sunt opera̧tii continue (de fapt chiar netede). Aceste grupuri se numesc

grupuri Lie. Spatiile reale vectoriale sl(n;R) şi so(n) sunt algebre Lie. Înc¼a nu am

de�nit structura pentru cele dou¼a algebre sl(n;R) şi so(n). Structura de algebr¼a este

dat¼a de paranteza Lie, care este de�nit¼a de comutatorul matricelor

[A;B] = AB �BA:

Algebrele Lie sunt asociate grupurilor Lie. De fapt algebra Lie a unui grup Lie este

spa̧tiul tangent al grupului la elementul identitate, adic¼a spa̧tiul tuturor vectorilor

tangeņti la elementul unitate (în acest caz matricea unitate In). Într-un anume sens,

algebra Lie este o liniarizare a grupului Lie. Aplica̧tie exponeņtial¼a este o aplica̧tie

de�nit¼a pe algebra Lie cu valori în grupul Lie, spre exemplu avem

exp : so(n)! SO(n)

şi

exp : sl(n;R)! SL(n;R):
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Aplica̧tia exponeņtial¼a permite de obicei o parametrizare a elementelor grupului Lie

cu obiectele mai simple ale algebrei Lie.

Vom vedea în cele ce urmeaz¼a c¼a algebra Lie sl(n;R) const¼a în muļtimea ma-

tricelor p¼atratice, de dimensiune n, cu valori reale şi c¼a o(n) = so(n).

Propriet¼a̧tile aplica̧tiei exponeņtiale joac¼a un rol important în studiul unui grup

Lie. De exemplu, este usor de ar¼atat c¼a aplica̧tia

exp : gl(n;R)! GL(n;R):

este bine-de�nit¼a, dar din moment ce orice matrice de forma eA are valoarea deter-

minantului pozitiv¼a rezult¼a c¼a aplica̧tia exp nu este surjectiv¼a. Datorit¼a propriet¼a̧tii

det
�
eA
�
= etrA;

aplica̧tia

exp : sl(n;R)! SL(n;R)

este bine-de�nit¼a.

Am ar¼atat în Seçtiunea 1:1 c¼a nu este nici aceast¼a aplica̧tie sujectiv¼a. Vom vedea

îns¼a în Seçtiunea 1:3 c¼a aplica̧tia

exp : so(n)! SO(n)

este bine-de�nit¼a şi surjectiv¼a.

Aplica̧tia

exp : o(n)! O(n)

este bine-de�nit¼a, dar nu este surjectiv¼a din moment ce exist¼a matrice în O(n) cu

valoarea determinantului egal¼a cu �1.

1.3 Grupul special ortogonal SO(n) şi algebra Lie

so(n)

Teorema 1.3.1 Aplicaţia exponenţial¼a

exp : so(n)! SO(n)
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este bine-de�nit¼a şi surjectiv¼a.

Pentru cazul în care n = 3 (̧si matricea A este antisimentric¼a) exist¼a o formul¼a

explicit¼a pentru matricea eA. Pentru orice matrice antisimetric¼a p¼atratic¼a, de ordinul

3, cu elemente reale

A =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
�e � =

p
a2 + b2 + c2 şi

B =

0BBB@
a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2

1CCCA ;
avem urm¼atorul rezultat cunoscut ca şi formula lui Rodrigues (1840).

Lema 1.3.2 Aplicaţia exponenţial¼a exp : so(3)! SO(3) este dat¼a de

eA = (cos �) I3 +
sin �

�
A+

(1� cos �)
�2

B;

sau echivalent de

eA = (cos �) I3 +
sin �

�
A+

(1� cos �)
�2

A2;

dac¼a � 6= 0, cu e03 = I3.

Lema 1.3.3 Pentru orice matrice simetric¼a B, matricea eB este simetric¼a şi poz-

itiv de�nit¼a. Pentru orice matrice simetric¼a şi pozitiv de�nit¼a A exist¼a o matrice

simetric¼a unic¼a B astfel încât are loc relaţia A = eB.

1.4 Matrice hermitiene şi alte matrice complexe

speciale

Muļtimea matricelor p¼atratice, de dimensiune n, inversabile şi cu elemente com-

plexe formeaz¼a un grup împreun¼a cu multiplicarea, notat prin GL(n;C). Sub-

muļtimea care coņtine acele matrici din grupul GL(n;C) a c¼aror determinant au
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valoarea +1 formeaz¼a un subgrup al lui GL(n;C), notat cu SL(n;C). Este uşor de

veri�cat c¼a muļtimea matricelor unitate, p¼atratice, de dimensiune n, cu elemente

complexe formeaz¼a un subgrup împreun¼a cu opera̧tia de multiplicare, notat prin

U(n). Submuļtimea grupului U(n) coņtinând acele matrice care au valoarea deter-

minantului egal¼a cu +1 este un subgrup al grupului U(n), notat cu SU(n). Putem

veri�ca faptul c¼a muļtimea matricelor p¼atratice, de dimensiune n, cu elemente com-

plexe şi care au urma nul¼a formeaz¼a un spa̧tiu vectorial real împreun¼a cu opera̧tia de

adunare şi în mod similar pentru matricele hermitiene simetrice şi pentru matricele

hermitiene simetrice cu urma nul¼a.

De�ni̧tia 1.4.1 Grupul GL(n;C) se numeşte grupul special liniar complex şi sub-

grupul s¼au SL(n;C) se numeşte grupul special liniar complex. Grupul U(n) al ma-

tricelor unitare se numeşte grupul unitar şi subgrupul s¼au SU(n) se numeşte grupul

special unitar. Spa̧tiul vectorial real al matricelor p¼atratice, de dimensiune n, cu

elemente complexe care au urma nul¼a se noteaz¼a cu sl(n;C), spa̧tiul matricelor her-

mitiene simetrice se noteaz¼a cu u(n) şi spa̧tiul vectorial real de�nit de interseçtia

u(n) \ sl(n;C) se noteaz¼a cu su(n).

Observa̧tia 1.4.2 (1) La fel ca şi în cazul real, grupurile GL(n;C), SL(n;C),U(n)

şi SU(n) sunt grupuri topologice (v¼azute ca şi subspa̧tii ale luiR2n2), de fapt variet¼a̧ti

reale nedete. Ele posed¼a o structur¼a de grup Lie. Spa̧tiile vectoriale reale sl(n;C),

u(n) şi su(n) sunt algebrele Lie asociate grupurilor SL(n;C), U(n) şi SU(n). Struc-

tura de algebr¼a este dat¼a de paranteza Lie, care este de�nit¼a ca şi comutatorul uzual

al matricelor

[A;B] = AB �BA:

(2) Este de asemenea posibil s¼a de�nim grupuri Lie complexe, ceea ce înseamn¼a

c¼a sunt grupuri topologice şi variet¼a̧ti complexe netede. Se dovedeşte c¼a grupurile

GL(n;C) şi SL(n;C) sunt variet¼a̧ti complexe în timp ce grupurile U(n) şi SU(n)

nu sunt.
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Teorema 1.4.3 Aplicaţiile exponenţiale

exp : u(n)! U(n) şi exp : su(n)! SU(n)

sunt bine-de�nite şi surjective.

1.5 Grupul special euclidean SE(n) şi algebra Lie

se(n)

În aceast¼a seçtiune studiem grupul SE(n) al aplica̧tiilor a�ne induse de trans-

form¼arile ortogonale, de asemenea numite mi̧sc¼ari rigide, şi aplica̧tia Lie corespun-

z¼atoare. Vom ar¼ata c¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este surjectiv¼a. Grupurile SE(2) şi

SE(3) joac¼a un rol fundamental în robotic¼a, dinamic¼a şi plani�carea mi̧sc¼arii.

De�ni̧tia 1.5.1 Muļtimea aplica̧tiilor a�ne � ale spa̧tiului Rn, de�nite prin

� (X) = RX + U;

unde R este o matrice de rota̧tie (R 2 SO(n)) şi U este un vector din Rn, formeaz¼a

un grup împreun¼a cu opera̧tia de compunere numit grupul izometriilor a�ne directe

(sau mi̧sc¼ari rigide) sau grupul special Euclidean. Acesta se noteaz¼a cu SE(n).

Fiecare mi̧scare rigid¼a poate �reprezentat¼a de o matrice p¼atratic¼a de dimensiune

n+ 1 descompus¼a în blocuri de forma0@R U

0 1

1A ;
adic¼a avem 0@� (X)

1

1A =

0@R U

0 1

1A0@X
1

1A
dac¼a şi numai dac¼a

� (X) = RX + U:
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De�ni̧tia 1.5.2 Spa̧tiul vectorial al matricelor p¼atratice, cu valori reale, de ordinul

n+ 1, descompuse în blocuri de forma

A =

0@
 U

0 0

1A ;
unde 
 este o matrice antisimetric¼a şi U este un vector din spa̧tiul Rn, este notat

prin se(n).

Observa̧tia 1.5.3 Grupul SE(n) este un grup Lie, iar algebra sa Lie corespunz¼a-

toare este se(n).

Lema 1.5.4 Fiind dat¼a o matrice p¼atratic¼a, de dimensiune n+1, de�nit¼a în blocuri

A =

0@
 U

0 0

1A ;
unde 
 este o matrice antisimetric¼a şi U este un vector din spaţiul Rn, are loc relaţia

Ak =

0@
k 
k�1U

0 0

1A ;
unde 
0 = In. Ca şi o consecinţ¼a, avem

eA =

0@e
 V U

0 1

1A ;
unde

V = In +
X
k�1

1

(k + 1)!

k:

Teorema 1.5.5 Aplicaţia exponenţial¼a

exp : se(n)! SE(n)

este bine-de�nit¼a şi surjectiv¼a.
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În cazul în care n = 3, �ind dat¼a o matrice antisimetric¼a


 =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
�e � =

p
a2 + b2 + c2, este uşor de ar¼atat c¼a dac¼a � = 0, atunci avem

eA =

0@I3 U

0 1

1A ;
şi dac¼a � 6= 0 (folosind faptul c¼a 
3 = ��2
), atunci

e
 = I3 +
sin �

�

 +

(1� cos �)
�2


2

şi

V = I3 +
(1� cos �)

�2

 +

(� � sin �)
�3


2:
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Capitolul 2

Grupuri Lie exponeņtiale

2.1 Aplica̧tia exponeņtial¼a pe un grup Lie

În ceea ce urmeaz¼a grupurile Lie vor � notate cu majuscule din limba latin¼a şi

algebrele Lie corespunz¼atoare, prin litere mici corespunz¼atoare din alfabetul gotic.

Se consider¼a un grup Lie G cu elemente reale sau complexe, algebra Lie

corespunz¼atoare g şi aplica̧tia exponeņtial¼a exp : g �! G. Deşi aceast¼a funçtie este

remarcabil¼a este înc¼a o problem¼a deschis¼a în cazul general de a determina condi̧tii

când aplica̧tia exponeņtial¼a este surjectiv¼a. Un lucru cunoscut este faptul c¼a un

grup Lie abelian conex are o aplica̧tie exponeņtial¼a surjectiv¼a. Mai mult, grupurile

Lie conexe nilpotente au aplica̧tia exponeņtial¼a surjectiv¼a la fel ca şi grupurile Lie

conexe compacte. Cu toate acestea în ultimii s-au f¼acut progrese şi astfel aceast¼a

problem¼a a fost rezolvat¼a pentru multe clase de grupuri Lie.

Fie G un grup Lie cu algebra sa Lie g. Este cunoscut faptul c¼a aplica̧tia expo-

neņtial¼a exp : g ! G este de�nit¼a prin exp(X) = 
X(1), unde X 2 g şi 
X este

subgrupul cu un parametru al lui G corespunz¼ator lui X. Reamintim urm¼atoarele

propriet¼a̧ti ale aplica̧tiei exponeņtiale:

1) 
x (t) = exp (tX), pentru orice t 2 R şi orice X 2 g;

2) exp (sX) exp (tX) = exp (s+ t)X, pentru orice s, t 2 R şi orice X 2 g;

3) exp (�tX) = (exp tX)�1, pentru orice t 2 R şi orice X 2 g;
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4) exp : g! G este o aplica̧tie neted¼a care este un difeomor�sm local în 0 2 g şi

exp (0) = e, unde e este elementul neutru al grupului G;

5) imaginea exp (g) a aplica̧tiei exponeņtiale genereaz¼a componenta conex¼a Ge a

unit¼a̧tii e 2 G ;

6) dac¼a f : G1 ! G2 este un mor�sm de grupuri Lie şi f� : L (g1) !

L (g2) este mor�smul de algebre Lie indus de f , atunci urm¼atoarea diagram¼a este

comutativ¼a

g1 f�����! g2

exp1 # # exp2
G1 f���! G2

adic¼a avem rela̧tia f � exp1 = exp2 �f�.

Din proprietatea 5) rezult¼a c¼a urm¼atoarele dou¼a probleme sunt de o importaņt¼a

deosebit¼a:

Problema 1. S¼a se g¼aseasc¼a condiţiile pentru grupul Lie G astfel încât aplicaţia

exponenţial¼a este surjectiv¼a.

Problema 2. S¼a se determine imaginea E(G) = exp(g) a aplicaţiei exponenţiale.

2.2 Descompuneri Jordan

În aceast paragraf se vor introduce descompunerile Jordan multiplicative si adi-

tive. Acestea joac¼a un rol important în învestigarea surjectivit¼a̧tii aplica̧tiei expo-

neņtiale.

De�ni̧tia 2.2.1 Fie | un corp de caracteristic¼a 0 şi V un |�spa̧tiu vectorial �nit

dimensonial. Un element s 2 End (V ) se numeşte semisimplu dac¼a pentru orice

subspa̧tiu s�invariant W � V exist¼a un subspa̧tiu s�invariant U � V astfel încât

V = W �U . Un element n 2 End (V ) se numeşte nilpotent dac¼a exist¼a m 2 N astfel

încât nm = 0. Un element u 2 GL (V ) se numeşte unipotent dac¼a elementul u � 1

este nilpotent.

Teorema 2.2.2 (i) Fie | un corp de caracteristic¼a 0 şi V un |�spaţiu vectorial �nit
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dimensonial. Pentru �ecare element x 2 End (V ), exist¼a xs 2 End (V ) semisimplu

şi xn 2 GL (V ) nilpotent care satisfac relaţia xsxn = xnxs şi avem x = xs + xn.

Aceast¼a descompunere este unic¼a.

(ii) Fie V un spaţiu vectorial �nit dimensional cu elemente reale sau complexe.

Pentru orice element g 2 GL (V ) exist¼a gs 2 GL (V ) semisimplu şi gu 2 GL (V )

nilpotent astfel încât g = gsgu = gugs. Aceast¼a descompunere este unic¼a.

Aceste descompuneri se numesc descompunerile Jordan aditive, respectiv multi-

plicative. În teoria grupurilor Lie este uzual s¼a se scrie GL (V ) în loc de End (V ),

dac¼a în plus înzestr¼am grupul End (V ) cu paranteza Lie [x; y] := xy � yx.

De�ni̧tia 2.2.3 Pentru grupurile Lie abstracte, un element g 2 G se numeşte

Ad-semisimplu dac¼a subgrupul Ad(g) este semisimplu în GL (g). Se numeşte Ad-

unipotent dac¼a subgrupul Ad(g) este unipotent înGL (g). Similar, într-o algebr¼a Lie

g abstract¼a �nit dimensional¼a, un element x 2 G se numeşte ad-semisimplu dac¼a

ad(x) este semisimplu în gl (V ). Elementul x 2 G se numeşte ad-nilpotent dac¼a

ad(x) este nilpotent.

Lema 2.2.4 Fie V un spaţiu vectorial �nit dimensional peste R sau C. Dac¼a ele-

mentul x 2 GL (V ) este semisimplu, atunci expx este semisimplu în GL (V ). Dac¼a

elementul x 2 GL (V ) este nilpotent, atunci expx este unipotent în GL (V ). Mai

mult dac¼a elementul y 2 GL (V ), având descompunerea Jordan aditiv¼a y = ys+ yn,

[ys; yn] = 0, atunci exp ys este semisimplu şi exp yn este partea unipotent¼a a descom-

punerii Jordan multuplicative a lui exp y.

2.3 Elemente regulare

În ceea ce urmeaz¼a vor � prezentate no̧tiuni legate de regularitate. Pentru al-

gebre Lie exist¼a dou¼a no̧tiuni legate de regularitate total diferite; una legat¼a de

reprezentarea adjunct¼a şi una legat¼a de aplica̧tia exponeņtial¼a. Pentru grupuri Lie

regularitatea este considerat¼a fa̧t¼a de reprezentarea adjunct¼a. Rezult¼a c¼a ambele
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concepte de regularitate ale algebrelor Lie sunt legate de regularitatea grupurilor de

elemente date de aplica̧tia exponeņtial¼a.

De�ni̧tia 2.3.1 Fie g o algebr¼a Lie �nit dimensional¼a cu elemente reale sau com-

plexe.

(i) Un element x al algebrei Lie g se numeşte regular dac¼a nil-spa̧tiul

g0 := fy 2 g : (9n 2 N) cu ad(x)ny = 0g

are dimensiune minim¼a.

Muļtimea tuturor elementelor regulare ale algebrei g se noteaz¼a cu reg(g).

(ii) Fie G un grup Lie. Un element x al unei algebre Lie g se numeşte exp-regular

dac¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este regular¼a în x. În caz contrar elementul se numeşte

exp-singular. Muļtimea tuturor elementelor exp-regulare se noteaz¼a cu reg exp şi

muļtimea tuturor elementelor exp-singulare se noteaz¼a cu sing exp.

(iii) Un element g al unui grup Lie G se numeşte regular dac¼a unispa̧tiul

g1 := fy 2 g : (9n 2 N) (Ad(g)� id)ny = 0g

are dimensiune minim¼a.

Muļtimea tuturor elementelor regulare se noteaz¼a cu Re g(G).

Lema 5 din [34] red¼a urm¼atorul rezultat:

Lema 2.3.2 Dac¼a G este un grup Lie şi x; y 2 g cu expx = exp y, unde x este un

element exp-regular, atunci avem [x; y] = 0 şi exp(x� y) = 1.

2.4 Preimaginea elementelor Ad-unipotente şi

Ad-semisimple

Având în vedere c¼a problema referitoare la surjectivitatea aplica̧tiei exponeņtiale

a unui grup Lie conduce la pre-imaginea elementelor grupului, este important de

determinat pre-imaginile elementelor Ad-semisimple si Ad-unipotente.

24



În cele ce urmeaz¼a V de�neşte un spa̧tiu vectorial �nit dimensional cu elemente

reale sau complexe.

Fie grupul Lie liniar GL(V ) şi algebra Lie corespunz¼atoare GL(V ). Pentru

un element p 2 N, se de�nesc muļtimile np = fx 2 GL(V ) : xp = 0g şi Np =

fg 2 GL(V ) : g = 1 + x; x 2 npg. Atunci aplica̧tia exp jnp : np ! Np este bijectiv¼a,

iar inversa ei

log : g 7�!
1X
k=1

(�1 )k+1 1
k
(g � 1)k:

Ca şi o conseciņt¼a se ob̧tine rezultatul urm¼ator:

Lema 2.4.1 Fie G � GL(V ) un subgrup analitic şi se presupune c¼a pentru ele-

mentele nilpotente x; y 2 g are loc relaţia expx = exp y. Atunci x = y. Ca şi caz

particular, 0 este singurul element nilpotent al algebrei g faţ¼a de exp�1(1).

Fie G un grup Lie cu elemente reale sau complexe. Se noteaz¼a cu S muļtimea

tuturor elementelor semisimple ale grupului G şi cu s muļtimea tututor elementelor

semisimple ale algebrei g.

Lema 2.4.2 Fie G � GL(V ) un grup analitic. Atunci exp�1(S) = s.

Se noteaz¼a cu SAd muļtimea tuturor elementelor Ad-semisimple ale grupului G

şi cu sad muļtimea tuturor elementelor ad-semisimple ale algebrei g. Astfel se ob̧tine:

Corolarul 2.4.3 Fie G un grup Lie conex cu elemente reale. Atunci sad =

exp�1(SAd).

Mai multe informa̧tii pot � g¼asite în [77].

2.5 Exemple

Mai jos sunt prezentate exemple care ilustreaz¼a unele aspecte ap¼arute în studiul

surjectivit¼a̧tii aplica̧tiei exponeņtiale.

Se consider¼a grupul liniar Lie SL(2;R) şi algebra Lie corespunz¼atoare sl(2;R)

(mai multe detalii despre acest grup se g¼asesc în paragraful 1:2).
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Pentru grupul GL(2;C) avem o alt¼a situa̧tie. Orice element g al grupului

GL(2;C) este conjugat cu matricea0@�1 0

0 �2

1A sau cu matricea

0@� 1

0 �

1A , unde �; �1; �2 2 C:
Se poate observa c¼a ambele elemente sunt imagini exponeņtiale ale elementelor al-

gebrei gl(n;C).

Urm¼atorul grup considerat ca si exemplu este grupul special liniar SL(2;R). Fie

un p¼atrat de�nit de baza canonic¼a de vectori a lui R2. Dac¼a se doreşte transformarea

p¼atratului într-un dreptunghi de�nit de vectorii de componente (�2; 0) şi (0;�1
2
),

acest lucru poate � f¼acut cu ajutorul unei transform¼ari a grupului SL(2;R).

2.6 Grupuri Lie slab exponeņtiale şi grupuri Lie

tare exponeņtiale

De�ni̧tia 2.6.1 Un grup Lie G cu elemente reale sau complexe se numeşte slab

exponenţial dac¼a imaginea exponeņtial¼a este dens¼a în grupul G. Se numeşte expo-

nenţial dac¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este surjectiv¼a şi se numeşte tare exponenţial

dac¼a aplica̧tia exponeņtial¼a este un difeormor�sm.

Dac¼a G este un grup Lie atunci unu-componenta, adic¼a componenta conex¼a a

unit¼a̧tii, este un subgrup normal al lui G şi se noteaz¼a cu G0. Subgrupul comutator

al lui G se noteaz¼a cu G0. Se consider¼a c¼a un grup Lie conect este simplu(semisimplu)

dac¼a algebra Lie corespunz¼atoare este simpl¼a(semisimpl¼a). Dac¼a g este o algebr¼a Lie

�nit dimensional¼a şi r este o subalgebr¼a atunci r se numeşte reductiv¼a dac¼a g este

un r-modul semisimplu fa̧t¼a de ad. Similar, un subgrup R al unui grup Lie G se

numeşte reductiv în G dac¼a g este un R-modul semisimplu fa̧t¼a de Ad.

O subalgebr¼a p a unei algebre Lie reale g se numeşte compact înzestrat¼a dac¼a

eadp este compact¼a în Aut(g). Dac¼a un element x este coņtinut într-o subalgebr¼a

compact înzestrat¼a atunci se numeşte compact. O subalgebr¼a compact înzestrat¼a
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maximal¼a este o algebr¼a compact înzestrat¼a care este maximal¼a cu aceast¼a pro-

prietate. Dou¼a subalgebre compact înzestrate maximale sunt conjugate. Muļtimea

tuturor elementelor compacte ale lui g este reuniunea tuturor subalgebrelor compact

înzestrate maximale şi se noteaz¼a cu compg. Un subgrup K al unui grup Lie G real

se numeşte compact înzestrat dac¼a Ad(K) este compact în Aut(g). În orice grup

Lie conex exist¼a subgrupuri compact înzestrate maximale şi care sunt conexe. Ev-

ident, sugrupurile compact înzestrate au algebre Lie compact înzestrate. Deoarece

subalgebrele compact înzestrate sunt şi algebre Lie compacte, adic¼a exist¼a un grup

Lie compact a c¼arui algebr¼a Lie este izomorf¼a la acea algebr¼a Lie, atunci aplica̧tia

exponeņtial¼a a unui grup Lie compact înzestrat conex este surjectiv¼a. Aşadar, sub-

grupurile compact înzestrate maximale sunt de asemenea conjugate.

Fie g o algebr¼a Lie şi S o submuļtime a lui g. Muļtimea

�g(S) := fy 2 G : [y; S] = 0g

se numeşte centralizatorul lui S.

Dac¼a S este, în plus, o subalgebr¼a, atunci

ng(S) := fy 2 g : [y; S] � Sg

se numeşte normalizatorul lui S.

Atât �g(S) cât şi ng(S) sunt subalgebre ale lui g.

Centralizatorul �g(S) se numeşte centrul lui g şi se noteaz¼a cu �(g) sau pe scurt �.

Fie un grup Lie G (nu neap¼arat conex) şi g algebra Lie corespunz¼atoare. Fie S

o submuļtime a lui g.

Muļtimea

ZG(S) := fg 2 G : (8x 2 G)Ad(g)(s) = xg

se numeşte centralizatorul lui S în G.

Dac¼a în plus S este o subalgebr¼a a lui g, atunci

NG(S) := fg 2 G : Ad(g):S � Sg

se numeşte normalizatorul lui S în G.
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Dac¼a U este o submuļtime a lui G, atunci se poate considera centralizatorul

ZG(U) := fg 2 G : (8u 2 U)gu = ugg :

Centralizatorul ZG(U) se numeşte centrul lui G şi se noteaz¼a cu Z(G) sau mai

simplu Z.

Dac¼a U este un subgrup, atunci

NG(U) :=
�
g 2 G : gUg�1 = U

	
noteaz¼a ca de obicei normalizatorul lui U .

Are loc urm¼atorul rezultat:

Lema 2.6.2 Fie G un grup Lie real, g algebra Lie corespunz¼atoare şi S o sub-

mulţime a lui g. Atunci algebra Lie L(ZG(S)) a lui ZG(S) coincide cu L(ZG(S)0) =

�g(S). Dac¼a, în plus, S este o subalgebr¼a, atunci L(NG(S)) este egal¼a cu

L(NG(S)0) = ng(S). Mai mult, are loc relaţia L(Z) = L(Z0) = �.

2.7 Aplica̧tia exponeņtial¼a pe grupuri cât

Grupurile factor ale grupurilor exponeņtiale (respectiv slab exponeņtiale) sunt

exponeņtiale (respectiv slab exponeņtiale). În schimb, dac¼a grupul cât G=Z0 este

exponeņtial atunci un calcul scurt arat¼a c¼a şi grupul G este exponeņtial. Pentru a

demonstra c¼a grupul G este exponeņtial se presupune c¼a centrul lui G este discret.

Lema 2.7.1 Fie G un grup Lie conex şi N un subgrup analitic normal. Atunci are

loc incluziunea exp(x+ n) � expx �N , oricare ar � x 2 g.

Pentru demonstra̧tie este folositor urm¼atorul rezultat:

Lema 2.7.2 Dac¼a G este un grup Lie, g algebra Lie corespunz¼atoare, N un subgrup

analitic normal, şi dac¼a elementele a; b 2 g satisfac [a; b] 2 n, atunci are loc exp(a+

b) 2 exp a exp b �N .
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Lema 2.7.3 Fie G un grup Lie real conex, N un subgrup normal analitic care

conţine grupul G0, B � N un subgrup analitic al lui G şi ! un spaţiu vectorial

complementar al lui n în b. Atunci B = exp ! �N .

2.8 Grupurile Lie compacte şi conexe sunt expo-

neņtiale

Teorema 2.8.1 Orice grup Lie compact şi conex este exponenţial.

Când n = 2, o matrice antisimetric¼a B poate � scris¼a sub forma B = �J , unde

J =

0@0 �1

1 0

1A
şi din rela̧tia Hamilton-Cayley J2 = I2 şi din dezvoltarea în serie a funçtiilor sin � şi

cos � este uşor de ar¼atat c¼a

eB = e�J = (cos �)I2 + (sin �)J = (cos �)I2 +
sin �

�
B. (2.8.1)

Când n = 3, o matrice antisimetric¼a B 2 so (3) este de forma

B =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA
şi notând � =

p
a2 + b2 + c2 = 1

2
kBk, unde k�k este norma Frobenius a matricelor,

ob̧tinem formula lui Rodrigues (a se vedea paragraful 3.4.4)

eB = I3 +
sin �

�
B +

1� cos �
�2

B2 (2.8.2)

cu eB = I3 atunci când B = 0.

2.8.1 Descrierea izometriilor euclidiene

Fie spa̧tiul euclidean Rn împreun¼a cu bine-cunoscuta norm¼a euclidean¼a k�k. O

izometrie a spa̧tiului Rn este o aplica̧tie f : Rn ! Rn care p¼astreaz¼a distaņtele,
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adic¼a pentru orice dou¼a elemente x; y 2 Rn au loc urm¼atoarele rela̧tii

kf(x)� f(y)k = kx� yk : (2.8.3)

Conform binecunoscutei teoreme a lui Ulam, avem c¼a orice izometrie a spa̧tiului Rn

care are proprietatea f(0) = 0, este o aplica̧tie liniar¼a de forma f(x) = Rx, cu R 2

O(n), unde O(n) este grupul ortogonal. Dac¼a detR = 1, adic¼a R 2 SO(n), atunci

izometria f p¼astreaz¼a orientarea. În caz contrar se spune c¼a aplica̧tia f inverseaz¼a

orientarea.

Folosind surjectivitatea aplica̧tiei exponeņtiale, exp : so (n) ! SO(n), putem

descrie izometriile spa̧tiului Rn care p¼astreaz¼a orientarea.

Când n = 2, din demonstra̧tia alternativ¼a prezentat¼a în paragraful 2.6, avem c¼a

R 2 SO(2) dac¼a şi numai dac¼a R este o matrice de rota̧tie, adic¼a este de forma

R =

0@cos � � sin �

sin � cos �

1A ,
unde unghiul de rota̧tie � este de�nit de rela̧tia 2 cos � = tr(R). Acest fapt conduce

la descrierea izometriilor planului euclidean carea p¼astreaz¼a orientarea, ca �ind com-

puneri de rota̧tii şi transla̧tii.

Când n = 3, atunci avem R 2 SO(3) dac¼a şi numai dac¼a are loc rela̧tia (a se

vedea paragraful 3.4.4)

R = I3 +
sin �

�
B +

1� cos �
�2

B2; (2.8.4)

unde unghiul de rota̧tie � este de�nit de rela̧tia 1+ 2 cos � = tr(R), ceea ce conduce

la � = arccos tr(R)�1
2

, dac¼a � 6= 0. Prin urmare, când � 6= �, B este o matrice

antisimetric¼a determinat¼a în mod unic de ecua̧tia

B =
�

2 sin �

�
R� tR

�
:

Dac¼a � = 0, atunci avem R = I3, şi izometria f este aplica̧tia identitate a spa̧tiului

R3. Dac¼a � = �, atunci putem g¼asi matricea B1 în acelaşi mod ca şi în seçtiunea

anterioar¼a.
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Presupunând c¼a

B =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ,
atunci formula 2.8.4 exprim¼a o rota̧tie în R3 de ax¼a de�nit¼a de vectorul (a; b; c) şi

unghi �. Acest rezultat conduce la descrierea izometriilor spa̧tiului euclidean care

p¼astreaz¼a orientarea.

Dac¼a izometria spa̧tiului R3 inverseaz¼a orientarea, atunci detR = �1. Deoarece

det(�R) = (�1)3 detR = (�1)(�1) = 1, urmeaz¼a c¼a izometria g 2 R3, de�nit¼a prin

g(x) = (�R)x, p¼astreaz¼a orientarea. În acest caz formula de reprezentare este

R = �I3 �
sin �

�
B � 1� cos �

�2
B2,

având aceeaşi interpretare geometric¼a. În acest fel toate izometriile spa̧tiului R3 sunt

descrise complet.

Observa̧tia 2.8.2 În lucrarea [25] este dat¼a urm¼atoarea descriere a matricelor

R 2 SO(n), pentru n � 4 este dat¼a. Dac¼a
�
ei�1 ; e�i�1 ; : : : ; ei�p ; e�i�p

	
este muļtimea

valorilor proprii distincte ale lui R, diferite de 1, unde 2p � n şi 0 � �i � �, atunci

exist¼a p matrice antisimetrice B1; : : : ; Bp astfel încât BiBj = BjBi = On, i 6= j,

B3i = �Bi, pentru orice i; j cu 1 � i; j � p, şi

R = In +

nX
i=1

�
(sin �i)Bi + (1� cos �i)B2i

�
:

Acest rezultat red¼a o descriere implicit¼a a izometriilor Euclidiene a spa̧tiului Rn

când n � 4, în termeni de 2p parametrii �1; : : : ; �p; B1; : : : ; Bp. Evident c¼a num¼arul

parametriilor �ind prea mare, aceast¼a rela̧tie are un caracter formal.
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Capitolul 3

Problema determin¼arii imaginii

aplica̧tiei exponeņtiale

Deşi problema clasi�c¼arii complete a grupurilor Lie exponeņtiale este departe de

a � rezolvat¼a, o direçtie natural¼a de cercetare înrudit¼a este dat¼a de problema deter-

min¼arii imaginii aplica̧tiei exponeņtiale. În acest capitol trecem în revist¼a rezultatele

în aceast¼a direçtie. Paragraful 3:1 prezint¼a unele rezultate asupra surjectivit¼a̧tii unor

funçtii de matrice, urmând referiņtele D. Andrica, I.N. Caşu [3], D. Andrica, R.-A.

Rohan [6], L. Mare [44], [45], S. R¼adulescu, D. Andrica [66]. În paragraful 3:2 se re-

zolv¼a aceast¼a problem¼a pentru grupul general liniar real GL(n;R) (Teorema 3:2:2),

prezentându-se rezultatul ini̧tial ob̧tinut de M. Nishikawa [52] şi independent de D.

Andrica, L. Mare [4]. Pentru alte grupuri, rezultate de acest tip au fost ob̧tinute de

M. Nishikawa [53]-[57]. Paragraful 3:3 este dedicat prezent¼arii într-o manier¼a orig-

inal¼a a grupurilor pseudo-ortogonale OK(n), urmând lucrarea D. Andrica, R.-A.

Rohan [6]. Paragraful 3:4 are un caracter original şi prezint¼a diferite formule de tip

Rodrigues. Rezultatele incluse sunt preluate dup¼a lucr¼arile D. Andrica, R.-A. Rohan

[7], [9] şi R.-A. Rohan [68].

32



3.1 Rezultate asupra surjectivit¼a̧tii unor funçtii

de matrice

Consider¼amMn(K) algebra matricelor p¼atratice cu elemente din corpul comuta-

tiv K (K = R sau K = C), f 2 K [X] un polinom de grad arbitrar şi ef :Mn(K)!

Mn(K) funçtia de matrice asociat¼a lui f . Prezint¼a interes urm¼atoarea problem¼a:

Problem¼a: Ce condiţii trebuie s¼a satisfac¼a polinomul f pentru ca funcţia ef s¼a
�e surjectiv¼a?

Dac¼a f este o funçtie olomorf¼a în C se consider¼a muļtimea

M = fz 2 C : f 0 (z) = 0g

Pentru o matrice A 2Mn(C) se consider¼a � (A) ca �ind spectrul punctual al lui A.

Teorema 3.1.1 Dac¼a � (A) � f (CnM) atunci A 2 Im ef .
Lema 3.1.2 Fie f , g dou¼a funcţii olomorfe în C cu f�1 (0) � g�1 (0). Dac¼a A 2

Mn(C) are proprietatea c¼a �
� ef (A)� = f0g atunci egn (A) = On.

Lema 3.1.3 Dac¼a f 2 C [X], gradf = n � 2, atunci au loc urm¼atoarele a�rmaţii:

1) f�1 (y) �M () y 2 Cnf (CnM)

2) f�1 (y1) �M; f�1 (y2) �M ) y1 = y2

3) f (CnM) = C() 8y 2 C ecuaţia f (x) = y are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a

4) f (CnM) = Cn fzg () 8y 2 C ecuaţia f (x) = y are toate r¼ad¼acinile multi-

ple.

Teorema 3.1.4 Urm¼atoarele a�rmarţii sunt echivalente:

1) pentru orice y 2 C ecuaţia f (x) = y are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a;

2) aplicaţia ef :Mn(C)!Mn(C) asociat¼a lui f este surjectiv¼a.

Exemplul 3.1.5 Aplica̧tia ef : Mn(C) ! Mn(C), ef (X) = Xm, nu este surjectiv¼a,

unde m � 2. Într-adev¼ar, ecua̧tia xm = 0 are 0 ca r¼ad¼acin¼a multipl¼a de ordinul m,

deci proprietatea rezultat¼a direct din Teorema 3.1.4.
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Exemplul 3.1.6 Fie f 2 C [X], grad f � 2, a 2 C,

f 0 (x) = a (x� x01)
�1 : : : (x� x0r)

�r ; �j � 1; j = 1; : : : ; r

şi x01; : : : ; x
0
r distincte. Dac¼a �j � r � 1, 8j 2 f1; : : : ; rg, atunci pentru orice y 2 C

ecua̧tia f (x) = y are cel pu̧tin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a.

În acest caz condi̧tia din Teorema 3.1.8 se veri�c¼a în mod trivial.

Exemplul 3.1.7 Fie f 2 C [X],

f = (X � x1) (X � x2) (X � x3)

şi

x21 + x
2
2 + x

2
3 6= x1x2 + x2x3 + x1x3;

are proprietatea din Teorema 3.1.8. Într-adev¼ar, dac¼a ţinem seama de rela̧tiile lui

Viète, avem

f 0 (x) = 3x2 � 2 (x1 + x2 + x3)x+ x1x2 + x2x3 + x1x3

şi � 6= 0, conform ipotezei f¼acute ini̧tial. Atunci f 0 are r¼ad¼acinile simple, adic¼a f �y

are cel pu̧tin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a, 8y 2 C.

Teorema 3.1.8 Fie f 2 C [X], grad f = n � 2. Dac¼a a 2 C, a 6= 0,

f 0 (x) = a (x� x01)
�1 : : : (x� x0r)

�r ; �j � 1; j = 1; : : : ; r

şi pentru orice submulţime L a lui f1; : : : ; rg avemX
j2L

(1 + �j) 6= r � 1;

atunci pentru orice y 2 C ecuaţia f (x) = y are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în C.

Exemplul 3.1.9 Fie f 2 C [X],

f = (X � x1) (X � x2) (X � x3)
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şi

x21 + x
2
2 + x

2
3 6= x1x2 + x2x3 + x1x3;

are proprietatea din Teorema 3.1.8. Într-adev¼ar, dac¼a ţinem seama de rela̧tiile lui

Viète, avem

f 0 (x) = 3x2 � 2 (x1 + x2 + x3)x+ x1x2 + x2x3 + x1x3

şi � 6= 0, conform ipotezei f¼acute ini̧tial. Atunci f 0 are r¼ad¼acinile simple, adic¼a f �y

are cel pu̧tin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a, 8y 2 C.

Observa̧tia 3.1.10 Toate rezultatele ob̧tinute r¼amân valabile dac¼a C se înlocuieşte

cu un corp algebric închis K şi, acolo unde este cazul, în loc de f olomorf¼a în C se

presupune c¼a f este polinomial¼a.

Vom adopta în continuare urm¼atoarele nota̧tii: dac¼a A 2 Mn(C) se noteaz¼a cu

pA polinomul caracteristic al lui A, adic¼a polinomul

pA (t) = det (tIn � A) ;

şi cu � (A) muļtimea valorilor proprii ale matricei A (adic¼a r¼ad¼acinile polinomului

pA). Se presupun cunoscute urm¼atoarele rezultate:

Teorema 3.1.11 (Hamilton-Cayley) Pentru orice matrice A 2 Mn(C) avem

pn (A) = On, adic¼a orice matrice satisface ecuaţia sa caracteristic¼a.

Teorema 3.1.12 (de interpolare Lagrange-Hermite) Fiind date n 2 N�, ak 2

R, k = 1; 2; : : : ; n numere reale distincte, rk 2 N, k = 1; 2; : : : ; n şi b(i)k 2 R,

i = 0; : : : ; rk, k = 1; 2; : : : ; n, exist¼a un polinom P 2 R [X] astfel încât

P (i) (ak)= b
(i)
k ; k = 1 ; 2 ; : : : ; n; i = 0 ; : : : ; rk.

Teorema 3.1.13 Fie f 2 C [X] şi A 2Mn(C),

� (A)= f�1; : : : ; �sg .

Dac¼a pentru orice i 2 f1; 2; : : : ; sg ecuaţia f (x) = �i are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a

atunci A 2 Im ef .
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Corolarul 3.1.14 Dac¼a f 2 C [X] are proprietatea c¼a 8� 2 C, ecuaţia f (x) = �

are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a atunci ef :Mn(C)!Mn(C) este surjectiv¼a.

Teorema 3.1.15 Dac¼a f 2 C [X] are proprietatea c¼a ef : Mn(C) ! Mn(C) este

surjectiv¼a, atunci 8� 2 C, ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a.

Lema 3.1.16 Pentru p 2 N impar, consider¼am polinomul f 2 C [X], unde

fp = 1 +
1

1!
X +

1

2!
X2 + : : :+

1

p!
Xp:

Atunci efp :Mn(C)!Mn(C) este surjectiv¼a.

Teorema 3.1.17 a) Pentru n = 2 sau n = 3, polinomul f 2 R [X] are proprietatea

c¼a ef :Mn(R)!Mn(R) este surjectiv¼a dac¼a şi numai dac¼a 8� 2 R ecuaţia f (x) = �

are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în R.

b) Pentru n � 4, polinomul f 2 R [X] are proprietatea c¼a ef : Mn(R) ! Mn(R)

este surjectiv¼a dac¼a şi numai dac¼a au loc simultan:

(i) 8� 2 R ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în R;

(ii) 8� 2 C ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a.

Teorema 3.1.18 Fie f : C �! C o funcţie olomorf¼a, n 2 N, n � 2 şi A 2Mn(C),

� (A) = f�1; : : : ; �sg spectrul punctual al operatorului A. Dac¼a pentru orice j 2

f1; 2; : : : ; sg, ecuaţia f (z) = �j are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a atunci A 2 Im ef .
Corolarul 3.1.19 Aplicaţia exp =gexp :Mn(C) �! GL(n;C) este surjectiv¼a.

Teorema 3.1.20 Fie f (x) =
1P
k=0

akx
k o serie de puteri cu coe�cienţi reali şi raza

de convergenţ¼a 1, n 2 N, n � 2.

I. n 2 f2; 3g. Atunci ef :Mn(R)!Mn(R) e surjectiv dac¼a şi numai dac¼a au loc:

(i) 8� 2 R ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a real¼a simpl¼a.

(ii) f (C) = C.

II. n � 4. Atunci ef :Mn(R)!Mn(R) e surjectiv dac¼a şi numai dac¼a au loc:

(i)0 8� 2 R ecuaţia f (x) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a real¼a simpl¼a.

(ii)0 8� 2 R ecuaţia f (z) = � are cel puţin o r¼ad¼acin¼a simpl¼a în C.

36



Studiul imaginii exponeņtialei în acest caz este şi el mult mai complicat şi un

rezultat tranşant ca cel din Corolarul 3.1.17 nu mai are loc. O prim¼a constatare este

c¼a are loc incluziunea:

exp (Mn(R)) � GL+ (n;R) = fA 2 GL (n;R) : detA > 0g ;

deci grupul GL (n;R) nu este exponeņtial.

3.2 Imaginea aplica̧tiei exponeņtiale pe grupul

GL(n;R)

În aceast¼a seçtiune se va rezolva problema determin¼arii imaginii aplica̧tiei expo-

neņtiale pentru grupul liniar general real G = GL(n;R).

Lema 3.2.1 Dac¼a A 2 GL+(n;R) şi �(A) � R�+[(C�R), atunci A 2 exp(Mn(R)).

Teorema 3.2.2 Se consider¼a matricea A 2 GL+(n;R). Atunci A 2 exp(Mn(R))

dac¼a şi numai dac¼a blocurile corespunz¼atoare valorilor proprii negative din descom-

punerea sa Jordan apar cu multiplicitate par¼a.

Teorema 3.2.3 Fie A 2 GL(n;R). Atunci A 2 exp(Mn(R)) dac¼a şi numai dac¼a

exist¼a B 2 GL(n;R) astfel încât A = B2.

Corolarul 3.2.4 Fie A 2 SL(n;R). Atunci A 2 exp(SL(n;R)) dac¼a şi numai dac¼a

exist¼a B 2 SL(n;R) astfel încât A = B2.

Corolarul 3.2.5 Fie X 2 Mn(R), n � 2. Atunci exist¼a Y 2 Mn(R) astfel ca

X2 + In = Y
2.

Corolarul 3.2.6 Pentru orice X 2 SL(2;R) exist¼a A 2SL(2;R) astfel încât X =

A2 sau �X = A2.
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Observa̧tia 3.2.7 1) Topologia muļtimii E(G) este deosbit de interesant¼a. În gen-

eral, E(G) nu este nici deschis¼a şi nici închis¼a în G. Un exemplu în acest sens este dat

de grupul Lie SL(2;R). Pentru a ar¼ata c¼a muļtimea E(SL(2;R)) nu este deschis¼a

se consider¼a matricea 0@�1 0

0 �1

1A = exp

0@ 0 �

�� 0

1A .
Pe de alt¼a parte, pentru orice � > 0, matricea

0@�1 �

0 �1

1A nu apaŗtine lui

E(SL(2;R)) deoarce num¼arul blocurilor corespunz¼atoare valorii proprii �1 este egal

cu 1.(Teorema 2.1.2). Se observ¼a c¼a E(SL(2;R)) nu este nici închis¼a. Pentru aceasta

se consider¼a matricea 0@�1 �1

0 �1

1A 2 SL(2;R)�E(SL(2;R))

şi avem c¼a pentru orice � > 00@�1 �1

� �1

1A 2 E(SL(2;R)),

deci dac¼a E(SL(2;R)) ar � închis¼a, atunci am avea

lim
�&0

0@�1 �1

� �1

1A 2 E(SL(2;R));

ceea ce este imposibil.

2) Interiorul şi frontiera lui E(GL(n;R)) au fost determinate şi s-a ar¼atat c¼a:

i) A 2 intE(GL(n;R)) dac¼a şi numai dac¼a A nu are valori proprii negative;

ii) A este punct de frontier¼a pentru E(GL(n;R)) dac¼a şi numai dac¼a A =2

intE(GL(n;R)) şi blocurile corespunz¼atoare valorilor proprii negative din descom-

punerea Jordan a lui A apar cu multiplicitate par¼a:

3.3 Grupurile Lie OK(n)

Fie K 2Mn(R) o matrice inversabil¼a şi simetric¼a. Se consider¼a muļtimea

OK(n) =
�
A 2Mn(R) : tAKA = K

	
.
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Se observ¼a c¼a (OK(n); �) este un subgrup al lui GL(n;R). Într-adev¼ar, dac¼a A;B 2

OK(n), atunci putem scrie

t(AB)K(AB) = tB tAKAB = tB( tAKA)B = tBKB = K,

adic¼a AB 2 OK(n). Mai mult, dac¼a A 2 OK(n) avem

t(A�1)KA�1 = ( tA)�1KA�1 = KAA�1 = K,

deci A�1 2 OK(n).

Se remarc¼a faptul c¼a pentru K 2 Mn(R) se poate de�ni forma biliniar¼a fK :

Rn � Rn, prin fK(x; y) = txKy. Pentru A 2 OK(n) avem

fK(Ax;Ay) =
t(Ax)K(Ay) = tx( tAKA)y = txKy = fK(x; y),

prin umare muļtimea OK(n) este format¼a din toate matricele inversabile A cu pro-

prietatea c¼a forma fK este invariant¼a, adic¼a fK(Ax;Ay) = fK(x; y).

Reamintim c¼a matricele K;K 0 2 Mn(R) sunt echivalente, adic¼a K � K 0, dac¼a

exist¼a U 2GL(n;R) cu proprietatea c¼a K 0 =t UKU . În acest caz OK(n) � OK00 (n).

Într-adev¼ar, grupul GL(n;R) açtioneaz¼a pe Mn(R) prin UA =t UAU şi OK(n)

este grupul de izotropie coresounz¼ator matricei K. Din K � K 0 rezult¼a faptul c¼a

matricele K şi K 0 au aceeaşi orbit¼a în raport cu açtiunea considerat¼a, deci în mod

necesar OK(n) ' OK00 (n). De fapt aceste subgrupuri sunt conjugate în GL(n;R).

Folosind teorema lui Sylvester, rezult¼a faptul c¼a matricea K este echivalent¼a cu

o matrice diagonal¼a de forma

diag(1; : : : ; 1| {z }
n�r

;�1; : : : ;�1| {z }
r

),

unde r reprezint¼a siganatura lui K. În acest caz grupul OK(n) se mai noteaz¼a şi cu

O(n� r; r) şi el este perfect determinat de signatura sa r.

Teorema 3.3.1 Pentru orice matrice inversabil¼a şi simetric¼a K 2 Mn(R), OK(n)

este un grup Lie de dimensiune n(n�1)
2

cu algebra Lie oK(n) = K � ASn(R).
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Dac¼a A 2 OK(n), din rela̧tia tAKA = K prin trecere la determinaņti ob̧tinem

det2A = 1, deci detA = �1. Se ştie c¼a pentru 1 � r � n
2
grupul Lie OK(n) are

patru componente conexe. Muļtimea

O+
K(n) = fA 2 OK(n) : detA = 1g

coņtinând componenta conex¼a a unit¼a̧tii In se mai noteaz¼a cu SO(n�r; r) de dimen-

siune n(n�1)
2

şi este un subgrup al grupului O(n� r; r). În cazul n = 4, r = 1, grupul

SO(3; 1) se numeşte grupul Lorentz. Acesta joac¼a un rol central în teoria special¼a a

relativit¼a̧tii.

3.4 Formule de tip Rodrigues

3.4.1 Formule clasice pentru SO(n), n = 2 şi n = 3

Fie SO(3) grupul special ortogonal al matricilor de ordin 3, cu elemente reale,

ortogonale şi având determinantul egal cu 1, adic¼a

SO(3) :=
�
A 2M3(R)jA tA = I3; detA = 1

	
.

Conform rezultatelor din paragraful 3.3 rezult¼a c¼a grupul SO(3) are o structur¼a de

grup Lie şi dimSO(3) = 3.

Propozi̧tia 3.4.1 Algebra Lie (so(3); [�; �]) poate � identi�cat¼a în mod canonic cu

algebra Lie (R3;�); unde "� " este produsul vectorial clasic.

Pentru cazul n = 2, s-a demonstrat deja formula (paragraful 2.8, formula 2.8.1)

exp(B) = (cos �)I2 +
sin �

�
B:

În cazul n = 3, prezent¼am demonstra̧tia clasic¼a a formulei lui Rodrigues (1840). O

prezentare uşor diferit¼a a fost dat¼a în Lema 1.3.2.

Propozi̧tia 3.4.2 (Rodrigues) Cu notaţiile de mai sus, aplicaţia exponenţial¼a

exp : so(3)! SO(3);

40



satisface relaţia

exp(bv) = I3 + sin jjvjjjjvjj bv + 12(sin
jjvjj
2

jjvjj
2

)bv2.
Propozi̧tia 3.4.3 Aplicaţia exponenţial¼a

exp : so(3)! SO(3)

este surjectiv¼a, deci grupul SO(3) este exponenţial.

3.4.2 Problema detemin¼arii coe�cieņtilor Rodrigues pentru

grupul GL(n;R)

Aplica̧tia exponeņtial¼a exp : GL(n;R) = Mn(R) !GL(n;R), unde GL(n;R)

reprezint¼a grupul Lie al matricelor p¼atratice, de ordin n, inversabile, cu valori reale,

este de�nit¼a prin

exp(X) =
1X
k=0

1

k!
Xk: (3.4.1)

Folosind cunoscuta teorem¼a Hamilton-Cayley, rezult¼a c¼a �ecare putere Xk; k �

n, este o combina̧tie liniar¼a de puteri ale matricei X, mai precis de puterile

X0; X1; : : : ; Xn�1. Prin urmare putem rescrie formula 3.4.1 sub forma

exp(X) =
n�1X
k=0

ak (X)X
k; (3.4.2)

unde coe�cieņtii reali a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) sunt unic determina̧ti şi depind

de matricea X. Din aceast¼a formul¼a rezult¼a c¼a pentru exp (X) este un polinom

în X, cu coe�cieņti în funçtie de X: Problema determin¼arii unei formule explicite

a aplica̧tiei exponeņtiale exp (X) se reduce la problema determin¼arii coe�cieņtilor

a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X). Vom numi aceast¼a problem¼a general¼a problema Ro-

drigues şi coe�cieņtii a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) coe�cienţii Rodrigues ai aplica̧tiei

exponeņtiale în raport cu matricea X 2Mn(R).

Invariaņta la echivaleņta matricelor subliniaz¼a importaņta spectrului matricei X

în rela̧tia (3.4.2). O metod¼a important¼a pentru a ob̧tine coe�cieņtii Rodrigues este

o aşa numit¼a metoda Putzer.
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În acest subparagraf, prezent¼am rezultatele din lucrarea D. Andrica şi R.-A.

Rohan [7] şi mai departe vom indica o modalitate nou¼a de determinare a coe�-

cieņtilor lui Rodrigues a0 (X), a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) din formula (3.4.2). Ideea prin-

cipal¼a const¼a în reducerea rela̧tiei (3.4.2) la un sistem liniar având necunoscutele

a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X). În acest sens multiplic¼am ambii membrii ai rela̧tiei

(3.4.2) cu puterile Xj; j = 0; : : : ; n� 1 şi ob̧tinem urm¼atoarele rela̧tii matriciale

Xj exp(X) =
n�1X
k=0

akX
k+j; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.3)

unde ak = ak(X); k = 0; : : : ; n � 1: Considerând urma matricei în ambele p¼aŗti ale

rela̧tiei (3.4.3), ob̧tinem sistemul liniar

n�1X
k=0

tr
�
Xk+j

�
ak = tr

�
Xj exp(X)

�
; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.4)

având coe�cieņtii funçtii de matricea X. Presupunem c¼a �1; : : : ; �n sunt valo-

rile proprii ale lui X. Este cunoscut faptul c¼a matricea Xk+j are valorile pro-

prii �k+j1 ; : : : ; �k+jn şi matricea Xj exp(X) are valorile proprii �j1e
�1 ; : : : ; �jne

�n. Într-

adev¼ar, funçtia fj : C ! C; f(z) = zjez, este analitic¼a, prin urmare valorile proprii

ale matricei fj(X) sunt fj(�1); : : : ; fj(�n). Dar avem fj(�s) = �
j
se
�s ; s = 1; : : : ; n şi

proprietatea este demonstrat¼a.

Sistemul (3.4.4) este echivalent cu

n�1X
k=0

 
nX
s=1

�k+js

!
ak =

nX
s=1

�jse
�s ; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.5)

adic¼a
n�1X
k=0

Sk+jak =
nX
s=1

�jse
�s ; j = 0; : : : ; n� 1; (3.4.6)

unde Sj = �
j
1 + : : : + �

j
n, cu conveņtia 0

0 = 1, în cazul în care avem valori proprii

egale cu 0.

Folosind sistemul (3.4.5) ob̧tinem urm¼atorul rezultat privind solu̧tia problemei

Rodrigues pentru grupul GL(n;R).
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Teorema 3.4.4 1) Coe�cienţii Rodrigues din formula (3.4.2) sunt soluţii ale sis-

temului (3.4.5).

2) Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt distincte dou¼a câte dou¼a,

atunci coe�cienţii Rodrigues a0; a1; : : : ; an�1 sunt perfect determinaţi de sistemul

(3.4.5) şi sunt combinaţii liniare ale valorilor e�1 ; : : : ; e�n având coe�cienţii funcţii

raţionale ale valorilor proprii �1; : : : ; �n, adic¼a avem

ak = A
(1)
k e

�1 + : : :+ A
(n)
k e

�n ; k = 0; : : : ; n� 1: (3.4.7)

3.4.3 Determinarea coe�cieņtilor Rodrigues prin metoda lui

Putzer

Se consider¼a problema la limit¼a

�
x = Xx; x(0) = x0; 0 � t <1 (3.4.8)

unde x şi
�
x sunt vectori n-dimensionali şi X este o matrice p¼atratic¼a de ordinul n,

cu elemente constante. În cele ce urmeaz¼a va � prezentat¼a o metod¼a util¼a pentru

scrierea explicit¼a a problemei (3.4.8). Acest lucru este în mod particular util în cazul

în care matricea X nu poate � diagonalizat¼a, caz în care forma canonic¼a Jordan a

matricei nu poate � determinat¼a.

Solu̧tia ecua̧tiei (3.4.8) este de forma

x = exp(tX)x0;

deci problema este echivalent¼a cu a determina matrice exp(tX).

Aceast¼a metod¼a, pe care o vom numi metoda lui Putzer, este important¼a şi

pentru a ob̧tine coe�cieņtii Rodrigues. Metoda const¼a în urm¼atorii paşi. Mai întâi,

consider¼am polinomul caracteristic al matricei X,

pX(t) = det(tIn �X) = tn + cn�1tn�1 + : : :+ c1t+ c0;
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şi de�nim matricea Putzer

C =

0BBBBBBBBB@

c1 c2 : : : cn�1 1

c2 c3 : : : 1 0

: : : : : : : : : : : : : : :

cn�1 1 : : : 0 0

1 0 : : : 0 0

1CCCCCCCCCA
:

În cel de-al doilea pas, construim funçtia scalar¼a z care este solu̧tia a ecua̧tiei difer-

eņtiale liniare omogene având coe�cieņtii constaņti care satisaface condi̧tiile ini̧tiale

z(n) + cn�1z
(n�1) + : : :+ c1z

0 + c0z = 0

având condi̧tia ini̧tial¼a z(0) = z0(0) = : : : = z(n�2)(0) = 0; z(n�1)(0) = 1: Urm¼atoarea

rela̧tie are loc

A = C � Z; (3.4.9)

unde A este matricea de ordin n� 1 având ca şi elemente coe�cieņtii lui Rodrigues

a0 (X) ; a1 (X) ; : : : ; an�1 (X) şi Z este matricea de ordin n � 1 având ca şi valori

z(1); z0(1); : : : ; z(n�1)(1):

Corolarul 3.4.5 Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt distincte dou¼a

câte dou¼a, atunci matricea Z de ordinul n� 1 din metoda lui Putzer este dat¼a de

Z = (SC)�1B;

unde matricea S este de�nit¼a prin

S =

0BBBBBB@
S0 S1 : : : Sn�1

S1 S2 : : : Sn

: : : : : : : : : : : :

Sn�1 Sn : : : S2n�1

1CCCCCCA ;

C este matricea lui Putzer şi B este matricea de ordin n � 1 având elementele

bj =
nP
s=1

�jse
�s ; j = 0; : : : ; n� 1:
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Observa̧tie. Comparând cu metoda lui Putzer, rezultatul ob̧tinut în Teorema

3.4.4 este mai simplu în cazul în care valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt

distincte dou¼a câte dou¼a, deoarece în acest caz trebuie sa rezolv¼am doar sistemul

liniar (3.4.5) Metoda lui Putzer este mai bun¼a în cazul în care avem multiplicit¼a̧ti

ale valorilor proprii ale matricei X. În situa̧tii concrete putem combina cele dou¼a

metode.

3.4.4 Determinarea coe�cieņtilor Rodrigues pentru grupul

SO(n)

Este uşor de veri�cat faptul c¼a muļtimea matricelor p¼atratice, de dimensiune n,

ortogonale, cu valori reale formeaz¼a un grup Lie împreun¼a cu opera̧tia de multipli-

care, notat prin O(n). Submuļtimea grupului O(n) format¼a din acele matrice care

au valoarea determinantului egal¼a cu +1 alc¼atuieşte un subgrup notat prin SO(n)

şi care se numeşte grupul special ortogonal al spa̧tiului Euclidean Rn. Din motive

geometrice, metricile acestui grup se numesc matrici de rotaţie.

Matricele algebrei so(n) au dou¼a propriet¼a̧ti eseņtiale care simpli�c¼a simţitor

calculul coe�cieņtilor Rodrigues:

� Dac¼a n este impar atunci matricele sunt singulare, adic¼a au cel pu̧tin o valoare

proprie egal¼a cu 0;

� Valorile proprii diferite de 0 sunt pur imaginare şi bineîņteles conjugate.

Folosind cunoscuta formul¼a a lui Euler ei� = cos�+ i sin� ob̧tinem urm¼atoarea

conseciņt¼a a Teoremei 3.4.4, care este util¼a în aplica̧tiile practice (a se vedea lucrarea

R.-A. Rohan [68]).

Corolarul 3.4.6 Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei X sunt distincte dou¼a

câte dou¼a, atunci coe�cienţii Rodrigues a0; : : : ; an�1 sunt unic determinaţi de sis-

tem şi sunt exprimaţi de combinaţii liniare ale cos�1; : : : ; cos�m; sin�1; : : : ; sin�m,
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având coe�cienţii funcţii raţionale ale �1; : : : ; �m, unde �i�1; : : : ;�i�m, m =
�
n
2

�
,

sunt valorile proprii ale matricei X. Astfel avem relaţia

ak = b
(1)
k cos�1 + : : :+ b

(m)
k cos�m + c

(1)
k sin�1 + : : :+ c

(m)
k sin�m; k = 0; : : : ; n� 1:

Când X = On, urmeaz¼a c¼a exp(X) = In, prin urmare avem a0 = 1; a1 = : : : =

an�1 = 0.

În cazul în care n = 2, o matrice antisimetric¼a X 6= O2 poate � scris¼a ca

X =

0@ 0 a

�a 0

1A ; a 2 R�;
având valorile proprii �1 = ai; �2 = �ai:

Sistemul (3.4.5) devine în acest caz

�
2a0 + (�1 + �2)a1 = e

�1 + e�2

(�1 + �2)a0 + (�
2
1 + �

2
2)a1 = �1e

�1 + �2e�2 ;

prin urmare ob̧tinem

a0 =
1

2

�
eai + e�ai

�
= cos a;

a1 =
�1e

�1 + �2e
�2

�21 + �
2
2

=
eai � e�ai
2a

=
sin a

a
;

şi apoi

exp(X) = (cos a) I2 +
sin a

a
X:

Urmeaz¼a c¼a

a0(X) = cos a; a1(X) =
sin a

a
:

În cazul în care n = 3, o matrice antisimetric¼a este de forma

X =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
având polinomul caracteristic pX(t) = t3 + (a2 + b2 + c2) t = t3 + �2t, unde � =
p
a2 + b2 + c2. Valorile proprii ale matricei X sunt �1 = �i; �2 = ��i; �3 = 0. Este
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clar c¼a X = O3 dac¼a şi numai dac¼a � = 0, prin urmare este su�cient s¼a consider¼am

doar situa̧tia în care � 6= 0. Sistemul (3.4.5) devine8>>><>>>:
3a0 � 2�2a2 = 1 + e�i + e��i

�2�2a1 = �i
�
e�i � e��i

�
�2�2a0 + 2�4a2 = ��2

�
e�i + e��i

�
:

Deoarece � 6= 0, urmeaz¼a c¼a

a0 = 1; a1 =
sin �

�
; a2 =

1� cos �
�2

;

reg¼asind cunoscuta formul¼a a lui Rodrigues ( Propozi̧tia 3.4.2 )

exp(X) = I3 +
sin �

�
X +

1� cos �
�2

X2:

În cazul în care n = 4, o matrice antisimetric¼a X 2 so(4) este de forma

X =

0BBBBBB@
0 a b c

�a 0 d e

�b �d 0 f

�c �e �f 0

1CCCCCCA ;

şi polinomul caracteristic corespunz¼ator este

pX(t) = t
4 +

�
a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2

�
t2 + (af � be+ cd)2 :

Fie �1;2 = ��i; �3;4 = ��i valorile proprii ale matricei X, unde �; � 2 R. Dup¼a

câteva calcule algebrice, sistemul (3.4.5) devine8>>>>>><>>>>>>:

2a0 �
�
�2 + �2

�
a2 = cos�+ cos �

�
�
�2 + �2

�
a1 +

�
�4 + �4

�
a3 = �� sin�� � sin �

�
�
�2 + �2

�
a0 +

�
�4 + �4

�
a2 = ��2 sin�� �2 sin ��

�4 + �4
�
a1 �

�
�6 + �6

�
a3 = �

3 sin�+ �3 sin �

:

Consider¼am urm¼atoarele trei cazuri:

Cazul 1. Dac¼a � 6= �; �; � 2 R�; apoi grupând prima ecua̧tie cu cea de-a treia

şi cea de-a doua cu ultima ob̧tinem coe�cieņtii lui Rodrigues

a0 =
�2 cos�� �2 cos �

�2 � �2
;
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a1 =
�3 sin�� �3 sin �
��
�
�2 � �2

� ;

a2 =
cos�� cos �
�2 � �2

;

a3 =
� sin�� � sin �
��
�
�2 � �2

� :

Urmeaz¼a c¼a formula corespunz¼atoare a lui Rodrigues în acest caz este

exp(X) =
�2 cos�� �2 cos �

�2 � �2
I4 +

�3 sin�� �3 sin �
��
�
�2 � �2

� X +
cos�� cos �
�2 � �2

X2

+
� sin�� � sin �
��
�
�2 � �2

� X3: (3.4.10)

Cazul 2. Dac¼a � 6= 0 şi � = 0, atunci vom utiliza metoda lui Putzer. În acest

caz polinomul caracteristic este pX(t) = t4 + �2t2 şi matricea Putzer este de forma

C =

0BBBBBB@
0 �2 0 1

�2 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCA :

Funçtia scalar¼a z, solu̧tie a ecua̧tiei difereņtiale z(4) + �2z(2) = 0 având condi̧tia

ini̧tial¼a z(0) = z0(0) = z00(0) = 0; z(3)(0) = 1, este z(u) = � sin�u
�3

+ u
�2
.Matricea Z,

de dimensiune 4� 1, este de forma

Z =

0BBBBBB@
��sin�
�3

1�cos�
�2

sin�
�

cos�

1CCCCCCA :

Folosind formula (3.4.3) ob̧tinem

A = C � Z =

0BBBBBB@
1

1

1�cos�
�2

��sin�
�3

1CCCCCCA ;
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prin urmare formula lui Rodrigues corespunz¼atoare acestui caz devine

exp(X) = I4 +X +
1� cos�
�2

X2 +
�� sin�
�3

X3: (3.4.11)

Cazul 3. Dac¼a � = � 6= 0, atunci vom folosi din nou metoda lui Putzer. Poli-

nomul caracteristic al matricei X este dat de pX(t) = t4 + 2�2t2 + �4 şi matricea

Putzer este de�nit¼a ca �ind

C =

0BBBBBB@
0 2�2 0 1

2�2 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCA :

Conform teoriei generale a ecua̧tiilor liniare difereņtiale omogene având coe�cieņti

constaņti, funçtia scalar¼a z care satisface rela̧tia z(4) + 2�2z(2) + �4 = 0 este de

forma z(u) = (C1 + C2u) cos�u + (C3 + C4u) sin�u. Din condi̧tiile ini̧tiale z(0) =

z0(0) = z00(0) = 0; z(3)(0) = 1, dup¼a câteva calcule simple, ob̧tinem funçtia z(u) =

� u
2�2
cos�u+ 1

2�3
sin�u. Matricea Z, de dimensiune 4� 1, este de forma

Z =

0BBBBBB@
sin��� cos�

2�3

sin�
2�

sin�+� cos�
2�

2 cos��� sin�
2

1CCCCCCA :

Folosind formula (3.4.3) ob̧tinem

A = C � Z =

0BBBBBB@
� sin�+2 cos�

2

3 sin��� cos�
2�

sin�
2�

sin��� cos�
2�3

1CCCCCCA ;

prin urmare formula lui Rodrigues corespunz¼atoare acestui caz devine

exp(X) =
� sin�+ 2 cos�

2
I4 +

3 sin�� � cos�
2�

X +
sin�

2�
X2 +

sin�� � cos�
2�3

X3:

(3.4.12)
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Observa̧tia 3.4.7 În lucrarea R.-A. Rohan [68], folosind rezultatul principal din

lucrarea D. Andrica şi R.-A. Rohan [9], sunt ob̧tinute formulele (3.4.11) şi (3.4.12)

corespunz¼atoare celor dou¼a cazuri singulare, direct din formula (3.4.10) prin trecere

la limit¼a cu � ! 0, respectiv � ! �.

3.4.5 Formule de tip Rodrigues pentru grupul SE(n),

n = 2 şi n = 3

Grupul special euclidean SE(n) a fost deja introdus în paragraful 1.5. Vom com-

pleta unele propriet¼a̧ti ale acestui grup.

Grupul euclidean E(n) este grupul care coņtine toate izometriile spa̧tiului euclid-

ean Rn. În cazul în care n = 2, grupul E(2) coņtine toate transla̧tiile, rota̧tiile şi

re�eçtiile planului.

Este cunoscut faptul c¼a orice izometrie este de forma

F (x) = Rx+ v

unde R 2 O(n) şi v 2Rn.

Grupul izometriilor poate � reprezentat de grupul matricelor notat prin E(n),

E(n) :=

8<:
0@R v

0 1

1A 2 GL(n+ 1;R)jv 2Rn�1
9=;

coņtinând matrici p¼atratice de ordinul n + 1. Muļtimea aplica̧tiilor a�ne � ale lui

Rn de�nite în felul urm¼ator

� (X) = RX + u

unde R 2 SO(n) este o matrice de rota̧tie şi u este un vector din Rn, dar considerat

ca şi o matrice din Rn+1, formeaz¼a un grup împreun¼a cu opera̧tia de compunere

a matricelor, numit grupul izometriilor a�ne directe, sau mi̧sc¼ari rigide, notat prin

SE(n).

Se dovedeşte c¼a grupul E(n) nu este un grup Lie conex. Grupul special euclidean

SE(n) este de fapt componenta conex¼a a identit¼a̧tii a grupului E(n). Subgrupul Lie
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SE(n) corespunde grupului care coņtine toate izometriileR care p¼astreaz¼a orientarea

având proprietatea c¼a detR = 1. Astfel grupul SE(n) este închis în GL(n + 1;R).

Prin urmare este un grup Lie de matrice.

Grupul SE(n) nu este m¼arginit, deci nu este compact. Pentru a demonstra

aceast¼a proprietatea consider¼am şirul de matrice

Am =

0@Im vm

0 1

1A ;
unde vectorul vm2Rn are prima component¼a m şi celelalte componente egale cu 0.

Norma Frobenius a luiAm este kAmk =
p
m+ 2, deci secveņtaAm nu este m¼arginit¼a.

Astfel grupul SE(n) nu este m¼arginit, deci nu este compact.

Avem

SE(n) := SO(n)oRn,

unde

SO(n) :=
�
A 2Mn(R)jA tA = In; det(A) = 1

	
şi "o " noteaz¼a produsul semidirect de grupuri.

Propozi̧tia 3.4.8 Algebra lui Lie se(3) a lui SE(3) se identi�c¼a cu so(3) � R3 şi

baza canonic¼a a ei este dat¼a de matricele:

e1=

0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 �1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e2=
0BBBBBB@
0 0 1 0

0 0 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e3=
0BBBBBB@
0 �1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ;

e4=

0BBBBBB@
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e5=
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; e6=
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1CCCCCCA :

Observa̧tia 3.4.9 Folosind aplica̧tia b: R3 ! so(3); x 7�! bx, dat¼a mai sus se poate
observa uşor c¼a avem izomor�smul de algebre Lie

se(3)e=R6.
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Observa̧tia 3.4.10 Ca o conseciņt¼a a propozi̧tilor de mai sus avem c¼a tabla în-

muļtirii (tabela croşetului) pentru algebra Lie se(3) este dat¼a de

[�; �] e1 e2 e3 e4 e5 e6

e1 0 e3 �e2 0 e6 �e5
e2 �e3 0 e1 �e6 0 e4

e3 e2 �e1 0 e5 �e4 0

e4 0 e6 �e5 0 0 0

e5 �e6 0 e4 0 0 0

e6 e5 �e4 0 0 0 0

.

Propozi̧tia 3.4.11 În raport cu baza canonic¼a (e1; e2; e3; e4; e5; e6) constantele de

structur¼a ale algebrei Lie se(3) sunt

c312= 1 ; c
2
13= �1 ; ck14= 0 ; c615= 1 ; c516= �1 ;

c123= 1 ; c
6
24= �1 ; ck25= 0 ; c426= 1 ;

c534= 1 ; c
4
35= �1 ; ck36= 0 ;

ck45= 0 ; c
k
46= 0 ;

ck56= 0 ;

unde k = 1; 2; 3; 4; 5; 6.

Fie 
 o matrice a algebrei se(n),


 =

0@X u

0 0

1A
unde X este o matrice antisimetric¼a, p¼atratic¼a, cu elemente reale. Urm¼atoare obser-

va̧tia simpl¼a este folositoare în determinarea unei formule Rodrigues pentru grupul

SE(n). Polnomul caracteristic p
 al matricei 
 veri�c¼a urm¼atoarea rela̧tie

p
(t) = tpX(t):
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Într-adev¼ar, avem

p
(t) = det(tIn+1 � 
) = det

0@tIn �X �u

0 t

1A = t det(tIn �X) = tpX(t):

În cazul în care n = 2, consider¼am o matrice antisimetric¼a X 6= O2,

X =

0@ 0 a

�a 0

1A ; a 2 R�:
Folosind observa̧tia de mai sus, matricea 
 2 se(2) are valorile proprii �1 = ai; �2 =

�ai; �3 = 0. Formula Rodrigues este de forma

exp(
) = A0I3 + A1
 + A2

2

şi folosind Teorema 3.4.4. coe�cieņtii Rodrigues A0; A1; A2 satisfac sistemul 3.4.6

care se reduce exact la sistemul care are ca şi solu̧tii coe�cieņtii Rodrigues clasici

din paragraful 3.4.4.

Ob̧tinem formula

exp(
) = I3 +
sin a

a

 +

1� cos a
a2


2: (3.4.13)

Rela̧tia (3.4.13) ne ajut¼a s¼a demonstr¼am uşor c¼a expA 2 SE(2) pentru toate ele-

mentele A 2 se(2).

În cazul în care n = 3, consider¼am o matrice antisimetric¼a X 6= O3,

X =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
având polinomul caracteristic pX(t) = t3 + (a2 + b2 + c2) t = t3 + �2t, unde � =
p
a2 + b2 + c2.

Polinomul caracteristic corespunz¼ator matricei 
 2 se(3) este p
(t) = tpX(t) =

t4 + �2t2, prin urmare valorile proprii ale lui 
 sunt �1 = �i; �2 = ��i; �3 = �4 = 0.

Formula Rodrigues este în acest caz

exp(
) = A0I4 + A1
 + A2

2 + A3


3:
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Deoarece avem o valoare proprie cu multiplicitatea doi vom folosi metoda Putzer (a

se vedea subparagraful 3.4.3, lucrarea original¼a a lui E.J. Putzer [65] sau lucrarea

D.Andrica şi R.-A. Rohan [7]). Matricea Putzer este

C =

0BBBBBB@
0 �2 0 1

�2 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCA
şi dup¼a câteva calcule simple care se g¼asesc în detaliu în lucrarea D.Andrica şi R.-A.

Rohan [7], ob̧tinem urm¼atoarea formul¼a Rodrigues

exp(
) = I4 + 
+
1� cos �
�2


2 +
� � sin �
�3


3: (3.4.14)

Aceast¼a formul¼a este meņtionat¼a în cartea J.M.Selig [72, Capitolul 4, pg 51 � 83],

unde este ob̧tinut¼a printr-o metod¼a diferit¼a. De rȩtinut este faptul c¼a este exact

aceeaşi form¼a ca a formulei 3.4.11 ob̧tinut¼a în Cazul 2 al paragrafului 3.4.4.

Folosind izomor�smul de algebre Lie R3 ! so(3); ! 7�! b!; ob̧tinem urm¼atoare

reformulare pentru formula Rodrigues (a se vedea D. Andrica, I.N. Caşu [68, Propoz-

i̧tia 7:1:8]).

Propozi̧tia 3.4.12 Aplicaţia exponenţial¼a

exp : se(3 )! SE(3 )

este dat¼a de relaţiile urm¼atoare

(i) Dac¼a ! 6= 0, atunci

exp

0@0@b! v

0 0

1A1A=
0@exp b! 1

k!k2 f[I3 � (exp b!)b! + !!tI3]vg
0 1

1A .
(ii) Dac¼a ! = 0, atunci

exp

0@0@b0 v

0 0

1A1A=
0@I3 v

0 1

1A .
Propozi̧tia 3.4.12 ofer¼a o demonstra̧tie direct¼a pentru surjectivitatea aplica̧tiei

exponeņtiale exp : se(3) ! SE(3). (a se vedea monogra�a D.Andrica, I.N.Caşu [3,

Propozi̧tia 7:1:9])
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3.4.6 Formule de tip Rodrigues pentru grupul SO(2; 1)

În cele ce urmeaz¼a vom determina coe�cieņtii Rodrigues pentru grupulO(2; 1). În

lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [6] a fost utilizat¼a metoda lui Putzer. În continuare

vom folosi rezultatul principal din lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [7] coņtinut în

Teorema 3.4.4.

Pentru o matrice A 2 o(2; 1), adic¼a

A =

0BBB@
0 a �b

�a 0 c

b �c 0

1CCCA ,
polinomul s¼au caracteristic este dat de

pA(t) = t
3 � (b2 + c2 � a2)t.

Vom discuta cele 3 cazuri:

Cazul 1. u = b2 + c2 � a2 > 0. Atunci valorile proprii ale matricei A sunt

�1 =
p
u; �2 = �

p
u; �3 = 0. Sistemul 3.4.6 devine8>>><>>>:

3a0 + 2ua2 = 1 + e
p
u + e�

p
u

2ua1 =
p
u
�
e
p
u � e�

p
u
�

2ua0 + 2u
2a2 = u

�
e
p
u + e�

p
u
�
:

deci ob̧tinem

a0 = 1; a1 =
sh
p
up
u
; a2 =

ch
p
u = 1

u
;

ceea ce conduce la formula Rodrigues

exp(A) = I3 +
sh(
p
u)p
u

A+
ch(
p
u)� 1
u

A2.

Cazul 2. u = b2 + c2 � a2 = 0. Prin trecerea la limit¼a cu u ! 0, în formulele

precedente pentru a0; a1; a2, ob̧tinem formula

exp(A) = I3 + A+
1

2
A2.
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Cazul 3. u = b2+ c2�a2 < 0. Un ra̧tionament analog celui din Cazul 1 conduce

la

exp(A) = I3 +
sin(

p
�u)p
�u

A+
cos(

p
�u)� 1
u

A2.

Rezult¼a astfel

exp(A) =

8>>><>>>:
I3 +

sh(
p
u)p
u
A+

ch(
p
u)�1
u

A2 dac¼a u > 0

I3 + A+
1
2
A2 dac¼a u = 0

I3 +
sin(

p
�u)p
�u A+

cos(
p
�u)�1
u

A2 dac¼a u < 0

unde u = b2 + c2 � a2.
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Capitolul 4

Aplica̧tii în mecanica geometric¼a

În acest capitol prezent¼am unele aplica̧tii ale rezultatelor dezvoltate în capitolele

precedente. Paragraful 4:1 trece în revist¼a într-o manier¼a matricial¼a transformarea

Cayley a grupurilor SO(n) şi SE(n). Aplica̧tia Cay : so(n)! SO(n) este deosebit

de util¼a în parametrizarea natural¼a a rota̧tiilor, lucru ilustrat în paragraful 4:2. For-

mula lui Rodrigues pentru grupul Lorentz SO(3; 1) prezint¼a un interes aparte în

�zica teoretic¼a, în studiul mi̧sc¼arii unei particule înc¼arcate într-un câmp electromag-

netic constant. Aceast¼a formul¼a a fost determinat¼a de c¼atre G.K. Dimitrov, I.M.

Mladevov [21] utilizând structura algebrei Lie so(3; 1) şi izomor�smul cu algebra

sl(2;C). În lucrarea D. Andrica, R.-A. Rohan [8] este dat¼a o metod¼a nou¼a de de-

terminare a acestei formule (subparagraful 4:4:2). Ultimul paragraf aplic¼a rezultele

meņtionate mai sus în determinarea traiectoriilor unei particule înc¼arcate într-un

câmp electromagnetic constant şi utilizeaz¼a lucrarea meņtionat¼a [21].
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4.1 Descrierea grupului SO(n) în forma Hamilton-

Cayley

4.1.1 Transformarea Cayley a grupului SO(n)

Matricele grupului SO(n) descriu mi̧sc¼arile de rota̧tie din Rn. Dac¼a matricea

A apaŗtine algebrei Lie so(n)corespunz¼atoare grupului Lie SO(n), atunci matricea

In � A este inversabil¼a.

Într-adev¼ar, valorile proprii �1; : : : ; �n ale lui A sunt 0 sau pur imaginare, deci

valorile proprii ale matricei In � A sunt 1 � �1; : : : ; 1 � �n. Acestea sunt evident

diferite de 0, prin umare det(In � A) = (1� �1) � � � (1� �n) 6= 0, adic¼a In � A este

inversabil¼a.

Aplica̧tia Cay : so(n)! SO(n), de�nit¼a prin

Cay(A) = (In + A)(In � A)�1

se numeşte transformarea Cayley a grupului SO(n). S¼a ar¼at¼am c¼a aceast¼a aplica̧tie

este corect de�nit¼a. Fie Cay(A) = R:

Aplica̧tia Cay este evident continu¼a şi Cay(On) = In 2 SO(n), deci în mod

necesar avem R 2 SO(n).

Not¼am cu
P
muļtimea elementelor grupului SO(n) care are pe �1 ca valoare

proprie. Evident avem R 2
P
dac¼a şi numai dac¼a matricea In +R este singular¼a.

Teorema 4.1.1 Aplicaţia Cay : so(n) ! SO(n)n
P
este bijectiv¼a şi inversa aces-

teia este Cay�1 : SO(n)n
P
! so(n), Cay�1(R) = (R + In)�1(R� In).

4.1.2 Formule de tip Rodrigues pentru transformarea

Cayley

Deoarece inversa matricei In � A se poate scrie sub forma

(In � A)�1 = In + A+ A2 + : : : ;
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pe o vecin¼atate su�cient de mic¼a a luiOn, ţinând seama de teorema Hamilton-Cayley,

rezult¼a c¼a transformarea Cayley se poate scrie sub form¼a polinomial¼a

Cay(A) = b0(A)In + b1(A)A+ : : :+ bn�1(A)A
n�1; (4.1.1)

unde coe�cieņtii b0; : : : ; bn�1 sunt unic determina̧ti şi depind de matricea A. Vom

numi aceste numere, prin analogie cu situa̧tia aplica̧tiei exponeņtiale, coe�cienţii

Rodrigues ai lui A relativ la aplica̧tia Cay:

Teorema 4.1.2 Fie �1; : : : ; �n valorile proprii ale matricei A 2 so(n).

1) Coe�cienţii Rodrigues ai lui A relativ la trasnformarea Cay sunt soluţii ale

sistemului
n�1X
k=0

Sk+jbk =
nX
s=1

�js
1 + �s
1� �s

; j = 0; : : : ; n� 1; (4.1.2)

unde Sj = �j1 + : : :+ �
j
n.

2) Dac¼a valorile proprii �1; : : : ; �n ale matricei A sunt distincte dou¼a câte dou¼a,

atunci coe�cienţii Rodrigues b0; : : : ; bn�1 sunt perfect determinaţi de acest sistem şi

sunt funcţii raţionale de �1; : : : ; �n.

Vom ilustra în continuare cazurile particulare n = 2 şi n = 3. Dac¼a A = On,

atunci Cay(A) = In şi deci b0 = 1; b1 = : : : = bn�1 = 0.

În cazul n = 2, consider¼am matricea antisimetric¼a A 6= O2, unde

A =

0@ 0 a

�a 0

1A ; a 2 R�;
având valorile proprii �1 = ai; �2 = �ai. Sistemul (4.1.2) devine în acest caz�

2b0 =
1+ai
1�ai +

1�ai
1+ai

�2a2b1 = ai1+ai1�ai � ai
1�ai
1+ai

şi ob̧tinem

b0 =
1� a2
1 + a2

; b1 =
1

1 + a2

Rezult¼a astfel formula de tip Rodrigues pentru transformarea Cayley

Cay(A) =
1� a2
1 + a2

I2 +
2

1 + a2
A: (4.1.3)
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Pentru n = 3, o matrice antisimetric¼a este de forma

A =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA ;
având polinomul caracteristic pA(t) = t3 + �2t, unde � =

p
a2 + b2 + c2. Valorile

proprii ale matricei A sunt �1 = �i; �2 = ��i; �3 = 0. Avem A = O3 dac¼a şi numai

dac¼a � = 0, deci este su�cient s¼a consider¼am doar situa̧tia în care � 6= 0. Sistemul

(4.1.2) devine 8>>><>>>:
3b0 � 2�2b2 = 1+�i

1��i +
1��i
1+�i

+ 1

�2�2b1 = �i1+�i1��i � �i
1��i
1+�i

�2�2b0 + 2�4b2 = ��2
�
1+�i
1��i +

1��i
1+�i

�
cu solu̧tia

b0 = 1; b1 =
2

1 + �2
; b2 =

2

1 + �2
:

Rezult¼a formula de tip Rodrigues pentru transformarea Cayley a grupului SO(3)

Cay(A) = I3 +
2

1 + �2
A+

2

1 + �2
A2: (4.1.4)

Formula (4.1.4) ofer¼a posibilitatea s¼a ob̧tinem o alt¼a form¼a pentru inversa transfor-

matei Cayley. Fie R 2 SO(3) astfel încât avem

R = I3 +
2

1 + �2
A+

2

1 + �2
A2;

unde A este o matrice antisimetric¼a. Considerând opera̧tia de transpunere în ambii

membrii ai acestei rela̧tii şi ţinând seama c¼a tA = �A, ob̧tinem

R� tR =
4

1 + �2
A: (4.1.5)

Pe de alt¼a parte, avem

tr(R) = 3� 4�2

1 + �2
= �1 + 4

1 + �2
;

şi prin înlocuirea în rela̧tia (4.1.5) ob̧tinem formula

Cay�1(R) =
1

1 + tr(R)
(R� tR): (4.1.6)
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Formula (4.1.6) are sens pentru rota̧tiile R 2 SO(3) pentru care 1 + tr(R) 6= 0.

Dac¼a R este o rota̧tie de unghi �, atunci avem tr(R) = 1 + 2 cos�, deci aplica̧tia

Cay�1 nu este de�nit¼a pentru rota̧tiile de unghi � = ��. Deoarece în regiunea unde

este de�nit¼a aplica̧tia Cay este bijectiv¼a, rezult¼a c¼a matricele antisimetrice din so(3)

pot � folosite ca şi coordonate pentru rota̧tii. Ţinând seama de izomor�smul "b"
de algebre Lie între (R3;�) şi (so(3); [�; �]), unde " � " noteaz¼a produsul vectorial,

de�nit prin v 2 R3 ! bv 2 so(3), unde
v =

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA şi bv =
0BBB@
0 �x3 x2

x3 0 �x1
�x2 x1 0

1CCCA ;
prin compunerea aplica̧tiilor

R3 b! so(3)
Cay! SO(3)

ob̧tinem o parametrizare vectorial¼a a rota̧tiilor din SO(3).

4.1.3 Transformarea Cayley pentru grupul SE(n)

În acest subparagraf vom de�ni o transformare de tip Cayley pentru grupul

special euclidean SE(n). Prin analogie cu grupul special ortogonal SO(n), de�nim

aplica̧tia Cayn+1 : se(n)! SE(n), unde

Cayn+1(S) = (In+1 � S)�1(In+1 + S): (4.1.7)

Vom numi aceast¼a aplica̧tie transformarea Cayley a grupului SE(n). În primul rând

s¼a ar¼at¼am c¼a ea este corect de�nit¼a. Fie S 2 se(n), o matrice de�nit¼a în blocuri

S =

0@A u

0 0

1A ;
unde A 2 so(n) şi u 2Rn. Un calcul simplu arat¼a c¼a avem formula

(In+1 � S)�1(In+1 + S) =

0@R (R + In)u

0 1

1A ;
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unde R = (In �A)�1(In +A) = Cay(A) 2 SO(n), ceea ce ne-am propus s¼a demon-

str¼am.

Leg¼atura dintre transformarea Cay : so(n)! SO(n) şi Cayn+1 : se(n)! SE(n)

se realizeaz¼a prin formula

Cayn+1(S) =

0@Cay(A) (R + In)u

0 1

1A :
Ca şi pentru transformarea clasic¼a Cay : so(n)! SO(n); putem ob̧tine formule de

tip Rodrigues pentru transformarea Cayn+1 : se(n)! SE(n); pentru valori mici ale

lui n. Folosind observa̧tia din Seçtiunea 5:1 a lucr¼arii R.-A.Rohan [68] ob̧tinem c¼a

pentru o matrice S 2 se(n) de�nit¼a în blocuri ca mai sus, polinomul ei caracteristic

pS satisface rela̧tia pS(t) = tpA(t). Formula lui Rodrigues pentru transformarea

Cayn+1 : se(n)! SE(n) este de forma

Cayn+1(S) = c0In+1 + c1S + : : :+ cnS
n;

unde coe�cieņtii c0; c1; : : : ; cn depind de matricea S.

Teorema 4.1.3 Aplicaţia Cayn+1 : se(n) ! SE(n)n
P

n+1 este bijectiv¼a şi inversa

ei este dat¼a de

Cay�1n+1(M) =

0@Cay�1(M) (R + In)
�1t

0 0

1A ;
unde matricea M este de�nit¼a în blocuri prin

M =

0@R t

0 1

1A :
4.2 Parametrizarea vectorial¼a a rota̧tiilor

Fie grupul special ortogonal SO(3)

SO(3) =
�
O 2 GL(3;R) : detO = 1; O tO = In

	
(4.2.1)

unde GL(3;R) reprezint¼a grupul matricelor p¼atratice, de ordin 3, cu elemente reale

împreun¼a cu algebra Lie so(3) (adic¼a generatorii in�niezimali) care este dat¼a de ma-

tricele p¼atratice, de dimensiune 3, antisimetrice. Dac¼a matricea O apaŗtine algebrei
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Lie so(3) grupului SO(3) atunci matricea In � O este inversabil¼a şi transformarea

Cayley studiat¼a în subparagraful 4.1. Am v¼azut c¼a avem izomor�smul de algebre

Lie între (R3;�) şi (so(3); [�; �]), unde "� " noteaz¼a produsul vectorial, de�nit prin

v 2 R3 ! bv 2 so(3), unde
v =

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA şi bv =
0BBB@
0 �x3 x2

x3 0 �x1
�x2 x1 0

1CCCA :
Prin compunerea aplica̧tiilor

R3 b! so(3)
Cay! SO(3)

rezult¼a c¼a orice matrice de rota̧tie R 2 SO(3)n
P
, poate si scris¼a sub forma R =

Cay(bv), unde vectorul v 2 R3 este unic cu aceast¼a proprietate. Aceast¼a rela̧tie este
echivalent¼a cu

R = Cay(bv) = (I3 + bv)(I3 � bv)�1 = (1� v2)I3 + 2v 
 v + 2bv
1 + v2

(4.2.2)

unde v 
 v noteaz¼a matricea diadic¼a v� tv, adic¼a matricea

v 
 v =

0BBB@
x21 x1x2 x1x3

x2x1 x22 x2x3

x3x1 x3x2 x23

1CCCA :
Din formula (4:1:6) avem

bv = Cay�1(R) = 1

1 + tr(R)
(R� tR): (4.2.3)

Formula (4:2:2) reprezint¼a o parametrizare explicit¼a a matricelor de rota̧tie din

SO(3)n
P
. Vectorul v 2 R3 se numeşte vector parametru, este paralel cu axa de

rota̧tie şi modulul s¼au jvj este egal cu tg�2 , unde � este unghiul de rota̧tie.

Muļtimea tuturor vectorilor parametru formeaz¼a un grup Lie în raport cu mul-

tiplicarea

hv1; v2i =
v1 + v2 + v1 � v2
1� v1 � v2

; (4.2.4)

unde "� " este produsul vectorial şi " � " produsul scalar al vectorilor v1 şi v2.
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4.3 Forma analitic¼a a elementelor din SO(n)

Un bloc diagonal al matricei de rota̧tie a lui Givens Ri(�) 2 Mn(R), este de

forma

Ri(�) =

0BBBBBB@
Ii�1 0 0 0

0 (cos�)i;i (� sin�)i;i+1 0

0 (sin�)i+1;i (cos�)i+1;i+1 0

0 0 0 In�i�1

1CCCCCCA (4.3.1)

pentru i = 1; 2; : : : ; n�1. Aşa cum se poate observa, matricea de rota̧tie a lui Givens

Ri(�) implic¼a numai dou¼a coordonate care sunt in�ueņtate de unghiul de rota̧tie

� întrucât celelalte direçtii, care corespund valorii proprii 1, nu sunt afectate. În

dimesiunea n, exist¼a n�1 matrice de rota̧tie Givens de tipul (4.3.1). Prin înmuļtire,

acestea pot genera o matrice p¼atratic¼a , de ordin n dat¼a de rela̧tia

R(�) = R1(�)R2(�) : : : Rn�1(�):

Este clar c¼a matricea R(�) este una special¼a, atunci când unghiurile matricelor Ri(�)

sunt considerate egale. O formul¼a explicit¼a a matricei R(�) este dat¼a de0BBBBBBBBBBBB@

cos� � cos� sin� : : : : : : (�1)n cos� sinn�2 � (�1)n+1 sinn�1 �

sin� cos2 � � cos2 � sin� : : : (�1)n�1 cos2 � sinn�3 � (�1)n cos� sinn�2 �

0
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . . � cos2 � sin� ...

...
. . . . . . cos2 � � cos� sin�

0 : : : : : : 0 sin� cos�

1CCCCCCCCCCCCA
:

Matricea (4.3.1) este aproape o matrice superior triunghiular¼a, dar cu sin� pe prima

subdiagonal¼a şi cele (n�2)�(n�2) submatrice începând de pe pozi̧tia (2; 2) este de

fapt o matrice Toeplitz superior triunghiular¼a. (O matrice Toeplitz T sau o matrice

diagonal-constant¼a este o matrice în care �ecare diagonal¼a descendent¼a de la stânga

la dreapta este constant¼a, adic¼a Ti;j = Ti+1;j+1).
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4.4 Formula lui Rodrigues pentru grupul Lorentz

SO(3; 1)

Multe modele matematice ale proceselor din �zic¼a, biologie şi chimie sunt bazate

pe sisteme de ecua̧tii difereņtiale liniare având coe�cieņti constaņti. De exemplu,

prin rescrierea ecua̧tiei clasice a legii de energie a lui Lorentz în forma relativ¼a,

mi̧scarea unei particule înc¼arcate într-un câmp electromagnetic constant poate �

descris¼a de un sistem cu patru ecua̧tii difereņtiale, numite ecuaţiile lui Lorentz

dU�

d�
= aF�

�U
�; �; � = x; y; z; t: (4.4.1)

Aici U noteaz¼a vectorul patru-vitez¼a al particulei (coloan¼a) fa̧t¼a de sistemul ineŗtial

�x

U = t
�
Ux; Uy; U z; U t

�
; (4.4.2)

cu

U
 =
d


d�

 = x; y; x şi U t =

E

m
(4.4.3)

�ind spa̧tiul s¼au, respectiv componentele timpului, � este timpul, E �ind energia

particulei energie şi m masa sa. În scrierea sistemului (4.4.1) am folosit în mod

implicit conveņtia de sumare a lui Einstein, adic¼a dac¼a într-o sum¼a doi indici se

repet¼a, simbolul sum¼a se omite. Parametrul real a reprezint¼a constantele �zice, mai

precis avem a = e
m
, unde e este sarcina electric¼a a particulei.

În �nal, câmpul electromagnetic independent de timp, considerat fa̧t¼a de acelaşi

sistem de referiņt¼a ineŗtial �x este reprezentat de un tensor F de ordinul doi,

F=

0BBBBBB@
0 B3 �B2 E1

�B3 0 B1 E2

B2 �B1 0 E3

E1 E2 E3 0

1CCCCCCA (4.4.4)

unde E1; E2; E3 şi B1; B2; B3 sunt componentele câmpurilor electrice, respectiv mag-

netice, m¼asurate în sistemul ineŗtial �x şi presupunem c¼a unit¼a̧tile de m¼asur¼a sunt

alese astfel încât viteza luminii este unitatea, adic¼a avem c = 1.
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Introducem

� =

0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

1CCCCCCA (4.4.5)

şi astfel putem veri�ca într-un mod simplu c¼a orice matrice F de forma (4.4.4)

satisface rela̧tia
tF� + �F = 0 (4.4.6)

ceea ce înseamn¼a c¼a F apaŗtine algebrei Lie so(3; 1) corespunz¼atoare grupului

Lorentz

SO(3; 1) =
�
A 2 GL(4;R)j tA�A = �; detA = 1

	
: (4.4.7)

Dac¼a alegem un alt sistem de referiņt¼a, matricea care reprezint¼a câmpul electro-

magnetic, se transform¼a într-o nou¼a matrice printr-un automor�sm interior � 2

Int(so(3; 1)) a algebrei Lie so(3; 1).

Pe de alt¼a parte, solu̧tia general¼a a sistemului (4.4.1) este

U (�) = exp(aF�)U0 (4.4.8)

unde exp este aplica̧tia exponeņtial¼a corespunz¼atoare grupului Lorentz şi U0 = U(0)

este valoarea ini̧tial¼a a vectorului patru-vitez¼a (în momenul � = 0), deci este impor-

tant s¼a determin¼am o formul¼a de tip Rodrigues pentru aplica̧tia exp : so(3; 1) !

SO(3; 1).

În acest paragraf vom urma dou¼a c¼ai diferite pentru a ob̧tine o astfel de formul¼a

care simpli�c¼a solu̧tia general¼a (4.4.8) a sistemului (4.4.1).

4.4.1 Demonstra̧tie bazat¼a pe structura algebrei so(3; 1)

În acest subparagraf prezent¼am metoda dezvoltat¼a de G.K. Dimitrov şi I.M.

Mladenov [21].
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4.4.2 Demonstra̧tie alternativ¼a care utilizeaz¼a sistemul

(3.4.6)

În acest subparagraf prezent¼am rezultatul din lucrarea D. Andrica şi R.-A. Rohan

[8].

4.5 Mi̧scarea unei particule înc¼arcate într-un

câmp electromagnetic constant

În aceast¼a seçtiune vom determina traiectoriile unei particule cu masam şi înc¼ar-

c¼atura electric¼a e într-un câmp electromagnetic constant F . În acest scop trebuie s¼a

rezolv¼am sistemul ecua̧tiilor lui Lorentz cu datele ini̧tiale respective.

Cazul 1. E:B 6= 0.

Rezult¼a c¼a în acest caz câmpul electromagnetic poate � reprezentat printr-o

matrice de tipul

�(F) = eF =
0BBBBBB@
0 � 0 0

�� 0 0 0

0 0 0 �

0 0 � 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; �); B = (0; 0; �); (4.5.1)

unde �; � 2 R�.

Ob̧tinem imediat

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
cos(a��) sin(a��) 0 0

� sin(a��) cos(a��) 0 0

0 0 ch(a��) sh(a��)

0 0 sh(a��) ch(a��)

1CCCCCCA : (4.5.2)
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Figura 4.1: E = (0; 0; 41� 10�4), B = (0; 0; 6� 102), � 2 [0; 10�4]

şi în plus avem

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
� sin(a��)

� cos(a��)p
1 + �2sh(a��)p
1 + �2ch(a��)

1CCCCCCA : (4.5.3)

Astfel de traiectorii pot � g¼asite dup¼a o integrare direct¼a, care ne conduce la

solu̧tia 8>>><>>>:
x(�) = x0 +

�
a�
(1� cos(a��))

y(�) = y0 +
�
a�
sin(a��)

z(�) = z0 +

p
1+�2

a�
(ch(a��)� 1):

(4.5.4)

O astfel de traiectorie, care este o spiral¼a de-a lungul axei z, este reprezentat¼a în

Figura 4:1 pentru un electron care porneşte cu viteza U0 din pozi̧tia ini̧tial¼a x0, cu

valorile ini̧tiale

x0 = (x0; y0; z0) = (0; 0; 0) şi U0 = (Ux(�); Uy(�); U z(�)) = (0; 4� 105; 0): (4.5.5)
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Meņtion¼am c¼a în �gurile prezentate, unit¼a̧tile de m¼asur¼a pentru vectorii E şi B sunt

volt pe metru şi volt�secund¼a=(3 � 108) pe metru p¼atrat, timpul este m¼asurat în

secunde, distaņtele (cu c¼ateva execep̧tii) în metrii şi vitezele în metrii pe secund¼a.

Cazul 2. E:B = 0 şi B2 � E2 < 0.

Câmpul electromagentic poate � reprezentat din nou printr-o matrice de tipul I)

şi putem concluziona c¼a acest lucru este posibil doar în cazul în care avem

� = 0: (4.5.6)

Prin urmare putem scrie

�(F) = eF =
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �

0 0 � 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; �); B = (0; 0; 0): (4.5.7)

unde � 2 R�.

Ob̧tinem

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ch(a��) sh(a��)

0 0 sh(a��) ch(a��)

1CCCCCCA ; (4.5.8)

ceea ce ne conduce la

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
0

0p
1 + �2sh(a��)p
1 + �2ch(a��)

1CCCCCCA : (4.5.9)

Integrarea rela̧tiei (4.5.9) ne d¼a traiectoria descris¼a de curba8>>><>>>:
x(�) = x0

y(�) = y0 + ��

z(�) = z0 +

p
1+�2

a�
(ch(a��)� 1):

(4.5.10)
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Figura 4.2: E = (0; 0; 2� 10�3), B = (0; 0; 0), � 2 [0; 8]

Aceast¼a curb¼a este uşor de recunoscut ca �ind o catenar¼a în planul OY Z. Mai multe

detalii despre propriet¼a̧tile geometrice şi mecanice a acestei curbe pot �g¼asite în [59]

şi [60]. Folosind formulele (4.5.10) am ilustrat gra�c traiectoria pe care o urmeaz¼a

electronul în Figura 4:2 cu datele ini̧tiale speci�cate în (4.5.5), iar scara pentru axe

este aleas¼a astfel încât o unitate s¼a corespund¼a la 103 metrii.

Cazul 3. E:B = 0 şi B2 � E2 > 0.

Câmpul electromagentic poate � reprezentat din printr-o matrice de tipul I) în

care

� = 0; (4.5.11)

şi prin urmare ob̧tinem

�(F) = eF =
0BBBBBB@
0 � 0 0

�� 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; 0); B = (0; 0; �); (4.5.12)

unde � 2 R�.

Procedând la fel ca în cazul anterior ob̧tinem

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
cos(a��) sin(a��) 0 0

� sin(a��) cos(a��) 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

1CCCCCCA (4.5.13)
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şi

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
� sin(a��)

� cos(a��)

0p
1 + �2�

1CCCCCCA : (4.5.14)

Integrarea rela̧tiei (4.5.14) va conduce la traiectoria descris¼a de curba8>>><>>>:
x(�) = x0 +

�
a�
(1� cos(a��))

y(�) = y0 +
�
a�
sin(a��)

z(�) = z0;

(4.5.15)

care este un cerc în planul OXY . Acest rezultat este de o importaņt¼a deosebit¼a în

teoria ciclotoanelor şi a spectometrelor de mas¼a.

Cazul 4. E:B = 0 şi B2 � E2 = 0.

Câmpul electromagentic poate � reprezentat printr-o matrice de tipul II), adic¼a

eF =
0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 � 0

0 �� 0 �

0 0 � 0

1CCCCCCA ; E = (0; 0; �); B = (�; 0; 0); (4.5.16)

unde � 2 R:

Ob̧tinem

exp(a eF�) =
0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1� 1
2
a2�2� 2 a�� 1

2
a2�2� 2

0 �a�� 1 a��

0 �1
2
a2�2� 2 1 1 + 1

2
a2�2� 2

1CCCCCCA (4.5.17)

ceea ce conduce la

U(�) =

0BBBBBB@
Ux(�)

Uy(�)

U z(�)

U t(�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
0

�+ 1
2
a2�2

�p
1 + �2 � �

�
� 2

a�
�p

1 + �2 � �
�
�p

1 + �2 + 1
2
a2�2

�p
1 + �2 � �

�
� 2

1CCCCCCA : (4.5.18)
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Figura 4.3: E = (0; 0; 3), B = (3; 0; 0)

Integrând rela̧tia (4.5.18) putem g¼asi parabola semi-cubic¼a generalizat¼a în planul

OY Z (mai multe detalii se pot g¼asi în [28]) descris¼a parametric de8>>><>>>:
x(�) = x0

y(�) = y0 + �x+
1
6
a2�2

�p
1 + �2 � �

�
� 3

z(�) = z0 +
1
2
a�
�p

1 + �2 � �
�
� 2:

(4.5.19)

Trei tipuri diferite pentru traiectorii astfel generate, cu datele ini̧tiale speci�cate

în (4.5.5), sunt prezentate în Figura 4:3 pentru a evideņtia caracterul speci�c în

intervale diferite de timp alese corespunz¼ator. În Figura 4:3, scara considerat¼a de pe

axe este aleas¼a astfel încât o unitate corespunde valorii de 103 metrii.
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