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Introducere

Notiunea de grup Lie a fost pentru prima data abordata de matematicianul
norvegian Sophus Lie in lucrarea sa "Theorie der Transformations Gruppen", publi-
cata in anul 1881, unde se ocupa cu studiul grupurilor de transformari ale spatiului
euclidean R”. Intr-o primi etap# au fost continuate cercetiirile lui Sophus Lie de
catre elevii sai din prima sau a doua generatie. Dintre acestia amintim pe F. Engel,
W. Killing, L. Maurer, F. Schur, nume cu rezonanta in teoria grupurilor Lie. W.
Killing reuseste in aceasta prima faza chiar o clasificare a grupurilor Lie simple,
e adevarat incompleta, omitdnd cazurile exceptionale. Rezolvarea completa o face
mai tarziu, in 1891, Elie Cartan in celebra sa tezd de doctorat. Aici el reia multe
dintre rezultatele anterioare, completandu-le si demonstrandu-le in mod riguros. Lui
H. Weyl ii revine meritul de a fi introdus pentru prima data notiunea de algebra
Lie, ceea ce a reprezentat un pas extrem de important in "liniarizarea" intregii
teorii a grupurilor Lie. Exponentiala joaca rolul de intermediar nemijlocit in aceasta
asociere, deci reprezinta un instrument extrem de important in studiul grupurilor
Lie. Este natural sa ne punem problema: care este imaginea exponentialei pe un
grup Lie?

Inventatorii grupurilor si algebrelor Lie (incepand cu Sophus Lie) au privit aceste
grupuri ca si grupuri de simetrie ale obiectelor topologice sau geometrice. Algebrele
Lie sunt vazute ca si transformari infinitezimale asociate simetriilor din grupurile Lie.
De exemplu, grupul rotatiilor SO(n) este grupul care pastreaza orientarea izometri-
ilor spatiului euclidean E™. Algebra Lie so(n, R) care contine matricele patratice, de

ordin n, antisimetrice, cu elemente reale este multimea corespunzatoare rotatiilor



infinitezimale. Legatura geometrica dintre un grup Lie si algebra Lie corespunza-
toare consta in faptul ca algebra Lie poate fi privita ca si spatiul tangent al grupului
Lie fata de identitate. Exista o aplicatie definita pe spatiul tangent al grupului Lie
cu valori in algebra Lie, numita aplicatia exponentiala. Algebra Lie poate fi consid-
eratd ca si liniarizarea grupului Lie (fatd de elementul identitate). Aceste concepte
au o realizare concreta in cazul grupurilor de matrice, caz prezentat in lucrarea de
fata. Geometria si mecanica au fost "parteneri" apropiati inca din epoca maestrilor
fondatori (Kepler, Newton, Euler, Maupertuis, Lagrange, Poisson, K.G.J. Jacobi,
Hamilton, Liouville) si apoi a continuatorilor acestora (Noether, Lyapunov, G.D.
Birkhoff, Poincaré, Cartan). In vremuri mai apropiate de noi, lucrarile esentiale ale
lui Arnold, Kirilov, Kostant, Moser, Smale, Sourian au consolidat aceastd tendinta.
Punctul de vedere geometric in mecanica s-a dovedit a fi un fenomenal succes in a
lega domenii extrem de diverse, atat in interiorul, cat si peste frontierele disciplinelor
matematice.

Prezenta lucrare se incadreaza in aceasta tematica si este structurata in patru
capitole dupa cum urmeaza:

Capitolul 1, intitulat Aplicatia exponentiala si grupurile Lie clasice de matrice,
este format din cinci sectiuni. Acest capitol are in principal un caracter monografic
si introduce o parte din notiunile fundamentale necesare in dezvoltarea capitolelor
urmatoare. Prima sectiune, Aplicatia exponentiala, introduce definitia acesteia, fap-
tul ca este bine-definita, cateve exemple concrete si demonstreaza cateva proprietati
importante. Aplicatia exponentiald ne permite sa liniarizdm anumite proprietati
algebrice ale matricelor. A doua sectiune, Grupurile Lie clasice de matrice, intro-
duce grupurile Lie GL(n,R) (grupul general liniar real), SL(n,R) (grupul special
liniar), O(n) (grupul ortogonal), SO(n) (grupul special ortogonal sau grupul ro-
tatiilor), algebrele lor corespunzitoare gl(n,R), sl(n,R), o(n), so(n) si aplicatiile
exponentiale asociate. A treia sectiune, Grupul special ortogonal SO(n) si algebra
Lie so(n), aratd ca aplicatia exponentiald asociatd este bine-definita si surjectiva.

In cazul in care n = 3 avem o formula explicita pentru aplicatia exponentiala si



anume formula Rodrigues (1840). Cea de-a patra sectiune, Matrice hermitiene §i
alte matrice complexe speciale, introduce grupurile Lie GL(n,C) (grupul general
liniar complex), SL(n,C) (grupul special liniar complex), U(n) (grupul unitar),
SU(n) (grupul special unitar), algebrele corespunzatoare gl(n,C), sl(n,C), u(n),
su(n), iar aplicatiile corepunzatoare sunt bine-definite si surjective, mai putin pen-
tru aplicatia exp : sl(n,C) — SL(n,C), care nu este surjectiva. De asemenea sunt
prezentate cateva rezultate despre matricele hermitiene. Ultima sectiune a acestui
capitol, Grupul special Euclidean SE(n) si algebra Lie se(n), studiaza grupul SE(n)
al aplicatiilor afine induse de transformarile ortogonale, de asemenea numite miscari
rigide, si aplicatia Lie corespunzitoare. In acest caz, aplicatia exponentials este sur-
jectiva. Grupurile SE(2) si SE(3) joacd un rol fundamental in robotica, dinamica
si planificarea migcarii.

In Capitolul 2, Grupuri Lie exponentiale, sunt prezentate urmstoarele dous
probleme de o importanta deosebita: Problema 1. Sa se gaseasca conditiile pentru
grupul Lie G astfel incdt aplicatia exponentiala este surjectiva si Problema 2. Sa
se determine imaginea E(G) = exp(g) a aplicatiei exponentiale. J. Dixmier a pus
pentru prima oara problema determinarii imaginii aplicatiei exponentiale pentru
grupurile Lie rezolubile care sunt simplu conexe. Numai in céteva situatii speciale
avem G = F(G), iar grupurile cu aceastd proprietate se numesc grupuri Lie ex-
ponentiale. O monografie dedicatd grupurilor Lie exponentiale este [76]. Grupurile
Lie compacte si conexe sunt exponentiale. Sectiunea 2.2 introduce descompuner-
ile Jordan multiplicative si aditive. Acestea joaca un rol important in investigarea
surjectivitatii aplicatiei exponentiale. Sectiunea 2.3 prezinta notiuni legate de regu-
laritate. Pentru algebrele Lie exista doua notiuni legate de regularitate total diferite;
una legata de reprezentarea adjuncta si una legata de aplicatia exponentiala. Pentru
grupuri Lie regularitatea este considerata fata de reprezentarea adjuncta. Rezulta
ca ambele concepte de regularitate ale algebrelor Lie sunt legate de regularitatea
grupurilor de elemente date de aplicatia exponentialid. In cea de-a patra sectiune,

avand in vedere ca problema referitoare la surjectivitatea aplicatiei exponentiale a



unui grup Lie conduce la pre-imaginea elementelor grupului, este important de de-
terminat pre-imaginile elementelor Ad-semisimple si Ad-unipotente. Cea de-a cincea
sectiune prezinta exemple referitoare la grupurile Lie SL(2,R), GL(2,C) si SO(3).
Sectiunea 2.6, Grupuri Lie slab exponentiale si grupuri Lie tare exponentiale, intro-
duce notiunile de grup Lie slab exponential, exponential si tare exponential. Ultima
sectiunea a acestui capitol, Grupurile Lie compacte §i conexe sunt exponentiale, prez-
inta doua demonstratii diferite pentru un rezultat fundamental care da o clasa de
grupuri exponentiale. Prima demonstratie este preluata dupa T. Brocker, T. tom
Dieck [13] si D. Andrica, I.N. Cagu [3]. Ideea celei de-a doua demonstratii este data
de T. Tao [74] si este descrisd in detaliu in R. -A. Rohan [67].

Astfel Capitolul 3, intitulat Problema determinarii imaginii aplicaliei expo-
nentiale, incepe cu o probleme de interes: Ce conditii trebuie sa satisfaca polinomul
f pentru ca functia f sa fie surjectiva? S-a aratat in cazul K = R gi f un polinom
de grad par, ca operatorul fnu este surjectiv. In cazul in care f este de grad impar,
problema este foarte dificila si raméane, sub forma generala deschisa. S-au obtinut
exemple de polinoame f € R[X] de grad impar pentru care feste surjectiv. Rezul-
tatele de acest tip 1i apartin lui L. Mare care a urmat metode de lucru din articolul
lui W.E. Roth.

Desi in cazul K = R problema de la care s-a pornit initial este foarte dificila,
avem rezultate satisfacatoare pentru K = C. Pornind de la un rezultat cu caracter
general enuntat de S. Radulescu si D. Andrica pentru situatia in care f este olomorfa
in C se obtine o teoremd de caracterizare a polinoamelor f € C[X] cu proprietatea
ci f este surjectivi (adica ecuatia f (X) = A are solutie pentru orice A € M, (C)).
In final vor fi prezentate mai multe exemple de polinoame f € C[X] care satis-
fac conditiile teoremei, deci pentru care feste surjectiva. Urmarim prezentarea din
articolul D. Andrica, R.-A. Rohan [6] cuprinzand rezultate importante asupra sur-
jectivitatii, Teorema Hamiltion-Cayley, Teorema de interpolare Hermite-Lagrange si
exemple. Sectiunea a doua, Imaginea aplicatiei exponentiale pe grupul GL(n,R), va

rezolva problema determinarii imaginii aplicatiei exponentiale pentru grupul liniar



general real. In continuare grupurile Lie Og(n) sunt prezentate in sectiunea 3.3.
Ultima sectiune a acestui capitol, Formule de tip Rodrigues, introduce formulele cla-
sice pentru SO(n), n = 2 gi n = 3. Mai departe, pentru grupul GL(n, R), problema
determindrii unei formule explicite a aplicatiei exponentiale exp (X) se reduce la
problema determinarii coeficientilor ag (X), a1 (X), ..., ap—1 (X). Vom numi aceasta
problema generald problema Rodrigues si coeficientii ag (X), a1 (X),...,an—1 (X)
coeficientii Rodrigues ai aplicatiei exponentiale in raport cu matricea X € M, (R).
Sunt prezente rezultatele din lucrarea D. Andrica si R.-A. Rohan [7] si mai departe
vom indica o modalitate noud de determinare a coeficientilor lui Rodrigues ag (X),
a; (X),..., ap—1 (X) din formula (3.4.2). Rezultatul principal se regaseste in Teo-
rema 3.4.4. Apoi, in subsectiunea 3.4.3, Determinarea coeficientilor Rodrigues prin
metoda lut Putzer, este prezentata o metoda utila pentru scrierea explicita a prob-
lemei (3.4.8). Acest lucru este in mod particular util in cazul in care matricea A nu
poate fi diagonalizata, caz in care forma canonica Jordan a matricei nu poate fi deter-
minata. Comparand cu metoda lui Putzer, rezultatul obtinut in Teorema 3.4.4 este
mai simplu in cazul in care valorile proprii Ay, ..., A, ale matricei X sunt distincte
doud cate doud, deoarece in acest caz trebuie sa rezolvam doar sistemul liniar (3.4.5)
Metoda lui Putzer este mai buna in cazul in care avem multiplicitati ale valorilor
proprii ale matricei X. In situatii concrete putem combina cele doust metode. Este
cunoscut faptul ca algebra Lie so(n) corespunzatoare grupului SO(n) este formata
din toate matricele antisimetrice din M,,(R) si paranteza Lie este comutatorul stan-
dard al matricelor [A, B] = AB — BA. Aplicatia exponentiald exp : so(n) — SO(n)
este definita prin formula 3.4.1, deoarece este data de restrictia exp |son) @ aplicatiei
exponentiale exp : gl(n,R) —=GL(n,R). Stim c& pentru orice grup Lie compact si
conex aplicatia exponentiald este surjectiva (a se vedea T.Brocker, T.tom Dieck
[13], D.Andrica, I.N.Casu [3] pentru demonstratia standard sau R.-A.Rohan [67]
pentru o demonstratie bazata pe o idee noud data de T.Tao), adicd orice grup Lie
compact gi conex este exponential (mai multe detalii despre grupurile exponentiale

se pot gdsi in monografia M.Wiistner [76]). Deoarece grupul SO(n) este compact



rezultd cd aplicatia exponentiald exp : so(n) — SO(n) este surjectiva. Surjectiv-
itatea aplicatiei exponentiale pentru grupul SO(n) este o proprietate importanta.
Intr-adevir, acesta implicd existenta unei inverse locale log : SO(n) — so(n) care
are aplicatii interesante. In lucrarea J.Gallier, D.Xu [25] este mentionat faptul c&
functiile exp si log ale grupului SO(n) pot fi folosite pentru interpolarea migcarii (a
se vedea M.J.Kim, M.-S.Shin [39], [40] si F.C.Park, B.Ravani [61], [62]). Interpolarea
migcarii i migcdrile rationale au fost totodatd investigate de B.Jiitler [42], [43]. De
asemenea, surjectivitatea aplicatiei exponentiale a grupului SO(n) ofera posibili-
tatea descrierii rotatiilor spatiului Euclidean R"(mai multe detalii in lucrarea [67]).
In subsectiunea 3.4.5 sunt determinati coeficientii si formulele Rodrigues pentru
grupul SE(n), pentru cazurile n = 2 gi n = 3. Subsectiunea 3.4.6 determina coe-
ficientii Rodrigues pentru grupul O(2,1). In lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [6] a
fost utilizati metoda lui Putzer. In continuare vom folosi rezultatul principal din
lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [7] continut in Teorema 3.4.4.

Capitolul 4, Aplicatii in mecanica geometrica, face legatura intre geometrie
si mecanica. Sectiunea Descrierea grupului SO(n) in forma Hamilton-Cayley intro-
duce aplicatia Cayley a acestui grup, formule de tip Rodrigues pentru transformarea
Cayley (rezultatul este dat de Teorema 4.1.1) i transformarea Cayley pentru grupul
SE(n), pentru cazurile n = 2 si n = 3. (rezultatul principal este dat de Teorema
4.1.3). Mai departe formula (4.2.2) redd o parametrizare explicitd pentru grupul
SO(3). Concluzia sectiunii 4.3, Forma analitica a elementelor din SO(n), este aceea
ca orice matrice de rotatie, atunci cidnd exprimata intr-un sistem de coordonate
adecvat, se imparte in rotatii independente ale subpatiilor doi-dimensionale la fel ca
in formula 4.3.1. Rezultate referitoare la formulele de tip Rodrigues pentru grupul
Lorentz SO(3, 1) sunt prezentate in sectiunea 4.4. si doua demonstratii, una bazata
pe structura algebrei Lie s0(3,1) si una alternativd care utilizeaza sistemul 3.4.6.
Multe modele matematice ale proceselor din fizica, biologie si chimie sunt bazate pe
sisteme de ecuatii diferentiale liniare avand coeficienti constanti. De exemplu, prin

rescrierea ecuatiei clasice a legii de energie a lui Lorentz in forma relativa, miscarea



unei particule incarcate intr-un cAmp electromagnetic constant poate fi descrisa de
un sistem cu patru ecuatii diferentiale, numite ecuatiile lui Lorentz.Ultima sectiune,
Miscarea unei particule incarcate intr-un cdmp electromagnetic constant, determina
traiectorile unei particule cu masa m care conduce o incarcatura electrica e intr-
un camp electromagnetic constant F. In acest scop trebuie si rezolvim sistemul
ecuatiilor lui Lorentz cu datele initiale respective.

Cuvinte cheie: grup Lie, algebra Lie, aplicatia exponentiala a unui grup Lie,
grup Lie exponential, formula Rodrigues, coeficienti Rodrigues, grupul general liniar
G L(n,R), grupul special ortogonal SO(n), grupul special euclidean SE(n), izometrie
euclideand, forma Hamilton-Cayley, transformare Cayley, grupul Lorentz SO(3,1).

Multumiri:

In incheiere ag dori si-i multumesc indrumétorului meu de doctorat, Prof. Univ.
Dr. Dorin Andrica, pentru modul in care m-a indrumat, pentru sprijin si pentru
observatiile pertinente de care am beneficiat pe parcursul eleborarii acestei lucrari.
Totodata, as dori sa le multumesc pentru indrumarea oferita pe parcursul stagiului
de mobilitate de la Institutul de Matematica si Informatica, Academia Bulgara de
Stiinte, Sofia, Bulgaria Prof. Univ. Dr. Oleg Mushkarov si Prof. Univ. Dr. Ivailo
Mladenov de la Institutul de Biofizica, Academia Bulgara de Stiinte, Sofia, Bulgaria.

Multumiri speciale sunt aduse comisiei de indrumare formata din Conf. Univ.
Dr. Paul Aurel Blaga, Conf. Univ. Dr. Cornel-Sebastian Pintea si Lect. Univ. Dr.
Liana Topan(Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Babeg-Bolyai,
Cluj-Napoca), comisiei pentru sustinerea publica a tezei de doctorat formata din
Conf. Univ. Dr. Paul Aurel Blaga(Facultatea de Matematicd si Informatica, Uni-
versitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca), Conf. Univ. Dr. Mircea Claudiu Cragmare-
anu(Facultatea de Matematica, Universitatea "Al. I. Cuza", Iasi) si Conf. Univ. Dr.
Ioan Radu Peter(Facultatea de Automatizari gi Calculatoare, Universitatea Tehnica,
Cluj-Napoca) si profesorilor de la catedra de Geometrie, Facultatea de Matematica
si Informatica, Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca.

Sunt, de asemenea, recunoscatoare pentru sprijinul financiar dat de Universitatea



Babes-Bolyai, Cluj-Napoca si de Institutul de Studii Doctorale prin intermediul
Proiectului POSDRU/88/1.5/S/60185.
Nu in ultimul rand, doresc sa multumesc familiei mele pentru sprijinul

neconditionat, incurajare si incredere.

10



Capitolul 1

Aplicatia exponentiala si grupurile

Lie clasice de matrice

Acest capitol incepe cu prezentarea definitiilor si fundamentele referitoare la
aplicatia exponentiald pentru matrice pétratice cu elemente reale. In paragraful 1.2
sunt trecute in revista grupurile Lie clasice de matrice: grupul general liniar real
GL(n,R), grupul ortogonal O(n) si grupul special ortogonal SO(n), algebrele lor
Lie, insistandu-se asupra aplicatiei exponentiale. Paragraful 1.3 este dedicat grupu-
lui special ortogonal SO(n). Se arata ca aplicatia exponentiala exp : so(n) — SO(n)
este corect definitd gi surjectivd (Teorema 1.3.1). Demonstratia prezentata are un
caracter algebric, urmand ca implicatiile geometrice sa fie dezvoltate in capitolele
urmatoare. Tot in acest paragraf prezentam, din punct de vedere algebric, formula
clasica a lui Rodrigues (Lema 1.3.2) care simplifica calculul exponentialei grupului
SO(3), formuld cu multiple implicatii in mecanica corpului solid. Paragraful 1.4 prez-
intd grupul general liniar complex GL(n,C), grupul unitar U(n) si grupul special
unitar, insistandu-se asupra surjectivitatii aplicatiei exponentiale asociate (Teorema
1.4.3). Ultimul paragraf este dedicat grupului special euclidean SE(n), rezultatul
principal fiind continut in Teorema 1.5.5. Aceasta arata ca aplicatia exponentiala a
acestui grup este bine definita si este surjectiva. Dintre referintele utilizate in elabo-

rarea acestui capitol mentionam A. Baker [10], M.L. Curtis [18], J. Dieudonné [19],
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J.H. Gallier [24], D.H. Sattinger, O.L. Weaver [71], F. Warner [75].

1.1 Aplicatia exponentiala

Fiind datd o matrice A = (a;;), pétraticd, de ordin n, cu elemente reale sau

A

complexe, definim aplicatia exponentiala a lui A, notata cu e”, sau exp A, ca fiind

matricea definita prin seria formala
AP AP
A — _— = _
¢ *I”—i_zp! *Zp!’
p=>1 p=0

considerand A° = I,,. Problema care se ridici consta in bine-definirea exponentialei.

Urmaétoarea lema arata ca seria mai sus definita este absolut convergenta.

Lema 1.1.1 Fie A = (a;;) o matrice patratica, de ordin n, cu elemente reale sau

compleze gi definim numarul

a?)

u:max{ |1§i,j§n}.

Daca AP = (ag)) atunci au loc inegalitatile

(p)

< (np)?

pentru 1 < 1,7 < n. Ca i o consecinta, pentru orice indici i, j, cu 1 < i,j < n seria
(p)

>
p!

p>0

este absolut convergenta si prin urmare matricea

A=

ol
p>0 P

este bine-definita.

Lema 1.1.2 Fie A si U matrici cu elemente reale sau complexe gi presupunem ca

matricea U este inversabila. Atunci are loc relatia
—1 _
VAT — UL

12



Lema 1.1.3 Find data o matrice patratica A, cu elemente complexe, de ordin n,

existd o matrice inversabila P i o matrice superior triunghiulara T astfel incat
A=PT'P.

Observatia 1.1.4 Daca E este un spatiu hermitian, demonstratia Lemei 1.1.3
poate fi usor adaptatd pentru a dovedi ca existd o baza ortonormata (uq,...,u,)
fata de care matricea aplicatiei f este superior triunghiulara. Cu alte cuvinte exista
o matrice unitara U si o matrice superior triunghiulars T astfel incat A = UTU !,
afirmatie cunoscuta ca si lema lui Schur. Utilizadnd acest rezultat putem ajunge ime-
diat la faptul ca daca A este o matrice hermitiana atunci existda o matrice unitara

U astfel si o matrice diagonala D cu elemente reale astfel incat A = UDU*.

Lema 1.1.5 Fiind data o matrice patratica A, de ordinul n, cu elemente complexe,

Mo et sunt wvalorile

daca A, ..., N\, sunt valorile proprii ale acesteia, atunci e
proprii ale matricei e. Mai mult, dacd u este un vector propriv al matricei A
corepunzitor lui \; atunciu este vector propriu al matricei e pentru valoarea proprie

e,

Lema 1.1.6 Fiind date doua matrice complexe, patratice, de ordinul n, A si B,

daca are loc relatia AB = BA, atunci avem

1.2 Grupurile Lie clasice de matrice

Multimea matricelor patratice, inversabile, de ordin n, cu elemente reale formeaza
un grup impreund cu operatia de inmultire, notat prin GL(n,R). Submultimea for-
mata din acele matrice din grupul GL(n,R) care au valoarea determinantului egald
cu +1 este un subgrup al lui GL(n, R), notat prin SL(n,R). Este usor de verificat ca
multimea matricelor patratice, de ordin n, ortogonale formeaza un grup impreuna

cu operatia de inmultire, notat prin O(n). Submultimea grupului O(n) formats din
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acele matrice care au valoarea determinantului egala cu 41 este un subgrup al lui
O(n), notat cu SO(n). Matricele din grupul SO(n) se mai numesc si matrice de ro-
tatie. Se arata ca multimea matricelor patratice, de ordin n, cu valori reale si care au
urma nula formeaza un spatiu vectorial impreuna cu operatiiile clasice de adunare
si Inmultire cu scalari; la fel se poate arata ca multimea matricelor antisimetrice
formeaza un spatiu vectorial.

Grupul GL(n,R) se numeste grupul general liniar real si subgrupul sdu SL(n,R)
se numeste grupul special liniar. Grupul O(n) al matricelor ortogonale se numeste
grupul ortogonal, iar subgrupul sdu SO(n) se numeste grupul special ortogonal (sau
grupul rotatiilor). Spatiul vectorial al matricelor patratice, de dimensiune n, cu ele-
mente reale si cu urma nuld este notat prin SL(n, R) si spatiul vectorial al matricelor

antisimetrice, patratice, de dimensiune n este notat prin so(n).

Observatia 1.2.1 Notatiile sl(n, R) si s0(n) necesita cateva explicatii suplimentare.
Grupurile GL(n,R), SL(n,R), O(n) si SO(n) sunt gi grupuri topologice, ceea ce
insemna cd sunt spatii topologice (vdzute ca si subspatii ale lui ]R”Q) si inmultirea
si inversa sunt operatii continue (de fapt chiar netede). Aceste grupuri se numesc
grupuri Lie. Spatiile reale vectoriale sl(n,R) si so(n) sunt algebre Lie. Incd nu am
definit structura pentru cele doud algebre sl(n, R) si so(n). Structura de algebra este

data de paranteza Lie, care este definita de comutatorul matricelor
[A,B] = AB — BA.

Algebrele Lie sunt asociate grupurilor Lie. De fapt algebra Lie a unui grup Lie este
spatiul tangent al grupului la elementul identitate, adica spatiul tuturor vectorilor
tangenti la elementul unitate (in acest caz matricea unitate I,,). Intr-un anume sens,
algebra Lie este o liniarizare a grupului Lie. Aplicatie exponentiala este o aplicatie

definita pe algebra Lie cu valori in grupul Lie, spre exemplu avem

exp : s0(n) — SO(n)

exp : sl(n,R) — SL(n,R).
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Aplicatia exponentiala permite de obicei o parametrizare a elementelor grupului Lie
cu obiectele mai simple ale algebrei Lie.

Vom vedea in cele ce urmeaza ci algebra Lie sl(n,R) constd in multimea ma-
tricelor patratice, de dimensiune n, cu valori reale gi ca o(n) = so(n).

Proprietatile aplicatiei exponentiale joaca un rol important in studiul unui grup

Lie. De exemplu, este usor de aratat ca aplicatia

exp : gl(n,R) — GL(n,R).

A

este bine-definita, dar din moment ce orice matrice de forma e are valoarea deter-

minantului pozitiva rezulta ca aplicatia exp nu este surjectiva. Datorita proprietatii
det (eA) = el

aplicatia

exp : sl(n,R) — SL(n,R)

este bine-definita.
Am aratat in Sectiunea 1.1 ca nu este nici aceasta aplicatie sujectiva. Vom vedea

insa in Sectiunea 1.3 ca aplicatia
exp : s0(n) — SO(n)

este bine-definita si surjectiva.
Aplicatia
exp : 0(n) — O(n)

este bine-definita, dar nu este surjectivd din moment ce existd matrice in O(n)cu

valoarea determinantului egala cu —1.

1.3 Grupul special ortogonal SO(n) si algebra Lie
s0(n)
Teorema 1.3.1 Aplicatia exponentiala

exp : s0(n) — SO(n)
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este bine-definita si surjectiva.

Pentru cazul in care n = 3 (si matricea A este antisimentricd) existd o formuld
explicitd pentru matricea e. Pentru orice matrice antisimetrics pétratics, de ordinul

3, cu elemente reale

0 —c b
A= ¢ 0 -—al,
-b a O
fie § = Va2 + 02 + 2 si
a’> ab ac

B=1|ab v* bc|,
ac bc

avem urmétorul rezultat cunoscut ca si formula lui Rodrigues (1840).

Lema 1.3.2 Aplicatia exponentiald exp : s0(3) — SO(3) este data de

e = (cos ) Is + SIEQA + C _0(;08 f)

B,

sau echivalent de

e = (cosh) I + SIEQA + u _9(;08 f)

A2
dacd 0 # 0, cu e® = I.

Lema 1.3.3 Pentru orice matrice simetrica B, matricea e? este simetricd si poz-

it definita. Pentru orice matrice simetrica §i pozitiv definita A existd o matrice

simetricd unica B astfel incdt are loc relatia A = eB.

1.4 Matrice hermitiene si alte matrice complexe
speciale

Multimea matricelor patratice, de dimensiune n, inversabile si cu elemente com-
plexe formeazd un grup impreund cu multiplicarea, notat prin GL(n,C). Sub-

multimea care contine acele matrici din grupul GL(n,C) a ciror determinant au
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valoarea +1 formeaza un subgrup al lui GL(n,C), notat cu SL(n, C). Este usor de
verificat ca multimea matricelor unitate, patratice, de dimensiune n, cu elemente
complexe formeaza un subgrup impreuna cu operatia de multiplicare, notat prin
U(n). Submultimea grupului U(n) contindnd acele matrice care au valoarea deter-
minantului egald cu +1 este un subgrup al grupului U(n), notat cu SU(n). Putem
verifica faptul ca multimea matricelor patratice, de dimensiune n, cu elemente com-
plexe si care au urma nula formeaza un spatiu vectorial real impreuna cu operatia de
adunare si in mod similar pentru matricele hermitiene simetrice si pentru matricele

hermitiene simetrice cu urma nula.

Definitia 1.4.1 Grupul GL(n,C) se numeste grupul special liniar complex gi sub-
grupul sau SL(n,C) se numeste grupul special liniar complex. Grupul U(n) al ma-
tricelor unitare se numeste grupul unitar si subgrupul sdu SU(n) se numeste grupul
special unitar. Spatiul vectorial real al matricelor patratice, de dimensiune n, cu
elemente complexe care au urma nuld se noteaza cu sl(n, C), spatiul matricelor her-
mitiene simetrice se noteaza cu u(n) si spatiul vectorial real definit de intersectia

u(n) Nsl(n,C) se noteaza cu su(n).

Observatia 1.4.2 (1) La fel ca si in cazul real, grupurile GL(n,C), SL(n,C), U(n)
si SU(n) sunt grupuri topologice (vdzute ca si subspatii ale lui Rznz), de fapt varietati
reale nedete. Ele posedd o structurd de grup Lie. Spatiile vectoriale reale sl(n, C),
u(n) si su(n) sunt algebrele Lie asociate grupurilor SL(n,C), U(n) si SU(n). Struc-
tura de algebra este data de paranteza Lie, care este definita ca si comutatorul uzual

al matricelor

[A, B] = AB — BA.

(2) Este de asemenea posibil si definim grupuri Lie complexe, ceea ce inseamna
ca sunt grupuri topologice si varietati complexe netede. Se dovedeste ca grupurile
GL(n,C) si SL(n,C) sunt varietdti complexe in timp ce grupurile U(n) si SU(n)

nu sunt.
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Teorema 1.4.3 Aplicatiile exponentiale
exp : u(n) — U(n) gi exp : su(n) — SU(n)

sunt bine-definite gi surjective.

1.5 Grupul special euclidean SE(n) si algebra Lie
se(n)

In aceasts sectiune studiem grupul SE(n) al aplicatiilor afine induse de trans-
formarile ortogonale, de asemenea numite miscari rigide, si aplicatia Lie corespun-
zdtoare. Vom arata cd aplicatia exponentiald este surjectivd. Grupurile SE(2) si

SE(3) joacd un rol fundamental in roboticd, dinamica si planificarea migcarii.
Definitia 1.5.1 Multimea aplicatiilor afine p ale spatiului R”, definite prin
p(X)=RX +U,

unde R este o matrice de rotatie (R € SO(n)) si U este un vector din R", formeaza
un grup impreuna cu operatia de compunere numit grupul izometriilor afine directe

(sau migcari rigide) sau grupul special Euclidean. Acesta se noteazd cu SE(n).

Fiecare miscare rigida poate fi reprezentata de o matrice patratica de dimensiune

n 4+ 1 descompusa in blocuri de forma

R U
0 1/
adica avem
p(X) R U X
1 0 1 1

daca si numai daca



Definitia 1.5.2 Spatiul vectorial al matricelor patratice, cu valori reale, de ordinul

n + 1, descompuse in blocuri de forma

Q
A= ,
0 0
unde () este o matrice antisimetrica si U este un vector din spatiul R", este notat

prin se(n).

Observatia 1.5.3 Grupul SFE(n) este un grup Lie, iar algebra sa Lie corespunza-

toare este se(n).

Lema 1.5.4 Fiind data o matrice patratica, de dimensiune n+1, definita in blocur:

A=

Y

0 0

unde Q) este o matrice antisimetrica gi U este un vector din spatiul R™, are loc relatia

QF Q-
0 0

unde Q° = I,,. Ca si o consecintd, avem

unde

1
V:]n—i—z Ok,
— (k+1)!

Teorema 1.5.5 Aplicatia exponentiala
exp : se(n) — SE(n)

este bine-definita si surjectiva.
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In cazul in care n = 3, fiind data o matrice antisimetrica

0 —c b
Q — C 0 —a y
-b a 0

si dacs 0 # 0 (folosind faptul ci Q° = —0%Q), atunci

sin 0 (1 —cosf)

et =1+ R Q?
si
1 —cos® 6 —sinf
V213+( 02 )Q—|—< 63 )QZ
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Capitolul 2

Grupuri Lie exponentiale

2.1 Aplicatia exponentiala pe un grup Lie

In ceea ce urmeazi grupurile Lie vor fi notate cu majuscule din limba latini si
algebrele Lie corespunzatoare, prin litere mici corespunzatoare din alfabetul gotic.

Se considera un grup Lie G cu elemente reale sau complexe, algebra Lie
corespunzatoare g si aplicatia exponentiala exp : g — G. Desi aceasta functie este
remarcabila este inca o problema deschisa in cazul general de a determina conditii
cand aplicatia exponentiala este surjectiva. Un lucru cunoscut este faptul ca un
grup Lie abelian conex are o aplicatie exponentiala surjectiva. Mai mult, grupurile
Lie conexe nilpotente au aplicatia exponentiala surjectiva la fel ca si grupurile Lie
conexe compacte. Cu toate acestea in ultimii s-au facut progrese si astfel aceasta
problema a fost rezolvata pentru multe clase de grupuri Lie.

Fie G un grup Lie cu algebra sa Lie g. Este cunoscut faptul ca aplicatia expo-
nentiald exp : g — G este definitd prin exp(X) = vy (1), unde X € g si vy este
subgrupul cu un parametru al lui G corespunzator lui X. Reamintim urmatoarele
proprietati ale aplicatiei exponentiale:

1) vz (t) = exp (tX), pentru orice t € R gi orice X € g;

2) exp (sX)exp (tX) = exp (s + t) X, pentru orice s, t € R si orice X € g;

3) exp (—tX) = (exptX) ™", pentru orice t € R si orice X € g;
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4) exp : g — G este o aplicatie neteda care este un difeomorfism local in 0 € g si
exp (0) = e, unde e este elementul neutru al grupului G;

5) imaginea exp (g) a aplicatiei exponentiale genereaza componenta conexa G, a
unitatii e € G;

6) daca f : G; — G2 este un morfism de grupuri Lie si f. : L(g1) —
L (g2) este morfismul de algebre Lie indus de f, atunci urméatoarea diagrama este

comutativa

g1 f* g2

—

exp; | | exp,
Gy I G
—_—
adica avem relatia f o exp; = exp, o f.
Din proprietatea 5) rezultd ci urmatoarele doud probleme sunt de o importanta
deosebita:
Problema 1. Sa se gaseasca conditiile pentru grupul Lie G astfel incat aplicatia

exponentiala este surjectiva.

Problema 2. Sa se determine imaginea E(G) = exp(g) a aplicatiei exponentiale.

2.2 Descompuneri Jordan

In aceast paragraf se vor introduce descompunerile Jordan multiplicative si adi-
tive. Acestea joaca un rol important in investigarea surjectivitatii aplicatiei expo-

nentiale.

Definitia 2.2.1 Fie k un corp de caracteristica 0 si V' un k—spatiu vectorial finit
dimensonial. Un element s € End (V) se numesgte semisimplu dacd pentru orice
subspatiu s—invariant W C V' exista un subspatiu s—invariant U C V' astfel incat
V =Wa&U. Un element n € End (V') se numeste nilpotent daca existd m € N astfel
incat n™ = 0. Un element v € GL (V') se numeste unipotent daca elementul v — 1

este nilpotent.

Teorema 2.2.2 (i) Fiek un corp de caracteristica 0 iV unk—spatiu vectorial finit
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dimensonial. Pentru fiecare element v € End (V), exista x5 € End (V) semisimplu
§i x, € GL (V) nilpotent care satisfac relatia xsx, = T,xs5 §i avem © = g + T,.
Aceasta descompunere este unica.

(13) Fie V un spatiu vectorial finit dimensional cu elemente reale sau compleze.
Pentru orice element g € GL (V) ezista g5 € GL (V') semisimplu si g, € GL (V)

nilpotent astfel incdt g = 959, = gugs- Aceasta descompunere este unica.

Aceste descompuneri se numesc descompunerile Jordan aditive, respectiv multi-
plicative. In teoria grupurilor Lie este uzual si se scrie GL (V) in loc de End (V),

daca in plus inzestram grupul End (V') cu paranteza Lie [z,y] := xy — yx.

Definitia 2.2.3 Pentru grupurile Lie abstracte, un element g € G se numeste
Ad-semisimplu daca subgrupul Ad(g) este semisimplu in GL (g). Se numegte Ad-
unipotent dacd subgrupul Ad(g) este unipotent in GL (g). Similar, intr-o algebra Lie
g abstracta finit dimensionala, un element © € G se numeste ad-semisimplu daca
ad(x) este semisimplu in gl (V). Elementul x € G se numeste ad-nilpotent daci

ad(z) este nilpotent.

Lema 2.2.4 Fie V un spatiu vectorial finit dimensional peste R sau C. Daca ele-
mentul x € GL (V') este semisimplu, atunci exp x este semisimplu in GL (V'). Daca
elementul © € GL (V') este nilpotent, atunci expx este unipotent in GL (V). Mai
mult daca elementul y € GL (V'), avdnd descompunerea Jordan aditiva y = ys + Yy,
[Ys, yn] = 0, atunci expys este semisimplu §i expy, este partea unipotentd a descom-

punerii Jordan multuplicative a lui expy.

2.3 Elemente regulare

In ceea ce urmeazi vor fi prezentate notiuni legate de regularitate. Pentru al-
gebre Lie existd doud notiuni legate de regularitate total diferite; una legata de
reprezentarea adjuncta si una legata de aplicatia exponentiala. Pentru grupuri Lie

regularitatea este considerata fata de reprezentarea adjuncta. Rezulta ca ambele
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concepte de regularitate ale algebrelor Lie sunt legate de regularitatea grupurilor de

elemente date de aplicatia exponentiala.

Definitia 2.3.1 Fie g o algebra Lie finit dimensionald cu elemente reale sau com-
plexe.

(7) Un element x al algebrei Lie g se numeste regular daca nil-spatiul
g° ={ye€g:(IneN) cuad(x)"y=0}

are dimensiune minima.

Multimea tuturor elementelor regulare ale algebrei g se noteaza cu reg(g).

(77) Fie G un grup Lie. Un element z al unei algebre Lie g se numeste exp-reqular
daci aplicatia exponentialg este regularsi in . In caz contrar elementul se numeste
exp-singular. Multimea tuturor elementelor exp-regulare se noteaza cu reg exp si
multimea tuturor elementelor exp-singulare se noteaza cu sing exp.

(73) Un element g al unui grup Lie G se numegte reqular daca unispatiul
g' = {y € g:(In € N) (Ad(g) —id)"y = 0}

are dimensiune minima.

Multimea tuturor elementelor regulare se noteaza cu Re g(G).
Lema 5 din [34] redd urmatorul rezultat:

Lema 2.3.2 Daca G este un grup Lie si x,y € g cu expx = expy, unde x este un

element exp-reqular, atunci avem [x,y] = 0 gi exp(z —y) = 1.

2.4 Preimaginea elementelor Ad-unipotente si
Ad-semisimple

Avéand in vedere ca problema referitoare la surjectivitatea aplicatiei exponentiale
a unui grup Lie conduce la pre-imaginea elementelor grupului, este important de

determinat pre-imaginile elementelor Ad-semisimple si Ad-unipotente.
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In cele ce urmeazi V' defineste un spatiu vectorial finit dimensional cu elemente
reale sau complexe.

Fie grupul Lie liniar GL(V) gi algebra Lie corespunzitoare GL(V'). Pentru
un element p € N, se definesc multimile n, = {zr € GL(V) :2? =0} si N, =
{9 € GL(V):g=1+ux,2 € n,}. Atunci aplicatia exp |,, : n, — N, este bijectiva,
iar inversa ei .

log: g H;(—I)k“%(g -1k

Ca si o consecinta se obtine rezultatul urmator:

Lema 2.4.1 Fie G C GL(V) un subgrup analitic si se presupune ca pentru ele-
mentele nilpotente x,y € g are loc relatia expx = expy. Atunci x = y. Ca si caz

particular, 0 este singurul element nilpotent al algebrei g fatd de exp—'(1).

Fie G un grup Lie cu elemente reale sau complexe. Se noteaza cu S multimea
tuturor elementelor semisimple ale grupului G si cu s multimea tututor elementelor

semisimple ale algebrei g.
Lema 2.4.2 Fie G C GL(V) un grup analitic. Atunci exp—(S) = s.

Se noteazd cu S4¢ multimea tuturor elementelor Ad-semisimple ale grupului G
si cu 5°¢ multimea tuturor elementelor ad-semisimple ale algebrei g. Astfel se obtine:

Corolarul 2.4.3 Fie G un grup Lie conexr cu elemente reale. Atunci s =

exp~1(S49).

Mai multe informatii pot fi gasite in [77].

2.5 Exemple

Mai jos sunt prezentate exemple care ilustreaza unele aspecte aparute in studiul
surjectivitatii aplicatiei exponentiale.
Se considera grupul liniar Lie SL(2,R) si algebra Lie corespunzétoare s((2, R)

(mai multe detalii despre acest grup se gasesc in paragraful 1.2).
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Pentru grupul GL(2,C) avem o altd situatie. Orice element g al grupului

GL(2,C) este conjugat cu matricea

A1 0
! sau cu matricea , unde A\, A\, Ay € C.
0 X 0 A

Se poate observa ca ambele elemente sunt imagini exponentiale ale elementelor al-
gebrei gl(n, C).

Urmatorul grup considerat ca si exemplu este grupul special liniar SL(2, R). Fie
un pétrat definit de baza canonici de vectori a lui R?. Daci se doreste transformarea
patratului intr-un dreptunghi definit de vectorii de componente (—2,0) si (0, —%),

acest lucru poate fi facut cu ajutorul unei transforméari a grupului SL(2,R).

2.6 Grupuri Lie slab exponentiale si grupuri Lie
tare exponentiale

Definitia 2.6.1 Un grup Lie G cu elemente reale sau complexe se numeste slab
exponential daca imaginea exponentiala este densa in grupul G. Se numeste expo-
nential daca aplicatia exponentiala este surjectiva si se numeste tare exponential

daca aplicatia exponentiala este un difeormorfism.

Daca G este un grup Lie atunci unu-componenta, adicd componenta conexa a
unitatii, este un subgrup normal al lui G si se noteaza cu Gy. Subgrupul comutator
al lui G se noteaza cu G'. Se considera ca un grup Lie conect este simplu(semisimplu)
daca algebra Lie corespunzitoare este simpla(semisimpla). Daca g este o algebra Lie
finit dimensionala gi v este o subalgebra atunci v se numeste reductiva daca g este
un t-modul semisimplu fata de ad. Similar, un subgrup R al unui grup Lie G se
numeste reductiv in G daca g este un R-modul semisimplu fata de Ad.

O subalgebra p a unei algebre Lie reale g se numeste compact inzestrata daca
e%P este compacti in Aut(g). Dacd un element z este continut intr-o subalgebra

compact inzestrata atunci se numeste compact. O subalgebra compact inzestrata
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maximala este o algebra compact inzestrata care este maximala cu aceasta pro-
prietate. Doua subalgebre compact inzestrate maximale sunt conjugate. Multimea
tuturor elementelor compacte ale lui g este reuniunea tuturor subalgebrelor compact
inzestrate maximale si se noteaza cu compg. Un subgrup K al unui grup Lie G real
se numeste compact inzestrat dacd Ad(K) este compact in Aut(g). In orice grup
Lie conex exista subgrupuri compact inzestrate maximale gi care sunt conexe. Ev-
ident, sugrupurile compact inzestrate au algebre Lie compact inzestrate. Deoarece
subalgebrele compact inzestrate sunt si algebre Lie compacte, adica exista un grup
Lie compact a carui algebra Lie este izomorfa la acea algebra Lie, atunci aplicatia
exponentiald a unui grup Lie compact inzestrat conex este surjectiva. Asadar, sub-
grupurile compact inzestrate maximale sunt de asemenea conjugate.

Fie go algebra Lie si S o submultime a lui g. Mul{imea

Co(9) :={y € G : [y, 5] =0}

se numeste centralizatorul lui S.

Daca S este, in plus, o subalgebra, atunci

ng(S) :={y€g:ly. S C S5}

se numeste normalizatorul lui S.
Atat (4(S) cat si ng(S) sunt subalgebre ale lui g.
Centralizatorul (4(.S) se numeste centrul lui g si se noteaza cu ¢(g) sau pe scurt ¢.
Fie un grup Lie G (nu neaparat conex) si g algebra Lie corespunzatoare. Fie S
o submultime a lui g.
Multimea

Zg(S):={9€G: (VYx € G)Ad(g)(s) = x}

se numeste centralizatorul lui S in G.

Daca in plus S este o subalgebra a lui g, atunci
Na(S) :={g € G: Ad(g).S C S}
se numeste normalizatorul lui S in G.
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Daca U este o submultime a lui GG, atunci se poate considera centralizatorul
ZaU):={9€G: (VueU)gu=ug}.

Centralizatorul Zg(U) se numeste centrul lui G si se noteaza cu Z(G) sau mai
simplu 7.

Daca U este un subgrup, atunci
Ne(U):={geG:gUg ' =U}

noteaza ca de obicei normalizatorul lui U.

Are loc urmatorul rezultat:

Lema 2.6.2 Fie G un grup Lie real, g algebra Lie corespunzatoare si S o sub-
multime a lui g. Atunci algebra Lie L(Zg(S)) a lui Zg(S) coincide cu L(Zg(S)o) =
Cq(S). Daca, in plus, S este o subalgebra, atunci L(Ng(S)) este egald cu
L(N¢g(S)o) = ng(S). Mai mult, are loc relatia L(Z) = L(Zy) = C.

2.7 Aplicatia exponentiala pe grupuri cat

Grupurile factor ale grupurilor exponentiale (respectiv slab exponentiale) sunt
exponentiale (respectiv slab exponentiale). In schimb, daci grupul cat G /Zo este
exponential atunci un calcul scurt arata ca si grupul GG este exponential. Pentru a

demonstra ca grupul G' este exponential se presupune ca centrul lui GG este discret.

Lema 2.7.1 Fie G un grup Lie conex si N un subgrup analitic normal. Atunci are

loc incluziunea exp(z +n) C expz - N, oricare ar fi x € g.
Pentru demonstratie este folositor urmatorul rezultat:

Lema 2.7.2 Daca G este un grup Lie, g algebra Lie corespunzatoare, N un subgrup
analitic normal, gi dacd elementele a,b € g satisfac [a,b] € n, atunci are loc exp(a+

b) € expaexpb- N.
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Lema 2.7.3 Fie G un grup Lie real conexr, N un subgrup normal analitic care
contine grupul G', B O N wun subgrup analitic al lui G si w un spatiu vectorial

complementar al lui n in b. Atunci B = exp w - N.

2.8 Grupurile Lie compacte si conexe sunt expo-
nentiale

Teorema 2.8.1 Orice grup Lie compact §i conex este exponential.

Cand n = 2, o matrice antisimetrica B poate fi scrisa sub forma B = 6.J, unde

J:
1 0

si din relatia Hamilton-Cayley J? = I, si din dezvoltarea in serie a functiilor sin 8 si

cos # este usor de aratat ca

sin 0

e? = e = (cos0)I, + (sin0).J = (cos )], + 7

B. (2.8.1)

Cand n = 3, o matrice antisimetricd B € so (3) este de forma

si notand 6 = va® + b + ¢ = 1 || B||, unde |||| este norma Frobenius a matricelor,

obtinem formula lui Rodrigues (a se vedea paragraful 3.4.4)

sin ¢ 1 — cos 6’B2

B
e’ =13+ B+ 2.8.2
g 6 (282)
cu e? = I5 atunci cand B = 0.
2.8.1 Descrierea izometriilor euclidiene
Fie spatiul euclidean R™ impreund cu bine-cunoscuta normé euclideand ||-||. O

1zometrie a spatiului R™ este o aplicatie f : R" — R™ care pastreaza distantele,
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adica pentru orice doua elemente z, y € R" au loc urmatoarele relatii

1 () = FWll = [l = yll- (2.8.3)

Conform binecunoscutei teoreme a lui Ulam, avem ca orice izometrie a spatiului R"
care are proprietatea f(0) = 0, este o aplicatie liniard de forma f(x) = Rz, cu R €
O(n), unde O(n) este grupul ortogonal. Dacd det R = 1, adicd R € SO(n), atunci
izometria f pastreaza orientarea. In caz contrar se spune ca aplicatia f inverseaza
orientarea.

Folosind surjectivitatea aplicatiei exponentiale, exp : so (n) — SO(n), putem
descrie izometriile spatiului R" care pastreaza orientarea.

Cand n = 2, din demonstratia alternativa prezentata in paragraful 2.6, avem ca

R € SO(2) dacd si numai dacd R este o matrice de rotatie, adici este de forma

cosf —sinf

sinfl cosf

unde unghiul de rotatie ¢ este definit de relatia 2 cos @ = tr(R). Acest fapt conduce
la descrierea izometriilor planului euclidean carea pastreaza orientarea, ca fiind com-
puneri de rotatii si translatii.

Cand n = 3, atunci avem R € SO(3) daca si numai daca are loc relatia (a se

vedea paragraful 3.4.4)

R=1I;+ SIZGB 41 _QCQOSQB?, (2.8.4)

unde unghiul de rotatie 0 este definit de relatia 1+ 2 cosf = tr(R), ceea ce conduce

tr(R)—1

la & = arccos 5

, daca € # 0. Prin urmare, cind 6 # m, B este o matrice

antisimetrica determinata in mod unic de ecuatia

_ 9 t
B = 2sin (R~ 'R).

Daca 6 = 0, atunci avem R = I3, si izometria f este aplicatia identitate a spatiului
R3. Dacs 0 = m, atunci putem gisi matricea B; in acelasi mod ca si in sectiunea

anterioara.
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Presupunand ca

0 —c b
B=|¢ 0 —-al,
-b a 0

atunci formula 2.8.4 exprima o rotatie in R? de axi definitd de vectorul (a,b, ¢) si
unghi 0. Acest rezultat conduce la descrierea izometriilor spatiului euclidean care
pastreaza orientarea.

Daci izometria spatiului R? inverseazi orientarea, atunci det R = —1. Deoarece
det(—R) = (—1)3det R = (—1)(—1) = 1, urmeaza ci izometria g € R3, definitd prin

g(x) = (—R)x, pistreazi orientarea. In acest caz formula de reprezentare este

sin @ 1 —cosf
R=—1I3— B — B?
S 6° ’

avand aceeasi interpretare geometrics. In acest fel toate izometriile spatiului R? sunt

descrise complet.

Observatia 2.8.2 In lucrarea [25] este dati urmitoarea descriere a matricelor
R € SO(n), pentru n > 4 este data. Daca {ewl, e~ . e, e*iap} este multimea
valorilor proprii distincte ale lui R, diferite de 1, unde 2p < n si 0 < 0; < 7, atunci
exista p matrice antisimetrice Bj,..., B, astfel incat B,B; = B;B; = O,, © # j,

B} = —B;, pentru orice i, j cu 1 <i,j < p, si

R=1,+Y [(sin6;) B; + (1 — cos6;) BY] .
=1

Acest rezultat redd o descriere implicita a izometriilor Euclidiene a spatiului R"
cand n > 4, in termeni de 2p parametrii 0,,...,0,, B1,..., B,. Evident ca numarul

parametriilor fiind prea mare, aceasta relatie are un caracter formal.
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Capitolul 3

Problema determinarii imaginii

aplicatiei exponentiale

Desi problema clasificarii complete a grupurilor Lie exponentiale este departe de
a fi rezolvatd, o directie naturala de cercetare inrudita este data de problema deter-
min#rii imaginii aplicatiei exponentiale. In acest capitol trecem in revistd rezultatele
in aceasta directie. Paragraful 3.1 prezinta unele rezultate asupra surjectivitatii unor
functii de matrice, urménd referintele D. Andrica, I.N. Casu [3], D. Andrica, R.-A.
Rohan [6], L. Mare [44], [45], S. Ridulescu, D. Andrica [66]. In paragraful 3.2 se re-
zolva aceasta problema pentru grupul general liniar real GL(n,R) (Teorema 3.2.2),
prezentandu-se rezultatul initial obtinut de M. Nishikawa [52] si independent de D.
Andrica, L. Mare [4]. Pentru alte grupuri, rezultate de acest tip au fost obtinute de
M. Nishikawa [53]-[57]. Paragraful 3.3 este dedicat prezentdrii intr-o maniera orig-
inald a grupurilor pseudo-ortogonale Ok (n), urmand lucrarea D. Andrica, R.-A.
Rohan [6]. Paragraful 3.4 are un caracter original si prezintd diferite formule de tip

Rodrigues. Rezultatele incluse sunt preluate dupa lucrarile D. Andrica, R.-A. Rohan

[7], [9] si R.-A. Rohan [68].
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3.1 Rezultate asupra surjectivitatii unor functii
de matrice

Consideram M,,(K) algebra matricelor patratice cu elemente din corpul comuta-
tiv K (K =R sau K = C), f € K [X] un polinom de grad arbitrar si f : M, (K) —
M, (K) functia de matrice asociatd lui f. Prezintd interes urmatoarea problema:

Problema: Ce conditii trebuie sa satisfaca polinomul f pentru ca functia f sa
fie surjectiva?

Daca f este o functie olomorfa in C se considera multimea
M={zeC: f(2)=0}
Pentru o matrice A € M, (C) se considera o (A) ca fiind spectrul punctual al lui A.
Teorema 3.1.1 Dacii o (A) C f (C\M) atunci A € Im f.

Lema 3.1.2 Fie f, g doud functii olomorfe in C cu f~1(0) C g~ (0). Daca A €
M, (C) are proprietatea ca o (f(A)) = {0} atunci g" (A) = O,.

Lema 3.1.3 Daca f € C[X], gradf =n > 2, atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) f7Hy) € M <=y € C\f(C\M)

2) [T y) S M, [ (y2) S M =y =y

3) f(C\M) =C <= Vy € C ecuatia f (x) =y are cel putin o radacina simpla

4) f(C\M) = C\ {2z} <= Vy € C ecuatia f (x) =y are toate radacinile multi-
ple.

Teorema 3.1.4 Urmatoarele afirmartit sunt echivalente:
1) pentru orice y € C ecuatia f (x) =y are cel putin o radacing simpla;

2) aplicatia f : M,(C) — M,(C) asociatd lui f este surjectiva.

Exemplul 3.1.5 Aplicatia f : M,(C) — M,(C), f(X) = X™, nu este surjectiv,
unde m > 2. Intr-adevir, ecuatia 2™ = 0 are 0 ca radscingd multipld de ordinul m,

deci proprietatea rezultata direct din Teorema 3.1.4.
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Exemplul 3.1.6 Fie f € C[X], grad f > 2, a € C,

ffla)y=a(z—a)" . (x—2)"a;>1,5=1,....r

sizf,..., x. distincte. Dacd o; > r — 1, Vj € {1,...,r}, atunci pentru orice y € C
ecuatia f (z) = y are cel putin o radacind simpla.

In acest caz conditia din Teorema 3.1.8 se verifici in mod trivial.
Exemplul 3.1.7 Fie f € C[X],
=X =21) (X —23) (X — x3)

si

2 2 2
] + 15 + 3 # 2122 + TaTs + T173,

are proprietatea din Teorema 3.1.8. Intr-adevir, daci tinem seama de relatiile lui

Viete, avem
f'(x) = 32% — 2 (21 + 22 + 23) T + 2179 + ToT3 + 1173

si A # 0, conform ipotezei facute initial. Atunci f’ are radécinile simple, adica f —y

are cel putin o radacina simpla, Vy € C.

Teorema 3.1.8 Fie f € C[X], grad f =n > 2. Daci a € C, a # 0,
fflx)y=a(x—2)" . . (x—2)" a;>1,5=1,...,r

r

§i pentru orice submultime L a lui {1,...,r} avem

d (ltay) #r—1,

JEL

atunci pentru orice y € C ecuatia f () =y are cel putin o radacina simpla in C.
Exemplul 3.1.9 Fie f € C[X],

f=X—21) (X —22) (X — x3)

34



si

2 2 2
x] + x5 + x5 # 109 + Toxs + 1123,

are proprietatea din Teorema 3.1.8. Intr-adevir, daci tinem seama de relatiile lui

Viete, avem
' (z) = 32% — 2 (21 + 29 + 23) T + 2129 + ToT3 + 1173

si A # 0, conform ipotezei facute initial. Atunci f’ are radécinile simple, adica f —y

are cel putin o radacind simpla, Vy € C.

Observatia 3.1.10 Toate rezultatele obtinute ramén valabile daca C se inlocuieste
cu un corp algebric inchis K si, acolo unde este cazul, in loc de f olomorfa in C se

presupune ca f este polinomiala.

Vom adopta in continuare urmatoarele notatii: daca A € M,,(C) se noteazd cu

pa polinomul caracteristic al lui A, adica polinomul
pa(t) =det (tl, — A),

si cu 0 (A) multimea valorilor proprii ale matricei A (adica radécinile polinomului

pa). Se presupun cunoscute urmatoarele rezultate:

Teorema 3.1.11 (Hamilton-Cayley) Pentru orice matrice A € M,(C) avem

Pn (A) = O,,, adic orice matrice satisface ecuatia sa caracteristica.

Teorema 3.1.12 (de interpolare Lagrange-Hermite) Fiind date n € N*, a;, €
R, £k = 1,2,...,n numere reale distincte, r, € N, k = 1,2,...,n g b](:) € R,

i=0,...,1, k=1,2,...,n, exista un polinom P € R [X] astfel incdt
P9 (q)) = bg),k: 1,2,....n,0=10,...,7.
Teorema 3.1.13 Fie f € C[X] gi A € M,(C),
o(A)={a1,...,as}.

Daca pentru orice i € {1,2,...,s} ecuatia f (x) = oy are cel putin o radacing simpla

atunci A € Im f
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Corolarul 3.1.14 Daca f € C[X] are proprietatea ca Vo € C, ecuatia f () = «

are cel putin o radacing simpld atunci f : M,(C) — M,(C) este surjectiva.

Teorema 3.1.15 Daci f € C[X] are proprietatea ci f : M,(C) — M,(C) este
surjectiva, atunci Va € C, ecuatia f (x) = a are cel putin o radacing simpla.
Lema 3.1.16 Pentru p € N impar, consideram polinomul f € C[X], unde
1 1, 1,
fp—l—i-ﬂX—}-aX +...—|—]7!X .

Atunci JA”;, : M, (C) — M, (C) este surjectiva.

Teorema 3.1.17 a) Pentrun = 2 saun = 3, polinomul f € R[X] are proprietatea
ci f: Mu(R) — M,(R) este surjectivi daci si numai dacd Vp € R ecuatia f (z) = p
are cel putin o radacina stmpla in R.

b) Pentrun > 4, polinomul f € R[X] are proprietatea ci f : M,(R) — M,(R)
este surjectiva daca g1 numai daca au loc simultan:

(1) Y € R ecuatia f (z) = p are cel putin o radacina simpla in R;

(i7) Vi € C ecuatia f (x) = p are cel putin o radacing simpla.

Teorema 3.1.18 Fie f: C — C o functie olomorfa, n € N, n > 2 g1 A € M,(C),
o(A) = {aq,...,as} spectrul punctual al operatorului A. Daca pentru orice j €

{1,2,...,s}, ecuatia f (2) = a; are cel pulin o radacina simpla atunci A € Im f
Corolarul 3.1.19 Aplicatia exp = exp : M,,(C) — GL(n,C) este surjectiva.

Teorema 3.1.20 Fie f(z) = iakxk o serie de puteri cu coeficienli reali §i raza
de convergenta oo, n € N, n > 162:.0
I.n € {2,3}. Atunci f : M,(R) — M, (R) e surjectiv dact si numai dacé au loc:
(i) Vo € R ecuatia f (x) = p are cel putin o radacing reald simpla.
(i) £(C) = C.
IT.n>4. Atunci f : M,(R) — M,(R) e surjectiv daci si numai dacé au loc:
(i) Vu € R ecuatia f (x) = p are cel putin o radacina reald simpla.

(17)" YV € R ecuatia f (z) = p are cel putin o radacina simpla in C.
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Studiul imaginii exponentialei in acest caz este si el mult mai complicat si un
rezultat trangant ca cel din Corolarul 3.1.17 nu mai are loc. O prima constatare este

ca are loc incluziunea:
exp (M,(R)) C GL" (n,R) = {A € GL (n,R) : det A > 0},

deci grupul GL (n, R) nu este exponential.

3.2 Imaginea aplicatiei exponentiale pe grupul
GL(n,R)

In aceasta sectiune se va rezolva problema determinarii imaginii aplicatiei expo-

nentiale pentru grupul liniar general real G = GL(n, R).
Lema 3.2.1 Daci A € GL™(n,R) sio(A) C RLU(C\R), atunci A € exp(M,(R)).

Teorema 3.2.2 Se considerd matricea A € GLY(n,R). Atunci A € exp(M,(R))
daca g1 numai daca blocurile corespunzatoare valorilor proprii negative din descom-

punerea sa Jordan apar cu multiplicitate para.

Teorema 3.2.3 Fie A € GL(n,R). Atunci A € exp(M,(R)) dacd i numai daca
exista B € GL(n,R) astfel incit A = B>.

Corolarul 3.2.4 Fie A € SL(n,R). Atunci A € exp(SL(n,R)) daca i numai daca
exista B € SL(n,R) astfel incit A = B2.

Corolarul 3.2.5 Fie X € M,(R), n > 2. Atunci exista Y € M,(R) astfel ca
X241, =Y

Corolarul 3.2.6 Pentru orice X € SL(2,R) ezista A €SL(2,R) astfel incit X =
A% sau —X = A%

37



Observatia 3.2.7 1) Topologia multimii F(G) este deosbit de interesantd. In gen-
eral, £(G) nu este nici deschisa gi nici inchisd in G. Un exemplu in acest sens este dat
de grupul Lie SL(2,R). Pentru a ardta ci multimea E(SL(2,R)) nu este deschisa

se considera matricea

-1 0 0 =«
= exp
0 -1 - 0
. . -1 e : :
Pe de alta parte, pentru orice ¢ > 0, matricea nu apartine lui
0 -1

E(SL(2,R)) deoarce numérul blocurilor corespunzitoare valorii proprii —1 este egal
cu 1.(Teorema 2.1.2). Se observa cd E(SL(2,R)) nu este nici inchisd. Pentru aceasta
se considera matricea
€ SL(2,R)\ F(SL(2,R))
0 -1

si avem ca pentru orice € > 0

-1 -1

€ E(SL(2,R)),
e —1

deci daca E(SL(2,R)) ar fi inchisd, atunci am avea

-1 -1
11\1’% o € E(SL(2,R)),
ceea ce este imposibil.
2) Interiorul si frontiera lui £(GL(n,R)) au fost determinate si s-a aratat ca:
i) A € intE(GL(n,R)) daca si numai dacd A nu are valori proprii negative;
it) A este punct de frontiera pentru E(GL(n,R)) daci si numai dacd A ¢

intE(GL(n,R)) si blocurile corespunzatoare valorilor proprii negative din descom-

punerea Jordan a lui A apar cu multiplicitate para.

3.3 Grupurile Lie Og(n)

Fie K € M, (R) o matrice inversabild si simetricd. Se considerd multimea
Ok(n)={Ae€ M,(R): "AKA=K}.

38



Se observi ci (Ox(n),-) este un subgrup al lui GL(n,R). Intr-adevir, daci A, B €

Ok (n), atunci putem scrie
YAB)K(AB) = 'B'AKAB = 'B('AKA)B = '‘BKB = K,
adicd AB € Og(n). Mai mult, dacd A € Og(n) avem
HAHYKA ™ = ("A)'KA' = KAAT = K,

deci A~! € Ok(n).
Se remarca faptul cd pentru K € M,(R) se poate defini forma biliniard fx :

R"™ x R", prin fx(z,y) = ‘xKy. Pentru A € Og(n) avem
(A, Ay) = H(An)K(Ay) = "w("AKA)y = oKy = fx(z,y),

prin umare multimea Ok (n) este formatd din toate matricele inversabile A cu pro-
prietatea cd forma fy este invarianta, adica fx(Ax, Ay) = fx(z,y).

Reamintim ca matricele K, K’ € M,(R) sunt echivalente, adica K ~ K’, daci
existd U €GL(n,R) cu proprietatea ci K’ =* UKU. In acest caz O (n) ~ O (n).
Intr-adevir, grupul GL(n,R) actioneazi pe M, (R) prin UA =! UAU si Ox(n)
este grupul de izotropie coresounziator matricei K. Din K ~ K’ rezultd faptul ca
matricele K si K’ au aceeasi orbitd in raport cu actiunea consideratd, deci in mod
necesar Ok (n) ~ Ogr(n). De fapt aceste subgrupuri sunt conjugate in GL(n,R).

Folosind teorema lui Sylvester, rezulta faptul ca matricea K este echivalenta cu
o matrice diagonala de forma

diag(1,...,1,—1,...,—1),
——

N———

n—r T

unde r reprezintd siganatura lui K. In acest caz grupul O (n) se mai noteaza si cu

O(n — r,r) si el este perfect determinat de signatura sa r.

Teorema 3.3.1 Pentru orice matrice inversabila si simetrica K € M,(R), Og(n)

este un grup Lie de dimensiune @ cu algebra Lie ox(n) = K - AS,(R).
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Dacid A € Og(n), din relatia 'AK A = K prin trecere la determinanti obtinem
det> A = 1, deci det A = +1. Se stie cd pentru 1 < r < 2 grupul Lie O (n) are

patru componente conexe. Multimea
O7(n) ={A € Ok(n):det A=1}

contindnd componenta conexa a unitatii /,, se mai noteazd cu SO(n—r,r) de dimen-

n(n—1)

5— si este un subgrup al grupului O(n —r, 7). In cazul n =4, r = 1, grupul

siune
SO(3,1) se numeste grupul Lorentz. Acesta joaca un rol central in teoria speciala a

relativitatii.

3.4 Formule de tip Rodrigues

3.4.1 Formule clasice pentru SO(n), n =2 si n =3

Fie SO(3) grupul special ortogonal al matricilor de ordin 3, cu elemente reale,

ortogonale si avind determinantul egal cu 1, adica
SO(3) := {A € M3(R)|A'A = I3,det A = 1} .

Conform rezultatelor din paragraful 3.3 rezultd c& grupul SO(3) are o structura de

grup Lie si dim SO(3) = 3.

Propozitia 3.4.1 Algebra Lie (so(3),[-,-]) poate fi identificatd in mod canonic cu

R

algebra Lie (R3, x), unde ” X 7 este produsul vectorial clasic.

Pentru cazul n = 2, s-a demonstrat deja formula (paragraful 2.8, formula 2.8.1)

sin 6

B.
6

exp(B) = (cos )1, +

In cazul n = 3, prezentdm demonstratia clasici a formulei lui Rodrigues (1840). O

prezentare ugor diferita a fost data in Lema 1.3.2.
Propozitia 3.4.2 (Rodrigues) Cu notatiile de mai sus, aplicatia exponentiala
exp : 0(3) — SO(3),
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satisface relatia

sin o] - l(sin%)/g

ol "2\
2

exp(v) = I3 +
Propozitia 3.4.3 Aplicatia exponentiala
exp : $0(3) — SO(3)

este surjectiva, deci grupul SO(3) este exponential.

3.4.2 Problema deteminarii coeficientilor Rodrigues pentru
grupul GL(n,R)

Aplicatia exponentiald exp : GL(n,R) = M,(R) —-GL(n,R), unde GL(n,R)
reprezinta grupul Lie al matricelor patratice, de ordin n, inversabile, cu valori reale,

este definita prin
=1
exp(X) = ngk. (3.4.1)
k=0

Folosind cunoscuta teoremi Hamilton-Cayley, rezulti ci fiecare putere X* k >

n, este o combinatie liniara de puteri ale matricei X, mai precis de puterile

X9 X1 ..., X" ! Prin urmare putem rescrie formula 3.4.1 sub forma
n—1
exp(X) = Y “a (X) X*, (3.4.2)
k=0
unde coeficientii reali ag (X), a1 (X),...,a,-1 (X) sunt unic determinati si depind

de matricea X. Din aceastd formuld rezultd cd pentru exp (X) este un polinom
in X, cu coeficienti in functie de X. Problema determinarii unei formule explicite
a aplicatiei exponentiale exp (X) se reduce la problema determinarii coeficientilor
ap (X),a1(X),...,a,-1 (X). Vom numi aceastd problemd generald problema Ro-
drigues si coeficientii ag (X), a1 (X), ..., an—1 (X) coeficientii Rodrigues ai aplicatiei
exponentiale in raport cu matricea X € M, (R).

Invarianta la echivalenta matricelor subliniaza importanta spectrului matricei X
in relatia (3.4.2). O metoda importantd pentru a obtine coeficientii Rodrigues este

0 aga numita metoda Putzer.
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In acest subparagraf, prezentim rezultatele din lucrarea D. Andrica si R.-A.
Rohan [7] si mai departe vom indica o modalitate noud de determinare a coefi-
cientilor lui Rodrigues ag (X), a1 (X),..., ap—1 (X) din formula (3.4.2). Ideea prin-

cipald consta in reducerea relatiei (3.4.2) la un sistem liniar avind necunoscutele

ap (X),a1(X),...,an_1 (X). In acest sens multiplicim ambii membrii ai relatiei
(3.4.2) cu puterile X7, j = 0,...,n — 1 si obtinem urméitoarele relatii matriciale
n—1
XVexp(X) =Y ap X" j=0,...,n-1, (3.4.3)
k=0
unde a; = ax(X),k =0,...,n — 1. Considerand urma matricei in ambele parti ale

relatiei (3.4.3), obtinem sistemul liniar

n—1
Ztr (Xk+j) ar =tr (X7 exp(X)),j=0,...,n—1, (3.4.4)
k=0

avand coeficientii functii de matricea X. Presupunem ca A{,...,\, sunt valo-

rile proprii ale lui X. Este cunoscut faptul ci matricea X**7 are valorile pro-
prii )\]f“Lj yeees )\Z“ si matricea X7 exp(X) are valorile proprii )\Jllekl, ey )\Zle)‘”. Intr-
adevar, functia f; : C — C, f(z) = 27¢*, este analiticd, prin urmare valorile proprii
ale matricei f;(X) sunt fj(\1),..., fi(A.). Dar avem f;(\,) = Met, s =1,...,nsi
proprietatea este demonstrata.

Sistemul (3.4.4) este echivalent cu

n—1 n n
s=1

k=0 s=1
adica

n—1 n
> Skejar =Y Mer,j=0,...,n—1, (3.4.6)
k=0 s=1

unde S; = X + ...+ N

7, cu conventia 0° = 1, in cazul in care avem valori proprii

egale cu 0.
Folosind sistemul (3.4.5) obtinem urmitorul rezultat privind solutia problemei

Rodrigues pentru grupul GL(n,R).
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Teorema 3.4.4 1) Coeficientii Rodrigues din formula (8.4.2) sunt solulii ale sis-
temulut (3.4.5).

2) Daca valorile proprii Ay, ..., A\, ale matricei X sunt distincte doud cdte douda,
atunci coeficientit Rodrigues ag,ay,...,a,_1 sunt perfect determinati de sistemul
(8.4.5) si sunt combinatii liniare ale valorilor e, ... e* avdnd coeficientii functii
rationale ale valorilor proprii A1, ..., \,, adica avem

ap=AVeM 4+ AN k=0, n—1. (3.4.7)

3.4.3 Determinarea coeficientilor Rodrigues prin metoda lui

Putzer

Se considera problema la limita
v=Xx; 2(0) =20; 0 <t < 0 (3.4.8)

unde 7 si o sunt vectori n-dimensionali si X este o matrice patratica de ordinul n,
cu elemente constante. In cele ce urmeazs va fi prezentatd o metods utild pentru
scrierea explicita a problemei (3.4.8). Acest lucru este in mod particular util in cazul
in care matricea X nu poate fi diagonalizata, caz in care forma canonica Jordan a
matricei nu poate fi determinata.

Solutia ecuatiei (3.4.8) este de forma
x = exp(tX)xo,

deci problema este echivalentd cu a determina matrice exp(tX).
Aceastd metoda, pe care o vom numi metoda lui Putzer, este importanta si
pentru a obtine coeficientii Rodrigues. Metoda consta in urmatorii pasi. Mai intéai,

consideram polinomul caracteristic al matricei X,

px(t) =det(tl, — X) =t"+c, 1t" '+ ...+ et + oo,
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si definim matricea Putzer

c1 Co Cp—1 1
Ccy  C3 1 0
C =
Cn1 1 0 0
1 0 0 0

In cel de-al doilea pas, construim functia scalara z care este solutia a ecuatiei difer-

entiale liniare omogene avand coeficientii constanti care satisaface conditiile initiale
2 e, 2 e +ez=0

avand conditia initiald z(0) = 2/(0) = ... = 2®=2(0) = 0, 2("~Y(0) = 1. Urmétoarea
relatie are loc

A=C. 7, (3.4.9)

unde A este matricea de ordin n x 1 avand ca si elemente coeficientii lui Rodrigues

ap (X),a1(X),...,a,_1(X) si Z este matricea de ordin n x 1 avand ca si valori

2(1),2'(1),..., 2" D(1).

Corolarul 3.4.5 Daca valorile proprit A, . .., N\, ale matricei X sunt distincte doua

cate doua, atunci matricea Z de ordinul n X 1 din metoda lui Putzer este data de
7 = (SC)'B,

unde matricea S este definita prin

So S Sp—1
o Sy Sy Sn |
Sn—l Sn PP SQn_l

C este matricea lui Putzer si B este matricea de ordin n X 1 avdnd elementele

by =Y Med j=0,...,n—1.

s=1
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Observatie. Comparand cu metoda lui Putzer, rezultatul obtinut in Teorema
3.4.4 este mai simplu in cazul in care valorile proprii Aq, ..., A, ale matricei X sunt
distincte doua cate doua, deoarece in acest caz trebuie sa rezolvam doar sistemul
liniar (3.4.5) Metoda lui Putzer este mai buna in cazul in care avem multiplicitati
ale valorilor proprii ale matricei X. In situatii concrete putem combina cele dous

metode.

3.4.4 Determinarea coeficientilor Rodrigues pentru grupul
SO(n)

Este ugor de verificat faptul ca multimea matricelor patratice, de dimensiune n,
ortogonale, cu valori reale formeaza un grup Lie impreuna cu operatia de multipli-
care, notat prin O(n). Submultimea grupului O(n) formatad din acele matrice care
au valoarea determinantului egald cu +1 alcdtuieste un subgrup notat prin SO(n)
si care se numeste grupul special ortogonal al spatiului Euclidean R™. Din motive
geometrice, metricile acestui grup se numesc matrici de rotatie.

Matricele algebrei so(n) au doud proprietdti esentiale care simplificd simtitor

calculul coeficientilor Rodrigues:

e Daca n este impar atunci matricele sunt singulare, adica au cel putin o valoare

proprie egala cu 0;
e Valorile proprii diferite de 0 sunt pur imaginare si bineinteles conjugate.

Folosind cunoscuta formuld a lui Euler ¢'® = cos o + i sin @ obtinem urmétoarea

consecintd a Teoremei 3.4.4, care este utild in aplicatiile practice (a se vedea lucrarea

R.-A. Rohan [68]).

Corolarul 3.4.6 Daca valorile proprii \1, . .., A\, ale matricei X sunt distincte doua
cite doua, atunci coeficientii Rodrigues ag,...,a,_1 sunt unic determinati de sis-
tem st sunt exprimati de combinatii liniare ale cosaq, . .., COS Qyy, SIN A, . . ., SIN
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avand coeficientii functit rationale ale oy, . . ., oy, unde tiaq, ..., tio,,, m = [g} ,

sunt valorile proprii ale matricei X . Astfel avem relatia

(1)

ap = b,(:) cosaq + ...+ b,gm) COS vy, + ck1 (m)

sinag +...+¢, sinapy,k=0,...,n— 1.

Cand X = O, urmeaza ci exp(X) = I, prin urmare avem ag = l,a; = ... =
Ap—1 = 0.

In cazul in care n = 2, o matrice antisimetrica X # O, poate fi scrisa ca

0 a
X = ,a € R
—a 0
avand valorile proprii \; = ai, Ay = —at.

Sistemul (3.4.5) devine in acest caz

{ 2(10 + (/\1 + )\2)@1 = 6)‘1 + 6)\2
(/\1 + )\Q)CLO + (/\% + /\%)(11 = )\16’\1 + /\26)‘2,

prin urmare obtinem

ag = 1 (e“i + e*‘”) = cosa,

2
AeM 4+ e e — % ging
CL1 — 2 2 - - bl
AT+ A 2a a
si apoi
sin

exp(X) = (cosa) Iy + —x.
Urmeaza ca

ag(X) = cosa,a;(X) = Mna

a

In cazul in care n = 3, o matrice antisimetrica este de forma

avand polinomul caracteristic px(t) = t> + (a®> +b* +2)t = 3 + 6°t, unde 0 =
Va2 + b? + 2. Valorile proprii ale matricei X sunt A\; = 0i, A\ = —60i, A3 = 0. Este
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clar ca X = O3 daca si numai daca 6 = 0, prin urmare este suficient sa consideram

doar situatia in care § # 0. Sistemul (3.4.5) devine

3ag — 20%as = 1+ €% + ¢~
—9260%a, = 0i (eei - 6*9")
—20%aqy + 20%ay = —6? (e(% + e‘ei) )
Deoarece 6 # 0, urmeaza ca

sin 6 1 —cost
-, a2 = T’

pr— 1 p—
aop y 1 9
regdsind cunoscuta formuld a lui Rodrigues ( Propozitia 3.4.2 )

in 6 1—cosé
eXp(X):Ig—i—Slg X g X2

In cazul in care n = 4, o matrice antisimetrici X € so(4) este de forma

0 a b ¢
—a 0 d e

X = :
b —d 0 f
—c —e —f 0

si polinomul caracteristic corespunzator este
px(t) =t + (@ + 2+ +d®+ e+ f2) 2+ (af — be + cd)’.

Fie A2 = Fai, A\34 = £ valorile proprii ale matricei X, unde «, 3 € R. Dupa

cateva calcule algebrice, sistemul (3.4.5) devine

(
2a0 — (a2 + 62) ay = cosa + cos 3

— (a2 +52) a + (a4+64) a3 = —asina — [Bsin 8
— (@®+ %) ag + (a* + ) a2 = —a?sina — $*sin B .
(a*+ 8" a1 — (a®+ %) a3 = o®sina + 4’ sin 3

\

Consideram urmatoarele trei cazuri:
Cazul 1. Daca o # (,«, € R*, apoi grupand prima ecuatie cu cea de-a treia
si cea de-a doua cu ultima obtinem coeficientii lui Rodrigues

B (% cosa — a2 cos 8
ag = BQ—CYZ )
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[ sina — a?sin 8
ap =

af (52 —a2) ’
0y = cosa — cos 3
Foat
Bsina — asin 3
a3 = OZB<62—O[2)

Urmeaza ca formula corespunzatoare a lui Rodrigues in acest caz este

_ B%cosa —a*cosf3 B3 sina — a?sin 8 cos av — cos 3

exp(X) = P Iy + 2B (F = ?) X + e X2
Bsina —asinf 4
B (o) (3.4.10)

Cazul 2. Daci o # 0si f = 0, atunci vom utiliza metoda lui Putzer. In acest

caz polinomul caracteristic este px () = t* + o*t? si matricea Putzer este de forma

0 o 0 1
a? 0 10
C =
0 1 00
1 0 00
Functia scalard z, solutie a ecuatiei diferentiale 2 + a2z = 0 avand conditia
initiald 2(0) = 2/(0) = 2”(0) = 0,2 (0) = 1, este z(u) = —¥2¢ + 4 Matricea Z,
de dimensiune 4 x 1, este de forma
oc—(i;na
1—C(2Jsoz
Z = “
CoS (v
Folosind formula (3.4.3) obtinem
1
1
A=C -7 = ,
172(2)504
afosl;na
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prin urmare formula lui Rodrigues corespunzatoare acestui caz devine

1 —cosa o — sin o
—X2+—

exp(X)=I,+ X + "> — X3 (3.4.11)

Cazul 3. Daca o = 8 # 0, atunci vom folosi din nou metoda lui Putzer. Poli-
nomul caracteristic al matricei X este dat de px(t) = t* + 2a%t? + a* si matricea

Putzer este definita ca fiind

0 2a° 0 1
202 0 1 0
C =
0 1 00
1 0O 00

Conform teoriei generale a ecuatiilor liniare diferentiale omogene avand coeficienti
constanti, functia scalard z care satisface relatia 2 + 22223 + o* = 0 este de
forma z(u) = (Cy + Cyu) cos au + (C3 + Cyu) sin au. Din conditiile initiale z(0) =

Z'(0) = 2"(0) = 0,2)(0) = 1, dupé cateva calcule simple, obtinem functia z(u) =

u

— 543 COS QU + ﬁ sin au. Matricea Z, de dimensiune 4 x 1, este de forma

sin a—a cos
2a3

sin

Z — 2
sin a+a cos «
2c

2cosa—asina
2

Folosind formula (3.4.3) obtinem

asin a42 cos o
2

3sina—acosa
2
A=C.7= o :
sin
2a

sin a—a cos
2a3

prin urmare formula lui Rodrigues corespunzatoare acestui caz devine

asin o + 2 cos o 3sina — v cos « sin «v sin o — o cos «
X + X2+ X3,

2 4 201 201 203
(3.4.12)

exp(X) =
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Observatia 3.4.7 In lucrarea R.-A. Rohan [68], folosind rezultatul principal din
lucrarea D. Andrica si R.-A. Rohan [9], sunt obtinute formulele (3.4.11) si (3.4.12)
corespunzatoare celor doud cazuri singulare, direct din formula (3.4.10) prin trecere

la limita cu 8 — 0, respectiv § — a.

3.4.5 Formule de tip Rodrigues pentru grupul SE(n),
n=2sin=23

Grupul special euclidean SE(n) a fost deja introdus in paragraful 1.5. Vom com-
pleta unele proprietati ale acestui grup.

Grupul euclidean E(n) este grupul care contine toate izometriile spatiului euclid-
ean R”. In cazul in care n = 2, grupul E(2) contine toate translatiile, rotatiile si
reflectiile planului.

Este cunoscut faptul ca orice izometrie este de forma
F(z)=Rx+v

unde R € O(n) si v €R™.

Grupul izometriilor poate fi reprezentat de grupul matricelor notat prin E(n),

R v
E(n) = € GL(n + 1,R)|v eR™!
0 1

continand matrici patratice de ordinul n + 1. Multimea aplicatiilor afine p ale lui
R"™ definite in felul urmator

p(X)=RX+u

unde R € SO(n) este o matrice de rotatie si u este un vector din R”, dar considerat
ca si o matrice din R"™!, formeazi un grup impreuni cu operatia de compunere
a matricelor, numit grupul izometriilor afine directe, sau miscari rigide, notat prin
SE(n).

Se dovedegte ca grupul E(n) nu este un grup Lie conex. Grupul special euclidean

SE(n) este de fapt componenta conexa a identitatii a grupului E(n). Subgrupul Lie
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SE(n) corespunde grupului care contine toate izometriile R care pastreaza orientarea
avand proprietatea ca det R = 1. Astfel grupul SE(n) este inchis in GL(n + 1, R).
Prin urmare este un grup Lie de matrice.

Grupul SE(n) nu este marginit, deci nu este compact. Pentru a demonstra

aceasta proprietatea consideram sirul de matrice

Am = I ¥ )
0 1
unde vectorul v,,€R" are prima componenta m si celelalte componente egale cu 0.
Norma Frobenius a lui A,, este ||A,,|| = v/m + 2, deci secventa A,, nu este marginita.

Astfel grupul SE(n) nu este marginit, deci nu este compact.

Avem
SE(n) := SO(n) x R",
unde
SO(n) := {A € M,(R)|A'A =1,,det(A) = 1}
si 7 x 7 noteaza produsul semidirect de grupuri.

Propozitia 3.4.8 Algebra lui Lie se(3) a lui SE(3) se identifica cu s0(3) x R3 gi

baza canonica a ei este data de matricele:

00 0 O 0 010 0 -1 0 0
00 -1 0 0 00O 1 0 00
[ , E0= , €3= ’
01 0 O -1 0 0 0 0 0 00
00 0 O 0 000 0 0 00
0001 0 00O 0 00O
00 00O 0 001 0 00O
€4= y 5= y 66—
000 00 0O 0 0 01
00 00O 0 00O 0 00O

Observatia 3.4.9 Folosind aplicatia ~: R® — s0(3), z — 7, datd mai sus se poate

observa usor ca avem izomorfismul de algebre Lie
se(3)=R°.
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Observatia 3.4.10 Ca o consecinta a propozitilor de mai sus avem ca tabla in-

multirii (tabela crogetului) pentru algebra Lie se(3) este data de

] er e es e €5 e
€1 0 €3 —€9 0 € —E€x5
()] —E€3 0 €1 —€g 0 €4
€3 €9 —e1 0 (&1 —€4 0

€4 0 e —es 0 0 0

es —eg 0 ey 0 0 0

(& €5 —€4 0 0 0 0

Propozitia 3.4.11 In raport cu baza canonica (ey, e, es, ey, e5,¢e) constantele de

structura ale algebrei Lie se(3) sunt

3 _ 2 _ ko 6 _ 5 _
Cio=1,c13= —1,c14= 0, c35= 1, ci4= —1,
1_ 6 _ k 4 _

Cp3= 1, Cou= —1, 5= 0, 6= 1,
5 4 _ E _
Cayy= 1, Cy5= —1, Cs= 0,

E_ E_
Cis= 0, cig= 0,
k __

Cse= 0,

unde k =1,2,3,4,5,6.

Fie Q o matrice a algebrei se(n),

X u
0 0

Q:

unde X este o matrice antisimetrica, patratica, cu elemente reale. Urmatoare obser-
vatia simpla este folositoare in determinarea unei formule Rodrigues pentru grupul

SE(n). Polnomul caracteristic pg al matricei € verifici urmditoarea relatie

pa(t) = tpx(t).
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Intr-adevar, avem

tl, — X —u
pa(t) = det(tl,41 — Q) = det = tdet(tl, — X) = tpx(t).
0 t

In cazul in care n = 2, consideram o matrice antisimetrica X # O,

0 a
X = ,a € R*.
—a 0

Folosind observatia de mai sus, matricea € € se(2) are valorile proprii A; = ai, Ay =

—ai, A3 = 0. Formula Rodrigues este de forma
GXp(Q) = Aolg + A1Q + AQQQ

si folosind Teorema 3.4.4. coeficientii Rodrigues Ag, A1, Ay satisfac sistemul 3.4.6
care se reduce exact la sistemul care are ca si solutii coeficientii Rodrigues clasici
din paragraful 3.4.4.

Obtinem formula

. -
exp(Q) = I + SIZGQ p o (3.4.13)

a?

Relatia (3.4.13) ne ajutd si demonstram ugor ca exp A € SE(2) pentru toate ele-
mentele A € se(2).

In cazul in care n = 3, consideram o matrice antisimetrica X # Os,

0 —c b
X — C O —a )
-b a 0

avand polinomul caracteristic px(t) = t* + (a? + 0% + )t = 3 + 0%, unde 0 =
Va2 + 0%+ .

Polinomul caracteristic corespunzitor matricei Q2 € se(3) este po(t) = tpx(t) =
t* + 0*¢2, prin urmare valorile proprii ale lui  sunt A\ = 6i, Ay = —60i, A3 = A\, = 0.

Formula Rodrigues este in acest caz

exp(Q) = Aoly + A1Q + A,0% + A0
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Deoarece avem o valoare proprie cu multiplicitatea doi vom folosi metoda Putzer (a
se vedea subparagraful 3.4.3, lucrarea originald a lui E.J. Putzer [65] sau lucrarea

D.Andrica si R.-A. Rohan [7]). Matricea Putzer este

0 6, 0 1

2 0 1 0
C:

0 1 00

1 0 00

si dupa cateva calcule simple care se gasesc in detaliu in lucrarea D.Andrica si R.-A.

Rohan [7], obtinem urmétoarea formuld Rodrigues

1 — cosf g —sind
exp(Q):]4+Q+%Q2+%

Aceastd formuld este mentionatd in cartea J.M.Selig [72, Capitolul 4, pg 51 — 83],

Q3. (3.4.14)

unde este obtinuta printr-o metoda diferita. De retinut este faptul ca este exact

aceeasi forma ca a formulei 3.4.11 obtinuta in Cazul 2 al paragrafului 3.4.4.
Folosind izomorfismul de algebre Lie R? — s0(3),w —— @, obtinem urmitoare

reformulare pentru formula Rodrigues (a se vedea D. Andrica, I.N. Casu [68, Propoz-

itia 7.1.8)).
Propozitia 3.4.12 Aplicatia exponentiala
exp: se(8) — SE(3)

este data de relatiile urmatoare

(1) Daca w # 0, atunci

&)

v exp W W {[I3 — (exp @)@ + ww' 3] v}

0 0 1

exp

(17) Dacd w = 0, atunci

[3V

exp

v
0 0 1

o o)

Propozitia 3.4.12 oferda o demonstratie directd pentru surjectivitatea aplicatiei
exponentiale exp : s¢(3) — SE(3). (a se vedea monografia D.Andrica, I.N.Casu [3,
Propozitia 7.1.9])
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3.4.6 Formule de tip Rodrigues pentru grupul SO(2,1)

In cele ce urmeazs vom determina coeficientii Rodrigues pentru grupul 0(2,1).In
lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [6] a fost utilizatd metoda lui Putzer. In continuare
vom folosi rezultatul principal din lucrarea D.Andrica, R.-A.Rohan [7] continut in
Teorema 3.4.4.

Pentru o matrice A € 0(2, 1), adica

0 a —=b
A - —Q O C ’
b —c 0

polinomul sau caracteristic este dat de
pa(t) =15 — (b + & — a®)t.

Vom discuta cele 3 cazuri:

Cazul 1. u = b® + ¢ — a? > 0. Atunci valorile proprii ale matricei A sunt

A1 = Vu, A\ = —\/u, A3 = 0. Sistemul 3.4.6 devine

3ag + 2uay = 1 4 eV 4 ¢~V
2ua; = /u (eV' — e V)
2uag + 2utas = u (V" 4+ e V).

deci obtinem

sh\/ﬂa _chyu=1
\/672_ u ’

ap=1,a; =

ceea ce conduce la formula Rodrigues

sh\(/\gﬂ)A N ch(\/g) - 1A2.

Cazul 2. u = b? + ¢ — a®> = 0. Prin trecerea la limitd cu u — 0, in formulele

exp(A) = I3 +

precedente pentru ag, aq, as, obtinem formula

1
eXp(A) = [3 —|— A + 5142
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Cazul 3. u = b* +c? —a? < 0. Un rationament analog celui din Cazul 1 conduce

la

N cos(v/—u) — 1

2
— " A*.

exp(A) = I3+

Rezulta astfel

Iy + 25 4 4 VT2 Gai > 0

exp(A) = Is+ A+ A% daci u =0

sin(v/—u cos(v/—u
Iy + bt 4 elV)

1 A2 daci u < 0

unde u = b® + 2 — a?.
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Capitolul 4
Aplicatii in mecanica geometrica

In acest capitol prezentim unele aplicatii ale rezultatelor dezvoltate in capitolele
precedente. Paragraful 4.1 trece in revista intr-o maniera matriciala transformarea
Cayley a grupurilor SO(n) si SE(n). Aplicatia Cay : so(n) — SO(n) este deosebit
de utila in parametrizarea naturala a rotatiilor, lucru ilustrat in paragraful 4.2. For-
mula lui Rodrigues pentru grupul Lorentz SO(3,1) prezintd un interes aparte in
fizica teoretica, in studiul miscarii unei particule incarcate intr-un caAmp electromag-
netic constant. Aceasta formula a fost determinata de catre G.K. Dimitrov, .M.
Mladevov [21] utilizand structura algebrei Lie s0(3,1) si izomorfismul cu algebra
s((2,C). In lucrarea D. Andrica, R.-A. Rohan [8] este dati o metods noud de de-
terminare a acestei formule (subparagraful 4.4.2). Ultimul paragraf aplicd rezultele
mentionate mai sus in determinarea traiectoriilor unei particule incarcate intr-un

camp electromagnetic constant gi utilizeaza lucrarea mentionata [21].
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4.1 Descrierea grupului SO(n) in forma Hamilton-

Cayley

4.1.1 Transformarea Cayley a grupului SO(n)

Matricele grupului SO(n) descriu miscérile de rotatie din R”. Dacd matricea
A apartine algebrei Lie so(n)corespunzatoare grupului Lie SO(n), atunci matricea
I,, — A este inversabila.

Intr-adevir, valorile proprii Aj, ..., \, ale lui A sunt 0 sau pur imaginare, deci
valorile proprii ale matricei I, — A sunt 1 — A\y,...,1 — \,. Acestea sunt evident
diferite de 0, prin umare det(l,, — A) = (1 — Ay)--- (1 — \,) # 0, adica I, — A este
inversabila.

Aplicatia Cay : so(n) — SO(n), definitd prin
Cay(A) = (I + A) (I, — A)_l

se numeste transformarea Cayley a grupului SO(n). S& ardtdm ca aceasta aplicatie
este corect definita. Fie Cay(A) = R.

Aplicatia Cay este evident continud si Cay(O,) = I, € SO(n), deci in mod
necesar avem R € SO(n).

Notdm cu ) multimea elementelor grupului SO(n) care are pe —1 ca valoare

proprie. Evident avem R € > daci si numai dacd matricea I,, + R este singulara.
Teorema 4.1.1 Aplicatia Cay : so(n) — SO(n)\ Y. este bijectiva si inversa aces-

teia este Cay™ : SO(n)\ Y. — so(n), Cay ' (R) = (R+ I,) " (R - I,,).

4.1.2 Formule de tip Rodrigues pentru transformarea
Cayley
Deoarece inversa matricei I,, — A se poate scrie sub forma

(I, —A) =L +A+A*+...,
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pe o vecinatate suficient de mica a lui O,,, tindnd seama de teorema Hamilton-Cayley,

rezulta ca transformarea Cayley se poate scrie sub forma polinomiala
Cay(A) = bo(A) L, + b1 (A)A+ ...+ b, 1 (A)A" (4.1.1)

unde coeficientii by, ..., b,_1 sunt unic determinati si depind de matricea A. Vom
numi aceste numere, prin analogie cu situatia aplicatiei exponentiale, coeficientii

Rodrigues ai lui A relativ la aplicatia Cay.

Teorema 4.1.2 Flie Ay, ..., \, valorile proprii ale matricei A € so(n).
1) Coeficientii Rodrigues ai lui A relativ la trasnformarea Cay sunt solutii ale

sistemulug

1+ A,
Zskﬂbk_ZAle_r j=0,...,n—1, (4.1.2)

unde Sj =N, + ...+ \.

2) Daca valorile proprii Ay, ..., A\, ale matricei A sunt distincte doua cdte doua,
atunci coeficientii Rodrigues by, . .., b,_1 sunt perfect determinati de acest sistem si
sunt functit rationale de A1, ..., \,.

Vom ilustra in continuare cazurile particulare n = 2 gsi n = 3. Daca A = O,,
atunci Cay(A) = I, sidecibg =1,by =... =b,_1 =0.

In cazul n = 2, consideram matricea antisimetrica A # O,, unde

0 a
A= ,a € R*,

—a 0
avand valorile proprii A; = ai, A\ = —ai. Sistemul (4.1.2) devine in acest caz
_ 1+ 1—ai
2by = 155 + r
—2a%b; = @it — aig

1+a7,

si obtinem

1—a? 1
b=

1+ a? 1+ a?

bo =
Rezulta astfel formula de tip Rodrigues pentru transformarea Cayley

1—a2] n 2
14+ a? 2 14 a?

Cay(A) = (4.1.3)
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Pentru n = 3, o matrice antisimetrica este de forma

0 —c b
A= c 0 —al,
-b a 0

avand polinomul caracteristic pa(t) = > + 6°t, unde 0 = /a2 + b2 + c2. Valorile
proprii ale matricei A sunt \; = 0i, \y = —0i, \3 = 0. Avem A = O3 daca si numai
daca 6 = 0, deci este suficient sa consideram doar situatia in care 6 # 0. Sistemul

(4.1.2) devine

3by — 20%hy = 101 4 1-0i 4 4

1—-67 1401
—20%by = 0i 15! — 0i}70;
—20%by + 20*by = —6° (50 + 1=01)
cu solutia
bp=1,0; 2 &

= N b = .
1+62 7 146

Rezultad formula de tip Rodrigues pentru transformarea Cayley a grupului SO(3)

2 2 22

Cay(A) =1 A
ay(4) St e T g

(4.1.4)

Formula (4.1.4) ofera posibilitatea sa obtinem o altd forma pentru inversa transfor-
matei Cayley. Fie R € SO(3) astfel incat avem

2 2,

R=1I+ A+
1+ 1+ 0

Y

unde A este o matrice antisimetrica. Considerand operatia de transpunere in ambii

membrii ai acestei relatii si tinand seama c& ‘A = — A, obtinem
R—'R=—2_A (4.1.5)
14 6°

Pe de alta parte, avem

46 4
tr(R)=3— —— = -1+ ——,
r(R) 1+ 6? +1+02

si prin inlocuirea in relatia (4.1.5) obtinem formula

1

Cay™'(R) = T+ (R)

(R— 'R). (4.1.6)
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Formula (4.1.6) are sens pentru rotatiile R € SO(3) pentru care 1 + tr(R) # 0.
Daci R este o rotatie de unghi «, atunci avem tr(R) = 1 + 2cos «, deci aplicatia
Cay~! nu este definitd pentru rotatiile de unghi o = 4. Deoarece in regiunea unde
este definita aplicatia C'ay este bijectiva, rezulta cd matricele antisimetrice din so(3)
pot fi folosite ca si coordonate pentru rotatii. Tinand seama de izomorfismul ” ™7
de algebre Lie intre (R3, x) si (s0(3),[,]), unde ” x ” noteaza produsul vectorial,

definit prin v € R* — 7 € 50(3), unde

I 0 —XI3 To
UV = i) §1 V= I3 0 —X1 5
I3 —XT2 T 0

prin compunerea aplicatiilor
R? = s0(3) ¥ SO(3)

obtinem o parametrizare vectoriald a rotatiilor din SO(3).

4.1.3 Transformarea Cayley pentru grupul SE(n)

In acest subparagraf vom defini o transformare de tip Cayley pentru grupul
special euclidean SE(n). Prin analogie cu grupul special ortogonal SO(n), definim

aplicatia Cay,41 : se(n) — SE(n), unde
Ca/yn+1(S) = ([n+1 — S)il([n+1 + S) (417)

Vom numi aceasta aplicatie transformarea Cayley a grupului SE(n). In primul rand

sd ardtam cd ea este corect definitd. Fie S € se(n), o matrice definitd in blocuri
S = :
0 0

unde A € so(n) si u €R™. Un calcul simplu aratd ca avem formula

R (R+1,)u
(i =57 o +5) = [ ( 1) ,
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unde R = (I, — A)"Y(I, + A) = Cay(A) € SO(n), ceea ce ne-am propus si demon-
stram.
Legdtura dintre transformarea Cay : so(n) — SO(n) si Cayny1 : se(n) — SE(n)

se realizeaza prin formula

Cay(A) (R+ I,)u
0 1

Cayn-ﬁ-l (S) =

Ca si pentru transformarea clasicd Cay : so(n) — SO(n), putem obtine formule de
tip Rodrigues pentru transformarea C'ay,,.; : se(n) — SE(n), pentru valori mici ale
lui n. Folosind observatia din Sectiunea 5.1 a lucrarii R.-A.Rohan [68] obtinem c&
pentru o matrice S € se(n) definitd in blocuri ca mai sus, polinomul ei caracteristic
ps satisface relatia pg(t) = tpa(t). Formula lui Rodrigues pentru transformarea

Cayny1 : 5¢(n) — SE(n) este de forma
CaynH(S) = C[)In+1 -+ 015 + ...+ CnSn,
unde coeficientii cg, 1, ..., ¢, depind de matricea S.

Teorema 4.1.3 Aplicatia Cay,1 : se(n) — SE(n)\ ), este bijectiva §i inversa

el este data de

B Cay™ ' (M) (R+1,) 't
Cayn—il-l(M) = O O )

unde matricea M este definita in blocuri prin

R t
0 1

4.2 Parametrizarea vectoriala a rotatiilor

Fie grupul special ortogonal SO(3)
SO(3) = {0 € GL(3,R) : det O =1,0 'O = I,,} (4.2.1)

unde GL(3,R) reprezintd grupul matricelor patratice, de ordin 3, cu elemente reale
impreund cu algebra Lie s0(3) (adicd generatorii infiniezimali) care este datd de ma-

tricele patratice, de dimensiune 3, antisimetrice. Daca matricea O apartine algebrei
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Lie s0(3) grupului SO(3) atunci matricea I,, — O este inversabild si transformarea
Cayley studiata in subparagraful 4.1. Am vazut ca avem izomorfismul de algebre
Lie intre (R3, x) si (s0(3), [-,]), unde ” x ” noteazi produsul vectorial, definit prin

v €R? — 7 € s0(3), unde

Ty 0 —xT3 )
v= |z | SIV=] 3 0 —mx
T3 —Ty X 0

Prin compunerea aplicatiilor
R3 — s0(3) % SO(3)

rezultd cd orice matrice de rotatie R € SO(3)\ Y, poate si scrisa sub forma R =
Cay(v), unde vectorul v € R? este unic cu aceastd proprietate. Aceasta relatie este

echivalenta cu

1—v2)I3+2 20
R = Cay(d) = (I + 9)(I; — 9) ' = L=¥) 311;;@”* v (4.2.2)

unde v ® v noteazd matricea diadicd v- ‘v, adicd matricea

2 mze 173
VRU= | zox; x% ToT3

Tr3T1 T3T2 J]%

Din formula (4.1.6) avem

1

0= "Cay " (R) =

(R— 'R). (4.2.3)

Formula (4.2.2) reprezintd o parametrizare explicitd a matricelor de rotatie din
SO(3)\ Y. Vectorul v € R? se numeste vector parametru, este paralel cu axa de
rotatie si modulul sau |v| este egal cu tg§, unde a este unghiul de rotatie.

Multimea tuturor vectorilor parametru formeaza un grup Lie in raport cu mul-

tiplicarea
V1 + Vo 4+ U1 X Vg
<U1, ’U2> = (424)
1— V1 * Uy
unde 7 x 7 este produsul vectorial si ” -7 produsul scalar al vectorilor v, si vs.
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4.3 Forma analitica a elementelor din SO(n)

Un bloc diagonal al matricei de rotatie a lui Givens R;(¢) € M,(R), este de

forma
I 4 0 0 0
0 CoS Q). . —sin¢). . 0
Ri(¢) = (, e (s din (4.3.1)
0 (sin ¢)z‘+1,i (cos ¢)i+1,i+1 0
0 0 0 Infifl
pentrui =1,2,...,n—1. Asa cum se poate observa, matricea de rotatie a lui Givens

R;(¢) implicd numai doud coordonate care sunt influentate de unghiul de rotatie
¢ intrucat celelalte directii, care corespund valorii proprii 1, nu sunt afectate. In
dimesiunea n, existd n — 1 matrice de rotatie Givens de tipul (4.3.1). Prin inmultire,

acestea pot genera o matrice patratica, de ordin n data de relatia

R(¢) = Ri(¢)Ra(9) - .. Ry-1(9).

Este clar ca matricea R(¢) este una speciald, atunci cind unghiurile matricelor R;(¢)

sunt considerate egale. O formuld explicitd a matricei R(¢) este data de

cos¢ —cos@sing ... (=1)"cos¢sin" ¢ (—1)"*Hsin" g
sin ¢ cos? ¢ —cos?gsing ... (=1)"lcos?¢sin® ¢ (—1)"cospsin"? ¢
0
— cos? ¢sin ¢
cos? ¢ — cos ¢sin ¢
0 e . 0 sin ¢ coS @

Matricea (4.3.1) este aproape o matrice superior triunghiulara, dar cu sin ¢ pe prima
subdiagonala si cele (n—2) x (n—2) submatrice incepand de pe pozitia (2, 2) este de
fapt o matrice Toeplitz superior triunghiulara. (O matrice Toeplitz T' sau o matrice
diagonal-constanta este o matrice in care fiecare diagonala descendenta de la stanga

la dreapta este constanta, adica 7T} ; = Tj11 j+1)-

64




4.4 Formula lui Rodrigues pentru grupul Lorentz
SO(3,1)

Multe modele matematice ale proceselor din fizica, biologie si chimie sunt bazate
pe sisteme de ecuatii diferentiale liniare avand coeficienti constanti. De exemplu,
prin rescrierea ecuatiei clasice a legii de energie a lui Lorentz in forma relativa,
miscarea unei particule incarcate intr-un cAmp electromagnetic constant poate fi

descrisa de un sistem cu patru ecuatii diferentiale, numite ecuatiile lui Lorentz

AU
dr

= a}"gUﬁ, a,f=uxy,z2,t. (4.4.1)

Aici U noteaza vectorul patru-viteza al particulei (coloand) fata de sistemul inertial
fix
U= "(U"UrUrUY, (4.4.2)

cu

d E
U”zdlyzx,y,xgi Ut == (4.4.3)
T m

fiind spatiul sau, respectiv componentele timpului, 7 este timpul, F fiind energia
particulei energie si m masa sa. In scrierea sistemului (4.4.1) am folosit in mod
implicit conventia de sumare a lui Einstein, adica daca intr-o suma doi indici se
repetd, simbolul suma se omite. Parametrul real a reprezinta constantele fizice, mai
precis avem a = =, unde e este sarcina electrica a particulei.

In final, campul electromagnetic independent de timp, considerat fatd de acelasi

sistem de referinta inertial fix este reprezentat de un tensor F de ordinul doi,

0 Bs —By, E
By 0 B E

F=| b (4.4.4)
B, -B, 0 B

E, By, F; 0

unde F1, Es, E5 si By, Bs, Bs sunt componentele cAmpurilor electrice, respectiv mag-
netice, masurate in sistemul inertial fix si presupunem ca unitatile de masura sunt

alese astfel incat viteza luminii este unitatea, adica avem c = 1.
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Introducem

1 00 O
010 O
n= (4.4.5)
001 0
000 -1

si astfel putem verifica intr-un mod simplu ca orice matrice F de forma (4.4.4)
satisface relatia

"Fn+nF =0 (4.4.6)

ceea ce inseamnd ca F apartine algebrei Lie s0(3,1) corespunzitoare grupului
Lorentz

SO(3,1) = {A € GL(4,R)| "AnA = n,det A =1} . (4.4.7)

Daca alegem un alt sistem de referinta, matricea care reprezinta campul electro-
magnetic, se transforma intr-o noua matrice printr-un automorfism interior ( €
Int(s0(3,1)) a algebrei Lie s0(3,1).

Pe de altd parte, solutia generald a sistemului (4.4.1) este
U (1) = exp(aFT)Uy (4.4.8)

unde exp este aplicatia exponentiald corespunzitoare grupului Lorentz si Uy = U(0)
este valoarea initiald a vectorului patru-viteza (in momenul 7 = 0), deci este impor-
tant sd determindm o formuld de tip Rodrigues pentru aplicatia exp : s0(3,1) —
SO(3,1).

In acest paragraf vom urma doui cii diferite pentru a obtine o astfel de formuli

care simplifica solutia generald (4.4.8) a sistemului (4.4.1).

4.4.1 Demonstratie bazata pe structura algebrei s0(3,1)

In acest subparagraf prezentfm metoda dezvoltati de G.K. Dimitrov si I.M.

Mladenov [21].
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4.4.2 Demonstratie alternativa care utilizeaza sistemul

(3.4.6)

In acest subparagraf prezentim rezultatul din lucrarea D. Andrica si R.-A. Rohan

[3].

4.5 Miscarea unei particule incarcate intr-un
caAmp electromagnetic constant

In aceastd sectiune vom determina traiectoriile unei particule cu masa m si incir-
ciitura electricd e intr-un camp electromagnetic constant . In acest scop trebuie si
rezolvam sistemul ecuatiilor lui Lorentz cu datele initiale respective.

Cazul 1. E.B # 0.

Rezulta ca in acest caz campul electromagnetic poate fi reprezentat printr-o

matrice de tipul

0 o 0 0
~ —a 0 0 0
((F)=F= ,E =(0,0,0), B =(0,0,a), (4.5.1)
0 0 0 o
0 0 o O
unde o, 0 € R*.
Obtinem imediat
cos(aat)  sin(aart) 0 0
~ —sin(aat) cos(aar) 0 0
exp(aFT) = : (4.5.2)
0 0 ch(aot) sh(aoT)
0 0 sh(aoT) ch(aoT)
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Figura 4.1: E = (0,0,41 x 107%), B = (0,0,6 x 10%), 7 € [0,1074]

si in plus avem

U*(t) psin(aar)

U(r) = UY(r) _ cos(aart) ‘ (453)
U*(T) V14 p2sh(aor)
Ul(r) V14 p2ch(aor)

Astfel de traiectorii pot fi gasite dupa o integrare directa, care ne conduce la
solutia
2(7) = o + £ (1 — cos(aar))
y(1) = yo + & sin(aart) (4.5.4)

(1) = 20+ Y (ch(aor) — 1).

ao

O astfel de traiectorie, care este o spirala de-a lungul axei z, este reprezentata in

Figura 4.1 pentru un electron care porneste cu viteza U, din pozitia initiala zq, cu

valorile initiale

xo = (70, Y0, 20) = (0,0,0) si Uy = (U*(7),U%(7),U*(7)) = (0,4 x 10°,0). (4.5.5)
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Mentionam ca in figurile prezentate, unitatile de masura pentru vectorii £ si B sunt
volt pe metru si voltxsecundd/(3 x 10®) pe metru pétrat, timpul este masurat in
secunde, distantele (cu citeva execeptii) in metrii gi vitezele in metrii pe secunda.
Cazul 2. E.B=0si B> - E? < 0.
Campul electromagentic poate fi reprezentat din nou printr-o matrice de tipul I)

si putem concluziona ca acest lucru este posibil doar in cazul in care avem

a=0. (4.5.6)
Prin urmare putem scrie
00 0 O
- 000
((F)=F= ,E=1(0,0,0),B=1(0,0,0). (4.5.7)
00 0 o
0 0 o
unde o € R*.
Obtinem
10 0 0
- 0 1 0 0
exp(aFT) = , (4.5.8)
0 0 ch(aoT) sh(aoT)
0 0 sh(aoT) ch(aoT)
ceea ce ne conduce la
U*(7) 0
UY(r) 0
U(r) = = : (4.5.9)
U?(1) V 1+ p?sh(aor)
Ut(r) V14 p2ch(aor)

Integrarea relatiei (4.5.9) ne d4 traiectoria descrisa de curba

x(T) = x9
y(r) = yo + p7 (4.5.10)
2(1) = 20 + m(ch(aaT) —1).

ao
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Figura 4.2: E = (0,0,2 x 1073), B = (0,0,0), 7 € [0, §]

Aceasta curba este ugor de recunoscut ca fiind o catenara in planul OY Z. Mai multe
detalii despre proprietéitile geometrice si mecanice a acestei curbe pot fi gisite in [59]
si [60]. Folosind formulele (4.5.10) am ilustrat grafic traiectoria pe care o urmeaza
electronul in Figura 4.2 cu datele initiale specificate in (4.5.5), iar scara pentru axe
este aleasi astfel incat o unitate s& corespundi la 10® metrii.

Cazul 3. E.B=0si B> - E? > 0.

Campul electromagentic poate fi reprezentat din printr-o matrice de tipul I) in

care
o=0, (4.5.11)
si prin urmare obtinem
0 a 00
~ —a 0 0 0
C(f) =F = B = (0,0,0),B: (0701 O‘)? (4'5'12)
0O 0 0O
0O 0 0O
unde o € R*.

Procedand la fel ca in cazul anterior obtinem

cos(aar) sin(aar) 0 0

~ —sin(aat) cos(aat) 0 0
exp(aFT) = (4.5.13)

0 0 11

0 0 11
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si

U*(r) psin(aar)
Uv(r cos(aat
U(r) = T | preostean) | (4.5.14)
U*(r) 0
U(7) V14 p?r
Integrarea relatiei (4.5.14) va conduce la traiectoria descrisd de curba
x(7) = 20 + £ (1 — cos(aar))
y(1) = yo + £ sin(aar) (4.5.15)

2(1) = 2o,

care este un cerc in planul OXY. Acest rezultat este de o importanta deosebita in
teoria ciclotoanelor i a spectometrelor de masa.
Cazul 4. E.B =0si B> — E? = 0.

Campul electromagentic poate fi reprezentat printr-o matrice de tipul IT), adica

0O 0 0 0
~ 0O 0 v O
F = ,E=(0,0,v),B=(vr,0,0), (4.5.16)
0 —v 0 v
0O 0 v O
unde v € R.
Obtinem
1 0 0 0
~ 0 1-— %azszz avT %a2l/27'2
exp(aFT) = (4.5.17)
0 —avT 1 avT
0 —%&2V2T2 1 1+ %a21/27-2
ceea ce conduce la
Uue(r) 0
Uv(r) ot da2? (V142 = p) 72
U(r) = = (4.5.18)
U*(7) av <\/1+u2—u>7
Ut(t) V1+p?+ ta?? <\/1+/L2—/L>72
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Integrand relatia (4.5.18) putem gasi parabola semi-cubicd generalizatd in planul

OY Z (mai multe detalii se pot gasi in [28]) descrisa parametric de

x(T) = o

y(1) = yo + px + gav? <\/ 14 p? — N) 7 (4.5.19)

2(1) = 20 + sav (\/1 + 2 —,u) 72,

Trei tipuri diferite pentru traiectorii astfel generate, cu datele initiale specificate

in (4.5.5), sunt prezentate in Figura 4.3 pentru a evidentia caracterul specific in

intervale diferite de timp alese corespunzitor. In Figura 4.3, scara considerats de pe

axe este aleasi astfel incat o unitate corespunde valorii de 10® metrii.
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