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Introducere

Teoria reprezentărilor grupurilor finite este un instrument important necesar pen-
tru a examina structura unui grup, astfel unul dintre scopurile principale ale teorie
reprezentărilor grupurilor finite este clasificarea tuturor grupurilor finite. În acest sens,
unul dintre rezultate importante obt, inute ı̂n acest secol a fost clasificarea cu succes a
tuturor grupurilor finite simple. Pentru a clasifica toate grupurile finite, unele din cele
mai vechi conjecturi propun să creeze o legătură ı̂ntre teoria reprezentării a unui grup
finit cu cea a subgrupurilor sale locale. Una din principalele strategii folosite pentru abor-
darea acestor as,a numite conjecturi locale-globale, constă ı̂n a le reduce la o condit, ie mai
puternică despre grupuri simple, numită ı̂n literatură drept condit, ie inductivă. Astfel de
teoreme de reducere pot fi obt, inute folosind tehnici ale teoriei Clifford, s, i ı̂n particular,
folosind limbajul tripletelor de caractere s, i a relat, iilor dintre ele.

În rezultatele recente ale lui Britta Späth, rezumate ı̂n [37] s, i [38], despre condit, ii
inductive pentru conjectura McKay s, i conjectura Alperin asupra ponderilor (Alperin
weight conjecture, AWC), teoremele de reducere obt, inute utilizează anumite relat, ii ı̂ntre
două triplete de caractere, care impun ca cele două triplete să aibă aceeas, i “teorie Clif-
ford”. Mai exact, Britta Späth consideră trei relat, ii ı̂ntre triplete de caractere: relat, ia de
ordine-init, ială (first-order [38, Definit, ia 2.1]), relat, ia de ordine-centrală (central-order [38,
Definit, ia 2.7]) s, i relat, ia de ordine-relativă-la-blocuri/ordine-blockwise (blockwise-order
[38, Definit, ia 4.2]).

În această teză am creat o versiune categorială pentru triplete de caractere, pe care
le numim triplete de module s, i totodată introducem trei relat, ii ı̂ntre triplete de mod-
ule corespunzătoare celor anterior amintite dintre tripletele de caractere. Mai mult, am
demonstrat că aceste relat, ii sunt consecint,e ale unor echivalent,e graduate Morita, Rickard
s, i respectiv, derivate, cu câteva condit, ii suplimentare. Aceste rezultate au fost motivate
de convingerea, exprimată ı̂n mod special ı̂n lucrările lui Michel Broué (vezi, spre exemplu,
[5] s, i [6]), că anumite corespondent,e ı̂ntre caractere cu proprietăt, i “bune” sunt de fapt
consecint,e ale unor echivalent,e categoriale, cum ar fi echivalent,e Morita sau echivalent,e
Rickard ı̂ntre blocurile unor algebre grupale. Pentru a explica legătura dintre aceste două
perspective, vom ı̂ncepe prin a introduce contextul nostru.

Fie G un grup finit, s, i (K,O, k ) un sistem p-modular, unde O este un inel complet de
valoare discretă, K este corpul de fract, ii a lui O s, i k = O/J(O) este corpul rezidual de
caracteristică p. Presupunem că corpul k este algebric ı̂nchis s, i că corpul K cont, ine toate
rădăcinile de ordin |G| ale unităt, i. Fie N un subgrup normal al lui G. Notăm Ḡ := G/N.
Fie G ′ un subgrup al lui G astfel ı̂ncât G = NG ′, s, i fie N ′ = G ′∩N. Considerăm blocurile
Ḡ-invariante, b s, i b ′ ale lui ON s, i ON ′ s, i O-algebrele tare Ḡ-graduate A = bOG s, i
A ′ = b ′OG ′, ı̂mpreună cu 1-componentele lor B = bON s, i B ′ = b ′ON ′.

În Capitolul 1, pornim cu “Teorema Fluturelui”, care ı̂n versiunea lui B. Späth din [38,
Teorema 2.16], oferă o metodă pentru obt, inerea anumitor relat, ii ı̂ntre triplete de caractere.
Motivat, i de aceasta, precum am publicat ı̂n articolul [28], considerăm echivalent,e Morita
graduate ı̂ntre extensii de blocuri s, i obt, inem Teorema 1.5.2, care permite construct, ia unei
echivalent,e Morita graduate dintr-una dată folosind asumpt, ii similare celor din [38]. În
orice caz, presupunerea noastră că toate elementele lui M comută cu cele din centrul
lui N, unde M este un (B,B ′)-bimodul ce induce o echivalent, ă Morita ı̂ntre B s, i B ′, ne
oferă o motivat, ie pentru o dezvoltare ulterioară a acestei versiuni categoriale a “Teore-
mei Fluturelui”, care va fi introdusă ı̂n Capitolul 2. Mai mult, una din condit, iile din
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definit, ia lui B. Späth ([37, Definit, ia 3.1], [38, Definit, ia 2.7]) ale relat, iei de ordine-centrală
≤c dintre două triplete de caractere impune atât că CG(N) ≤ G ′, dar s, i că cele două
caractere proiective asociate celor două triplete de caractere să ia aceleas, i valori scalare
pe elementele lui CG(N). Se observă că ı̂n această situat, ie, algebra grupală C = OCG(N)
este o subalgebră Ḡ-graduată a ambelor algebre A s, i A ′, dar s, i că ea are o Ḡ-act, iune
evidentă compatibilă cu Ḡ-graduarea. Prin urmare, dat fiind faptul că cunoas,tem deja că
echivalent,ele induse de bimodule Ḡ-graduate conservă mult, i invariant, i teoretici Clifford
(vezi [25, §5] s, i [26]), versiunea noastră categorială a “Teoremei Fluturelui” dar s, i relat, ia
≤c dintre triplete de caractere ne conduc la a considera (A,A ′)-bimodule Ḡ-graduate M̃
cu proprietatea că mḡc = ḡ cmḡ oricare ar fi ḡ ∈ Ḡ, c ∈ C s, i mḡ ∈ M̃ḡ. Am dovedit că
echivalent,ele induse de astfel de bimodule implică relat, ia ≤c ı̂ntre tripletele de caractere
corespunzătoare. Acest tip de bimodule, pe care le numim (A,A ′)-bimodule G-graduate
peste o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată C, le vom introduce ı̂n Capitolul 2. Tot aici,
vom s, i prezenta principalele lor proprietăt, i. Acest tip nou de structuri a fost publicat
de către noi pentru prima dată ı̂n articolul [29]. Rezultatul principal al acestui capitol
constă ı̂n Teorema 2.1.13, unde demonstrăm că categoria acestor bimodule, A-Gr/C-A ′,
este echivalentă categoriei ∆C-modulelor, unde ∆C =

⊕
ḡ∈ḠAḡ ⊗C A ′

op
ḡ . De fapt, avem

trei functori izomorfi natural care dau această echivalent, ă (vezi Propozit, ia 2.1.14). De
asemenea, am demonstrat adit, ional ı̂n Propozit, ia 2.1.15 că aces,ti functori sunt compat-
ibili cu produse tensoriale, dar s, i cu “a lua morfisme”. În următoarele părt, i ale acestui
capitol, am dezvoltat o teorie Morita graduată peste C, as,a cum am s, i publicat ı̂n articolul
[32]; am demonstrat că echivalent,ele Morita G-graduate peste C pot fi induse de anumite
echivalent,e Morita echivariante dintre B s, i B ′, după care am demonstrat ı̂n Teorema 2.4.3
versiunea noastră categorială finală a “Teoremei Fluturelui”, generalizând astfel rezultatul
init, ial din Capitolul 1. În Sect, iunea 2.5 am prezentat o aplicat, ie a acestei teorii, ı̂n care
arătăm cum se pot obt, ine echivalent,e Morita Ḡ-graduate peste C din echivalent,e Morita
induse de modulul Scott, Sc(N×N ′, ∆Q), a lui Koshitani s, i Lassueur ([19], [20]).

Folosind acest context categorial dezvoltat, ı̂n Capitolul 3, precum am publicat ı̂n
articolul [29], introducem not, iunea de triplet de module (A,B, V), unde V este un K ⊗O
B-modul simplu Ḡ-invariant, ı̂mpreună s, i cu relat, iile ge s, i ≥c dintre două triplete de
module (A,B, V) s, i (A ′, B ′, V ′). Un rezultat principal este dat de Teorema 3.2.4, unde
am demonstrat că dacă tripletele de module (A,B, V) s, i (A ′, B ′, V ′) corespund via o
echivalent, ă Rickard Ḡ-graduată peste C = OCG(N), atunci (A,B, V) ≥c (A ′, B ′, V ′), care,
la rândul ei implică, relat, ia (G,N, θ) ≥c (G ′, N ′, θ ′) dintre tripletele de caractere asociate.
În continuare, ı̂n Definit, ia 3.3.1 introducem s, i o versiune ı̂ntre triplete de module a relat, iei
de ordine-blockwise ≥b (vezi [38, Definit, ia 4.2]), s, i am demonstrat ı̂n Propozit, ia 3.3.6 că
aceasta este o consecint, ă a unei echivalent,e derivate graduată specială, compatibilă ı̂ntr-
un anumit sens cu morfismul Brauer. Aceste adit, ii “blockwise” pentru teoria noastră a
tripletelor de module a fost publicată de noi ı̂n articolul [30].

În final, ı̂n Capitolul 4, dat fiind faptul că cercetările lui B. Späth au arătat că un
nou triplet de caractere poate fi construit din unul dat, folosind construct, ii de produse ı̂n
coroană (produse wreath) de triplete de caractere ([38, Teorema 2.21]), am demonstrat
că echivalent,ele noastre sunt compatibile ı̂ntr-un anume sens cu produse tensoriale, dar
s, i cu produse wreath, precum am s, i publicat ı̂n articolele [33, 30].

Cumulativ, această teză se bazează pe rezultatele noastre publicate ı̂n [28, 29, 32, 33,
30]. Adit, ional, ment, ionez că anumite părt, i ale acestei teze au fost prezentate ı̂n cadrul
mai multor conferint,e nat, ionale, dar s, i internat, ionale.

Principalele surse pentru notat, iile s, i rezultatele utilizate direct sunt date de [23, 25].
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Capitolul 1

Algebre Ḡ-graduate de endomorfisme
s, i echivalent,e Morita

În acest capitol, vom prezenta notat, iile noastre standard, iar ı̂n următoarele sect, iuni
vom obt, ine o versiune ı̂n termeni de echivalent,e Morita graduate a “Teoremei Fluturelui”
dintre triplete de caractere. Aceasta va oferi o metodă de construct, ie a unei echivalent,e
ı̂ntre extensii de blocuri, pornind de la o altă echivalent, ă dată. Rezultatele din acest
capitol au fost publicate ı̂n articolul [28].

1.1 Preliminarii

În general, notat, iile s, i asumpt, iile noastre sunt standard s, i urmăresc [25].
Toatele inele din această teză sunt asociative cu unitate 1 6= 0, iar toate modulele sunt

unitale s, i finit generate.
Fie A un inel. Vom nota cu A-Mod categoria tuturor A-modulelor stângi. De obicei

vom scrie act, iunile ı̂n partea stângă, astfel printr-un modul vom ı̂nt,elege de obicei un
modul stâng (aceasta dacă nu este specificat explicit că modulul este drept). Notat, ia MA
(respectiv MA A ′) va fi folosită pentru a evident, ia că M este un A-modul stâng (respectiv
un (A,A ′)-bimodul).

Contextul tezei este dat de un grup finit G s, i un sistem p-modular (K,O, k ), unde O
este un inel complet de valoare discretă, K este corpul de fract, ii al lui O (de caracteristică
0) s, i k = O/J(O) este corpul rezidual de caracteristică p al lui O. Vom presupune că
corpul k este algebric ı̂nchis s, i că corpul K cont, ine toate rădăcinile unităt, i de ordin |G|.

Fie N un subgrup normal al lui G. Notăm prin Ḡ grupul factor G/N.
Fie A =

⊕
ḡ∈ḠAḡ o O-algebră Ḡ-graduată. Pentru un subgrup H̄ al lui Ḡ, vom nota

prin AH̄ :=
⊕

ḡ∈H̄Aḡ trunchierea lui A de la Ḡ la H̄. Notăm cu A-Gr categoria tuturor

A-modulelor Ḡ-graduate stângi. Pentru M =
⊕

ḡ∈ḠMḡ ∈ A-Gr s, i ḡ ∈ Ḡ, ḡ-suspensia lui

M este definită ca fiind A-modulul Ḡ-graduat M(ḡ) = ⊕h̄∈ḠM(ḡ)h̄, unde M(g)h̄ =Mḡh̄.
Pentru orice ḡ ∈ Ḡ, TAḡ : A-Gr → A-Gr va reprezenta (ca s, i ı̂n [11]) functorul de ḡ-
suspensie, i.e. TAḡ (M) = M(ḡ) oricare ar fi ḡ ∈ Ḡ. Stabilizatorul lui M ı̂n G este, prin
definit, ie [25, §2.2.1], subgrupul

ḠM =
{
ḡ ∈ Ḡ |M 'M(ḡ) ca A-module Ḡ-graduate stângi

}
.

Dacă ḠM = Ḡ sau echivalent dacă M este izomorf ı̂n A-Gr cu fiecare din ḡ-suspensiile
sale, atunci spunem că M este Ḡ-invariant.

Fie M,N ∈ A-Gr. Vom nota prin HomA(M,N), grupul aditiv al tuturor omomor-
fismelor A-lineare de la M la N. Deoarece Ḡ este finit, E. C. Dade a demonstrat ı̂n [9,
Corolarul 3.10] că HomA(M,N) este Ḡ-graduat. Mai exact, dacă ḡ ∈ Ḡ, componenta de
grad ḡ (de acum ı̂nainte numită ḡ-componentă) este (precum ı̂n [25, §1.2]):

HomA(M,N)ḡ :=
{
f ∈ HomA(M,N) | f(Mx̄) ⊆ Nx̄ḡ, for all x̄ ∈ Ḡ

}
.
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Notăm cu idX funct, ia identitate definită pe mult, imea X.
Pentru simplitate, ı̂n acest capitol, vom considera ı̂n principal doar produse ı̂ncrucis,ate,

dar s, i pentru că generalizarea la cazul algebrelor tare graduate este us,oară. Reamintim
că, dacă A este un produs ı̂ncrucis,at, putem alege un element inversabil omogen uḡ ı̂n
componenta Aḡ, pentru orice ḡ ∈ Ḡ.

Exemplul nostru principal de produs ı̂ncrucis,at Ḡ-graduat este obt, inut astfel: Con-
siderăm algebra grupală OG ca fiind Ḡ-graduată cu 1-componenta ON. Fie b ∈ Z(ON)
un block Ḡ-invariant. Fie A := bOG s, i B := bON. Atunci extensia de blocuri A este
un produs ı̂ncrucis,at Ḡ-graduat, cu 1-componenta B. Acest exemplu va constitui premiza
cadrului nostru principal de lucru (Sect, iunea 1.4) dar s, i motivul pentru care vom utiliza
ı̂n principal “Ḡ-graduări”, des, i aceasta nu este ı̂ntotdeauna esent, ial: ı̂n multe situat, ii,
graduările pot fi considerate ca fiind date direct de G.

1.2 Echivalent,e Morita graduate

În această sect, iune, vom aminti din [25] principalele idei despre echivalent,ele Morita
graduate s, i vom preciza o variantă graduată a celei de-a doua teoreme Morita [12, Teorema
12.12].

Fie A =
⊕

ḡ∈ḠAḡ s, i A ′ =
⊕

ḡ∈ḠA
′
ḡ două algebre tare Ḡ-graduate, cu 1-componente

B s, i respectiv B ′.
Clar A⊗O A ′op este o algebră Ḡ× Ḡ-graduată. Fie

δ(Ḡ) := {(ḡ, ḡ) | ḡ ∈ Ḡ}

subgrupul diagonal al lui Ḡ× Ḡ s, i fie ∆O subalgebra diagonală a lui A⊗O A ′op

∆O := ∆(A⊗O A ′op) := (A⊗O A ′op)δ(Ḡ) =
⊕
ḡ∈Ḡ

Aḡ ⊗A ′ḡ−1 .

Atunci ∆O este o algebră Ḡ-graduată, cu 1-componentă ∆O1 = B⊗O B ′op.

Fie M un (B,B ′)-bimodul, sau, echivalent, M este un B⊗O B ′op-modul, prin urmare
un ∆1-modul. Fie M∗ := HomB(M,B), B-dualul lui M. De remarcat este faptul că dacă
B este o algebră simetrică, atunci avem izomorfismul

M∗ := HomB(M,B) ' HomO(M,O),

unde HomO(M,O), este O-dualul lui M.

Definit, ia 1.2.1. Spunem că (A,A ′)-bimodulul Ḡ-graduat M̃ induce o echivalent, ă Morita
Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′, dacă M̃⊗A ′ M̃∗ ' A ca (A,A)-bimodule Ḡ-graduate s, i M̃∗⊗A
M̃ ' A ′ ca (A ′, A ′)-bimodule Ḡ-graduate, unde A-dualul M̃∗ = HomA(M̃,A) lui M̃ este
un (A ′, A)-bimodul Ḡ-graduat.

Conform [25, Teorema 5.1.2], următoarele afirmat, ii sunt echivalente:

(1) ı̂ntre B s, i B ′ avem o echivalent, ă Morita dată de ∆O1 -modulul M:

B oo
M
B B ′⊗B ′−

B ′;//
M∗

B ′ B
⊗B−

s, i M se extinde la un ∆O-modul;

2 43
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(2) M̃ := A ⊗B M este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat s, i M̃∗ := A ′ ⊗B ′ M∗ este un
(A ′, A)-bimodul Ḡ-graduat, care induc o echivalent, ă Morita Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i
A ′, dată de functorii:

A oo
M̃

A A ′⊗A ′−
A ′.//

M̃∗
A ′ A

⊗A−

În această situat, ie, conform [25, Lema 1.6.3] avem următoarele sunt echivalent,e de
categorii izomorfe natural:

A⊗B − ' −⊗B ′ A ′ ' ((A⊗O A ′op)⊗∆O −),

prin urmare avem următoarele izomorfisme naturale de bimodule Ḡ-graduate

M̃ := A⊗BM 'M⊗B ′ A ′ ' ((A⊗O A ′op)⊗∆O M),

Presupunem că B s, i B ′ sunt Morita echivalente. Atunci, conform celei de-a doua
teoreme Morita [12, Teorema 12.12], putem alege izomorfismele de bimodule

ϕ :M∗ ⊗BM→ B ′, ψ :M⊗B ′M∗ → B,

astfel ı̂ncât

ψ(m⊗m∗)n = mϕ(m∗ ⊗ n), ∀m,n ∈M, m∗ ∈M∗

s, i

ϕ(m∗ ⊗m)n∗ = m∗ψ(m⊗ n∗), ∀m∗, n∗ ∈M∗, m ∈M.

Datorită surjectivităt, i acestor funct, ii, putem alege mult, imile finite I s, i J; s, i elementele
m∗j , n

∗
i ∈M∗ s, i mj, ni ∈M, pentru orice i ∈ I, j ∈ J astfel ı̂ncât:

ϕ(
∑
j∈J

m∗j ⊗Bmj) = 1B ′ , ψ(
∑
i∈I

ni ⊗B n∗i ) = 1B.

Presupunem că M̃ s, i M̃∗ induc o echivalent, ă Morita Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′. Ca s, i
mai sus, conform [12, Teoremei 12.12], putem alege izomorfismele

ϕ̃ : M̃∗ ⊗A M̃→ A ′, ψ̃ : M̃⊗A ′ M̃∗ → A

de bimodule Ḡ-graduate astfel ı̂ncât

ψ̃(m̃⊗ m̃∗)ñ = m̃ϕ̃(m̃∗ ⊗ ñ), ∀m̃, ñ ∈ M̃, m̃∗ ∈ M̃∗

s, i

ϕ̃(m̃∗ ⊗ m̃)ñ∗ = m̃∗ψ̃(m̃⊗ ñ∗), ∀m̃∗, ñ∗ ∈ M̃∗, m̃ ∈ M̃.

De fapt, ϕ̃1 s, i ψ̃1 sunt aceleas, i cu ϕ s, i ψ de mai sus s, i sunt izomorfisme ∆O-lineare. Mai
mult, avem că 1A = 1B ∈ B s, i 1A ′ = 1B ′ ∈ B ′. Prin urmare, putem alege aceleas, i mult, imi
finite I s, i J; s, i aceleas, i elemente m∗j , n

∗
i ∈M∗ s, i mj, ni ∈M, ∀i ∈ I, j ∈ J astfel ı̂ncât:

ϕ̃(
∑
j∈J

m∗j ⊗Bmj) = 1B ′ , ψ̃(
∑
i∈I

ni ⊗B n∗i ) = 1B.
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1.3 Centralizatori s, i algebre graduate de endomor-

fisme

Această sect, iune se bazează pe rezultatele noastre publicate ı̂n articolul [28, §3]. Aici,
vom demonstra că există un morfism natural, compatibil cu echivalent,e Morita, de la
centralizatorul CA(B) al lui B ı̂n A la algebra de endomorfisme a unui A-modul Ḡ-graduat
indus dintr-un B-modul.

Vom presupune că A s, i A ′ sunt produse ı̂ncrucis,ate Ḡ-graduate, dar rezultatele din
această sect, iune pot fi generalizate la situat, ia algebrelor tare graduate. Fie U ∈ B-mod
s, i U ′ ∈ B ′-mod astfel ı̂ncât U ′ =M∗ ⊗B U. Notăm

E(U) := End(A⊗B U)op, E(U ′) := End(A ′ ⊗B ′ U ′)op,

algebrele de endomorfisme Ḡ-graduate ale modulelor induse din U s, i U ′.
Vom demonstra că există un morfism natural de algebre Ḡ-graduate ı̂ntre centraliza-

torul lui B ı̂n A s, i E(U), compatibile cu echivalent,e Morita Ḡ-graduate.

Lema 1.3.1. Funct,ia

θ : CA(B)→ E(U), θ(c)(a⊗ u) = ac⊗ u,

unde c ∈ CA(B), a ∈ A s, i u ∈ U este un morfism de algebre Ḡ-graduate.

Conform [25, Lema 1.6.3], avem că

A⊗BM 'M⊗B ′ A ′,

dar vom avea nevoie să scriem explicit izomorfismul dintre cele două. Vom alege elementele
inversabile uḡ ∈ U(A)∩Aḡ s, i u ′ḡ ∈ U(A)∩A ′ḡ de grad ḡ ∈ Ḡ. S, tim că un element arbitrar
a ′ḡ ∈ A ′ḡ poate fi scris ı̂n mod unic sub forma a ′ḡ = u ′ḡb

′, unde b ′ ∈ B ′. Izomorfismul de
bimodule Ḡ-graduate dorit este:

ε :M⊗B ′ A ′ → A⊗BM m⊗B ′ a ′ḡ 7→ uḡ ⊗B u−1
ḡ ma

′
ḡ

pentru orice m ∈M. De asemenea vom avea nevoie explicit de izomorfismul de bimodule
Ḡ-graduate

β : A ′ ⊗B ′M∗ →M∗ ⊗B A a ′ḡ ⊗B ′ m∗ 7→ a ′ḡm
∗u−1

ḡ ⊗B uḡ

pentru orice m∗ ∈M∗. Atunci, vom considera izomorfismul de A ′-module Ḡ-graduate

β⊗B idU : A ′ ⊗B ′M∗ ⊗B U→M∗ ⊗B A⊗B U.

Propozit, ia 1.3.2. Dacă M̃ s, i M̃∗ induc o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′,
atunci diagrama

E(U)
ϕ1

∼
// E(U ′)

CA(B)
ϕ2

∼
//

θ

OO

CA ′(B
′)

θ ′

OO
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este comutativă, unde morfismele date sunt definite astfel:

θ(c)(a⊗ u) = ac⊗ u,
θ ′(c ′)(a ′ ⊗ u ′) = a ′c ′ ⊗ u ′

ϕ1(f) = (β⊗B idU)−1 ◦ (idM̃∗ ⊗ f) ◦ (β⊗B idU),

ϕ2(c) = ϕ̃(
∑
j∈J

m∗j c⊗Bmj).

pentru orice a ∈ A, a ′ ∈ A ′, c ∈ CA(B), c ′ ∈ CA ′(B ′), u ∈ U, u ′ ∈ U ′ s, i f ∈ E(U).

1.4 Cadrul de lucru init, ial

Reamintim că G este un grup finit s, i că N este un subgrup normal al lui G. Adit, ional,
fie G ′ un subgrup al lui G s, i N ′ un subgrup normal al lui G ′. Presupunem că N ′ = G ′∩N
s, i G = G ′N, astfel, conform cu a doua teoremă de izomorfism avem că

Ḡ := G/N ' G ′/(G ′ ∩N) = G ′/N ′.

Vom reprezenta această construct, ie prin următoarea diagramă:

G

N G ′

N ′.

Considerăm pe OG s, i OG ′ drept algebre Ḡ-graduate cu 1-componente ON s, i respectiv
ON ′. S, tim că Ḡ act, ionează pe Z(ON) s, i Z(ON ′).

Fie b ∈ Z(ON) s, i b ′ ∈ Z(ON ′) două blocuri idempotente. Notăm

A := bOG, A ′ := b ′OG ′, B := bON, B ′ := b ′ON ′,

prin urmare A s, i A ′ sunt produse ı̂ncrucis,ate Ḡ-graduate, cu 1-componente B s, i respectiv
B ′.

Presupunem că b s, i b ′ sunt Ḡ-invariant, i. Această presupunere, nu restrânge general-
itatea, dată fiind reducerea Fong-Reynolds.

1.5 Teorema fluturelui

pentru echivalent,e Morita graduate

În această ultimă sect, iune a acestui capitol, publicată ı̂n articolul [28, §4], vom demon-
stra că o echivalent, ă Morita ı̂ntre 1-componentele a două extensii de blocuri induce o
echivalent, ă graduată ı̂ntre anumite algebre de centralizatori. Aceasta reprezintă unul din
ingredientele principale necesare pentru demonstrarea rezultatului principal din aceasta
sect, iune, Teorema 1.5.2.
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Adit, ional, cadrului de lucru din Sect, iunea 1.4, vom presupune că CG(N) ⊆ G ′, s, i
notăm C̄G(N) := NCG(N)/N. Considerăm următoarele algebre:

A := bOG A ′ := b ′OG ′

C := bONCG(N) C ′ := b ′ON ′CG(N)

B := bON B ′ := b ′ON ′.

Dacă M induce o echivalent, ă Morita ı̂ntre B s, i B ′, o primă ı̂ntrebare care apare este
ce se ı̂ntâmplă fără ipoteza adit, ională cum că M se extinde la un ∆O-modul. Un răspuns
este dat de următoarea propozit, ie.

Propozit, ia 1.5.1. Presupunem că:

(1) CG(N) ⊆ G ′.

(2) M induce o echivalent,ă Morita ı̂ntre B s, i B ′.

(3) zm = mz pentru orice m ∈M s, i z ∈ Z(N).

Atunci, există o echivalent,ă Morita C̄G(N)-graduată ı̂ntre C s, i C ′

A := bOG A ′ := b ′OG ′

C := bONCG(N)
M̂
C C ′

∼ C ′ := b ′ON ′CG(N)

B := bON
M
B B ′

∼ B ′ := b ′ON ′,

indusă de (C,C ′)-bimodulul C̄G(N)-graduat

M̂ := C⊗BM 'M⊗B ′ C ′ ' (C⊗ C ′op)⊗∆(C⊗C ′op)M.

Rezultatul nostru principal, al acestui capitol, publicat ı̂n [28, Teorema 4.2], este o
versiune pentru echivalent,e Morita a as,a-numitei “teoreme a fluturelui” [38, Teorema
2.16].

Teorema 1.5.2 (Teorema fluturelui pentru echivalent,e Morita graduate).
Fie Ĝ un alt subgrup, având ca s, i subgrup normal pe N astfel ı̂ncât blocul b să fie s, i
Ĝ-invariant. Presupunem că:

(1) CG(N) ⊆ G ′;

(2) M̃ induce o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′;

(3) zm = mz pentru orice m ∈M s, i z ∈ Z(N);

(4) funct,iile de conjugare ε : G→ Aut(N) s, i ε̂ : Ĝ→ Aut(N) verifică ε(G) = ε̂(Ĝ).

Fie Ĝ ′ = ε̂−1(ε(G ′)). Atunci există o echivalent,ă Morita Ĝ/N-graduată ı̂ntre Â := bOĜ
s, i Â ′ := b ′OĜ ′.
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Capitolul 2

Echivalent,e peste o algebră
Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată

Acest capitol este bazat pe rezultatele noastre publicate ı̂n articolele [29] s, i [32]. În
acesta, introducem echivalent,e Morita s, i Rickard peste o algebră G-graduată G-act, ionată
ı̂ntre extensii de blocuri. Acestea sunt necesare deoarece o consecint, ă a acestora vor fi
relat, iile de ordine-init, ială s, i respectiv de ordine-centrală dintre două triplete de caractere
corespunzătoare ale lui B. Späth (după cum vom vedea ı̂n Capitolul 3).

2.1 Bimodule Ḡ-graduate peste o algebră Ḡ-graduată

Ḡ-act, ionată

Not, iunile s, i rezultatele introduse ı̂n această sect, iune au fost publicate de către noi
pentru prima dată ı̂n articolul [29, §2].

2.1.1. Fie A =
⊕

ḡ∈ḠAḡ o O-algebră Ḡ-graduată cu 1-componenta B := A1. Pentru
simplitate, vom presupune că A este un produs ı̂ncrucis,at (generalizarea nu este dificilă,
vezi spre exemplu [25, §1.4.B.]). Aceasta ne permite să alegem elementele inversabile
omogene uḡ din componenta Aḡ, pentru orice ḡ ∈ Ḡ. Fie A ′ tot un produs ı̂ncrucis,at cu
1-componentă B ′. Alegem s, i elementele inversabile omogene u ′ḡ ∈ A ′ḡ, pentru orice ḡ ∈ Ḡ.

Definit, ia 2.1.2. O O-algebră C este o O-algebră Ḡ-graduată Ḡ-act,ionată dacă

(1) C este Ḡ-graduată, s, i scriem C =
⊕

ḡ∈Ḡ Cḡ;

(2) Ḡ act, ionează pe C (̂ıntotdeauna la stânga ı̂n această teză);

(3) pentru orice ḡ, h̄ ∈ Ḡ s, i pentru orice c ∈ Ch̄ avem cḡ ∈ C h̄ḡ .

Notăm 1-componenta lui C cu Z := C1, care este o algebră Ḡ-act, ionată.

Exemplul 2.1.3. Conform teoremei lui Miyashita [25, pg.22], s,tim că centralizatorul
CA(B) al lui B ı̂n A este o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată, unde pentru orice h̄ ∈ Ḡ,

CA(B)h̄ = {a ∈ Ah̄ | ab = ba, ∀b ∈ B} ,

s, i act, iunea este dată de ḡc = uḡcuḡ−1 , pentru orice c ∈ CA(B)h̄ s, i ḡ, h̄ ∈ Ḡ. Se remarcă
faptul că această definit, ie nu depinde de alegerea elementelor uḡ s, i că CA(B)1 = Z(B)
(centrul lui B). Acest exemplu vine din rezultatele lui Dade [8] despre teoria Clifford a
blocurilor.

Exemplul 2.1.4. Dacă notăm C̄G(N) := NCG(N)/N, atunci OCG(N) este o algebră tare
C̄G(N)-graduată Ḡ-act, ionată s, i prin urmare o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată.
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Definit, ia 2.1.5. Fie C o O-algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată. Spunem că A este o O-
algebră Ḡ-graduată peste C dacă există un morfism Ḡ-graduat Ḡ-act, ionat

ζ : C → CA(B),

i.e. pentru orice h̄ ∈ Ḡ s, i c ∈ Ch̄, avem ζ(c) ∈ CA(B)h̄, s, i pentru orice ḡ ∈ Ḡ, ζ( cḡ ) =
ζ(c)ḡ .

Exemplul 2.1.6. În cadrul de lucru init, ial din Sect, iunea 1.4, dat fiind Exemplul 2.1.4,
avem că A := bOG este o algebră Ḡ-graduată peste algebra Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată
C := OCG(N), cu morfismul structural ζ : C → CA(B) dat de incluziune.

Mai mult, dacă presupunem adit, ional că CG(N) ⊆ G ′ (precum vom avea nevoie ı̂n
Sect, iunea 1.5), atunci A ′ := b ′OG ′ este tot o algebră Ḡ-graduată peste C := OCG(N), cu
morfism structural ζ ′ : C → CA ′(B

′) dat din nou de incluziune.

Un alt exemplu important de o O-algebră Ḡ-graduată peste o algebră Ḡ-graduată
Ḡ-act, ionată, este dat de următoarea lemă (publicată de autor ı̂n [32, Lema 1]):

Lema 2.1.7. Fie P un A-modul Ḡ-graduat. Presupunem că P este Ḡ-invariant. Fie
A ′ = EndA(P)

op algebra endomorfismelor A-lineare ale lui P. Atunci A ′ este o O-algebră
Ḡ-graduată peste CA(B).

Definit, ia 2.1.8. Fie A s, i A ′ două produse ı̂ncrucis,ate Ḡ-graduate peste C, cu morfisme
structurale ζ s, i respectiv ζ ′.

a) Spunem că M̃ este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C dacă:

(1) M̃ este un (A,A ′)-bimodul;

(2) M̃ sunt o descompunere M̃ =
⊕

ḡ∈Ḡ M̃ḡ astfel ı̂ncât AḡM̃x̄A
′
h̄
⊆ M̃ḡx̄h̄, pentru orice

ḡ, x̄, h̄ ∈ Ḡ;

(3) m̃ḡ · c = cḡ · m̃ḡ, pentru orice c ∈ C, m̃ḡ ∈ M̃ḡ, ḡ ∈ Ḡ, unde c · m̃ = ζ(c) · m̃ s, i
m̃ · c = m̃ · ζ ′(c), pentru orice c ∈ C, m̃ ∈ M̃.

b) (A,A ′)-bimodulele Ḡ-graduate peste C formează o categorie, pe care o vom nota
cu A-Gr/C-A ′, unde morfismele dintre (A,A ′)-bimodule Ḡ-graduate peste C sunt chiar
morfismele dintre (A,A ′)-bimodule Ḡ-graduate.

Remarca 2.1.9. Condit, ia (3) din Definit, ia 2.1.8 poate fi ı̂nlocuită cu

(3’) m · c = c ·m, pentru orice c ∈ C, m ∈ M̃1.

Un exemplu de bimodul Ḡ-graduat peste o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată este dat
de următoarea propozit, ie (publicată de autor ı̂n [32, Propozit, ia 1]):

Propozit, ia 2.1.10. Fie C o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act,ionată s, i A o O-algebră tare Ḡ-
graduată peste C. Fie P un A-modul Ḡ-graduat Ḡ-invariant. Fie A ′ = EndA(P)

op. Atunci
următoarele afirmat,ii au loc:

(1) A ′ este o O-algebră Ḡ-graduată peste C;

(2) P este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C.
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2.1.11. Privim pe A ′op ca o algebră Ḡ-graduată cu componente (A ′op)ḡ = A
′op
ḡ = A ′

ḡ−1
,

∀ḡ ∈ Ḡ. Notăm cu “∗” operat, ia de ı̂nmult, ire din A ′op. Considerăm partea diagonală a
lui A⊗C A ′op, care este bine definită:

∆C := ∆(A⊗C A ′op
) :=

⊕
ḡ∈Ḡ

Aḡ ⊗C A ′ḡ−1 .

Lema 2.1.12. (1) ∆C este o O-algebră.

(2) A⊗C A ′op este un ∆C-modul drept s, i un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C.

Teorema 2.1.13. [29, Teorema 2.9] Categoria ∆C-modulelor s, i categoria (A,A ′)-bimodu-
lelor Ḡ-graduate peste C sunt echivalente:

∆C-Mod
(A⊗CA ′op)⊗

∆C− // A-Gr/C-A ′
(−)1

oo

Propozit, ia 2.1.14. Functorii(
A⊗C A ′op)⊗∆C −, A⊗B −, −⊗B ′ A ′ : ∆C-Mod→ A-Gr/C-A ′

sunt echivalent,e de categorii izomorfe natural, iar inversa lor este data de functorul care
“ia 1-componenta” (−)1.

Propozit, ia 2.1.15. Dat fiind un ∆C-modul M, notăm M̃ = (A ⊗C A ′op) ⊗∆C M '
A⊗BM 'M⊗B ′ A ′. Fie A ′′ un al treilea produs ı̂ncrucis,at Ḡ-graduat peste C.

(1) Fie M un ∆(A⊗C A ′op)-modul s, i M ′ un ∆(A ′ ⊗C A ′′op)-modul.
Atunci M ⊗B ′ M ′ este un ∆(A ⊗C A ′′op)-modul cu operat,ia de ı̂nmult,ire definită
astfel

(aḡ ⊗C a ′′op
ḡ )(m⊗B ′ m ′) := (aḡ ⊗C (u ′−1ḡ )op)m⊗B ′ (u ′ḡ ⊗C a ′′

op
ḡ )m ′,

pentru orice ḡ ∈ Ḡ s, i pentru orice aḡ ∈ Aḡ, a ′′op
ḡ ∈ A ′′

op
ḡ , m ∈ M, m ′ ∈ M ′. Mai

mult, avem izomorfismul

˜M⊗B ′M ′ ' M̃⊗A ′ M̃ ′

de (A,A ′′)-bimodule Ḡ-graduate peste C.

(2) Fie M un ∆(A ′ ⊗C Aop)-modul s, i M ′ un ∆(A ′ ⊗C A ′′op)-modul.
Atunci HomB ′(M,M

′) este un ∆(A⊗C A ′′op)-modul cu următoarea operat,ie:

((aḡ ⊗C a ′′op
ḡ )f)(m) := (u ′ḡ ⊗C a ′′

op
ḡ )f((u ′−1ḡ ⊗C a

op
ḡ−1

)m),

pentru orice ḡ ∈ Ḡ, aḡ ∈ Aḡ, a ′′op
ḡ ∈ A ′′

op
ḡ , m ∈M, f ∈ HomB ′(M,M

′). Mai mult,
avem izomorfismul

˜HomB ′(M,M ′) ' HomA ′(M̃, M̃
′)

de (A,A ′′)-bimodule Ḡ-graduate peste C.
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2.2 Teorie Morita graduată peste C

În această sect, iune, precum am publicat ı̂n articolul [32], vom dezvolta o teorie Morita
graduată peste o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată C. Vom urmări, pentru acest demers,
abordarea teoriei Morita a lui C. Faith din 1973 [12]. De remarcat aici este că o teorie
Morita graduată a fost deja dezvoltată, ı̂ncepând cu anul 1980 atunci când R. Gordon
s, i E. L. Green au caracterizat echivalent,ele graduate pentru situat, ia G = Z, ı̂n [14]. În
continuare, ı̂n 1988 s-a observat că de fapt aceasta funct, iona pentru grupuri arbitrare G
de către C. Menini s, i C. Năstăsescu, ı̂n [31]. Noi, vom utiliza rezultatele din literatură sub
forma dată de A. del Ŕıo ı̂n 1991 ı̂n [11] s, i totodată vom utiliza s, i teoria Morita graduată
dezvoltată de P. Boisen ı̂n 1994 ı̂n [4].

În ceea ce urmează, vom construi not, iunea de context Morita Ḡ-graduat peste C s, i vom
oferi un exemplu standard. În Sect, iunea 2.2.2 vom introduce not, iunile de functor graduat
peste C s, i de echivalent, ă graduată Morita peste C iar ı̂n final vom preciza două teoreme
de tip Morita utilizând not, iunile introduse: Vom demonstra că dacă avem un bimodul
G-graduat peste o algebră G-graduată G-act, ionată putem obt, ine o echivalent, ă Morita G-
graduată peste algebra G-graduată G-act, ionată dată. Mai mult, vom demonstra că dacă
avem dată o echivalent, ă Morita G-graduată peste o algebră G-graduată G-act, ionată,
putem obt, ine un bimodul G-graduat peste algebra G-graduată G-act, ionată dată, care
induce echivalent,a Morita G-graduată dată.

2.2.1 Contexte Morita graduate peste C

Pornim prin a introduce not, iunea de context Morita Ḡ-graduat peste C, urmând abor-
darea din [12, §12].

Definit, ia 2.2.1. Fie următorul context Morita:

(A,A ′, M̃, M̃ ′, f, g).

Spunem că este un context Morita Ḡ-graduat peste C dacă:

(1) A s, i A ′ sunt O-algebre tare Ḡ-graduate peste C;

(2) M̃A A ′ s, i M̃
′

A ′ A sunt bimodule Ḡ-graduate peste C;

(3) f : M̃ ⊗A ′ M̃ ′ → A s, i g : M̃ ′ ⊗A M̃ → A ′ sunt morfisme de bimodule Ḡ-graduate
astfel ı̂ncât dacă f(m̃ ⊗ m̃ ′) = m̃m̃ ′ s, i g(m̃ ′ ⊗ m̃) = m̃ ′m̃, avem următoarele legi
de asociativitate:

(m̃m̃ ′)ñ = m̃(m̃ ′ñ) and (m̃ ′m̃)ñ ′ = m̃ ′(m̃ñ ′),

pentru orice m̃, ñ ∈ M̃, m̃ ′, ñ ′ ∈ M̃ ′.

Dacă f s, i g sunt izomorfisme, atunci (A,A ′, M̃, M̃ ′, f, g) este numit context Morita Ḡ-
graduat surjectiv peste C.

Ca s, i exemplu de context Morita Ḡ-graduat peste C, avem următoarea propozit, ie
motivată de [12, Propozit, ia 12.6].
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Propozit, ia 2.2.2. Fie A o O-algebră tare Ḡ-graduată peste C, P un A-modul Ḡ-graduat
Ḡ-invariant, A ′ = EndA(P)

op s, i P∗ := HomA(P,A) este A-dualul lui P. Atunci

(A,A ′, P, P∗, (·, ·), [·, ·])

este un context Morita Ḡ-graduat peste C, unde (·, ·) este un (A,A)-omomorfism Ḡ-
graduat, numit morfismul de evaluare, definit astfel:

(·, ·) : P ⊗A ′ P∗ → A,

x⊗ϕ 7→ ϕ(x), pentru orice ϕ ∈ P∗, x ∈ P,

s, i unde [·, ·] este un (A ′, A ′)-omomorfism Ḡ-graduat definit astfel:

[·, ·] : P∗ ⊗A P → A ′,

ϕ⊗ x 7→ [ϕ, x], pentru orice ϕ ∈ P∗, x ∈ P,

unde pentru orice ϕ ∈ P∗ s, i x ∈ P, [ϕ, x] este un element al lui A ′ astfel ı̂ncât

y[ϕ, x] = ϕ(y) · x, pentru orice y ∈ P.

Dacă (A,A ′, M̃, M̃ ′, f, g) este un context Morita Ḡ-graduat surjectiv peste C, atunci
dată fiind Propozit, ia 12.7 din [12], avem că A ′ este izomorf cu EndA(M̃)op s, i avem un
izomorfism de bimodule ı̂ntre M̃ ′ s, i M̃∗ = HomA(M̃,A). Prin urmare, ı̂n această situat, ie,
exemplul dat de Propozit, ia 2.2.2 este unic, până la un izomorfism.

Dat fiind Corolarul 12.8 din [12], exemplul dat de Propozit, ia 2.2.2 este un context
Morita surjectiv Ḡ-graduat peste C dacă s, i numai dacă PA este un progenerator.

2.2.2 Teoreme Morita graduate peste C
Fie A s, i A ′ două O-algebre tare Ḡ-graduate peste C (cu 1-componente B := A1 s, i

B ′ := A ′1), fiecare ı̂nzestrat cu un morfism structural de algebre Ḡ-graduate Ḡ-act, ionate
ζ : C → CA(B) s, i respectiv ζ ′ : C → CA ′(B

′). Conform [11] avem următoarele definit, ii:

Definit, ia 2.2.3. (1) Spunem că functorul F̃ : A-Gr → A ′-Gr este G-graduat dacă
pentru orice g ∈ Ḡ, F̃ comută cu functorul de g-suspensie, i.e. F̃ ◦ TAg este izomorf

natural cu TA
′

g ◦ F̃ ;

(2) Spunem că A s, i A ′ sunt echivalente Morita Ḡ-graduat dacă există o echivalent, ă
Ḡ-graduată: F̃ : A-Gr→ A ′-Gr.

Presupunem că A s, i A ′ sunt echivalente Morita Ḡ-graduat. Prin urmare, putem
considera functorii Ḡ-graduat, i:

A-Gr
F̃ // A ′-Gr
G̃

oo

care induc o echivalent, ă Morita Ḡ-graduată ı̂ntreA s, iA ′. Conform rezultatului lui Gordon
s, i Green [11, Corolar 10], aceasta este echivalentă cu existent,a unei echivalent,e Morita
ı̂ntre A s, i A ′ dată de următorii functori:

A-Mod
F // A ′-Mod;
G

oo
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astfel ı̂ncât următoarea diagramă să fie comutativă:

A-Gr

U
��

F̃ // A ′-Gr

U ′

��

G̃
oo

A-Mod
F // A ′-Mod
G

oo

ı̂n sensul că:

U ′ ◦ F̃ = F ◦U, U ◦ G̃ = G ◦U ′,

unde U este functorul care “uită” graduarea de la A-Gr la A-Mod s, i U ′ este functorul
care “uită” graduarea de la A ′-Gr la A ′-Mod.

Lema 2.2.4. Dacă P̃ este un A-modul Ḡ-graduat, atunci P̃ s, i F̃(P̃) au acelas, i stabilizator
ı̂n Ḡ.

Fie P̃ s, i Q̃ două A-module Ḡ-graduate. Avem următorul morfism:

HomA(P̃, Q̃)
F̃ // HomA ′(F̃(P̃), F̃(Q̃)). (∗)

Urmărind demonstrat, ia Lemei 2.1.7 s, i a Propozit, iei 2.1.10, avem un morfism Ḡ-
graduat de la C la EndA(P̃)

op (compunerea dintre morfismul structural ζ : C → CA(B)
s, i morfismul θ : CA(B) → EndA(P̃)

op din Lema 1.3.1) s, i că P̃ este un (A,EndA(P̃)
op)-

bimodul Ḡ-graduat. Atunci, folosind restrict, ia scalarilor obt, inem că P̃ este un C-modul
drept. Analog Q̃, F̃(P̃) s, i F̃(Q̃) sunt de asemenea C-module drepte, astfel HomA(P̃, Q̃) s, i
HomA(F̃(P̃), F̃(Q̃)) sunt (C, C)-bimodule Ḡ-graduate. Aceasta ne permite să introducem
următoarea definit, ie:

Definit, ia 2.2.5. (1) Spunem că functorul F̃ este peste C dacă morfismul F̃ (vezi (∗))
este un morfism de (C, C)-bimodule Ḡ-graduate;

(2) Spunem că A s, i A ′ sunt echivalente Morita Ḡ-graduat peste C dacă există o echiva-
lent, ă Ḡ-graduată peste C: F̃ : A-Gr→ A ′-Gr.

Teorema 2.2.6 (Morita I graduată peste C - [32, Teorema 1]).
Fie (A,A ′, M̃, M̃ ′, f, g) un context Morita surjectiv Ḡ-graduat peste C. Atunci functori

M̃ ′ ⊗A − : A-Gr→ A ′-Gr

M̃⊗A ′ − : A ′-Gr→ A-Gr

sunt echivalent,e inverse Ḡ-graduate peste C.

Conform Propozit, iei 2.2.2 s, i observat, iilor făcute ı̂n Sect, iunea 2.2.1, următorul corolar
este evident.

Corolarul 2.2.7. Fie P un A-modul Ḡ-graduat Ḡ-invariant s, i A ′ = EndA(P)
op. Dacă

PA este un progenerator, atunci P ⊗A ′ − este o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată peste C
ı̂ntre A ′-Gr s, i A-Gr, cu inversa P∗ ⊗A −.
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Teorema 2.2.8 (Morita II graduată peste C - [32, Teorema 2]).
Presupunem că A s, i A ′ sunt echivalente Morita Ḡ-graduat peste C s, i fie

A-Gr
F̃ // A ′-Gr
G̃

oo

echivalent,e inverse Ḡ-graduate peste C. Atunci această echivalent,ă este dată de următoare-
le bimodule Ḡ-graduate peste C: P = F̃(A) s, i Q = G̃(A ′). Mai exact, P este un (A ′, A)-
bimodul Ḡ-graduat peste C, Q este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C s, i următoarele
echivalent,e naturale de functori au loc:

F̃ ' P ⊗A − s, i G̃ ' Q⊗A ′ −.

Date fiind acum cele două teoreme Morita (Teoremele 2.2.6 s, i 2.2.8) s, i Propozit, ia 2.1.15
putem da următoarea definit, ie echivalentă a unei echivalent,e Morita graduată peste C.

Definit, ia 2.2.9. Fie M̃ un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C. Clar, A-dualul M̃∗ =
HomA(M̃,A) al lui M̃ este un (A ′, A)-bimodul Ḡ-graduat peste C. Spunem că M̃ induce
o echivalent,ă Morita graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′, dacă M̃ ⊗A ′ M̃∗ ' A ca s, i (A,A)-
bimodule Ḡ-graduate peste C s, i M̃∗⊗A M̃ ' A ′ ca s, i (A ′, A ′)-bimodule Ḡ-graduate peste
C.

2.2.3 Echivalent,e Morita graduate peste C

Continuăm cu notat, iile sect, iunii anterioare. În această sect, iune, precum am publicat ı̂n
[29, §3], extindem [25, Teorema 5.1.2] la situat, ia echivalent,elor Morita Ḡ-graduate peste C,
pentru a putea da o legătură ı̂ntre ele s, i echivalent,ele Morita (Teorema 2.2.10). Mai mult,
continuând munca din Sect, iunea 1.3, Propozit, ia 2.2.13 oferă unul din motivele pentru
conceptul nostru de relat, ie de ordine-centrală ı̂ntre triplete de module (vezi Definit, ia
3.2.3).

Teorema 2.2.10. [29, Teorema 3.3] Presupunem că (B,B ′)-bimodulul M s, i B-dualul său
M∗ = HomB(M,B) induc o echivalent,ă Morita ı̂ntre B s, i B ′:

B-Mod
M∗⊗B− // B ′-Mod
M⊗B ′−

oo

Dacă M se extinde la un ∆C-module, atunci avem următoarele:

(1) M∗ devine un ∆(A ′ ⊗C Aop)-modul;

(2) M̃ := (A⊗C A ′op)⊗∆CM este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C, M̃∗ ' (A ′ ⊗C
Aop)⊗∆(A ′⊗CAop)M

∗ ca s, i (A ′, A)-bimodule Ḡ-graduate peste C, s, i ele induc o echiva-
lent,ă Morita Ḡ-graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′.

Remarca 2.2.11. Echivalent,a Morita Ḡ-graduată peste C poate fi trunchiată [25, Corolar
5.1.4.]. În situat, ia noastră, dacă M̃ este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C s, i M̃∗ este
A-dualul său, care induc o echivalent, ă Morita Ḡ-graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′, iar H̄
este un subgrup al lui Ḡ, atunci M̃H̄ :=

⊕
h̄∈H̄ M̃h̄ s, i M̃∗H̄ induc o echivalent, ă Morita

H̄-graduată peste CH̄ ı̂ntre AH̄ s, i A ′H̄.
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2.2.12. Dacă U este un B-modul, notăm cu

E(U) := EndA(A⊗B U)op

algebra Ḡ-graduată de endomorfisme ale A-modulului indus din U.

Propozit, ia 2.2.13. Presupunem că M̃ induce o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată peste C
ı̂ntre A s, i A ′. Fie U un B-modul s, i U ′ =M∗ ⊗B U, B ′-modulul corespunzător lui U prin
echivalent,a dată. Atunci următoarea diagramă este comutativă:

E(U)
∼ // E(U ′)

CA(B)
∼ //

OO

CA ′(B
′)

OO

C

OO

idC C.

OO

2.3 Cadrul de lucru principal

2.3.1. Reamintim cadrul nostru de lucru init, ial prezentat ı̂n Sect, iunea 1.4: Fie G ′ un
subgrup al lui G s, i N ′ un subgrup normal al lui G ′. Presupunem că N ′ = G ′ ∩ N s, i
G = G ′N, prin urmare

Ḡ := G/N ' G ′/(G ′ ∩N) = G ′/N ′.

Fie b ∈ Z(ON) s, i b ′ ∈ Z(ON ′) două blocuri Ḡ-invariante. Notăm

A := bOG, A ′ := b ′OG ′, B := bON, B ′ := b ′ON ′,

astfel A s, i A ′ sunt produse ı̂ncrucis,ate Ḡ-graduate, cu 1-componente B s, i respectiv B ′.

2.3.2. În plus, vom presupune că A s, i A ′ sunt algebre Ḡ-graduate peste o O-algebră
Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată C, ı̂nzestrate cu morfisme structurale ζ : C → CA(B) s, i ζ ′ : C →
CA ′(B

′), ca s, i ı̂n Definit, ia 2.1.5.
Spre exemplu, pornind de la Exemplul 2.1.6 care ne spune că dacă ı̂n plus presupunem

că CG(N) ⊆ G ′, atunci putem lua C := OCG(N), care este o algebră Ḡ-graduată Ḡ-
act, ionată, s, i avem că A s, i A ′ sunt algebre Ḡ-graduate peste C := OCG(N) ı̂nzestrate cu
morfisme structurale ζ : C → CA(B) s, i ζ ′ : C → CA ′(B

′) date de incluziune.
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2.4 Teorema fluturelui

pentru echivalent,e Morita Ḡ-graduate peste C
2.4.1. As,a cum am publicat ı̂n [29, §3], vom introduce o versiune pentru echivalent,e
Morita peste C a as,a numitei “teoreme a fluturelui” [38, Teorema 2.16], bazată pe Teorema
1.5.2. Pornim prin adaptarea Propozit, iei 1.5.1, s, i prin urmare, vom lucra ı̂n contextul
cadrului de lucru principal (Sect, iunea 2.3). În plus, vom presupune că CG(N) ⊆ G ′, s, i
notăm C̄G(N) := NCG(N)/N s, i C := OCG(N). Considerăm algebrele:

A := bOG A ′ := b ′OG ′

C := bONCG(N) C ′ := b ′ON ′CG(N)

B := bON B ′ := b ′ON ′.

Propozit, ia 2.4.2. Fie C = OCG(N), s, i presupunem că:

(1) CG(N) ⊆ G ′;

(2) M induce o echivalent,ă Morita ı̂ntre B s, i B ′;

(3) zm = mz, pentru orice m ∈M s, i z ∈ Z(N).

Atunci există o echivalent,ă Morita C̄G(N)-graduată ı̂ntre C s, i C ′ peste C

A := bOG A ′ := b ′OG ′

C := bONCG(N)
M̂
C C ′

∼ C ′ := b ′ON ′CG(N)

B := bON
M
B B ′

∼ B ′ := b ′ON ′,

indusă de (C,C ′)-bimodulul C̄G(N)-graduat peste C:

M̂ := C⊗BM 'M⊗B ′ C ′ ' (C⊗C C ′
op

)⊗∆(C⊗CC ′op
)M.

Teorema 2.4.3 (Teorema fluturelui pentru echivalent,e Morita graduate peste C - [29]).
Fie Ĝ un alt grup care are ca s, i subgrup normal pe N, astfel ı̂ncât blocul b să fie s, i
Ĝ-invariant. Fie C = OCG(N). Presupunem că:

(1) CG(N) ⊆ G ′,

(2) M̃ induce o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′;

(3) funct,iile de conjugare ε : G→ Aut(N) s, i ε̂ : Ĝ→ Aut(N) verifică ε(G) = ε̂(Ĝ).

Notăm Ĝ ′ = ε̂−1(ε(G ′)). Atunci există o echivalent,ă Morita Ĝ/N-graduată peste Ĉ :=
OCĜ(N) ı̂ntre Â := bOĜ s, i Â ′ := b ′OĜ ′.
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2.4.4. Condit, ia (1) din Propozit, ia 2.4.2 poate fi ı̂nlocuită cu ipoteza că (B,B)-bimodulul
M este Ḡ-invariant, i.e. Aḡ ⊗B M ⊗B ′ A ′ḡ−1 ' M ca s, i (B,B ′)-bimodule, pentru orice

ḡ ∈ Ḡ, pentru a obt, ine o afirmat, ie mai puternică.
Fie Ḡ[b] = G[b]/N stabilizatorul lui B ca un (B,B)-bimodul, adică Ḡ[b] este subgrupul

maximal H̄ al lui Ḡ astfel ı̂ncât CA(B)H̄ să fie un produs ı̂ncrucis,at (vezi [8, 2.9]). Atunci
Ḡ[b] este un subgrup normal al lui Ḡ, s, i ı̂n particular, avem că CG(N) ⊆ G[b].

Corolarul 2.4.5. Presupunem că (B,B)-bimodulul M este Ḡ-invariant. În plus, pre-
supunem că zm = mz, pentru orice m ∈ M s, i z ∈ Z(N). Atunci Ḡ[b] = Ḡ[b ′] (prin
urmare CG(N) ⊆ G ′), s, i există o echivalent,ă Morita Ḡ[b]-graduată peste C := OCG(N)
ı̂ntre AḠ[b] s, i A ′Ḡ[b].

Remarca 2.4.6. Altfel, fără condit, ia (1) a Propozit, iei 2.4.2, presupunem că M̃ induce
o echivalent, ă Morita Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′ (deci ı̂n particular, M este Ḡ-invariant).
Atunci, conform [25, Teorema 5.1.8], CA(B) ' CA ′(B ′) s, i Ḡ[b] = Ḡ[b ′]. Dacă, ı̂n plus,
zm = mz, pentru orice m ∈ M s, i z ∈ Z(N), atunci, conform Corolarului 2.4.5, M̃ este
un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C := OCG(N) (de fapt, chiar s, i peste CA(B)Ḡ[b]).

2.5 Module Scott

Koshitani s, i Lassueur au construit ı̂n articolele [19, 20] echivalent,e Morita induse de
anumite module Scott. În această sect, iune, vom demonstra că construct, iile lor pot fi
extinse pentru a obt, ine echivalent,e Morita graduate peste C = OCG(N). Rezultatele din
această sect, iune au fost publicate ı̂n articolul [29, §4].

2.5.1. Fie Q un p-subgrup Sylow al lui N, fie δ(Q) = {(q, q) ∈ Q×Q | q ∈ Q} subgrupul
diagonal al lui Q × Q, fie G ′ = NG(Q) s, i N ′ = G ′ ∩ N. În acest context, avem că
CG(N) ⊆ G ′. Fie C = OCG(N) s, i Z = Z(N). Notăm

K = {(g, g ′) | ḡ = ḡ ′ in Ḡ = G/N ' G ′/N ′}.

Fie b ∈ Z(ON) s, i b ′ ∈ Z(ON ′) două blocuri principale. Notăm

A := bOG, A ′ := b ′OG ′, B := bON, B ′ := b ′ON ′.

Reamintim că pentru un subgrup H ≤ G, OG-modulul (Alperin)-Scott relativ la
H (notat cu Sc(G,H)) este unicul sumand direct indecompozabil al modulului indus
IndGHOH = OG ⊗OH OH, care cont, ine pe OG ı̂n soclu. Aici OH reprezintă OH-modulul
trivial.

La fel ca s, i ı̂n articolele [19, 20], vom considera modulul Scott Sc(N ×N ′, δ(Q)), iar
pentru proprietăt, ile generale ale modulelor Scott ca s, i referint, ă generală considerăm [34,
§4.8].

Propozit, ia 2.5.2. Cu notat,iile de mai sus, presupunem că p nu divide ordinul lui Ḡ.
Fie M = Sc(N×N ′, δ(Q)). Atunci

M ' ResKN×N ′ Sc(K, δ(Q)).

În particular, M poate fi privit ca un ∆(A⊗A ′op)-modul. Mai mult, M poate fi ales astfel
ı̂ncât M̃ := A⊗BM este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C = OCG(N) ı̂ntre A s, i A ′.
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2.6 Echivalent,e Rickard peste C
Utilizând observat, iile din [25, §5.2.1], putem extinde rezultatele din Sect, iunea 2.2.3

la situat, ia echivalent,elor Rickard. Păstrăm notat, iile s, i ipotezele din Sect, iunea 2.3.1, s, i
notăm cu Hb categoria omotopică mărginită. Printr-o echivalent, ă Rickard ı̂nt,elegem o
echivalent, ă ı̂ntre categoriile de omotopii mărginite Hb(A) s, i Hb(A ′) induse de un complex
tilting cu endomorfisme scindabile, precum a fost prezentat de Rickard ı̂n [21, §9.2.2]. În
această situat, ie este esent, ial ca A s, i A ′ să fie algebre simetrice. Această sect, iune a fost
publicată ı̂n [29, §5].

2.6.1. Fie M̃ un complex mărginit de (A,A ′)-bimodule Ḡ-graduate, cu 1-componentă
M, care este un complex mărginit de ∆(A ⊗O A ′op)-module. Reamintim că M̃ s, i dualul
său M̃∗ induc o echivalent, ă Rickard Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′, dacă există izomorfismele

ϕ̃ : M̃∗ ⊗A M̃→ A ′ s, i ψ̃ : M̃⊗A ′ M̃∗ → A,

ı̂n categoria corespunzătoare de omotopie mărginită de bimodule Ḡ-graduate.
Spunem că această echivalent, ă este peste C dacă M̃ este un complex de (A,A ′)-

bimodule Ḡ-graduate peste C.

2.6.2. Este us,or de văzut că Remarca 2.2.11, Propozit, ia 2.2.13 s, i Propozit, ia 2.4.2 ı̂ncă au
loc dacă ı̂nlocuim “echivalent,e Morita” cu “echivalent,e Rickard” (s, i “module” cu “com-
plexe mărginite de module”). Mai mult, conform [25, Teorema 5.2.5], ı̂n Teorema 2.2.10
trebuie să presupunem adit, ional că p nu divide ordinul lui Ḡ. Corolarul 2.4.5 s, i Remarca
2.4.6 pot fi de asemenea adaptate la această situat, ie.

În consecint, ă, avem următoarea variantă a teoremei fluturelui (Teorema 2.4.3), ı̂n
termeni de echivalent,e Rickard.

Teorema 2.6.3. Fie Ĝ un alt grup pentru care N este subgrup normal, astfel ı̂ncât blocul
b este s, i Ĝ-invariant. Fie C = OCG(N). Presupunem că:

(1) CG(N) ⊆ G ′,

(2) M̃ induce o echivalent,ă Rickard Ḡ-graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′;

(3) funct,iile de conjugare ε : G→ Aut(N) s, i ε̂ : Ĝ→ Aut(N) verifică ε(G) = ε̂(Ĝ);

(4) p nu divide ordinul lui Ḡ.

Notăm Ĝ ′ = ε̂−1(ε(G ′)). Atunci există o echivalent,ă Rickard Ĝ/N-graduată peste Ĉ :=
OCĜ(N) ı̂ntre Â := bOĜ s, i Â ′ := b ′OĜ ′.

2 193



Capitolul 3

Triplete de caractere
s, i triplete de module

În acest capitol, vom introduce conceptul de triplet de module s, i vom demonstra că
relat, iile ≥ s, i ≥c date ı̂n [38, Definit, ia 2.1.] s, i [38, Definit, ia 2.7.] sunt consecint,e ale
echivalent,elor Rickard peste C ı̂ntre triplete de module. Mai mult, ı̂n Definit, ia 3.3.1 vom
introduce o versiune ı̂n termeni de triplete de module a relat, iei ≥b (vezi [38, Definit, ia
4.2]), s, i vom demonstra ı̂n Propozit, ia 3.3.6 că inclusiv aceasta este o consecint, ă a unui
anumit tip de echivalent,e derivate, anume unul care este compatibil ı̂ntr-un anumit sens cu
morfismul Brauer. De remarcat este faptul că abordarea noastră a tripletelor de caractere
este diferită de cea a lui Turull [39]. Not, iunile s, i rezultatele din acest capitol au fost
publicate ı̂n articolele [29] s, i [30].

3.1 Triplete de module

3.1.1. Fie K un corp, G un grup finit, s, i N un subgrup normal al lui G.
Notăm cu IrrK(G) mult, imea tuturor caracterelor ireductibile cu valori ı̂n K ale lui G.
Clar grupul G act, ionează pe IrrKN: pentru θ ∈ IrrKN s, i g ∈ G avem:

θg : N→ K
θg (n) = θ

(
gng−1

)
, ∀n ∈ N.

Spunem că θ este G-invariant dacă θg = θ oricare ar fi g ∈ G.
Reamintim definit, ia unui triplet de caractere ([18, pg.186], [38, Definit, ia 1.6]):

Definit, ia 3.1.2. Fie G un grup finit, N un subgrup normal al lui G s, i θ ∈ IrrKN. Spunem
că (G,N, θ) este un triplet de caractere dacă θ este G-invariant.

S, tim că θ ∈ IrrKN este un caracter asociat unui KN-modul simplu V s, i că θ determină
clasa de izomorfism a luiV .

3.1.3. Fie K un corp s, i V un KN-modul. Similar, pentru orice g ∈ G putem considera
g-conjugatul lui V :

Vg = KNg⊗KN V.

Definit, ia 3.1.4. Spunem că un KN-modul V este G-invariant (sau G-stabil) dacă V este
izomorf cu Vg ca s, i KN-module, pentru orice g ∈ G.

Remarca 3.1.5. Dacă g ∈ N, atunci V este izomorf cu Vg ca s, i KN-module.

Prin urmare, N act, ionează trivial pe clasele de izomorfism de KN-module. Mai mult,
s,tim că pentru orice g ∈ G s, i n ∈ N:

Vgn ' ( Vn )g ' Vg ,

deci de fapt G/N := Ḡ act, ionează pe clasele de izomorfism de KN-module.
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3.1.6. Continuăm cu notat, iile s, i asumpt, iile cadrului principal de lucru (Sect, iunea 2.3). În
plus, fie V un KB-modul simplu G-invariant, s, i fie V ′ un KB ′-modul simplu G-invariant,
unde

KB = K ⊗O B = (1⊗ b)KN s, i KB ′ = K ⊗O B ′ = (1⊗ b ′)KN ′.

Fie θ ∈ IrrK(B) un caracter ireductibil G-invariant asociat lui V , s, i fie θ ∈ IrrK(B
′)

un caracter ireductibil G ′-invariant asociat lui V ′. Atunci, (G,N, θ) s, i (G ′, N ′, θ ′) sunt
triplete de caractere.

Putem acum să definim not, iunea de triplet de module, not, iune asociată conceptului
de triplet de caractere.

Definit, ia 3.1.7. Spunem că (A,B, V) este un triplet de module, s, i considerăm algebra
lui de endomorfisme

E(V) := EndKA (KA⊗KB V)op
.

Deoarece am presupus că corpul K cont, ine toate rădăcinile de ordin |G| ale unităt, ii (vezi
Sect, iunea 1.1), E(V) este o algebră grupală răsucită de forma KαḠ, unde α ∈ Z2(Ḡ,K×).
S, tim că clasa [α] ∈ H2(Ḡ,K×) depinde doar de clasa de izomorfism a lui V , astfel, de
fapt, [α] este determinat de θ.

3.2 Relat, iile de ordine-init, ială s, i de ordine-centrală

Continuăm cu notat, iile s, i asumpt, iile sect, iunii anterioare. Următoarele not, iuni s, i rezul-
tate au fost publicate ı̂n [29, §6].

Propozit, ia 3.2.1. Fie ∆(V) := ∆(KG⊗ E(V)op). Atunci ∆(V) este izomorf cu KInfG
Ḡ
αG

ca s, i algebre Ḡ-graduate. În particular, structura de KN-modul a lui V se extinde la o
structură de KInfG

Ḡ
αG-modul.

Remarca 3.2.2. Structura de ∆(V)-modul a lui V dă nas,tere la K-reprezentările proiec-
tive ale lui G asociate lui θ. Două reprezentări proiective P s, i P ′ sunt asemenea dacă s, i
numai dacă E(V) = KαḠ s, i E(V ′) = Kα ′Ḡ sunt izomorfe ca s, i algebre Ḡ-graduate, s, i dacă
s, i numai dacă [α] = [α ′] ı̂n H2(Ḡ,K×). Aceasta are loc dacă s, i numai dacă ∆(V)-modulul
V este izomorf cu ∆(V ′)-modulul V ′, via izomorfismul dat de ∆(V) ' ∆(V ′) ca s, i algebre
Ḡ-graduate.

Acum, putem formula o versiune ı̂n termeni de triplete de module a relat, iilor de
ordine-init, ială s, i de ordine-centrală dintre triplete de caractere.

Definit, ia 3.2.3. Fie (A,B, V) s, i (A ′, B ′, V ′) două triplete de module.
a) Scriem (A,B, V) ≥ (A ′, B ′, V ′) dacă

(1) G = NG ′ s, i N ′ = N ∩G ′;

(2) există un izomorfism de algebre Ḡ-graduate

E(V) = EndKA(KA⊗KB V)op → E(V ′) = EndKA ′(KA ′ ⊗KB ′ V ′)op.

b) Scriem (A,B, V) ≥c (A ′, B ′, V ′) dacă
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(1) G = G ′N, N ′ = N ∩G ′

(2) CG(N) ⊆ G ′

(3) există un izomorfism de algebre Ḡ-graduate

E(V) = EndKA(KA⊗KB V)op → E(V ′) = EndKA ′(KA ′ ⊗KB ′ V ′)op

astfel ı̂ncât diagrama

E(V)
∼ // E(V ′)

KC

OO

idKC KC,

OO

de K-algebre Ḡ-graduate este comutativă, unde KC = KCG(N) este privit ca o
K-algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată, cu 1-componenta KZ(N).

Acum, vom prezenta legătura dintre relat, iile ≥c dintre triplete de caractere, relat, iile
≥c dintre triplete de module dar s, i dintre echivalent,ele Rickard peste C. Reamintim că
pe motiv ce KB este o algebră semisimplă, obiectele indecompozabile din Db(KB) sunt
KB-modulele simple privite ca s, i complexe concentrate ı̂ntr-un grad n ∈ Z.

Teorema 3.2.4. [29, Teorema 6.7] Presupunem că CG(N) ⊆ G ′, s, i că complexul M̃
induce o echivalent,ă Rickard Ḡ-graduată peste C := OCG(N) ı̂ntre A s, i A ′.

Fie V un KB-modul simplu G-invariant de caracter θ, s, i fie V ′ un KB ′-modul sim-
plu G ′-invariant corespunzător lui V via corespondent,a dată, de caracter θ ′. Atunci
(A,B, V) ≥c (A ′, B ′, V ′) s, i (G,N, θ) ≥c (G ′, N ′, θ ′).

3.3 Relat, iile de ordine-blockwise

Späth a mai utilizat ı̂n [36], [37] s, i [38] relat, ia de ordine-blockwise (≥b) ı̂ntre triplete
de caractere. Această relat, ie este o rafinare a relat, iei de ordine-centrală (≥c) care ia ı̂n
considerare o induct, ie de blocuri, vezi [38, Definit, ia 4.2].

Pe o idee similară, după cum am publicat ı̂n articolul [30, §5], vom introduce relat, ia de
ordine-blockwise, ≥b, ı̂ntre triplete de module ca s, i o rafinare a relat, iei de ordine-centrală,
≥c, folosind corespondent,a Harris-Knörr (vezi Definit, ia 3.3.1). De remarcat este faptul că
definit, ia noastră nu implică ı̂n totalitate pe [38, Definit, ia 4.2], deoarece acolo este utilizată
induct, ia de blocuri ı̂ntr-un sens mai general. Mai mult, ı̂n Definit, ia 3.3.5 introducem
not, iunea de echivalent,e derivate compatibile cu morfismul Brauer. Aceasta este o condit, ie
mai slabă decât cea a echivalent,elor splendide sau de bază, s, i este motivată de rezultatele
din [27], care creează o legătură ı̂ntre echivalent,ele Morita de bază s, i rezultatul principal
al lui Dade [8]. Vom demonstra ı̂n Propozit, ia 3.3.6 că relat, ia ≥b dintre triplete de module
este o consecint, ă a unei anumite echivalent,e derivată graduată compatibilă cu morfismul
Brauer.

Reamintim că printr-o echivalent, ă derivată ı̂nt,elegem o echivalent, ă ı̂ntre categoriile
derivate mărginite Db(A) s, i Db(A ′) induse de un complex tilting bilateral precum s, i ı̂n
[21, §6.2].

Continuăm cu notat, iile s, i asumpt, iile sect, iunii anterioare, s, i adit, ional vom presupune că
CG(N) ⊆ G ′. Reamintim că această presupunere, conform Sect, iuni 2.3.2, ne indică faptul
că A s, i A ′ sunt algebre Ḡ-graduate peste algebra Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată C := OCG(N),
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cu morfismele structurale ζ : C → CA(B) s, i ζ ′ : C → CA ′(B
′) (vezi Definit, ia 2.1.5) date de

incluziune.
Vom folosi morfismul Brauer s, i echivalent,e de bază ı̂ntre blocuri, introduse de L. Puig

ı̂n [35]. Atunci [38, Remarca 4.3 (c)] ne conduce la următoarea formulare.

Definit, ia 3.3.1. Presupunem că blocul b are ca s, i defect pe Q, G ′ = NG(Q), N ′ =
NN(Q), s, i b ′ este corespondentul Brauer a lui b. Fie (A,B, V) s, i (A ′, B ′, V ′) două triplete
de module. Scriem că

(A,B, V) ≥b (A ′, B ′, V ′)

dacă următoarele condit, ii sunt satisfăcute:

(1) (A,B, V) ≥c (A ′, B ′, V ′);

(2) Pentru orice subgrup N ≤ J ≤ G, dacă OJ-modulul simplu W care acoperă pe V
corespunde (via condit, ia (1)) OJ ′-modulului simplu W ′ care acoperă pe V ′ (unde
J ′ = G ′ ∩ J), atunci blocul β al lui OJ căruia ı̂i apart, ine W este corespondentul
Harris-Knörr al blocului β ′ al lui OJ ′ căruia ı̂i apart, ine W ′.

3.3.2. Reamintim că corespondent,a Harris-Knörr [17] este o biject, ie ı̂ntre blocurile lui A
cu defect D (unde Q ≤ D) s, i blocurile lui A ′ cu defect D. Această biject, ie este indusă
de morfismul Brauer

BrQ : AQ → A(Q).

3.3.3. Notăm
C̄ = C̄A(B) = CA(B)/Jgr(CA(B)).

S, tim din [8, 2.9] că C̄ este un produs ı̂ncrucis,at Ḡ[b]-graduat, unde

Ḡ[b] = {ḡ ∈ Ḡ | Aḡ ' B ca s, i (B,B)-bimodule} = {ḡ ∈ Ḡ | AḡAḡ−1 = B}.

De asemenea, notăm C̄ ′ = C̄A ′(B
′) = CA ′(B

′)/Jgr(CA ′(B
′)).

Rezultatul principal al lui Dade [8] spune că morfismul Brauer BrQ induce un izomor-
fism C̄ ' C̄ ′ de algebre Ḡ[b]-graduate Ḡ-act, ionate. Mai mult, conform [27, Teorema
3.7], acest izomorfism induce aceeas, i corespondent, ă Harris-Knörr ı̂ntre blocurile lui A s, i
blocurile lui A ′.

3.3.4. Reamintim din [25, Corolarul 5.2.6] că o echivalent, ă derivată Ḡ-graduată ı̂ntre A
s, i A ′ induce ı̂ncă un izomorfism C̄ ' C̄ ′ de algebre Ḡ[b]-graduate Ḡ-act, ionate.

Definit, ia 3.3.5. Spunem că o echivalent, ă derivată Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′ este com-
patibilă cu morfismul Brauer dacă izomorfismul indus C̄ ' C̄ ′ de Ḡ-algebre Ḡ[b]-graduate
din 3.3.4 coincide cu izomorfismul indus de morfismul Brauer BrQ din 3.3.3.

Propozit, ia 3.3.6. Presupunem că complexul X̃ induce o echivalent,ă derivată Ḡ-graduată
ı̂ntre A s, i A ′ compatibilă cu morfismul Brauer BrQ, astfel ı̂ncât KB-modulul simplu V
corespunde KB ′-modulului simplu V ′. Atunci (A,B, V) ≥b (A ′, B ′, V ′).

Remarca 3.3.7. Conform [27, Corolarul 4.4], o echivalent, ă de bază Morita Ḡ-graduată
ı̂ntre A s, i A ′ este compatibilă cu morfismul Brauer BrQ ı̂n sensul definit, iei de mai sus.
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Capitolul 4

Produse tensoriale s, i produse wreath

Acest capitol se bazează pe rezultate noastre ce au fost publicate ı̂n articolele [30]
s, i [33]. În acesta, obt, inem echivalent,e pentru produse tensoriale (Propozit, ia 4.1.3) s, i
pentru produse wreath (Teorema 4.3.3 s, i Teorema 4.4.4). Astfel de construct, ii sunt moti-
vate iarăs, i de teoremele de reducere, care necesită compatibilitatea dintre relat, iile dintre
triplete de caractere s, i produse wreath: pentru a obt, ine teoreme de reducere, rezultate
recente ale lui Britta Späth, rezumate ı̂n [36], [37] s, i [38], arată cum un nou triplet de
caractere poate fi obt, inut via o construct, ie de produs wreath de triplete de caractere
([36, Teorema 5.2] s, i [38, Teorema 2.21]). În Teorema 3.2.4, am demonstrat că există
o legătură ı̂ntre triplete de caractere s, i echivalent,e graduate peste o algebră Ḡ-graduată
Ḡ-act, ionată, astfel ı̂n acest capitol vom demonstra că o construct, ie wreath similară poate
fi construită pentru echivalent,ele graduate corespunzătoare. O altă motivat, ie vine din
faptul că este deja cunoscut că echivalent,ele Morita pot fi extinse la produse wreath [25,
Teorema 5.1.21].

În Sect, iunea 4.1, demonstrăm că construct, iile algebrice introduse ı̂n Sect, iunea 2.1 sunt
compatibile cu produse tensoriale, iar propozit, ia principală a acestei sect, iuni, Propozit, ia
4.1.3, arată că produsele tensoriale ale unor algebre echivalente Morita graduat peste
algebre graduate s, i act, ionate de un grup rămân echivalente Morita graduat peste o algebră
graduată s, i act, ionată de un grup. În Sect, iunea 4.2, demonstrăm că algebrele anterior
amintite sunt compatibile cu produse wreath.

În Sect, iunea 4.3, unul din rezultatele noastre principale, Teorema 4.3.3, arată că pro-
dusul wreath dintre un bimodul G-graduat peste C s, i Sn (grupul simetric de ordin n)
este de asemenea un bimodul graduat peste C⊗n. În plus, dacă acest bimodul induce o
echivalent, ă Morita G-graduată peste C, atunci produsul său wreath cu Sn va induce o
echivalent, ă Morita graduată peste C⊗n.

În Sect, iunea 4.4, construim echivalent,e graduate derivate s, i Rickard pentru produse
wreath. Pentru a realiza aceasta, extindem construct, ia produsului wreath de la algebre
graduate s, i bimodule peste C la complexe de bimodule G-graduate peste C. Rezultatul
principal din această sect, iune, Teorema 4.4.4, spune că produsul wreath product dintre un
complex de bimoduleG-graduate peste C s, i grupul simetric de ordin n, Sn, este un complex
de bimodule GoSn-graduate peste C⊗n. Mai mult, dacă complexul dat induce o echivalent, ă
G-graduată derivată (respectiv Rickard) peste C, atunci produsul său wreath product
cu Sn (respectiv cu un p ′-subgrup al lui Sn) va induce o echivalent, ă graduată derivată
(respectiv Rickard) peste C⊗n. Algebrele noastre graduate sunt aici extensii de blocuri,
dar este clar faptul că majoritatea afirmat, iilor rămân adevărate pentru inclusiv cazul mai
general al algebrelor graduate. Teorema 4.4.4 ı̂mbunătăt,es,te [25, Teorema 5.2.12] ı̂n mai
multe moduri. As,a cum deja a observat deja Zimmermann [40], o anumită “condit, ie-p ′”
asupra ordinului grupului de graduare, care apare ı̂n [25, Teorema 5.2.12], nu este necesară
ı̂n cazul echivalent,elor derivate, dar este necesară ı̂n cazul echivalent,elor Rickard. În final,
ı̂n Sect, iunea 4.5, ı̂n Propozit, ia 4.5.1 demonstrăm că relat, ia ≥c este compatibilă cu produse
wreath de echivalent,e derivate G-graduate peste C. Mai mult, Teorema 4.5.2 s, i Corolarul
4.5.3 sunt rezultatele principale ale acestui capitol, care prezintă compatibilitatea dintre
relat, ia ≥b dintre triplete de module s, i produsele wreath de echivalent,e derivate.
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Capitolul 4. Produse tensoriale s, i produse wreath

4.1 Produse tensoriale

4.1.1. Prin tot acest capitol n va reprezenta un număr natural nenul arbitrar. Considerăm
grupurile finite Gi, subgrupurile normale ale lui Gi, Ni, s, i facem notat, iile Ḡi = Gi/Ni,
pentru orice i ∈ {1, . . . , n}. Notăm cu

Ḡ :=

n∏
i=1

Ḡi.

Lema 4.1.2. Fie Ai o algebră Ḡi-graduată s, i Ci o algebră Ḡi-graduată Ḡi-act,ionată,
pentru orice i ∈ {1, . . . , n}. Au loc următoarele afirmat,ii:

(1) Produsul tensorial A := A1 ⊗ . . .⊗An este o algebră Ḡ-graduată;

(2) Dacă Ai sunt produse ı̂ncrucis,ate Ḡi-graduate, pentru orice i ∈ {1, . . . , n}, atunci A
este un produs ı̂ncrucis,at Ḡ-graduat;

(3) Produsul tensorial C := C1 ⊗ . . .⊗ Cn este o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act,ionată;

(4) Dacă Ai sunt algebre Ḡi-graduate peste Ci, pentru orice i ∈ {1, . . . , n}, atunci A este
o algebră Ḡ-graduată peste C.

Propozit, ia 4.1.3. Dacă Ci sunt algebre Ḡi-graduate Ḡi-act,ionate, dacă Ai s, i A ′i sunt
produse ı̂ncrucis,ate Ḡi-graduate peste Ci, pentru orice i ∈ {1, . . . , n}, dacă Ai s, i A ′i sunt
echivalente Morita Ḡi-graduat peste Ci, s, i dacă M̃i este un (Ai, A

′
i)-bimodul Ḡi-graduat

peste Ci, care induce echivalent,a dată, pentru orice i, atunci:

(1) M̃ := M̃1 ⊗ . . .⊗ M̃n este un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C,
unde A := A1 ⊗ . . .⊗An, A ′ := A ′1 ⊗ . . .⊗A ′n s, i C := C1 ⊗ . . .⊗ Cn;

(2) M̃ induce o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′.

4.2 Produse wreath pentru algebre

4.2.1. Notăm Ḡn := Ḡ× . . .× Ḡ (de n ori).

Reamintim definit, ia unui produs wreath ([38, Definit, ia 2.19] s, i [25, §5.1.C]):

Definit, ia 4.2.2. Produsul wreath Ḡ o Sn este produsul semidirect Ḡn o Sn, unde grupul
simetric de ordin n, Sn, act, ionează pe Ḡn (la stânga) prin permutarea componentelor:

(g1, . . . , gn)
σ := (gσ−1(1), . . . , gσ−1(n)),

pentru orice g1, . . . , gn ∈ Ḡ s, i σ ∈ Sn. Mai exact, elementele lui Ḡ o Sn sunt de forma
((g1, . . . , gn), σ), s, i ı̂nmult, irea este definită astfel:

((g1, . . . , gn), σ)((h1, . . . , hn), τ) := ((g1, . . . , gn) · (h1, . . . , hn)
σ

, στ),

pentru orice g1, . . . , gn, h1, . . . , hn ∈ Ḡ s, i σ, τ ∈ Sn.
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Definit, ia 4.2.3. Fie A o O-algebră. Notăm cu A⊗n := A⊗ . . .⊗A (de n ori). Produsul
wreath A o Sn este algebra strâmbă

A o Sn := A⊗n ⊗OSn

dintre A⊗n s, i Sn, cu operat, ia de ı̂nmult, ire definită astfel

((a1 ⊗ . . .⊗ an)⊗ σ)((b1 ⊗ . . .⊗ bn)⊗ τ)
:= ((a1 ⊗ . . .⊗ an) · (b1 ⊗ . . .⊗ bn)σ )⊗ (στ),

unde

(b1 ⊗ . . .⊗ bn)σ := bσ−1(1) ⊗ . . .⊗ bσ−1(n),

pentru orice (a1 ⊗ . . .⊗ an)⊗ σ, (b1 ⊗ . . .⊗ bn)⊗ τ ∈ A o Sn.

De remarcat este faptul că dacă A este o algebră simetrică, A o Sn este tot simetrică
(vezi [25, Lema 5.1.8]).

Lema 4.2.4. Fie A o algebră Ḡ-graduată s, i C o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act,ionată.
Următoarele afirmat,ii sunt adevărate:

(1) A o Sn este o algebră Ḡ o Sn-graduată, cu ((g1, . . . , gn), σ)-componenta

(A o Sn)((g1,...,gn),σ) := ((Ag1 ⊗ . . .⊗Agn)⊗Oσ),

pentru orice ((g1, . . . , gn), σ) ∈ Ḡ o Sn;

(2) Dacă A este un produs ı̂ncrucis,at Ḡ-graduat, atunci A oSn este un produs ı̂ncrucis,at
Ḡ o Sn-graduat;

(3) C⊗n este o algebră Ḡ o Sn-act,ionată Ḡn-graduată, unde

(c1 ⊗ . . .⊗ cn)((g1,...,gn),σ) := cσ−1(1)
g1 ⊗ . . .⊗ cσ−1(n)

gn .

(4) Dacă A este o algebră Ḡ-graduată peste C, atunci AoSn este o algebră ḠoSn-graduată
peste C⊗n, cu morfismul structural Ḡ o Sn-graduat Ḡ o Sn-act,ionat

ζwr : C⊗n → CAoSn(B
⊗n)

dat de compunerea

ζ⊗n : C⊗n → CA(B)
⊗n ⊆ CAoSn(B⊗n).

4.3 Echivalent,e Morita pentru produse wreath

Amintim definit, ia unui produs wreath dintre un modul s, i Sn.

Definit, ia 4.3.1. Fie A s, i A ′ două algebre. Presupunem că M̃ este un (A,A ′)-bimodul.
Act, iunea lui Sn pe M̃⊗n este definită astfel

(m̃1 ⊗ . . .⊗ m̃n)
σ := m̃σ−1(1) ⊗ . . .⊗ m̃σ−1(n),
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pentru orice m̃1, . . . , m̃n ∈ M̃ s, i σ ∈ Sn. Ca un O-modul, produsul wreath M̃ o Sn este

M̃ o Sn := M̃⊗n ⊗OSn,

unde ı̂nmult, irea cu scalari este

((a1 ⊗ . . .⊗ an)⊗ σ) ((m̃1 ⊗ . . .⊗ m̃n)⊗ τ) ((a ′1 ⊗ . . .⊗ a ′n)⊗ π)
= (a1 ⊗ . . .⊗ an) · σ(m̃1 ⊗ . . .⊗ m̃n) · στ(a ′1 ⊗ . . .⊗ a ′n)⊗ στπ,

pentru orice (a1⊗. . .⊗an)⊗σ ∈ AoSn, (m̃1⊗. . .⊗m̃n)⊗τ ∈ M̃oSn s, i (a ′1⊗. . .⊗a ′n)⊗π ∈
A ′ o Sn.

4.3.2. Fie C o algebră Ḡ-graduată Ḡ-act, ionată s, i A s, i A ′ două produse ı̂ncrucis,ate Ḡ-
graduate peste C, cu 1-componentele B s, i respectiv B ′.

Dacă M̃ este un (A,A ′)-bimodul care induce o echivalent, ă Morita ı̂ntre A s, i A ′,
conform rezultatelor din [25, §5.1.C], s,tim deja că M̃ o Sn induce o echivalent, ă Morita
ı̂ntre A o Sn s, i A ′ o Sn. Întrebarea care apare este dacă acest rezultat poate fi extins la a
obt, ine echivalent,e Morita graduate peste C. Un răspuns la această ı̂ntrebare este dat de
Teorema 4.3.3, care extinde [25, Teorema 5.1.21] la cazul echivalent,elor Morita graduate
peste C, rezultat ce l-am publicat ı̂n [33, Teorema 5.3].

Teorema 4.3.3. Fie M̃ un (A,A ′)-bimodul Ḡ-graduat peste C. Atunci, următoarele
afirmat,ii au loc:

(1) M̃ oSn este un (A oSn, A ′ oSn)-bimodul Ḡ oSn-graduat peste C⊗n, cu ((g1, . . . , gn), σ)-
componenta

(M̃ o Sn)((g1,...,gn),σ) = (M̃g1 ⊗ . . .⊗ M̃gn)⊗Oσ;

(2) (A o Sn)⊗B⊗n M⊗n 'M⊗n ⊗B ′⊗n (A ′ o Sn) ' M̃ o Sn ca s, i (A o Sn, A ′ o Sn)-bimodule
Ḡ o Sn-graduate peste C⊗n, unde M este 1-componenta lui M̃;

(3) Dacă M̃ induce o echivalent,ă Morita Ḡ-graduată peste C ı̂ntre A s, i A ′, atunci M̃oSn
induce o echivalent,ă Morita Ḡ o Sn-graduată peste C⊗n ı̂ntre A o Sn s, i A ′ o Sn.

4.4 Echivalent,e derivate pentru produse wreath

4.4.1. Fie A s, i A ′ două produse ı̂ncrucis,ate Ḡ-graduate, atunci A ⊗ A ′ este un produs
ı̂ncrucis,at Ḡ × Ḡ-graduat cu 1-componenta B ⊗ B ′. De acum ı̂nainte vom presupune că
A s, i A ′ sunt libere s, i finit generate ca O-module.

4.4.2. Dacă X̃ este un complex de (A,A ′)-bimodule Ḡ-graduate peste C care induce o
echivalent, ă derivată sau Rickard Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′, vrem să extindem rezultatele
din [25, §5.1.C], pentru a obt, ine o echivalent, ă derivată sau Rickard Ḡ o Sn-graduată peste
C⊗n ı̂ntre A o Sn s, i A ′ o Sn. În situat, ia echivalent,elor Rickard, va fi necesară o condit, ie
suplimentară.

4.4.3. Reamintim (vezi, spre exemplu [3, §4.1]) că Sn act, ionează pe X̃⊗n := X̃ ⊗ . . . ⊗ X̃
(de n ori). Conform [25, Lema 5.2.11], această act, iune poate fi definită astfel: Dacă
C2 = {±1}, se observă că Sn act, ionează pe grupul abelian al funct, iilor de la Cn2 la C2,
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Fun(Cn2 , C2); pentru orice i ∈ Z considerăm î = (−1)i. Atunci există un 1-cociclu ε ∈
Z1(Sn,Fun(Cn2 , C2)) astfel ı̂ncât

σ(xi1 ⊗ · · · ⊗ xin) = εσ(̂i1, . . . , în)xiσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xiσ−1(n) ,

unde xij apart, ine celui de-al j-lea factor a lui X̃⊗n, s, i are gradul ij ∈ Z. În cazul nostru,

X̃⊗n este un complex de (A⊗n, A ′⊗n)-bimodule Ḡn-graduate peste C⊗n, s, i chiar un complex
de (A⊗A ′op) o Sn-module Ḡn-graduate. Putem astfel considera produsul wreath

X̃ o Sn = X̃⊗n ⊗OSn.
Teorema 4.4.4. [30, Teorema 3.7] Fie X̃ un complex de (A,A ′)-bimodule Ḡ-graduate
peste C, cu 1-componenta X. Atunci, au loc următoarele afirmat,ii:

(1) X̃oSn este un complex de (A o Sn, A ′ o Sn)-bimodule ḠoSn-graduate peste C⊗n, izomorf
cu (A o Sn)⊗B⊗n X⊗n s, i cu X⊗n ⊗B ′⊗n (A ′ o Sn).

(2) Dacă X̃ induce o echivalent,ă derivată Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′, atunci X̃ oSn induce
o echivalent,ă Ḡ o Sn-graduată peste C⊗n ı̂ntre A o Sn s, i A ′ o Sn.

(3) Dacă X̃ induce o echivalent,ă Rickard Ḡ-graduată ı̂ntre A s, i A ′, s, i dacă Σ este un
p ′-subgrup al lui Sn, atunci X̃ o Σ induce o echivalent,ă Rickard Ḡ o Σ-graduată peste
C⊗n ı̂ntre A o Σ s, i A ′ o Σ.

4.5 Relat, ii ı̂ntre triplete de module

induse de produse wreath

În această ultimă sect, iune lucrăm din nou ı̂n contextul cadrului de lucru principal
2.3.1. Următorul rezultat este motivat de [38, Teorema 2.21].

Propozit, ia 4.5.1. Fie tripletele de module (A,B, V) s, i (A ′, B ′, V ′). Dacă A s, i A ′ sunt
echivalente derivat Ḡ-graduat peste C astfel ı̂ncât V corespunde lui V ′, atunci

(A o Sn, B⊗n, V⊗n) ≥c (A ′ o Sn, B ′⊗n, V ′⊗n).
Acum, vom realiza o construct, ie similară de produse wreath s, i pentru relat, ia de ordine-

blockwise≥b. Pentru a face aceasta, ne bazăm pe rezultatele lui Harris [15, 16], care extind
rezultatele lui Külshammer [22], s, i ale lui Alghamdi s, i Khammash [1].

Teorema 4.5.2. [30, Teorema 5.8] Dacă complexul X̃ induce o echivalent,ă derivată Ḡ-
graduată ı̂ntre A s, i A ′ compatibilă cu morfismul Brauer BrQ, atunci echivalent,a derivată
Ḡ o Sn-graduată dintre A o Sn s, i A ′ o Sn indusă de X̃ o Sn este compatibilă cu morfismul
Brauer BrQn.

Din Propozit, ia 4.5.1 s, i Teorema 4.5.2 deducem:

Corolarul 4.5.3. Dacă complexul X̃ induce o echivalent,ă derivată Ḡ-graduată ı̂ntre A
s, i A ′ compatibilă cu morfismul Brauer BrQ, s, i KB-modulul simplu V corespunde KB ′-
modulului simplu V ′, atunci

(A o Sn, B⊗n, V⊗n) ≥b (A ′ o Sn, B ′⊗n, V ′⊗n).
Remarca 4.5.4. Suntem interesat, i de relat, ia ≥b atunci când este indusă de echivalent,e
derivate. Însă, nu este deloc dificil să arătăm direct că, cu metodele prezentate aici,
similar cu [36, Teorema 5.2], dacă (A,B, V) ≥b (A ′, B ′, V ′), atunci (A o Sn, B⊗n, V⊗n) ≥b
(A ′ o Sn, B ′⊗n, V ′⊗n)
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[32] V. A. Minut, ă, Graded Morita theory over a G-graded G-acted algebra,
Acta Univ. Sapientiae Math. 12 (2020), 164–178, DOI:10.2478/ausm-2020-0011,
arXiv:2001.09120;
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