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Introducere

Teoria reprezentarilor grupurilor finite este un instrument important necesar pen-
tru a examina structura unui grup, astfel unul dintre scopurile principale ale teorie
reprezentirilor grupurilor finite este clasificarea tuturor grupurilor finite. In acest sens,
unul dintre rezultate importante obtinute in acest secol a fost clasificarea cu succes a
tuturor grupurilor finite simple. Pentru a clasifica toate grupurile finite, unele din cele
mai vechi conjecturi propun sa creeze o legatura intre teoria reprezentarii a unui grup
finit cu cea a subgrupurilor sale locale. Una din principalele strategii folosite pentru abor-
darea acestor asa numite conjecturi locale-globale, consta in a le reduce la o conditie mai
puternica despre grupuri simple, numita in literatura drept conditie inductiva. Astfel de
teoreme de reducere pot fi obtinute folosind tehnici ale teoriei Clifford, si in particular,
folosind limbajul tripletelor de caractere si a relatiilor dintre ele.

In rezultatele recente ale lui Britta Spith, rezumate in [37] si [38], despre conditii
inductive pentru conjectura McKay si conjectura Alperin asupra ponderilor (Alperin
weight conjecture, AWC), teoremele de reducere obtinute utilizeaza anumite relatii intre
doua triplete de caractere, care impun ca cele doua triplete sa aiba aceeasi “teorie Clif-
ford”. Mai exact, Britta Spéath considera trei relatii intre triplete de caractere: relatia de
ordine-initiala (first-order [38, Definitia 2.1]), relatia de ordine-centrala (central-order [38,
Definitia 2.7]) si relatia de ordine-relativa-la-blocuri/ordine-blockwise (blockwise-order
[38, Definitia 4.2]).

In aceastd tezd am creat o versiune categoriala pentru triplete de caractere, pe care
le numim triplete de module si totodata introducem trei relatii intre triplete de mod-
ule corespunzatoare celor anterior amintite dintre tripletele de caractere. Mai mult, am
demonstrat ca aceste relatii sunt consecinte ale unor echivalente graduate Morita, Rickard
si respectiv, derivate, cu cateva conditii suplimentare. Aceste rezultate au fost motivate
de convingerea, exprimata in mod special in lucrarile lui Michel Broué (vezi, spre exemplu,
[5] si [6]), ca anumite corespondente intre caractere cu proprietati “bune” sunt de fapt
consecinte ale unor echivalente categoriale, cum ar fi echivalente Morita sau echivalente
Rickard intre blocurile unor algebre grupale. Pentru a explica legatura dintre aceste doua
perspective, vom incepe prin a introduce contextul nostru.

Fie G un grup finit, si (I, O, k) un sistem p-modular, unde O este un inel complet de
valoare discreta, I este corpul de fractii a lui O si K = O/J(O) este corpul rezidual de
caracteristica p. Presupunem ca corpul K este algebric inchis si ca corpul K contine toate
radacinile de ordin |G| ale unitati. Fie N un subgrup normal al lui G. Notim G := G/N.
Fie G’ un subgrup al lui G astfel incat G = NG’, si fie N’ = G’N'N. Consideram blocurile
G-invariante, b si b’ ale lui ON si ON’ si O-algebrele tare G-graduate A = bOG si
A’ =Db'OG’, impreuna cu 1-componentele lor B = bON si B’ = b’ON’.

In Capitolul 1, pornim cu “Teorema Fluturelui”, care in versiunea lui B. Spath din [38,
Teorema 2.16], ofera o metoda pentru obtinerea anumitor relatii intre triplete de caractere.
Motivati de aceasta, precum am publicat in articolul [28], consideram echivalente Morita
graduate intre extensii de blocuri si obtinem Teorema 1.5.2, care permite constructia unei
echivalente Morita graduate dintr-una dati folosind asumptii similare celor din [38]. In
orice caz, presupunerea noastra ca toate elementele lui M comuta cu cele din centrul
lui N, unde M este un (B, B’)-bimodul ce induce o echivalenta Morita intre B si B’, ne
ofera o motivatie pentru o dezvoltare ulterioara a acestei versiuni categoriale a “Teore-
mei Fluturelui”, care va fi introdusa in Capitolul 2. Mai mult, una din conditiile din
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V. A. Minuta

definitia lui B. Spéath ([37, Definitia 3.1], [38, Definitia 2.7]) ale relatiei de ordine-centrala
<. dintre doua triplete de caractere impune atat ca Cg(N) < G’, dar si ca cele doua
caractere proiective asociate celor doua triplete de caractere sa ia aceleasi valori scalare
pe elementele lui Cg(N). Se observa ca in aceasta situatie, algebra grupala C = OCg(N)
este o subalgebra G-graduata a ambelor algebre A si A’, dar si ci ea are o G-actiune
evidents compatibild cu G-graduarea. Prin urmare, dat fiind faptul ca cunoastem deja ca
echivalentele induse de bimodule G-graduate conserva multi invarianti teoretici Clifford
(vezi [25, §5] si [26]), versiunea noastra categoriala a “Teoremei Fluturelui” dar si relatia
<. dintre triplete de caractere ne conduc la a considera (A, A’)-bimodule G-graduate M
cu proprietatea cd mgc = 9 cmg oricare ar fi g € G,ceCsi mg € Mg. Am dovedit ca
echivalentele induse de astfel de bimodule implica relatia <. intre tripletele de caractere
corespunzatoare. Acest tip de bimodule, pe care le numim (A, A’)-bimodule G-graduate
peste o algebra G-graduata G-actionata C, le vom introduce in Capitolul 2. Tot aici,
vom si prezenta principalele lor proprietati. Acest tip nou de structuri a fost publicat
de catre noi pentru prima data in articolul [29]. Rezultatul principal al acestui capitol
consta in Teorema 2.1.13, unde demonstram ca categoria acestor bimodule, A-Gr/C-A’,
este echivalents categoriei A°-modulelor, unde A¢ = Dgec Ag ®c A’ De fapt, avem
trei functori izomorfi natural care dau aceasta echivalenta (vezi Propozitia 2.1.14). De
asemenea, am demonstrat aditional in Propozitia 2.1.15 ca acesti functori sunt compat-
ibili cu produse tensoriale, dar si cu “a lua morfisme”. In urméitoarele parti ale acestui
capitol, am dezvoltat o teorie Morita graduata peste C, asa cum am si publicat in articolul
[32]; am demonstrat ca echivalentele Morita G-graduate peste C pot fi induse de anumite
echivalente Morita echivariante dintre B si B’, dupa care am demonstrat in Teorema 2.4.3
versiunea noastra categoriala finala a “Teoremei Fluturelui”, generalizand astfel rezultatul
initial din Capitolul 1. In Sectiunea 2.5 am prezentat o aplicatie a acestei teorii, in care
ardtiam cum se pot obtine echivalente Morita G-graduate peste C din echivalente Morita
induse de modulul Scott, Sc(N x N/, AQ), a lui Koshitani si Lassueur ([19], [20]).

Folosind acest context categorial dezvoltat, in Capitolul 3, precum am publicat in
articolul [29], introducem notiunea de triplet de module (A, B, V), unde V este un K ®¢
B-modul simplu G-invariant, impreuns si cu relatiile ge si >. dintre doua triplete de
module (A,B,V) si (A’,B’,V’). Un rezultat principal este dat de Teorema 3.2.4, unde
am demonstrat ca daca tripletele de module (A,B,V) si (A’,B’, V') corespund via o
echivalents Rickard G-graduata peste C = OCg(N), atunci (A, B, V) >. (A’,B’, V'), care,
la randul ei implica, relatia (G, N, 0) >, (G’,N’;0’) dintre tripletele de caractere asociate.
In continuare, in Definitia 3.3.1 introducem si o versiune intre triplete de module a relatiei
de ordine-blockwise >y, (vezi [38, Definitia 4.2]), si am demonstrat in Propozitia 3.3.6 ca
aceasta este o consecinta a unei echivalente derivate graduata speciala, compatibila intr-
un anumit sens cu morfismul Brauer. Aceste aditii “blockwise” pentru teoria noastra a
tripletelor de module a fost publicata de noi in articolul [30].

In final, in Capitolul 4, dat fiind faptul ci cercetdrile lui B. Spith au aritat ci un
nou triplet de caractere poate fi construit din unul dat, folosind constructii de produse in
coroana (produse wreath) de triplete de caractere ([38, Teorema 2.21]), am demonstrat
ca echivalentele noastre sunt compatibile intr-un anume sens cu produse tensoriale, dar
si cu produse wreath, precum am si publicat in articolele [33, 30].

Cumulativ, aceasta teza se bazeaza pe rezultatele noastre publicate in [28, 29, 32, 33,
30]. Aditional, mentionez ca anumite parti ale acestei teze au fost prezentate in cadrul
mai multor conferinte nationale, dar si internationale.

Principalele surse pentru notatiile si rezultatele utilizate direct sunt date de [23, 25].
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Capitolul 1

Algebre G-graduate de endomorfisme
s1 echivalente Morita

In acest capitol, vom prezenta notatiile noastre standard, iar in urmatoarele sectiuni
vom obtine o versiune in termeni de echivalente Morita graduate a “Teoremei Fluturelui”
dintre triplete de caractere. Aceasta va oferi o metoda de constructie a unei echivalente
intre extensii de blocuri, pornind de la o alta echivalenta data. Rezultatele din acest
capitol au fost publicate in articolul [28].

1.1 Preliminarii

In general, notatiile si asumptiile noastre sunt standard si urmaresc [25].

Toatele inele din aceasta teza sunt asociative cu unitate 1 # 0, iar toate modulele sunt
unitale si finit generate.

Fie A un inel. Vom nota cu A-Mod categoria tuturor A-modulelor stangi. De obicei
vom scrie actiunile in partea stanga, astfel printr-un modul vom intelege de obicei un
modul stang (aceasta daca nu este specificat explicit ca modulul este drept). Notatia \M
(respectiv ;M ,,) va fi folosita pentru a evidentia cd M este un A-modul stang (respectiv
un (A, A’)-bimodul).

Contextul tezei este dat de un grup finit G si un sistem p-modular (K, O, k), unde O
este un inel complet de valoare discreta, K este corpul de fractii al lui O (de caracteristica
0) si K = O/J(O) este corpul rezidual de caracteristica p al lui @. Vom presupune ca
corpul K este algebric inchis si ca corpul K contine toate radacinile unitati de ordin |G|.

Fie N un subgrup normal al lui G. Notam prin G grupul factor G/N.

Fie A = eageé Ag o O-algebra G-graduata. Pentru un subgrup H al lui G, vom nota
prin Ap = @geﬂ Ag trunchierea lui A de la G la H. Notdm cu A-Gr categoria tuturor
A-modulelor G-graduate stangi. Pentru M = @geé Mg € A-Grsi g € G, g-suspensia lui
M este definita ca fiind A-modulul G-graduat M(g) = ©regM(g)r, unde M(g)p = Mgz.
Pentru orice g € G, T} : A-Gr — A-Gr va reprezenta (ca si in [11]) functorul de g-
suspensie, i.e. TgA(M) = M(g) oricare ar fi g € G. Stabilizatorul lui M in G este, prin
definitie [25, §2.2.1], subgrupul

Gm = {Q € G| M ~ M(g) ca A-module G-graduate sténgi} .

Daca Gy = G sau echivalent daca M este izomorf in A-Gr cu fiecare din g-suspensiile
sale, atunci spunem ca M este G-invariant.

Fie My,N € A-Gr. Vom nota prin Homa (M, N), grupul aditiv al tuturor omomor-
fismelor A-lineare de la M la N. Deoarece G este finit, E. C. Dade a demonstrat in [9,
Corolarul 3.10] c& Homa (M, N) este G-graduat. Mai exact, dacd g € G, componenta de
grad g (de acum Inainte numita g-componenta) este (precum in [25, §1.2]):

Homa (M, N); := {f € Homa (M, N) | f(Mg) C Ngg, for all x € G}.
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V. A. Minuta

Notam cu idyx functia identitate definita pe multimea X.

Pentru simplitate, in acest capitol, vom considera in principal doar produse incrucisate,
dar si pentru ca generalizarea la cazul algebrelor tare graduate este usoara. Reamintim
cd, dacd A este un produs incrucisat, putem alege un element inversabil omogen ug in
componenta Ag, pentru orice g € G.

Exemplul nostru principal de produs incrucisat G-graduat este obtinut astfel: Con-
sideram algebra grupala, OG ca fiind G-graduata cu I-componenta ON. Fie b € Z(ON)
un block G-invariant. Fie A := bOG si B := bON. Atunci extensia de blocuri A este
un produs incrucisat G-graduat, cu 1-componenta B. Acest exemplu va constitui premiza
cadrului nostru principal de lucru (Sectiunea 1.4) dar si motivul pentru care vom utiliza
in principal “G-graduiri”, desi aceasta nu este intotdeauna esential: in multe situatii,
graduarile pot fi considerate ca fiind date direct de G.

1.2 Echivalente Morita graduate

In aceasti sectiune, vom aminti din [25] principalele idei despre echivalentele Morita
graduate si vom preciza o varianta graduata a celei de-a doua teoreme Morita [12, Teorema
12.12].

Fie A = Py
B si respectiv B’. -
Clar A ®p AP este o algebra G x G-graduata. Fie

§(G):={(g,9) | g € G}

subgrupul diagonal al lui G x G si fie A subalgebra diagonala a lui A ®o AP

Agsi Al = @geé Ag doua algebre tare G-graduate, cu 1-componente

A% = AA ®o A") == (A®o A")s) = P A ® AL L.
geG

Atunci A este o algebra G-graduata, cu 1-componenti AY = B ®¢ B’°P.

Fie M un (B, B’)-bimodul, sau, echivalent, M este un B ®¢ B’°P-modul, prin urmare
un A;-modul. Fie M* := Homg(M, B), B-dualul lui M. De remarcat este faptul ca daca
B este o algebra simetrica, atunci avem izomorfismul

M* := Homg(M, B) ~ Homp (M, O),
unde Homp (M, O), este O-dualul lui M.

Definitia 1.2.1. Spunem ca (A, A’)-bimodulul G-graduat M induce o echivalenta Morita

G-graduati intre A si A’, dacd M @, M* ~ A ca (A, A)-bimodule G- graduate si M* @

M ~ A’ ca (A’, A’)-bimodule G-graduate, unde A-dualul M* = Homa (M, A) lui M este
n (A’, A)-bimodul G-graduat.

Conform [25, Teorema 5.1.2], urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) intre B si B’ avem o echivalentd Morita datd de AP-modulul M:
BMB’®B ’—

B B’;

B/ME@)B_

si M se extinde la un A®-modul;
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Capitolul 1. Algebre G-graduate de endomorfisme si echivalente Morita

(2) M == A @ M este un (A, A’)-bimodul G-graduat si M* = A’ ®p M" este un
(A’ A)-bimodul G-graduat, care induc o echivalenta Morita G-graduata intre A si
A’, data de functorii:

AMA,®A/* ,
A A,

A/M:\@)A—

In aceastil situatie, conform 25, Lema 1.6.3] avem urmatoarele sunt echivalente de
categorii izomorfe natural:

A®p— =~ — @5 A~ (A B0 A) ®po —),
prin urmare avem urmaitoarele izomorfisme naturale de bimodule G-graduate
M:=AQsM~M@p A’ ~ ((A®o A"P) @0 M),

Presupunem ca B si B’ sunt Morita echivalente. Atunci, conform celei de-a doua
teoreme Morita [12, Teorema 12.12], putem alege izomorfismele de bimodule

@:M*®sM — B/, P: M ®sg M* — B,

astfel incat
P(mm in=mem* ®n), vYmneM, m*eM*

si
M @mn" =m"P(men*), Ym n*eM* meM.

Datorita surjectivitati acestor functii, putem alege multimile finite I si J; si elementele
my, nf € M”* si mj, ny € M, pentru orice i € I, j € | astfel incat:
(P(Zm; ®p my) = g, ¢(Zni®8n?):13-

j€J iel

Presupunem c& M si M* induc o echivalentd Morita G-graduati intre A si A’. Ca si
mai sus, conform [12; Teoremei 12.12], putem alege izomorfismele

(b:M*@AM—)A/, II)IM(X)A/M*%A

de bimodule G-graduate astfel incat

si
(M @ MR = M P(meA), Vm,a*e M, me M.
De fapt, @, si Py sunt aceleasi cu @ si P de mai sus si sunt izomorfisme A®-lineare. Mai

mult, avem ca 14 = 1g € B si 14» = 1g, € B’. Prin urmare, putem alege aceleasi multimi
finite I si J; si aceleasi elemente m;, ni € M* si my, ny € M, Vi € I,j € ] astfel incat:

@(Zm; ®p my) = Tp/, J)(Zni@)an):]B-

j€J iel
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V. A. Minuta

1.3 Centralizatori si algebre graduate de endomor-
fisme

Aceasta sectiune se bazeaza pe rezultatele noastre publicate in articolul [28, §3]. Aici,
vom demonstra ca exista un morfism natural, compatibil cu echivalente Morita, de la
centralizatorul Ca(B) al lui B in A la algebra de endomorfisme a unui A-modul G-graduat
indus dintr-un B-modul.

Vom presupune ca A si A’ sunt produse incrucisate G-graduate, dar rezultatele din
aceasta sectiune pot fi generalizate la situatia algebrelor tare graduate. Fie U € B-mod
si U € B’-mod astfel incat U = M* ®@p U. Notam

E(U) := End(A @3 U,  E(U):=End(A’ @y U')P,

algebrele de endomorfisme G-graduate ale modulelor induse din U si U’
Vom demonstra ca exista un morfism natural de algebre G-graduate intre centraliza-
torul lui B in A si E(U), compatibile cu echivalente Morita G-graduate.

Lema 1.3.1. Functia
0:Ca(B) — E(U), f(c)(a®u) = ac® u,
unde ¢ € CA(B), a € A si u € U este un morfism de algebre G-graduate.
Conform [25, Lema 1.6.3], avem ca
A®pM~M®g A
dar vom avea nevoie sa scriem explicit izomorfismul dintre cele doud. Vom alege elementele
inversabile ug € U(A)NAg si ué € U(A)NAj de grad g € G. Stim ca un element arbitrar

ag € Aj poate fi scris in mod unic sub forma aj = u;b’, unde b’ € B’. Izomorfismul de
bimodule G-graduate dorit este:

e:Mep Al 5 AgM m Qg aén—)ug@)gug]maé

pentru orice m € M. De asemenea vom avea nevoie explicit de izomorfismul de bimodule
G-graduate

B A/ Xp M* — M* XB A aé Xp m* — aém*u; XB Ug
pentru orice m* € M*. Atunci, vom considera izomorfismul de A’-module G-graduate
B®Bidu:A/®B’ M*®Bu% M* ®BA®BU.

Propozitia 1.3.2. Dacd M si M* induc o echivalentd Morita G-graduatd intre A si A’
atunci diagrama

E(U) o E(U)
| o]
Ca(B) e Ca:(B)




Capitolul 1. Algebre G-graduate de endomorfisme si echivalente Morita

este comutativa, unde morfismele date sunt definite astfel:

j€J

pentru orice a € A, a’ € A’y c € Ca(B), ¢’ € Ca/(B'),ue U, w el sifeE(U.

1.4 Cadrul de lucru initial

Reamintim ca G este un grup finit si ca N este un subgrup normal al lui G. Aditional,
fie G’ un subgrup al lui G si N’ un subgrup normal al lui G’. Presupunem ca N’ = G'NN
si G = G'N, astfel, conform cu a doua teorema de izomorfism avem ca

G:=G/N~G'/(G'NnN)=G'/N".

Vom reprezenta aceasta constructie prin urmatoarea diagrama:

T\
N\G‘
N,

Consideram pe OG si OG’ drept algebre G-graduate cu 1-componente ON si respectiv
ON'. Stim ca G actioneaza pe Z(ON) si Z(ON').
Fie b € Z(ON) si b’ € Z(ON’) doua blocuri idempotente. Notam

A :=bOG, A’ =b'OG’, B :=bON, B’ :=b'ON/,
prin urmare A si A’ sunt produse incrucisate G-graduate, cu 1-componente B si respectiv
B’

Presupunem ci b si b’ sunt G-invarianti. Aceastd presupunere, nu restrange general-
itatea, data fiind reducerea Fong-Reynolds.

1.5 Teorema fluturelui
pentru echivalente Morita graduate

In aceastd ultima sectiune a acestui capitol, publicatd in articolul [28, §4], vom demon-
stra ca o echivalenta Morita intre 1-componentele a doua extensii de blocuri induce o
echivalenta graduata intre anumite algebre de centralizatori. Aceasta reprezinta unul din
ingredientele principale necesare pentru demonstrarea rezultatului principal din aceasta
sectiune, Teorema 1.5.2.
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V. A. Minuta

Aditional, cadrului de lucru din Sectiunea 1.4, vom presupune cd Cg(N) C G’, si
notam Cg(N) := NCg(N)/N. Consideram urmatoarele algebre:

A::‘bOG A’ ::r’(’)G’
C:=bONCg(N) C':=b'ON’'Cg(N)
B :=bON B’ :=b'ON".

Daca M induce o echivalenta Morita intre B si B/, o prima intrebare care apare este
ce se intampla fara ipoteza aditionald cum ca M se extinde la un A®-modul. Un raspuns
este dat de urmatoarea propozitie.

Propozitia 1.5.1. Presupunem ca:
(1) Ce(N) € G".
(2) M induce o echivalenta Morita intre B si B’.
(3) zm = mz pentru orice m € M si z € Z(N).

Atunci, existd o echivalentd Morita Cg(N)-graduatd intre C si C’

A :=b0G A':=b'OG’
‘ CMC’ / / ‘
C :=bONCg(N) — C':=b'ON’'Cg(N)
| . |
B :=bON > 2 B’ :=b'ON/,

indusd de (C, C")-bimodulul Cg(N)-graduat
TQ[ = C ®B M ~ M ®B’ C/ ~ (C ® C/Op) ®A(C®C/op) M

Rezultatul nostru principal, al acestui capitol, publicat in [28, Teorema 4.2], este o

versiune pentru echivalente Morita a asa-numitei “teoreme a fluturelui” [38, Teorema
2.16].

Teorema 1.5.2 (Teorema fluturelui pentru echivalente Morita graduate).
Fie G un alt subgrup, avand ca si subgrup normal pe N astfel incat blocul b sa fie s
G-invariant. Presupunem ca:

(1) Cg(N) C G/;

(2) M induce o echivalentd Morita G-graduatd intre A si A';

(3) zm = mz pentru orice m € M si z € Z(N);

(4) functiile de conjugare € : G — Aut(N) si € : G — Aut(N) verifici e(G) = &(G).

Fie G' = ’e\_](s(G )). Atunci exista o echivalenta Morita G/N -graduata intre A =b0G
siA:=b'0G".
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Capitolul 2

Echivalente peste o algebra
G-graduata G-actionata

Acest capitol este bazat pe rezultatele noastre publicate in articolele [29] si [32]. In
acesta, introducem echivalente Morita si Rickard peste o algebra G-graduata G-actionata
intre extensii de blocuri. Acestea sunt necesare deoarece o consecinta a acestora vor fi
relatiile de ordine-initiala si respectiv de ordine-centrala dintre doua triplete de caractere
corespunzatoare ale lui B. Spath (dupa cum vom vedea in Capitolul 3).

2.1 Bimodule G-graduate peste o algebra G-graduata

G-actionata

Notiunile si rezultatele introduse in aceasta sectiune au fost publicate de catre noi
pentru prima data in articolul [29, §2].

2.1.1. Fie A = @geé Ag o O-algebra G-graduatid cu l-componenta B := A;. Pentru

simplitate, vom presupune ca A este un produs incrucisat (generalizarea nu este dificila,
vezi spre exemplu [25, §1.4.B.]). Aceasta ne permite sa alegem elementele inversabile
omogene Ug din componenta Ag, pentru orice g € G. Fie A’ tot un produs incrucisat cu
1-componenta B’. Alegem si elementele inversabile omogene ué € Aé, pentru orice g € G.

Definitia 2.1.2. O OQ-algebra C este o O-algebra G-graduatd G-actionatd daca
(1) C este G-graduata, si scriem C = @geé Cg;
(2) G actioneaza pe C (intotdeauna la stanga in aceasts teza);
(3) pentru orice g,h € G si pentru orice ¢ € Cy avem ¢ € Cay,.

Notim 1-componenta lui C cu Z = C;, care este o algebra G-actionata.

Exemplul 2.1.3. Conform teoremei lui Miyashita [25, pg.22], stim ca centralizatorul
Ca(B) al lui B in A este o algebra G-graduata G-actionata, unde pentru orice h € G,

Ca(B)f ={a € A, | ab = ba, Vb € B},

si actiunea este datd de 9¢ = ugcugy-1, pentru orice ¢ € Co(B)j si §,h € G. Se remarca
faptul ca aceasta definitie nu depinde de alegerea elementelor ug si ca CaA(B); = Z(B)
(centrul lui B). Acest exemplu vine din rezultatele lui Dade [8] despre teoria Clifford a
blocurilor.

Exemplul 2.1.4. Dacd notam Ce(N) := NCg(N)/N, atunci OCg(N) este o algebra tare
Cg(N)-graduata G-actionata si prin urmare o algebra G-graduata G-actionata.
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Definitia 2.1.5. Fie C o O-algebra G-graduata G:actionaté. Spunem ca A este o O-
algebra G-graduata peste C daca exista un morfism G-graduat G-actionat

C:C — Ca(B),

i.e. pentru orice h € G si ¢ € Gy, avem ((c) € Ca(B)f, si pentru orice g € G, (%) =
9¢(c).

Exemplul 2.1.6. In cadrul de lucru initial din Sectiunea 1.4, dat fiind Exemplul 2.1.4,
avem ca A := bOG este o algebra G-graduati peste algebra G-graduatd G-actionata
C := OCg(N), cu morfismul structural ¢ : C — CA(B) dat de incluziune.

Mai mult, daca presupunem aditional ca Cg(N) C G’ (precum vom avea nevoie in
Sectiunea 1.5), atunci A’ := b’OG’ este tot o algebra G-graduata peste C := OCg(N), cu
morfism structural (' : C — Ca/(B’) dat din nou de incluziune.

~ Un alt exemplu important de o O-algebra G-graduata peste o algebra G-graduati
G-actionata, este dat de urmatoarea lema (publicata de autor in [32, Lema 1]):

Lema 2.1.7. Fie P un A-modul G-graduat. Presupunem cd P este G-invariant. Fie
A’ = Enda(P)° algebra endomorfismelor A-lineare ale lui P. Atunci A’ este o O-algebra
G-graduata peste CA(B).

Definitia 2.1.8. Fie A si A’ doua produse incrucisate G-graduate peste C, cu morfisme
structurale ( si respectiv (. )
a) Spunem ca M este un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C daca:

(1) M este un (A, A’)-bimodul;

(2) M sunt o descompunere M = @, _s My astfel incit Ag 7\~/l,—<A]51 cM

5eG pentru orice
g, x,h € G;

gxhs

(3) mg-c = 9% - mg, pentru orice ¢ € C, My € Mg,g € G, unde ¢ -m = ((c) - m si
m-c=m-{'(c), pentru orice ¢ € C,m € M.

b) (A, A’)-bimodulele G-graduate peste C formeazi o categorie, pe care o vom nota
cu A-Gr/C-A’, unde morfismele dintre (A, A’)-bimodule G-graduate peste C sunt chiar
morfismele dintre (A, A’)-bimodule G-graduate.

Remarca 2.1.9. Conditia (3) din Definitia 2.1.8 poate fi inlocuita cu
(3) m-c =c-m, pentru orice ¢ € C, m € M.

Un exemplu de bimodul G-graduat peste o algebra G-graduati G-actionats este dat
de urmatoarea propozitie (publicata de autor in [32, Propozitia 1]):

Propozitia 2.1.10. Fie C o algebra G-gmduaéd G-actionatd si A o O-algebrd tare G-
graduata peste C. Fie P un A-modul G-graduat G-invariant. Fie A’ = Enda(P)°P. Atunci
urmatoarele afirmatii au loc:

(1) A’ este 0 O-algebrd G-graduatd peste C;

(2) P este un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C.

210



Capitolul 2. Echivalente peste o algebrd G-graduatd G-actionatd

2.1.11. Privim pe A’? ca o algebrd G-graduatd cu componente (A’°P); = AP = Aé,h
Vg € G. Notam cu “x” operatia de inmultire din A’?. Consideram partea diagonala a
lui A ®c AP, care este bine definité:

A€ = A(A ®@c A'P) = @Ag ®c Agr.
geG

Lema 2.1.12. (1) A® este o O-algebra.
(2) A ®c A’ este un AC-modul drept si un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C.

Teorema 2.1.13. [29, Teorema 2.9] Categoria A€ -modulelor si categoria (A, A')-bimodu-
lelor G-graduate peste C sunt echivalente:

(ABCA’P)® e~
A€ -Mod = A-Gr/C-A’
—h

Propozitia 2.1.14. Functori
(A®cA'") @pc —, A®p —, —®ps A’ : A°“Mod — A-Gr/C-A’

sunt echivalente de categorii izomorfe natural, iar inversa lor este data de functorul care
“la 1-componenta” (—);.

Propozitia 2.1.15. Dat fiind un A€-modul M, notim M = (A ® A"P) @pe M~
A®gM>~M®g A'. Fie A” un al treilea produs incrucisat G-graduat peste C.

(1) Fie M un A(A ®@c¢ A’P)-modul si M" un A(A’ @¢ A”P)-modul.
Atunci M ®@g, M’ este un A(A ®@¢ A"P)-modul cu operatia de inmultire definitd
astfel
(ag @ ") (m @ m') = (ag @ (W))P)m 0y (1] @ 0’
pentru orice g € G si pentru orice ag € Ag, a”P e A"P,meM,m e M. Mai
mult, avem izomorfismul

M®B’ M/ ~ M@A/ M/
de (A, A")-bimodule G-graduate peste C.

(2) Fie M un A(A’ ®¢ A°P)-modul si M" un A(A" @c A"P)-modul.
Atunci Homg: (M, M) este un A(A ®@¢ A"P)-modul cu urmdtoarea operatie:

((ag ®c @"P)F)(m) = (u] @ "I ((uf! @c a?,)m),

pentru orice g € G, ag € Ag, a”?? e AP, me M, f € Homg (M, M'). Mai mult,
avem izomorfismul

Homg' (M, M’) ~ Homa, (M, M)
de (A, A")-bimodule G-graduate peste C.
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2.2 Teorie Morita graduata peste C

In aceastd sectiune, precum am publicat in articolul [32], vom dezvolta o teorie Morita
graduata peste o algebri G-graduata G-actionats C. Vom urmiri, pentru acest demers,
abordarea teoriei Morita a lui C. Faith din 1973 [12]. De remarcat aici este ca o teorie
Morita graduata a fost deja dezvoltata, incepand cu anul 1980 atunci cand R. Gordon
si E. L. Green au caracterizat echivalentele graduate pentru situatia G = Z, in [14]. In
continuare, in 1988 s-a observat ca de fapt aceasta functiona pentru grupuri arbitrare G
de catre C. Menini si C. Nastasescu, in [31]. Noi, vom utiliza rezultatele din literatura sub
forma data de A. del Rio in 1991 in [11] si totodata vom utiliza si teoria Morita graduata
dezvoltata de P. Boisen in 1994 in [4].

In ceea ce urmeaz4, vom construi notiunea de context Morita G-graduat peste C si vom
oferi un exemplu standard. In Sectiunea 2.2.2 vom introduce notiunile de functor graduat
peste C si de echivalenta graduata Morita peste C iar in final vom preciza doua teoreme
de tip Morita utilizand notiunile introduse: Vom demonstra ca daca avem un bimodul
G-graduat peste o algebra G-graduata G-actionata putem obtine o echivalenta Morita G-
graduata peste algebra G-graduata G-actionata data. Mai mult, vom demonstra ca daca
avem data o echivalenta Morita G-graduata peste o algebra G-graduata G-actionata,
putem obtine un bimodul G-graduat peste algebra G-graduata G-actionata data, care
induce echivalenta Morita G-graduata data.

2.2.1 Contexte Morita graduate peste C

Pornim prin a introduce notiunea de context Morita G-graduat peste C, urmand abor-
darea din [12, §12].

Definitia 2.2.1. Fie urmatorul context Morita:
(A, A, M, M, £, g).
Spunem ca este un context Morita G-graduat peste C daca:

(1) A si A’ sunt O-algebre tare G-graduate peste C;

(2) M, si /M sunt bimodule G-graduate peste C;

(3) f: M@ M = Asig: M @2 M — A’ sunt morfisme de bimodule G-graduate
astfel incat daca f(m ®@ m’) = mm’ si g(m’ ® m) = m’'m, avem urmatoarele legi
de asociativitate:

') and (M)A

(M)A = m(m
pentru orice ™, € M, M/, A’ € M.

Daca f si g sunt izomorfisme, atunci (A,A’, M, M/, f, g) este numit context Morita G-
graduat surjectiv peste C.

Ca si exemplu de context Morita G-graduat peste C, avem urmatoarea propozitie
motivata de [12, Propozitia 12.6].
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Propozitia 2.2.2. Fie A o O-algebra tare G-graduatd peste C, P un A-modul G-graduat
G-invariant, A’ = Enda(P)° si P* := Homa (P, A) este A-dualul lui P. Atunci

(A» Al) Pa P*a ('» ')> ['> ])

este un context Morita G-graduat peste C, unde (-,-) este un (A,A)-omomorfism G-
graduat, numit morfismul de evaluare, definit astfel:

() : P@a P* = A,
X® @ — @(x), pentru orice @ € P*, x € P,

si unde [, -] este un (A', A’)-omomorfism G-graduat definit astfel:

[, ]:P*®@AP = A/,
© ®@x — [@,x], pentru orice @ € P*, x € P,

unde pentru orice @ € P* six € P, [@,x] este un element al lui A" astfel incat

ylo,x] = @(y) - x, pentru orice y € P.

Daci (A, A’, M, M/, f, g) este un context Morita G-graduat surjectiv peste C, atunci
data fiind Propozitia 12.7 din [12], avem ca A’ este izomorf cu Enda(M)°P si avem un
izomorfism de bimodule intre M’ si M* = Homa (M, A). Prin urmare, in aceasti situatie,
exemplul dat de Propozitia 2.2.2 este unic, pana la un izomorfism.

Dat fiind Corolarul 12.8 din [12], exemplul dat de Propozitia 2.2.2 este un context
Morita surjectiv G-graduat peste C daci si numai daci ,P este un progenerator.

2.2.2 Teoreme Morita graduate peste C

Fie A si A’ dous O-algebre tare G-graduate peste C (cu l-componente B := A; si
B’ := A{), fiecare inzestrat cu un morfism structural de algebre G-graduate G-actionate
(:C— CA( ) si respectiv (' : C — Ca/(B’). Conform [11] avem urmatoarele definitii:

Definitia 2.2.3. (1) Spunem ca functorul F : A-Gr — A’-Cr este G-graduat daci
pentru orice g € G, F comuti cu functorul de g-suspensie, i.e. F o TA este izomorf

natural cu Té\ o F;

(2) Spunem c& A si A’ sunt echivalente Morita G-graduat daci existd o echivalenta

G-graduati: F : A-Gr — A’-Gr.

Presupunem cd A si A’ sunt echivalente Morita G-graduat. Prin urmare, putem
considera functorii G-graduati:
7
A-Gr . A’-Gr
g

care induc o echivalenta Morita G-graduata intre A si A’. Conform rezultatului lui Gordon
si Green [11, Corolar 10], aceasta este echivalenta cu existenta unei echivalente Morita
intre A si A’ data de urmatorii functori:

A-Mod Z A’-Mod:
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astfel incat urmatoarea diagrama sa fie comutativa:

A-Gr z A’-Gr
| g |
u u’
f
A-Mod 5 A’-Mod

in sensul ca:

UoF=Fol, UoG=Gol,

unde U este functorul care “uitd” graduarea de la A-Gr la A-Mod si U’ este functorul
care “uita” graduarea de la A’-Gr la A’-Mod.

Lema 2.2.4. Daci P este un A-modul G-graduat, atunci P s1 F(P) au acelasi stabilizator
in G.

Fie P si Q doud A-module G-graduate. Avem urmitorul morfism:

Homp (P, Q) z HomA/(f"(P),j}(Q)). (*)

Urmarind demonstratia Lemei 2.1.7 si a Propozitiei 2.1.10, avem un morfism G-
graduat de la C la Enda(P)°P (compunerea dintre morfismul structural ¢ : C — Ca(B)
si morfismul 0 : CA(B) — Enda (P)? din Lema 1.3.1) si ca P este un (A, Enda(P)°P)-
bimodul G-graduat. Atunci, folosind restrictia scalarilor obtinem c& P este un C-modul
drept. A~n§10g~Ql F(P) si F(Q) sunt de asemenea C-module drepte, astfel Homa (P, Q) si

Hompa (F(P), F(Q)) sunt (C,C)-bimodule G-graduate. Aceasta ne permite si introducem
urmatoarea definitie:

Definitia 2.2.5. (1) Spunem ca functorul F este peste C daci morfismul F (vezi (x))
este un morfism de (C,C)-bimodule G-graduate;

(2) Spunem ca A si A’ sunt echivalente Morita G-graduat peste C daca exista o echiva-
lenta G-graduata peste C: F : A-Gr — A’-Gr.

Teorema 2.2.6 (Morita I graduata peste C - [32, Teorema 1]).
Fie (A,A'; M, M’ f, g) un context Morita surjectiv G-graduat peste C. Atunci functori

M’ @x —: A-Gr — A’-Gr
M ®ar —: A'-Gr — A-Gr

sunt echivalente inverse G-graduate peste C.

Conform Propozitiei 2.2.2 si observatiilor facute in Sectiunea 2.2.1, urmatorul corolar
este evident.

Corolarul 2.2.7. Fie P un A-modul G-graduat G-invariant si A’ = Enda(P)°P. Daca
AP este un progenerator, atunci P ®a+ — este o echivalenta Morita G-graduata peste C
intre A'-Gr si A-Gr, cu inversa P* ®a —.
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Teorema 2.2.8 (Morita II graduata peste C - [32, Teorema 2]).
Presupunem ca A si A’ sunt echivalente Morita G-graduat peste C si fie
F
A-Gr . A'-Gr
g

echivalente inverse G-graduate peste C. Atunci aceastd echivalentd este datd de urmdtoare-
le bimodule G-graduate peste C: P = F(A) si Q = G(A'). Mai exact, P este un (A', A)-
bimodul G-graduat peste C, Q este un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C si urmdatoarele
echivalente naturale de functori au loc:

J%EP®A— s% g~2Q®A’_~

Date fiind acum cele doua teoreme Morita (Teoremele 2.2.6 si 2.2.8) si Propozitia 2.1.15
putem da urmatoarea definitie echivalenta a unei echivalente Morita graduata peste C.

Definitia 2.2.9. Fie M un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C. Clar, A-dualul M* =
Homa (M, A) al lui M este un (A’, A)-bimodul G-graduat peste C. Spunem ca M induce
o echivalenta Morita graduatd peste C intre A si A, daca M ®r M* ~ A ca si (A, A)-
bimodule G-graduate peste C si M* @A M >~ A’ ca si (A’, A’)-bimodule G-graduate peste
C.

2.2.3 Echivalente Morita graduate peste C

Continuam cu notatiile sectiunii anterioare. In aceasti sectiune, precum am publicat in
29, §3], extindem [25, Teorema 5.1.2] la situatia echivalentelor Morita G-graduate peste C,
pentru a putea da o legatura intre ele si echivalentele Morita (Teorema 2.2.10). Mai mult,
continuand munca din Sectiunea 1.3, Propozitia 2.2.13 ofera unul din motivele pentru
conceptul nostru de relatie de ordine-centrala intre triplete de module (vezi Definitia
3.2.3).

Teorema 2.2.10. [29, Teorema 3.3] Presupunem ca (B, B’)-bimodulul M si B-dualul sau
M* = Homg (M, B) induc o echivalenta Morita intre B si B':

M*®@p—
B-Mod B’-Mod
M®gr—

Dacd M se extinde la un A°-module, atunci avem urmdatoarele:
(1) M* devine un A(A’" ®c A°P)-modul;

(2) M= (A ®c A’") @ac M este un (A, A')-bimodul G-graduat peste C, M* ~ (A’ ®c
AP)@a(argeacr) M™ ca si (Ay A)-bimodule G-graduate peste C, si ele induc o echiva-
lenta Morita G-graduata peste C intre A si A'.

Remarca 2.2.11. Echivalenta Morita G-graduat peste C poate fi trunchiata [25, Corolar
5.1.4.]. In situatia noastra, daca M este un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C si M* este
A-dualul siu, care induc o echivalenta Morita G- graduatd peste C intre A si A, iar H
este un subgrup al lui G, atunci MH = Bren Mh si M"i induc o echivalenta Morita
H-graduata peste Cp intre Ap si A/,
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2.2.12. Daca U este un B-modul, notam cu
E(U) := Enda (A ®g U)°P
algebra G-graduata de endomorfisme ale A-modulului indus din U.

Propozitia 2.2.13. Presupunem ca M induce o echivalentd Morita G-graduatd peste C
intre A si A'. Fie U un B-modul si U' = M* ®g U, B'-modulul corespunzator lui U prin
echivalenta data. Atunci urmatoarea diagrama este comutativa:

E(U) - E(U’)
Ca(B) = Ca/(B’)

A

2.3 Cadrul de lucru principal

2.3.1. Reamintim cadrul nostru de lucru initial prezentat in Sectiunea 1.4: Fie G’ un
subgrup al lui G si N’ un subgrup normal al lui G’. Presupunem ca N’ = G’ N N si
G = G'N, prin urmare

G:=G/N~G'/(G'NN)=G'/N".
Fie b € Z(ON) si b’ € Z(ON') doui blocuri G-invariante. Notam
A :=bOG, A’ =b'OG’, B :=bON, B’ :=b'ON/,
astfel A si A’ sunt produse incrucisate G-graduate, cu 1-componente B si respectiv B’

2.3.2. In plus, vom presupune ci A si A’ sunt algebre G-graduate peste o O-algebra
G-graduata G-actionats C, inzestrate cu morfisme structurale ¢ : C — Ca(B) si (' :C —
Cas(B’), ca si in Definitia 2.1.5.

Spre exemplu, pornind de la Exemplul 2.1.6 care ne spune ca daca in plus presupunem
ca Cg(N) C G’, atunci putem lua C := OCg(N), care este o algebrsa G-graduata G-
actionata, si avem ca A si A’ sunt algebre G-graduate peste C := OCg(N) inzestrate cu
morfisme structurale (: C — Ca(B) si (' : C — Ca/(B’) date de incluziune.
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2.4 Teorema fluturelui
pentru echivalente Morita G-graduate peste C

2.4.1. Asa cum am publicat in [29, §3]|, vom introduce o versiune pentru echivalente
Morita peste C a asa numitei “teoreme a fluturelui” [38, Teorema 2.16], bazata pe Teorema
1.5.2. Pornim prin adaptarea Propozitiei 1.5.1, si prin urmare, vom lucra in contextul
cadrului de lucru principal (Sectiunea 2.3). In plus, vom presupune c& Cg(N) C G’, si
notam Cg(N) := NCg(N)/N si C := OCg(N). Consideram algebrele:

A::‘bOG A’ ::r’OG’
C:=bONCg(N) C':=b’ON’Cg(N)
B :=bON B’ :=b'ON’.

Propozitia 2.4.2. Fie C = OCg(N), si presupunem ca:
(1) Ce(N) C G/,
(2) M induce o echivalenta Morita intre B si B';
(3) zm = mz, pentru orice m € M si z € Z(N).

Atunci existd o echivalentd Morita Cg(N)-graduatd intre C si C' peste C

A =b0G A =Db'OG’

‘ CMC’ / / ‘ /
C:=bONCg(N) — C":=b'ON’'Cg(N)
| " |
B :=bON z 2 B’ :=b'ON/|

indusd de (C, C’')-bimodulul Cg(N)-graduat peste C:
M:=C®M=~Mep C' =~ (C&cC™) @acacrr) M.

Teorema 2.4.3 (Teorema fluturelui pentru echivalente Morita graduate peste C - [29]).
Fie G un alt grup care are ca $i subgrup normal pe N, astfel incat blocul b sa fie si
G-invariant. Fie C = OCg(N). Presupunem cd:

(1) Ce(N) € G,
(2) M induce o echivalentd Morita G-graduatd peste C intre A si A’;
(3) functiile de conjugare € : G — Aut(N) si €: G — Aut(N) verifici ¢(G) = £(G).

Notam G’ = ¢(e(G")). Atunci existd o echivalenta Morita G/N—gmduatd peste C =
OCg(N) intre A :=bOG si A’ :=b’0OG".
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2.4.4. Conditia (1) din Propozitia 2.4.2 poate fi inlocuita cu ipoteza ca (B, B)-bimodulul
M este G-invariant, i.e. Az ®p M ®gp/ Aé,1 ~ M ca si (B,B’)-bimodule, pentru orice
gc G, pentru a obtine o afirmatie mai puternica.

Fie G[b] = G[b]/N stabilizatorul lui B ca un (B, B)-bimodul, adica G[b] este subgrupul
maximal H al lui G astfel incat Ca(B)y si fie un produs incrucisat (vezi [8, 2.9]). Atunci
G[b] este un subgrup normal al lui G, si in particular, avem ci Cg(N) C G[b].

Corolarul 2.4.5. Presupunem cd (B, B)-bimodulul M este G-invariant. In plus, pre-
supunem cd zm = mz, pentru orice m € M si z € Z(N). Atunci G[b] = G[b’] (prin
urmare Cg(N) C G’), si existd o echivalentd Morita G[bl-graduatd peste C := OCg(N)
intre Agp) $t Agp-

Remarca 2.4.6. Altfel, fara conditia (1) a Propozitiei 2.4.2, presupunem ca M induce
o echivalents Morita G-graduata intre A si A’ (deci in particular, M este G-invariant).
Atunci, conform [25, Teorema 5.1.8], CA(B) ~ Ca/(B’) si G[b] = G[b’]. Daci, in plus,
zm = mz, pentru orice m € M si z € Z(N), atunci, conform Corolarului 2.4.5, M este
un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C := OCg(N) (de fapt, chiar si peste Ca(B)gp))-

2.5 Module Scott

Koshitani si Lassueur au construit in articolele [19, 20] echivalente Morita induse de
anumite module Scott. In aceastd sectiune, vom demonstra ca constructiile lor pot fi
extinse pentru a obtine echivalente Morita graduate peste C = OCg(N). Rezultatele din
aceasta sectiune au fost publicate in articolul [29, §4].

2.5.1. Fie Q un p-subgrup Sylow al lui N, fie (Q) ={(q,q) € Q xQ | g € Q} subgrupul
diagonal al lui Q x Q, fie G’ = Ng(Q) si N’ = G’ N N. In acest context, avem ca
Cg(N) C G'. Fie C = OCg(N) si Z= Z(N). Notam

K=1{(g,9")1g=g"in G=G/N=G/N.
Fie b € Z(ON) si b’ € Z(ON’) doua blocuri principale. Notam
A :=bOG, A’ =b'OG’, B :=bON, B’ :=b'ON’.

Reamintim ca pentru un subgrup H < G, OG-modulul (Alperin)-Scott relativ la
H (notat cu Sc(G,H)) este unicul sumand direct indecompozabil al modulului indus
IndﬁOH = OG ®py Oy, care contine pe OG in soclu. Aici Oy reprezinta OH-modulul
trivial.

La fel ca si in articolele [19, 20], vom considera modulul Scott Sc(N x N’;8(Q)), iar
pentru proprietatile generale ale modulelor Scott ca si referinta generala consideram [34,

§4.8).

Propozitia 2.5.2. Cu notatiile de mai sus, presupunem cd p nu divide ordinul lui G.
Fie M = Sc(N x N'J8(Q)). Atunci

M =~ Resy,n: Sc(K, 8(Q)).

In particular, M poate fi privit ca un A(A®A_’°p)—m0dul. Mai mult, M poate fi ales astfel
incat M := A ®p M este un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C = OCg(N) intre A si A’.
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2.6 Echivalente Rickard peste C

Utilizand observatiile din [25, §5.2.1], putem extinde rezultatele din Sectiunea 2.2.3
la situatia echivalentelor Rickard. Pastram notatiile si ipotezele din Sectiunea 2.3.1, si
notam cu HP categoria omotopica méarginita. Printr-o echivalenta Rickard intelegem o
echivalents intre categoriile de omotopii marginite H"(A) si H"(A’) induse de un complex
tilting cu endomorfisme scindabile, precum a fost prezentat de Rickard in [21, §9.2.2]. In

aceasta situatie este esential ca A si A’ sa fie algebre simetrice. Aceasta sectiune a fost
publicata in [29, §5].

2.6.1. Fie M un complex marginit de (A, A’)-bimodule G-graduate, cu 1- -componenta
M, care este un complex marginit de A(A ®p A’°?)-module. Reamintim ca M si dualul
siu M* induc o echivalenta Rickard G-graduata intre A si A’, daca exista izomorfismele

G: M @AM = A’ si P: M M5 A,

In categoria corespunzatoare de omotopie marginita de bimodule G-graduate.
Spunem ca aceastd echivalenta este peste C daci M este un complex de (A,A’)-
bimodule G-graduate peste C.

2.6.2. Este usor de vazut ca Remarca 2.2.11, Propozitia 2.2.13 si Propozitia 2.4.2 inca au
loc daca Inlocuim “echivalente Morita” cu “echivalente Rickard” (si “module” cu “com-
plexe marginite de module”). Mai mult, conform [25, Teorema 5.2.5], in Teorema 2.2.10
trebuie s& presupunem aditional c& p nu divide ordinul Iui G. Corolarul 2.4.5 si Remarca
2.4.6 pot fi de asemenea adaptate la aceasta situatie.

In consecinta, avem urmatoarea varianta a teoremei fluturelui (Teorema 2.4.3), in
termeni de echivalente Rickard.

Teorema 2.6.3. Fie G un alt grup pentru care N este subgrup normal, astfel incat blocul

b este si G-invariant. Fie C = OCg(N). Presupunem cd:
1 ) C G/,

(1) €

(2) M induce o echivalentd Rickard G-graduatd peste C intre A si A';

(3) functiile de conjugare € : G — Aut(N) si € : G — Aut(N) verificd e(G) = ¢(6);
(4)

4) p nu divide ordinul lui G.

Notam G’ = ¢7'(e(G")). Atunci existd o echivalenta Rickard G/N -graduatd peste C :=
OC4(N) intre A :==bOG si A :=b'OG’.
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Capitolul 3

Triplete de caractere
si triplete de module

In acest capitol, vom introduce conceptul de triplet de module si vom demonstra ca
relatiile > si >, date in [38, Definitia 2.1.] si [38, Definitia 2.7.] sunt consecinte ale
echivalentelor Rickard peste C intre triplete de module. Mai mult, in Definitia 3.3.1 vom
introduce o versiune in termeni de triplete de module a relatiei >y, (vezi [38, Definitia
4.2]), si vom demonstra in Propozitia 3.3.6 ca inclusiv aceasta este o consecinta a unui
anumit tip de echivalente derivate, anume unul care este compatibil intr-un anumit sens cu
morfismul Brauer. De remarcat este faptul ca abordarea noastra a tripletelor de caractere
este diferita de cea a lui Turull [39]. Notiunile si rezultatele din acest capitol au fost
publicate in articolele [29] si [30].

3.1 Triplete de module

3.1.1. Fie K un corp, G un grup finit, si N un subgrup normal al lui G.
Notam cu Irr(G) multimea tuturor caracterelor ireductibile cu valori in K ale lui G.
Clar grupul G actioneaza pe IrrieN: pentru 0 € IrreN si g € G avem:

99:N->K
99(n) =0 (gng'), vn e N.

Spunem ca 0 este G-invariant daca 99 = 0 oricare ar fi g € G.
Reamintim definitia unui triplet de caractere ([18, pg.186], [38, Definitia 1.6]):

Definitia 3.1.2. Fie G un grup finit, N un subgrup normal al lui G si 0 € IrrcN. Spunem
ca (G, N, 0) este un triplet de caractere daca 0 este G-invariant.

Stim ca 0 € IrrcN este un caracter asociat unui XN-modul simplu V si ca 0 determina
clasa de izomorfism a luiV.

3.1.3. Fie K un corp si V un KN-modul. Similar, pentru orice g € G putem considera
g-conjugatul lui V:
WV =KNg ®xn V.

Definitia 3.1.4. Spunem ca un KXN-modul V este G-invariant (sau G-stabil) daca V este
izomorf cu 9V ca si KN-module, pentru orice g € G.

Remarca 3.1.5. Daca g € N, atunci V este izomorf cu 9V ca si N-module.

Prin urmare, N actioneaza trivial pe clasele de izomorfism de N-module. Mai mult,
stim ca pentru orice g € G sin € N:

mV ~ I(MV) ~ 9V,

deci de fapt G/N := G actioneaza pe clasele de izomorfism de N-module.

220



Capitolul 3. Triplete de caractere si triplete de module

3.1.6. Continuam cu notatiile si asumptiile cadrului principal de lucru (Sectiunea 2.3). In
plus, fie V un K£B-modul simplu G-invariant, si fie V/ un B’-modul simplu G-invariant,
unde

KB=K®oB=(1®b)KN si KB'=K®0oB = (1®b")CN".

Fie 0 € Irri(B) un caracter ireductibil G-invariant asociat lui V, si fie 0 € Irrc(B’)
un caracter ireductibil G’-invariant asociat lui V’. Atunci, (G,N,0) si (G’,N’,0’) sunt
triplete de caractere.

Putem acum sa definim notiunea de triplet de module, notiune asociata conceptului
de triplet de caractere.

Definitia 3.1.7. Spunem ca (A, B, V) este un triplet de module, si consideram algebra
lui de endomorfisme
E(V) = EIld]CA (]CA QxB V)Op .

Deoarece am presupus ca corpul K contine toate radacinile de ordin |G| ale unitatii (vezi
Sectiunea 1.1), E(V) este o algebra grupals rasucits de forma K,G, unde o € Z*(G, K*).
Stim ca clasa [0 € H?(G,K*) depinde doar de clasa de izomorfism a lui V, astfel, de
fapt, [«] este determinat de ©.

3.2 Relatiile de ordine-initiala si de ordine-centrala

Continuam cu notatiile si asumptiile sectiunii anterioare. Urmatoarele notiuni si rezul-
tate au fost publicate in [29, §6].

Propozitia 3.2.1. Fie A(V) := A(KG ® E(V)°P). Atunci A(V) este izomorf cu ICInfg(XG

ca si algebre G-graduate. In particular, structura de KKN-modul a lui V se extinde la o
structura de ICInfg «G-modul.

Remarca 3.2.2. Structura de A(V)-modul a lui V da nastere la K-reprezentarile proiec-
tive ale lui G asociate lui 0. Doua reprezentari proiective P si P/ sunt asemenea daca si
numai daci E(V) = KoG si E(V') = Ky G sunt izomorfe ca si algebre G-graduate, si daca
si numai daci [o = [o] in H?(G, ). Aceasta are loc daca si numai daca A(V)-modulul
V este izomorf cu A(V’)-modulul V', via izomorfismul dat de A(V) ~ A(V’) ca si algebre
G-graduate.

Acum, putem formula o versiune in termeni de triplete de module a relatiilor de
ordine-initiala si de ordine-centrala dintre triplete de caractere.

Definitia 3.2.3. Fie (A,B,V) si (A/, B/, V') doua triplete de module.
a) Scriem (A,B,V) > (A’,B’, V') daca

(1) G=NG'si N'=NNG;
(2) existd un izomorfism de algebre G-graduate
E(V) = Endjca (KA ®xp V)P — E(V/) = EHd]CA/(’CAI XK/ V/)Op.
b) Scriem (A, B,V) >. (A’,B’, V') daca
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(1) G=G'N,N'=NNG’
(2) Ce(N) C G’
(3) exista un izomorfism de algebre G-graduate
E(V) = Endia (KA @k V)P — E(V') = Endicar (KA’ @k V)P

astfel incat diagrama

E(V) - E(V)

T |

KC e e,

de K-algebre G—gradua:ce este comutativa, unde KC = KCg(N) este privit ca o
KC-algebra G-graduata G-actionata, cu 1-componenta ICZ(N).

Acum, vom prezenta legatura dintre relatiile >, dintre triplete de caractere, relatiile
>. dintre triplete de module dar si dintre echivalentele Rickard peste C. Reamintim ca
pe motiv ce KB este o algebra semisimpla, obiectele indecompozabile din D°(KB) sunt
ICB-modulele simple privite ca si complexe concentrate intr-un grad n € Z.

Teorema 3.2.4. [29, Teorema 6.7] Presupunem ci Cg(N) C G', si cd complezul M
induce o echivalentd Rickard G-graduatd peste C := OCg(N) intre A si A'.

Fie V un KB-modul simplu G-invariant de caracter 0, si fie V' un KB'-modul sim-
plu G'-invariant corespunzator lui V wvia corespondenta data, de caracter 0. Atunci

(A,B,V) >, (A,B", V') si (G,N,0) >, (G’,N’,0').

3.3 Relatiile de ordine-blockwise

Spath a mai utilizat in [36], [37] si [38] relatia de ordine-blockwise (>y) intre triplete
de caractere. Aceasta relatie este o rafinare a relatiei de ordine-centrala (>.) care ia in
considerare o inductie de blocuri, vezi [38, Definitia 4.2].

Pe o idee similara, dupa cum am publicat in articolul [30, §5], vom introduce relatia de
ordine-blockwise, >y, intre triplete de module ca si o rafinare a relatiei de ordine-centrala,
>, folosind corespondenta Harris-Knorr (vezi Definitia 3.3.1). De remarcat este faptul ca
definitia noastra nu implica in totalitate pe [38, Definitia 4.2], deoarece acolo este utilizata
inductia de blocuri intr-un sens mai general. Mai mult, in Definitia 3.3.5 introducem
notiunea de echivalente derivate compatibile cu morfismul Brauer. Aceasta este o conditie
mai slaba decat cea a echivalentelor splendide sau de baza, si este motivata de rezultatele
din [27], care creeaza o legatura intre echivalentele Morita de baza si rezultatul principal
al lui Dade [8]. Vom demonstra in Propozitia 3.3.6 ca relatia >y, dintre triplete de module
este o consecinta a unei anumite echivalente derivata graduata compatibila cu morfismul
Brauer.

Reamintim ca printr-o echivalenta derivata intelegem o echivalenta intre categoriile
derivate marginite DP(A) si DP(A’) induse de un complex tilting bilateral precum si in
[21, §6.2].

Continuam cu notatiile si asumptiile sectiunii anterioare, si aditional vom presupune ca
Cs(N) € G’. Reamintim ca aceasta presupunere, conform Sectiuni 2.3.2, ne indica faptul
ca A si A’ sunt algebre G-graduate peste algebra G-graduata G-actionats C :== OCg(N),
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cu morfismele structurale {: C — Ca(B) si ¢/ : C — Ca/(B’) (vezi Definitia 2.1.5) date de
incluziune.

Vom folosi morfismul Brauer si echivalente de baza intre blocuri, introduse de L. Puig
in [35]. Atunci [38, Remarca 4.3 (c)] ne conduce la urmatoarea formulare.

Definitia 3.3.1. Presupunem ca blocul b are ca si defect pe Q, G’ = Ng(Q), N’ =
Nn(Q), si b’ este corespondentul Brauer a lui b. Fie (A, B, V) si (A’,; B/, V') doua triplete
de module. Scriem ca

(A> B)V) Zb (A,» B,) V,)

daca urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(1) (A,B,V) = (A, B, V');

(2) Pentru orice subgrup N < J < G, daca OJ-modulul simplu W care acopera pe V
corespunde (via conditia (1)) OJ’-modulului simplu W’ care acopera pe V' (unde
]’ = G'NJ), atunci blocul B al lui O] caruia ii apartine W este corespondentul
Harris-Knorr al blocului 3 al lui O]’ caruia 1i apartine W'.

3.3.2. Reamintim ca corespondenta Harris-Knorr [17] este o bijectie intre blocurile lui A
cu defect D (unde Q < D) si blocurile lui A’ cu defect D. Aceasta bijectie este indusa
de morfismul Brauer

Brg: A? = A(Q).

3.3.3. Notam -
C = Ca(B) = Ca(B)/Jx(Ca(B)).

Stim din [8, 2.9] c& C este un produs incrucisat G[b]-graduat, unde
G[b] ={g € G| Aj ~ B casi (B, B)-bimodule} ={g € G | A;jA;1 = B}.

De asemenea, notaim C’ = Ca/(B’) = Ca/(B’)/J(Cas(B’)).
Rezultatul principal al lui Dade [8] spune ca morfismul Brauer Brq induce un izomor-
fism C ~ C’ de algebre G[b]-graduate G-actionate. Mai mult, conform [27, Teorema

3.7], acest izomorfism induce aceeasi corespondenta Harris-Knorr intre blocurile lui A si
blocurile lui A’.

3.3.4. Reamintim din [25, Corolarul 5.2.6] c& o echivalentd derivata G-graduatd intre A
si A’ induce inca un izomorfism C ~ C’ de algebre G[b]-graduate G-actionate.

Definitia 3.3.5. Spunem ca o echivalenta derivata G_—gra(juaté intre A si A" este com-
patibila cu morfismul Brauer daca izomorfismul indus C ~ C’ de G-algebre G[b]-graduate
din 3.3.4 coincide cu izomorfismul indus de morfismul Brauer Brg din 3.3.3.

Propozitia 3.3.6. Presupunem ca complezul X induce o echivalentd derivatd G-graduatd
intre A si A compatibila cu morfismul Brauer Brq, astfel incat KB-modulul simplu V
corespunde KB’ -modulului simplu V'. Atunci (A,B,V) >, (A’,B’,V’).

Remarca 3.3.7. Conform [27, Corolarul 4.4], o echivalents de bazi Morita G-graduata
intre A si A’ este compatibila cu morfismul Brauer Brg in sensul definitiei de mai sus.
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Produse tensoriale si produse wreath

Acest capitol se bazeaza pe rezultate noastre ce au fost publicate in articolele [30]
si [33]. In acesta, obtinem echivalente pentru produse tensoriale (Propozitia 4.1.3) si
pentru produse wreath (Teorema 4.3.3 si Teorema 4.4.4). Astfel de constructii sunt moti-
vate iarasi de teoremele de reducere, care necesita compatibilitatea dintre relatiile dintre
triplete de caractere si produse wreath: pentru a obtine teoreme de reducere, rezultate
recente ale lui Britta Spéth, rezumate in [36], [37] si [38], arata cum un nou triplet de
caractere poate fi obtinut via o constructie de produs wreath de triplete de caractere
([36, Teorema 5.2] si [38, Teorema 2.21]). In Teorema 3.2.4, am demonstrat ci existi
o legatura intre triplete de caractere si echivalente graduate peste o algebra G-graduata
G-actionati, astfel in acest capitol vom demonstra c& o constructie wreath similara poate
fi construita pentru echivalentele graduate corespunzatoare. O alta motivatie vine din
faptul ca este deja cunoscut ca echivalentele Morita pot fi extinse la produse wreath [25,
Teorema 5.1.21].

In Sectiunea 4.1, demonstram ca constructiile algebrice introduse in Sectiunea 2.1 sunt
compatibile cu produse tensoriale, iar propozitia principala a acestei sectiuni, Propozitia
4.1.3, arata ca produsele tensoriale ale unor algebre echivalente Morita graduat peste
algebre graduate si actionate de un grup raman echivalente Morita graduat peste o algebra
graduata si actionata de un grup. In Sectiunea 4.2, demonstram ca algebrele anterior
amintite sunt compatibile cu produse wreath.

In Sectiunea 4.3, unul din rezultatele noastre principale, Teorema 4.3.3, arata ca pro-
dusul wreath dintre un bimodul G-graduat peste C si S, (grupul simetric de ordin n)
este de asemenea un bimodul graduat peste C®™. In plus, daca acest bimodul induce o
echivalenta Morita G-graduata peste C, atunci produsul sau wreath cu S,, va induce o
echivalenta Morita graduata peste C®™.

In Sectiunea 4.4, construim echivalente graduate derivate si Rickard pentru produse
wreath. Pentru a realiza aceasta, extindem constructia produsului wreath de la algebre
graduate si bimodule peste C la complexe de bimodule G-graduate peste C. Rezultatul
principal din aceasta sectiune, Teorema 4.4.4, spune ca produsul wreath product dintre un
complex de bimodule G-graduate peste C si grupul simetric de ordin n, S, este un complex
de bimodule G?S,-graduate peste C®™. Mai mult, daca complexul dat induce o echivalenta
G-graduata derivata (respectiv Rickard) peste C, atunci produsul sau wreath product
cu Sy, (respectiv cu un p’-subgrup al lui S;,) va induce o echivalenta graduata derivata
(respectiv Rickard) peste C¥™. Algebrele noastre graduate sunt aici extensii de blocuri,
dar este clar faptul ca majoritatea afirmatiilor raman adevarate pentru inclusiv cazul mai
general al algebrelor graduate. Teorema 4.4.4 imbunatateste [25, Teorema 5.2.12] in mai
multe moduri. Asa cum deja a observat deja Zimmermann [40], o anumita “conditie-p””
asupra ordinului grupului de graduare, care apare in [25, Teorema 5.2.12], nu este necesara
in cazul echivalentelor derivate, dar este necesara in cazul echivalentelor Rickard. In final,
in Sectiunea 4.5, in Propozitia 4.5.1 demonstram ca relatia >, este compatibila cu produse
wreath de echivalente derivate G-graduate peste C. Mai mult, Teorema 4.5.2 si Corolarul
4.5.3 sunt rezultatele principale ale acestui capitol, care prezinta compatibilitatea dintre
relatia >y, dintre triplete de module si produsele wreath de echivalente derivate.
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Capitolul 4. Produse tensoriale si produse wreath

4.1 Produse tensoriale

4.1.1. Prin tot acest capitol n va reprezenta un numdr natural nenul arbitrar. Consideram
grupurile finite G, subgrupurile normale ale lui G;, Nj, si facem notatiile G; = G;/Nj,
pentru orice i € {1,...,n}. Notam cu

G = f[ Gi.
i=1

Lema 4.1.2. Fie A; o algebrd Gi-graduatd si C; o algebra Gi-graduatd Gi-actionatd,
pentru orice 1 € {1,...,n}. Au loc urmatoarele afirmatii:

(1) Produsul tensorial A == A1 ®...® A, este o algebrd G-graduatd;

acd Ay sunt produse incrucisate Gi-graduate, pentru orice i € {1,...,n}, atunci
2) Daca A t produse incrucisate G duat t {1 }, at A
este un produs incrucisat G-graduat;

(8) Produsul tensorial C :=C; ® ... ® Cy, este o algebrd G-graduatd G-actionatd;

(4) Daca A, sunt algebre Gi-graduate peste C;, pentru oricei € {1,...,1n}, atunci A este
o algebra G-graduata peste C.

Propozitia 4.1.3. Daca Ci sunt algebre Gi-graduate Gi-actionate, dacd A; si Al sunt
produse incrucisate Gi-graduate peste Ci, pentru orice i € {1,...,m}, daca A; EL Al sunt
echivalente Morita Gi-graduat peste Ci, si daca My este un (A, A{)-bimodul Gi-graduat

peste Ci, care induce echivalenta data, pentru orice i, atunci:

(1) M:=M; ®...0 M, este un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C,
unde A =A1®...0A AL A =A1®...0A] siC:=C®...0Cy;

(2) M induce o echivalentd Morita G-graduatd peste C intre A si A’.

4.2 Produse wreath pentru algebre

4.2.1. Notam G™:= G x ... x G (de n ori).
Reamintim definitia unui produs wreath ([38, Definitia 2.19] si [25, §5.1.C]):

Definitia 4.2.2. Produsul wreath G ? Sn este produsul semidirect G™ x Sy, unde grupul
simetric de ordin n, S,,, actioneaza pe G" (la stanga) prin permutarea componentelor:

0(91» ) gn) = (90*1(1)> ceey 90*1(11))»

pentru orice gi,...,gn € G si 0 € S,,. Mai exact, elementele lui G S, sunt de forma
((g1y-.-y9n), 0), si Inmultirea este definita astfel:

((915'-->gn)>g)((hl>-°°)hn)>T) = ((91»--->9n) ’ U(h1)--->hn))GT))

pentru orice giy...,gn, hiy...,hy € Gsi 0,7 € S,..
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Definitia 4.2.3. Fie A o O-algebra. Notam cu A®" := A ®...® A (de n ori). Produsul
wreath A S,, este algebra stramba

ALS, =A% 0S,
dintre A®" si S, cu operatia de inmultire definita astfel

(a1 ®...0a,)®0)((1®...0by) ®T)
= ((a1®---®an)'a(b1®---®bn))®(GT))

unde
G(b] ... ®bn) = bc—l(” ... ®b6*1(n))

pentru orice (1 ®...0 a,) X0, (b;®...Qby)®TE AS,.

De remarcat este faptul ca daca A este o algebra simetrica, A S, este tot simetrica
(vezi 25, Lema 5.1.8]).

Lema 4.2.4. Fie A o algebrd G-graduatd si C o algebrd G-graduatd G-actionatd.
Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(1) A1S, este o algebrd G Sy-graduatd, cu ((g1,...,gn), O)-componenta
(A ! Sn)((g]).__’gn)’o'] = ((Ag] R...Q0 Agn) (29 OO‘),
pentru orice ((g1y...,gn),0) € G2Sy;

(2) Daca A este un produs incrucisat G-graduat, atunci A1S, este un produs incrucisat
G ! Sn-graduat;

(3) CE™ este o algebrd G Sy-actionatd G™-graduatd, unde

((91,...,gnJ,cr)(C1 R...Qc¢Cy) = 91Cr1(1) ®R...0 g“Cr‘(n)-

(4) Dacd A este o algebrd G-graduata peste C, atunci AlSy este o algebra GS,-graduatd
peste C®™, cu morfismul structural G S,,-graduat G S, -actionat

er : C®n — CAZSn(B®n)
dat de compunerea

(71 C¥" = CaA(B)®™ C Cas,, (BP").

4.3 Echivalente Morita pentru produse wreath

Amintim definitia unui produs wreath dintre un modul si S,,.

Definitia 4.3.1. Fie A si A’ doua algebre. Presupunem ca M este un (A, A’)-bimodul.
Actiunea lui S,, pe M®™ este definita astfel

U(ﬁl] X... ®ﬁ1n) = ﬁ'lg—l(]) (S ®ﬁ16—1(n))
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pentru orice My, ..., M, € M si 0 € §;;. Ca un O-modul, produsul wreath M S, este
M1 S, = M®" ® OS,,
unde inmultirea cu scalari este

(1 ®...0a)R0) (M ®...0M,) 1) (0] ®...®a) @)
= (1 ®...0a,) ‘(M ®...0M,) (¢ ®...® q,) ® o1,

pentru orice (a1 ®...Qa,) Q0 € AS,, (I ®...QM,) T € MIS, si (a/®...Qa.)®m e
A’ S,

4.3.2. Fie C o algebra G-graduats G-actionatd si A si A’ doua produse incrucisate G-
graduate peste C, cu 1-componentele B si respectiv B'.

Dacii M este un (A, A’)-bimodul care induce o echivalentd Morita intre A si A’
conform rezultatelor din [25, §5.1.C], stim deja ca M S, induce o echivalentid Morita
intre A S, si A’ S,. Intrebarea care apare este daca acest rezultat poate fi extins la a
obtine echivalente Morita graduate peste C. Un raspuns la aceasta intrebare este dat de
Teorema 4.3.3, care extinde [25, Teorema 5.1.21] la cazul echivalentelor Morita graduate
peste C, rezultat ce l-am publicat in [33, Teorema 5.3].

Teorema 4.3.3. Fie M un (A, A’)-bimodul G-graduat peste C. Atunci, urmdtoarele
afirmatii au loc:

(1) MS,, este un (AQSn, A’1Sy)-bimodul G1Sy-graduat peste C2™, cu ((g1y.-+ygn), 0)-
componenta . . .
(M 2 Sn)((g])--~)gn)70) = (Mg1 ® cte ® MQT\) ® OO-;
(2) (A1Sn) ®pon M®™ =~ M®" @pgron (A'21S,) =~ M2S, ca si (A 2Sn, A" Sn)-bimodule
G S, -graduate peste C®™, unde M este 1-componenta lui M;

(8) Daca M induce o echivalenta Morita G-graduatd peste C intre A si A, atunci MQSy
induce o echivalentda Morita G Sy, -graduata peste C¥™ intre A0S, si A1 S,.

4.4 Echivalente derivate pentru produse wreath

4.4.1. Fie A si 7A’ dous produse incrucisate G-graduate, atunci A ® A’ este un produs
incrucisat G x G-graduat cu 1-componenta B ® B’. De acum Inainte vom presupune ca
A si A’ sunt libere si finit generate ca O-module.

4.4.2. Daci X este un complex de (A, A’)-bimodule G-graduate peste C care induce o
echivalenta derivati sau Rickard G-graduats intre A si A, vrem s& extindem rezultatele
din [25, §5.1.C], pentru a obtine o echivalentd derivata sau Rickard G S,-graduata peste
C®" intre A0S, si A’2S,. In situatia echivalentelor Rickard, va fi necesard o conditie
suplimentara.

4.4.3. Reamintim (vezi, spre exemplu [3, §4.1]) ¢ S, actioneazi pe X" := X ®...® X
(de n ori). Conform [25, Lema 5.2.11], aceasta actiune poate fi definita astfel: Daca
C, = {1}, se observa ca S, actioneaza pe grupul abelian al functiilor de la C} la Cj,
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Fun(C%, C;); pentru orice i € Z consideram 1= (=1L

Z'(S,, Fun(C%, C,)) astfel incat

(X, @+ ®%q,) = €5(l1y. .. ,/'L\n)xiﬁ

Atunci exista un l-cociclu € €

®'.'®Xi07]

M m)?
unde x;; apartine celui de-al j-lea factor a lui X" i are gradul i € Z. In cazul nostru,
X" este un complex de (A®", A “M-bimodule G™-graduate peste C®", si chiar un complex
de (A ® A’?) 1S, -module G"-graduate. Putem astfel considera produsul wreath

XS, = X" ® 0S,,.

Teorema 4.4.4. [30, Teorema 3.7] Fie X un complex de (A, A’)-bimodule G-graduate
peste C, cu 1-componenta X. Atunci, au loc urmatoarele afirmatii:

(1) XS, este un complex de (A 1 Sn, A’ 1 Sn)-bimodule GiSy-graduate peste C®™, izomorf
cu (A1Sh) @pen XE s cu X Qpren (A 1SH).

(2) Daca X induce o echivalenta derivata G-graduatd intre A si A', atunci XSy induce
o echivalenta G Sy-graduata peste C¥™ intre A1S, si A’ S,.

(3) Daca X induce o echivalenta Rickard G-graduatd intre A si A’, si daca L este un
p’-subgrup al lui S, atunci X X induce o echivalentda Rickard G Z-graduata peste
C®™ intre AVL si A/ VE.

4.5 Relatii intre triplete de module
induse de produse wreath

In aceastd ultimi sectiune lucram din nou in contextul cadrului de lucru principal
2.3.1. Urmatorul rezultat este motivat de [38, Teorema 2.21].

Propozitia 4.5.1. Fie tripletele de module (A,B,V) si (A';B,V'). Daca A si A’ sunt
echivalente derivat G-graduat peste C astfel incat V corespunde lui V', atunci

(A 1S, B, VEY) > (A'S,, B®", V/Em),

Acum, vom realiza o constructie similara de produse wreath si pentru relatia de ordine-
blockwise >y,. Pentru a face aceasta, ne bazam pe rezultatele lui Harris [15, 16], care extind
rezultatele lui Kiilshammer [22], si ale lui Alghamdi si Khammash [1].

Teorema 4.5.2. [30, Teorema 5.8] Dacd complezul X induce o echivalentd derivatd G-
graduata intre A st A’ compatibila cu morfismul Brauer Brqg, atunci echivalenta derivata
G 1 Sn-graduatd dintre A 1Sy si A’ 1Sy indusd de XS, este compatibila cu morfismul
Brauer Brgn.

Din Propozitia 4.5.1 si Teorema 4.5.2 deducem:

Corolarul 4.5.3. Dacd complezul X induce o echivalentd derivatd G-graduatd intre A
si A" compatibila cu morfismul Braver Brg, si KB-modulul simplu V corespunde KB'-
modulului simplu V', atunci

(A1Sn, B, VEY) >, (A/1S,, B/E™, Vo),

Remarca 4.5.4. Suntem interesati de relatia >} atunci cand este indusa de echivalente
derivate. Insd, nu este deloc dificil si aritdm direct ca, cu metodele prezentate aici,
similar cu [36, Teorema 5.2], daca (A, B, V) >, (A, B/, V'), atunci (A1 S,, B, V&) >y
(A/ 2 Sn) B/(Xm, Vl®n)
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