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ABSTRACT

Teza prezinti rezultate originale pentru dinamica de sincronizare observabile in sisteme de oscilatori
Kuramoto cuplati local intr-o topologie uni-dimensionald. Desi tematica considerata are deja o istorie
in literatura de specialitate, problema a fost revizitati din perspective diferite. Teza studiazi stirile de tip
»phase-difference blocking” (blocare a diferentelor de fazi), unde oscilatorile realizeaza oscilatii cu aceeasi
frecventi, ajungind astfel la o diferenta de fazi constanti intre oscilatori invecinate. In cazul sistemelor
de oscilatori omogene s-a determinat analitic toate tipurile de stiri blocate in fazi. Dinamica acestelor sis-
teme a fost studiatd pentru a prezice din stirile initiale dezordonate stirile finale. Posibilitatea de a prezice
starea finald a condus la doud metode relativ simple de utilizat. Performanta metodelor a fost comparate
in cazul sistemelor omogene si heterogene. In urmitorul pas sistemele studiate au fost generalizate prin
introducerea intarzierii in interactiune intre oscilatori. Prin acest modificare dimensionalitatea problemei
a fost crescut puternic. Scopul acestei modificiri a fost de determina efectul intarzierii asupra stabilitatii
locale si asupra bazinelor de atractie a stirilor blocate in fazi. S-a stabilit cd aceste proprietiti ale stirilor
sunt dependente de parametrii relevanti a problemei, rezultdnd intr-un scenariu foarte diferit fata de sis-
teme firi intirziere. Deoarece sisteme intirziate sunt echivalente cu sisteme de dimensionalitate infiniti,
s-a studiat si cazul stirilor de tip cicluri de limita si/sau stiri chimera.
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CUVINTE CHEIE: autoorganizare, sincronizare spontand, oscilatori cuplati, blocare in fazi, modelul Ku-
ramoto, prezicerea stirilor finale, bazine de atractie, interactiune intarziatd in timp.
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Introducere

Sincronizarea spontand’ este un fenomen fascinant, prezent in diferite domenii ale stiintelor de la biolo-
gie* pani la inginerie®’. Prima atestare documentabili a fenomenului a fost facuti de fizicianul olandez
Christiaan Huygens in sec. al XVII-lea cind a observat sincronizarea ceasurilor cu pendul suspendate de
pe aceeasi suport, fenomen denumit de el “simpatia ciudatd” a ceasurilor®. Dupa aproape trei secole, in
1958 Norbert Wiener a studiat un fenomen similar in undele celebrale umane in domeniul frecventelor
mici, numit si ritmul alfa’. Ipoteza lui Wiener a fost ci creierul are incorporat oscilatori biologice cu
frecvente naturale diferite care sunt cuplati si interactia lor produce activitatea puternici in ritmurile alfa.
O descrpitie mai elaborata a sincronizirii oscilatorilor biologice a fost realizati de biologul Arthur Win-
free in 1967°. Elaintrodus pentru prima dati aproximatia de fazi a oscilatorilor. In modelul siu, Winfree
a utilizat oscilatori clasici cu frecvente naturale diferite cuplati global. Rezultatele lui au aritat ¢ procesul
de sincronizare a oscilatorilor se aseamini cu tranzitiile de fazi bine conscute in termodinamici. Astfel,
inspirat de munca lui Winfree, in 1975 fizicianul japonez Yoshiki Kuramoto, impreuni cu studentul lui L.
Nishikawa, a elaborat un model de sincronizare, rezolvabil analitic care a produs rezultatele similare®. In
modelul lui, Kuramoto a folosit oscilatori heterogeni, iar printr-o metodi self-consistentd a aritat ci ex-
istd o intensitate de cuplaj critic deasupra ciruia stiri sincronizate partial incep si apare. In ciuda faptului
cd problema pirea rezolvati, rezultatele lui Kuramoto au lisat mai multe intrebiri nerdspunse ™.
Modelul Kuramoto a declansat foarte multe sudii in domeniul fizicii statistice si dinamicii nelineare.
A devenit instrumentul fundamental in studiul si modelarea comportamentelor complexe. Tmpreuni cu
dezvoltarea calculatoarelor, experimentele computationale in acest domeniu au devenit mai complexe si
realiste. Modularitatea oscilatorilor permite implementarea unor topologii de interactiune arbitrare™?.
Progresul recent in stiinta retelelor™* a inspirat multe studii pe modelul Kuramoto implementate pe
diferite retele complexe™*™*°. De-alungul timpului diferite variante a modelului au apirut folosind diferite
modalitati de cuplare®, frustratii in interactiune, zgomot* sau cimpuri externe**. In 2002 Kuramoto
si Battogtokh au descoperit o stare ineditd intr-un sistem de oscilatori cuplate nonlocal, unde domenii
ordonate si dezordonate puteau coexista®. Aceste stiri au fost numite mai tirziu stiri chimera®®. De
atunci studiul stirilor chimera a devenit ramuri activi a dinamicii nelineare, demonstrind inci o dati



versatilitatea celebrului model. Studii experimentale au descoperit noi forme de stiri chimera®”~*. Sin-
cronizarea la distantd, o forma noui de sincronizare, a fost tot confirmat in sisteme alcatuite de oscilatori
Kuramoto®?». Toate aceste indici faptul ci ,cariera” de aproape cincizeci de ani a modelului este inci
departe de sfarsit.

In teza elaborati sunt cuprinse rezulatele noastre obtinute pe sisteme de oscilatori Kuramoto cuplati
local. Prima parte a tezei contine rezultatele pe sisteme inelare publicate in revistele Communications
in Nonlinear Science and Numerical Simulation* si Romanian Reports in Physics*. Aceste studii sunt
concentrate pe tematica oscilatorilor omogene si a stirilor blocate in faza. Toate stirile de acest tip sunt
determinate, jar stabilitatea lor a fost studiatd printr-o metodi proprie. Posibilititile de a prezice starea
finald au fost investigate si doud metode de predictie au fost introduse. S-a aritat ca metodele prezentate
pot f1 adaptate si pentru sisteme heterogene. Partea a doua prezinti rezultatele obtinute pe sisteme cu
interactiuni intrziate. A fost studiat efectul intarzierii asupra stabilititii stirilor si asupra bazinelor de
atractii a acestor stiri. Observatiile noastre pe sisteme unidimensionale de oscilatori Kurmoto cuplati
local cu interactiuni intirziate au fost publicate in revista Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation?®.



Oscilatori Kuramoto cuplati local tira intarziere

2.1 STRUCTURI EMERGENTE

Sistemele studiate sunt alcituite din NV ecuatii diferentiale ordinare, cuplate printr-o functie armonici
care reprezintd interactiunea intre oscilatori¥=%:

QZ' = wy + K[Siﬂ(gi_l - Qz) + Sin(9i+1 - 91)] s 1= 1, N, (Z.I)
N reprezintd numirul oscilatorilor, iar 8; este faza oscilatorului cu indice 7. Frecventa proprie wy este
aceeasi pentru fiecare oscilator si K este constanta de interactiune cu vecinii. Pentru a obtine o structuri
1D inelar, conditiile de margine sunt periodice: 6y = O si 41 = 0;. Sistemul devine una omogeni
daci eacuatiile sunt transformate intr-un cadru de referinti rotational:

U; (t) = HZ (t) — th . (2.2)

Folosind variabila u;(t) se obtine sistemul:
U; = K[sin(u;—1 — u;) + sin(uir1 — w;)] = F(ui_1, ug, wigq) - (2.3)

Se observi ci, un astfel de sistem de ecuatii diferentiale poate fi obtinuti ca un gradient a unui cAmp scalar,
adicd un potential: 4; = —0V/du;*°. In sisteme gradiente starile stationare pot fi numai puncte fixe,
iar cicluri limite sau atractori haotice nu sunt permise*'. De asemenea punctele fixe corespund punctelor
stationare a potentialului care pot fi: puncte de minim, maxim sau punct sa.

Punctele fixe pot fi gisite prin rezolvarea equatiei de forma 1; = 0. Pentru trei oscilator consecutivi
(wi—1, u; $iu;q1, numitsi triplet), aceasta conditie este indeplinita in unul dintre cele doua cazuri de mai
jos:

Uip1 — 2U; + wi—y = 2k, k; € Z, (2.4)



Figure 2.1: Vizualizarea variabilei A¢;, numit diferent3 de fazj, introdus in ecuatia (2.7).

U1 —ui-1 = (2¢; + )mr, ¢; € Z. (2:5)

Deoarece intr-un sistem sunt NV astfel de tripleti, pentru fiecare, unul dintre conditii (2.4) sau (2.5)
trebuie indeplinitd. Existd astfel mai multe posibilititi de a ajunge la @1; = 0 pentru fiecare i. Pentru a
clasifica aceste posibilititi, se introduce trei clase de puncte fixe:

(a) conditia (2.4) este indeplinitd pentru fiecare i,
(b) conditia (2.5) este indeplinitd pentru fiecare 7,
(c) pentru unele i conditia (2.4), iar pentru restul ecuatia (2.5) este indepliniti

Clasele (a) si (b) contin tripleti simetrici, iar in cazul clasei (c) tripletele sunt de obicei dezechilibrate sug-
erind o ruperea spontani a simetriei.
Variabile u; se transformi, pentru a obtine faze intre 0 i 27:

¢; = u; mod 27. (2.6)

Cu ajutorul acestei ¢; se introduce diferenta de fazd, notati A¢;, pentru a caracteriza pozitia relativi a
oscilatorilor invecinate. Diferenta de fazi este echivalent cu o distanti cu doud sensuri pe perimetrul unui
cerc cu razd de unitate, avind valori intre —7 si 7. Se calculeazi cu ajutorul functiei de parte intreagd (floor

function in engleza):

(2.7)

Gi — Pi1 +7TJ
2 '

Ap; = (¢i — ¢pi—1) — 21 L
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Figure 2.2: Distributia probabilitatii de aparitie a starilor dinamice stationare simetrice pentru diferite marimi de sisteme. Distributiile
pot fi aproximati cu distributia Gauss. Probabilitatile P(m) sunt proportionali cu marimea bazinelor de atractie ale atractoarelor,
caracterizat de m. Figura din interiorul graficului prezinta deviatia standard al distributiilor in functie de radacina patrata a lui IV.
Fiecare distributie este obtinut folosind 5000 stiri initiale aleatoare. K = 1.5, wy = 2.

O vizualizare mai simpli a diferentei de fazi se vede pe Figura 2.1. Cum se vede, A¢); este calea cea mai
scurtd pe perimetrul cercului intre vérfurile vectorilor care reprezint oscilatorii. Valoarea lui este pozitiva
in sens orar si negativi in sens trigonometric. Pentru a evita ambiguitatea la valorle —7 si 7, diferenta de
fazi este definiti pe intervalul [—7, 7).

Din cauza ci limitele sistemului sunt periodice suma totala a diferentelor de fazi este intotdeauna un
multiplu de 27

N

0860 = Y (0i(t) — i1(t) — 20> Vi(t) —éi®) + ”J —om(t)r.  (28)

, 2w
=1

Parametrul intreg m se numeste winding number. Deoarece A¢; are valori mirginite, numairul aceasta
este mirginit pe multimea numerelor intregi:

5| =min <3 (2.9)

unde || (ceiling function) este —N /2, dacd N este un numir par si —(IN — 1)/2, daci N este impar, in
timp ce | x| (floor function) se evalueazila N /2 daci N este par si (N — 1)/2, daci N este impar.
Reformulind ecuatia (2.4) folosind A, se obtine conditia pentru stirile de clasa (a):

Agip1 = Ag;. (2.10)



In aceasti clasi diferenta de fazi este aceeasi intre toti oscilatori invecinati, deci indicii se pot omite:
A¢; = Ag. Cuajutorul numirului ,de risucire” m, se poate determina toate valorile posibile a diferentei
de fazi:

AN m

A = ~ = ZNW. (2.1)

Dependenta de timp nu este indicat, deoarece aceste stiri sunt stationare. In consecingi, stirile de
clasa (a) pot fi caracterizate de un singur parametru numirul de risucire m. Tinind cont de faptul ci
diferente de fazi sunt aceeasi, sincronizarea clasici in fazi se incadreazi in aceasti clasi avaind m = 0.
Sincronizarea in antifazi, unde A¢ = —, corespunde cazului m = —N/2.

Rezultatele obtinute pe stabilitatea locald arita cd punctele fixe stabile apartin clasei (a), avind numere
de risucire specificate:

N N
-1 <m < T (2.12)
sau diferenta de fazi:
T T
) <A < 5 (2.13)

In toate celelalte cazuri stirile din clasa (a) sunt instabile. Stiri din clasele (b) si (c) nu sunt stabile dupi
cum s-a aritat in teza §i in consecintd nu vom discuta mai mult despre aceste puncte fixe

2.2 DINAMICA SISTEMULUI SIPOSIBILITATEA UNOR PREDICTII

Primul pas in studiul dinamicii este de a examina bazinele de atractie a starilor stabile. Bazinul de atractie
este multimea punctelor din spatiul fazelor din care sistemul va evolua spre aceeasi atractor. Integrarea
numericd a ecuatiei (2.1) poate fi folosit pentru a determina dimensiunea relativa a bazinelor, rezolvind
ecuatiile pornind de la stiri initiale aleatoare. Probabilitatea fiecirui punct fix va fi proportionala cu di-
mensiunea bazinului de atractie. Rezultatele unui astfel de experiment computational este vizibila pe
Figura 2.2. Distributia probabilititilor de aparitie a stirilor indici o distributie normala centrati la sin-
cronizarea clasicd in fazi, adici starea cu m = 0. Deviatia standard este proportionald cu ridicina pitrati
al numirului de oscilatori***.

Pentru a studia procesul sincronizirii s-a generalizat parametrul complex de ordine introdus de Ku-
ramoto®. Noul parametru de ordine depinde si de numarul de risucire m, astfel fiecare stare are un
parametru proprie®: te

N
; ]_ ; : 2mm
Wm(t) — i0; () —(—1) =F"]
rm(t)e =N E e N (2.14)
J=1
Fiecare parametru va avea valori absolute intre 0 si 1. Poate fi demonstrat ci daci sistemul se apropie de

o stare cu numirul de risucire m*, parametrul lui de ordine 7,,,- va creste pini 1, iar celelalte parametrii
de ordine 7.+ vor scidea spre 0.



Figure 2.3: Dinamica parametrelor de ordine generalizate 7,,,. Numarul oscilatorilor este N = 30, ins3 paramterii de ordinde cu
\m\ > 4 nu sunt afisiate pentru a mentine transparenta. Liniile verticale indicd momentele de predictie ale celor doud metode.
Momentul ¢4 este asociat cu derivatele parametrelor de ordine, iar t. aratd momentul de trecere peste valoarea limita definita in
ecuatia (2.15).

Dinamica parametrelor de ordine sugereazi o metodi simpli de a prezice starea finala pornind de la
stari initiale dezordonate. Aceasti metodi presupune o toleranti ¢ > 0 si dacd unul dintre valorii 7,
se apropie de 1 sub aceastd toleranta, starea respectivi va fi selectatd. Pentru o tolerantid ¢ > 0 destul de
micd presupunem urmitoarele:

if rpe(t)>1—¢ = limr,(t) =1 (2.15)

t—00

Parametrul 1 — ¢ este numit §i valoarea limita.

Evolutia in timp ale parametrelor de ordine este prezentatd pe Figura 2.3. Cu linie continui verti-
cala este ilustratd momentul de selectie ¢, cAnd unul dintre parametre trece peste valoarea limita de 0.99.
Limita respectivi este destul de inaltd pentru a considera o predictie corectd. Pe de alta parte o limitd
prea inaltid rezultd in pierdere de timp computational, cum se vede si prin pozitia avansati a liniei de ?..
Deoarece ultima etapi a dinamicii este o relaxare exponentiald, unde numai un parametru creste lent, iar
altele decresc, ar fi ideal de a identifica momentul mai rapid. Teoretic am putea identifica un moment
astfel ca dupd acest moment numai parametrul stirii selctate m™* va creste, adici:

Fi (> £5) > 0

16
Fiame (£ > 15) < 0. (2.16)

Acest moment t4 este marcat cu linie intrerupti verticald pe Figura 2.3. Folosind argumentele ante-
rioare se propune o noud metoda de predictie, anume: starea m* este selectati daci numai parametrul
de ordine 7,,,+ creste. Rezultatele acestei metode sunt insi influentate de punctele sa de clasa (c) care con-
duc la predictii eronate in anumite cazuri. Punctele sa sunt atractive din anumite directii, iar sistemul
apropiindu-se un acest fel de punct va sufera incetinarea exponentiali rezultind intr-o stare metastabila.



m = +2
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Figure 2.4: Sectiunea transversal3 a bazinelor de atractie pentru diferite marimi de sisteme: N = 5 (stanga) and N = 9 (dreapta).
Puncte negre marcheaza starile stabile, iar cercurile indica starile instabile de clasa (a). Crucele reprezint punctele sa de clasa (c). Spatiile
albe corespund bazinului sincronizarii in faza (m = 0), iar ariile colorate apartine starilor cu m 75 0. Culorile deschise reprezinta
bazinele obtinute cu o limitd tnaltd (1 — ¢ = 0.999), iar culorile inchise indic3 teritorii unde metoda bazat3 pe derivata parametrelor
de ordine produce predictii gresite.

Pentru a vizualiza aceste anomalii, s-a comparat fiabilitatea a celor doud metode, proiectind diferente
pe o sectiune transversald al spatiului de fazi A¢. Figura 2.4 prezintd rezultatele unor astfel de experi-
mente pentru diferite /V. Sectiunea transversala a fost construiti folosind constringerea din ecuatia (2.8)
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Figure 2.5: Compararea celor doud metode de predictie. Indicatoarele rosii prezinta raportul de precizie a celor doua metode, iar indi-
catoarele negre semnalizeaza raportul timpului medie de predictie celor doud metode. Simulari au fost efecuate si in cazul oscilatorilor
cu frecvente diferite, avand o distributie de frecventa cu deviatia o, diferit de zero. Figura interioara arata rata de esec al metodei
cu derivatele parametrului de ordine in functie de numarul oscilatorilor. N = 18, K = 50. Intensitatea de cuplaj critic in cazul
oscilatorilor heterogene a fost K, = 42.



care limiteaza spatiul A¢. Conform acestuia, spatiul diferentelor de fazi este alcituit din hiperplane in-
clinate si paralele N — 1 dimensionale incorporate intr-un hipercub N-dimensional. Pentru a vizualiza
si starile stationare s-a considerat o sectiune paralel cu diagonala hipercubului (Figura 2.4).

In Figura 2.4 spatiile colorate cu culori deschise sunt bazinele construite cu toleranta foarte mici
(e = 0.001), astfel pot fi considerate corecte, iar culorile inchise marcheaza punctele unde metoda cu
derivatele parametrelor produce predictii diferite fatd de control. Cum era de asteptat erorile apar in
apropierea punctelor sa, nodurile instabile si limitele bazinelor de atractie.

Aparent, problema de a selecta metoda potrivitd se reduce la un compromis intre eficienta de timp
si precizie (Fig. 2.5). Prima metodi poate produce rezultate 100% corecte cu o toleranti potrivitd, insi
timpul necesar pentru predictie va deveni foarte lung. Pe de altd parte, metoda cealaltd nu necesita atit
de mult timp, insi din cauza punctelor sa aceasta metoda va produce si predictii gresite. Cum se vede pe
figura interioara (Fig. 2.5) rata de esec este aproape neglijabil, dar nu devine zero.



Oscilatori Kuramoto cuplagi local cu intarziere in
interacgiuni

3.1  STARI SIMETRICE BLOCATE IN FAZA

Ecuatiile studiate in acest capitol sunt generaliziri ale ecuatiei (2.1) introducind o intrziere de 7 > 0 in
interactiune:

6’,(25) = wy + K[sin(@i_l(t — T) - Qz(t)) + Sin(0i+1<t — T) — 9,(t>)] s 1= ]_,_N (31)

Notatiile sunt similare cu cazul sistemelor fard intirziere, iar limitele sunt perodice pentru a mentine o
topologie inelard. Cuintroducerea intirzierii a crescut numarul parametrilor libere a sistemului, insd prin
rescalarea timpului cu 7 se obtine un sistem adimensional cu trei parametrii impreuni cu N, numarul
oscilatorilor:

du

=w+ k[sin(@;—1(u—1) — 0;(u)) + sin(0;11 (v — 1) — 6;(u))]. (3.2)

Frecventia naturald adimensionald vafiw = w7, iar intensitatea de cuplarea adimensionalieste k = K'7.
Timpul de intirziere devine unitate in aceasti reprezentatie.
Stirile blocate in fazi pot fi scrise astfel:

Frecventia finald adimensionali este notati cu 2.
Stirile de clasa (a) necesiti diferente de faze ¢; — ¢;—1 = A¢ constante. Substituind aceasti solutie
in ecuatia (3.2) va rezulta ecuatia pentru frecventa finali:

Q2 =w — 2k cos(Ag) sin(Q2) . (3-4)

10
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Figure 3.1: Numarul frecventelor € stabile in functie de w si x (conform codului de culori atasate). Numérul zero a frecventelor sta-
bile inseamn3 c starea respectiva este instabila pentru parametrii dati. Numere de rasucire m indica structuri cu A¢p = 2m7r/N.
Frecventele au fost obtinute prin rezolvarea ecuatiei (3.4), iar stabilitatea a fost determinat cu ajutorul ecuatiei (3.6). Numarul oscilato-
rilor din sistem este N = 10.

Ecuatia de mai sus este transcendent, insi valoarea frecventiei finale este importanti, deoarece in acest caz
valoarea diferentei de fazi nu determini singur caracteristicile unei stiri finale, pentru ci sunt mai multe
solutii, €2 pentru un anumit A¢. Conditia (2.8) in relatie cu suma diferentelor de fazi se poate aplica si
pentru sisteme intirziate, deoarece aceasti este o consecintd a topologiei si nu a dinamicii.

Pentru a determina stabilitatea stirilor, solutiile sunt perturbate si evolutia acestor perturbatii este
studiati. Perturbarea este realizat in felul urmitor:

0;(u) = Qu + p; + en;(u), (3.5)

unde € < 1. Solutiile perturbate sunt substituite in ecuatiile Eq. (3.2).

In acord cu studiul lui Earl §i Strogatz** se poate arita ci stirile sincronizate in fazi (A¢ = 0, m = 0)
sunt stabile cAnd cos(§2) > 0, in timp ce sincronizarea in antifazi este stablild in cazul in care cos(€2) < 0.
Pentru celelalte stiri perturbatia va duce la un sistem de ecuatii diferentiale lineare si intrziate care a
fost rezolvat cu metoda lui Asl si Ulsoy folosind functia matriciali Lambert W*#. In concluzie o stare
caracterizatd de (2 si A¢ este stabil daci partea reald a urmitoarei cantititi este negativ pentru toate valorile

J:

2mj 27j S
N = Wo ( 20k cos 22 4 ik sin L ye | — 2%, j =0, N — 1, (3.6)
N N
unde k. = cos(A¢) cos(Q?), ks = sin(A¢) sin(€2) si W este valoarea principali a functiei Lambert.
Calculind valorile A din ecuatia de mai sus se poate construi o harti a stabilitatii in spatiul parametri-
ilor w si k. O astfel de vizualizare se vede pe Figura 3.1 pentru diferite stiri m din clasa (a).
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Figure 3.2: Sus: Probabilitatea detectérii diferitelor stari blocate in faza pentru anumite valori w. Jos: Probabilitatea starilor de clasa (a)
in functie de frecventa naturala, w. Din cauza ca distributiile sunt simetrice numai jumatatea functiilor de distributie sunt prezentate.
N = 10, k = 2. Pentru fiecare w o multime de 10° stiri initiale au fost generate.

3.2 BAZINE DE ATRACTIE $I BIFURCATII

Similar cu sistemele fird in fird intirziere se determind dimensiunia bazinelor de atractie. Initializarea
sistemelor cu intirziere este mai dificild deoarece in locul fazelor 6;(0) este nevoie de o functie initiald de
tip 0;(u), u € [—1,0) pentru fiecare oscilator. In teza s-a folosit initializarea cea mai natural, unde
oscilatori nu sunt cuplati pe perioada u € [—1,0) si dupi momentul u(0) se aplici interactia ca si in
ecuatia (3.2). Aceastd metodi este echivalentd cu o interactiune care se propagi cu o vitezi finitd. Fazele
6;(—1) sunt generate dintr-o distrubutie uniformi pe intervalul [0, 27). Pentru detectarea stirii finale s-a
folosit parametrii de ordine definiti in ecuatia (2.14) cu o toleranti suficient de mici. Cateva exemple de
distributii a marimii bazinelor de atractie sunt vizibile pe panoul de sus al Figurii 3.2. Se vede ci parametrii
modelului au efecte serioase pe mirimea bazinelor. Diferenta cea mai evidenti fati de Figura 2.2 este ci
sincronizarea in antifaza poate fi starea cea mai probabila in timp ce sincronizarea in faza nici nu poate fi
detectat pentru anumite valori de w.

Rezultatul unei analize mai adinci asupra bazinelor este prezentat in panoul de jos a Figurii 3.2. Asa
cum se observi probabilititile, adici dimensiunea bazinelor se schimba periodic cu w acoperind patru
ordini de mirime. Starea cea mai probabili se schimba periodic fiind ori m = 0 saum = —N/2. Este
important de a nota ci fluctuatiile nu sunt cauzate de stabilitatea stirilor, deoarece in acest domeniu pen-
tru fiecare m exista cel putin o frecventi €2 stabila.

Figura 3.2 aratd o imagine globali a bazinelor de atractie, insa nu contine nicio informatie despre
structura acestelor bazine. Folosind metoda similari cu cea utilizatd in cazul Figurii 3.2 se poate impirti
spatiul starilor initiale in bazinele de atractie. Astfel de sectiuni transversale reprezentative sunt prezentate
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Figure 3.3: Proiectia bidimensionala a sectiunii transversale a bazinelor de atractie in spatiul fazelor initiale Aqbi(O) pentru un sistem
de N = 5 oscilatori. Intensitatea de cuplaj este kK = 2, iar frecventa natural3 se variaza dupa cum este indicat deasupra figurilor.
Sus: Bazinele de atractie au strucura compacta cu limite simple pentru frecvente w = 7r/8 siw = 7. Starile dominante se schimba
cu variatia lui w. Structuri fractalice sunt vizibile in cazul frecventelor w = 37r/4 siw = 117T/8. Stari tranziente de perioade lungi
(u ~ 10° — 106) sunt posibile fara a se observa o convergenta citre una din starile din clasa (a). Fiecare sectiune transversala a fost
realizat pe o grild de 320320 stdri initiale. Jos: O marire consecutiva a bazinelor de atractie pentru w = 37r/4. Patratele galbene
indic3 partile marite pe figura din dreapta lui. Marirea relativa la cea cu originalul (1x) sunt indicate deasupra fiecirei figuri.

in Figura 3.3 in cazul sistemelor cu N = 5 oscilatori, cu frecvente naturale diferite. Dupi cum se vede
granitele bazinelor pot fi simple sau pot avea trisituri asemanatoare cu fractali. Pentu a evidentia auto-
similaritatea acestelor domenii, figura contine si mirirea sectiunilor transversale, demonstrind ci acest
fenomen persistd peste cel putin trei ordini de marimi. Un alt rezultat interesant este aparitia stirilor
tranziente de perioadi lungi (u ~ 10° — 10° cel putin) care nu este aseminitoare cu nici una dintre
stirile din clasa (a). In aceste perioade lungi niciun parametru de ordine nu trece peste limita impusi la
detectarea stirilor sincronizate.

Pind acum stirile cu diferite frecventa €2 apartinind aceeasi structuri m au fost neglijate, deoarece
simuldrile s-au concentrat doar pe diferente de fazi. Pentru a intelege multistabilitatea sistemului in
spatiul €, s-a construit o diagrama de bifurcatie a stirilor sincronizate in faza si antifazi (vezi Figura 3.4).
Pentru parametrii considerati (k = 2, w € [0, 47]), ambele stiri au cel putin o frecventi stabild. Pentru
diferentele de faze date frecventa este aceeasi daca parametrii nu se schimba. Sistemul preferi frecvente
care au valoari mai apropiate de frecventa naturald. Pentru a explica aceasta preferintd, au fost introduse
doud parametrii. Primul, d este proportional cu diferenta 2 — w:

5 = cos(Ag) sin(Q) (37)
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Figure 3.4: Diagrama de bifurcatie ale diferitelor frecvente finale €2 pentru starile cum = Osim = —N/2 in functie de frecventa
naturald w. Frecventele stabile sunt marcate de linii continue, iar frecventele instabile sunt indicate cu curbe intrerupte. Linia neagra
intrerupt3 indica cazul € = w. Grosimea regiunilor colorate corespunde probabilitatii de observare a frecventei respective. Grosimea
totala impreuna cu zonele gri indic3 probabilitatea 1, iar grosimea 0 indic3 ca frecventa nu a fost observatd. N = 10, kK = 2.

iar o referi la simetria stirii:

o = sin(Ag) cos(1?) . (3.8)

In acest context simetria se referi la egalitatea termenilor sinus din ecuatia (3.2) in stiri stationare, anume
o = sin(—A¢; ;1 — Q) — sin(A¢i1,; — Q). Parametrul de simetrie este 0 (simetrie totald) pentru
sincronizarea in fazi §i antifazi, in timp ce |o| > 0 pentru celelalte stiri. Figura 3.5 indici relatia intre o
si 0, ardtAnd ci relatia dintre ei determind schimbarea dimensiunii bazinelor de atractie. Concluziile pot
fi formulate ca o serie de reguli euristice simple care explic procesul de selectie a stirilor stationare:

* Starea selectatd tinde si fie cAt mai simetric posibil, fapt care explica de ce vérful distributiilor de
probabilititi sunt intotdeaunala 0 sau —r.

* Daci sunt mai multe frecvente pentru o stare cu aceeasi |0 |, cel pentru care || minimal va fi preferat
(vezi de exemplu linia 0 = 0).

+ Stdri avind acelasi |o| si |0] au probabilititi egale.

Aceste observatii sugereaza faptul ci cu ajutorul lui 6 si o se pot estima dimensiunile relative a bazinelor
de atractie pentru un set de stiri initiale aleatoare.
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Figure 3.6: Evolutia fazelor Gl(u) pentru diferite numari de oscilatori, demonstrand o noua categorie de organizare a oscilatorilor.
Folosind simetria translational3, fazele au fost rescalate intre O si 27.

3.3 STRUCTURI DINAMICE TRANZIENTE

Sisteme de oscilatori cuplati local cu interactiuni neintarziate sunt gradiente. In sisteme gradiente stirile
stationare pot fi de trei feluri: noduri stabile sau instabile si puncte sa. In cazul sistemului (3.2) situatia
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este mai complicatd, deoarece aceste ecuatii nu pot fi obtinute ca gradientul unui potential. Chiar daci
subiectul principal al tezei este formarea stirilor blocate in fazi, posibilitatea altor atractori nu poate fi
exclusi. In urmitoarele sintetizim pe scurt observatiile ficute prin simuliri computationale asupra unor
stari mai complexe in inele de oscilatori Kuramoto intirziate. Avind in vedere subiectul diferit al tezei
oferim aici doar o prezentare descriptivd, cu scopul de a ilustra numai aceste structuri interesante fard
multe explicatii.

Parametrul de ordine generalizat, introdus in (2.14), a fost proiectat pentru a indica convergenta spre
starile stationare de clasa (a), nefiind potrivit pentru gisirea unor atractori. Totusi, lipsa convergentei,
poate fiun idiciu cd auto-organizarea sistemului ia o alta forma. Factorul cheie aici este durata intervalului
de timp sub care niciun parametru de ordine nu indici convergentd, care va fi folosit pentru a semnala
aparitia acestor structuri complexe emergente. Astfel, un interval suficient de lung (u ~ 10° — 10°) ar
putea sugera un alt tip de auto-organizare.

Figura 3.6 prezinti patru serii temporare obtinute pentru sisteme de diferite mirimi. In acest caz
frecventele nu sunt constante in timp, ei oscileazd periodic in jurul unei frecvente medii bine definite,
care cauzeazi cresterea fazelor. Aceste frecvente medii pot fi aceeasi pentru mai multi oscilatori, astfel
oscilatorii grupindu-se pe baza frecventei. Prezenta acestui fenomen in sisteme mici cit i in sisteme cu
mai multe oscilatori, sugereazi ci cauza nu poate fi cresterea numairului de oscilator, ci doar interactiunea
intirziatd.
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Figure 3.7: Reprezentarea spatiu-timp a dinamicii in cazul sistemelor cu N = 20 (sus) si N = 50 (jos) oscilatori. Se vede gruparea
oscilatorilor cu aceeasi frecventa medie. Faza este marcata de culorile curcubeului. Frecventa medie este reprezentata de puncte negre,
iar deviatia standard in timp al frecventei este marcat cu bare de erori.
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Pentru a obtine o imagine mai detaliatd este important analiza structurii locale ale acestor stiri emer-
gente. Reprezentrilie de tip spatiu timp unde starea oscilatorilor este marcat cu ajutorul culorilor servesc
acest scop. O astfel de reprezentare este vizibild pe Figura 3.7. Coexistenta regiunilor cu diferite strucuri
de organizare sugereaza stirile chimera, insi seriile de timp aratd periodicitate, care este mai degrabi o

trisituri a ciclurilor limita.
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Concluzii

Teza elaborati a studiat stirile blocate in fazi pentru sisteme de oscilatori Kuramoto cuplatilocal. Fenomenul
blocare de fazi, unde oscilatorii au frecventd constanti, este bine cunoscut in multe probleme fizice.
Scopul acestei lucriri a fost de a investiga problema din perspective noi si anume predictia starilor finale
si influenta parametrilor modelului asupre bazinelor de atractie.

In prima parte a tezei s-a prezentat rezultatele obtinute pe sisteme simple de oscilatori Kuramoto
omogene cuplati intr-o topologie inelari. Inspirat de studii recente s-a dezvoltat un nou cadru teoretic si
s-a reprodus rezultatele deja cunoscute pe aceste sisteme. Noutatea §tiin§iﬁc€1 a acestei parti este legat de
predictibilitatea stirilor finale din stiri initiale aleatoare. Cu acest scop a fostintrodus un parametru de or-
dine generalizat. Rezultatele aratd ci prezicerea stirilor finale momentan practic nu este posibila folosind
numai starea initial, deoarece pentru o predictie corectd si dinamica tranzientd trebuie studiatd. Pentru
prezicerea stirii finale s-au folosit doud metode diferite, ambele folosind parametrul de ordine general-
izat. Aceste metode au fost comparate din punctul de vedere al preciziei si eficientei de timp, indicAind un
compromis intre aceste doud calititi. Efectul punctelor sa asupra dinamicii a fost discutatd, dezviluind
cd gresele de predictie sunt cauzate de citre aceste stiri stationare instabile. Partea a doua a tezei se ocupi
cu efectul intarzierii in interactiune asupra dinamicii i a stirilor stationare in inele 1D de oscilatori Ku-
ramoto. Studiul stabilititii a dovedit ci fiecare stare stationara poate fi stabili sau instabila, in functie de
valorile parametrilor, in contrast cu sisteme considerate in prima parte a lucririi, unde stabilitatea este
determinati de structura stirii. Bazinele de atractie ale stirilor stabile au fost studiate tot din punctul
de vedere al parametrilor modelului. Rezultatele aratd ci marimea bazinelor de atractie poate varia chiar
patru ordine de mirime, ceea ce inseamna ci unele stiri stabile nu pot fi detectate. Se pare ci frecventa
aleasi are un rol important in relatia dintre parametrii modelului si bazinele de atractie. In afari de stiri
blocate in fazi §i orbite inchise pot si apare in sisteme intarziate, care pot fi interpretate ca cicluri limite
sau stiri chimera.

Modelul Kuramoto a devenit un model prototip in studiul sincronizirii spontane. Dealungul timpu-
lui a fost folosit in diverse probleme interdisciplinare si a ajuns un instrument fundamental in domeniul
sistemelor complexe. Literatura modelului este enormi si implici subiecte mai largi decit problema sin-
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cronizirii in sisteme de oscilatori cuplate global, orobleme simple pentru care Kuramoto si Nishikawa a
introdus modelul. In cazul unui model atit de fundamental este foarte dificil de a descoperi noi rezultate,
insa uneori pentru aprofundarea cunostiintelor problemele deja cunoscute trebuiesc reconsiderate critic.
Aceasta tezd a incearcat si contribuie in aceasta directie analizind probleme deja cunoscute din perspective
noi.
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