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4.1 Condit,ii pentru funct,ii analitice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2 Condit,ii pentru funct,ii din clasa SP(α, β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5 Condit, ii pentru funct, ii p-valente 95
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Introducere

Analiza complexă datează din secolul al XVIII-lea, fiind un domeniu de interes care a evoluat
spectaculos s, i datorită multiplelor aplicat,ii ı̂n diferite ramuri ale s, tiint,ei s, i tehnicii.

Teoria geometrică a funct,iilor de o variabilă complexă este o ramură aparte a Analizei complexe
care corelează raţionamentele riguroase cu modelele geometrice intuitive. Primele lucrări semnificative
au fost publicate la ı̂nceputul secolului al XX – lea de către P. Koebe ı̂n 1907, T.H. Gromwell ı̂n 1914,
I.W. Alexander ı̂n 1915, L. Bieberbach ı̂n 1916. Conjectura lui Bieberbach, demonstrată de către Louis
de Branges ı̂n 1984 a dus la aparit,ia unor noi direct,ii de studiu ı̂n teoria geometrică a funct,iilor analitice,
una dintre acestea fiind definirea unor noi clase de funct,ii univalente pentru care conjectura ar putea fi
verificată.

Analiza complexă ocupă un loc de cinste s, i ı̂n şcoala românească de matematică. Cercetătorii
români au contribuit decisiv la progresul acestei ramuri ştiinţifice prin D. Pompeiu, Gh. Călugăreanu
s, i P.T. Mocanu. Gh. Călugăreanu, părintele şcolii româneşti de Teoria Funcţiilor Univalente, a obţinut
pentru prima dată condiţii necesare şi suficiente de univalenţă, iar P.T. Mocanu a introdus clasa funcţiilor
α-convexe, a abordat problema injectivităţii neanalitice şi a creat ı̂mpreună cu S.S. Miller binecunoscuta
metodă de studiu a unor clase de funcţii univalente numită ”metoda funcţiilor admisibile”, metoda sub-
ordonărilor diferenţiale, iar mai recent teoria subordonărilor diferenţiale. Acad. P.T. Mocanu a dus mai
departe S, coala de Teoria Funct,iilor Univalente la Univ. Babes, -Bolyai, fondată de Gh. Călugăreanu.

Proprietatea de univalent, ă a funct,iilor de o variabilă complexă constituie obiectul cercetării multor
matematicieni, prin determinarea unor condit,ii necesare s, i suficiente de univalent, ă. Interpretarea geo-
metrică a funct,iilor univalente se face prin transformări conforme. Astfel, se pot analiza parametrii unei
anumite transformări conforme, care verifică condit,iile suplimentare de univalent, ă.

Condit,iile necesare s, i suficiente de univalent, ă sunt prezentate de obicei sub forma unor inegalităt,i
diferent,iale, dar proprietatea de univalent, ă poate fi demonstrată s, i prin alte metode cum ar fi: metoda pa-
rametrică a lui Loewner, metoda reprezentărilor integrale, metoda subordonărilor diferent,iale (cunoscută
s, i ca metoda funct,iilor admisibile) s, i metoda superordonărilor diferent,iale.

Un rol central ı̂n teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă complexă ı̂l joacă studiul operatorilor
integrali, definiţi pe anumite spat,ii de funct,ii analitice. Primul operator integral pe clase de funct,ii univa-
lente a fost introdus ı̂n 1915 de către J.W. Alexander, iar de atunci mai mult,i cercetători s, i-au manifestat
interesul pentru acest studiu. Dintre aces, tia amintim pe R. Libera, S. Bernardi, S.S. Miller, P.T. Mocanu,
M.O. Reade, R. Singh, N.N. Pascu s, i mult,i alt,ii.

Noutatea rezultatelor prezentate ı̂n această lucrare cuprind: introducerea unor operatori integrali
ca extensie a unor operatori deja cunoscut,i, reprezentat,i ca s, i cazuri particulare, precum s, i investigarea
proprietăt,ilor geometrice de univalent,a, convexitatea, stelaritatea, dar s, i ale altor clase de funct,ii speci-
ale, pentru operatori integrali noi. Operatorii integrali introdus, i aici sunt generalizări ale unor operatori
integrali consacrat,i ı̂n literatura de specialitate, reprezentat,i prin constuct,ii de mai multe funct,ii. Deta-
lierea acestora este prezentată ı̂n sect,iunea 2.1. Pentru aces, ti operatori integrali noi am obt,inut condit,ii
de: univalent, ă, stelaritate, convexitate, dar s, i de partenent, ă la unele clase speciale de funct,ii analitice.
Această teză este structurată pe 5 capitole, o introducere s, i o bibliografie s, i se bazează pe 35 de lucrări
publicate sau ı̂n curs de publicare (scrise ı̂n colaborare cu D. Breaz) precum s, i câteva idei nepublicate
ı̂ncă.
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Primul capitol intitulat ”Not,iuni preliminare” este ı̂mpărt,it ı̂n patru paragrafe. Sunt prezentate aici
definit,ii fundamentale s, i rezultate ce constituie baza necesară pentru următoarele capitole. Mai precis,
sunt prezentate definit,ii s, i proprietăt,i cu privire la funct,ii analitice, funct,ii univalente, funct,ii cu partea
reală pozitivă, funct,ii stelate, funct,ii convexe, dar s, i alte clase speciale de funct,ii. Ultima sect,iune din
acest capitol cont,ine criteriile de univalent, ă folosite ı̂n demonstrarea rezultatelor principale din capitolele
următoare, date de Pascu [89], [90], Pescar [93], [94], Becker [42], Ozaki s, i Nunokawa [88].

În următoarele patru capitole sunt prezentate rezultate originale care reprezintă contribut,ia autorului
adusă domeniului teoriei geometrice a funct,iilor analitice.

Capitolul 2 cont,ine 8 sect,iuni s, i ı̂ncepe cu prezentarea a patru operatori integrali generali noi, care
constituie extensii ale unor operatori integrali cunoscut,i s, i care sunt format,i din mai multe funct,ii. De
asemenea este marcată legătura dintre aces, ti operatori s, i alte rezultate importante din domeniu. Precizăm
că toate rezultatele obt,inute ı̂n această lucrare se referă la cei patru operatori integrali introdus, i aici.

Al doilea paragraf se ocupă de obt,inerea unor criterii suficiente de univalent, ă adresate operatorilor
integrali, atunci când funct,iile sunt analitice. Justificarea acestor rezultate se face pe baza criteriilor de
univalent, ă date de Pascu s, i Pescar s, i sunt cont,inute ı̂n lucrările [5], [6], [7], [8].

Sect,iunea 2.3, cuprinsă ı̂n lucrările [9], [10], prezintă noi condit,ii de univalent, ă pentru operatorii
integrali generali, Mδ,n s, i Tδ, n, utilizând o extensie a criteriului de univalent, ă al lui Becker, dat de
Pascu ı̂n [90], dar s, i rezultatul dat de Mocanu s, i S, erb ı̂n [76].

În paragraful 2.4 s-a abordat studiul unor proprietăt,i de conservare a clasei funct,iilor univalente de
către operatorii integrali. Instrumentele care au condus la aceste rezultate, incluse ı̂n lucrările [23], [24],
[25], [26], sunt criteriile de univalent, ă a lui Becker s, i Pascu, dar s, i cunoscutele inegalităt,i a lui Nehari.

Paragraful 2.5 verifică univalent,a operatorilor integrali când funct,iile implicate apart,in clasei Gb,
definită de Silverman ı̂n [109], pentru operatorii integraliMδ,n s, i Tδ,n, utilizând criteriile de univalent, ă
al lui Pascu [90] s, i Pescar [93]. Aceste cont,inuturi se găsesc ı̂n lucrările [11], [12].

Sect,iunea 2.6 are ı̂n vedere condit,ii suficiente de univalent, ă pentru operatorii integrali definit,i aici,
având funct,iile din clasa S(p) studiată de Ozaki, Nunokawa, Yang, Liu, Singh s, i alt,ii. Dovezile acestor
rezultate utilizează criteriul de univalent, ă a lui Pescar [93] s, i sunt tipărite ı̂n lucrările [13], [14].

În continuare, paragraful 2.7, tratează univalent,a operatorilor integrali pentru funct,ii care fac parte
din clasele B(µ) definită de Frasin s, i Darus ı̂n [69] s, i Sµ studiată de Ponnusamy s, i Sing ı̂n [105]. Demon-
strarea acestor rezultate, din lucrările [15], [16], [17], [18], vine cu ajutorul inegalităt,ilor date de Deniz
[60] s, i Frasin [63], precum s, i datorită criteriilor de univalent, ă Pascu [90] s, i Pescar [93].

Ultima sect,iune a acestui capitol abordează univalent,a operatorilor integrali pentru funct,ii care sunt
membri ai clasei B(µ, α) definită de Frasin s, i Jahangiri ı̂n [70] s, i reprezintă cont,inutul lucrărilor [19],[20],
[21], [22]. Criteriile de univalent, ă Pascu [90] s, i Pescar [93], dar s, i Teorema Mocanu-S, erb [76] conduc la
aceste rezultate.

Capitolul 3 tratează problema convexităt,ii operatorilor integrali, fiind ı̂mpărt,it ı̂n 6 paragrafe. În
fiecare paragraf provenient,a funct,iilor diferă de la o clasă la alta.

Sect,iunea 3.1 are ca punct de plecare funct,ii apart,inând claselor Gb, B(µ, α) s, i S∗β . Cont,inuturile
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acestea se află ı̂n lucrările [27], [30], [33], [36].

Urmează rândul claselor de funct,ii stelate ı̂n sect,iunea 3.2, rezultatele fiind cuprinse ı̂n lucrările [27],
[30], [33], [36], [29], [32], [35], [39]. În acest caz s-a găsit ordinul de convexitate pentru fiecare operator
integral cercetat.

Studiul convexităt,ii continuă ı̂n paragraful 3.3 cu funct,ii făcând parte din clasa SP(α, β), informat,ii
cuprinse ı̂n lucrările [28], [31], [34], [37], [29], [32], [35], [39].

Paragraful 3.4 ne prezintă abordarea convexităt,ii operatorilor integrali din perspectiva funct,iilor de
clasă S∗b . Noutăt,i care se regăsesc ı̂n lucrările [28], [31], [34], [37].

Apoi prezentăm ı̂n sect,iunea 3.5 ordinele de convexitate ale operatorilor integrali pentru cazul când
funct,iile sunt membri ai clasei SH(β), studii incluse ı̂n lucrările [29], [32], [35], [39].

Finalul acestui capitol vine cu abordarea convexităt,ii operatorilor integrali pentru funct,ii α - con-
vexe. În lucrările [29], [32], [35], [39] prezentăm aceste informat,ii.

În capitolul 4, compus din două paragrafe, ilustrăm câteva condit,ii de apartenent, ă a operatorilor
integrali la clasa de funct,ii N (β). Prima sect,iune de aici foloses, te funct,ii analitice, iar cealaltă funct,ii
din clasa SP(α, β). Rezultatele obt,inute ı̂n acest capitol se găsesc ı̂n lucrările [28], [31], [34], [37].

Ultimul capitol ı̂nglobează s, ase sect,iuni s, i se referă la studiul funct,iilor p-valente. Aceste studii
sunt grupate ı̂n patru articole distincte, adresate fiecărui operator integral ı̂n parte s, i urmează a fi trimise
spre publicare.

Sect,iunea 5.1 identifică condit,ii de apartenent, ă a operatorilor integrali la clasa funct,iilor convexe
p-valente. În acest scop funct,iile implicate sunt cuprinse ı̂n clasa funct,iilor stelate p-valente.

Cont,inutul sect,iunii 5.2 este format din condit,ii de apartenent, ă la clasa Np(β), ı̂n timp ce funct,iile
sunt membrii ai claselor Np(β) s, iMp(β).

Urmează ı̂ncadrarea operatorilor integrali, prin condit,ii specifice la clasa Kp(a, α) prezentată ı̂n
paragraful 5.3. Rolul funct,iilor aici este jucat ı̂n clasa S∗p (a, α).

Paragraful 5.4 duce funct,iile analitice p-valente ale operatorilor integrali ı̂n clasa funct,iilor stelate
p-valente prin intermediul unor condit,ii specifice.

Mai departe, sect,iunea 5.5 transpune ı̂n anumite condit,ii funct,iile analitice p-valente ı̂n clasa funct,iilor
aproape-convexe p-valente.

Rezultatele finale setează funct,iile ı̂n clasa funct,iilor analitice p-valente s, i prezintă condit,ii pentru
care operatorii integrali apart,in clasei funct,iilor uniform p-valente aproape convexe.

6



Capitolul 1

Rezultate preliminare

1.1 Definit, ii, notat, ii s, i rezultate elementare din teoria funct, iilor
univalente

Noţiunile şi rezultatele descrise ı̂n acest paragraf fac parte din elementele de bază ale literaturii de
specialitate: noţiunea de funcţie olomorfă, funcţie univalentă, funcţie analitică, Teorema Mocanu-S, erb,
Teorema lui Nehari, precum s, i Lema Generală Schwarz deseori ı̂ntâlnită ı̂n demonstrarea rezultatelor
principale.

Definit, ia 1.1.1. O funcţie f se numeşte olomorfă ı̂n punctul z0, dacă există o vecinătate V ∈ V(z0),
astfel ı̂ncât f să fie derivabilă ı̂n această vecinătate.

Definit, ia 1.1.2. O funcţie olomorfă şi injectivă pe un domeniu D, din C se numeşte univalentă pe D.
Notăm cuHU(D) mulţimea funcţiilor univalente pe D.

Definit, ia 1.1.3. Fie f : D → C, z ∈ D. Spunem că funcţia f este analitică ı̂n punctul z0 sau
dezvoltabilă ı̂n serie Taylor ı̂n z0, dacă există un disc U (z0, r) = {z ∈ C :| z − z0 |< r} ⊂ D, astfel
ı̂ncât f să fie suma unei serii Taylor, adică:

f(z) =
∞∑
n=0

an (z − z0)n , z ∈ U (z0, r) .

Spunem că funcţia f este analitică ı̂n domeniul D, dacă este analitică ı̂n fiecare punct al lui D.

Considerăm ı̂n continuare următoarele notaţii: U = {z ∈ C :| z |< 1} - discul unitate din planul
complex.

Vom considera de asemenea, pentru a ∈ C şi n ∈ N∗, mulţimea

H[a, n] =
{
f ∈ H(U) : f(z) = a+ anz

n + an+1z
n+1...

}
,

An =
{
f ∈ H(U) : f(z) = a+ an+1z

n+1...
}
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şi
A = A1.

Vom nota cu
S = {f ∈ A : f ∈ H(U)} ,

clasa funcţiilor univalente ı̂n discul unitate şi normate cu condiţiile

f(0) = f
′
(0)− 1 = 0,

deci funcţiile olomorfe şi univalente ı̂n U, care au dezvoltare ı̂n serie de puteri de forma

f(z) = z + a2z
2 + ..., |z| < 1.

Notăm cu
P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1,Rep(z) > 0, z ∈ U} ,

clasa funcţiilor de tip Caratheodory.

Următoarea teoremă a fost demonstrată de Mocanu s, i S, erb.

Teorema 1.1.1. (Mocanu - S, erb [76]) Fie M0 = 1, 5936... solut,ia pozitivă a ecuat,iei

(2−M) eM = 2. (1.1.1)

Dacă f ∈ A s, i ∣∣∣∣f ′′(z))

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

pentru z ∈ U, atunci ∣∣∣∣zf ′(z))

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, (z ∈ U) .

Marginea M0 este fixă.

Teorema 1.1.2. (Lema Generală Schwarz)[73] Fie funct,ia f regulată ı̂n discul UR = {z ∈ C : |z| < R}
cu |f(z)| < M , pentru M fixat. Dacă f(z) are un zero cu ordinul de multiplicitate mai mare sau egal
decât m pentru z = 0, atunci

|f(z)| ≤ M

Rm
zm.

Egalitatea este adevărată numai dacă

f(z) = eiθ
M

Rm
zm,

unde θ este constant.

Pe de altă parte, Nehari a dovedit alte rezultate importante.
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Teorema 1.1.3. (Nehari[77]) Dacă funct,ia g este regulată pe discul unitate U s, i |g(z)| < 1 ı̂n U, atunci
pentru orice ξ ∈ U următoarele inegalităt,i sunt adevărate∣∣∣∣∣ g(ξ)− g(z)

1− g(z)g(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ ξ − z1− z̄ξ

∣∣∣∣ (1.1.2)

s, i ∣∣∣g′
(z)
∣∣∣ ≤ 1− |g(z)|2

1− |z|2
,

avem egalitate ı̂n cazul ı̂n care g(z) = ε z+u
1+ūz

, unde |ε| = 1 s, i |u| < 1.

Observat, ia 1.1.4. ([77]) Pentru z = 0, ı̂nlocuind ı̂n relat,ia (1.1.2), oricare ar fi ξ ∈ U, obt,inem∣∣∣∣∣ g(ξ)− g(0)

1− g(0)g(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ |ξ|
s, i, prin urmare

|g(ξ)| ≤ |ξ|+ |g(0)|
1 + |g(0)| |g(ξ)|

.

Considerând g(0) = a s, i ξ = z, atunci

|g(z)| ≤ |z|+ |a|
1 + |a| |z|

,

pentru orice z ∈ U.

În următoarele două sect,iuni vom aminti rezultate importante privitoare la următoarele clase de
funct,ii: clasa funct,iilor stelate, clasa funct,iilor stelate de ordin α, clasa funct,iilor stelate de ordin complex
b s, i tip λ, clasa funct,iilor convexe, clasa funct,iilor convexe de ordin α, clasa funct,iilor convexe de ordin
complex b s, i tip λ, clasa funct,iilor α-convexe, dar s, i diferite clase speciale de funct,ii analitice precum:
clasa funct,iilor B(µ), clasa funct,iilor B(µ, α), clasa funct,iilor Sµ, clasa funct,iilor SP , clasa funct,iilor
SP(α, β), clasa funct,iilor SH(β), clasa funct,iilor S(p), clasa funct,iilor Gb, clasele funct,iilorM(β) s, i
N (β), clasele S∗β s, i Sβ , clasa funct,iilorAp, clasele funct,iilor S∗p (β) s, i S∗p(a, α), clasele funct,iilor Kp(β)
s, i Kp(a, α), clasele funct,iilorMp(β) s, i Np(β), clasa funct,iilor Up(β, k).

1.2 Clasa funct, iilor stelate s, i clasa funct, iilor convexe

Definit, ia 1.2.1. Fie funct,ia f ∈ H(U), cu proprietatea că f(0) = 0. Spunem ca funct,ia f este stelată
ı̂n raport cu originea (sau stelată) dacă funct,ia f este univalentă pe U, iar imaginea sa f(U) este un
domeniu stelat ı̂n raprt cu originea.

Domeniul f(U) se numes, te domeniu stelat ı̂n raport cu originea, dacă pentru orice z ∈ U, segmen-
tul care unes, te originea cu f(z) este inclus ı̂n f(U) .
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Teorema 1.2.1. ( [74]) Fie f o funct,ie olomorfă ı̂n f(U) cu f(0) = 0. Atunci f este univalentă s, i f(U)
este un domeniu stelat ı̂n raport cu originea dacă s, i numai dacă f

′
(0) 6= 0 s, i

Re
(
zf

′
(z)

f(z)

)
> 0, z ∈ U.

Definit, ia 1.2.2. Vom nota cu S∗ clasa funct,iilor olomorfe ı̂n U, cu f(0) = 0, f
′
(0) = 1 s, i care sunt

stelate ı̂n raport cu originea ı̂n U. Deci

S∗ =

{
f ∈ H(U), f(0) = f

′
(0)− 1 = 0,Re

(
zf

′
(z)

f(z)

)
> 0, z ∈ U

}
.

Definit, ia 1.2.3. O funct,ie f ∈ A se numes, te funct,ie stelată de ordin α, 0 ≤ α < 1 dacă verifică
inegalitatea

Re
(
zf

′
(z)

f(z)

)
> α, z ∈ U.

Notăm cu S∗(α) clasa acestor funct,ii.

Definit, ia 1.2.4. O funct,ie f ∈ A spunem că este stelată de ordin complex b, (b ∈ C − {0}) s, i tip λ,
(0 ≤ λ < 1), dacă s, i numai dacă

Re
{

1 +
1

b

(
zf

′
(z)

f(z)
− 1

)}
> λ, z ∈ U.

Notăm cu S∗λ(b) clasa acestor funct,ii.

Definit, ia 1.2.5. O funct,ie f ∈ H(U) se numes, te funct,ie convexă ı̂n U, dacă funct,ia f este univalentă pe
U, iar imaginea sa f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.2.2. ( [74]) O funct,ie f olomorfă ı̂n U este univalentă s, i f(U) este un domeniu convex dacă
s, i numai dacă f

′
(0) 6= 0 s, i

Re
(

1 +
zf

′′
(z)

f ′(z)

)
> 0, z ∈ U.

Definit, ia 1.2.6. Vom nota cu K sau Sc clasa funct,iilor olomorfe ı̂n U, cu f(0) = 0, f
′
(0) = 1 s, i care

sunt convexe ı̂n U. Deci

K =

{
f ∈ H(U), f(0) = f

′
(0)− 1 = 0,Re

(
1 +

zf
′′
(z)

f ′(z)

)
> 0, z ∈ U

}
.

Între clasa funct,iilor convexe, stelate s, i respectiv univalente avem incluziunea K ⊂ S∗ ⊂ S.

Definit, ia 1.2.7. O funct,ie f ∈ A se numes, te funct,ie convexă de ordin α, 0 ≤ α < 1 dacă verifică
inegalitatea

Re
(

1 +
zf

′′
(z)

f ′(z)

)
> α, z ∈ U.

Notăm această clasă cu K(α).

10



Clasa funct,iilor K(α) este strâns legată de clasa funct,iilor

Kα =

{
f ∈ A :

∣∣∣∣zf ′′
(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < 1− α, 0 ≤ α < 1

}
.

Avem Kα ⊆ K(α).

Definit, ia 1.2.8. O funct,ie f ∈ A spunem că este convexă de ordin complex b, (b ∈ C − {0}) s, i tip λ
(0 ≤ λ < 1), dacă s, i numai dacă

Re
{

1 +
1

b

(
zf

′′
(z)

f ′(z)

)}
> λ, z ∈ U.

Notăm cu C∗λ(b) clasa acestor funct,ii.

Petru T. Mocanu a introdus ı̂n [74] clasa funct, iilor α-convexe , notate cuMα, unde α este un număr
real.

Teorema 1.2.3. ( [74]) Dacă funct,ia f ∈Mα, atunci f(0) = f
′
(0)− 1 = 0 s, i f verifică inegalitatea

Re
[
(1− α)

zf
′
(z)

f(z)
+ α

(
zf

′′
(z)

f ′(z)
+ 1

)]
> 0, z ∈ U.

1.3 Clase speciale de funct, ii analitice

Frasin s, i Jahangiri au studiat ı̂n [70] clasa B(µ, α) definită astfel:

Definit, ia 1.3.1. O funct,ie f ∈ A spunem că este din clasa B (µ, α), 0 ≤ α < 1, µ ≥ 0 dacă s, i numai
dacă ∣∣∣∣f ′

(z)

(
z

f(z)

)µ
− 1

∣∣∣∣ < 1− α, z ∈ U.

Condit,ia din Definit,ia 1.3.1 implică relat,ia

Re
(
f

′
(z)

(
z

f(z)

)µ)
> α, z ∈ U.

Familia B (µ, α) este o clasă comprehensivă a funct,iilor analitice deoarece include variate clase de
funct,ii analitice. De exemplu, clasa funct,iilor analitice s, i univalente B (1, α) = S∗(α), B (0, α) = R(α)
s, i B (2, α) = B(α). În particular, clasa funct,iilor analitice B(α) a fost definită de Frasin s, i Darus ı̂n [69].

Definit, ia 1.3.2. O funct,ie f ∈ A spunem că este un membru al clasei B(µ) dacă s, i numai dacă∣∣∣∣z2f ′(z)

f 2(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1− µ, 0 ≤ µ < 1, z ∈ U.
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Teorema 1.3.1. (Deniz [60]) Fie funct,ia f(z) ∈ B(µ), atunci∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < (1− µ)(1 + |z|)
1− |z|

, 0 ≤ µ < 1, z ∈ U.

Teorema 1.3.2. (Frasin [63]) Fie funct,ia f(z) ∈ B(µ), atunci∣∣∣∣zf ′′
(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < (1− µ)(2 + |z|)
1− |z|

, 0 ≤ µ < 1, z ∈ U.

Sµ este o subclasă a funct,iilor analitice care a fost studiată de Ponnusamy s, i Sing ı̂n [105].

Definit, ia 1.3.3. O funct,ie f ∈ A spunem că este de clasă Sµ dacă s, i numai dacă

Sµ =

{
f ∈ A :

∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < µ |z| , 0 ≤ µ < 1, z ∈ U
}
.

Definit, ia 1.3.4. Vom nota cu R clasa funct,iilor normalizate a căror derivată este pozitivă ı̂n discul
unitate, astfel:

R =
{
f ∈ A : Ref

′
(z) > 0, z ∈ U

}
.

F. Ronning introduce ı̂n [108] clasa funct,iilor univalente SP astfel:

Definit, ia 1.3.5. O funct,ie f ∈ S spunem că face parte din clasa SP dacă s, i numai dacă∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Re
zf

′
(z)

f(z)
, z ∈ U.

În [108] F. Ronning introduce clasa funct,iilor univalente SP(α, β), α > 0, β ∈ [0, 1).

Definit, ia 1.3.6. Vom nota prin SP(α, β), α > 0, β ∈ [0, 1) clasa tuturor funct,iilor f ∈ S cu proprietatea∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− (α + β)

∣∣∣∣ ≤ Re
zf

′
(z)

f(z)
+ α− β, z ∈ U.

J. Stankiewicz s, i A. Wisniowska introduc ı̂n lucrarea [114], clasa funct,iilor univalente SH(β), β > 0
astfel:

Definit, ia 1.3.7. Vom nota prin SH(β), β > 0 clasa tuturor funct,iilor f ∈ S cu proprietatea

Re
(√

2
zf

′
(z)

f(z)

)
+ 2β

(√
2− 1

)
>

∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 2β

(√
2− 1

)∣∣∣∣ , z ∈ U.

În lucrarea [120] este fost definită clasa S(p).
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Definit, ia 1.3.8. Pentru 0 < p ≤ 2, prin S(p) notăm clasa funct,iilor f ∈ A care satisfac condit,iile:

f(z) 6= 0 pentru 0 < |z| < 1

s, i ∣∣∣∣∣
(

z

f(z)

)′′∣∣∣∣∣ ≤ p,

oricare ar fi z ∈ U.

Teorema 1.3.3. (Singh [110]) Dacă funct,ia f ∈ S(p), atunci următoarea ingalitate este adevărată∣∣∣∣z2f
′
(z)

[f(z)]2
− 1

∣∣∣∣ ≤ p |z|2 , z ∈ U.

Relat,ia a fost demonstrată de Sigh ı̂n lucrarea [110].

În [109] Silverman a definit clasa Gb astfel:

Definit, ia 1.3.9. O funct,ie f ∈ A spunem că este din clasa Gb, 0 < b ≤ 1 dacă s, i numai dacă∣∣∣∣1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < b

∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ , z ∈ U.

Uralegaddi introduce ı̂n [119] s, i Owa s, i Srivastava ı̂n [87] clasa N (β) astfel:

Definit, ia 1.3.10. O funct,ie f ∈ A spunem că este din clasa N (β) dacă verifică inegalitatea

Re
(
zf

′′
(z)

f ′(z)
+ 1

)
< β, z ∈ U, β > 1.

În lucrarea [107] sunt definite clasele de funct,ii S∗β s, i Sβ astfel:

Definit, ia 1.3.11. O funct,ie f ∈ A spunem că este din clasa S∗β dacă verifică inegalitatea∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < β, 0 < β ≤ 1, z ∈ U.

Definit, ia 1.3.12. Spunem că o funct,ie f este din clasa funct,iilor analitice p-valenteAp, dacă are forma

f(z) = zp + ap+1z
p+1 + ..., p ∈ N.

Luând p = 1 obt,inem că A1 = A.

În continuare considerăn clasele introduse s, i studiate de R. Ali s, i V. Ravichandran ı̂n [2].

Definit, ia 1.3.13. O funct,ie f ∈ Ap se numes, te p-valentă stelată de ordin β (0 ≤ β < p) dacă s, i numai
dacă

1

p
Re
(
zf

′
(z)

f(z)

)
> β, z ∈ U.

Notăm cu S∗p (β) aceste clase de funct,ii.
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Definit, ia 1.3.14. O funct,ie f ∈ Ap se numes, te p-valentă convexă de ordin β (0 ≤ β < p) dacă s, i numai
dacă

1

p
Re
(
zf

′′
(z)

f ′(z)

)
> β, z ∈ U.

Notăm cu Kp(β) clasele funct,iilor p-valente convexe de ordin β ı̂n U.

Ment,ionăm că S∗p(0) = S∗p s, i Kp(0) = Kp sunt respectiv, clasele de funct,ii p-valente stelate s, i
p-valente convexe din U. De asemenea, notăm că S∗1 = S∗ s, i K1 = K sunt, respectiv clasele obis, nuite
de funct,ii stelate s, i convexe din U.

Pornind de la clasele de funct,ii stelate s, i convexe de ordin complex a s, i de tip α, R. Ali s, i V.
Ravichandran ı̂n [2] au definit clasele S∗p (a, α) s, i Kp(a, α) după cum urmează:

S∗p (a, α) =

{
f ∈ Ap, α < 1 : Re

(
1 +

1

b

(
1

p

zf
′
(z)

f(z)
− 1

))
> α

}
s, i

Kp(a, α) =

{
f ∈ Ap, α < 1 : Re

(
1 +

1

b

(
1

p

(
1 +

zf
′′
(z)

f ′(z)

)
+ 1

))
> α

}
.

În cazul ı̂n care p = 1 aceste clase au fost studiate de Breaz [50], Frasin [64], etc.

În continuare vom considera claseleMp(β) s, i Np(β).

Definit, ia 1.3.15. O funct,ie f ∈ Ap este din clasaMp(β) dacă

1

p
Re
(
zf

′
(z)

f(z)

)
< β, z ∈ U,

pentru β > 1.

Definit, ia 1.3.16. Clasa Np(β) cont,ine toate funct,iile care satisfac condit,ia

1

p
Re
(
zf

′′
(z)

f ′(z)
+ 1

)
< β, z ∈ U,

pentru f ∈ Ap s, i β > 1.

Dacă considerăm p = 1, obt,inem clasele M(β) s, i N (β) care au fost studiate de mai mult,i cer-
cetători, de exemplu Breaz [46], Ularu, Breaz s, i Frasin ı̂n [116] s, i Uralegaddi, Ganigi s, i Sarangi ı̂n [119].

Clasele de funct,iiMp(a, α) s, i Np(a, α) au fost definite ı̂n mod analog.

Definit, ia 1.3.17. O funct,ie f ∈ Ap este din clasaMp(a, α) dacă

Re
(

1 +
1

b

(
1

p

zf
′
(z)

f(z)
− 1

))
< α,

pentru α > 1.
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Definit, ia 1.3.18. Clasa Np(a, α) cont,ine toate funct,iile f ∈ Ap care satisfac condit,ia

Re
(

1 +
1

b

(
1

p

(
1 +

zf
′′
(z)

f ′(z)

)
− 1

))
< α

pentru α > 1.

Definit, ia 1.3.19. O funct,ie f ∈ Ap este din clasa Up(β, k) funct,iilor k-uniforme p-valente stelate de
ordin β, −1 ≤ β < p din U, dacă condit,ia

Re
(
zf

′
(z)

f(z)
− β

)
≥ k

∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− p
∣∣∣∣ , k ≥ 0, z ∈ U,

este satisfăcută.

Această clasă a fost introdusă de Goodman ı̂n [71].

Definit, ia 1.3.20. Clasa funct,iilor uniform p-valente aproape-convexe de ordin β cu −1 ≤ β < p din
U cont,ine toate funct,iile care satisfac condit,ia

Re
(
zf

′
(z)

g(z)
− β

)
≥
∣∣∣∣zf ′

(z)

g(z)
− p
∣∣∣∣ , k ≥ 0, z ∈ U,

pentru z ∈ U s, i funct,ia g din clasa funct,iilor p-valente stelate de ordin β.

Pentru a demonstra că funct,iile sunt p-valente stelate s, i p-valente aproape-convexe ı̂n discul unitate
amintim următoarele criterii:

Teorema 1.3.4. [80] Dacă f ∈ Ap satisface condit,ia

Re
(

1 +
zf

′′
(z)

f ′(z)

)
< p+

1

4
pentru z ∈ U,

atunci funct,ia f este p-valentă stelată ı̂n U.

Teorema 1.3.5. [62] Dacă f ∈ Ap satisface condit,ia∣∣∣∣zf ′′
(z)

f ′(z)
+ 1− p

∣∣∣∣ < p+ 1 pentru z ∈ U,

atunci funct,ia f este p-valentă stelată ı̂n U.

Teorema 1.3.6. [106] Dacă f ∈ Ap satisface condit,ia

Re
(

1 +
zf

′′
(z)

f ′(z)

)
< p+

a+ b

(1 + a) (1− b)
,

pentru z ∈ U, unde a > 0, b ≥ 0 s, i a+ 2b ≤ 1, atunci funct,ia f este p-valentă aproape-convexă ı̂n U.

Teorema 1.3.7. [3] Dacă f ∈ Ap satisface condit,ia

Re
(

1 +
zf

′′
(z)

f ′(z)

)
< p+

1

3
pentru z ∈ U,

atunci funct,ia f este uniform p-valentă aproape-convexă ı̂n U.
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1.4 Criterii de univalent, ă

Un rol esent,ial ı̂n studiul operatorilor integrali ı̂l au criteriile de univalent, ă, obt,inându-se cu ajutorul
lor rezultate remarcabile ı̂n teoria geometrică a funct,iilor univalente.

În continuare vom prezenta câteva criterii de univalent, ă necesare demonstrat,iilor din capitolele
următoare.

Pascu a demonstrat următoarele două condit,ii de univalent, ă:

Teorema 1.4.1. (Pascu [89]) Fie f ∈ A s, i γ ∈ C. Dacă Reγ > 0 s, i

1− |z|2Reγ

Reγ

∣∣∣∣zf ′′(z))

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integral

Fγ(z) =

(
γ

∫ z

0

tγ−1f ′(t)dt
) 1

γ

,

este de clasă S.

Teorema 1.4.2. (Pascu [90]) Fie δ ∈ C cu Reδ > 0. Dacă f ∈ A satisface

1− |z|2Reδ

Reδ

∣∣∣∣zf ′′(z))

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, atunci pentru orice număr complex γ, cu Reγ ≥ Reδ, operatorul integral

Fγ(z) =

(
γ

∫ z

0

tγ−1f ′(t)dt
) 1

γ

,

este de clasă S.

Următoarele două teoreme reprezintă alte condit,ii de univalent, ă care au fost demonstrate de Pescar:

Teorema 1.4.3. (Pescar [93]) Fie δ un număr complex, Reδ > 0 s, i c un număr complex, |c| ≤ 1, c 6= −1
s, i f(z) = z + a2z

2 + ... o funct,ie analitică ı̂n U. Dacă∣∣∣∣c |z|2δ +
(

1− |z|2δ
) zf ′′(z))

δf ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, atunci funct,ia Fδ, definită prin

Fδ(z) =

(
δ

∫ z

0

tδ−1f ′(t)dt
) 1

δ

,

este analitică s, i univalentă ı̂n U.

16



Lema 1.4.4. (Pescar [93]) Fie γ un număr complex, Reγ > 0 s, i c un număr complex, |c| ≤ 1, c 6= −1 s, i
f ∈ A. Dacă

|c| |z|
2Reγ

+
1− |z|2Reγ

Reγ

∣∣∣∣zf ′′(z))

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, atunci pentru orice număr complex γ, cu Reγ ≥ Reδ, operatorul integral

Fγ(z) =

(
γ

∫ z

0

tγ−1f ′(t)dt
) 1

γ

,

este de clasă S.

Următorul criteriu de univalent, ă a fost dat de Becker.

Teorema 1.4.5. (Becker[42]) Dacă funct,ia f este regulată ı̂n discul unitate U, f(z) = z + a2z
2 + ... s, i(

1− |z|2
) ∣∣∣∣zf ′′

(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, pentru orice z ∈ U,

atunci funct,ia f este univalentă ı̂n U.

Ozaki s, i Nunokawa au demonstrat urmatoarea condit,ie de univalent, ă:

Teorema 1.4.6. (Ozaki-Nunokawa[88]) Fie funct,ia f ∈ A, care verifică condit,ia∣∣∣∣z2f ′(z))

[f(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1, z ∈ U, (1.4.1)

atunci funct,ia f este univalentă ı̂n U.

Pescar a demonstrat următoarele două condit,ii de univalent, ă ı̂n lucrarea [94]:

Teorema 1.4.7. [94] Fie funct,ia g ∈ A, α un număr real, s, i c un număr complex, |c| ≤ 1
α

, c 6= −1. Dacă∣∣∣∣g′′(z))

g′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U,

atunci funct,ia

Gα(z) =

(
α

∫ z

0

[
tα−1g′(t)

]α−1 dt
) 1

α

, (1.4.2)

este ı̂n clasa S.

Teorema 1.4.8. [94] Fie funct,ia g care verifică (1.4.1), M un număr real pozitiv fixat s, i c un număr
complex. Dacă α ∈

[
2M+1
2M+2

, 2M+1
2M

]
|c| ≤ 1−

∣∣∣∣α− 1

α

∣∣∣∣ (2M + 1) , c 6= −1, |g(z)| ≤M, z ∈ U

atunci funct,ia

Gα(z) =

(
α

∫ z

0

[g(t)]α−1 dt
) 1

α

, (1.4.3)

este de clasă S.
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Capitolul 2

Condit,ii suficiente de univalent, ă pentru
operatori integrali noi

2.1 Operatori integrali noi

Vom prezenta ı̂n continuare pe scurt patru operatori generali integrali introdus, i de Bărbatu s, i Breaz ı̂n
lucrările [5]-[8], care sunt operatori integrali de tipul celor definit,i de Pfaltzgraff, Kim-Merkes s, i Over-
sea, precum s, i legăturile dintre aces, tia s, i alt,i operatori integrali cunoscut,i ı̂n literatura de specialitate.

Considerăm primul operator general integralMδ,n, definit ı̂n [5]:

Mδ,n(z) =

{
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1

(gi
′(t))

βi

(
gi(t))

t

)γi]
dt

} 1
δ

, (2.1.1)

unde fi, gi sunt analitice ı̂n U s, i αi, βi, γi ∈ C sunt numere complexe, pentru orice i = 1, n, n ∈ N\{0},
δ ∈ C, cu Reδ > 0.

Observat, ia 2.1.1. Operatorul integralMδ,n dat ı̂n (2.1.1) reprezintă o extindere a altor operatori după
cum urmează:

i) Pentru n = 1, δ = 1, α1 − 1 = α1 s, i β1 = γ1 = 0 obt,inem operatorul integral care a fost studiat
de Kim-Merkes ı̂n [72]

Fα(z) =

∫ z

0

(
f(t)

t

)α
dt.

ii) Luând n = 1, δ = 1 s, i α1 − 1 = γ1 = 0 obt,inem operatorul integral care a fost introdus de
Pfaltzgraff ı̂n [104]

Gα(z) =

∫ z

0

(f ′(t))
α dt.

iii) Dacă punem αi− 1 = αi s, i βi = γi = 0, atunci suntem condus, i la operatorul integral care a fost
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definit de D. Breaz s, i N. Breaz ı̂n [47]

Dn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
dt

] 1
δ

.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu s, i Pescar ı̂n [91].

iv) Pentru αi − 1 = γi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de D. Breaz,
Owa s, i N. Breaz ı̂n [51]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[f ′i(t)]
αi dt

] 1
δ

.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral analizat de Pescar s, i Owa ı̂n [102].

v) Iar pentru αi − 1 = 0 obt,inem operatorul integral care a fost introdus de Pescar ı̂n [97]

Fn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
(fi
′(t))

βi dt

] 1
δ

.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral definit de Frasin ı̂n [66] s, i de Oversea
ı̂n [86].

vi) Pentru αi − 1 = αi s, i γi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost introdus de Ularu ı̂n [115]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
(gi
′(t))

βi dt

] 1
δ

.

Fie acum al doilea operator general integral Cδ,n, definit ı̂n [6]:

Cδ,n =

{
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[(
fi(t)

t
egi(t)

)αi−1

(hi
′(t))

βi

(
hi(t))

t

)γi]
dt

} 1
δ

, (2.1.2)

unde fi, gi, hi sunt analitice ı̂n U s, i δ, αi, βi, γi sunt numere complexe, pentru orice i = 1, n, n ∈ N\{0},
δ ∈ C, cu Reδ > 0.

S, i acest operator integral dat prin relat,ia (2.1.2) constituie extinderea unor operatori integrali,
astfel:

Observat, ia 2.1.2. i) Pentru n = 1, δ = 1 s, i α1 − 1 = β1 = 0 obt,inem operatorul integral care a fost
studiat de Kim-Merkes ı̂n [72]

Fα(z) =

∫ z

0

(
f(t)

t

)α
dt.

ii) Pentru n = 1, δ = 1 s, i α1 − 1 = γ1 = 0 ajungem la operatorul integral care a fost studiat
Pfaltzgraff ı̂n [104]

Gα(z) =

∫ z

0

(f ′(t))
α dt.
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iii) Dacă punem αi − 1 = βi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de D.
Breaz s, i N. Breaz ı̂n [47]

Dn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
dt

] 1
δ

.

Acest operator integral reprezintă o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu s, i Pescar ı̂n
[91].

iv) Pentru αi − 1 = γi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de D. Breaz,
Owa s, i N. Breaz ı̂n [51]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[f ′i(t)]
αi dt

] 1
δ

.

Acesta este o generalizare a operatorului integral introdus de Pescar s, i Owa ı̂n [102].

v) Pentru αi − 1 = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de Pescar ı̂n [97]

Fn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
(fi
′(t))

βi dt

] 1
δ

.

Acest operator este generalizarea operatorului integral introdus de Frasin ı̂n [66] s, i de Oversea ı̂n [86].

vi) Iar pentru n = 1, δ = β, αi − 1 = αi s, i βi = γi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost
introdus s, i studiat de Stanciu ı̂n [111]

H1(z) =

[
β

∫ z

0

tβ−1

(
f(t)

t
eg(t)

)α
dt
] 1
β

.

Luăm ı̂n continuare cel de-al treilea operator general integral Gδ,n, definit ı̂n [7]:

Gδ,n =

{
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[(
fi
′(t)egi(t)

)αi−1
(
hi(t)

ki(t)

)βi (hi′(t))
ki
′(t)

)γi]
dt

} 1
δ

, (2.1.3)

unde fi, gi, hi, ki sunt analitice ı̂n U s, i δ, αi, βi, γi sunt numere complexe, pentru orice i = 1, n, n ∈
N \ {0}, δ ∈ C, cu Reδ > 0.

Legătura dintre operatorul integral din relat,ia (2.1.3) s, i alt,i operatori integrali arată după cum
urmează:

Observat, ia 2.1.3. i) Pentru n = 1, δ = 1, α1 − 1 = γ1 = 0 s, i k1(z) = z obt,inem operatorul integral
care a fost studiat de Kim-Merkes ı̂n [72]

Fα(z) =

∫ z

0

(
f(t)

t

)α
dt.

ii) Dacă n = 1, δ = 1, α1 − 1 = α1, β1 = γ1 = 0 s, i g1(z) = 0, ajungem la operatorul integral care
a fost introdus de Pfaltzgraff ı̂n [104]

Gα(z) =

∫ z

0

(f ′(t))
α dt.
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iii) Pentru αi − 1 = γi = 0 s, i ki(z) = z obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de
D. Breaz s, i N. Breaz ı̂n [47]

Dn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
dt

] 1
δ

.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu s, i Pescar ı̂n [91].

iv) Pentru αi − 1 = αi, βi = γi = 0 s, i gi(z) = 0 obt,inem operatorul integral definit s, i studiat de D.
Breaz, Owa s, i N. Breaz [51]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[f ′i(t)]
αi dt

] 1
δ

.

Acest operator integral reprezintă o generalizare a operatorului integral introdus de Pescar s, i Owa ı̂n
[102].

v) Dacă luăm αi − 1 = 0, ki(z) = z s, i k′i(z) = 1 obt,inem operatorul integral definit s, i studiat de
Pescar ı̂n [97]

Fn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
(fi
′(t))

βi dt

] 1
δ

.

Acest operator integral reprezintă o generalizare a operatorului integral introdus de Frasin ı̂n [66] s, i de
Oversea ı̂n [86].

vi) Pentru αi − 1 = αi s, i βi = γi = 0, operatorul Gδ,n definit prin (2.1.3), se reduce la operatorul
integral care a fost definit s, i studiat de A. Oprea s, i D. Breaz ı̂n [83]

Gn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi
′(t)egi(t)

)αi] dt.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Ularu s, i Breaz ı̂n [117].

vii) Pentru αi − 1 = 0 obt,inem operatorul integral definit s, i studiat de Pescar ı̂n [97]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

gi(t)

)γi (f ′
i (t)

g
′
i(t)

)δi
dt

] 1
δ

.

Cel din urmă operator integral general a fost definit ı̂n lucrarea [8]:

Tδ,n =

{
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1

(g′i(t))
βi

(
hi(t)

ki(t)

)γi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt

} 1
δ

, (2.1.4)

unde fi, gi, hi, ki sunt analitice ı̂n U s, i αi, βi, γi, δi ∈ C pentru orice i = 1, n, n ∈ N \ {0}, δ ∈ C, cu
Reδ > 0.

Modul ı̂n care acest operator integral din (2.1.4) poate fi redus la un alt operator integral cunoscut
este prezentat mai jos:
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Observat, ia 2.1.4. i) Pentru n = 1, δ = 1, α1 − 1 = α1 s, i β1 = γ1 = δ1 = 0 obt,inem operatorul integral
care a fost studiat de Kim-Merkes ı̂n [72]

Fα(z) =

∫ z

0

(
f(t)

t

)α
dt.

ii) Dacă n = 1, δ = 1 s, i α1 − 1 = γ1 = δ1 = 0 obt,inem operatorul integral care a fost introdus de
Pfaltzgraff ı̂n [104]

Gα(z) =

∫ z

0

(f ′(t))
α dt.

iii) Luând αi − 1 = αi s, i βi = γi = δi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat
de D. Breaz s, i N. Breaz ı̂n [47]

Dn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
dt

] 1
δ

.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu s, i Pescar ı̂n [91].

iv) Pentru αi−1 = γi = δi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de D. Breaz,
Owa s, i N. Breaz ı̂n [51]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

[f ′i(t)]
αi dt

] 1
δ

.

Acest operator integral reprezintă o generalizare a operatorului integral introdus de Pescar s, i Owa ı̂n
[102].

v) Luând αi − 1 = αi s, i γi = δi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost introdus de Ularu ı̂n
[115]

Fn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
(gi
′(t))

βi dt

] 1
δ

.

vi) Dacă luăm αi − 1 = βi = 0, ki(z) = z s, i k′i(z) = 1 obt,inem operatorul integral definit s, i studiat
de Pescar ı̂n [97]

Fn(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t

)αi
(fi
′(t))

βi dt

] 1
δ

.

Acest operator integral reprezintă o generalizare a operatorului integral introdus de Frasin ı̂n [66] s, i de
Oversea ı̂n [86].

vii) Pentru αi−1 = βi = 0 obt,inem operatorul integral care a fost definit s, i studiat de Pescar ı̂n [97]

In(z) =

[
δ

∫ z

0

tδ−1

n∏
i=1

(
fi(t)

gi(t)

)γi (f ′
i (t)

g
′
i(t)

)δi
dt

] 1
δ

.
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viii) Pentru δ = 1, αi − 1 = γi = 0, βi = δi s, i hi(z) = z2

2
obt,inem operatorul integral introdus de

Bucur s, i Breaz ı̂n [53]

In(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[
tg

′
i(t)

k
′
i(t)

]βi
dt.

Acest operator integral reprezintă o generalizare a operatorului integral introdus de Bucur, Andrei s, i
Breaz ı̂n [57] s, i [58].

xi) Pentru δ = 1, αi − 1 = δi = 0, βi = γi s, i hi(z) = fi(z) obt,inem operatorul integral care a fost
definit s, i studiat de Nguyen, Oprea s, i Breaz ı̂n [78]

Hn,α(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

(
fi(t)

hi(t)
g

′

i(t)

)αi
dt.

2.2 Condit, ii suficiente de univalent, ă pentru funct, ii analitice

În acest paragraf vom prezenta condit,ii suficiente care să asigure univalent,a operatorilor integrali
descris, i ı̂n sect,iunea precedentă când funct,iile implicate sunt analitice.

Teorema 2.2.1. Fie γ, δ, αi, βi, γi numere complexe, c = Reγ > 0 s, i Mi, Ni, Pi numere reale pozitive s, i
fi, gi ∈ A. Dacă ∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Pi + |γi|Ni] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci oricare ar fi numărul complex δ cu Reδ ≥ Reγ, operatorul integralMδ,n dat prin (2.1.1) este de
clasă S.

Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.1, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.1.1. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi numere reale
pozitive s, i fi, gi ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Pi + |γi|Ni] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,
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atunci operatorul integralMn, definit prin

Mn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1

(gi
′(t))

βi

(
gi(t))

t

)γi]
dt (2.2.1)

este de clasă S.

Punând δ = 1 s, i γi = 0 ı̂n Teorema 2.2.1, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.1.2. Fie γ, αi, βi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Pi numere reale pozitive,
iar fi, gi ∈ A. Dacă ∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Pi] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Fn, definit prin

Fn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1

(gi
′(t))

βi

]
dt (2.2.2)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.2. Operatorul integral din relat,ia (2.2.2) este un cunoscut rezultat, dovedit ı̂n [115].

Dacă luăm δ = 1 s, i βi = 0 ı̂n Teorema 2.2.1, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.2.1. Fie γ, αi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni numere reale pozitive,
iar fi, gi ∈ A. Dacă ∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ni,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |γi|Ni] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Gn, definit prin

Gn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1(
gi(t))

t

)γi]
dt (2.2.3)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.3. Operatorul integral din relat,ia (2.2.3) este un alt rezultat cunoscut, introdus ı̂n [83].

Dacă punem δ = 1 s, i αi − 1 = 0 ı̂n Teorema 2.2.1, obt,inem corolarul:
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Corolar 2.2.3.1. Fie γ, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Ni, Pi numere reale pozitive,
iar gi ∈ A. Dacă ∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|βi|Pi + |γi|Ni] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral In, definit prin

In(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[
(gi
′(t))

βi ·
(
gi(t))

t

)γi]
dt (2.2.4)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.4. Operatorul integral dat ı̂n relat,ia (2.2.4) a fost studiat ı̂n [97].

Dacă luăm n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.2.1, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.4.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, M,N,P numere reale pozitive s, i f, g ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤ P,

pentru z ∈ U, s, i

|α− 1| (M +N + P ) ≤ (2Reα + 1)
2Reα+1
2Reα

2
,

atunci operatorul integralM, definit prin

M(z) =

{
α

∫ z

0

[
f(t)g′(t)

g(t))

t

]α−1

dt

} 1
α

, (2.2.5)

este de clasă S.

Teorema 2.2.5. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, c = Reγ > 0 s, i fi, gi ∈ S, g′i ∈ P . Dacă

2
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
c

2
, pentru 0 < c < 1

sau

2
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
1

2
, pentru c ≥ 1

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ c, operatorul integral Mδ,n definit prin (2.1.1) este de
clasă S.

Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.5, obt,inem următorul corolar:
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Corolar 2.2.5.1. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1 s, i fi, gi ∈ S, g′i ∈ P . Dacă

2
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
Reγ

2
,

atunci operatorul integralMn dat prin (2.2.1) apart,ine clasei S.

Teorema 2.2.6. Fie γ, δ, αi, βi, γi numere complexe, c = Reγ > 0, Mi, Ni, Pi, Qi numere reale pozitive,
iar fi, gi, hi ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi|Pi + |γi|Qi] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ cu Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Cδ,n, dat prin (2.1.2) este de
clasă S.

Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.6, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.6.1. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi, Qi numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi|Pi + |γi|Qi] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Cn dat prin

Cn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t
egi(t)

)αi−1

(hi
′(t))

βi

(
hi(t))

t

)γi]
dt, (2.2.6)

este de clasă S.

Punând δ = 1 s, i γi = 0 ı̂n Teorema 2.2.6, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.6.2. Fie γ, αi, βi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,
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pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi|Pi] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatotul integral Tn, dat prin

Tn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t
egi(t)

)αi−1

(hi
′(t))

βi

]
dt, (2.2.7)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.7. Operatorului integral definit ı̂n (2.2.7) dacă ı̂i punem βi = 0, obt,inem un cunoscut
rezultat dovedit ı̂n [111].

Dacă luăm δ = 1 s, i βi = 0 ı̂n Teorema 2.2.6, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.7.1. Fie γ, αi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Qi numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |γi|Qi] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integralRn, dat prin

Rn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t
egi(t)

)αi−1(
hi(t))

t

)γi]
dt, (2.2.8)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.8. Punând γi = 0 ı̂n (2.2.8) obt,inem acelas, i operator integral introdus ı̂n [111].

Luând δ = 1 s, i αi − 1 = 0 ı̂n Teorema 2.2.6, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.8.1. Fie γ, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Pi, Qi numere reale pozitive,
iar hi ∈ A. Dacă ∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|βi|Pi + |γi|Qi] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral In, dat prin

In(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[
(hi
′(t))

βi ·
(
hi(t))

t

)γi]
dt, (2.2.9)

este de clasă S.
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Observat, ia 2.2.9. Operatorul integral dat prin relat,ia (2.2.9) este un cunoscut rezultat demonstrat ı̂n [97].

Dacă luăm n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.2.6, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.9.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, M,N,P,Q numere reale pozitive, iar f, g, h ∈ A.

Dacă∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤M, |g(z)| ≤ N,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ P,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Q,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, s, i

|α− 1| (M +N + P +Q) ≤ (2Reα + 1)
2Reα+1
2Reα

2
,

atunci operatorul integral C dat prin

C(z) =

{
α

∫ z

0

[
f(t)eg(t)h′(t)

h(t)

t

]α−1

dt

} 1
α

, (2.2.10)

este de clasă S.

Teorema 2.2.10. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, c = Reγ > 0 s, i fi, hi ∈ S, hi′ ∈ P , gi ∈ R. Dacă

4
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
c

2
, pentru 0 < c < 1

sau

4
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
1

2
, pentru c ≥ 1

atunci pentru orice numar complex δ, Reδ ≥ c, operatorul integral Cδ,n, definit prin (2.1.2) este de clasă
S.

Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.10, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.10.1. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1 s, i fi, hi ∈ S, gi, hi′ ∈ P , gi ∈ R.
Dacă

4
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
Reγ

2
,

atunci operatorul integral Cn dat prin (2.2.6) apart,ine clasei S.

Teorema 2.2.11. Fie α un număr complex, Reα > 0, Mi, Ni, Pi numere reale pozitive, iar fi, gi, hi ∈ A.
Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣z2g′i(z)

[gi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1, ,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

|c| ≤ 1−
∣∣∣∣α− 1

α

∣∣∣∣ (Mi + 2N2
i + Pi + 3

)
, c ∈ C, c 6= −1,
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atunci operatorul integral Cα,n, dat prin

Cα,n(z) =

[
α

∫ z

0

tα−1

n∏
i=1

(
fi(t)

t
egi(t)hi

′(t)
hi(t))

t

)α−1

dt

] 1
α

(2.2.11)

este de clasă S.

Teorema 2.2.12. Fie γ, δ, αi, βi, γi numere complexe, c = Reγ > 0, Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi| (Pi +Qi) + |γi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ cu, Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Gδ,n, dat prin (2.1.3) este de
clasă S.

Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.12, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.12.1. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si
numere reale pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi| (Pi +Qi) + |γi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Gn, dat prin

Gn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi
′(t)egi(t)

)αi−1
(
hi(t)

ki(t)

)βi (hi′(t))
ki
′(t)

)γi]
dt, (2.2.12)

este de clasă S.

Punând δ = 1 s, i γi = 0 ı̂n Teorema 2.2.12, obt,inem corolarul:
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Corolar 2.2.12.2. Fie γ, αi, βi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi, Qi numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi| (Pi +Qi)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Vn, dat prin

Vn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi
′(t)egi(t)

)αi−1
(
hi(t)

ki(t)

)βi]
dt, (2.2.13)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.13. Operatorului integral definit ı̂n (2.2.12), dacă ı̂i punem βi = 0, obt,inem cunoscutul
rezultat dovedit ı̂n [83].

Dacă luăm δ = 1 s, i βi = 0 ı̂n Teorema 2.2.12, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.13.1. Fie γ, αi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Ri, Si numere reale
pozitive s, i fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni) + |γi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integralWn, dat prin

Wn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi
′(t)egi(t)

)αi−1
(
hi
′(t))

ki
′(t)

)γi]
dt, (2.2.14)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.14. Punând γi = 0 ı̂n (2.2.13) obt,inem acelas, i operator integral care a fost introdus ı̂n
[83].

Punând δ = 1 s, i αi − 1 = 0 ı̂n Teorema 2.2.12, obt,inem corolarul:
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Corolar 2.2.14.1. Fie γ, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Pi, Qi, Ri, Si numere reale
pozitive, iar hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|βi| (Pi +Qi) + |γi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral In, dat prin

In(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
hi(t)

ki(t)

)βi (hi′(t))
ki
′(t)

)γi]
dt , (2.2.15)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.15. Operatorul integral dat prin relat,ia (2.2.14) este un cunoscut rezultat dovedit ı̂n [97].

Dacă luăm n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.2.12, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.15.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, M,N,P,Q,R, S numere reale pozitive, iar
f, g, h, k ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤M, |g(z)| ≤ N,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ P,

∣∣∣∣zk′(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Q,∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ R,

∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤ S,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U s, i

|α− 1| (M +N + P +Q+R + S) ≤ (2Reα + 1)
2Reα+1
2Reα

2
,

atunci operatorul integral G, dat prin

G(z) =

[
α

∫ z

0

tα−1

(
f ′(t)eg(t)

h(t)

k(t)

h′(t))

k′(t)

)α−1

dt

] 1
α

, (2.2.16)

este de clasă S.

Teorema 2.2.16. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, c = Reγ > 0 s, i hi, ki ∈ S , fi′, hi′, ki′ ∈ P , gi ∈ R.
Dacă

3
n∑
i=1

|αi − 1|+ 4
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
c

2
, pentru 0 < c < 1

sau

3
n∑
i=1

|αi − 1|+ 4
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
1

2
, pentru c ≥ 1

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ c, operatorul integral Gδ,n definit prin (2.1.3) este de clas, ă
S.
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Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.16, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.16.1. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1 s, i hi, ki ∈ S, fi′, hi′, ki′ ∈ P , gi ∈ R.
Dacă

3
n∑
i=1

|αi − 1|+ 4
n∑
i=1

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi| ≤
Reγ

2
, pentru 0 < c < 1

atunci operatorul integral Gn definit prin (2.2.11) apart,ine clasei S.

Teorema 2.2.17. Fie γ, δ, αi, βi, γi numere complexe, Reγ > 0, Mi, Ni, Pi, numere reale pozitive, iar
fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |gi(z)| ≤Mi,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣z2g′i(z)

[gi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

|c| ≤ 1− 1

|δ|

[(
1 + 2M2

i

) n∑
i−1

|αi − 1|+ (Ni + Pi + 4)
n∑
i=

|βi|+ 2
n∑
i=1

|γi|

]
, c ∈ C, c 6= −1,

atunci operatorul integral Gδ,n, dat prin (2.1.3) este de clasă S.

Dacă luăm δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.2.17, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.17.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, M,N,P numere reale pozitive, iar f, g, h, k ∈ A.
Dacă ∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |g(z)| ≤M,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zk′(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ P,∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣z2g′(z)

[g(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru z ∈ U s, i

|c| ≤ 1−
∣∣∣∣α− 1

α

∣∣∣∣ (2M2 +N + P + 7
)
, c ∈ C, c 6= −1,

atunci operatorul integral Gα,n, dat prin

Gα,n(z) =

[
α

∫ z

0

tα−1

n∏
i=1

(
f ′i(t)e

gi(t)
hi(t)

ki(t)

h′i(t))

k′i(t)

)α−1

dt

] 1
α

(2.2.17)

este de clasă S.

Teorema 2.2.18. Fie γ, δ, αi, βi, γi, δi numere complexe, c = Reγ > 0, Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si numere
reale pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,
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∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Ni + |γi| (Pi +Qi) + |δi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ cu Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Tδ,n, dat prin (2.1.4) este de
clasă S.

Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.18, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.18.1. Fie γ, αi, βi, γi, δi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si
numere reale pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Ni + |γi| (Pi +Qi) + |δi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Tn dat prin

Tn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1 (
gi(t)

′)βi (hi(t)
ki(t)

)γi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt, (2.2.18)

este de clasă S.

Punând δ = 1 s, i δi = 0 ı̂n Teorema 2.2.18, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.18.2. Fie γ, αi, βi, γi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Pi, Qi numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Ni + |γi| (Pi +Qi)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Sn, dat prin

Sn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1 (
gi(t)

′)βi (hi(t)
ki(t)

)γi]
dt, (2.2.19)

este de clasă S.
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Observat, ia 2.2.19. Operatorului integral definit ı̂n (2.2.18) dacă ı̂i punem γi = 0, obt,inem un cunoscut
rezultat demonstrat ı̂n [115].

Dacă luăm δ = 1 s, i βi = 0 ı̂n Teorema 2.2.18, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.19.1. Fie γ, αi, γi, δi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Pi, Qi, Ri, Si numere
reale pozitive, iar fi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |γi| (Pi +Qi) + |δi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Xn, dat prin

Xn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1(
hi(t)

ki(t)

)γi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt, (2.2.20)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.20. În operatorul integral definit prin (2.2.19), dacă luăm αi − 1 = 0, obt,inem un alt
rezultat cunoscut introdus ı̂n [97].

Punând δ = 1 s, i αi − 1 = 0 ı̂n Teorema 2.2.18, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.20.1. Fie γ, βi, γi, δi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Ni, Pi, Qi, Ri, Si numere
reale pozitive, iar gi, hi, ki ∈ A.

Dacă∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Qi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i

n∑
i=1

[|βi|Ni + |γi| (Pi +Qi) + |δi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Dn, dat prin

Dn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
gi(t)

′)βi (hi(t)
ki(t)

)γi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt, (2.2.21)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.21. Dacă ı̂n (2.2.20) luăm βi = 0, obt,inem rezultatul care a fost introdus ı̂n [97].
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Dacă luăm δ = 1 s, i γi = 0 ı̂n Teorema 2.2.18, obt,inem corolarul:

Corolar 2.2.21.1. Fie γ, αi, βi, δi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, Mi, Ni, Ri, Si numere reale
pozitive, iar fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

pentru z ∈ U, i = 1, n s, i
n∑
i=1

[|αi − 1|Mi + |βi|Ni + |δi| (Ri + Si)] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral Yn, dat prin

Yn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1 (
gi(t)

′)βi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt, (2.2.22)

este de clasă S.

Observat, ia 2.2.22. Punând ı̂n (2.2.21) δi = 0, obt,inem acelas, i rezultat dovedit ı̂n [115].

Dacă luăm n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.2.18, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.22.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, M,N,P,Q,R, S numere reale pozitive, iar
f, g, h, k ∈ A. Dacă ∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′′(z)

g(z)′

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ P,∣∣∣∣zk′(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Q,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ R,

∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤ S,

pentru z ∈ U, s, i

|α− 1| (M +N + P +Q+R + S) ≤ (2Reα + 1)
2Reα+1
2Reα

2
,

atunci operatorul integral T , dat prin

T (z) =

[
α

∫ z

0

tα−1

(
f(t)g′(t)

h(t)

k(t)

h′(t))

k′(t)

)α−1

dt

] 1
α

, (2.2.23)

este de clasă S.

Teorema 2.2.23. Fie γ, αi, βi, γi, δi numere complexe, c = Reγ > 0 s, i fi, hi, ki ∈ S , gi′, hi′, ki′ ∈ P .
Dacă

2
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 4
n∑
i=1

|γi|+ 2
n∑
i=1

|δi| ≤
c

2
, pentru 0 < c < 1

sau

2
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 4
n∑
i=1

|γi|+ 2
n∑
i=1

|δi| ≤
1

2
, pentru c ≥ 1

atunci pentru orice număr complex δ cu Reδ ≥ c, operatorul integral Tδ,n definit prin (2.1.4) este de
clasă S.
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Dacă luăm δ = 1 ı̂n Teorema 2.2.23, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.23.1. Fie γ, αi, βi, γi, δi numere complexe, 0 < Reγ ≤ 1 s, i fi, hi, ki ∈ S, gi′, hi′, ki′ ∈ P .
Dacă

2
n∑
i=1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ 4
n∑
i=1

|γi|+ 2
n∑
i=1

|δi| ≤
Reγ

2
, pentru 0 < c < 1

atunci operatorul integral Tn definit prin (2.2.63) apart,ine clasei S.

Teorema 2.2.24. Fie γ, δ, αi, βi, γi, δi numere complexe, Reγ > 0, Mi, Ni, Pi, numere reale pozitive, iar
fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i

|c| ≤ 1− 1

|δ|

[
(2 +Mi)

n∑
i−1

|αi − 1|+
n∑
i=1

|βi|+ (Ni + Pi + 4)
n∑
i=

|γi|+ 2
n∑
i=1

|δi|

]
,

unde c ∈ C, c 6= −1, atunci operatorul integral Tδ,n, definit prin (2.1.4) este de clasă S.

Dacă luăm δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi s, i n = 1 ı̂n Teorema 2.2.24, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.2.24.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, M,N,P numere reale pozitive, iar f, g, h, k ∈ A.
Dacă∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zk′(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ P,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru z ∈ U s, i

|c| ≤ 1−
∣∣∣∣α− 1

α

∣∣∣∣ (Mi +Ni + Pi + 8) , c ∈ C, c 6= −1,

atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este de clasă S.

2.3 Noi condit, ii de univalent, ă pentru funct, ii analitice

Acest paragraf extinde condit,iile suficiente de univalent, ă pentru operatoriiMδ,n s, i Tδ,n când funct,iile
implicate sunt analitice, utilizând Teorema Mocanu-S, erb.

Teorema 2.3.1. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, c = Reγ > 0, iar M0 solut,ia pozitivă a ecuat,iei
(1.1.1), cu M0 = 1, 5936... s, i fi, gi ∈ A. Dacă∣∣∣∣f ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣g′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,
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pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i

1

c

n∑
i=1

|αi − 1|+ 2M0

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|βi|+
1

c

n∑
i=1

|γi| ≤ 1,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, operatorul integralMδ,n, definit prin (2.2.1) apart,ine
clasei S.

Mai ı̂ntâi luând δ = 1 ı̂n Teorema 2.3.1, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.3.1.1. Fie numerele complexe γ, αi, βi, γi, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, iar M0 solut,ia pozitivă a
ecuat,iei (1.1.1), cu M0 = 1, 5936... s, i fi, gi ∈ A. Dacă∣∣∣∣f ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣g′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i

1

c

n∑
i=1

|αi − 1|+ 2M0

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|βi|+
1

c

n∑
i=1

|γi| ≤ 1,

atunci operatorul integralMn, definit prin (2.2.1) este de clasă S.

Punând n = 1, δ = γ = α s, i α1 − 1 = β1 = γ1 ı̂n Teorema 2.3.1, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.3.1.2. Fie α un număr complex, a = Reα > 0, iar M0 este solut,ia pozitivă a ecuat,iei (1.1.1),
cu M0 = 1, 5936... s, i f, g ∈ A. Dacă∣∣∣∣f ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣g′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

pentru orice z ∈ U s, i

2 (α− 1)

(
1

a
+

M0

(2a+ 1)
2a+1
2a

)
≤ 1,

atunci operatorul integralM, definit prin (2.2.5) este de clasă S.

Teorema 2.3.2. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, δi, c = Reγ > 0, iarM0 solut,ia pozitivă a ecuat,iei
(1.1.1), cu M0 = 1, 5936... s, i fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣f ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣g′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣h′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣k′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n s, i

1

c

n∑
i=1

|αi − 1|+ 2M0

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|βi|+
2

c

n∑
i=1

|γi|+
4M0

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|δi| ≤ 1,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Tδ,n, definit prin (2.1.4) este de
clasă S.
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Luând δ = 1 ı̂n Teorema 2.3.2, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.3.2.1. Fie numerele complexe γ, αi, βi, γi, δi, 0 < Reγ ≤ 1, c = Reγ, iar M0 solut,ia pozitivă
a ecuat,iei (1.1.1), cu M0 = 1, 5936... s, i fi, gi, hi, ki ∈ A. Dacă∣∣∣∣f ′′i (z)

f ′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣g′′i (z)

g′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣h′′i (z)

h′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣k′′i (z)

k′i(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n s, i

1

c

n∑
i=1

|αi − 1|+ 2M0

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|βi|+
2

c

n∑
i=1

|γi|+
4M0

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|δi| ≤ 1,

atunci operatorul integral Tn, definit prin (2.2.18) este de clasă S.

Luând n = 1, δ = γ = α s, i α1 − 1 = β1 = γ1 = δ1 ı̂n Teorema 2.3.2, obt,inem următorul corolar:

Corolar 2.3.2.2. Fie α un număr complex, a = Reα > 0, iar M0 solut,ia pozitiva a ecuat,iei (1.1.1), cu
M0 = 1, 5936... s, i f, g, h, k ∈ A. Dacă∣∣∣∣f ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣g′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣h′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

∣∣∣∣k′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤M0,

oricare ar fi z ∈ U s, i

3 (α− 1)

(
1

a
+

2M0

(2a+ 1)
2a+1
2a

)
≤ 1,

atunci operatorul integral T , definit prin (2.2.20) este de clasă S.

2.4 Condit, ii de univalent, ă pentru funct, ii univalente

Paragraful prezent cont,ine condit,ii suficiente de univalent, ă pentru operatorii integrali prezentat,i ı̂n
această lucrare atunci când funct,iile implicate sunt univalente, utilizând Teorema lui Nehari.

Teorema 2.4.1. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi ∈ S. Dacă∣∣∣∣zf ′
i (z)− fi(z)

zfi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)− gi(z)

zgi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i sunt satisfăcute inegalităt,ile∑n
i=1 (|αi − 1|+ |βi|+ |γi|)∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi|)
< 1,

n∏
i=1

(|αi − 1| |βi| |γi|) ≤
1

max
|z|≤1

[(
1− |z|2

)
|z| |z|+|k|

1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) a2i + 2βib2i + γib2i]|∏n
i=1 (|αi − 1| |βi| |γi|)

,

atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,iaMδ,n, definită ı̂n (2.1.1) este din clasa S.
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Fixând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorem 2.4.1, obt,inem imediat corolarul:

Corolar 2.4.1.1. Fie α ∈ C, Reα > 0 s, i funct,iile f, g ∈ S. Dacă∣∣∣∣zf ′
(z)− f(z)

zf(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
(z)− g(z)

zg(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣g′′
(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, iar constanta |α| satisface condit,ia

|α| ≤ 1

max
|z|≤1

[(
1− |z|2

)
|z| |z|+|a2+3b2|

1+|a2+3b2||z|

] ,
atunci funct,iaM, definită ı̂n (2.2.5) este din clasa S.

Teorema 2.4.2. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi ∈ S , i = 1, n, iar Mi, Ni numere
reale pozitive. Dacă ∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ < Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ < Ni,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, s, i

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi + 1) + |βi|+ |γi| (Ni + 1)] ≤ 1

max
|z|≤1

[
1−|z|2c

c
|z|+|k|
1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) (a2i + 1) + 2βib2i + γi (b2i + 1)]|∑n
i=1 [|αi − 1| (Mi + 1) + |βi|+ |γi| (Ni + 1)]

,

atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,iaMδ,n, definită ı̂n (2.1.1) este din clasa S.

Următorul corolar este o consecint, ă a Teoremei 2.4.2:

Corolar 2.4.2.1. Fie δ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reδ > 0 s, i funct,iile fi, gi ∈ S , i = 1, n, iar Mi, Ni numere
reale pozitive. Dacă ∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[(αi − 1) (a2i + 1) + 2βib2i + γi (b2i + 1)]

∣∣∣∣∣ ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,∣∣∣∣∣

n∑
i=1

[(αi − 1) (a2i + 1) + 2βib2i + γi (b2i + 1)]

∣∣∣∣∣ =
n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi + 1) + |βi|+ |γi| (Ni + 1)] ,

atunci funct,iaMδ,n, definită ı̂n (2.1.1) este din clasa S.

Teorema 2.4.3. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi ∈ S. Dacă∣∣∣∣zf ′
i (z)− fi(z)

zfi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,
∣∣∣g′

i(z)
∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)− hi(z)

zhi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,
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pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i sunt satisfăcute inegalităt,ile∑n
i=1 (|αi − 1|+ |βi|+ |γi|)∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi|)
< 1,

n∏
i=1

(|αi − 1| |βi| |γi|) ≤
1

max
|z|≤1

[
2
(
1− |z|2

)
|z| |z|+|k|

1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) (a2i + 1) + 2βic2i + γic2i]|
2
∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi|)
,

atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Cδ,n, definită ı̂n (2.1.2) este din clasa S.

Fixând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.4.3, obt,inem imediat corolarul:

Corolar 2.4.3.1. Fie α ∈ C, Reα > 0 s, i funct,iile f, g, h ∈ S. Dacă∣∣∣∣zf ′
(z)− f(z)

zf(z)

∣∣∣∣ < 1,
∣∣∣g′

(z)
∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′
(z)− h(z)

zh(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣h′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U s, i constanta |α| satisface condit,ia

|α| ≤ 1

max
|z|≤1

[
2
(
1− |z|2

)
|z| 2|z|+|a2+3c2|

2+|a2+3c2||z|

] ,
atunci funct,ia C, definită ı̂n (2.2.10) este din clasa S .

Teorema 2.4.4. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi ∈ S, iar Mi, Ni, Pi numere
reale pozitive. Dacă∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ < Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ < Ni, |gi(z)| ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ < Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n,

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni + 1) + |βi|+ |γi| (Pi + 1)] ≤ 1

max
|z|≤1

[
1−|z|2c

c
|z|+|k|
1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) (a2i + b2i + 1) + 2βic2i + γi (c2i + 1)]|∑n
i=1 [|αi − 1| (Mi +Ni + 1) + |βi|+ |γi| (Pi + 1)]

,

atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Cδ,n, definită ı̂n (2.1.2) este din clasa S.

Următorul corolar este o consecint, ă a Teoremei 2.4.4:
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Corolar 2.4.4.1. Fie δ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reδ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi ∈ S , i = 1, n, iar Mi, Ni, Pi
numere reale pozitive. Dacă∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni, |gi(z)| ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[(αi − 1) (a2i + b2i + 1) + 2βic2i + γi (c2i + 1)]

∣∣∣∣∣ ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,∣∣∣∣∣

n∑
i=1

[(αi − 1) (a2i + b2i + 1) + 2βic2i + γi (c2i + 1)]

∣∣∣∣∣ =

=
n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi +Ni + 1) + |βi|+ |γi| (Pi + 1)] ,

atunci funct,ia Cδ,n, definită ı̂n (2.1.2) este din clasa S.

Teorema 2.4.5. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ S. Dacă∣∣∣∣f ′′
i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,
∣∣∣g′

i(z)
∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)− hi(z)

zhi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′
i(z)− ki(z)

zhi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i sunt satisfăcute inegalităt,ile∑n
i=1 (|αi − 1|+ |βi|+ |γi|)∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi|)
< 1,

n∏
i=1

(|αi − 1| |βi| |γi|) ≤
1

max
|z|≤1

[
2
(
1− |z|2

)
|z| |z|+|k|

1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) (2a2i + 1) + βi (c2i + d2i) + 2γi (c2i + d2i)]|
2
∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi|)
,

oricare ar fi δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Gδ,n, definită ı̂n (2.1.3) este din clasa S.

Fixând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.4.5, obt,inem imediat corolarul:

Corolar 2.4.5.1. Fie α ∈ C, Reα > 0 s, i funct,iile f, g, h, k ∈ S. Dacă∣∣∣∣f ′′
(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < 1,
∣∣∣g′

(z)
∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′
(z)− h(z)

zh(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′
(z)− k(z)

zh(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣h′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣k′′
(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U s, i constanta |α| satisface condit,ia

|α| ≤ 1

max
|z|≤1

[
2
(
1− |z|2

)
|z| 2|z|+|2a2+3c2+3d2+1|

2+|2a2+3c2+3d2+1||z|

] ,
atunci funct,ia G, definită ı̂n (2.2.16) este din clasa S.
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Teorema 2.4.6. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi.gi, hi, ki ∈ S, iar Mi, Ni, Pi numere
reale pozitive. Dacă ∣∣∣∣zf ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ < Mi, |gi(z)| ≤ 1,∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ < Ni,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ < Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n,

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi + 1) + |βi| (Ni + Pi + 2) + 2 |γi|] ≤
1

max
|z|≤1

[
1−|z|2c

c
|z|+|k|
1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) (2a2i + b2i) + βi (c2i + d2i + 2) + 2γi (c2i + d2i)]|∑n
i=1 [|αi − 1| (Mi + 1) + |βi| (Ni + Pi + 2) + 2 |γi|]

,

atunci pentru orice δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Gδ,n, definită prin (2.1.3) este din clasa S.

Următorul corolar este o consecint, ă a Teoremei 2.4.6:

Corolar 2.4.6.1. Fie δ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reδ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ S, iar Mi, Ni, Pi numere
reale pozitive. Dacă ∣∣∣∣zf ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| ≤ 1,∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[(αi − 1) (2a2i + b2i) + βi (c2i + d2i + 2) + 2γi (c2i + d2i)]

∣∣∣∣∣ ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[(αi − 1) (2a2i + b2i) + βi (c2i + d2i + 2) + 2γi (c2i + d2i)]

∣∣∣∣∣ =

=
n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi + 1) + |βi| (Ni + Pi + 2) + 2 |γi|] ,

atunci funct,ia Gδ,n,definită ı̂n (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.4.7. Fie δ, γ, αi, βi, γi, δi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ S. Dacă∣∣∣∣zf ′
i (z)− fi(z)

zfi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)− hi(z)

zhi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′
i(z)− ki(z)

zhi(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,
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pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i sunt satisfăcute inegalităt,ile∑n
i=1 (|αi − 1|+ |βi|+ |γi|+ |δi|)∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi| |δi|)
< 1,

n∏
i=1

(|αi − 1| |βi| |γi| |δi|) ≤
1

max
|z|≤1

[
2
(
1− |z|2

)
|z| |z|+|k|

1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) a2i + 2βib2i + γi (c2i + d2i) + 2δi (c2i + d2i)]|
2
∏n

i=1 (|αi − 1| |βi| |γi| |δi|)
,

oricare ar fi δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Tδ,n, definită ı̂n (2.1.4) este din clasa S.

Punând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.4.7, imediat obt,inem corolarul:

Corolar 2.4.7.1. Fie α ∈ C, Reα > 0 s, i funct,iile f, g, h, k ∈ S. Dacă∣∣∣∣zf ′
(z)− f(z)

zf(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣g′′
(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′
(z)− h(z)

zh(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′
(z)− k(z)

zh(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣h′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣k′′
(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U s, i constanta |α| satisface condit,ia

|α| ≤ 1

max
|z|≤1

[
2
(
1− |z|2

)
|z| 2|z|+|a2+2b2+3c2+3d2|

2+|a2+2b2+3c2+3d2||z|

] ,
atunci funct,ia T , definită ı̂n (2.2.23) este din clasa S.

Teorema 2.4.8. Fie δ, γ, αi, βi, γi, δi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ S , iar Mi, Ni, Pi
numere reale pozitive. Dacă∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ < Mi,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ < Ni,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ < Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n,

n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi + 1) + |βi|+ |γi| (Ni + Pi + 2) + 2 |δi|] ≤
1

max
|z|≤1

[
1−|z|2c

c
|z|+|k|
1+|k||z|

] ,
unde

|k| = |
∑n

i=1 [(αi − 1) (a2i + 1) + 2βib2i + γi (c2i + d2i + 2) + 2δi (c2i + d2i)]|∑n
i=1 [|αi − 1| (Mi + 1) + |βi|+ |γi| (Ni + Pi + 2) + 2 |δi|]

,

atunci pentru orice δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Tδ,n, definită prin (2.1.4) este din clasa S.

Următorul corolar este o consecint, ă a Teoremei 2.4.8:

43



Corolar 2.4.8.1. Fie δ, αi, βi, γi, δi ∈ C, c = Reδ > 0 s, i funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ S, iar Mi, Ni, Pi numere
reale pozitive. Dacă∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[(αi − 1) (a2i + 1) + 2βib2i + γi (c2i + d2i + 2) + 2δi (c2i + d2i)]

∣∣∣∣∣ ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[(αi − 1) (a2i + 1) + 2βib2i + γi (c2i + d2i + 2) + 2δi (c2i + d2i)]

∣∣∣∣∣ =

=
n∑
i=1

[|αi − 1| (Mi + 1) + |βi|+ |γi| (Ni + Pi + 2) + 2 |δi|] ,

atunci funct,ia Tδ,n, definită ı̂n (2.1.4) este din clasa S.

2.5 Condit, ii de univalent,a pentru clasa Gb

În această sect,iune prezentăm condit,ii suficiente de univalent, ă a operatorilor integraliMδ,n, Tδ,n
pentru situat,ia când funct,iile implicate apart,in clasei funct,iilor Gb, 0 < b ≤ 1.

Teorema 2.5.1. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, c = Reγ > 0, astfel ı̂ncât

c ≥
n∑
i=1

[|αi − 1|+ (2bi + 1) |βi|+ |γi|] .

Dacă gi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1, fi ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integralMδ,n, definit prin (2.1.1) este de clasă S.

Punând n = 1, δ = γ = α s, i α1 − 1 = β1 = γ1 ı̂n Teorema 2.5.1, obt,inem corolarul următor:

Corolar 2.5.1.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, astfel ı̂ncât

Reα ≥ |α− 1| (2b+ 3) .

Dacă g ∈ Gb, 0 < b ≤ 1, f ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integralM, definit prin relat,ia (2.2.5) este de clasă S.

44



Teorema 2.5.2. Fie numerele complexe αi, βi, γi, iarMi ≥ 1,Ni ≥ 1 numere reale, pentru orice i = 1, n
s, i γ ∈ C cu c = Reγ s, i

c ≥
n∑
i=1

[|αi − 1| (2Mi + 1) + (bi |βi|+ |βi|+ |γi|) (2Ni + 1) + bi |βi|] .

Dacă gi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1, fi ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′i(z)

[fi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′i(z)

[gi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1, |fi(z)| ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci pentru orice număr complex δ, cu Reδ ≥ Reγ, operatorul integral
Mδ,n, dat prin (2.1.1) este de clasă S.

Punând n = 1, α1 − 1 = β1 = γ1 s, i b1 = b ı̂n Teorema 2.5.2, obt,inem corolarul:

Corolar 2.5.2.1. Fie α un număr complex, iar M ≥ 1, N ≥ 1 numere reale, cu Reα > 0 s, i

Reα ≥ |α− 1| (2M + 2bN + 4N + 2b+ 3) .

Dacă g ∈ Gb, 0 < b ≤ 1, f ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′(z)

[f(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′(z)

[g(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1 |f(z)| ≤M, |g(z)| ≤ N,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este din clasa S.

Teorema 2.5.3. Fie numerele complexe αi, βi, γi s, i δ ∈ C cu

Reδ ≥
n∑
i=1

[|αi − 1|+ (2bi + 1) |βi|+ |γi|] ,

s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1|+ (2bi + 1) |βi|+ |γi|] .

Dacă gi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1, fi ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integralMδ,n, dat prin (2.1.1) este de clasă S.

Luând n = 1, α1 − 1 = β1 = γ1 s, i b1 = b ı̂n Teorema 2.5.3, obt,inem următorul corolar:
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Corolar 2.5.3.1. Fie α ∈ C∗ cu
Reα ≥ |α− 1| (2b+ 3) ,

s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reα
|α− 1| (2b+ 3) .

Dacă g ∈ Gb, 0 < b ≤ 1, f ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este din clasa S.

Teorema 2.5.4. Fie numerele complexe αi, βi, γi, iar Mi ≥ 1, Ni ≥ 1 numere reale s, i δ ∈ C cu

Reδ ≥
n∑
i=1

[|αi − 1| (2Mi + 1) + (bi |βi|+ |βi|+ |γi|) (2Ni + 1) + bi |βi|] ,

s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1| (2Mi + 1) + (bi |βi|+ |βi|+ |γi|) (2Ni + 1) + bi |βi|] .

Dacă gi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1, fi ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′i(z)

[fi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′i(z)

[gi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integralMδ,n, dat prin (2.1.1) este de clasă S.

Luând n = 1, α1 − 1 = β1 = γ1 s, i b1 = b ı̂n Teorema 2.5.4, obt,inem corolarul:

Corolar 2.5.4.1. Fie α ∈ C∗, iar M ≥ 1, N ≥ 1 numere reale cu

Reα ≥ |α− 1| (2M + 2bN + 4N + 2b+ 3) ,

s, i fie c ∈ C, astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reα
|α− 1| (2M + 2bN + 4N + 2b+ 3) .

Dacă g ∈ Gb, 0 < b ≤ 1, f ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′(z)

[f(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′(z)

[g(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este de clasă S.
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Teorema 2.5.5. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, δi, c = Reγ > 0, astfel ı̂ncât

c ≥
n∑
i=1

[|αi − 1|+ (2bi + 1) |βi|+ 2 |γi|+ (4bi + 2) |δi|] .

Dacă pentru orice i = 1, n, gi, hi, ki ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1, fi ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Tδ,n, definit prin (2.1.4) este de clasă S.

Luând n = 1, δ = γ = α s, i α1 − 1 = β1 = γ1 = δ1 ı̂n Teorema 2.5.5, obt,inem:

Corolar 2.5.5.1. Fie α un număr complex, Reα > 0, astfel ı̂ncât

Reα ≥ 6 |α− 1| (b+ 1) .

Dacă g, h, k ∈ Gb, 0 < b ≤ 1 f ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

atunci operatorul integral T , definit prin (2.2.23) este de clasă S.

Teorema 2.5.6. Fie numerele complexe αi, βi, γi, δi , iar Mi ≥ 1, Ni ≥ 1, Pi ≥ 1, Qi ≥ 1 numere reale,
pentru orice i = 1, n s, i γ ∈ C cu c = Reγ s, i

c ≥
n∑
i=1

[|αi − 1| (2Mi + 1) + (bi |βi|+ |βi|) (2Ni + 1)] +

+
n∑
i=1

[(|γi|+ |δi| bi + |δi|) (2Pi + 2Qi + 2) + bi |βi|+ 2bi |δi|] .

Dacă oricare ar fi i = 1, n, gi, hi, ki ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1 fi ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′i(z)

[fi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′i(z)

[gi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2h′i(z)

[hi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2k′i(z)

[ki(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

|fi(z)| ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni, |hi(z)| ≤ Pi, |ki(z)| ≤ Qi,

unde z ∈ U, i = 1, n, atunci pentru orice număr complex δ, cu Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Tδ,n, dat
prin (2.1.4) este de clasă S.

Luând n = 1, α1 − 1 = β1 = γ1, b1 = b ı̂n Teorema 2.5.6, avem corolarul:

Corolar 2.5.6.1. Fie α un număr complex Reα > 0, iar M ≥ 1, N ≥ 1, P ≥ 1, Q ≥ 1 numere reale,
astfel ı̂ncât

Reα ≥ [2 |α− 1| (M +N + 2P + 2Q+ 3) + 2 |α− 1| b (N + P +Q+ 3)] .
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Dacă g, h, k ∈ Gb, 0 < b ≤ 1 , f ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′(z)

[f(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′(z)

[g(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2h′(z)

[h(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2k′(z)

[k(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1

|f(z)| ≤M, |g(z)| ≤ N, |h(z)| ≤ P, |k(z)| ≤ Q,

oricare ar fi z ∈ U, atunci opertorul integral T , dat prin (2.2.23) este de clasă S.

Teorema 2.5.7. Fie numerele complexe αi, βi, γi, δi, δ ∈ C cu

Reδ ≥
n∑
i=1

[|αi − 1|+ (2bi + 1) |βi|+ 2 |γi|+ (4bi + 2) |δi|]

s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1|+ (2bi + 1) |βi|+ 2 |γi|+ (4bi + 2) |δi|] .

Dacă pentru orice i = 1, n, gi, hi, ki ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1, fi ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Tδ,n, definit prin (2.1.4) este de clasă S.

Punând n = 1, α1 − 1 = β1 = γ1 s, i b1 = b ı̂n Teorema 2.5.7, obt,inem corolarul:

Corolar 2.5.7.1. Fie α ∈ C∗ cu
Reα ≥ 6 |α− 1| (b+ 1)

s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 6

Reα
|α− 1| (b+ 1) .

Dacă pentru g, h, k ∈ Gb, 0 < b ≤ 1, f ∈ A s, i∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este de clasă S.

Teorema 2.5.8. Fie numerele complexe αi, βi, γi, δi, iar Mi ≥ 1, Ni ≥ 1, Pi ≥ 1, Qi ≥ 1 numere reale,
pentru orice i = 1, n s, i δ ∈ C cu

Reδ ≥
n∑
i=1

[|αi − 1| (2Mi + 1) + (bi |βi|+ |βi|) (2Ni + 1)] +

+
n∑
i=1

[(|γi|+ |δi| bi + |δi|) (2Pi + 2Qi + 2) + bi |βi|+ 2bi |δi|]
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s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1| (2Mi + 1) + (bi |βi|+ |βi|) (2Ni + 1)]−

− 1

Reδ

n∑
i=1

[(|γi|+ |δi| bi + |δi|) (2Pi + 2Qi + 2) + bi |βi|+ 2bi |δi|] .

Dacă oricare ar fi i = 1, n, gi, hi, ki ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1 , fi ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′i(z)

[fi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′i(z)

[gi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2h′i(z)

[hi(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2k′i(z)

[ki(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Tδ,n dat prin (2.1.4) este de clasă S.

Luând n = 1, α1 − 1 = β1 = γ1 s, i b1 = b ı̂n Teorema 2.5.8, obt,inem corolarul:

Corolar 2.5.8.1. Fie α ∈ C∗, iar M ≥ 1, N ≥ 1 , P ≥ 1, Q ≥ 1 numere reale, cu

Reα ≥ [2 |α− 1| (M +N + 2P + 2Q+ 3) + 2 |α− 1| b (N + P +Q+ 3)]

s, i fie c ∈ C astfel ı̂ncât

|c| ≤ 1− 1

Reα
[2 |α− 1| (M +N + 2P + 2Q+ 3) + 2 |α− 1| b (N + P +Q+ 3)] .

Dacă g, h, k ∈ Gb, 0 < b ≤ 1 , f ∈ A satisfac∣∣∣∣z2f ′(z)

[f(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2g′(z)

[g(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2h′(z)

[h(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2k′(z)

[k(z)]2
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este de clasă S.

2.6 Condit, ii de univalent,a pentru clasa S(p)

Această sect,iune cuprinde condit,ii suficiente de univalent, ă a celor patru operatori integrali ı̂n cazul
ı̂n care funct,iile implicate apart,in clasei funct,iilor Sp, 0 < p ≤ 2.

Teorema 2.6.1. Fie fi, gi ∈ A, unde fi, hi sunt din clasa S (pi), 0 < pi ≤ 2, iar Mi, Ni sunt numere
pozitive s, i δ, αi, βi, γi, c numere complexe, oricare ar fi i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

{|αi − 1| [(1 + pi)Mi + 1] + |βi|+ |γi| [(1 + pi)Ni + 1]} , |c| ≤ 1, c 6= −1.

Dacă

|fi (z)| < Mi, |gi (z)| < Ni,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{|αi − 1| [(1 + pi)Mi + 1] + |βi|+ |γi| [(1 + pi)Ni + 1]}

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integralMδ,n, definit prin (2.1.1) este de clasă S.
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Fixând Mi = Ni = 1 ı̂n Theorem 2.6.1, ajungem imediat la următorul corolar:

Corolar 2.6.1.1. Fie fi, gi ∈ S (pi), 0 < pi ≤ 2 s, i δ, αi, βi, γi, c numere complexe pentru orice i = 1, n,
astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

[(pi + 2) (|αi − 1|+ |γi|) + |βi|] , |c| ≤ 1.

Dacă

|fi (z)| < 1, |gi (z)| < 1,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[(pi + 2) (|αi − 1|+ |γi|) + |βi|] ,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integralMδ,n, definit prin (2.1.1) este de clasă S.

Dacă considerăm n = 1 s, i α1 − 1 = β1 = γ1 ı̂n Teorema 2.6.1, obt,inem corolarul:

Corolar 2.6.1.2. Fie f, g ∈ S (p), 0 < p ≤ 2, iar M,N numere reale pozitive s, i α, c numere complexe,
astfel ı̂ncât

Reα > |α− 1| [(1 + p)M + (1 + p)N + 3] , |c| ≤ 1.

Dacă

|f (z)| < M, |g (z)| < N,

∣∣∣∣g′′
(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reα
|α− 1| [(1 + p)M + (1 + p)N + 3] ,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integralM, definit prin (2.2.5) este de clasă S.

Teorema 2.6.2. Fie fi, gi, hi ∈ A, unde fi, gi, hi sunt din clasa S (pi), 0 < pi ≤ 2, iar Mi, Ni, Pi sunt
numere reale pozitive s, i δ, αi, βi, γi, c numere complexe, oricare ar fi i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[(
Mi +N2

i

)
(1 + pi) + 1

]
+ |βi|+ |γi| [(1 + pi)Pi + 1]

}
, |c| ≤ 1, c 6= −1.

Dacă

|fi (z)| < Mi, |gi (z)| < Ni,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |hi (z)| < Pi

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[(
Mi +N2

i

)
(1 + pi) + 1

]
+ |βi|+ |γi| [(1 + pi)Pi + 1]

}
,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Cδ,n, definit prin (2.1.2) este de clasă S.

Setând Mi = Ni = Pi = 1 ı̂n Teorema 2.6.2, imediat obt,inem următorul corolar:
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Corolar 2.6.2.1. Fie fi, gi, hi ∈ S (pi), 0 < pi ≤ 2 s, i δ, αi, βi, γi, c numere complexe, pentru orice
i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

[(2pi + 3) |αi − 1|+ |βi|+ (pi + 2) |γi|] , |c| ≤ 1.

Dacă

|fi (z)| ≤ 1, |gi (z)| ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |hi (z)| ≤ 1

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[(2pi + 3) |αi − 1|+ |βi|+ (pi + 2) |γi|] ,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Cδ,n, definit prin (2.1.2) este de clasă S.

Punând n = 1, δ = γ = α s, i α1 − 1 = β1 = γ1 ı̂n Teorema 2.6.2, obt,inem:

Corolar 2.6.2.2. Fie f, g, h ∈ S (p), 0 < p ≤ 2, iar M,N,P numere reale pozitive s, i α, c numere
complexe, astfel ı̂ncât

Reα > |α− 1|
[(
M +N2 + P

)
(1 + p) + 3

]
, |c| ≤ 1.

Dacă

|f (z)| < M, |g (z)| < N,

∣∣∣∣h′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |h (z)| < P

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reα
|α− 1|

[(
M +N2 + P

)
(1 + p) + 3

]
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral C, definit prin (2.2.10) este de clasă S.

Teorema 2.6.3. Fie fi, gi, hi, ki ∈ A, unde gi, hi, ki sunt din clasa S (pi), 0 < pi ≤ 2, iar Mi, Ni, Pi sunt
numere reale pozitive s, i δ, αi, βi, γi, c numere complexe, pentru orice i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
(1 + pi)M

2
i + 1

]
+ |βi| [(Ni + Pi) (1 + pi) + 2] + 2 |γi|

}
, |c| ≤ 1, c 6= −1.

Dacă

|gi (z)| < Mi, |hi (z)| < Ni, |ki (z)| < Pi,

∣∣∣∣f ′′
i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
(1 + pi)M

2
i + 1

]
+ |βi| [(Ni + Pi) (1 + pi) + 2] + 2 |γi|

}
,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Gδ,n, definit prin (2.1.3) este de clasă S.

Fixând Mi = Ni = Pi = 1 ı̂n Teorema 2.6.3, imediat ajungem la următorul corolar:
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Corolar 2.6.3.1. Fie fi, gi, hi, ki ∈ S (pi), 0 < pi ≤ 2 s, i δ, αi, βi, γi, c numere complexe, pentru orice
i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

[|αi − 1| (2 + pi) + 2 |βi| (2 + pi) + 2 |γi|] , |c| ≤ 1.

Dacă

|gi (z)| < 1, |hi (z)| < 1, |ki (z)| < 1,

∣∣∣∣f ′′
i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1| (2 + pi) + 2 |βi| (2 + pi) + 2 |γi|] ,

oricare ar fi z ∈ U s, i i = 1, n, atunci operatorul integral Gδ,n, definit prin (2.1.3) este de clasă S.

Dacă considerăm n = 1, δ − 1 = γ = α s, i α1 − 1 = β1 = γ1 in Teorema 2.6.3, avem corolarul:

Corolar 2.6.3.2. Fie f, g, h, k ∈ S (p), 0 < p ≤ 2, iar M,N,P sunt numere reale pozitive α, c numere
complexe, astfel ı̂ncât

Reα > |α− 1|
[
(1 + p)

(
M2 +N + P

)
+ 5
]
, |c| ≤ 1.

Dacă

|g (z)| < M, |h (z)| < N, |k (z)| < P,

∣∣∣∣f ′′
(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reα
|α− 1|

[
(1 + p)

(
M2 +N + P

)
+ 5
]
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral G, definit prin (2.2.16) este de clasă S .

Teorema 2.6.4. Fie fi, gi, hi, ki ∈ A, unde fi, hi, ki, apart,in clasei S (pi), 0 < pi ≤ 2, iar Mi, Ni, Pi
sunt numere reale pozitive s, i δ, αi, βi, γi, δi, c numere complexe, pentru orice i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

{|αi − 1| [Mi (1 + pi) + 1] + |βi|+ |γi| [(Ni + Pi) (1 + pi) + 2] + 2 |δi|} ,

pentru |c| ≤ 1, c 6= −1. Dacă

|fi (z)| < Mi, |hi (z)| < Ni, |ki (z)| < Pi,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{|αi − 1| [Mi (1 + pi) + 1] + |βi|+ |γi| [(Ni + Pi) (1 + pi) + 2] + 2 |δi|} ,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Tδ,n, definit prin (2.1.4) este de clasă S.
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Luând Mi = Ni = Pi = 1 ı̂n Teorema 2.6.4, imediat ajungem la următorul corolar:

Corolar 2.6.4.1. Fie fi, gi, hi, ki ∈ S (pi), 0 < pi ≤ 2 s, i δ, αi, βi, γi, δi, c numere complexe, pentru orice
i = 1, n, astfel ı̂ncât

Reδ >
n∑
i=1

[|αi − 1| (pi + 2) + |βi|+ 2 |γi| (pi + 2) + 2 |δi|] , |c| ≤ 1.

Dacă

|fi (z)| < 1, |hi (z)| < 1, |ki (z)| < 1,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1| (pi + 2) + |βi|+ 2 |γi| (pi + 2) + 2 |δi|] ,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci operatorul integral Tδ,n, definit prin (2.1.4) este de clasă S.

Dacă considerăm n = 1 s, i α1 − 1 = β1 = γ1 ı̂n Teorema 2.6.4, obt,inem:

Corolar 2.6.4.2. Fie f, g, h, k ∈ S (p), 0 < p ≤ 2, iar M,N,P numere reale pozitive s, i α, c numere
complexe, astfel ı̂ncât

Reα > {|α− 1| [(M +N + P ) (1 + p) + 6]} , |c| ≤ 1.

Dacă

|f (z)| < M, |h (z)| < N, |k (z)| < P,

∣∣∣∣g′′
(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣h′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
(z)

k′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reα
{|α− 1| [(M +N + P ) (1 + p) + 6]} ,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral T , definit prin (2.2.23) este de clasă S.

2.7 Condit, ii de univalent,a pentru clasele B(µ) s, i Sµ

În acest paragraf sunt descrise condit,ii suficiente de univalent, ă pentru cei patru operatori integrali
a căror funct,ii apart,in claselor funct,iilor B(µ), 0 ≤ µ < 1 s, i Sµ, 0 < µ ≤ 1.

Teorema 2.7.1. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, c = Reγ > 0, i = 1, n s, i funct,iile fi, gi din clasa
B(µi), 0 ≤ µi < 1, i = 1, n care satisfac inegalitatea

n∑
i=1

(1− µi) (2 |αi − 1|+ 3 |βi|+ 2 |γi|) ≤
{
c, daca 0 < c < 1

2
1
2

daca 1
2
< c <∞,

atunci pentru orice numere complexe δ, Reδ ≥ Reγ, operatorul integralMδ,n, dat prin (2.1.1) este de
clasă S.
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Teorema 2.7.2. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi s, i funct,iile analitice fi, gi din clasa Sµi , 0 < µi ≤
1, i = 1, n care satisfac inegalitatea ∣∣∣∣zg′′i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z|
Dacă γ ∈ C, astfel ı̂ncât Reγ = c > 0 s, i

n∑
i=1

(µi |αi − 1|+ |βi|+ µi |γi|) ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≤ c, operatorul integralMδ,n, dat prin (2.1.1) este analitic
s, i univalent ı̂n U.

Luând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.7.2, obt,inem corolarul:

Corolar 2.7.2.1. Fie funct,iile analitice f , g din clasa Sµ, 0 < µ ≤ 1 care satisfac inegalitatea∣∣∣∣zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă α ∈ C, astfel ı̂ncât Reα = c > 0 s, i

|α− 1| (2µ+ 1) ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este analitic s, i univalent ı̂n U.

Teorema 2.7.3. Fie funct,iile analitice fi, gi din clasa B(µi), 0 ≤ µi < 1, i = 1, n s, i numerele complexe
δ, γ, αi, βi, γi, astfel ı̂ncât δ 6= 0. Presupunem că numerele reale Mi ≥ 1, Ni ≥ 1, pentru orice i = 1, n,
cu Reγ = c > 0 s, i

Reδ ≥
n∑
i=1

{|αi − 1| [(2− µi)Mi + 1] + |βi|+ |γi| [(2− µi)Ni + 1]} .

Dacă

|fi (z)| ≤Mi, |gi (z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U, i = 1, n

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{|αi − 1| [(2− µi)Mi + 1] + |βi|+ |γi| [(2− µi)Ni + 1]} , c ∈ C, c 6= 0,

atunci operatorul integralMδ,n, dat prin (2.1.1) este de clasă S.

Punând n = 1 s, i δ = γ = λ, ı̂n Teorema 2.7.3, imediat obt,inem următorul corolar:

54



Corolar 2.7.3.1. Fie funct,iile analitice f , g din clasa B(µ), 0 ≤ µ < 1 s, i numerele complexe λ, α, β, γ,
astfel ı̂ncât λ 6= 0. Presupunem că numerele reale M ≥ 1, N ≥ 1 s, i

Reλ ≥ {|α− 1| [(2− µ)M + 1] + |β|+ |γ| [(2− µ)N + 1]} .

Dacă

|f (z)| ≤M, |g (z)| ≤ N,

∣∣∣∣zg′′
(z)

g′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reλ
{|α− 1| [(2− µ)M + 1] + |β|+ |γ| [(2− µ)N + 1]} , c ∈ C, c 6= 0

atunci operatorul integralM, dat prin

M∗(z) =

∫ z

0

[(
f(t)

t

)α−1

(g′(t))
β

(
g(t))

t

)γ]
dt (2.7.1)

este de clasă S.

Teorema 2.7.4. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, c = Reγ > 0, i = 1, n s, i funct,iile fi, gi, hi din
clasa B(µi), 0 ≤ µi < 1, iar gi(z) ∈ R(µi), i = 1, n care satisfac inegalităt,ile

n∑
i=1

(1− µi) (2 |αi − 1|+ 3 |βi|+ 2 |γi|) + 2 |αi − 1| ≤
{
c, daca 0 < c < 1

2
,

1
2

daca 1
2
< c <∞,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Cδ,n, definit prin (2.1.2) este de
clasă S.

Teorema 2.7.5. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi s, i funct,iile analitice fi, gi, hi din clasa Sµi , 0 <
µi ≤ 1, i = 1, n care satisfac inegalităt,ile

|gi(z)| ≤ 1,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă γ ∈ C astfel ı̂ncât Reγ = c > 0 s, i

n∑
i=1

[(2µi + 1) |αi − 1|+ |βi|+ µi |γi|] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≤ c, operatorul general integral Cδ,n, dat prin (2.1.2) este
analitic s, i univalent ı̂n U.

Luând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.7.5, obt,inem corolarul:

Corolar 2.7.5.1. Fie funct,iile analitice f , g, s, i h din clasa Sµ, 0 < µ ≤ 1 care satisfac inegalităt,ile

|g(z)| ≤ 1,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă α ∈ C astfel ı̂ncât Reα = c > 0 s, i

|α− 1| (3µ+ 2) ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral C, definit prin (2.2.10) este analitic s, i univalent ı̂n U.
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Teorema 2.7.6. Fie funct,iile analitice fi, gi s, i hi din clasa B(µi), 0 ≤ µi < 1, i = 1, n s, i numerele
complexe δ, γ, αi, βi, γi, astfel ı̂ncât δ 6= 0. Presupunem că numerele reale Mi ≥ 1, Ni ≥ 1, Pi ≥ 1
pentru orice i = 1, n, cu Reγ = c > 0 s, i

Reδ ≥
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
(2− µi)

(
Mi +N2

i

)
+ 1
]

+ |βi|+ |γi| [(2− µi)Pi + 1]
}
.

Dacă

|fi (z)| ≤Mi, |gi (z)| ≤ Ni, |hi (z)| ≤ Pi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
(2− µi)

(
Mi +N2

i

)
+ 1
]

+ |βi|+ |γi| [(2− µi)Pi + 1]
}
,

c ∈ C, c 6= 0, atunci operatorul general integral Cδ,n, dat prin (2.1.2) este din clasa S.

Luând n = 1 s, i δ = γ = α ı̂n Teorema 2.7.6, obt,inem corolarul:

Corolar 2.7.6.1. Fie funct,iile analitice f , g s, i h din clasa B(µ), 0 ≤ µ < 1, s, i numerele complexe
λ, α, β, γ, cu λ 6= 0. Presupunem că numerele reale M ≥ 1, N ≥ 1, P ≥ 1 s, i

Reλ ≥
{
|α− 1|

[
(2− µ)

(
M +N2

)
+ 1
]

+ |β|+ |γ| [(2− µ)P + 1]
}

Dacă

|f (z)| ≤M, |g (z)| ≤ N, |g (z)| ≤ P,

∣∣∣∣zh′′
(z)

h′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reλ

{
|α− 1|

[
(2− µ)

(
M +N2

)
+ 1
]

+ |β|+ |γ| [(2− µ)P + 1]
}
, c ∈ C, c 6= 0,

atunci operatorul integral C∗, definit prin

C∗(z) =

∫ z

0

[(
f(t)

t
eg(t)

)α−1

(h′(t))
β

(
h(t))

t

)γ]
dt, (2.7.2)

este din clasa S.

Teorema 2.7.7. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, c = Reγ > 0 s, i funct,iile fi, hi, ki din clasa B(µi),
0 ≤ µi < 1, iar gi(z) ∈ R(µi), i = 1, n care satisfac inegalitatea

n∑
i=1

(1− µi) (3 |αi − 1|+ 4 |βi|+ 6 |γi|) + 2 |αi − 1| ≤
{
c, daca 0 < c < 1

2
1
2

daca 1
2
< c <∞,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Gδ,n, dat prin (2.1.3) este din clasa
S.
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Teorema 2.7.8. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi s, i funct,iile analitice fi, gi, hi, ki este din clasa Sµi ,
0 < µi ≤ 1, i = 1, n care satisfac inegalităt,ile

|gi(z)| ≤ 1,

∣∣∣∣zf ′′i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zh′′i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zk′′i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă γ ∈ C, astfel ı̂ncât Reγ = c > 0 s, i

n∑
i=1

[(2 + µi) |αi − 1|+ 2µi |βi|+ 2 |γi|] ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≤ c, operatorul general integral Gδ,n, dat prin (2.1.3) este
analitic s, i univalent ı̂n U.

Luând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.7.8, obt,inem corolarul:

Corolar 2.7.8.1. Fie funct,iile analitice f , g, h, k din clasa Sµ, 0 < µ ≤ 1 care satisfac inegalităt,ile

|g(z)| ≤ 1,

∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă α ∈ C cu Reα = c > 0 s, i

|α− 1| (3µ+ 4) ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este analitic s, i univalent ı̂n U.

Teorema 2.7.9. Fie funct,iile analitice fi, gi, hi, ki din clasa B(µi), 0 ≤ µi < 1 s, i numerele complexe
δ, γ, αi, βi, γi, astfel ı̂ncât δ 6= 0. Presupunem că numerele reale Mi ≥ 1, Ni ≥ 1, Pi ≥ 1, pentru orice
i = 1, n, cu Reγ = c > 0 s, i

Reδ ≥
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− µi)M2

i

]
+ |βi| [(2− µi) (Ni + Pi) + 2] + 2 |γi|

}
.

Dacă
|gi (z)| ≤Mi, |hi (z)| ≤ Ni, |ki (z)| ≤ Pi,∣∣∣∣zf ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U, i = 1, n

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− µi)M2

i

]
+ |βi| [(2− µi) (Ni + Pi) + 2] + 2 |γi|

}
, c ∈ C, c 6= 0,

atunci operatorul general integral Gδ,n, dat prin (2.1.3) este din clasa S.

Luând n = 1 s, i δ = γ = λ ı̂n Teorema 2.7.9, obt,inem următorul corolar:
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Corolar 2.7.9.1. Fie funct,iile analitice f , g, h, k din clasa B(µ), 0 ≤ µ < 1, s, i numerele complexe
λ, α, β, γ, astfel ı̂ncât λ 6= 0. Presupunem că numerele reale M ≥ 1, N ≥ 1, P ≥ 1 s, i

Reλ ≥
{
|α− 1|

[
1 + (2− µ)M2

]
+ |β| [(2− µ) (N + P ) + 2] + 2 |γ|

}
.

Dacă
|g (z)| ≤M, |h (z)| ≤ N, |k (z)| ≤ P,∣∣∣∣zf ′′

(z)

f ′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′′
(z)

h′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
(z)

k′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reλ

{
|α− 1|

[
1 + (2− µ)M2

]
+ |β| [(2− µ) (N + P ) + 2] + 2 |γ|

}
, c ∈ C, c 6= 0

atunci operatorul integral G∗, dat prin

G∗(z) =

∫ z

0

[(
f ′(t)eg(t)

)α−1
(
h(t)

k(t)

)β (
h′(t))

k′(t)

)γ]
dt, (2.7.3)

este din clasa S.

Teorema 2.7.10. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, δi, c = Reγ > 0, i = 1, n s, i funct,iile fi, gi, hi,
ki din clasa B(µi), 0 ≤ µi < 1, i = 1, n care satisfac inegalitatea

n∑
i=1

(1− µi) (2 |αi − 1|+ 3 |βi|+ 4 |γi|+ 6 |δi|) ≤
{
c, daca 0 < c < 1

2
1
2

daca 1
2
< c <∞ ,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, operatorul integral Tδ,n, dat prin (2.1.4) este din clasa
S.

Teorema 2.7.11. Fie numerele complexe γ, δ, αi, βi, γi, δi s, i funct,iile analitice fi, gi, hi, ki din clasa Sµi ,
0 < µi ≤ 1, i = 1, n care satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zg′′i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zh′′i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zk′′i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă γ ∈ C, astfel ı̂ncât Reγ = c > 0 s, i

n∑
i=1

(µi |αi − 1|+ |βi|+ 2µi |γi|+ 2 |δi|) ≤
(2c+ 1)

2c+1
2c

2
,

atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≤ c, operatorul general integral Tδ,n, dat prin (2.1.4) este
analitic s, i univalent ı̂n U.

Luând n = 1, δ = γ = α s, i αi − 1 = βi = γi ı̂n Teorema 2.7.11, obt,inem:
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Corolar 2.7.11.1. Fie funct,iile analitice f , g, h, k din clasa Sµ, 0 < µ ≤ 1 care satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < |z| , ∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < |z| .
Dacă α ∈ C, cu Reα = c > 0 s, i

3 |α− 1| (µ+ 1) ≤ (2c+ 1)
2c+1
2c

2
,

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este analitic s, i univalent ı̂n U.

Teorema 2.7.12. Fie funct,iile analitice fi, gi, hi, ki din clasa B(µi), 0 ≤ µi < 1, i = 1, n s, i numerele
complexe δ, γ, αi, βi, γi, δi, astfel ı̂ncât δ 6= 0. Presupunem că numerele reale Mi ≥ 1, Ni ≥ 1, Pi ≥ 1,
pentru orice i = 1, n, cu Reγ = c > 0 s, i

Reδ ≥
n∑
i=1

{|αi − 1| [(2− µi)Mi + 1] + |βi|+ |γi| [(2− µi)Ni + (2− µi)Pi + 2] + 2 |δi|} .

Dacă

|fi (z)| ≤Mi, |hi (z)| ≤ Ni, |ki (z)| ≤ Pi,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{|αi − 1| [(2− µi)Mi + 1] + |βi|}−

− 1

Reδ

n∑
i=1

{|γi| [(2− µi)Ni + (2− µi)Pi + 2] + 2 |δi|} , c ∈ C, c 6= 0,

atunci operatorul integral Tδ,n, dat prin (2.1.4) este din clasa S.

Luând n = 1 s, i δ = γ = λ, ı̂n Teorema 2.7.12, imediat obt,inem corolarul:

Corolar 2.7.12.1. Fie funct,iile analitice f , g, h, k din clasa B(µ), 0 ≤ µ < 1, s, i numerele complexe
λ, α, β, γ, , δ, cu λ 6= 0. Presupunem că numerele reale M ≥ 1, N ≥ 1, P ≥ 1 s, i

Reλ ≥ {|α− 1| [(2− µ)M + 1] + |β|+ |γ| [(2− µ)N + (2− µ)P + 2] + |δ|} .

Dacă
|f (z)| ≤M, |h (z)| ≤ N, |k (z)| ≤ P,∣∣∣∣zg′′

(z)

g′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′′
(z)

h′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′′
(z)

k′ (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reλ
{|α− 1| [(2− µ)M + 1] + |β|+ |γ| [(2− µ)N + (2− µ)P + 2] + |δ|} , c ∈ C, c 6= 0,

atunci operatorul integral T , dat prin

T ∗(z) =

∫ z

0

[(
f(t)

t

)α−1 (
g(t)′

)β (h(t)

k(t)

)γ (
h′(t))

k′(t)

)δ]
dt, (2.7.4)

este din clasa S.
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2.8 Condit, ii de univalent,a pentru clasa B(µ, α)

Paragraful acesta prezintă condit,ii suficiente de univalent, ă pentru operatorii integrali ai acestei
lucrări ı̂n situat,ia când funct,iile lor apart,in clasei funct,iilor B(µ, α), 0 ≤ α < 1, µ ≥ 0 .

Teorema 2.8.1. Punând µi = νi = Mi = Ni = Pi = 1 s, i ηi = λi pentru orice i = 1, n ı̂n Teorema 2.8.1,
obt,inem corolarul:

Corolar 2.8.1.1. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i 0 ≤ λi < 1, i = 1, n, astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

(3− λi) (|αi − 1|+ |γi|) + 2c
n∑
i=1

|βi| ≤ c (2c+ 1)
2c+1
2c .

Dacă funct,iile fi, gi ∈ S∗ (λi) s, i

|fi (z)| < 1,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |gi (z)| < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,iaMδ,n, definită
ı̂n (2.1.1) este din clasa S.

Teorema 2.8.2. Fie c, δ, αi, βi, γi ∈ C, Reδ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, i = 1, n. Presupunem
că funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi ∈ B (νi, ηi), 0 ≤ λi, ηi < 1, µi, νi ≥ 0 satisfac inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < Ni, |gi (z)| < Pi.

Dacă

Reδ ≥
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i

]
+ |βi|Ni + |γi|

[
1 + (2− ηi)P νi−1

i

]}
s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i

]
+ |βi|Ni + |γi|

[
1 + (2− ηi)P νi−1

i

]}
,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,iaMδ,n, definită ı̂n (2.1.1) este din clasa S.

Punând µi = νi = Mi = Ni = Pi = 1 s, i ηi = λi oricare ar fi i = 1, n ı̂n Teorema 2.8.3, obt,inem
corolarul:

Corolar 2.8.2.1. Fie c, δ, αi, βi, γi ∈ C cu Reδ > 0. Presupunem că funct,iile fi, gi ∈ S∗ (λi), 0 ≤ λi < 1
satisfac inegalităt,ile

|fi (z)| < 1,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < 1, |gi (z)| < 1.

Dacă

Reδ ≥
n∑
i=1

[(3− λi) (|αi − 1|+ |γi|) + |βi|]

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[(3− λi) (|αi − 1|+ |γi|) + |βi|] ,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,iaMδ,n, definită ı̂n (2.1.1) este din clasa S.
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Dacă considerăm n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δ ı̂n Teorema 2.8.3, obt,inem

Corolar 2.8.2.2. Fie c, δ ∈ C cu Reδ > 0 s, i numerele reale M,N,P ≥ 1. Presupunem că funct,iile
f ∈ B (µ, λ), g ∈ B (ν, η), 0 ≤ λ, η < 1, µ, ν ≥ 0 astfel ı̂ncât

|f (z)| < M,

∣∣∣∣zg′′
(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < N, |g (z)| < P.

Dacă
Reδ ≥ |δ|

[
(2− λ)Mµ−1 + (2− η)P ν−1 +N + 2

]
s, i

|c| ≤ 1− |δ|
Reδ

[
(2− λ)Mµ−1 + (2− η)P ν−1 +N + 2

]
,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este din clasa S.

Teorema 2.8.3. Fie δ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reδ > 0, M0 este solut,ia pozitivă a ecuat,iei (1.1.1.), M0 =
1, 5936... s, i funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi ∈ B (νi, ηi), 0 ≤ λi, ηi < 1, µi, νi ≥ 0 pentru orice z ∈ U,
i = 1, n. Presupunem de asemenea că au loc inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

unde Mi sunt numere reale pozitive. Dacă

1

c

n∑
i=1

[
|αi − 1| (2− λi)Mµi−1

i + |βi|
]

+
2

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|γi|M0 ≤ 1,

atunci funct,iaMδ,n, definită ı̂n (2.1.1) este din clasa S.

Teorema 2.8.4. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi ≥ 1, i = 1, n,
astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i

]
+ |γi|

[
1 + (2− ρi)Qθi−1

i

]}
+

+2c
n∑
i=1

[|αi − 1| (2− ηi)Nνi
i + |βi|Pi] ≤ c (2c+ 1)

2c+1
2c .

Dacă funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi ∈ B (νi, ηi), hi ∈ B (θi, ρi), 0 ≤ λi, ηi, ρi < 1, µi, νi, θi ≥ 0
satisfac inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi, |gi (z)| < Ni,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi, |hi (z)| < Qi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Cδ,n, definită ı̂n
(2.1.2) este din clasa S.

Luând µi = νi = θi = Mi = Ni = Pi = Qi = 1 s, i ρi = ηi = λi pentru orice i = 1, n ı̂n Teorema
2.8.5, obt,inem corolarul:
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Corolar 2.8.4.1. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i 0 ≤ λi < 1, i = 1, n, astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

(3− λi) (|αi − 1|+ |γi|) + 2c
n∑
i=1

[|αi − 1| (2− λi) + |βi|] ≤ c (2c+ 1)
2c+1
2c .

Dacă funct,iile fi, gi, hi ∈ S∗ (λi) s, i

|fi (z)| < 1, |gi (z)| < 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |hi (z)| < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Cδ,n, definită
ı̂n (2.1.2) este din clasa S.

Teorema 2.8.5. Fie c, δ, αi, βi, γi ∈ C, Reδ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi ≥ 1, i = 1, n. Presupu-
nem că funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi ∈ B (νi, ηi), hi ∈ B (θi, νi), 0 ≤ λi, ηi, ρi < 1, µi, νi, θi ≥ 0 satisfac
inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi,
∣∣∣zg′

i (z)
∣∣∣ < Ni,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < Pi, |hi (z)| < Qi,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n. Dacă

Reδ ≥
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i +Ni

]
+ |βi|Pi + |γi|

[
1 + (2− ρi)Qθi−1

i

]}
s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i +Ni

]
+ |βi|Pi + |γi|

[
1 + (2− ρi)Qθi−1

i

]}
,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,ia Cδ,n, definită ı̂n (2.1.2) este din clasa S.

Luând µi = νi = θi = Mi = Ni = Pi = Qi = 1 s, i ρi = ηi = λi pentru orice i = 1, n ı̂n Teorema
2.8.6, obt,inem corolarul:

Corolar 2.8.5.1. Fie c, δ, αi, βi, γi ∈ C cu Reδ > 0. Presupunem că funct,iile fi, gi, hi ∈ S∗ (λi),
0 ≤ λi < 1 satisfac inegalităt,ile

|fi (z)| < 1,
∣∣∣zg′

i (z)
∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < 1, |hi (z)| < 1, .

Dacă

Reδ ≥
n∑
i=1

[(4− λi) |αi − 1|+ |βi|+ |γi| (3− λi)]

s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

[(4− λi) |αi − 1|+ |βi|+ |γi| (3− λi)] ,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,ia Cδ,n, definită ı̂n (2.1.2) este din clasa S.
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Dacă considerăm n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δ ı̂n Teorema 2.8.6, obt,inem

Corolar 2.8.5.2. Fie c, δ ∈ C cu Reδ > 0 s, i numerele reale M,N,P,Q ≥ 1. Presupunem că funct,iile
f ∈ B (µ, λ), g ∈ B (ν, η), h ∈ B (θ, ρ), 0 ≤ λ, η, ρ < 1, µ, ν, θ ≥ 0 astfel ı̂ncât

|f (z)| < M,
∣∣∣zg′

(z)
∣∣∣ < N,

∣∣∣∣zh′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < P, |h (z)| < Q.

pentru orice z ∈ U. Dacă

Reδ ≥ |δ|
[
(2− λ)Mµ−1 + (2− ρ)Qθ−1 +N + P + 2

]
s, i

|c| ≤ 1− |δ|
Reδ

[
(2− λ)Mµ−1 + (2− ρ)Qθ−1 +N + P + 2

]
,

atunci operatorul integral C, definit ı̂n (2.2.10) este din clasa S.

Teorema 2.8.6. Fie δ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reδ > 0, M0 este solut,ia pozitivă a ecuat,iei (1.1.1), M0 =
1, 5936... s, i funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi ∈ B (νi, ηi), hi ∈ A, 0 ≤ λi, ηi < 1, µi, νi ≥ 0 pentru orice
z ∈ U, i = 1, n. Presupunem de asemenea că au loc inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi, |gi (z)| < Ni,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

unde Mi, Ni sunt numere reale pozitive. Dacă

1

c

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i

]
+ |γi|

}
+

+
2

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

[|βi|M0 + |γi| |αi − 1| (2− ηi)N νi
i ] ≤ 1,

atunci funct,ia Cδ,n, definită ı̂n (2.1.2) este din clasa S.

Teorema 2.8.7. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si ≥ 1,
i = 1, n, astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|βi|
[
(2− ηi)P νi−1

i + (2− ρi)Qθi−1
i + 2

]
+

+2c
n∑
i=1

{|αi − 1| [Mi + (2− λi)Nµi
i ] + |γi| (Ri + Si)} ≤ c (2c+ 1)

2c+1
2c .

Dacă funct,iile fi ∈ A, gi ∈ B (µi, λi), hi ∈ B (νi, ηi), ki ∈ B (θi, ρi), 0 ≤ λi, ηi, ρi < 1,
µi, νi, θi ≥ 0 satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣f ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi (z)| < Ni, |hi (z)| < Pi, |ki (z)| < Qi,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Gδ,n, definită ı̂n
(2.1.3) este din clasa S.
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Luând µi = νi = θi = Mi = Ni = Pi = Qi = Ri = Si = 1 s, i ρi = ηi = λi pentru orice i = 1, n ı̂n
Teorema 2.8.8, obt,inem corolarul:

Corolar 2.8.7.1. Fie δ, γ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i 0 ≤ λi < 1, i = 1, n, astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

2 |βi| (3− λi) + 2c
n∑
i=1

[|αi − 1| (3− λi) + 2 |γi|] ≤ c (2c+ 1)
2c+1
2c .

Dacă funct,iile fi ∈ A, gi,hi, ki ∈ S∗ (λi) s, i∣∣∣∣f ′′
i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |gi (z)| < 1, |hi (z)| < 1, |ki (z)| < 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Gδ,n, definită
ı̂n (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.8.8. Fie c, δ, αi, βi, γi ∈ C, Reδ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si ≥ 1, i = 1, n.
Presupunem că funct,iile fi ∈ A, hi ∈ B (µi, λi), ki ∈ B (νi, ηi), gi ∈ B (θi, ρi), 0 ≤ λi, ηi, ρi < 1,
µi, νi, θi ≥ 0 satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ < Mi,
∣∣∣zg′

i (z)
∣∣∣ < Ni, |hi (z)| < Pi, |ki (z)| < Qi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < Ri,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < Si,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n. Dacă

Reδ ≥
n∑
i=1

{
|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi|

[
(2− λi)P µi−1

i + (2− ηi)Qνi−1
i + 2

]
+ |γi| (Ri + Si)

}
s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1| (Mi +Ni) + |βi|

[
(2− λi)P µi−1

i

]}
+

− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|βi|
[
(2− ηi)Qνi−1

i + 2
]

+ |γi| (Ri + Si)
}
,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,ia Gδ,n, dfinită ı̂n (2.1.3) este din clasa S.

Luând µi = νi = θi = Mi = Ni = Pi = Qi = Ri = Si = 1 s, i ρi = ηi = λi pentru orice i = 1, n ı̂n
Teorema 2.8.9, obt,inem corolarul:

Corolar 2.8.8.1. Fie c, δ, αi, βi, γi ∈ C cu Reδ > 0. Presupunem că funct,iile gi, hi, ki ∈ S∗ (λi),
0 ≤ λi < 1 s, i fi ∈ A satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ < 1,
∣∣∣zg′

i (z)
∣∣∣ < 1, |hi (z)| < 1, |ki (z)| < 1,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < 1.

Dacă

Reδ ≥ 2
n∑
i=1

[|αi − 1|+ |βi| (3− λi) + |γi|]

s, i

|c| ≤ 1− 2

Reδ

n∑
i=1

[|αi − 1|+ |βi| (3− λi) + |γi|] ,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,ia Gδ,n, definită ı̂n (2.1.3) este din clasa S.
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Dacă considerăm n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δ ı̂n Teorema 2.8.9, obt,inem

Corolar 2.8.8.2. Fie c, δ ∈ C cu Reδ > 0 s, i numerele reale M,N,P,Q,R, S ≥ 1. Presupunem că
funct,iile f ∈ A, h ∈ B (µ, λ), k ∈ B (ν, η), g ∈ B (θ, ρ), 0 ≤ λ, η, ρ < 1, µ, ν, θ ≥ 0 astfel ı̂ncât∣∣∣∣zf ′′

(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < M,
∣∣∣zg′

(z)
∣∣∣ < N, |h (z)| < P, |k (z)| < Q,

∣∣∣∣zh′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < R,

∣∣∣∣zk′′
(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < S,

pentru orice z ∈ U. Dacă

Reδ ≥ |δ|
[
M +N + (2− λ)P µ−1 + (2− η)Qν−1 +R + S + 2

]
s, i

|c| ≤ 1− |δ|
Reδ

[
M +N + (2− λ)P µ−1 + (2− η)Qν−1 +R + S + 2

]
,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este din clasa S.

Teorema 2.8.9. Fie δ, αi, βi, γi ∈ C, c = Reδ > 0, M0 este solut,ia pozitivă a ecuat,ie (1.1.1), M0 =
1, 5936... s, i funct,iile fi ∈ A, gi ∈ B (µi, λi), hi ∈ B (νi, ηi), ki ∈ B (θi, ρi), 0 ≤ λi, ηi, ρi < 1,
µi, νi, θi ≥ 0, pentru orice z ∈ U, i = 1, n. Presupunem de asemenea că au loc inegalităt,ile∣∣∣∣f ′′

i (z)

f
′
i (z)

∣∣∣∣ < M0, |gi (z)| < Mi,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

unde Mi sunt numere reale pozitive. Dacă

1

c

n∑
i=1

|βi|+
2

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

{|αi − 1| [M0 + (2− λi)Mµi
i ] + 2M0 |γi|} ≤ 1,

atunci funct,ia Gδ,n, definită ı̂n (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.8.10. Fie δ, γ, αi, βi, γi, δi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si ≥ 1,
i = 1, n, astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
1 + (2− λi)Mµi−1

i

]
+ |γi|

[
2 + (2− ηi)P νi−1

i

]}
+

+ (2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

|γi| (2− ρi)Qθi−1
i + 2c

n∑
i=1

[|βi|Ni + |δi| (Ri + Si)] ≤ c (2c+ 1)
2c+1
2c .

Dacă funct,iile fi ∈ B (µi, λi) , gi ∈ A, hi ∈ B (νi, ηi), ki ∈ B (θi, ρi), 0 ≤ λi, ηi, ρi < 1,
µi, νi, θi ≥ 0 satisfac inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni, |hi (z)| < Pi, |ki (z)| < Qi,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ Ri,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ Si,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, atunci pentru orice număr complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Tδ,n, definită ı̂n
(2.1.4) este din clasa S.

Luând µi = νi = θi = Mi = Ni = Pi = Qi = Ri = Si = 1 s, i ρi = ηi = λi pentru orice i = 1, n ı̂n
Teorema 2.8.11, obt,inem corolarul:
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Corolar 2.8.10.1. Fie δ, γ, αi, βi, γi, δi ∈ C, c = Reγ > 0 s, i 0 ≤ λi < 1, i = 1, n, astfel ı̂ncât

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

(3− λi) (|αi − 1|+ 2 |γi|) + 2c
n∑
i=1

(|βi|+ 2 |δi|) ≤ c (2c+ 1)
2c+1
2c .

Dacă funct,iile gi ∈ A, fi,hi, ki ∈ S∗ (λi), 0 ≤ λi < 1 s, i

|fi (z)| < 1,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, |hi (z)| < 1, |ki (z)| < 1,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci oricare ar fi numărul complex δ, Reδ ≥ Reγ, funct,ia Tδ,n, definită
ı̂n (2.1.4) este din clasa S.

Teorema 2.8.11. Fie c, δ, αi, βi, γi, δi ∈ C, Reδ > 0 s, i numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi, Ri, Si ≥ 1,
i = 1, n. Presupunem că funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi ∈ A, hi ∈ B (νi, ηi), ki ∈ B (θi, ρi),
0 ≤ λi, ηi, ρi < 1, µi, νi, θi ≥ 0 satisfac inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi,

∣∣∣∣zg′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < Ni, |hi (z)| < Pi, |ki (z)| < Qi,

∣∣∣∣zh′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < Ri,

∣∣∣∣zk′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < Si,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n. Dacă

Reδ ≥
n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
(2− λi)Mµi−1

i + 1
]

+ |βi|Ni

}
+

+
n∑
i=1

{
|γi|
[
(2− ηi)P νi−1

i + (2− ρi)Qθi−1
i + 2

]
+ |δi| (Ri + Si)

}
s, i

|c| ≤ 1− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|αi − 1|

[
(2− λi)Mµi−1

i + 1
]

+ |βi|Ni

}
−

− 1

Reδ

n∑
i=1

{
|γi|
[
(2− ηi)P νi−1

i + (2− ρi)Qθi−1
i + 2

]
+ |δi| (Ri + Si)

}
,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, atunci funct,ia Tδ,n, definită ı̂n (2.1.4) este din clasa S .

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δ ı̂n Teorema 2.8.12, obt,inem corolarul:

Corolar 2.8.11.1. Fie c, δ ∈ C cu Reδ > 0 s, i numerele reale M,N,P,Q,R, S ≥ 1. Presupunem că
funct,iile f ∈ B (µ, λ), g ∈ A, h ∈ B (ν, η), k ∈ B (θ, ρ), 0 ≤ λ, η, ρ < 1, µ, ν, θ ≥ 0 astfel ı̂ncât

|f (z)| < M,

∣∣∣∣zg′′
(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < N, |h (z)| < P, |k (z)| < Q,

∣∣∣∣zh′′
(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < R,

∣∣∣∣zk′′
(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < S,

pentru orice z ∈ U. Dacă

Reδ ≥ |δ|
[
(2− λ)Mµ−1 + (2− η)P ν−1 + (2− ρ)Qθ−1 +N +R + S + 3

]
s, i

|c| ≤ 1− |δ|
Reδ

[
(2− λ)Mµ−1 + (2− η)P ν−1 + (2− ρ)Qθ−1 +N +R + S + 3

]
,

atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este analitic s, i univalent ı̂n U.
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Teorema 2.8.12. Fie δ, αi, βi, γi, δi ∈ C, c = Reδ > 0, M0 este solut,ia pozitivă a ecuat,iei (1.1.1),
M0 = 1, 5936... s, i funct,iile fi ∈ B (µi, λi), gi, hi, ki ∈ A, 0 ≤ λi < 1, µi ≥ 0, pentru orice z ∈ U,
i = 1, n. Presupunem de asemenea că au loc inegalităt,ile

|fi (z)| < Mi,

∣∣∣∣g′′
i (z)

g
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

∣∣∣∣h′′
i (z)

h
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

∣∣∣∣k′′
i (z)

k
′
i(z)

∣∣∣∣ < M0,

unde Mi sunt numere reale pozitive. Dacă

1

c

n∑
i=1

[
|αi − 1| (2− λi)Mµi−1

i + 2 |γi|
]

+
2

(2c+ 1)
2c+1
2c

n∑
i=1

[|βi|M0 + 2 |δi|M0] ≤ 1,

atunci funct,ia Tδ,n, definită ı̂n (2.1.4) este din clasa S.
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Capitolul 3

Condit,ii suficiente de convexitate pentru
operatori integrali noi

În acest capitol fixăm δ = 1 pentru operatorii integrali definit,i ı̂n relat,iile (2.1.1)-(2.1.4) s, i obt,inem
următorii operatori integrali:

Mn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1

(gi
′(t))

βi

(
gi(t))

t

)γi]
dt. (3.0.1)

Cn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t
egi(t)

)αi−1

(hi
′(t))

βi

(
hi(t))

t

)γi]
dt. (3.0.2)

Gn, definit prin

Gn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi
′(t)egi(t)

)αi−1
(
hi(t)

ki(t)

)βi (hi′(t))
ki
′(t)

)γi]
dt, (3.0.3)

Tn(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[(
fi(t)

t

)αi−1

(g′i(t))
βi

(
hi(t)

ki(t)

)γi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt. (3.0.4)

3.1 Condit, ii de convexitate pentru clasa Gb

Acest paragraf cuprinde studiul convexităt,ii operatorilor integrali de mai sus, cât timp funct,iile lor
apart,in claselor Gb, 0 < b ≤ 1 s, i B(µ, α), µ ≥ 1, 0 ≤ α < 1.

Teorema 3.1.1. Fie funct,iile analitice fi, gi, unde gi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Pentru numerele reale Mi, Ni ≥
1, care verifică inegalităt,ile ∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,
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oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

λ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi + 1) + βi (biNi + 2bi +Ni + 1) + γi (Ni + 1)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral generalMn, definit ı̂n (3.0.1) este din clasa K(λ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.1.1, obt,inem corolarul:

Corolar 3.1.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A, unde g ∈ Gb, 0 < b ≤ 1. Pentru numerele reale M,N ≥ 1, care
verifică ∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ N,

oricare ar fi z ∈ U, există un număr real pozitiv α astfel ı̂ncât

λ = 1− α (M + 2N + bN + 2b+ 3) > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este din clasa K(λ).

Teorema 3.1.2. Fie funct,iile fi, gi ∈ A, unde gi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Dacă au loc inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′
i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, s, i există numerele reale pozitive αi, βi, γi cu αi ≥ 1 astfel ı̂ncât

λ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi (2bi + 1) + γi] > 0,

atunci operatorul integralMn, definit ı̂n (3.0.1) este din clasa K(λ).

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.1.2, avem corolarul:

Corolar 3.1.2.1. Fie funct,iile f, g ∈ A, unde g ∈ Gb, 0 < b ≤ 1. Dacă∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U s, i există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

λ = 1− α (2b+ 3) > 0.

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este din clasa K(λ).

Teorema 3.1.3. Fie funct,iile analitice fi, gi, hi, unde gi ∈ B(µi, λi), µi ≥ 1, 0 ≤ λi < 1 s, i hi ∈ Gbi ,
0 < bi ≤ 1. Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, care verifică inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| < Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi + (2− λi)Nµi
i + 1) + βi (bi (Pi + 2) + Pi + 1) + γi (Pi + 1)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral general Cn, definit ı̂n (3.0.2) este din clasa K(ρ).
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Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.1.3, obt,inem corolarul:

Corolar 3.1.3.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A, unde g ∈ B(µ, λ), µ ≥ 1, 0 ≤ λ < 1 s, i h ∈ Gb, 0 < b ≤ 1.
Pentru numerele reale M,N,P ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M, |f(z)| < N,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ P,

oricare ar fi z ∈ U, există un număr real pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1− α (M + (2− λ)Nµ + b(P + 2) + 2P + 3) > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral C, definit ı̂n (2.2.10) este din clasa K(ρ).

Pentru µi = 0 ı̂n Teorema 3.1.3, avem corolarul:

Corolar 3.1.3.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ A, unde gi ∈ Rλi , 0 ≤ λi < 1 s, i hi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Pentru
numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |fi(z)| < Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există αi, βi, γi numere reale stict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (3 +Mi − λi) + βi (bi (Pi + 2) + Pi + 1) + γi (Pi + 1)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral Cn, dat prin (3.0.2) este din clasa K(ρ).

Pentru µi = 1 ı̂n Teorema 3.1.3, avem corolarul:

Corolar 3.1.3.3. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ A, unde gi ∈ S∗λi , 0 ≤ λi < 1 s, i hi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Pentru
numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |fi(z)| < Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există αi, βi, γi numere reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi + (2− λi)Ni + 1) + βi (bi (Ni + 2) + Pi + 1) + γi (Pi + 1)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral Cn, dat prin (3.0.2) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.1.4. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ A, unde hi ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Dacă au loc inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′
i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, s, i există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (1 + 2Ni) + βi (2bi + 1) + γi] > 0,

atunci operatorul integral Cn, definit ı̂n (3.0.2) este din clasa K(ρ).
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Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.1.4, avem corolarul:

Corolar 3.1.4.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A, unde h ∈ Gb, 0 < b ≤ 1. Dacă∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1, |g(z)| ≤ N,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U s, i există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1− α (2N + 2b+ 3) > 0.

atunci operatorul integral C, definit ı̂n (2.2.10) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.1.5. Fie funct,iile analitice fi, gi, hi, ki, unde gi ∈ B(µi, λi), µi ≥ 1, 0 ≤ λi < 1 s, i fi ∈ Gb1i ,
hi ∈ Gb2i , ki ∈ Gb3i , 0 < b1i, b2i, b3i ≤ 1. Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi ≥ 1, care verifică
inegalităt,ile ∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| < Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Qi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

(αi − 1) (b1iMi + 2b1i + 2Mi + (2− λi)Nµi
i + 1)−

−
n∑
i=1

[βi (Pi +Qi + 2) + γi (b2iPi + 2b2i + Pi + b3iQi + 2b3i +Qi + 2)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral general Gn, definit ı̂n (3.0.3) este din clasa K(ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.1.5, obt,inem corolarul:

Corolar 3.1.5.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, unde g ∈ B(µ, λ), µ ≥ 1, 0 ≤ λ < 1 s, i f ∈ Gb1 , h ∈ Gb2 ,
k ∈ Gb3 0 < b1, b2, b3 ≤ 1. Pentru numerele reale M,N,P,Q ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M, |f(z)| < N,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ P,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)

∣∣∣∣ ≤ Q,

oricare ar fi z ∈ U, există un număr real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1− α (b1M + b2P + b1Q+ 2b1 + 2b2 + 2b3 + 2M + 2P + 2Q+ 6 + 2Nµ − λNµ) > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este din clasa K(ρ).

Pentru µi = 0 ı̂n Teorema 3.1.5, avem corolarul:

Corolar 3.1.5.2. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ A, unde gi ∈ Rλi , 0 ≤ λi < 1 s, i fi ∈ Gb1i , hi ∈ Gb2i ,
ki ∈ Gb3i , 0 < b1i, b2i, b3i ≤ 1. Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| < Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Qi,
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oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există αi, βi, γi numere reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

(αi − 1) (b1iMi + 2b1i + 2Mi + 4− λi)−

−
n∑
i=1

[βi (Pi +Qi + 2) + γi (b2iPi + 2b2i + Pi + b3iQi + 2b3i +Qi + 2)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este din clasa K(ρ).

Pentru µi = 1 ı̂n Teorema 3.1.5, avem corolarul:

Corolar 3.1.5.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ A, unde gi ∈ S∗λi , 0 ≤ λi < 1 s, i fi ∈ Gb1i , hi ∈ Gb2i ,
ki ∈ Gb3i , 0 < b1i, b2i, b3i ≤ 1. pentru numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi(z)| < Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Qi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există αi, βi, γi numerele reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

(αi − 1) (b1iMi + 2b1i + 2Mi + (2− λi)Ni + 2)−

−
n∑
i=1

[βi (Pi +Qi + 2) + γi (b2iPi + 2b2i + Pi + b3iQi + 2b3i +Qi + 2)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.1.6. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ A, unde fi, hi, ki ∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Dacă au loc inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′
i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1, |gi(z)| ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n, s, i există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (2bi + 2Ni + 1) + 2βi + 2γi (2bi + 1)] > 0,

atunci operatorul integral Gn, definit ı̂n (3.0.3) este din clasa K(ρ).

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.1.6, avem corolarul:

Corolar 3.1.6.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, unde f, hi, ki ∈ Gb, 0 < b ≤ 1. Dacă∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1, |g(z)| ≤ N,∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1, |g(z)| ≤ N,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1− α (2N + 6b+ 5) > 0,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este din clasa K(ρ).
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Teorema 3.1.7. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ A, unde gi ∈ Gb1i , hi ∈ Gb2i , ki ∈ Gb3i , 0 < b1i, b2i, b3i ≤ 1.
Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi, Qi ≥ 1, care verifică inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Qi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi, δi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

λ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi + 1) + βi (b1iNi + 2b1i +Ni + 1)]−

−
n∑
i=1

[γi (Pi +Qi + 2) + δi (b2iPi + 2b2i + b3iQi + 2b3i + Pi +Qi + 2)] > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral general Tn, definit prin (3.0.4) este din clasa K(λ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.1.7, obt,inem corolarul:

Corolar 3.1.7.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, unde g ∈ Gb1 , h ∈ Gb2 , k ∈ Gb3 , 0 < b1, b2, b3 ≤ 1. Pentru
numerele reale M,N,P,Q ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ P,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)

∣∣∣∣ ≤ Q,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

λ = 1− α (M + b1N + 2b1 +N + 2P + 2Q+ b2P + 2b2 + b3Q+ 2b3 + 6) > 0.

În aceste condit,ii, operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este din clasa K(λ).

Teorema 3.1.8. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki,∈ A, unde gi, hi, ki,∈ Gbi , 0 < bi ≤ 1. Dacă au loc inega-
lităt,ile ∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, i = 1, n s, i există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi, δi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

λ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi (2bi + 1) + 2γi + 2δi (2bi + 1)] > 0,

atunci operatorul integral Tn, definit ı̂n (3.0.4) este din clasa K(λ).

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.1.8, avem corolarul:

Corolar 3.1.8.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, unde g, h, k ∈ Gb, 0 < b ≤ 1. dacă∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1,

pentru orice z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

λ = 1− 6α (bi + 1) > 0,

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este din clasa K(λ).
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3.2 Condit, ii de convexitate pentru funct, ii stelate

În această sect,iune prezentăm condit,ii suficiente care să asigure convexitatea celor patru operatori
integrali dar s, i ordinul lor de convexitate, considerând funct,iile din clasa funct,iilor stelate S∗(α), 0 ≤
α < 1.

Teorema 3.2.1. Fie funct,iile fi ∈ S∗(µi), gi ∈ K(λi) s, i gi ∈ S∗(νi), 0 ≤ µi, λi, νi < 1. Dacă αi, βi, γi
sunt numere reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1)µi + βi (1− λi) + γiνi] < 1,

atunci operatorul integral generalMn, definit ı̂n (3.0.1) este convex s, i are ordinul de convexitate

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1)µi + βi (1− λi) + γiνi] ,

pentru orice i = 1, n.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.1, obt,inem corolarul:

Corolar 3.2.1.1. Fie funct,iile f ∈ S∗(µ), g ∈ K(λ) s, i g ∈ S∗(ν), 0 ≤ µ, λ, ν < 1. Dacă avem numărul
real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

α (µ+ ν − λ+ 1) < 1,

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este convex de ordin

1 + α (λ− µ− ν − 1) .

Teorema 3.2.2. Fie funct,iile fi ∈ S∗(µi), gi ∈ K(λi) s, i gi ∈ S∗(λi), 0 ≤ µi, λi < 1. Dacă αi, βi, γi sunt
numere reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 1) + βi (λi − 1) + γi (λi − 1)] < 1,

atunci operatorul integralMn, dat prin (3.0.1) este convex de ordin

1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 1) + βi (λi − 1) + γi (λi − 1)] ,

pentru orice i = 1, n.

Setând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.2, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.2.1. Fie funct,iile f ∈ S∗(µ), g ∈ K(λ) s, i g ∈ S∗(λ), 0 ≤ µ, λ < 1. Dacă α este un număr
real strict pozitiv astfel ı̂ncât

α (µ+ 2λ− 3) < 1,

atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este convex de ordin

1− α (µ+ 2λ− 3) .
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Teorema 3.2.3. Fie funct,iile fi ∈ S∗ (αi − 1), zg′i ∈ S∗ (βi) s, i gi ∈ S∗ (γi), i = 1, n. Dacă αi, βi, γi
sunt numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0 pentru orice i = 1, n astfel ı̂ncât

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi + γi] < 1,

atunci operatorul integralMn, definit ı̂n (3.0.1) este convex având ordinul

n∑
i=1

[
(αi − 1)2 + β2

i + γ2
i − αi − βi − γi + 1

]
+ 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.3, obt,inem următorul corolar:

Corolar 3.2.3.1. Fie funct,iile f, zg′, g ∈ S∗ (α). Dacă α este un număr real pozitiv astfel ı̂ncât

0 < 3α < 1,

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este convex de ordin

3α2 − 3α + 1.

Teorema 3.2.4. Fie funct,iile fi ∈ S∗(µi), gi ∈ S∗(νi), hi ∈ K(λi) s, i hi ∈ S∗(ηi), 0 ≤ µi, λi, νi, ηi < 1.
Dacă αi, βi, γi sunt numere reale strict pozitive, αi > 1 s, i |gi(z)| ≤ 1 astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi) + βi (1− λi) + γiηi] < 1,

atunci operatorul integral general Cn, definit ı̂n (3.0.2) este convex s, i are ordinul

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi) + βi (1− λi) + γiηi] ,

pentru orice i = 1, n.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.4, obt,inem corolarul:

Corolar 3.2.4.1. Fie funct,iile f ∈ S∗(µ), g ∈ S∗(ν), h ∈ K(λ) s, i h ∈ S∗(η), 0 ≤ µ, λ, ν, η < 1. Dacă
α este un număr real strict pozitiv s, i |g(z)| ≤ 1 astfel ı̂ncât

α (µ+ ν + η − λ+ 1) < 1,

atunci operatorul integral C, definit ı̂n (2.2.10) este convex de ordin

1 + α (λ− µ− ν − η − 1) .

Teorema 3.2.5. Fie funct,iile fi ∈ S∗(µi), gi ∈ S∗(νi), hi ∈ K(λi) s, i hi ∈ S∗(λi), 0 ≤ µi, λi, νi < 1.
Dacă αi, βi, γi sunt numere reale strict pozitive, αi > 1 s, i |gi(z)| ≤ 1 astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi − 1) + βi (λi − 1) + γi (λi − 1)] < 1,
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atunci operatorul integral Cn, dat prin (3.0.2) este convex de ordin

1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi − 1) + βi (λi − 1) + γi (λi − 1)] ,

pentru orice i = 1, n.

Setând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.5, obt,inem corolarul:

Corolar 3.2.5.1. Fie funct,iile f ∈ S∗(µ), g ∈ S∗(ν), h ∈ K(λ) s, i h ∈ S∗(λ), 0 ≤ µ, λ, ν < 1. Dacă α
este un număr real strict pozitiv s, i |g(z)| ≤ 1 astfel ı̂ncât

α (µ+ ν + 2λ− 3) < 1,

atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este convex de ordin

1− α (µ+ ν + 2λ− 3) .

Teorema 3.2.6. Fie funct,iile fi, gi ∈ S∗ (αi − 1), zh′i ∈ S∗ (βi), s, i hi ∈ S∗ (γi), i = 1, n. Dacă αi, βi, γi
sunt numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0 pentru orice i = 1, n s, i Re (gi(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi + γi] < 1,

atunci operatorul integral Cn, definit ı̂n (3.0.2) este convex având ordinul
n∑
i=1

[
2 (αi − 1)2 + β2

i + γ2
i − αi − βi − γi + 1

]
+ 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.6, obt,inem următorul corolar:

Corolar 3.2.6.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ S∗ (α) s, i zh′i ∈ S∗ (α). Dacă α este un număr real pozitiv s, i
Re (g(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

0 < 3α < 1,

atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este convex de ordin

4α2 − 3α + 1.

Teorema 3.2.7. Fie funct,iile fi ∈ K(µi), gi ∈ S∗(νi), hi ∈ K(λi), hi ∈ S∗(ηi), ki ∈ K(ωi) s, i ki ∈
S∗(ξi), 0 ≤ µi, νi, ηi, λi, ωi, ξi < 1. Dacă αi, βi, γi sunt numere reale strict pozitive, αi > 1 s, i |gi(z)| ≤ 1
astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1) (νi − µi + 1) + βi (ηi + ξi) + γi (2− λi − ωi)] < 1,

atunci operatorul integral general Gn, definit ı̂n (3.0.3) este convex s, i are ordinul

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (νi − µi + 1) + βi (ηi + ξi) + γi (2− λi − ωi)] ,

pentru orice i = 1, n.
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Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teeorema 3.2.7, obt,inem corolarul:

Corolar 3.2.7.1. Fie funct,iile f ∈ K(µ), g ∈ S∗(ν), h ∈ K(λ), h ∈ S∗(η), k ∈ K(ω), k ∈ S∗(ξ),
0 ≤ µ, ν, η, λ, ω, ξ < 1. Dacă α este un număr real strict pozitiv s, i |g(z)| ≤ 1 astfel ı̂ncât

α (ν + η + ξ − µ− λ− ω + 3) < 1,

atunci operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este convex de ordin

1− α (ν + η + ξ − µ− λ− ω + 3) .

Teorema 3.2.8. Fie funct,iile fi ∈ K(µi), gi ∈ S∗(νi), hi ∈ K(λi), hi ∈ S∗(λi), ki ∈ K(ωi) s, i ki ∈
S∗(ωi), 0 ≤ µi, νi, λi, ωi < 1. Dacă αi, βi, γi sunt numere reale strict pozitive, cu αi > 1 s, i |gi(z)| ≤ 1
astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi − 1) + (βi + γi) (λi − ωi)] < 1,

atunci operatorul integral general Gn, dat prin (3.0.3) este convex de ordin

1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi − 1) + (βi + γi) (λi − ωi)] ,

pentru orice i = 1, n.

Setând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.8, obt,inem corolarul:

Corolar 3.2.8.1. Fie funct,iile fi ∈ K(µ), g ∈ S∗(ν), h ∈ K(λ), h ∈ S∗(λ), k ∈ K(ω) s, i k ∈ S∗(ω),
0 ≤ µ, ν, λ, ω < 1. Dacă α este un număr real strict pozitiv s, i |g(z)| ≤ 1 astfel ı̂ncât

α (µ+ ν + 2λ− 2ω − 1) < 1,

atunci operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este convex având ordinul

1− α (µ+ ν + 2λ− 2ω − 1) .

Teorema 3.2.9. Fie funct,iile zfi, gi ∈ S∗ (αi − 1), zh′i ∈ S∗ (γi), hi ∈ S∗ (βi), zk′i ∈ S∗ (γi) s, i ki ∈
S∗ (βi), i = 1, n. Dacă αi, βi, γi sunt numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0 pentru orice i = 1, n s, i
Re (gi(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi + γi] < 1,

atunci operatorul integral Gn, definit ı̂n (3.0.3) este convex având ordinul

n∑
i=1

[
2 (αi − 1)2 − (αi − 1)

]
+ 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.2.9, obt,inem următorul corolar:
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Corolar 3.2.9.1. Fie funct,iile g, h, k ∈ S∗ (α) s, i zf ′i , zh
′
i, zk

′
i ∈ S∗ (α). Dacă α este un număr real

pozitiv s, i Re (g(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât
0 < 3α < 1,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este convex de ordin

2α2 − α + 1.

Teorema 3.2.10. Fie funct,iile fi ∈ S∗(µi), gi ∈ K(λi), hi ∈ S∗(νi), ki ∈ S∗(θi), hi ∈ K(ηi) s, i
ki ∈ K(σi), 0 ≤ µi, νi, θi < 1, 0 ≤ λi, ηi, σi < 1. Dacă αi, βi, γi, δi sunt numere reale strict pozitive s, i
αi > 1 astfel ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1)µi + βi (1− λi) + γi (νi + θi) + δi (2− ηi − σi)] < 1,

atunci operatorul integral Tn, definit ı̂n (3.0.4) este convex de ordin

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1)µi + βi (1− λi) + γi (νi + θi) + δi (2− ηi − σi)] ,

pentru orice i = 1, n.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.2.10, obt,inem corolarul:

Corolar 3.2.10.1. Fie funct,iile f ∈ S∗(µ), g ∈ K(λ), h ∈ S∗(ν), k ∈ S∗(θ), h ∈ K(η) s, i k ∈ K(σ),
0 ≤ µ, ν, θ < 1, 0 ≤ λ, η, σ < 1. Dacă α este un număr real strict pozitiv, astfel ı̂ncât

α (µ+ ν + θ − λ− η − σ + 3) < 1,

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este convex de ordin

1 + α (λ+ η + σ − µ− ν − θ − 3) .

Teorema 3.2.11. Fie funct,iile fi ∈ S∗(µi), gi ∈ K(λi), hi ∈ S∗(νi), ki ∈ S∗(θi), hi ∈ K(νi) s, i
ki ∈ K(θi), 0 ≤ µi, λi, νi, θi < 1. Dacă αi, βi, γi, , δi sunt numere reale strict pozitive s, i αi > 1, astfel
ı̂ncât

n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 1) + βi (λi − 1) + (γi + δi) (νi − θi)] < 1,

atunci operatorul integral general Tn, dat prin (3.0.4) este convex de ordin

1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 1) + βi (λi − 1) + (γi + δi) (νi − θi)] ,

pentru orice i = 1, n.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.2.11, obt,inem următorul corolar:
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Corolar 3.2.11.1. Fie funct,iile f ∈ S∗(µ), g ∈ K(λ), h ∈ S∗(ν), k ∈ S∗(θ), h ∈ K(ν) s, i k ∈ K(θ),
0 ≤ µ, λ, ν, θ < 1. Dacă α este un număr real strict pozitiv, astfel ı̂ncât

α (µ+ λ+ 2ν − 2θ − 2) < 1,

atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este convex de ordin

1− α (µ+ λ+ 2ν − 2θ − 2) .

Teorema 3.2.12. Fie funct,iile fi ∈ S∗ (αi − 1), zg′i ∈ S∗ (βi), hi ∈ S∗ (γi), zh′i ∈ S∗ (δi), ki ∈ S∗ (γi),
zk′i ∈ S∗ (δi) i = 1, n. Dacă αi, βi, γi, δi sunt numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi, δi ≥ 0 pentru orice i = 1, n
astfel ı̂ncât

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi + γi + δi] < 1,

atunci operatorul integral Tn, definit ı̂n (3.0.4) este convex având ordinul

n∑
i=1

[
(αi − 1)2 + β2

i − αi − βi + 1
]

+ 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.2.12, obt,inem următorul corolar:

Corolar 3.2.12.1. Fie funct,iile f, h, k ∈ S∗ (α) s, i zg′, zh′, zk′i ∈ S∗ (α). Dacă α este un număr real
pozitiv, astfel ı̂ncât

0 < 4α < 1,

atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este convex de ordin

2α2 − 2α + 1.

3.3 Condit, ii de convexitate pentru clasa SP(α, β)

Sect,iunea aceasta cont,ine condit,ii suficiente de convexitate pentru operatorii integrali noi având
funct,iile din clasa SP(α, β), α > 0, 0 ≤ β < 1.

Teorema 3.3.1. Fie funct,iile fi ∈ SP(α, β), gi ∈ SP(δ, η), s, i gi ∈ K (λi), α, δ > 0, 0 ≤ β, η, λi < 1
pentru orice i = 1, n. Dacă αi, βi, γi sunt numere reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (β − α− 1) + βi (λi − 1) + γi (η − δ − 1)] > 0,

atunci operatorul integralMn, dat prin (3.0.1) este din clasa K(ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.3.2, avem următorul corolar:
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Corolar 3.3.1.1. Fie funct,iile f ∈ SP(α, β), g ∈ SP(δ, η), s, i g ∈ K (λ), α, δ > 0, 0 ≤ β, η, λ < 1.
Dacă există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (β + η − α− δ + λ− 3) > 0.

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.3.2. Fie funct,iile fi ∈ SP (αi − 1), zg′i ∈ SP (βi) s, i gi ∈ SP (γi), i = 1, n. Dacă αi, βi, γi
sunt numere reale cu αi > 1, βi, γi > 0 pentru orice i = 1, n astfel ı̂ncât

1 <
n∑
i=1

[αi + βi + γi] < 2,

atunci operatorul integralMn, dat prin (3.0.1) este convex de ordin

2−
n∑

1=1

(αi + βi + γi) .

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.3.2, obt,inem corolarul:

Corolar 3.3.2.1. Fie funct,iile f, g ∈ SP (α) s, i zg′ ∈ SP (α). Dacă α este un numar real strict pozitiv
astfel ı̂ncât

0 < 3α < 1

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este o funct,ie convexa de ordin

1− 3α.

Teorema 3.3.3. Fie funct,iile fi ∈ SP(α, β), gi ∈ SP(γ, δ), hi ∈ K (λi) s, i hi ∈ SP(ν, η), α, γ, ν > 0,
0 ≤ β, δ, η, λi < 1 pentru orice i = 1, n. Dacă αi, βi, γi sunt numere reale strict pozitive s, i αi > 1, iar
Re (gi(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (β + δ − α− γ − 1) + βi (λi − 1) + γi (η − ν − 1)] > 0,

atunci operatorul integral Cn, dat prin (3.0.2) este din clasa K(ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.3.3, avem următorul corolar:

Corolar 3.3.3.1. Fie funct,iile f ∈ SP(α, β), g ∈ SP(γ, δ), h ∈ K (λ) s, i h ∈ SP(ν, η), α, γ, ν > 0,
0 ≤ β, δ, η, λ < 1. Dacă există numărul real strict pozitiv α s, i Re (g(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (β + δ + η − α− γ − ν + λ− 3) > 0.

atunci operatorul integral C, definit ı̂n (2.2.10) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.3.4. Fie funct,iile fi, gi ∈ SP (αi − 1), zh′i ∈ SP (βi) s, i hi ∈ SP (γi), i = 1, n. Dacă
αi, βi, γi sunt numere reale cu αi > 1, βi, γi > 0 pentru orice i = 1, n s, i Re (gi(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi + γi] < 1,

atunci operatorul integral Cn, definit ı̂n (3.0.2) este convex de ordin

1−
n∑

1=1

(βi + γi) .
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Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.3.4, obt,inem corolarul:

Corolar 3.3.4.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ SP (α) s, i zh′ ∈ SP (α). Dacă α este un număr real strict pozitiv
s, i Re (g(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

0 < 3α < 1

atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este o funct,ie convexă de ordin

1− 2α.

Teorema 3.3.5. Fie funct,iile fi ∈ N (µi), gi ∈ SP(γ, δ), hi ∈ K (λi), hi ∈ SP(ν, η), ki ∈ K (σi),
ki ∈ SP(θ, ξ), γ, ν, θ > 0, 0 ≤ µi, δ, η, ξ, λi, σi < 1 pentru orice i = 1, n. Dacă αi, βi, γi sunt numere
reale strict pozitive s, i αi > 1, iar Re (gi(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + δ − γ − 1) + βi (η + θ − ν − ξ) + γi (λi − σi)] > 0,

atunci operatorul integral Gn, dat prin (3.0.3) este din clasa K(ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.3.5, avem următorul corolar:

Corolar 3.3.5.1. Fie funct,iile f ∈ K(µ), g ∈ SP(γ, δ), h ∈ K (λ), h ∈ SP(ν, η), k ∈ K (σ), k ∈
SP(θ, ξ), γ, ν, θ > 0, 0 ≤ µ, δ, η, ξ, λ, σ < 1. Dacă există numărul real strict pozitiv α s, i Re (g(z)) ≥ 1
astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (µ+ δ + η + θ + λ− γ − ν − ξ − σ − 1) > 0.

atunci operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.3.6. Fie funct,iile zfi, gi ∈ SP (αi − 1), hi, ki ∈ SP (βi) s, i zh′i, zk
′
i ∈ SP (γi), i = 1, n.

Dacă αi, βi, γi sunt numere reale cu αi > 1, βi, γi > 0 pentru orice i = 1, n s, i Re (gi(z)) ≥ 1 astfel
ı̂ncât

0 <
n∑
i=1

[αi + βi + γi − 1] < 1,

atunci operatorul integral Gn, definit ı̂n (3.0.3) este convex de ordin 1.

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.3.6, obt,inem corolarul:

Corolar 3.3.6.1. Fie funct,iile g, h, k ∈ SP (α) s, i zf ′, zh′, zk′ ∈ SP (α). Dacă α este un număr real
strict pozitiv s, i Re (g(z)) ≥ 1 astfel ı̂ncât

0 < 3α < 1

atunci operatorul integral G, definit in (2.2.16) este o funct,ie convexă de ordin 1.

Teorema 3.3.7. Fie funct,iile fi ∈ SP(α, β), gi ∈ K (λi), hi ∈ SP(σ, η), ki ∈ SP(θ, ξ), , hi ∈ K (µi), ,
ki ∈ K (νi), α, σ, θ > 0, 0 ≤ β, η, ξ, λi, µi, νi < 1 pentru orice i = 1, n. Dacă αi, βi, γi, δi sunt numere
reale strict pozitive s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (β − α− 1) + βi (λi − 1) + γi (θ − ξ − σ + η) + δi (µi − νi)] > 0

atunci operatorul integral general Tn, definit ı̂n (3.0.4) este din clasa K(ρ).
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Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.3.7, avem următorul corolar:

Corolar 3.3.7.1. Fie funct,iile f ∈ SP(α, β), g ∈ K (λ), h ∈ SP(σ, η), k ∈ SP(θ, ξ), , h ∈ K (µ), ,
k ∈ K (ν), α, σ, θ > 0, 0 ≤ β, η, ξ, λ, µ, ν < 1 .Dacă există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (β + λ+ θ + η + µ− α− ξ − σ − ν − 2) > 0

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este din clasa K(ρ).

Teorema 3.3.8. Fie funct,iile fi ∈ SP (αi − 1), zg′i ∈ SP (βi), hi, ki ∈ SP (γi) s, i zh′i, zk
′
i ∈ SP (δi),

i = 1, n. Dacă αi, βi, γi, δi sunt numere reale cu αi > 1, βi, γi, δi > 0 pentru orice i = 1, n astfel ı̂ncât

1 <
n∑
i=1

[αi + βi + γi + δi] < 2,

atunci operatorul integral Tn, definit ı̂n (3.0.4) este convex de ordin

2−
n∑

1=1

(αi + βi) .

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.3.8, obt,inem corolarul:

Corolar 3.3.8.1. Fie funct,iile f, h, k ∈ SP (α) s, i zg′, zh′, zk′ ∈ SP (α). Dacă α este o funct,ie convexă
de ordinul

0 < 4α < 1

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este o funct,ie convexă de ordinul

1− 2α.

3.4 Condit, ii de convexitate pentru clasa S∗β

În acest paragraf sunt descrise condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa de funct,ii convexe Cµ(b),
pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasa S∗β(b), 0 ≤ β < 1, unde b ∈ C− {0}.

Teorema 3.4.1. Fie funct,iile fi ∈ S∗δi(b), gi ∈ Cλi(b) s, i gi ∈ S∗λi(b), 0 ≤ λi, δi < 1, unde b ∈ C − {0}.
De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale strict pozitive s, i αi > 1, pentru orice i = 1, n. Dacă

0 ≤ 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (1− δi) + (βi + γi) (1− λi)] < 1,

atunci operatorul integral generalMn, definit ı̂n (3.0.1) este din clasa Cµ(b), cu

µ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (1− δi) + (βi + γi) (1− λi)] ,

pentru orice i = 1, n.
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Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.4.1, obt,inem corolarul:

Corolar 3.4.1.1. Fie funct,iile f ∈ S∗δ (b), g ∈ Cλ(b) s, i g ∈ S∗λ(b), 0 ≤ λ, δ < 1, unde b ∈ C − {0}. De
asemenea, fie α un număr real strict pozitiv. Dacă

0 ≤ 1 + α (3− δ − 2λ) < 1

atunci operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este din clasa Cµ(b), cu

µ = 1 + α (3− δ − 2λ) .

Teorema 3.4.2. Fie funct,iile fi ∈ S∗δi(b), gi ∈ S∗ηi(b), hi ∈ Cλi(b) s, i hi ∈ S∗λi(b), 0 ≤ λi, δi, ηi < 1, unde
b ∈ C − {0}. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale strict pozitive, cu αi > 1 pentru orice i = 1, n.
Dacă

∣∣∣gi(z)b

∣∣∣ ≤ 1 s, i

0 ≤ 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (3− δi − ηi) + (βi + γi) (1− λi)] < 1,

atunci operatorul integral Cn, definit prin (3.0.2) este din clasa Cµ(b), cu

µ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (3− δi − ηi) + (βi + γi) (1− λi)] ,

pentru orice i = 1, n.

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.4.2, obt,inem corolarul:

Corolar 3.4.2.1. Fie funct,iile f ∈ S∗δ (b), g ∈ S∗η (b), h ∈ Cλ(b) s, i h ∈ S∗λ(b), 0 ≤ λ, δ, η < 1, unde

b ∈ C− {0}. De asemenea, fie α un număr real strict pozitiv. Dacă
∣∣∣g(z)b ∣∣∣ ≤ 1 s, i

0 ≤ 1 + α (5− δ − η − 2λ) < 1,

atunci operatorul integral C, definit ı̂n (2.2.10) este din clasa Cµ(b), cu

µ = 1 + α (5− δ − η − 2λ) .

Teorema 3.4.3. Fie funct,iile fi ∈ Cµi(b), gi ∈ S∗ηi(b), hi ∈ Cλi(b), hi ∈ S∗λi(b), ki ∈ Cσi(b) s, i ki ∈ S∗σi(b),
0 ≤ µi, ηi, λi, σi < 1, unde b ∈ C − {0}. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale strict pozitive, cu
αi > 1 pentru orice i = 1, n. Dacă

∣∣∣gi(z)b

∣∣∣ ≤ 1 s, i

0 ≤ 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (3− µi − ηi) + (βi + γi) (2− λi − σi)] < 1,

atunci operatorul integral Gn, definit prin (3.0.3) este din clasa Cρ(b), cu

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (3− µi − ηi) + (βi + γi) (2− λi − σi)] ,

pentru orice i = 1, n.
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Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.4.3, obt,inem corolarul:

Corolar 3.4.3.1. Fie funct,iile f ∈ Cµ(b), g ∈ S∗η (b), h ∈ Cλ(b), h ∈ S∗λ(b), k ∈ Cσ(b) s, i k ∈ S∗σ(b),

0 ≤ µ, η, λ, σ < 1, unde b ∈ C− {0}. De asemenea, fie α un număr real strict pozitiv. Dacă
∣∣∣g(z)b ∣∣∣ ≤ 1

s, i
0 ≤ 1 + α (5− µ− η − 2λ− 2σ) < 1

atunci operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este din clasa Cρ(b), cu

ρ = 1 + α (5− µ− η − 2λ− 2σ) .

Teorema 3.4.4. Fie funct,iile fi ∈ S∗ηi(b), gi ∈ Cλi(b), hi ∈ S∗ρi(b), hi ∈ Cρi(b), ki ∈ S∗νi(b), ki ∈ Cνi(b),
0 ≤ ηi, λi, ρi, νi < 1 s, i b ∈ C−{0}. De asemenea, fie αi, βi, γi, δi numere reale strict pozitive, cu αi > 1
pentru orice i = 1, n. Dacă

0 ≤ 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (1− ηi) + βi (1− λi) + (γi + δi) (2− ρi − νi)] < 1,

atunci operatorul integral Tn, definit ı̂n (3.0.4) este din clasa Cµ(b), cu

µ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (1− ηi) + βi (1− λi) + (γi + δi) (2− ρi − νi)] ,

pentru orice i = 1, n.

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.4.4, obt,inem corolarul:

Corolar 3.4.4.1. Fie funct,iile f ∈ S∗η (b), g ∈ Cλ(b), h ∈ S∗ρ(b), h ∈ Cρ(b), k ∈ S∗ν (b), k ∈ Cν(b),
0 ≤ η, λ, ρ, ν < 1 s, i b ∈ C− {0}. De asemenea, fie α un număr real strict pozitiv. Dacă

0 ≤ 1 + α (6− η − λ− 2ρ− 2ν) < 1

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este din clasa Cµ(b), cu

µ = 1 + α (6− η − λ− 2ρ− 2ν) .

3.5 Condit, ii de convexitate pentru clasa SH(β)

Această sect,iune cont,ine condit,ii suficiente de convexitate pentru operatorii integrali noi având
funct,iile din clasa SH(β), β > 0.

Teorema 3.5.1. Fie funct,iile fi ∈ SH(δi), gi ∈ K(λi) s, i gi ∈ SH(ηi), 0 < λi < 1 s, i δi, ηi > 0. De
asemenea, fie αi, βi, γi numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă

0 <
n∑
i=1

[− (αi − 1) (2δi + 1) + βi (λi − 1)− γi (2ηi + 1)] +
n∑
i=1

√
2 (δiαi + γiηi − δi) + 1 < 1,

atunci operatorul integral generalMn, definit prin (3.0.1) este convex de ordin
n∑
i=1

[− (αi − 1) (2δi + 1) + βi (λi − 1)− γi (2ηi + 1)] +
n∑
i=1

√
2 (δiαi + γiηi − δi) + 1.
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Fixând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.5.1, avem corolarul următor:

Corolar 3.5.1.1. Fie funct,iile f ∈ SH(δ), g ∈ K(λ) s, i g ∈ SH(η), 0 < λ < 1 s, i δ, η > 0. De asemenea,
fie α un număr real pozitiv. Dacă

0 ≤ α
[
λ− 2δ − 2η − 3 +

√
2 (δ + η)

]
+ 1 < 1

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este convex de ordin

α
[
λ− 2δ − 2η − 3 +

√
2 (δ + η)

]
+ 1.

Teorema 3.5.2. Fie funct,iile fi ∈ SH(δi, νi), gi ∈ K(λi) s, i gi ∈ SH(ηi, θi), 0 < λi ≤ 1, 0 < νi, θi < 1
s, i δi, ηi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă

0 <
n∑
i=1

[− (αi − 1) (δi − νi + 1) + βi (λi − 1)− γi (ηi − θi + 1)] + 1 < 1,

atunci operatorul integralMn, dat prin (3.0.1) este convex având ordinul

n∑
i=1

[− (αi − 1) (δi − νi + 1) + βi (λi − 1)− γi (ηi − θi + 1)] + 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.5.2, urmează corolarul:

Corolar 3.5.2.1. Fie f ∈ SH(δ, ν), g ∈ K(λ) s, i g ∈ SH(η, θ), 0 < λ ≤ 1, 0 < ν, θ < 1 s, i δ, η > 0. De
asemenea, fie α un număr real pozitiv. Dacă

0 < α (ν + λ+ θ − δ − η − 3) + 1 < 1,

atunci operatorul integralM, definit ı̂n (2.2.5) este convex având ordinul

α (ν + λ+ θ − δ − η − 3) + 1.

Teorema 3.5.3. Fie funct,iile fi ∈ SH(δi), gi ∈ SH(νi), hi ∈ K(λi) s, i hi ∈ SH(ηi), 0 < λi < 1 s, i
δi, νi, ηi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă
Re (gi(z)) ≥ 1 s, i

0 <
n∑
i=1

[− (αi − 1) (2δi + 2νi + 1) + βi (λi − 1)− γi (2ηi + 1)] +

+
n∑
i=1

√
2 ((αi − 1) (δi + νi) + γiηi) + 1 < 1,

atunci operatorul integral general Cn, definit ı̂n (3.0.2) este convex de ordin

n∑
i=1

[− (αi − 1) (2δi + 2νi + 1) + βi (λi − 1)− γi (2ηi + 1)] +
n∑
i=1

√
2 ((αi − 1) (δi + νi) + γiηi) + 1.
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Fixând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.5.3, avem corolarul următor:

Corolar 3.5.3.1. Fie funct,iile f ∈ SH(δ), g ∈ SH(ν), h ∈ K(λ) s, i h ∈ SH(η), 0 < λ < 1 s, i
δ, ν, η > 0. De asemenea, fie α un număr real pozitiv. Dacă Re (g(z)) ≥ 1 s, i

0 ≤ α
[
λ− 2δ − 2ν − 2η − 3 +

√
2 (δ + ν + η)

]
+ 1 < 1,

atunci operatorul integral C, definit prin (2.2.10) este convex de ordin

α
[
λ− 2δ − 2ν − 2η − 3 +

√
2 (δ + ν + η)

]
+ 1.

Teorema 3.5.4. Fie funct,iile fi ∈ SH(δi, σi), gi ∈ SH(νi, µi), hi ∈ K(λi) s, i hi ∈ SH(ηi, θi), 0 < λi ≤
1, 0 < σi, µi, θi < 1 s, i δi, νi, ηi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0,
pentru orice i = 1, n. Dacă Re (gi(z)) ≥ 1 s, i

0 <
n∑
i=1

[− (αi − 1) (δi + νi − σi − µi + 1) + βi (λi − 1)− γi (ηi − θi + 1)] + 1 < 1,

atunci operatorul integral Cn, dat prin (3.0.2) este convex de ordin

n∑
i=1

[− (αi − 1) (δi + νi − σi − µi + 1) + βi (λi − 1)− γi (ηi − θi + 1)] + 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.5.4, urmează corolarul:

Corolar 3.5.4.1. Fie funct,iile f ∈ SH(δ, σ), g ∈ SH(ν, µ), h ∈ K(λ) s, i h ∈ SH(η, θ), 0 < λ ≤ 1,
0 < σ, µ, θ < 1 s, i δ, ν, η > 0. De asemenea, fie α un număr real pozitiv. Dacă Re (g(z)) ≥ 1 s, i

0 < α (σ + µ+ λ+ θ − δ − ν − η − 3) + 1 < 1

atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este convex de ordin

α (σ + µ+ λ+ θ − δ − ν − η − 3) + 1.

Teorema 3.5.5. Fie funct,iile fi ∈ K(µi), gi ∈ SH(νi), hi ∈ K(λi), hi ∈ SH(ηi), ki ∈ K(σi) s, i
ki ∈ SH(θi), 0 < µi, λi, σi < 1 s, i νi, ηi, θi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale cu αi ≥ 1,
βi, γi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă Re (gi(z)) ≥ 1 s, i

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 2νi − 1) + βi (−2ηi + 2θi) + γi (λi − σi)] +

+
n∑
i=1

√
2 [(αi − 1) νi + βi (ηi − θi)] + 1 < 1,

atunci operatorul integral general Gn, definit ı̂n (3.0.3) este convex de ordin

n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 2νi − 1) + βi (−2ηi + 2θi) + γi (λi − σi)] +
n∑
i=1

√
2 [(αi − 1) νi + βi (ηi − θi)] + 1.
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Fixând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.4.5, avem următorul corolar:

Corolar 3.5.5.1. Fie funct,iile f ∈ K(µ), g ∈ SH(ν), h ∈ K(λ), h ∈ SH(η), k ∈ K(σ) s, i k ∈ SH(θ),
0 < µ, λ, σ < 1 s, i ν, η, θ > 0. De asemenea, fie α un număr real pozitiv. Dacă Re (g(z)) ≥ 1 s, i

0 ≤ α
[
2θ + λ− 2ν − 2η − σ − 1 +

√
2 (ν + η − θ)

]
+ 1 < 1

atunci operatorul integral G, definit prin (2.2.16) este convex de ordin

α
[
2θ + λ− 2ν − 2η − σ − 1 +

√
2 (ν + η − θ)

]
+ 1.

Teorema 3.5.6. Fie funct,iile fi ∈ K(µi), gi ∈ SH(νi, δi), hi ∈ K(λi), hi ∈ SH(νi, ωi), ki ∈ K(σi) s, i
ki ∈ SH(θi, ξi), 0 < µi, λi, σi ≤ 1, 0 < δi, ωi, ξi < 1 s, i νi, ηi, θi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi numere
reale cu αi ≥ 1, βi, γi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă Re (gi(z)) ≥ 1 s, i

0 <
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + δi − νi − 1) + βi (ωi + θi − ηi − ξi) + γi (λi − σi)] + 1 < 1,

atunci operatorul integral general Gn, definit ı̂n (3.0.3) este convex de ordin
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + δi − νi − 1) + βi (ωi + θi − ηi − ξi) + γi (λi − σi)] + 1.

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 3.5.6, urmează corolarul:

Corolar 3.5.6.1. Fie funct,iile f ∈ K(µ), g ∈ SH(ν, δ), h ∈ K(λ), h ∈ SH(ν, ω), k ∈ K(σ) s, i
k ∈ SH(θ, ξ), 0 < µ, λ, σ ≤ 1, 0 < δ, ω, ξ < 1 s, i ν, η, θ > 0. De asemenea, fie α un număr real pozitiv.
Dacă Re (g(z)) ≥ 1 s, i

0 < α (δ + µ+ ω + θ + λ− ν − η − σ − 1) + 1 < 1,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este convex de ordin

α (δ + µ+ ω + θ + λ− ν − η − σ − 1) + 1.

Teorema 3.5.7. Fie funct,iile fi ∈ SH (µi), gi ∈ K (λi), hi ∈ SH (νi), ki ∈ SH (θi), hi ∈ K (ηi),
ki ∈ K (ρi), 0 < λi, ηi, ρi < 1, µi, νi, θi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi, δi numere reale cu αi ≥ 1,
βi, γi, δi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă

0 <
n∑
i=1

[− (αi − 1) (2µi + 1) + βi (λi − 1)− 2γi (νi − θi) + δi (ηi − ρi)] +

+
n∑
i=1

√
2 ((αi − 1)µi + γi (νi − θi)) + 1 < 1,

atunci operatorul integral general Tn, definit ı̂n (3.0.4) este convex de ordin
n∑
i=1

[− (αi − 1) (2µi + 1) + βi (λi − 1)− 2γi (νi − θi) + δi (ηi − ρi)] +

+
n∑
i=1

√
2 [(αi − 1)µi + γi (νi − θi)] + 1.
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Fixând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.5.7, avem următorul corolar:

Corolar 3.5.7.1. Fie funct,iile f ∈ SH (µ), g ∈ K (λ), h ∈ SH (ν), k ∈ SH (θ), h ∈ K (η), k ∈ K (ρ).
De asemenea, fie α un număr real pozitiv. Dacă

0 < α
[
λ+ 2θ + η − 2µ− 2ν − ρ− 2 +

√
2 (µ+ ν − θ)

]
+ 1 < 1,

atunci operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este convex de ordin

α
[
λ+ 2θ + η − 2µ− 2ν − ρ− 2 +

√
2 (µ+ ν − θ)

]
+ 1.

Teorema 3.5.8. Fie funct,iile fi ∈ SH(µi, εi), gi ∈ K(λi), hi ∈ SH(νi, ξi), ki ∈ SH(θi, σi), hi ∈ K(ηi),
ki ∈ K(ρi), 0 ≤ λi, εi, ξi, σi < 1 s, i µi, νi, θi > 0. De asemenea, fie αi, βi, γi numere reale cu αi ≥ 1,
βi, γi, δi ≥ 0, pentru orice i = 1, n. Dacă

0 <
n∑
i=1

[− (αi − 1) (µi − εi + 1) + βi (λi − 1) + γi (ξi + θi − σi − νi) + δi (ηi − ρi)] + 1 < 1,

atunci operatorul integral general Tn, definit ı̂n (3.0.4) este convex de ordin

n∑
i=1

[− (αi − 1) (µi − εi + 1) + βi (λi − 1) + γi (ξi + θi − σi − νi) + δi (ηi − ρi)] .

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 3.5.8, urmează corolarul:

Corolar 3.5.8.1. Fie funct,iile f ∈ SH(µ, ε), g ∈ K(λ), h ∈ SH(ν, ξ), k ∈ SH(θ, σ), h ∈ K(η),
k ∈ K(ρ), 0 ≤ λ, ε, ξ, σ < 1 s, i µ, ν, θ > 0. De asemenea, fie α un număr real pozitiv. Dacă

0 < α (ε+ ξ + λ+ θ + η − µ− σ − ν − ρ− 2) + 1 < 1

atunci operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este convex de ordin

α (ε+ ξ + λ+ θ + η − µ− σ − ν − ρ− 2) + 1.

3.6 Condit, ii de convexitate pentru funct, ii α-convexe

În acest paragraf sunt descrise condit,ii suficiente de convexitate pentru operatorii integrali studiat,i,
când funct,iile implicate apart,in clasei funct,iilor α-convexeMα, α ∈ R.

Teorema 3.6.1. Fie funct,iile fi ∈ S∗ (αi − 1) s, i gi ∈ Mγi , cu 1 ≤ αi < 2 s, i βi = 1 − γi, pentru orice
i = 1, n. Dacă

0 <
n∑
i=1

[
(αi − 1)2 − αi

]
+ 1 < 1,

atunci operatorul integral generalMn, definit ı̂n (3.0.1) este convex.
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Teorema 3.6.2. Fie funct,iile fi, gi ∈ S∗ (αi − 1) s, i hi ∈ Mγi , cu 1 ≤ αi < 2 s, i βi = 1 − γi, pentru
orice i = 1, n. Dacă Re (gi(z)) ≥ 1 s, i

0 <
n∑
i=1

[
2 (αi − 1)2 − αi

]
+ 1 < 1,

atunci operatorul integral Cn, definit ı̂n (3.0.2) este convex.

Teorema 3.6.3. Fie funct,iile zf ′i , gi ∈ S∗ (αi − 1) s, i hi, ki ∈Mβi , cu 1 ≤ αi < 2 s, i βi = 1− γi, pentru
orice i = 1, n. Dacă Re (gi(z)) ≥ 1 s, i

0 <
n∑
i=1

[
2 (αi − 1)2 − (αi − 1)

]
+ 1 < 1,

atunci operatorul integral Gn, definit ı̂n (3.0.3) este convex.

Teorema 3.6.4. Fie funct,iile fi ∈ S∗ (αi − 1), zg′i ∈ S∗ (βi) s, i hi, ki ∈ Mγi , cu 1 ≤ αi < 2, βi, γi, δi ≥
0 s, i γi = 1− δi, pentru orice i = 1, n. Dacă

0 <
n∑
i=1

[
(αi − 1)2 + β2

i − αi − βi + 1
]

+ 1 < 1,

atunci operatorul integral general Tn, definit ı̂n (3.0.4) este convex.
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Capitolul 4

Condit,ii de apartenent, ă la clasa N (β)

4.1 Condit, ii pentru funct, ii analitice

În acest paragraf sunt descrise condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa N (β), β > 1, pentru
operatorii integrali noi având funct,iile analitice.

Teorema 4.1.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ A, gi ∈ N (λi). Pentru orice λi > 1 s, i fi, gi verificând condit,iile∣∣∣∣zf ′
i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

µ =
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi (λi − 1) + γi] + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral generalMn, definit ı̂n (3.0.1) este din clasa N (µ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 4.1.1, obt,inem corolarul:

Corolar 4.1.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A s, i g ∈ N (λ). Pentru orice λ > 1 s, i f, g verificând condit,iile∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

µ = α (λ+ 1) + 1.

În aceste condit,ii operatorul integralM, dat prin (2.2.5) este din clasa N (µ).

Teorema 4.1.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ A, hi ∈ N (λi). Pentru orice λi > 1 s, ifi, gi, hi verificând
condit,iile ∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, |gi(z)| ≤ 1,
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oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ =
n∑
i=1

[3 (αi − 1) + βi (λi − 1) + γi] + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral Cn, definit ı̂n (3.0.2) este din clasa N (ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 4.1.2,obt,inem corolarul:

Corolar 4.1.2.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A s, i h ∈ N (λ). Pentru orice λ > 1 s, i f, g, h verificând condit,iile∣∣∣∣zf ′
(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, |g(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real stict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = α (λ+ 3) + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este din clasa N (ρ).

Teorema 4.1.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ A, fi ∈ N (µi), hi ∈ N (λi) s, i ki ∈ N (σi). Pentru orice
µi, λi, σi > 1 s, i gi, hi, ki verificând condit,iile∣∣∣∣zg′

i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, |gi(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ =
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + 1) + 2βi + γi (λi − σi)] + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral Gn, definit ı̂n (3.0.3) este din clasa N (ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 4.1.3, obt,inem corolarul:

Corolar 4.1.3.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i f ∈ N (µ), h ∈ N (λ), k ∈ N (σ). Pentru orice
µ, λ, σ > 1 s, i g, h, k verificând condit,iile∣∣∣∣zg′

(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, |g(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = α (µ+ λ− σ + 3) + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este de clasă N (ρ).
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Teorema 4.1.4. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ A, gi ∈ N (λi), hi ∈ N (ρi), ki ∈ N (νi), i = 1, n. Pentru
orice λi, ρi, νi > 1 s, i fi, hi, ki verificând condit,iile∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi, δi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

µ =
n∑
i=1

[(αi − 1) + βi (λi − 1) + 2γi + δi (ρi − νi)] + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral general Tn, definit ı̂n (3.0.4) este din clasa N (µ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 4.1.4, obt,inem corolarul:

Corolar 4.1.4.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i g ∈ N (λ), h ∈ N (ρ), k ∈ N (ν). Pentru orice λ, ρ, ν > 1
s, i f, h, k verificând condit,iile∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

µ = α (λ+ ρ− ν + 2) + 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral T , dat prin (2.2.23) este din clasa N (µ).

4.2 Condit, ii pentru funct, ii din clasa SP(α, β)

Această sect,iune cont,ine condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasaN (β), β > 1, pentru operatorii
integrali noi având funct,iile din clasa funct,iilor SP(α, β), α > 0, 0 ≤ β < 1.

Teorema 4.2.1. Fie funct,iile fi ∈ SP(α, β), gi ∈ SP(δ, η), s, i gi ∈ N (λi), α, δ, λi > 0, 0 ≤ β, η < 1.
Pentru orice numere reale Mi, Ni ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > astfel ı̂ncı̂t

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi + 2α− 1) + βi (λi − 1) + γi (Ni + 2δ − 1)] > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integralMn, definit ı̂n (3.0.1) este din clasa N (ρ).

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 4.2.1, avem corolarul:
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Corolar 4.2.1.1. Fie funct,iile f ∈ SP(α, β), g ∈ SP(δ, η), s, i g ∈ N (λ), α, δ, λ > 0, 0 ≤ β, η < 1.
Pentru orice numere reale M,N ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ N,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (M +N + 2α + 2δ + λ− 3) > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integralM, (2.2.5) este din clasa N (ρ).

Teorema 4.2.2. Fie funct,iile fi ∈ SP(α, β), gi ∈ SP(γ, δ), hi ∈ N (λi) s, i hi ∈ SP(ν, η), α, γ, ν, λi >
0, 0 ≤ β, δ, η < 1. Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zg′
i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi, |gi(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi +Ni + 2α + 2γ − 1) + βi (λi − 1) + γi (Pi + 2ν − 1)] > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral Cn, definit ı̂n (3.0.2) este din clasa N (ρ).

Punând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 4.2.2, avem corolarul:

Corolar 4.2.2.1. Fie funct,iile f ∈ SP(α, β), g ∈ SP(γ, δ), h ∈ N (λ) s, i h ∈ SP(ν, η), α, γ, ν, λ > 0,
0 ≤ β, δ, η < 1. Pentru orice numere reale M,N,P ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zg′
(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ P, |g(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, există numărul real strict pozitiv α astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (M +N + P + 2α + 2γ + 2ν + λ− 3) > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este din clasa N (ρ).

Teorema 4.2.3. Fie funct,iile fi ∈ N (µi), gi ∈ SP(γ, δ), hi ∈ N (λi), hi ∈ SP(ν, η), ki ∈ SP(θ, ξ) s, i
ki ∈ N (σi), µi, γ, ν, θ, λi, σi > 0, 0 ≤ δ, η, ξ < 1. Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zg′

i(z)

gi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi, |gi(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi +Mi + 2γ − 1) + βi (Ni + Pi + 2ν + 4θ − 2ξ − 1) + γi (λi − σi)] > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral general Gn, definit ı̂n (3.0.3) este din clasa N (ρ).
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Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorem 4.2.3, avem corolarul:

Corolar 4.2.3.1. Fie funct,iile f ∈ N (µ), g ∈ SP(γ, δ), h ∈ SP(µ, η), h ∈ N (λ), k ∈ SP(θ, ξ) s, i
k ∈ N (σ), µ, γ, ν, θ, λ, σ > 0, 0 ≤ δ, η, ξ < 1. Pentru orice numere reale M,N,P ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zg′

(z)

g(z)

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)

∣∣∣∣ ≤ P, |g(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, există α un număr real strict pozitiv astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (µ+M +N + P + 2γ + 2ν + 4θ − 2ξ + λ− σ − 1) > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral G, definit ı̂n (2.2.16) este din clasa N (ρ).

Teorema 4.2.4. Fie funct,iile fi ∈ SP(α, β), gi ∈ N (λi), hi ∈ SP(σ, η), ki ∈ SP(θ, ξ), hi ∈ N (µi) s, i
ki ∈ N (νi) α, σ, θ, λi, µi, νi > 0, 0 ≤ β, η, ξ < 1. Pentru numerele reale Mi, Ni, Pi ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

i (z)

fi(z)

∣∣∣∣ ≤Mi,

∣∣∣∣zh′
i(z)

hi(z)

∣∣∣∣ ≤ Ni,

∣∣∣∣zk′
i(z)

ki(z)

∣∣∣∣ ≤ Pi,

oricare ar fi z ∈ U, i = 1, n, există numerele reale strict pozitive αi, βi, γi, δi s, i αi > 1 astfel ı̂ncât

ρ = 1 +
n∑
i=1

[(αi − 1) (Mi + 2α− 1) + βi (λi − 1) + γi (Ni + Pi + 2σ + 4θ − 2ξ) + δi (µi − νi)] > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral general Tn, definit ı̂n (3.0.4) este din clasa N (ρ).

Luând n = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 4.2.4, avem corolarul:

Corolar 4.2.4.1. Fie funct,iile f ∈ SP(α, β), g ∈ N (λ), h ∈ SP(σ, η), k ∈ SP(θ, ξ), h ∈ N (µ) s, i
k ∈ N (ν) α, σ, θ, λ, µ, ν > 0, 0 ≤ β, η, ξ < 1. Pentru orice numere reale M,N,P ≥ 1, care verifică∣∣∣∣zf ′

(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣zh′
(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ N,

∣∣∣∣zk′
(z)

k(z)

∣∣∣∣ ≤ P,

oricare ar fi z ∈ U, există α un număr real strict pozitiv astfel ı̂ncât

ρ = 1 + α (M +N + P + 2α + 2σ + 4θ + λ+ µ− ν − 2ξ − 2) > 1.

În aceste condit,ii, operatorul integral T , definit ı̂n (2.2.23) este din clasa N (ρ).
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Capitolul 5

Condit,ii pentru funct,ii p-valente

5.1 Condit, ii de apartenent, ă la clasa funct, iilor p-valente convexe

În această sect,iune prezentăm condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa funct,iilor p-valente con-
vexe Kp(β), 0 ≤ β ≤ p, pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasa funct,iilor stelate
p-valente S∗p (α), α < 1.

Fie acum operatorul integral

Mp,n(z) =

∫ z

0

ptp−1

n∏
i=1

[(
fi(t)

tp

)αi−1(
gi
′(t)

ptp−1

)βi (gi(t))
tp

)γi]
dt, (5.1.1)

unde fi, gi sunt funct,ii analitice p-valente ı̂n U s, i αi, βi, γi sunt numere complexe.

Pentru p = 1 acest operator integral devineMn, definit ı̂n (3.0.1).

Teorema 5.1.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0 s, i µi, λi, ηi < 1, pentru orice i = 1, n. Dacă
fi ∈ S∗p (µi), gi ∈ Kp(λi) s, i gi ∈ S∗p (ηi), atunciMp,n ∈ Kp(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (1− µi) + βi (1− λi) + γi (1− ηi)] .

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.1.1, obt,inem corolarul:

Corolar 5.1.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A, α > 0 s, i µ, λ, η < 1. Dacă f ∈ S∗(µ), g ∈ K(λ) s, i g ∈ S∗(η),
atunci operatorul integralM∈ K(ρ)

M(z) =

∫ z

0

[
f(t)

t
g′(t)

g(t))

t

]α
dt, (5.1.2)

unde
ρ = 1− α (3− µ− λ− η) .
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Considerăm operatorul integral:

Cp,n(z) =

∫ z

0

ptp−1

n∏
i=1

[(
fi(t)

tp(p−1)
egi(t)

)αi−1(
hi
′(t)

ptp−1

)βi (hi(t))
tp

)γi]
dt, (5.1.3)

unde fi, gi, hi sunt funct,ii analitice p-valente ı̂n U s, i αi, βi, γi sunt numere complexe.

Pentru p = 1 acest operator integral devine Cn, definit ı̂n (3.0.2).

Teorema 5.1.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0. Dacă fi ∈ S∗p(µi), gi ∈ S∗p (νi), hi ∈
Kp(λi), hi ∈ S∗p (ηi) cu µi, νi, λi, ηi < 1 s, i Re (gi(z)) ≥ 1, pentru orice i = 1, n, atunci Cp,n ∈ Kp(ρ),
unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (3− µi − νi) + βi (1− λi) + γi (1− ηi)] .

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.1.2, obt,inem corolarul:

Corolar 5.1.2.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A, α > 0. Dacă f ∈ S∗(µ), g ∈ S∗(ν), h ∈ K(λ), h ∈ S∗(η) cu
µ, ν, λ, η < 1 s, i Re (g(z)) ≥ 1, atunci operatorul integral C ∈ K(ρ), unde

C(z) =

∫ z

0

[
f(t)

t
eg(t)h′(t)

h(t))

t

]α
dt, (5.1.4)

s, i
ρ = 1− α (5− µ− ν − λ− η) .

Considerăm operatorul integral:

Gp,n(z) =

∫ z

0

n∐
i=1

[
ptp−1

(
fi
′(t)

ptp−1

egi(t)

tp−1

)αi−1(
hi(t)

ki(t)

)βi (hi′(t))
ki
′(t)

)γi]
dt, (5.1.5)

unde fi, gi, hi, ki sunt funct,ii analitice p-valente ı̂n U s, i αi, βi, γi numere complexe.

Pentru p = 1 obt,inem operatorul integral Gn, definit ı̂n (3.0.3).

Teorema 5.1.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0. Dacă fi ∈ Kp(µi), gi ∈ S∗p (νi),
hi ∈ Kp(λi), hi ∈ S∗p (ηi), ki ∈ Kp(σi), ki ∈ S∗p (θi) cu µi, νi, λi, ηi, σi, θi < 1 s, i Re (gi(z)) ≥ 1, pentru
orice i = 1, n, atunci Gp,n ∈ Kp(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (3− µi − νi) + βi (θi − ηi) + γi (σi − λi)] .

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.1.3, obt,inem corolarul:

Corolar 5.1.3.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, α > 0. Dacă f ∈ K(µ), g ∈ S∗(ν), h ∈ K(λ), h ∈ S∗(η),
k ∈ K(σ), k ∈ S∗(θ) cu µ, ν, λ, η, σ, θ < 1 s, i Re (g(z)) ≥ 1, atunci operatorul integral G ∈ Kp(ρ), unde

G(z) =

∫ z

0

[
f

′
(t)eg(t)

h(t)

k(t)

h′(t)

k′(t)

]α
dt, (5.1.6)

s, i
ρ = 1− α (3 + θ + σ − µ− ν − λ− η) .
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Fie operatorul integral:

Tp,n(z) =

∫ z

0

n∏
i=1

[
ptp−1

(
fi(t)

tp

)αi−1(
gi
′(t)

ptp−1

)βi (hi(t)
ki(t)

)γi (hi′(t))
ki
′(t)

)δi]
dt, (5.1.7)

unde fi, gi, hi, ki sunt funct,ii analitice p-valente ı̂n U s, i αi, βi, γi, δi numere complexe.

Dacă luăm p = 1 obt,inem operatorul integral Tn, definit ı̂n (3.0.4)

Teorema 5.1.4. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap, αi − 1, βi, γi, δi > 0. Dacă fi ∈ S∗p (µi), gi ∈ Kp(λi),
hi ∈ Kp(ωi), hi ∈ S∗p (ηi), ki ∈ Kp(σi), ki ∈ S∗p (θi) cu µi, λi, ωi, ηi, σi, θi < 1, pentru orice i = 1, n,
atunci operatorul integral Tp,n ∈ Kp(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (1− µi) + βi (1− λi) + γi (θi − ηi) + δi (σi − ωi)] .

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 5.1.4, obt,inem corolarul:

Corolar 5.1.4.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, α > 0. Dacă f ∈ S∗(µ), g ∈ K(λ), h ∈ K(ω), h ∈ S∗(η),
k ∈ K(σ), k ∈ S∗(θ), cu µ, λ, η, ω, σ, θ < 1, atunci operatorul integral T ∈ Kp(ρ), unde

T (z) =

∫ z

0

[
f(t)

t
g′(t)

h(t)

k(t)

h′(t)

k′(t)

]α
dt, (5.1.8)

s, i
ρ = 1− α (2 + θ + σ − µ− λ− η − ω) .

5.2 Condit, ii de apartenent, ă la clasa Np(β)

În acest paragraf descriem condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa funct,iilor p-valente Np(β),
pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasele funct,iilor p-valente Np(β) s, iMp(β), β > 1.

Teorema 5.2.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0 s, i µi, λi, ηi > 1, pentru orice i = 1, n. Dacă
fi ∈Mp(µi), gi ∈ Np(λi) s, i gi ∈Mp(ηi), atunci operatorul integralMp,n ∈ Np(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 1) + βi (λi − 1) + γi (ηi − 1)] .

Teorema 5.2.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0. Dacă fi ∈ Mp(µi), gi ∈ Mp(νi),
hi ∈ Np(λi), hi ∈Mp(ηi) cu µi, νi, λi, ηi > 1 s, i Re (gi(z)) ≤ 1, pentru orice i = 1, n, atunci operatorul
integral Cp,n ∈ Np(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi − 1) + βi (λi − 1) + γi (ηi − 1)] .
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Teorema 5.2.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0. Dacă fi ∈ Np(µi), gi ∈ Mp(νi),
hi ∈ Np(λi), hi ∈ Mp(ηi), ki ∈ Np(σi), ki ∈ Mp(θi) cu µi, νi, λi, ηi, σi, θi > 1 s, i Re (gi(z)) ≤ 1,
pentru orice i = 1, n, atunci operatorul integral Gp,n ∈ Np(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi − 1) + βi (ηi − θi) + γi (λi − σi)] .

Teorema 5.2.4. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap, αi − 1, βi, γi, , δi > 0. Dacă fi ∈ Mp(µi), gi ∈ Np(λi),
hi ∈ Np(ωi), hi ∈ Mp(ηi), ki ∈ Np(σi), ki ∈ Mp(θi) cu µi, λi, ηi, ωi, σi, θi > 1, pentru orice i = 1, n,
atunci operatorul integral Tp,n ∈ Np(ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi − 1) + βi (λi − 1) + γi (ηi − θi) + δi (ωi − σi)] .

5.3 Condit, ii de apartenent, ă la clasa Kp(a, α)

În această sect,iune prezentăm condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa funct,iilor p-valente con-
vexeKp(a, α), pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasa funct,iilor stelate p-valente S∗p (a, α),
a ∈ C, α < 1.

Teorema 5.3.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0 s, i µi, λi, ηi < 1, pentru orice i = 1, n. Dacă
fi ∈ S∗p (a, µi), gi ∈ Kp(a, λi) s, i gi ∈ S∗p (a, ηi), atunci operatorul integralMp,n ∈ Kp(a, ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1)µi + βiλi + γiηi] .

Fixând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.3.1, avem corolarul:

Corolar 5.3.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A, α > 0 s, i µ, λ, η < 1. Dacă f ∈ S∗(a, µ), g ∈ K(a, λ) s, i
g ∈ S∗(a, η), atunci operatorul integralM∈ K(a, ρ), undeM dat prin (5.1.2) s, i

ρ = 1− α (µ+ λ+ η) .

Teorema 5.3.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0. Dacă fi ∈ S∗p (a, µi), gi ∈ S∗p (a, νi),
hi ∈ Kp(a, λi), hi ∈ S∗p(a, ηi) cu µi, νi, λi, ηi < 1 s, i Re (gi(z)) ≥ 1, pentru orice i = 1, n, atunci
operatorul integral Cp,n ∈ Kp(a, ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi + 1) + βiλi + γiηi] .

Fixând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.3.2, avem corolarul:

Corolar 5.3.2.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A, α > 0. Dacă f ∈ S∗(a, µ), g ∈ S∗(a, ν), h ∈ K(a, λ),
h ∈ S∗(a, η) unde µ, ν, λ, η < 1 s, i Re (g)(z)) ≥ 1, atunci operatorul integral C ∈ Kp(a, ρ), unde C
definit ı̂n (5.1.4) s, i

ρ = 1− α (µ+ ν + λ+ η + 1) .
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Teorema 5.3.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap, αi − 1, βi, γi > 0. Dacă fi ∈ Kp(a, µi), gi ∈ S∗p (a, νi),
hi ∈ Kp(a, λi), hi ∈ S∗p (a, ηi), ki ∈ Kp(a, σi), ki ∈ S∗p (a, θi) cu µi, νi, λi, ηi, σi, θi < 1 s, i Re (gi(z)) ≥ 1,
pentru orice i = 1, n, atunci operatorul integral Gp,n ∈ Kp(a, ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1) (µi + νi + 1) + βi (ηi − θi) + γi (λi − σi)] .

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.3.3, avem corolarul:

Corolar 5.3.3.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, α > 0. Dacă f ∈ K(a, µ), g ∈ S∗(a, ν), h ∈ K(a, λ),
h ∈ S∗(a, η), k ∈ K(a, σ), k ∈ S∗(a, θ) cu µ, ν, λ, η, σ, θ < 1 s, i Re (g(z)) ≥ 1, atunci operatorul
integral G ∈ Kp(a, ρ), unde G definit ı̂n (5.1.6) s, i

ρ = 1− α (µ+ ν + η + λ− θ − σ + 1) .

Teorema 5.3.4. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap, αi−1, βi, γi, δi > 0. Dacă fi ∈ S∗p (a, µi), gi ∈ Kp(a, λi),
hi ∈ Kp(a, ωi), hi ∈ S∗p (a, ηi), ki ∈ Kp(a, σi), ki ∈ S∗p (a, θi) cu µi, λi, ωi, ηi, σi, θi < 1, pentru orice
i = 1, n, atunci operatorul integral Tp,n ∈ Kp(a, ρ), unde

ρ = 1−
n∑
i=1

[(αi − 1)µi + βiλi + γi (ηi − θi) + δi (ωi − σi)] .

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 5.3.4, avem corolarul:

Corolar 5.3.4.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A, α > 0. Dacă f ∈ S∗(a, µ), g ∈ K(a, λ), h ∈ K(a, ω),
h ∈ S∗(a, η), k ∈ K(a, σ), k ∈ S∗(a, θ), cu µ, λ, ω, η, σ, θ < 1, atunci operatorul integral T ∈ Kp(a, ρ),
unde

ρ = 1− α (µ+ λ+ ω + η − θ − σ) .

5.4 Condit, ii de apartenent, ă la clasa funct, iilor p-valente stelate

În această sect,iune prezentăm condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa funct,iilor p-valente stelate
S∗p (β), 0 ≤ β ≤ p, pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasa funct,iilor analitice p-valente
Ap.

Teorema 5.4.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Dacă fi, gi satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

1

2
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

1

2
∑n

i=1 γi
, Re

(
zg′′i (z)

g′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 βi
,

atunci operatorul integralMp,n este p-valent stelat ı̂n U.

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Theorem 5.4.1, obt,inem corolarul:
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Corolar 5.4.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. dacă f, g satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

1

2α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

1

2α
, Re

(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
,

atunci operatorul integralM definit ı̂n (5.1.2) este stelat ı̂n discul unitate.

Teorema 5.4.2. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Dacă fi, gi satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

2
∑n

i=1 (αi − 1)
,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

2
∑n

i=1 γi
,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1∑n
i=1 βi

,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integralMp,n este p-valent stelat ı̂n U.

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.4.2, urmează corolarul:

Corolar 5.4.2.1. Fie funct,iile f, g ∈ A s, i α > 0 numere reale pozitive. Dacă f, g satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

2α
,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

2α
,

∣∣∣∣zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < 1

α
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integralM dat prin (5.1.2) este stelat ı̂n U.

Teorema 5.4.3. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

1

3
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

1

3
∑n

i=1 (αi − 1)
,

Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 βi
, Re

zh′i(z)

hi(z)
< p+

1

3
∑n

i=1 γi
, |gi(z)| ≤ 1,

atunci operatorul integral Cp,n este p-valent stelat ı̂n U.

Dacă ı̂n Teorema 5.4.3 considerăm n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α, atunci obt,inem corolarul:

Corolar 5.4.3.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h satisfac inega-
lităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

1

3α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

1

3α
,

Re
(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
, Re

zh′(z)

h(z)
< 1 +

1

3α
, |g(z)| ≤ 1,

atunci operatorul integral C definit ı̂n (5.1.4) este stelat ı̂n discul unitate.

Teorema 5.4.4. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

4
∑n

i=1 (αi − 1)
,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

4
∑n

i=1 (αi − 1)
,∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

4
∑n

i=1 γi
,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1∑n
i=1 βi

, |gi(z)| ≤ 1

4p
∑n

i=1 (αi − 1)
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral Cp,n este p-valent stelat ı̂n U.
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Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.4.4, avem corolarul:

Corolar 5.4.4.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h satisfac inega-
lităt,ile ∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

4α
,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

4α
,∣∣∣∣z′h(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

4α
,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1

α
, |g(z)| ≤ 1

4α
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral C dat prin (5.1.4) este stelat ı̂n U.

Teorema 5.4.5. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile

Re
(
zf ′′i (z)

f ′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

1∑n
i=1 (αi − 1)

, Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

1∑n
i=1 βi

,

Re
zk′i(z)

ki(z)
< p+

1∑n
i=1 βi

, Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 γi
,

Re
(
zk′′i (z)

k′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 γi
, |gi(z)| ≤ 1,

atunci operatorul integral Gp,n este p-valent stelat ı̂n U.

Dacă ı̂n Teorema 5.4.5 considerăm n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α atunci obt,inem corolarul:

Corolar 5.4.5.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile

Re
(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

1

α
, Re

zh′(z)

h(z)
< 1 +

1

α
,

Re
zk′(z)

k(z)
< 1 +

1

α
, Re

(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
, Re

(
zk′′(z)

k′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
, |g(z)| ≤ 1,

atunci operatorul integral G dat prin (5.1.6) este stelat ı̂n discul unitate.

Teorema 5.4.6. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′′i (z)

f ′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1

3
∑n

i=1 (αi − 1)
,

∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

4
∑n

i=1 (αi − 1)
,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

4
∑n

i=1 βi
,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− p
∣∣∣∣ < p

4
∑n

i=1 βi
,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1

3
∑n

i=1 γi
,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1

3
∑n

i=1 γi
, |gi(z)| ≤ 1

4p
∑n

i=1 (αi − 1)
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral Gp,n este p-valent stelat ı̂n U.
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Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.4.6, avem corolarul:

Corolar 5.4.6.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile ∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < 1

3α
,

∣∣∣∣zg′(z)

g(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

4α
,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

4α
,∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1

3α
,

∣∣∣∣zk′′(z)

k′(z)

∣∣∣∣ < 1

3α
, |g(z)| ≤ 1

4α
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral G dat prin (5.1.6) este stelat ı̂n U.

Teorema 5.4.7. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi, δi > 0 numere reale pozitive i = 1, n.
Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

1∑n
i=1 (αi − 1)

, Re
(
zg′′i (z)

g′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 βi
,

Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

1∑n
i=1 γi

, Re
zk′i(z)

ki(z)
< p+

1∑n
i=1 γi

,

Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 δi
, Re

(
zk′′i (z)

k′i(z)
+ 1

)
< p− 3

4
∑n

i=1 δi
,

atunci operatorul integral Tp,n este p-valent stelat ı̂n U.

Dacă considerăm ı̂n Teorema 5.4.7 n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α, atunci obt,inem
corolarul:

Corolar 5.4.7.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

1

α
, Re

(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
, Re

zh′(z)

h(z)
< 1 +

1

α
, Re

zk′(z)

k(z)
< 1 +

1

α
,

Re
(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
, Re

(
zk′′(z)

k′(z)
+ 1

)
< 1− 3

4α
,

atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este stelat ı̂n discul unitate.

Teorema 5.4.8. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi, δi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile∣∣∣∣zf ′i(z)

fi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

3
∑n

i=1 (αi − 1)
,

∣∣∣∣zg′′i (z)

g′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1

3
∑n

i=1 βi
,

∣∣∣∣zh′i(z)

hi(z)
− p
∣∣∣∣ < p

3
∑n

i=1 γi
,

∣∣∣∣zk′i(z)

ki(z)
− p
∣∣∣∣ < p

3
∑n

i=1 γi
,

∣∣∣∣zh′′i (z)

h′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1

3
∑n

i=1 δi
,

∣∣∣∣zk′′i (z)

k′i(z)
− p+ 1

∣∣∣∣ < 1

3
∑n

i=1 δi
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral Tp,n este p-valent stelat ı̂n U.

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 5.4.8, avem corolarul:
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Corolar 5.4.8.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile ∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

3α
,

∣∣∣∣zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ < 1

3α
,

∣∣∣∣zh′(z)

h(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

3α
,∣∣∣∣zk′(z)

k(z)
− 1

∣∣∣∣ < 1

3α
,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1

3α
,

∣∣∣∣zh′′(z)

h′(z)

∣∣∣∣ < 1

3α
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este stelat ı̂n U.

5.5 Condit, ii de apartenent, ă la clasa funct, iilor p-valente aproape-
convexe

În această sect,iune prezentăm condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa funct,iilor p-valente aproape-
convexe, pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasa funct,iilor analitice p-valente.

Teorema 5.5.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Dacă fi, gi satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

a

2 (1 + a) (1− b)
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

a

2 (1 + a) (1− b)
∑n

i=1 γi
,

Re
(
zg′′i (z)

g′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 βi
,

pentru orice a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integralMp,n este p-valent aproape-
convex ı̂n U.

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.5.1, obt,inem corolarul:

Corolar 5.5.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

a

2 (1 + a) (1− b)α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

a

2 (1 + a) (1− b)α
,

Re
(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
< 1 +

b

(1 + a) (1− b)α
,

pentru orice a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral M dat prin (5.1.2) este
aproape-convex ı̂n U.

Teorema 5.5.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

a

3 (1 + a) (1− b)
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

a

3 (1 + a) (1− b)
∑n

i=1 (αi − 1)
,

Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

a

3 (1 + a) (1− b)
∑n

i=1 γi
, Re

(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 βi
,
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|gi(z)| ≤ 1,

pentru orice a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral Cp,n este p-valent aproape-
convex ı̂n U.

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.5.2, avem corolarul:

Corolar 5.5.2.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h satisfac inga-
lităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

a

3 (1 + a) (1− b)α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

a

3 (1 + a) (1− b)α
,

Re
zh′(z)

h(z)
< 1 +

a

3 (1 + a) (1− b)α
, Re

(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1 +

b

(1 + a) (1− b)α
, |g(z)| ≤ 1,

pentru orice a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral C dat prin (5.1.4) este
aproape-convex ı̂n U.

Teorema 5.5.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile

Re
(
zf ′′i (z)

f ′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

a

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 (αi − 1)
,

Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

a

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 βi
, Re

zk′i(z)

ki(z)
< p+

a

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 βi
, |gi(z)| ≤ 1,

Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 γi
, Re

(
zk′′i (z)

k′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 γi
,

oricare ar fi a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral Gp,n este p-valent aproape-
convex ı̂n U.

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.5.3, urmează corolarul:

Corolar 5.5.3.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile

Re
(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)
< 1 +

b

(1 + a) (1− b)α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

a

(1 + a) (1− b)α
,

Re
zh′(z)

h(z)
< 1 +

a

(1 + a) (1− b)α
, Re

zk′(z)

k(z)
< 1 +

a

(1 + a) (1− b)α
,

Re
(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1+

b

(1 + a) (1− b)α
, Re

(
zk′′(z)

k′(z)
+ 1

)
< 1+

b

(1 + a) (1− b)α
, |g(z)| ≤ 1,

pentru orice a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral G dat prin (5.1.6) este
aproape-convex ı̂n U.
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Teorema 5.5.4. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi, δi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
+1 < p+

a

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

(
zg′′i (z)

g′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 βi
,

Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

a

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 γi
, Re

zk′i(z)

ki(z)
< p+

a

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 γi
,

Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 δi
, Re

(
zk′′i (z)

k′i(z)
+ 1

)
< p+

b

(1 + a) (1− b)
∑n

i=1 δi
,

oricare ar fi a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral Tp,n este p-valent aproape-
convex ı̂n U.

Fixând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 5.5.4, urmează corolarul:

Corolar 5.5.4.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

a

(1 + a) (1− b)α
, Re

(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
< 1 +

b

(1 + a) (1− b)α
,

Re
zh′(z)

h(z)
< 1 +

a

(1 + a) (1− b)α
, Re

zk′(z)

k(z)
< 1 +

a

(1 + a) (1− b)α
,

Re
(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1 +

b

(1 + a) (1− b)α
, Re

(
zk′′(z)

k′(z)
+ 1

)
< 1 +

b

(1 + a) (1− b)α
,

pentru orice a > 0, b ≥ 0, a + 2b ≤ 1 s, i z ∈ U, atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este
aproape-convex ı̂n U.

5.6 Condit, ii de apartenent, ă la clasa funct, iilor uniform p-valente
aproape-convexe

Acest paragraf cont,ine condit,ii suficiente de apartenent, ă la clasa funct,iilor uniform p-valente
aproape-convexe, pentru operatorii integrali noi având funct,iile din clasa funct,iilor analitice p-valente.

Teorema 5.6.1. Fie funct,iile fi, gi ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Dacă fi, gi satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

1

2
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

1

2
∑n

i=1 γi
, Re

(
zg′′i (z)

g′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 βi
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integralMp,n este uniform p-valent aproape-convex ı̂n U.

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.6.1, avem corolarul:
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Corolar 5.6.1.1. Fie funct,iile f, g ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

1

2α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

1

2α
, Re

(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integralM definit ı̂n (5.1.2) este uniform aproape-convex ı̂n U.

Teorema 5.6.2. Fie funct,iile fi, gi, hi ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

1

3
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

1

3
∑n

i=1 (αi − 1)
,

Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

1

3
∑n

i=1 γi
, Re

(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 βi
, |gi(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral Cp,n este uniform p-valent aproape-convex ı̂n U.

Fixând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Theorem 5.6.2, obt,inem corolarul:

Corolar 5.6.2.1. Fie funct,iile f, g, h ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h satisfac inega-
lităt,ile

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

1

3α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

1

3α
,

Re
zh′(z)

h(z)
< 1 +

1

3α
, Re

(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
, |g(z)| ≤ 1,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral C dat prin (5.1.4) este uniform aproape-convex ı̂n U.

Teorema 5.6.3. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi − 1, βi, γi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile

Re
(
zf ′′i (z)

f ′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 (αi − 1)
, Re

zg′i(z)

gi(z)
< p+

1∑n
i=1 (αi − 1)

,

Re
zh′i(z)

hi(z)
< p+

1∑n
i=1 βi

, Re
zk′i(z)

ki(z)
< p+

1∑n
i=1 βi

, |gi(z)| ≤ 1,

Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 γi
, Re

(
zk′′i (z)

k′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 γi
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral Gp,n este uniform p-valent aproape-convex ı̂n U.

Punând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = α ı̂n Teorema 5.6.3, obt,inem corolarul:

Corolar 5.6.3.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac
inegalităt,ile

Re
(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
, Re

zg′(z)

g(z)
< 1 +

1

α
, Re

zh′(z)

h(z)
< 1 +

1

α
, Re

zk′(z)

k(z)
< 1 +

1

α
,

Re
(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
, Re

(
zk′′(z)

k′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
, |g(z)| ≤ 1,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integral G definit ı̂n (5.1.6) este uniform aproape-convex ı̂n U.

106



Teorema 5.6.4. Fie funct,iile fi, gi, hi, ki ∈ Ap s, i αi−1, βi, γi, δi > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1, n. Dacă fi, gi, hi, ki satisfac inegalităt,ile

Re
zf ′i(z)

fi(z)
< p+

1∑n
i=1 (αi − 1)

, Re
(
zg′′i (z)

g′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 βi
, Re

zh′i(z)

hi(z)
< p+

1∑n
i=1 γi

,

Re
zk′i(z)

ki(z)
< p+

1∑n
i=1 γi

, Re
(
zh′′i (z)

h′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 δi
, Re

(
zk′′i (z)

k′i(z)
+ 1

)
< p− 2

3
∑n

i=1 δi
,

oricare ar fi z ∈ U, atunci operatorul integral Tp,n este uniform p-valent aproape-convex ı̂n U.

Luând n = p = 1 s, i αi − 1 = βi = γi = δi = α ı̂n Teorema 5.6.4, obt,inem corolarul:

Corolar 5.6.4.1. Fie funct,iile f, g, h, k ∈ A s, i α > 0 un număr real pozitiv. Dacă f, g, h, k satisfac

Re
zf ′(z)

f(z)
< 1 +

1

α
, Re

(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
< 1− 1

3α
, Re

zh′(z)

h(z)
< 1 +

1

α
,

Re
zk′(z)

k(z)
< 1 +

1

α
, Re

(
zh′′(z)

h′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
, Re

(
zk′′(z)

k′(z)
+ 1

)
< 1− 2

3α
,

pentru orice z ∈ U, atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este uniform aproape-convex ı̂n U.
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[8] C. Bărbatu, D. Breaz, Classes of an univalent integral operator. Studia Univ.”Babes-Bolyai”, Cluj-
Napoca, Mathematica, submitted.
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[11] C. Bărbatu, D. Breaz, Univalence Criteria for a General Integral Operator. Filomat, to appear
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[29] C. Bărbatu, D. Breaz, Order convexity for a family of integral operator. Communications in App.
Math. and Computational Sci., to appear
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[60] E. Deniz, H. Orhan, An extension of the univalence criterion for a family of integral operators.
Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska Sect. A 64, 2(2010), pg. 29-35.

[61] E. Deniz, H. Orhan and H.M. Srivastava, Some sufficient conditions for univalence of certain
families of integral operators involving generalized Bessel functions. Taiwanese J. of Math., vol.15,
no.2(2011), 883-917.

[62] J. Dziok, Applications of the Jack lemma. Acta Math. Hungar, 105(1-2), 2004, 94-102.

[63] B. A. Frasin, A note on certain analytic and univalent functions. Southeast Asian J. Math. ,
28(2004), 829-836.

[64] B. A. Frasin, Family of analytic functions of complex order. Acta Math. Acad.Paedagog. Nyhazi.
(N.S.), 22(2006), 179-191.

[65] B. A. Frasin, Univalence criteria for general integral integral operator. Mathematical Communi-
cations, 16(2011), 115-124.

[66] B. A. Frasin, Order of convexity and univalence of general integral operator. J. Franklin Inst.,
348(2011), 1013-1019.

[67] B. A. Frasin, Sufficient conditions for the univalence of an integral operator. Asia Pacific Journal
of Mathematics, vol.5, no.1(2018) 85-91.

[68] B.A. Frasin, T. Al-Hawary, F. Yousef, On the univalence of general integral operator. Acta Univer-
sitatis Apulensis, Alba Iulia, 53(2018), pg. 9-17.

[69] B. A. Frasin, M. Darus, On certain analytic univalent functions. Internat. J. Math. and Math. Sci.,
25 (5) (2001), pg. 305-310.

111



[70] B. A. Frasin, J. Jahangiri A new and comprehensive class of analytic functions. Analele Univ.
Oradea, Fasc. Math. , XV(2008), 59-62.

[71] A. W. Goodman, On uniformly starlike functions. J. Math. Anal. Appl., 55(1991), 364-370.

[72] I. J. Kim, E. P. Merkes, On an integral of powers of a spirallike function. Kyungpook Math. J.,
12(1972), no. 2, 249-253.

[73] O. Mayer, The Functions Theory of the One Variable Complex . Acad. Ed., Bucuresti, Romania,
1981, 101-117.
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