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Introducere

Analiza complexd dateaza din secolul al XVIIl-lea, fiind un domeniu de interes care a evoluat
spectaculos si datoritd multiplelor aplicatii in diferite ramuri ale stiintei si tehnicii.

Teoria geometricd a functiilor de o variabild complexd este o ramura aparte a Analizei complexe
care coreleazd rationamentele riguroase cu modelele geometrice intuitive. Primele lucrari semnificative
au fost publicate la inceputul secolului al XX — lea de catre P. Koebe in 1907, T.H. Gromwell in 1914,
L.W. Alexander in 1915, L. Bieberbach in 1916. Conjectura lui Bieberbach, demonstratd de cédtre Louis
de Branges in 1984 a dus la aparitia unor noi directii de studiu in teoria geometrica a functiilor analitice,
una dintre acestea fiind definirea unor noi clase de functii univalente pentru care conjectura ar putea fi
verificata.

Analiza complexd ocupd un loc de cinste si in scoala romaneascd de matematicda. Cercetatorii
romani au contribuit decisiv la progresul acestei ramuri stiintifice prin D. Pompeiu, Gh. Calugdreanu
si PT. Mocanu. Gh. Cilugéreanu, pdrintele scolii romanesti de Teoria Functiilor Univalente, a obtinut
pentru prima datd conditii necesare si suficiente de univalenta, iar P.T. Mocanu a introdus clasa functiilor
a-convexe, a abordat problema injectivitatii neanalitice si a creat impreund cu S.S. Miller binecunoscuta
metodd de studiu a unor clase de functii univalente numita ,,metoda functiilor admisibile”, metoda sub-
ordondrilor diferentiale, iar mai recent teoria subordondrilor diferentiale. Acad. P.T. Mocanu a dus mai
departe Scoala de Teoria Functiilor Univalente la Univ. Babes-Bolyai, fondata de Gh. Calugareanu.

Proprietatea de univalenta a functiilor de o variabild complexa constituie obiectul cercetdrii multor
matematicieni, prin determinarea unor conditii necesare si suficiente de univalentd. Interpretarea geo-
metricd a functiilor univalente se face prin transformari conforme. Astfel, se pot analiza parametrii unei
anumite transformari conforme, care verifica conditiile suplimentare de univalenta.

Conditiile necesare si suficiente de univalentd sunt prezentate de obicei sub forma unor inegalitdti
diferentiale, dar proprietatea de univalentd poate fi demonstrata si prin alte metode cum ar fi: metoda pa-
rametrica a lui Loewner, metoda reprezentarilor integrale, metoda subordondrilor diferentiale (cunoscuta
si ca metoda functiilor admisibile) si metoda superordondrilor diferentiale.

Un rol central in teoria geometricd a functiilor de o variabild complexa 1l joacd studiul operatorilor
integrali, definifi pe anumite spatii de functii analitice. Primul operator integral pe clase de functii univa-
lente a fost introdus in 1915 de cétre J.W. Alexander, iar de atunci mai multi cercetitori si-au manifestat
interesul pentru acest studiu. Dintre acestia amintim pe R. Libera, S. Bernardi, S.S. Miller, P.T. Mocanu,
M.O. Reade, R. Singh, N.N. Pascu si multi altii.

Noutatea rezultatelor prezentate in aceastd lucrare cuprind: introducerea unor operatori integrali
ca extensie a unor operatori deja cunoscuti, reprezentati ca si cazuri particulare, precum si investigarea
proprietatilor geometrice de univalenta, convexitatea, stelaritatea, dar si ale altor clase de functii speci-
ale, pentru operatori integrali noi. Operatorii integrali introdusi aici sunt generalizari ale unor operatori
integrali consacrati 1n literatura de specialitate, reprezentati prin constuctii de mai multe functii. Deta-
lierea acestora este prezentatd in sectiunea 2.1. Pentru acesti operatori integrali noi am obtinut conditii
de: univalentd, stelaritate, convexitate, dar si de partenenta la unele clase speciale de functii analitice.
Aceasta tezd este structurata pe 5 capitole, o introducere si o bibliografie si se bazeaza pe 35 de lucrari
publicate sau in curs de publicare (scrise in colaborare cu D. Breaz) precum si cateva idei nepublicate
inca.



Primul capitol intitulat "Notiuni preliminare” este impartit in patru paragrafe. Sunt prezentate aici
definitii fundamentale si rezultate ce constituie baza necesard pentru urmdtoarele capitole. Mai precis,
sunt prezentate definitii si proprietdti cu privire la functii analitice, functii univalente, functii cu partea
reald pozitiva, functii stelate, functii convexe, dar si alte clase speciale de functii. Ultima sectiune din
acest capitol contine criteriile de univalentd folosite Tn demonstrarea rezultatelor principale din capitolele
urmitoare, date de Pascu [89], [90], Pescar [93], [94], Becker [42], Ozaki si Nunokawa [88].

In urmaitoarele patru capitole sunt prezentate rezultate originale care reprezintd contributia autorului
adusd domeniului teoriei geometrice a functiilor analitice.

Capitolul 2 contine 8 sectiuni si Tncepe cu prezentarea a patru operatori integrali generali noi, care
constituie extensii ale unor operatori integrali cunoscuti si care sunt formati din mai multe functii. De
asemenea este marcatd legitura dintre acesti operatori si alte rezultate importante din domeniu. Precizdm
ca toate rezultatele obtinute in aceastd lucrare se referd la cei patru operatori integrali introdusi aici.

Al doilea paragraf se ocupa de obtinerea unor criterii suficiente de univalentd adresate operatorilor
integrali, atunci cand functiile sunt analitice. Justificarea acestor rezultate se face pe baza criteriilor de
univalentd date de Pascu si Pescar si sunt continute in lucrérile [3], [6], [7], [8].

Sectiunea 2.3, cuprinsi in lucrdrile [9], [10], prezintd noi conditii de univalentd pentru operatorii
integrali generali, M, si 75, n, utilizdnd o extensie a criteriului de univalentd al lui Becker, dat de
Pascu in [90], dar si rezultatul dat de Mocanu si Serb in [76].

In paragraful 2.4 s-a abordat studiul unor proprietiti de conservare a clasei functiilor univalente de
cétre operatorii integrali. Instrumentele care au condus la aceste rezultate, incluse in lucririle [23], [24],
[25], [26], sunt criteriile de univalentd a lui Becker si Pascu, dar si cunoscutele inegalititi a lui Nehari.

Paragraful 2.5 verifica univalenta operatorilor integrali cand functiile implicate apartin clasei G,,
definitd de Silverman in [109], pentru operatorii integrali M, si 7., utilizdnd criteriile de univalentd
al lui Pascu [90] si Pescar [93]. Aceste continuturi se gdsesc in lucrdrile [11], [12].

Sectiunea 2.6 are in vedere conditii suficiente de univalenta pentru operatorii integrali definiti aici,
avand functiile din clasa S(p) studiatd de Ozaki, Nunokawa, Yang, Liu, Singh si altii. Dovezile acestor
rezultate utilizeazi criteriul de univalentd a lui Pescar [93] si sunt tipdrite in lucrérile [13], [14].

In continuare, paragraful 2.7, trateazi univalenta operatorilor integrali pentru functii care fac parte
din clasele B(y) definitd de Frasin si Darus in [69)] si S, studiatd de Ponnusamy si Sing in [105]. Demon-
strarea acestor rezultate, din lucririle [15], [16], [17], [18], vine cu ajutorul inegalititilor date de Deniz
[60] si Frasin [63], precum si datoritd criteriilor de univalentd Pascu [90] si Pescar [93].

Ultima sectiune a acestui capitol abordeaza univalenta operatorilor integrali pentru functii care sunt
membri ai clasei B(u, «) definitd de Frasin si Jahangiri in [70] si reprezintd continutul lucrérilor [19],[20],
[21], [22]. Criteriile de univalentd Pascu [90] si Pescar [93], dar si Teorema Mocanu-Serb [76] conduc la
aceste rezultate.

Capitolul 3 trateazi problema convexititii operatorilor integrali, fiind impdrtit in 6 paragrafe. In
fiecare paragraf provenienta functiilor diferd de la o clasa la alta.

Sectiunea 3.1 are ca punct de plecare functii apartinand claselor Gy, B(u, ) si S3. Continuturile
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acestea se afld in lucrdrile [27], [30], [33], [36].

Urmeazi randul claselor de functii stelate in sectiunea 3.2, rezultatele fiind cuprinse in lucrarile [27],
1301, [33], [36], [29]. [32], [33], [39). in acest caz s-a gisit ordinul de convexitate pentru fiecare operator
integral cercetat.

Studiul convexititii continud in paragraful 3.3 cu functii ficand parte din clasa SP(«, [3), informatii
cuprinse in lucririle [28], [31], [34], [37], [29], [32], [35], [39].

Paragraful 3.4 ne prezintd abordarea convexititii operatorilor integrali din perspectiva functiilor de
clasd S;. Noutiti care se regisesc in lucrdrile [28], [31], [34], [37].

Apoi prezentdam in sectiunea 3.5 ordinele de convexitate ale operatorilor integrali pentru cazul cand
functiile sunt membri ai clasei SH(/3), studii incluse in lucrérile [29], [32], [35], [39].

Finalul acestui capitol vine cu abordarea convexitdtii operatorilor integrali pentru functii « - con-
vexe. In lucririle [29], [32], [35], [39] prezentdm aceste informatii.

In capitolul 4, compus din doui paragrafe, ilustrim citeva conditii de apartenentd a operatorilor
integrali la clasa de functii N'(/3). Prima sectiune de aici foloseste functii analitice, iar cealaltd functii
din clasa SP(a, (). Rezultatele obtinute in acest capitol se gisesc in lucrdrile [28], [31], [34], [37].

Ultimul capitol inglobeaza sase sectiuni si se referd la studiul functiilor p-valente. Aceste studii
sunt grupate in patru articole distincte, adresate fiecarui operator integral in parte si urmeaza a fi trimise
spre publicare.

Sectiunea 5.1 identifica conditii de apartenentd a operatorilor integrali la clasa functiilor convexe
p-valente. In acest scop functiile implicate sunt cuprinse in clasa functiilor stelate p-valente.

Continutul sectiunii 5.2 este format din conditii de apartenentd la clasa N, (5), in timp ce functiile
sunt membrii ai claselor V,(3) si M, (5).

Urmeazd incadrarea operatorilor integrali, prin conditii specifice la clasa /C,(a, o) prezentatd in
paragraful 5.3. Rolul functiilor aici este jucat in clasa S;(a, a).

Paragraful 5.4 duce functiile analitice p-valente ale operatorilor integrali in clasa functiilor stelate
p-valente prin intermediul unor conditii specifice.

Mai departe, sectiunea 5.5 transpune in anumite conditii functiile analitice p-valente in clasa functiilor
aproape-convexe p-valente.

Rezultatele finale seteaza functiile in clasa functiilor analitice p-valente si prezintd conditii pentru
care operatorii integrali apartin clasei functiilor uniform p-valente aproape convexe.



Capitolul 1

Rezultate preliminare

1.1 Definitii, notatii si rezultate elementare din teoria functiilor
univalente

Notiunile si rezultatele descrise in acest paragraf fac parte din elementele de baza ale literaturii de
specialitate: notiunea de functie olomorfd, functie univalentd, functie analiticd, Teorema Mocanu-Serb,
Teorema lui Nehari, precum si Lema Generald Schwarz deseori Intilnitd Tn demonstrarea rezultatelor
principale.

Definitia 1.1.1. O functie f se numeste olomorfd in punctul z,, dacd existd o vecindtate V- € V(z),
astfel incdt f sd fie derivabild in aceastd vecindtate.

Definitia 1.1.2. O functie olomorfd si injectivd pe un domeniu D, din C se numeste univalentd pe D.
Notam cu Hy (D) multimea functiilor univalente pe D.

Definitia 1.1.3. Fie f : D — C, z € D. Spunem cd functia f este analiticd in punctul z, sau
dezvoltabild in serie Taylor in zy, dacd existd un disc U (z9,7) = {z € C:| z — 2z |< r} C D, astfel
incdt f sd fie suma unei serii Taylor, adicd:

(o]
f(z)= Zan (z—2)", 2€U(z,r).
n=0
Spunem cd functia f este analiticd in domeniul D, dacd este analiticd in fiecare punct al lui D.

Considerdm in continuare urmitoarele notatii: U = {z € C:| z |< 1} - discul unitate din planul
complex.

Vom considera de asemenea, pentru a € C si n € N*, multimea
Hla,n] = {f € HU): f(z) = a+ apz" + ans12" ...},

A, ={f€HU): f(z) =a+ an2"...}



s
A=A,.

Vom nota cu

S={feA:feHU)},
clasa functiilor univalente in discul unitate si normate cu conditiile

/

f(0) = f(0)=1=0,
deci functiile olomorfe si univalente In U, care au dezvoltare 1n serie de puteri de forma
f(2)=z+a2*+..., |2] <1

Notdm cu
P={peH(U):p0)=1,Rep(z) >0,z € U},

clasa functiilor de tip Caratheodory.
Urmatoarea teorema a fost demonstratd de Mocanu si Serb.

Teorema 1.1.1. (Mocanu - Serb [76]) Fie My = 1,5936... solutia pozitivd a ecuatiei

(2—M)eM =2. (1.1.1)
Daca f € Asi

f"(2))

ey <o

pentru z € U, atunci

!/
Zf(z))—1‘g1, (z€l).
Marginea M, este fixd.

Teorema 1.1.2. (Lema Generald Schwarz)|73] Fie functia f regulatd in discul Up = {z € C: |z| < R}
cu |f(2)] < M, pentru M fixat. Dacd f(z) are un zero cu ordinul de multiplicitate mai mare sau egal
decdt m pentru z = 0, atunci

M
< —2z2™M.
1) € 7
Egalitatea este adevdratd numai dacd
0 M
0 m
f<Z> =€ Rmz Y

unde 0 este constant.

Pe de alta parte, Nehari a dovedit alte rezultate importante.



Teorema 1.1.3. (Nehari[77]) Dacd functia g este regulatd pe discul unitate U si |g(z)| < 1in U, atunci
pentru orice & € U urmdtoarele inegalitdti sunt adevdrate

9(&) —9l2) | | £== (1.12)
L—g(2)g(©)] ~ 11—
Si
, 1—g(2)
9 (2)( < l—g‘
1—|z]
avem egalitate in cazul in care g(2) = e{55%, unde || = 1 si [u| < 1.

Observatia 1.1.4. ([77]) Pentru z = 0, inlocuind in relatia (1.1.2), oricare ar fi £ € U, obtinem

g(§) —9(0)

1—g(0)g(¢) =K

si, prin urmare
€1+ 19(0)]

+19(0) 1g()

9(9) < -

Considerand g(0) = a si £ = z, atunci

2] + lal
2)| < S0
9= T ane)

pentru orice z € U.

In urmitoarele doud sectiuni vom aminti rezultate importante privitoare la urmitoarele clase de
functii: clasa functiilor stelate, clasa functiilor stelate de ordin o, clasa functiilor stelate de ordin complex
b si tip A, clasa functiilor convexe, clasa functiilor convexe de ordin «, clasa functiilor convexe de ordin
complex b si tip A, clasa functiilor a-convexe, dar si diferite clase speciale de functii analitice precum:
clasa functiilor B(y), clasa functiilor B(s, o), clasa functiilor S, clasa functiilor SP, clasa functiilor
SP(a, ), clasa functiilor SH(f3), clasa functiilor S(p), clasa functiilor G, clasele functiilor M () si
N(B), clasele S si Sg , clasa functiilor A,, clasele functiilor Sy () si S;(a, a), clasele functiilor /C, (3)
si Ky (a, @), clasele functiilor M,,(3) si N, (), clasa functiilor U, (3, k).

1.2 Clasa functiilor stelate si clasa functiilor convexe

Definitia 1.2.1. Fie functia f € H(U), cu proprietatea cd f(0) = 0. Spunem ca functia f este stelatd
in raport cu originea (sau stelatd) dacd functia f este univalentd pe U, iar imaginea sa f(U) este un
domeniu stelat in raprt cu originea.

Domeniul f(U) se numeste domeniu stelat in raport cu originea, dacd pentru orice z € U, segmen-
tul care uneste originea cu f(z) este inclus in f(U) .



Teorema 1.2.1. ( [74]) Fie f o functie olomorfd in f(U) cu f(0) = 0. Atunci f este univalentd si f(U)
este un domeniu stelat in raport cu originea dacd si numai dacd f /(O) #+0si

Re (Z;(S)> >0, ze U.

Definitia 1.2.2. Vom nota cu S* clasa functiilor olomorfe in U, cu f(0) = 0, f(0) = 1 si care sunt
stelate in raport cu originea in U. Deci

St = {f € H(U), f(0) = f'(0) — 1 = 0,Re (ij(i?) >0,z € U} .

Definitia 1.2.3. O functie f € A se numeste functie stelatd de ordin o, 0 < « < 1 dacd verificd

inegalitatea
Re <zf (Z)> >a, z€U.
f(2)

Notdm cu §*(«) clasa acestor functii.

Definitia 1.2.4. O functie f € A spunem cd este stelatd de ordin complex b, (b € C — {0}) si tip )\,
(0 < X < 1), dacd si numai dacd

refie (29 ) en

Notdam cu S5 (b) clasa acestor functii.

Definitia 1.2.5. O functie f € H(U) se numeste functie convexd in U, dacd functia f este univalentd pe
U, iar imaginea sa f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.2.2. ( [74]) O functie f olomorfd in U este univalentd si f(U) este un domeniu convex dacd
si numai dacd f (0) # 0 si
Re(l—i—zf, (Z)> >0, zeU.
f(2)
Definitia 1.2.6. Vom nota cu K sau S° clasa functiilor olomorfe in U, cu f(0) = 0, f'(0) = 1 si care
sunt convexe in U. Deci

K= {fE’H(U),f(O) :f/(())—l =0,Re <1—|—ZJJ:T(ZZ))) >O,zEIU}.
Intre clasa functiilor convexe, stelate si respectiv univalente avem incluziunea K C S* C S.

Definitia 1.2.7. O functie f € A se numeste functie convexd de ordin o, 0 < « < 1 dacd verificd
inegalitatea
zf (2)

f'(2)

Re(l—i— )>a,z€U

Notdam aceastd clasd cu K(a).
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Clasa functiilor K(«) este strans legatd de clasa functiilor

2f'(2)
f'(2)

/Ca—{fEA:

<1—a,0§0z<1}.

Avem K, C K(«).

Definitia 1.2.8. O functie f € A spunem cd este convexd de ordin complex b, (b € C — {0}) si tip \
(0 < X < 1), dacd si numai dacd

Re{l+%(%)}>/\, z e U.

Notdam cu C5(b) clasa acestor functii.

Petru T. Mocanu a introdus in [74] clasa functiilor a-convexe , notate cu M,,, unde « este un numér
real.

Teorema 1.2.3. ( [74]) Dacd functia f € M, atunci f(0) = f(0) — 1 = 0 si f verificd inegalitatea

Re |(1—a) ZJ{(S> +a <Z]{(S) + 1)} >0, z €U

1.3 Clase speciale de functii analitice

Frasin si Jahangiri au studiat in [70] clasa B(u, «) definitd astfel:

Definitia 1.3.1. O functie f € A spunem cd este din clasa B (i, ), 0 < a < 1, p > 0 dacd si numai

daci .
1o () -1

Conditia din Definitia 1.3.1 implicd relatia

Re (f’<z) (f(zz))“) >a, z€U.

Familia B (i, «) este o clasd comprehensiva a functiilor analitice deoarece include variate clase de
functii analitice. De exemplu, clasa functiilor analitice si univalente B (1, a) = S*(«), B (0, ) = R(«)
si B(2,«) = B(«). In particular, clasa functiilor analitice B(«) a fost definitd de Frasin si Darus in [69].

<l—-a, ze€el.

Definitia 1.3.2. O functie f € A spunem cd este un membru al clasei B(p) dacd si numai dacd

2 f'(2)
f*(2)

—1l|<l—pu 0Zpu<l, =zeU.

11



Teorema 1.3.1. (Deniz [60]) Fie functia f(z) € B(u), atunci

2f (2) 1‘ o Q-]

0<u<l1, =zeU.

f(2) L=z
Teorema 1.3.2. (Frasin [63)) Fie functia f(z) € B(u), atunci
2 ()| (A=pw)2+ )
) =7 , 0<u<l, zel.

S,, este o subclasi a functiilor analitice care a fost studiatd de Ponnusamy si Sing in [105].

Definitia 1.3.3. O functie f € A spunem cd este de clasa S, dacd si numai dacd
2f (2)
f(z)

Definitia 1.3.4. Vom nota cu R clasa functiilor normalizate a cdror derivatd este pozitiva in discul
unitate, astfel:

SH:{fEA:

—1‘<,u|z\,0§u<1,z€U}.

R:{feA:Ref’(z)>o,zeU}.

F. Ronning introduce in [108] clasa functiilor univalente SP astfel:

Definitia 1.3.5. O functie f € S spunem cd face parte din clasa SP dacd si numai dacd

2f (2) 2f (2)

) o) €Y

—l‘gRe

In [108] F. Ronning introduce clasa functiilor univalente SP(a, ), o > 0, 3 € [0, 1).

Definitia 1.3.6. Vom nota prin SP(«a, 3), « > 0, 5 € [0, 1) clasa tuturor functiilor f € S cu proprietatea

2f () 2f ()
f(2) fz)

+a-—p, zeU.

—(a—l—ﬂ)‘ <Re

J. Stankiewicz si A. Wisniowska introduc in lucrarea [114], clasa functiilor univalente SH(/3), 5 > 0
astfel:

Definitia 1.3.7. Vom nota prin SH(S), § > 0 clasa tuturor functiilor f € S cu proprietatea

, 2z € U.

Re (\/5%) 423 <x/§—1> > 'fo(g) _ 93 <\/§—1>

In lucrarea [120] este fost definiti clasa S(p).
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Definitia 1.3.8. Pentru 0 < p < 2, prin S(p) notam clasa functiilor f € A care satisfac conditiile:

f(2) #0 pentru 0<|z] <1

(7)

Teorema 1.3.3. (Singh [110]) Dacd functia f € S(p), atunci urmdtoarea ingalitate este adevdratd

2f(2)
F

Si

"

<p,

oricare ar fi z € U.

|21

,z e U.

_1‘<

Relatia a fost demonstrata de Sigh in lucrarea [110].

In [109] Silverman a definit clasa G, astfel:

Definitia 1.3.9. O functie f € A spunem cd este din clasa G,, 0 < b < 1 dacd si numai dacd

2f"(z) _ 2f'(2) 2f'(2)

'1 e 70

RO

, zel.

Uralegaddi introduce in [119] si Owa si Srivastava in [87] clasa N'(3) astfel:

Definitia 1.3.10. O functie f € A spunem cd este din clasa N (3) dacd verificd inegalitatea

Re(#(@+d)<ﬂ,zeUM%>L
f'(2)

In lucrarea [107] sunt definite clasele de functii Sj si Sp astfel:
Definitia 1.3.11. O functie f € A spunem cd este din clasa Sj dacd verificd inegalitatea
2f (2)
f(z)

Definitia 1.3.12. Spunem cd o functie f este din clasa functiilor analitice p-valente A, dacd are forma

-1

<pB,0<p<1, ze€l.

f(z) =2 +a,12"" + ., peN.

Luind p = 1 obtinem cd A; = A.
In continuare considerin clasele introduse si studiate de R. Ali si V. Ravichandran in [2].
Definitia 1.3.13. O functie f € A, se numeste p-valentd stelatd de ordin 5 (0 < ( < p) dacd si numai

dacd f/( )
1 z2f (z
ERE(f<Z))>ﬁ,Z€IU

Notdm cu S;(3) aceste clase de functii.

13



Definitia 1.3.14. O functie € A, se numeste p-valentd convexd de ordin 3 (0 < ( < p) dacd si numai

dacd f”( )
1 zf (z
5R€<f/<z>)>ﬁ,Z€U

Notam cu /C, () clasele functiilor p-valente convexe de ordin 3 in U.

Mentiondm cid S;(0) = S, si K,(0) = K, sunt respectiv, clasele de functii p-valente stelate si
p-valente convexe din U. De asemenea, notdm cd S7 = §* si Ky = K sunt, respectiv clasele obisnuite
de functii stelate si convexe din U.

Pornind de la clasele de functii stelate si convexe de ordin complex a si de tip o, R. Ali si V.
Ravichandran in [2] au definit clasele S;;(a, o) si IC)(a, o) dupd cum urmeaza:

S:(a,a) = {feAp,a< 1:Re <1+% (]%Z;(S) —1)) >a}

K,(a,a) = {feAp,a< 1:Re <1+% (]19 (1+Z;(S)) +1)) >a}.

In cazul in care p = 1 aceste clase au fost studiate de Breaz [50], Frasin [64], etc.

si

In continuare vom considera clasele M, (3) si N, (5).

Definitia 1.3.15. O functie f € A, este din clasa M, () dacd

e (459) e

pentru 3 > 1.

Definitia 1.3.16. Clasa N,,(3) contine toate functiile care satisfac conditia

e (L)
pRe<f’(z) +1)<p, zel,

pentru f € A, si 5 > 1.

Daci considerdm p = 1, obtinem clasele M (3) si N () care au fost studiate de mai multi cer-
cetdtori, de exemplu Breaz [46], Ularu, Breaz si Frasin in [116] si Uralegaddi, Ganigi si Sarangi in [119].

Clasele de functii M, (a, @) si N,(a, @) au fost definite in mod analog.

Definitia 1.3.17. O functie f € A, este din clasa M,(a, o) dacd
1 (1zf(2) >)
Re(1+ |- -1 < a,
( b (p f(z)

14
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Definitia 1.3.18. Clasa Np(a, «) contine toate functiile f € A, care satisfac conditia
1/1 2f" (2) ) ) >
Re 1+—(—<1+ —1 <«
< b \p f'(2)

Definitia 1.3.19. O functie f € A, este din clasa U, (3, k) functiilor k-uniforme p-valente stelate de
ordin 5, —1 < § < pdin U, dacd conditia

(55 )

pentru o > 1.

2f (2)
f(2)

—p', k>0,z¢el,

este satisfdcutd.

Aceastd clasi a fost introdusd de Goodman in [71].

Definitia 1.3.20. Clasa functiilor uniform p-valente aproape-convexe de ordin 5 cu —1 < < p din
U contine toate functiile care satisfac conditia
2f (2)

&(%%?‘B)Z o)

pentru z € U si functia g din clasa functiilor p-valente stelate de ordin (3.

pl, k>0,2€0U,

Pentru a demonstra ca functiile sunt p-valente stelate si p-valente aproape-convexe 1n discul unitate
amintim urmatoarele criterii:

Teorema 1.3.4. [80] Dacd f € A, satisface conditia

Zf”(Z)) 1
Re |1+ <p+- pentru zelU,
< f'(z) 4

atunci functia f este p-valentd stelatd in U.

Teorema 1.3.5. [62] Dacd f € A, satisface conditia

:f'(2)
f'(z)

atunci functia f este p-valentd stelatd in U.

+1—p'<p+1 pentru z € U,

Teorema 1.3.6. [106] Dacd f € A, satisface conditia

zf"(2) a+b
ﬂ@))<p+0+wﬂl—®’

pentru z € U, unde a > 0, b > 0 si a + 2b < 1, atunci functia f este p-valentd aproape-convexd in U.

Re (1—!—

Teorema 1.3.7. [3] Dacd f € A, satisface conditia
zf ”(2))
f'(2)

atunci functia f este uniform p-valentd aproape-convexd in U.

1
<p—i—§ pentru z € U,

Re <1+
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1.4 Ciriterii de univalenta

Un rol esential in studiul operatorilor integrali 1l au criteriile de univalentd, obtinandu-se cu ajutorul
lor rezultate remarcabile in teoria geometricd a functiilor univalente.

In continuare vom prezenta cateva criterii de univalentd necesare demonstratiilor din capitolele
urmatoare.

Pascu a demonstrat urmatoarele doua conditii de univalenta:

Teorema 1.4.1. (Pascu [89]) Fie f € Asi~ € C. Dacd Rey > 0 si

zf”(Z))‘
f'(2)

2R
el <1

— 9

Rey

pentru orice z € U, atunci operatorul integral
. 1
5
R = (o [ oroa)
0

Teorema 1.4.2. (Pascu [90]) Fie 6 € C cu Re§ > 0. Dacd f € A satisface

2f"(2))
f'(2)

pentru orice z € U, atunci pentru orice numdr complex -y, cu Revy > Red, operatorul integral

este de clasd S.

1 — |Z’2Re§

<1
Red ‘_’

R = (3 [ eroa)

este de clasd S.

Urmatoarele doud teoreme reprezintd alte conditii de univalentd care au fost demonstrate de Pescar:

Teorema 1.4.3. (Pescar [93]) Fie § un numdr complex, Red > 0 si ¢ un numdr complex, |c| < 1, ¢ # —1
si f(2) = 2z + agz® + ... o functie analiticd tn U. Dacd

clof” + (1-1:) L <1,

pentru z € U, atunci functia F, definitd prin

Fs(2) = (5/: t5—1f’(t)dz) :

=

este analiticd si univalentd in U.
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Lema 1.4.4. (Pescar [93]) Fie v un numér complex, Rey > 0 si ¢ un numér complex, |c| < 1, ¢ # —1si
f € A. Daca

. 1 — 2Rery
we 1= ] .

— 9

el |2

zf”(Z))’
f'(2)

pentru orice z € U, atunci pentru orice numar complex 7, cu Rey > Red, operatorul integral

Fy(z) = (v | t“f/<t>dt)i ,

Urmatorul criteriu de univalentd a fost dat de Becker.

Rey

este de clasa S.

Teorema 1.4.5. (Becker[42]) Dacd functia f este regulatd in discul unitate U, f(z) = z + a9z + ... si

(1_ ‘2‘2) Zf <Z>

f'(2)
atunci functia f este univalentd in U.

<1, pentruoricez € U,

Ozaki si Nunokawa au demonstrat urmatoarea conditie de univalenta:

Teorema 1.4.6. (Ozaki-Nunokawa|88)) Fie functia f € A, care verificd conditia

2f'(2))

cL)

1, U, 1.4.1
O (4D

atunci functia f este univalentd in U.

Pescar a demonstrat urmdtoarele doud conditii de univalentd in lucrarea [94):

cl < é, ¢ # —1. Dacd

Teorema 1.4.7. [94] Fie functia g € A, o un numdr real, si c un numdr complex,

9"(2))
g (2)

<1, ze€e0,

atunci functia

Gao(2) = (a/ [to‘_lg/(tﬂail dl) : , (1.4.2)
0
este in clasa S.

Teorema 1.4.8. [94] Fie functia g care verificd (1.4.1), M un numdr real pozitiv fixat si ¢ un numdr

complex. Dacd o € [%—ié, 2]2”—M+1}

el <1-

-1
sy, el @M zev
8]

atunci functia

-

Go(z) = (a /0 ) [g(t)]aldt)a, (1.4.3)

este de clasd S.
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Capitolul 2

Conditii suficiente de univalenta pentru
operatori integrali noi

2.1 Operatori integrali noi

Vom prezenta in continuare pe scurt patru operatori generali integrali introdusi de Bdrbatu si Breaz in
lucrdrile [5]-[8), care sunt operatori integrali de tipul celor definiti de Pfaltzgraff, Kim-Merkes si Over-
sea, precum si legdturile dintre acestia si alti operatori integrali cunoscuti in literatura de specialitate.

Considerdm primul operator general integral M ,, definit in [5):

Min(2) = {5/:#—115[ (@)aﬂ (g ()" (@)7] dt}é, (2.1.1)

unde f;, g; sunt analitice in U si oy, f3;,y; € C sunt numere complexe, pentru orice i = 1,n, n € N\ {0},
0 € C, cuRed > 0.

Observatia 2.1.1. Operatorul integral M;,, dat In (2.1.1) reprezintd o extindere a altor operatori dupa
cum urmeaza:

i)Pentrun = 1,6 =1, a; — 1 = a3 si f; = 71 = 0 obtinem operatorul integral care a fost studiat
de Kim-Merkes in [72]
z t [e3
Faol(2) :/ (—f( )) dt.
0 t

i) Luand n = 1, § = 1 si ay — 1 = ~; = 0 obtinem operatorul integral care a fost introdus de
Pfaltzgraff in [104]

iii) Dacd punem «; — 1 = ; si §; = ~; = 0, atunci suntem condusi la operatorul integral care a fost
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definit de D. Breaz si N. Breaz in [47]

D, (2) = la/ozté—lilj (@)a dtr.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu si Pescar in [91].

iv) Pentru o; — 1 = ~; = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de D. Breaz,
Owa si N. Breaz in [51]

S

To(2) = [5 /O ) e [T dt] .

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral analizat de Pescar si Owa in [102].

v) Iar pentru a;; — 1 = 0 obtinem operatorul integral care a fost introdus de Pescar in [97]

Fulz) = [5/OZt51ilj (@)a (f' (1) dtr.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral definit de Frasin in [66] si de Oversea
in [86].

vi) Pentru o;; — 1 = @ si y; = 0 obtinem operatorul integral care a fost introdus de Ularu in [115]
Z.(2) = 5/ A <l) J() % dt|
(%) [ (T e

Fie acum al doilea operator general integral Cs ,, definit in [6]:

Com = {5/02 té_lilj [(@egi“))ail (hi'(t))” (@)7] dt};, (2.1.2)

unde f;, g;, h; sunt analitice in U si §, «;, B;, i sunt numere complexe, pentru orice i = 1,n, n € N\ {0},
0 € C, cuRed > 0.

Si acest operator integral dat prin relatia (2.1.2) constituie extinderea unor operatori integrali,
astfel:

Observatia 2.1.2. i) Pentrun = 1, 0 = 1 si oy — 1 = ; = 0 obtinem operatorul integral care a fost

studiat de Kim-Merkes in [72]
Fuolz) = / (&) dt.
0 t

ii) Pentrun = 1, 6 = 1siay — 1 = 7 = 0 ajungem la operatorul integral care a fost studiat
Pfaltzgraff in [104]



iii) Dacd punem o; — 1 = ; = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de D.

Breaz si N. Breaz in [47]
1
2 n o 5
D,(z) = [5/ t“H( > dt] .
0 i=1

Acest operator integral reprezintd o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu si Pescar in
o1].

filt)
t

iv) Pentru o; — 1 = =; = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de D. Breaz,
Owa si N. Breaz in [51]
1
2 n 5
T.() = [é | e e dt] .
0 i=1

Acesta este o generalizare a operatorului integral introdus de Pescar si Owa in [102].

v) Pentru o; — 1 = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de Pescar in [97]

Fulz) = [5 /0 i té—lﬁ (fT(t))a (f ()" dt]

Acest operator este generalizarea operatorului integral introdus de Frasin in [66] si de Oversea in [86].

1
8

vi) lar pentrun = 1,6 = 8, a; — 1 = a; si f§; = v; = 0 obtinem operatorul integral care a fost
introdus si studiat de Stanciu in [111]

Hi(z) = [5 /0 A1 (@egw)a dt} ' .

Ludm in continuare cel de-al treilea operator general integral G ,,, definit in [7):

| Ol NGO B

unde f;, g;, h;, k; sunt analitice in U si 0, v, B;, v sunt numere complexe, pentru orice i = 1,n, n €
N\ {0}, 0 € C, cu Reé > 0.

Legdtura dintre operatorul integral din relatia (2.1.3) si alti operatori integrali aratd dupd cum
urmeazd:

Observatia 2.1.3. i) Pentrun = 1,6 = 1, a; — 1 = 73 = 0si k1(2) = z obtinem operatorul integral
care a fost studiat de Kim-Merkes in [72]

Faolz) = /Oz <@)adt.

ii)Dacin=1,0=1, a4y — 1 =y, f1 =71 = 0si g1(2) = 0, ajungem la operatorul integral care
a fost introdus de Pfaltzgraff in [104]



iii) Pentru o; — 1 = ; = 0 si k;(z) = 2 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de

D. Breaz si N. Breaz in [47]
)= 16 [ t°7! (i> dt
=l en

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu si Pescar in [91].

iv) Pentru o; — 1 = «y, 5; = 7; = 0si g;(2) = 0 obtinem operatorul integral definit si studiat de D.

Breaz, Owa si N. Breaz [51]
_ [5/ | FAG) dt]
0 i=1

Acest operator integral reprezintd o generalizare a operatorului integral introdus de Pescar si Owa in
[102].

S

v) Dacd ludm «o; — 1 = 0, k;(z) = z si kl(z) = 1 obtinem operatorul integral definit si studiat de

Pescar in [97] ;
[/t‘SlH(ﬁ ) ())'Bldtr.

Acest operator integral reprezintd o generalizare a operatorului integral introdus de Frasin in [66] si de
Oversea in [86].

vi) Pentru o; — 1 = o si B; = ; = 0, operatorul Gs,, definit prin (2.1.3), se reduce la operatorul
integral care a fost definit si studiat de A. Oprea si D. Breaz in [33]

9= [ filuoeor]e

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Ularu si Breaz in [117].

vii) Pentru o;; — 1 = 0 obtinem operatorul integral definit si studiat de Pescar in [97]
RONA A K
:5/#“1"[(1)(")&.
t g:(t)
Cel din urmd operator integral general a fost definit in lucrarea [8):

e[ o () () o} e

unde f;, gi, hi, ki sunt analitice in U si oy, B3;,7:,0; € C pentru orice i = 1,n, n € N\ {0}, 6 € C, cu
Red > 0.

Modul in care acest operator integral din (2.1.4) poate fi redus la un alt operator integral cunoscut
este prezentat mai jos:
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Observatia 2.1.4. i) Pentrun =1, =1, a3 — 1 = a4 si f; = 71 = §; = 0 obtinem operatorul integral
care a fost studiat de Kim-Merkes in [72]

Faolz) = /OZ (@)adt.

i) Dacan =1,0 = 1si oy — 1 = v; = §; = 0 obtinem operatorul integral care a fost introdus de
Pfaltzgraff in [104]

iii) Luand o; — 1 = oy si B; = 7; = 0; = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat
de D. Breaz si N. Breaz in [47]

D, (2) = lafozté—lzlj (@)a dtr.

Acest operator integral este o generalizare a operatorului integral introdus de Pascu si Pescar in [91].

iv) Pentru o; — 1 = 7; = 9; = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de D. Breaz,
Owa si N. Breaz in [51]
1
5

To(2) = [5 /O ) e [T dt] .

Acest operator integral reprezintd o generalizare a operatorului integral introdus de Pescar si Owa in
[102].

v) Luand «; — 1 = «; si ; = 9; = 0 obtinem operatorul integral care a fost introdus de Ularu 1n

[113] 1
Fulz) = [5 /0 z té—lﬁ (@)a 0/ ()" dt] N

vi) Dacd ludm o; — 1 = 3; = 0, k;(2) = 2z si ki(z) = 1 obtinem operatorul integral definit si studiat

de Pescar in [97]
Fule) = [5 [T () wor dt]

Acest operator integral reprezintd o generalizare a operatorului integral introdus de Frasin in [66] si de
Oversea in [86].

1
S

vii) Pentru a; — 1 = /3; = 0 obtinem operatorul integral care a fost definit si studiat de Pescar in [97]
o & 1%
T.(2) = 5/2#” 11 <fi(t))% <fi(t)) |
o iy \gi(t) 9:(t)
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vili) Pentrud = 1, 0, — 1 =, =0, 8; = §; si hi(2) = % obtinem operatorul integral introdus de

Bucur si Breaz in [53]
9= [ T[] «

Acest operator integral reprezintd o generalizare a operatorului integral introdus de Bucur, Andrei si
Breaz in [57] si [58].

xi) Pentrud = 1, ; — 1 = 9; = 0, B; = 7; si hy(2) = f;(2) obtinem operatorul integral care a fost
definit si studiat de Nguyen, Oprea si Breaz in [78]

9= [ M)

2.2 Conditii suficiente de univalenta pentru functii analitice

In acest paragraf vom prezenta conditii suficiente care sd asigure univalenta operatorilor integrali
descrisi in sectiunea precedentd cand functiile implicate sunt analitice.

Teorema 2.2.1. Fie 7,0, «;, B, y; numere complexe, ¢ = Rey > 0 si M;, N;, P; numere reale pozitive si
fi, g; € ./4 Dacd

! / !
zfi(2) _ 1‘ < M, 2gi(2) 1‘ <N, Zg/’i (2) <P,
fi(z) 9i(2) 9i(2)
pentruz € U, i =1,nsi
. (2c+1)°%
C c
Sl = 1124+ 18 P+ i ) < ZH T

=1

atunci oricare ar fi numdrul complex § cu Reé > Revy, operatorul integral M ,, dat prin (2.1.1) este de
clasa S.

Dacd ludm 0 = 1 in Teorema 2.2.1, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.1.1. Fie v, «;, 5;,v; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N;, P, numere reale
pozitive si f;, g; € A. Dacd

/ / !
fi(z) 9i(2) 9i(2)
pentru z € U, i =1,n si
" (2¢+1)°%
C c
D Mo = 1 My + |B,] P+ || Ni] < —
=1
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atunci operatorul integral M., definit prin

M (2) = /0 ; [(fiy))ai_l (g ()" (giit))yi] dt (2.2.1)

este de clasd S.

Pundnd 6 = 1 si v; = 0 in Teorema 2.2.1, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.1.2. Fie v, o, B; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Re~y, M;, P; numere reale pozitive,
iar f;, g; € A. Dacd

/ /!
fi(z) 9i(2)
pentruz € U, i = 1,n si
n 2c+1
2c+1) =
Sl — 1104+ (8] P < ZED
i=1

atunci operatorul integral F,, definit prin

Fulz) = /0 ﬁ [(f"it))ai_l (gi'(t))ﬁi] dr (2.2.2)

este de clasd S.

Observatia 2.2.2. Operatorul integral din relatia (2.2.2) este un cunoscut rezultat, dovedit in [115].

Dacd luam 6 = 1 si B; = 0 in Teorema 2.2.1, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.2.1. Fie v, o, y; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N; numere reale pozitive,
iar f;, g; € A. Dacd

/ /
2fi(z) _ 1' < M, 2g;(2) _ 1‘ <N,
fi(z) 9i(2)
pentruz € U, i =1,nsi
n 2c+1
2c+1) 2
S llow— 114+ g v < 2

i=1

atunci operatorul integral G,,, definit prin
z N _ oj—1 ) Vi
Go(2) = / [(fl(t)) (9’(t))> ] dt (2.2.3)
0 i t t

Observatia 2.2.3. Operatorul integral din relatia (2.2.3) este un alt rezultat cunoscut, introdus in [83].

este de clasd S.

Dacd punem 6 = 1 si a; — 1 = 0 in Teorema 2.2.1, obtinem corolarul:
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Corolar 2.2.3.1. Fie v, (3;,y; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Re~, N;, P, numere reale pozitive,
iar g; € A. Dacd
29; (2)

<P,
9i(2)

zgi(z) 1‘ <N

pentruz € U, i = 1,n si
2c+1

n 2 1) 2e
S 061 Pt v < ZEEDE

=1

atunci operatorul integral L, definit prin

T.(2) = /O ) ﬁl {(gi’(t))ﬂi . (gi(tt)))%] dt (2.2.4)

este de clasd S.

Observatia 2.2.4. Operatorul integral dat in relatia (2.2.4) a fost studiat in [97].

Dacd ludimn =1,0 =v=asi a; — 1 = §; = ; in Teorema 2.2.1, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.4.1. Fie oo un numdr complex, Rea > 0, M, N, P numere reale pozitive si f,g € A. Dacd

/ / !
zf<z>_1'§M’ 9oy 29 <
f(z) 9(2) 9'(2)
pentru z € U, si
2Rea + 1)212«21&?3zl
|oz—1|(M+N+P)§( 5 ,

atunci operatorul integral M, definit prin

M(z) = {a/oz {f(t)g'(t)@] aldt}; : (2.2.5)

este de clasd S.

Teorema 2.2.5. Fie v, «;, [3;,y; numere complexe, ¢ = Rey > 0si f;, g; € S, g € P. Dacd

2 lai =1+ Y Bl +2) |l <5, pentra 0<c<1
=1 i=1 =1

sau

, pentru c>1

N | —

2) e =1+ D18 +2) |l <
i=1 =1 =1

atunci pentru orice numdr complex 6, Red > c, operatorul integral Ms,, definit prin (2.1.1) este de
clasa S.

Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.5, obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 2.2.5.1. Fie v, v, 5;, y; numere complexe, 0 < Rey < 1si f;,g;: € S, g, € P. Dacd

23 i~ 11+ 316 +2 3 il < T,
=1 =1 =1

atunci operatorul integral M., dat prin (2.2.1) apartine clasei S.

Teorema 2.2.6. Fie v, 9, «, B;, v; numere complexe, c = Rey > 0, M;, N;, P;, (); numere reale pozitive,
iar f;, g;, h; € A. Dacd

£ | () oM e
—~ — 1| < M, i(2)| <Ny, || <P, ——— —1| < Q;, : <1,
fiz) =M ) H(2) h(2) R e
pentruz € U, i =1,n si
u (2c+1)°%
> e = 1 (M; + N;) + |Bi] P+ ] Qi) < s

i=1

atunci pentru orice numdr complex 0 cu Red > Rev, operatorul integral Cs,, dat prin (2.1.2) este de
clasa S.

Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.6, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.6.1. Fie v, «;, 5;,v; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Rey, M;, N;, P;, Q); numere reale
pozitive, iar f;, g;, h; € A. Dacd

2fi(2) ‘ zhi (z) zhi(2) ‘ 29;(2)
-~ -1 <M, |g6()|<N, |5 |<P |5 -1<Q;, ~—| <1,
e ) (2) h(2) (2
pentru z € U, i = 1,n si
c c
> i = 1 (M + Ny) + |8 P+ ] Qi) < —

i=1

atunci operatorul integral C,, dat prin

Co(z) = /0 lj [(@egim)ail (hi' ()" (hi(:)))%] dr, (2.2.6)

este de clasd S.

Pundnd 6 = 1 si ; = 0 in Teorema 2.2.6, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.6.2. Fie v, «;, 3; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N;, P, numere reale
pozitive, iar f;, g;, h; € A. Dacd
zhi (2)

hi(2)

S | <wn )<
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pentru z € U, i = 1,n si

n

2¢c+1
2 1 2c
Y llew — 1 (M; + N;) + | 8] Pi] < Zetl) >
=1

2 Y

atunci operatotul integral T, dat prin
z n o;—1
(T ! .
)= / 11 [(%)65’1'(’*)) (h;@))@] d, (22.7)
0 =1

Observatia 2.2.7. Operatorului integral definit 1n (2.2.7) dacd 1i punem (; = 0, obtinem un cunoscut
rezultat dovedit in [111].

este de clasd S.

Dacd luam 6 = 1 si B; = 0 in Teorema 2.2.6, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.7.1. Fie v, «;,; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Rev, M;, N;,Q; numere reale
pozitive, iar f;, g;, h; € A. Dacd

2£1(2) ‘ hi(2) ‘ 29/(2)
Z—_l Ssz gi\z SN’L? - _1§Q’Lv - §17
7.2 9:42) e 5.2
pentru z € U, i = 1,n si
. (2¢ +1)5
C c
Z [Jai — 1| (M; + Ny) + 7| Qi] < s

i=1

atunci operatorul integral 'R, dat prin
11 (O s\ (@) )"
= —=e¥ dt 2.2.8
) /0 E [( e - , (2.2.8)

Observatia 2.2.8. Punand 7; = 0 in (2.2.8) obtinem acelasi operator integral introdus in [111].

este de clasd S.

Ludnd 6 = 1 si a; — 1 = 0 in Teorema 2.2.6, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.8.1. Fie v, §;,v; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Re, P;, QQ; numere reale pozitive,
iar h; € A. Dacd

zh!(z) zhl(2)
: < -Pi; : - 1 S I3
n) mz =
pentru z € U, i = 1,n si
n 2c+
2c+1) 2
S 081 P+ il @) < BT
i=1

atunci operatorul integral 1, dat prin

-/ 1211 oy (M) 229)
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Observatia 2.2.9. Operatorul integral dat prin relatia (2.2.9) este un cunoscut rezultat demonstrat in [97].

Dacd luimn =1,0 =~ = asia; — 1 = §; = ; in Teorema 2.2.6, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.9.1. Fie o un numdr complex, Rec > 0, M, N, P, () numere reale pozitive, iar f,g,h € A.

Dacd
zf'(z) B zh"(2) zh'(2) zq'(2)
T s wensn |8 <n [ ) <a [ <

pentru z € U, si

2Rea+1

(2Rec 4 1) 2kea
2 )

o —1|(M+N+P+Q) <

atunci operatorul integral C dat prin

C(z) = {oz/o {f(t)eg(t)h’(t)@} aldt}; , (2.2.10)

este de clasd S.

Teorema 2.2.10. Fie v, o;, 3;, 7; numere complexe, c = Rey > 0si fi,h; €S, h' € P, ¢; € R. Dacd

4Z|ai—1|+2|ﬂi|+22|%|§§> pentru 0 <c<1
i=1 =1 i=1

sau

, pentru c>1

DO | —

4y o =1+ 18] +2) |ul <
=1 =1 i=1

atunci pentru orice numar complex 6, Red > c, operatorul integral Cs ,,, definit prin (2.1.2) este de clasd

S.

Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.10, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.10.1. Fie v, o, 8;,; numere complexe, 0 < Rey < 1si f;,h; € S, ¢;,hi' € P, g; € R.

Daca . . .
43 o= 1]+ D018 23l < L,
=1 =1 =1

atunci operatorul integral C,, dat prin (2.2.6) apartine clasei S.

Teorema 2.2.11. Fie o un numdr complex, Reaw > 0, M;, N;, P; numere reale pozitive, iar f;, g;, h; € A.
Daca

4 hY R 2g.
2i(2) <M, g <N, | 2 ) <1 | - 1' <P | gZ(Zg -1 <1,
fi(2) hi(z) hi(z) [9:(2)]
pentruz € U, i =1,nsi
a—1 2
\c|§1—T(Mi+2Ni+Pi+3), ceC, c# —1,
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atunci operatorul integral C,, ,,, dat prin

Ca,n(z) _ [Oz /OZ ta—lﬁ (Megi(t)hi/(t) hi<t>))a1 dt] : (2.2.11)

t t

este de clasd S.

Teorema 2.2.12. Fie v, 0, «;, 5;,y; numere complexe, ¢ = Rey > 0, M;, N;, P;, Q;, R;, S; numere reale
pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

2f!'(2) zhl(2) ‘ 2kl(2) ‘
; < M, i(2)] < N, = —1| < B, —= —1| < Qi
fi | = Mo 190G h(2) B R
zhi(2) 2k (2)
. < q.
el R el R
pentru z € U, i = 1,n si
" (2c+1)°%
> Mo = 1 (M; + Ni) + |B:] (P + Q) + |l (Ri + Si)] < —

=1

atunci pentru orice numdr complex 0 cu, Red > Rey, operatorul integral Gs ,,, dat prin (2.1.3) este de
clasa S.

Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.12, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.12.1. Fie v, «;, (;,7; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N;, P;, Q;, R;, S;
numere reale pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

2f!'(2) zhl(2) ‘ 2kl(2) ‘
- < M;, gi(z)] < Ny, ~—~ —1| < P, = —1| < Q;,
71 ) h(e) ()
Zh/i (2) <R, Zk/i (2) < S 2gi(2) <1,
hi(2) ki(2) 9i(2)
pentruz €U, i = 1,n si
" (2c+1)°%
Z [l = 1] (M; + N;) + |Bi] (B + Qi) + || (Bi + 53)] < 5

=1

atunci operatorul integral G,,, dat prin

oo [ 1oy (40 () o

este de clasd S.

Pundnd 6 = 1 si v; = 0 in Teorema 2.2.12, obtinem corolarul:
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Corolar 2.2.12.2. Fie v, o, 3; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Re~, M;, N;, P;, (Q; numere reale
pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

2fi(2) zhi(z) zki(2) 29:(2)
72) < M, |gi(2)] £ N, hi(z) 1‘ < P, k() 1' < Qs (2) <1,
pentruz € U, i =1,nsi
Sl — 1 (0 + N + 3] (P+ Q) < CF D

i=1

atunci operatorul integral V,,, dat prin

z N ) Bi
Va(z) = / H[(fi/(t)egz-u))ai1(2:22) ]dz, (2.2.13)

021

este de clasd S.

Observatia 2.2.13. Operatorului integral definit in (2.2.12), daca 1i punem [; = 0, obtinem cunoscutul
rezultat dovedit in [83].

Dacd ludm 6 = 1 si 5; = 0 in Teorema 2.2.12, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.13.1. Fie v, o, 7y; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N;, R;, S; numere reale
pozitive si f;, g, hi, k; € A. Dacd

z2fl'(z) zh!(2) 2k (2) 2gi(2)
— | < M;, |gi(2)| < Niy, |50 < R, - <5, - <1,
762 ) () B 5(2)
pentruz €U, i = 1,n si
n (2 + 1>2C+1
C 2c
ZH%— 1 (M; + N;) + |yl (R + 5] < 5 )

=1

atunci operatorul integral W, dat prin

Wi(z) = /0 i ﬁ [( f;’(t)egi(t))‘”‘1 (Z,((?)))%} dt, (2.2.14)

este de clasd S.
Observatia 2.2.14. Punand 7; = 0 in (2.2.13) obtinem acelasi operator integral care a fost introdus 1n

83].

Pundnd 6 = 1 si a; — 1 = 0 in Teorema 2.2.12, obtinem corolarul:
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Corolar 2.2.14.1. Fie v, 3;,~; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Rev, P;, Q;, R;, S; numere reale
pozitive, iar h;, k; € A. Dacd

zh(z) zkl(2) zh!(2) 2k (2)
—~ -1 <P o~ -1 < Qi : <R, |75 <5
hi(2) ‘ - ki(2) =¢ hi(z) ki(z)
pentruz € U, i =1,n si
. (2c+1) %
Z [1Bi] (P + Q3) + |l (Bi + S)] < s

i=1

atunci operatorul integral L, dat prin
A NGO
To(z) = /0 11 [( i (t)> < 0 dr (2.2.15)

Observatia 2.2.15. Operatorul integral dat prin relatia (2.2.14) este un cunoscut rezultat dovedit in [97].

este de clasd S.

Dacd luimn =1,0 =~v=asia; — 1 = B; = ; in Teorema 2.2.12, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.15.1. Fie o un numdr complex, Reac > 0, M N, P,Q), R, S numere reale pozitive, iar
fyg,h, k € A Dacd

2f"(2) zh/(2) ‘ 2K (2) ’
§M7 z SNa _1§P7 _1§Qa
) o) () )
zh"(z2) <R zk"(z <5 2g'(z) <1,
h'(z) k' (z) 9(2)
pentru z € U si
2Rea + 1) 2hen
ya—1|(M+N+P+Q+R+S)§( 5 ;

atunci operatorul integral G, dat prin

G(z) = [a /0 o (f’(t)eﬂt)yz,((tt))))a_ dt] a, (2.2.16)

este de clasd S.

Teorema 2.2.16. Fie v, o, 3;, ; humere complexe, c = Rey > 0si h;, k; € S, fi',hi', k' € P, g; € R.
Daca

n n n c
3 i — 1 4 i 2 i < =, t O<ex1
;Ia |+ ;IBH ;Iﬂ_Q pentru 0 < c
sau

, pentru c>1

N | =

3) las=1[+4) |6:]+2) |l <
i=1 i=1 =1

atunci pentru orice numdr complex 0, Red > c, operatorul integral G ,, definit prin (2.1.3) este de clasd

S.
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Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.16, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.16.1. Fie v, o;, 3;, y; numere complexe, 0 < Rey < 1si h;,k; €S, fi', hi', k' € P, g € R.
Daca

3 a; — 1| +4 |+ 2 i < —, entru 0<c<1
,Zl i — 1] Zl 16 Zl il <= p
atunci operatorul integral G,, definit prin (2.2.11) apartine clasei S.

Teorema 2.2.17. Fie v, 0, o, B;,7; numere complexe, Revy > 0, M;, N;, P;, numere reale pozitive, iar
fiy gis hi, ki € A. Dacd

Foller worsne - fen <
2R (2) 2k} (2) 2gi(z)
e R TN e [PYes e 1’“’

pentruz € U, i =1,nsi

1
<1

i—1 = =1

atunci operatorul integral G ,,, dat prin (2.1.3) este de clasd S.

Dacd ludm 6 = v = a sia; — 1 = B; = ; in Teorema 2.2.17, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.17.1. Fie o un numdr complex, Rea: > 0, M, N, P numere reale pozitive, iar f,qg,h, k € A.

pacd F'(2) W) ()
2f"(z 2N (z 2k (2
Sly g\z SMa _1‘§N7 _1‘§Pa
Fie) o) (2 )
" ! 2 ./
zh/ (2) <1, zk/ (2) <1, 2 g(z2) Y
h(2) K(2) l9(2)]
pentru z € U si
a—1 9
|c|§1—T(2M +N+P+7), ceC, c# —1,

atunci operatorul integral G, ,,, dat prin

z ) n , it hz t i
Gon() = [a/ (0

(2.2.17)

~
=
SO~
—~
~
~—
~—
N—
Q
|
—
U
~~
| I |
Q

este de clasd S.

Teorema 2.2.18. Fie v, 0, «;, 5;,V;, 0; numere complexe, ¢ = Rey > 0, M;, N;, P;, Q;, R;, S; numere
reale pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

zh(z) |
hi(2)

<Ni7 ‘Spm

o = [
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zki(2) zh!(2) 2k (2)
. -1 < X - Ria ’ = Si:
s e [R=m [5G
pentru z € U, 1 =1,n si
" (2c+1)%
C c
S llos — 1A+ BN+ il (B + Q) + 6 (i + ) < BE DT

=1

atunci pentru orice numdr complex 0 cu Red > Re, operatorul integral Ts,,, dat prin (2.1.4) este de
clasa S.

Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.18, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.18.1. Fie v, «;, B;, i, 0; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N;, P;, Q;, R;, S;
numere reale pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

2fi(z) 1| < u, ’29,1 (2) <N, zhi(2) _ 1‘ <P

fi(2) 9i(2) hi(z)
zki(2) zh!(2) 2k (2)
——= -1 < ) — = Ly, ’ < Si7
o Y=o S B

pentruz € U, i =1,nsi
" (2c+1)°%
D lloi = 1 Mi+ [Bi] Ny + [l (P + Qi) + 16:] (R + S1)] < 5

=1

atunci operatorul integral T,, dat prin

To(z) = /0 Z nl [(@)ai_l (g:(8))” (ZEQ )% (}Z;,((?)))Ji] dt, (2.2.18)

i=

este de clasd S.

Pundnd 6 = 1 si §; = 0 in Teorema 2.2.18, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.18.2. Fie v, «;, 5;, y; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, N;, P;, QQ; numere reale
pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

2fi(?) 295 (2)

= -1 <M, <N, e | e A R [
fi(2) ' gi(2) hi(z) ’ ki(z) ‘
pentruz € U, i =1,n si
" (2¢ + 1) 5
c (&
Sl — 1 Mo 8 Nt il (P4 Q) < EEX 2

i=1

atunci operatorul integral S,,, dat prin

So(z) = /O | [(f,-f))“i‘l (6:(1))” <’;8>7] dr, (2.2.19)

1=

este de clasd S.
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Observatia 2.2.19. Operatorului integral definit in (2.2.18) dacd 1i punem ~; = 0, obtinem un cunoscut
rezultat demonstrat in [115].

Dacd ludm 6 = 1 si B; = 0 in Teorema 2.2.18, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.19.1. Fie v, a;,7;, 0; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Revy, M;, P, Q;, R;, S; numere
reale pozitive, iar f;, h;, k; € A. Dacd

z2fl(z) zh(z) zkl(2) zh!(2) zk!(2)
: _1<MZ § _1<PZ7 : _1§ 79 : _Ri7 Z—SSZ
s [Tl sn [BE e 5 k()
pentruz € U, i =1,n si
2c+1
2c41) =

S llos — 1 My + [l (P Qi) + 16 (R + 5] < &

i=1

atunci operatorul integral X, dat prin
| () (e ()
W)‘/o [( t ) (w) (k/<t>) . (2220

Observatia 2.2.20. In operatorul integral definit prin (2.2.19), daci luim a; — 1 = 0, obtinem un alt
rezultat cunoscut introdus in [97].

este de clasd S.

Pundnd 6 = 1 si a; — 1 = 0 in Teorema 2.2.18, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.20.1. Fie v, 3;, i, 0; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Rew, N;, P;, Q;, R;, S; numere
reale pozitive, iar g;, h;, k; € A.

Dacad
2g; (2) zhj(2) zki(2) zhj(2) 2k (2)
2 < N, 1| < P, 221 <@, i< R, < s,
0 | S eI R e % e o) | =P
pentruz € U, i =1,nsi
n (2 +1)2c+1
C 2c
D BN+ il (P Qi) + 16] (Ri 4 80)] < 55—,

=1

atunci operatorul integral D,,, dat prin

D,(z) = /O ﬁl [(gi(t)’)ﬁi (Z((gy <ill<:i’<(tt))>>5i] dr, (2.2.21)

este de clasd S.

Observatia 2.2.21. Daci in (2.2.20) ludm 3; = 0, obtinem rezultatul care a fost introdus in [97].
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Dacd ludm 6 = 1 si v; = 0 in Teorema 2.2.18, obtinem corolarul:

Corolar 2.2.21.1. Fie v, o, B;, 0; numere complexe, 0 < Rey < 1, ¢ = Rew, M;, N;, R;, S; numere reale
pozitive, iar f;, g;, h;, k; € A. Dacd

/ /! " 1
zfi(2) _ 1‘ < M, ‘29/2 (2) < N, Zh/z (2) <R, Zk/z (2) < S,
pentru z € U, i = 1,n si
n (2 i 1)20+1
C 2c
Z [lovi = 1| M; + [ B Ni + 6] (R + Si)] < Yy

=1

atunci operatorul integral Y, dat prin

Volz) = /0 ]j [(f iit))ai_l (gi(t)’)ﬁi (}Z}(tt))))&] dt, (2.2.22)

este de clasd S.

Observatia 2.2.22. Punand in (2.2.21) §; = 0, obtinem acelasi rezultat dovedit in [113].

Dacd luimn =1,0 =~v=asia; — 1 = §; = ~; in Teorema 2.2.18, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.22.1. Fie o un numdr complex, Reac > 0, M N, P,Q, R, S numere reale pozitive, iar
f,g,h, k € A Dacd

27(2) ' () W (2) ‘
—1| < M, < N, -1 <P,
f(2) - g(z) h(z)
2k (2) zh"(2) zk"(2)
-1 < < <
k) ‘ =@ e |2 e |5
pentru z € U, si
2Req + 1)212’%1(2:1
ya—l\(M+N+P+Q+R+S)§( 5 ,

atunci operatorul integral T, dat prin

Q=

T(z) = [a /0 S (f(t)g/(t)%zl(é);)a_ dt] : (2.2.23)

este de clasd S.

Teorema 2.2.23. Fie v, o, 3i, 7, 0; numere complexe, c = Rey > 0 si f;, hi,k; € S, g/, hi', ki’ € P.

Daca . . . .
QZ|Oéi—1|+Z|ﬁi|+42|%|+22|5i’ <
i=1 i=1 i=1 i=1

, pentru 0<c<1

N O

sau
n n n n 1
2 o; — 1|+ |+ 4 i+ 2 0| < =, pentru c>1
;I | ;Iﬁl ;Ivl ;II 5 P

atunci pentru orice numdr complex 0 cu Red > c, operatorul integral Ts,, definit prin (2.1.4) este de
clasa S.
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Dacd ludm 6 = 1 in Teorema 2.2.23, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.23.1. Fie v, o, B, Vi, 0; humere complexe, 0 < Rey < 1si fi,hi,k; € S, ¢, hi', ki’ € P.

Dacd
2 o; — 1|+ |+ 4 il + 2 0;l < ——, pentru 0 <c<1
;I | ;Iﬁl ;M ;I <= p

atunci operatorul integral T, definit prin (2.2.63) apartine clasei S.

Teorema 2.2.24. Fie v, 0, «;, B;, Vi, 0; numere complexe, Rey > 0, M;, N;, P;, numere reale pozitive, iar
fiy 9is hi, ki € A. Dacd

2fi(2) 295 (2)
fi(z) 9i(2)

pentru orice z € U, i = 1,n si

< M,

<1

_1‘

1
e <1T—5
9]

(2+Mi)2|@i_1’+Z’ﬁi‘+(Ni+]3i+4)2|%‘+22‘5i’] :
i—1 i=1 i= i=1
unde c € C, ¢ # —1, atunci operatorul integral Ts,,, definit prin (2.1.4) este de clasd S.

Dacd luim é =~v=asia; — 1 = ; =; sin = 1 in Teorema 2.2.24, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.2.24.1. Fie o un numdr complex, Rea: > 0, M, N, P numere reale pozitive, iar f,qg,h, k € A.

Daca
2f'(2) _1’ < zg/ (2) <1 zh/(2) _1‘ <N 2K (2) _1‘ <P zh/ (2) <1 zk/ (2) <1
f(2) g'(2) h(z) k(z) h'(z) K'(z)
pentru z € U si
a—1
le] <1-— ‘(Mi+NZ~+PZ~+8), ceC, c# —1,

atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este de clasd S.

2.3 Noi conditii de univalenta pentru functii analitice

Acest paragraf extinde conditiile suficiente de univalentd pentru operatorii M, si T, cdnd functiile
implicate sunt analitice, utilizand Teorema Mocanu-Serb.

Teorema 2.3.1. Fie numerele complexe v, 0, «;, B;,v;, ¢ = Rey > 0, iar My solutia pozitivd a ecuatiei
(1.1.1), cu My = 1,5936... si f;, g; € A. Dacd

fi'(z)
fi(2)

g9/ (2)
9i(2)

S MOa

S M07
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pentru orice z € U, i = 1,n si

—Zlaz—lH QCHZ!@H ZI%|<1

atunci pentru orice numdr complex 6, Red > Re~, operatorul integral M ,,, definit prin (2.2.1) apartine
clasei S.

Mai intdi ludnd 6 = 1 in Teorema 2.3.1, obtinem urmditorul corolar:

Corolar 2.3.1.1. Fie numerele complexe v, o, B;,7vi, 0 < Rey < 1, ¢ = Re, iar My solutia pozitivd a
ecuatiei (1.1.1), cu My = 1,5936... si f;,g; € A. Dacd

fi'(2)
fi(2)

g9/ (2)
9i(2)

S MO?

S MO7

pentru orice z € U, i = 1,n si

_Zlaz_”_" 2p+1 Z’Bz|+ Z|%| <1

atunci operatorul integral M., definit prin (2.2.1) este de clasd S.

Punindn =1, =v=asia; — 1 = 1 = v, in Teorema 2.3.1, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.3.1.2. Fie o un numdr complex, a = Reaw > 0, iar My este solutia pozitivd a ecuatiei (1.1.1),
cu My =1,5936... si f,g € A. Dacd

" !
‘f/(Z) < 199 <,
f'(2) g'(z)
pentru orice z € U si
1 M,
2(0[—1) —+ 02a+1 Sl,
@ (2a+1) 2

atunci operatorul integral M, definit prin (2.2.5) este de clasd S.

Teorema 2.3.2. Fie numerele complexe v, 0, o, B;, Vi, 0, ¢ = Rey > 0, iar My solutia pozitivd a ecuatiei
(1.1.1), cu My = 1,5936... si f;, g;, h;, k; € A. Dacd

i (2)
fi(z)
oricare arfiz € U, i = 1,n si

_Z|az_1|+( 2c+1 Z|B@|+ Z|%|+ 2c+1 Z|5|<1

atunci pentru orice numdr complex 0, Red > Re~, operatorul integral 7}771, definit prin (2.1.4) este de
clasa S.

S M07

< MOa
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Ludnd 6 = 1 in Teorema 2.3.2, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.3.2.1. Fie numerele complexe v, «;, B;, Vi, 0;, 0 < Rey < 1, ¢ = Re, iar M, solutia pozitivd
a ecuatiei (1.1.1), cu My = 1,5936... si f;, g;, hi, k; € A. Dacd

fi'(z) 9i (2) hi (z)
fi(z) 9i(2) hi(z)
oricarearfiz € U, 1 = 1,n si

—Z|az—1|+( MZI&H ZI%H QCHZ|5|<1

atunci operatorul integral T, definit prin (2.2.18) este de clasd S.

ki (2)
ki(2)

< My, < My, < My, < My,

Ludndn =1, =v=asia; — 1 = p; = = 0, in Teorema 2.3.2, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 2.3.2.2. Fie o un numdr complex, a = Rea > 0, iar My solutia pozitiva a ecuatiei (1.1.1), cu
My =1,5936...si f,g,h,k € A. Dacd

‘ f"(2) g9'(2)
f'(2) g(z)

oricare ar fi z € U si
1 2M,
3<O‘_1) -+ 02a+1 < 17
@ (2a+1) 2

atunci operatorul integral T, definit prin (2.2.20) este de clasd S.

h”(z)
W (z)

< M,, < My, < My, < My,

2.4 Conditii de univalenta pentru functii univalente

Paragraful prezent contine conditii suficiente de univalentd pentru operatorii integrali prezentati in
aceastd lucrare atunci cand functiile implicate sunt univalente, utilizind Teorema lui Nehari.

Teorema 2.4.1. Fie 9,7, «;, B;,v: € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, g; € S. Dacd

S5 | -al)] |6 <,
2fi(2) 29i(2) 9:(2)
pentru orice z € U, i = 1, n si sunt satisficute inegalitdtile
S0 Qo= 1+ 18]+ _
1= (e = 18] [al)

TT (los = 1181 1 < 1 ,

- max | (1 — ]2\2) | 2| 2

=1 <1 1+[k[[2]

unde

| = 200 [(os — 1) ag; + 2B;ba; + 7ibai]|
[T (las = 1183l [il) 7

atunci oricare ar fi numdrul complex 6, Red > Rev, functia M, definitd in (2.1.1) este din clasa S.
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Fixindn=1,0 =v=asia; — 1 = §; = ; in Teorem 2.4.1, obtinem imediat corolarul:

Corolar 2.4.1.1. Fie o € C, Rea > 0 si functiile f,g € S. Dacd

ORI (O] IOEY O NNTIC] N
2f(2) 29(2) g'(2)
pentru orice z € U, iar constanta |«| satisface conditia
1
ol < 2 |2|+|as+3bs| |’
Z|Tia2 2
max [(1 - |2F) [o] £t

atunci functia M, definitd in (2.2.5) este din clasa S.

Teorema 2.4.2. Fie 0,7, «;, 5;,7: € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;,g; € S, © = 1,n, iar M;, N; numere
reale pozitive. Dacd

2f;(2) < M, 29;(2) < N, Zg/i (2) <1,
fi(z) 9i(2) 9:(2)
pentru orice z € U, i = 1,n, si
& 1
Dl = M+ 1) + 8] + bl (Ni + 1)] < PNZERATRE
— max
P nax |

unde
_ i (i — 1) (agi + 1) + 2Bibai + i (bai + 1)]|

Dict llas = W (Mi + 1) + B + |l (N +1)]

atunci oricare ar fi numdrul complex 6, Red > Rev, functia M, definitd in (2.1.1) este din clasa S.

K|

Urmatorul corolar este o consecintd a Teoremei 2.4.2:

Corolar 2.4.2.1. Fie 0, «;, 8;,7; € C, ¢ = Red > 0 si functiile f;,9; € S, © = 1,n, iar M;, N; numere
reale pozitive. Dacd

fi(2)

zg; (2)

9:(2)

29,(2)

9i(2) =1

— ?

< M,

S Ni7

Si
2c+1

(2c+1) =
2 Y

n

Z [(a; — 1) (agi + 1) + 2Biby; + i (ba; + 1)]

=1

<

n

Z (i = 1) (azi + 1) + 2B:iba; + i (bai + 1)]

i=1

atunci functia My, definitd in (2.1.1) este din clasa S.

n

= flow = (M + 1) + Bi] + |yl (N + 1)),

=1

Teorema 2.4.3. Fie 0,7, «;, B;,v: € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, g;, h; € S. Dacd

2fi(2) — fi(z)
2fi(2)

zh;(z) — hi(z)

<1
zh;i(z

— Y

gi(z) <1,
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pentru orice z € U, © = 1, n si sunt satisfdcute inegalitdtile

iy (i = 1 + 1Bl + [il)
[Tz (i = 1Bl )

<1,

n

H(|Oéi—1||5z‘||%|) < [ (-

i=1 max
lz|<1

1

) |2] 2 ]

> iy [(ai = 1) (agi + 1) + 2Bicai + vicail
21T, (Jai = 1Bl [il) ’

atunci oricare ar fi numdrul complex 6, Red > Re, functia Cs,, definitd in (2.1.2) este din clasa S.

unde

k| =

Fixandn =1,0 =y =asia; — 1 = 3; = ; in Teorema 2.4.3, obtinem imediat corolarul:

Corolar 2.4.3.1. Fie o € C, Rea. > 0 si functiile f,g,h € S. Dacd

/ . , hl . h "
Zf <Z> f<Z> <1’ ‘g (z)’ <1’ < (Z) (Z) <1’ ,(Z> <1’
z2f(2) zh(z) R (z)
pentru orice z € U si constanta || satisface conditia
1
|CY| < 2 2|z|+|ag+3ca| |’
max |2 (1~ |2f*) 2] S

atunci functia C, definitd in (2.2.10) este din clasa S.

Teorema 2.4.4. Fie 6,7, a;, B;,vi € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, g;, h; € S, iar M;, N;, P; numere
reale pozitive. Dacd

z2fi(2) 29,(2) zhi(2) zh; (2)
— < Mi, L < Nl’, gilz < 1, L < Pi, ,l < 1,
7 5(2) ) () ()
pentru orice z € U, i = 1,n,
= 1
DMl = (M + Ny + 1) + B3] + |l (B +1)] < o R
i=1 @"S"f [ c 1+|k||z\]

unde
’Zz 1 [( —1) (a2z + by + 1) + 2B5c; + i (Coi + 1)”

> e = 1 (M + Ny + 1) + |Bi| + |yl (P +1)]

atunci oricare ar fi numdrul complex 6, Red > Re, functia Cs,, definitd in (2.1.2) este din clasa S.

k| =

Urmatorul corolar este o consecintd a Teoremei 2.4.4:
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Corolar 2.4.4.1. Fie 6, c;, B;,v; € C, ¢ = Red > 0 si functiile f;, g;,h; € S, i = 1,n, iar M;, N;, P,
numere reale pozitive. Dacd

)| oy, |20 ‘ <N, laa)l<1, [Elop o |ZE) g
fi(z) 9i(2) hi(z) hi(2)
Si
n (2¢ +1)°5
Z [(a; = 1) (agi + bai + 1) + 2Bic95 + vi (cas + 1)]| < 5 ;
i=1
Z [(a; = 1) (agi + bai + 1) + 2Bsc0s + i (c2 + 1)]| =
i=1
=) llai =1 (M; + Ni + 1) + [Bi] + || (B + 1)],
=1
atunci functia Cs ,, definitd in (2.1.2) este din clasa S.
Teorema 2.4.5. Fie d,v,«;, Bi,v: € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, g;, h;, k; € S. Dacd
O || <1, [BORE) ) |6 k)| Ly O] o KO
pentru orice z € U, i = 1, n si sunt satisfdcute inegalitdtile
Sy (o = 1+ 1B+ 1) _ |
1= (e = 18] [al) ’
" 1
TT (s = 115 1) < —
i=1 "Z‘S”f [2 (1= [2F) I« 1+\k\|z|i|
unde .
| = 2 oim (@i = 1) (2a9; + 1) + Bi (cai + dai) + 2 (cai + dai)|
2112 (law = 1}18il [l) ’
oricare ar fi 0, Red > Rev, functia Gs,,,, definitd in (2.1.3) este din clasa S.
Fixindn =1,0 =y =asia; — 1 = B; = ; in Teorema 2.4.5, obtinem imediat corolarul:
Corolar 2.4.5.1. Fie a € C, Rea > 0 si functiile f,g,h, k € S. Dacd
(2 , zh (2) — h(z) 2k (2) — k(2) R (2) k' (2)
- <1, ‘<1,—<1,—<1, - <1 - <1,
HOIRRAN () h() ") | <R
pentru orice z € U si constanta |«| satisface conditia
1
o] < 2|z|+|2a2+3ca+3da+1] |’
rz“g[ ( || ) 2| 2+\2a2+23(:2+23d2+21||z|]

atunci functia G, definitd in (2.2.16) este din clasa S.
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Teorema 2.4.6. Fie 0,7, «;, 53;,7: € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;.g;, h;, k; € S, iar M;, N;, P; numere
reale pozitive. Dacd

I

2f; (2) z2g;(2)
;L < 1, L < Mi7 g;(z S 1,
1) a2 9:42)]
zh;(2) < N, zk;(2) <P, Zh/i (2) <1, Zk/i (2) <1,
hi(z) ki(2) hi(2) ki(2)
pentru orice z € U, i = 1,n,
_ 1
Dl = (M + 1) + |8, (Ni + P +2) + 2 |l] < PNZRRATRE
i=1 m‘g [ c 1+|k||z|:|
unde .
| = 1> (e — 1) (2a2; + ba;) + Bi (coi + doi + 2) + 27, (coi + doi)]|

>oic [los = 1 (M; + 1) + [Bi| (N + P+ 2) + 2] ’
atunci pentru orice 0, Red > Rev, functia Gs ,,, definitd prin (2.1.3) este din clasa S.

Urmdtorul corolar este o consecintd a Teoremei 2.4.6:

Corolar 2.4.6.1. Fie 0, «;, 5;,v; € C, ¢ = Red > 0 si functiile f;, g;, h;, k; € S, iar M;, N;, P; numere
reale pozitive. Dacd

G g |29C)) yp ge) < 1
fi (Z) gz’(2>
th(z) <N, Zk'z(z) <P, Zh/z (2) <1, Zk:z (2) <1,
hi(z) ki(2) hi(2) k()
Si
n 2c+1
2c+ 1) 2
Z (i = 1) (2a2; + bai) + Bi (ci + dai + 2) + 27; (coi + doi)]| < %7
i=1
Z [(c; — 1) (2ag; + ba;) + Bi (coi + doi + 2) + 27, (coi + doy)]| =
i=1
= flos = 1 (M;+ 1) + 8] (Ni + P, +2) + 2|y,
i=1

atunci functia G ., definitd in (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.4.7. Fie 0,7, «;, Bi,vi, 0; € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, g;, hi, k; € S. Dacd

LG - 4G |2 — ()
SEEI R PIE] Eal e R
HE) RG] W) [HE

C I e eI e
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pentru orice z € U, © = 1, n si sunt satisfdcute inegalitdtile

i (i = 1+ [Bil + il + [03l)

n < 17
ITi—: (low — 1] {8l il [6:])
Tl — 1118 1l 18) < !
QG — il |Vl 10i]) = s
- ' 2 (1— af") |o| 5
i=1 "Z‘g 1) 1V 1]

unde
= >0 (s = 1) agi 4 2B;be; + i (cai + dai) + 20; (i + doy)]|

2] 1= (loi = 1[1B:l [l 16:]) ’
oricare ar fi 0, Red > Rev, functia s, definitd in (2.1.4) este din clasa S.

Punindn =1, =v=asia; — 1 = ; = ; in Teorema 2.4.7, imediat obtinem corolarul:

Corolar 2.4.7.1. Fie a € C, Rea > 0 si functiile f,g,h, k € S. Dacd

2f(2) = f(2) 9 (2) zh'(2) = h(2)
BT 5 I A UL Al BT R B
2k (2) — k(2) h'(2) k' (2)
Y N I P ’ <L vt

pentru orice z € U si constanta |a| satisface conditia

1

P 2|2|+]az+2ba+3c2+3da] |’
ﬁ,"‘i’f [2 (1 =12 Il 2+|as+2b5+3ca+3da] 2|

o] <

atunci functia T, definitd in (2.2.23) este din clasa S.

Teorema 2.4.8. Fie 0,7, oy, Bi,7vi,0; € C, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, g;, h;, k; € S, iar M;, N;, P,
numere reale pozitive. Dacd

SO\ Oy [RQ| |G L G| [
fi(z) 9:(2) hi(2) ki(z) hi(2) ki(2)
pentru orice z € U, i = 1, n,
= 1
Dl = (M + 1) + 8] + byl (Ni + P +2) + 216i]] < o e
i=1 "Z‘S”f [ c 1+|k||z\]

unde
\E?:l [(; — 1) (agi + 1) + 2B8:ba; + i (Coi + dai + 2) + 20; (co; + doi)]|

> i i = Y (M; + 1) + |Bs] + |l (Ni + P +2) +216:]] ’
atunci pentru orice 0, Red > Rev, functia Ts,, definitd prin (2.1.4) este din clasa S.

k| =

Urmatorul corolar este o consecintd a Teoremei 2.4.8:
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Corolar 2.4.8.1. Fie 0, «;, 5;,7;,0; € C, c = Red > 0 si functiile f;, g;, h;, k; € S, iar M;, N;, P, numere
reale pozitive. Dacd

Zfz'(z) < M;, Zg,z (Z) <1, Zhl(z) < N, Zki('z) <P, Zh/z <Z> <1, Zkli (Z) <1,
fi(2) 9;(2) hi(z) ki(2) hi(z) k;(2)
Si
" (2c+1)%
Z [(; — 1) (agi + 1) + 2B8:boi + i (Cai + do; + 2) + 20; (coi + doy)]| < 0
i=1

n

Z (i — 1) (agi + 1) + 2B;ba; + i (c2i + do; + 2) + 26; (co; + da;)]
i1

n

= s = 1 (Mi + 1) + Bl + [l (Ni + P; +2) +2164]],
i=1
atunci functia Ts,,,, definitd in (2.1.4) este din clasa S.

2.5 Conditii de univalenta pentru clasa G,

In aceastd sectiune prezentdm conditii suficiente de univalentd a operatorilor integrali M, Tom
pentru situatia cand functiile implicate apartin clasei functiilor G,, 0 < b < 1.

Teorema 2.5.1. Fie numerele complexe v, 0, «;, B;, Vi, ¢ = Rey > 0, astfel incdt
¢> ) g — 1+ (2bi + 1) |Bi] + |yall
i=1
Dacdgi € Qbi, 0< bl <1, fz € ASl

!/ /
Zfi(z)_1’<17 ‘Zgi(z)_1‘<17

fz(z) gi Z)

pentru orice z € U, 1 = 1, n, atunci operatorul integral M ,,, definit prin (2.1.1) este de clasd S.

Punindn =1,0 =~v=asiay — 1 = [y =, in Teorema 2.5.1, obtinem corolarul urmdtor:
Corolar 2.5.1.1. Fie o un numdr complex, Recx > 0, astfel incat
Rea > |oo — 1] (2b+ 3) .
Dacdge G, 0<b< 1, feAsi

2f'(2)
f(2)

pentru orice z € U, atunci operatorul integral M, definit prin relatia (2.2.5) este de clasd S.

2g'(2)
9(2)

—1‘<1, ‘ —1‘<1,
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Teorema 2.5.2. Fie numerele complexe o, 3;,7;, iar M; > 1, N; > 1 numere reale, pentru oricet = 1,n
siy € Ccuc=Revsi

¢ > [l — 1 (2M; + 1) + (b: |8i] + |Bil + [ul) 2N; + 1) + b | Bi]] -
i=1
Dacd g; € Gy, 0 < b; <1, f; € Asatisfac

2fiz) 29,(2)
e | S T

[fz( )] [9:(2))"

pentru orice z € U, 1 = 1,n, atunci pentru orice numdr complex o, cu Red > Re~, operatorul integral
M, dat prin (2.1.1) este de clasda S.

-1 < 17 ‘fl(z)| < Mi7 ‘92(2)‘ < Ni?

Pundndn =1, oy — 1 = 31 = 71 s5i by = b in Teorema 2.5.2, obtinem corolarul:
Corolar 2.5.2.1. Fie o un numdr complex, iar M > 1, N > 1 numere reale, cu Rea > 0 si
Reav > |ov — 1] (2M + 20N + 4N +2b+ 3).
Dacd g € G, 0 < b < 1, f € Asatisfac

2f'(2) 29 (2)
[f(2)] l9(2))”

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este din clasa S.

-1

<1,

- 1\ <1 UG <M, lg2) <N,

Teorema 2.5.3. Fie numerele complexe «;, 5;,7v; si 0 € C cu
Res > [lai — 1]+ (2bi + 1) 18] + [ill
i=1

si fie ¢ € C astfel incat

C|<1— Z|Oéz—1|+ 2b+1)|5z|+|’%|]

Dacd g; ngi, O<bl <1, fz EASZ

2fi(2) 2gi(2)
fi(2) 9i(2)

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci operatorul integral Ms.,,, dat prin (2.1.1) este de clasd S.

—1‘<1,

—1‘<1,

Ludndn =1, oy — 1 = 81 = 71 si by = b in Teorema 2.5.3, obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 2.5.3.1. Fiea € C* cu
Rea > |a — 1] (20 + 3),

si fie c € C astfel incat
1
<1l——J]a—1|(2b+3).
o] < 1= = = 1](2b+3)
Dacdge G, 0<b<1, fe Asi
2f'(z)
f(2)

pentru orice z € U, atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este din clasa S.

2g'(2)
9(2)

—1‘<1, ’ —1‘<1,

Teorema 2.5.4. Fie numerele complexe «;, B3;,7;, iar M; > 1, N; > 1 numere reale si 6 € C cu
Red > > [lag — 1] (2M; + 1) + (bi |Bi] + Bl + [%]) (2N; + 1) + b; |8il]
i=1
si fie c € C astfel incat

el < 1= 23 llas = 1] @M+ 1) + (] + [+ bul) 2N+ 1)+ 51
i=1

Dacd g; € Gy, 0 < b; <1, f; € Asatisfac

2 fi(2)
[fz’(z)]Q

oricare ar fi z € U, © = 1, n, atunci operatorul integral M ,,, dat prin (2.1.1) este de clasd S.

)y
[9:(2)]

—1’<1,

Ludndn =1, ay — 1 = 8y = 71 si by = b in Teorema 2.5.4, obtinem corolarul:
Corolar 2.54.1. Fie o € C*, iar M > 1, N > 1 numere reale cu
Reov > |ov — 1] (2M + 2bN + 4N + 2b + 3),

si fie c € C, astfel incat
1
le| <1——|a—1[(2M 4+ 20N + 4N + 2b+ 3).
Rea
Daci g € Gy, 0 < b < 1, f € Asatisfac

2f(z) 1‘ PN ERIC)
f(2)) o g(2))?

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este de clasd S.

-1 <1
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Teorema 2.5.5. Fie numerele complexe v, 9, o, B;, i, 0;, ¢ = Rey > 0, astfel incdt
¢ > ) g — 1+ (2by + 1) |Bi] + 2 |yl + (4bi + 2) 6] -
i=1
Dacd pentru orice i = 1,n, g;, hi, ki € Gy, 0 < b; <1, f; € Asi

2fi(z)
fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci operatorul integral Ts ,,, definit prin (2.1.4) este de clasd S.

zhi(2)

26i(2) e

! 5:(2)

-1

<1, <1,

<1 |

—1'<1,

Luindn =1, =v=asia; — 1= p1 =~ =0, in Teorema 2.5.5, obtinem:
Corolar 2.5.5.1. Fie o un numdr complex, Rea > 0, astfel incat
Rea > 6|la—1|(b+1).
Dacid g,h,k € G, 0 <b<1feAsi

2fi(2) 29i(2)
fi(z) 9i(2)

atunci operatorul integral T, definit prin (2.2.23) este de clasd S.

zhi(2)
hZ(Z)

zki(2)
kl(Z)

-1 <1, -1 <1,

—1‘<1,

—1’<1

Teorema 2.5.6. Fie numerele complexe «;, B;,7;, 0; , iar M; > 1, N; > 1, P, > 1, Q; > 1 numere reale,
pentru orice i = 1,n si v € C cu c = Rev si

¢> ) flas =1 2M; + 1) + (b Bl + |8]) (2Ni + 1)) +

=1

+Z (el =+ 103] b3 + [i]) (2P + 2Q; + 2) + bi | Bi| + 2b; |6i]] -

=1

Dacd oricare ar fii = 1,n, g;, hi, ki € Gy, 0 < b; < 1 f; € A satisfac

2”23 1'<1, —2294(22—1‘ 1, 2h/(22 1‘ 1, —Z%{(Zg—l <1,
[fi(2)] [9:(2)] [hi(2)] [ki(2)]

|fi(2)] < M, |gi(2)] < Ni, [hi(2)] < B, [ki(2)] < Qs

unde z € U, i = 1,n, atunci pentru orice numdr complex 9, cu Red > Revy, operatorul integral Ts,,, dat
prin (2.1.4) este de clasd S.

Ludndn =1, oy — 1 = 81 = 71, by = b in Teorema 2.5.6, avem corolarul:

Corolar 2.5.6.1. Fie o un numdr complex Reaw > 0, iar M > 1, N > 1, P > 1, () > 1 numere reale,
astfel incdt

Rea > [2|a— 1| (M + N +2P+2Q +3) +2]a—1|b(N + P+ Q + 3)].
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Dacd g, h,k € G, 0 < b <1, f € Asatisfac

2 g1 2/ 2 / 271./
Zf(23—1‘<1, Z9E) g g |2E) 1‘ 1, L(Zg_1‘<1
[/ (2)] [9(2)] [ (2)] [k(2)]
fI <M, g(z)| <N, [h(z)| <P [k(z)] <Q,
oricare ar fi z € U, atunci opertorul integral T, dat prin (2.2.23) este de clasd S.
Teorema 2.5.7. Fie numerele complexe o, 3;, 7, 0;, 0 € C cu
Red > Z (o = 1] + (2b; + 1) |Bi| 4+ 2 || + (4b; +2) |64]]
i=1
si fie c € C astfel incat
| <1 Zmz 1]+ (2b; 4+ 1) | 8] + 2 || + (4b; +2) 16:]] -
Dacd pentru orice i = 1,n, g;, hi ki € Gy, 0 < b; <1, f; € Asi
/ / !/ /

oricare ar fi z € U, © = 1,n, atunci operatorul integral Ts ,,, definit prin (2.1.4) este de clasd S.

Pundndn =1, oy — 1 = 31 = 7 si by = b in Teorema 2.5.7, obtinem corolarul:

Corolar 2.5.7.1. Fiea € C* cu
Rea > 6la—1|(b+1)

si fie c € C astfel incat
6
<1l——a—1/(b+1).
o <1 a1 (b +1)
Dacd pentru g, h, k € G,, 0 <b <1, f € Asi
2f'(2)
f(2)

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este de clasd S.

2k (2)
ki(2)

zh (2)
h(z)

2k (2)
k(z)

—1‘<1,

—1‘<1,

—1'<1,

—1‘<1,

Teorema 2.5.8. Fie numerele complexe o, 3;, i, 0;, tar M; > 1, N; > 1, P, > 1, Q); > 1 numere reale,
pentruorice i = 1,nsid € Ccu

Res > " [loy — 1) (2M; + 1) + (b; 6] + 16:]) (2N; + 1)] +

i=1

"‘Z [yl =+ 193] b + [6i]) (2F; + 2Q; + 2) + bi | 8i] + 2b; |6:]]

i=1
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si fie c € C astfel incat
n

1
el =1 =2 > law = 1 2M; +1) + (b: 8] + |8]) (2N; + 1)] =

=1

1
~Res [(|vil + 163] bs + |6i]) (2P + 2Q; + 2) + by | B| + 2b; |d;]] -
i=1
Dacd oricare arfii = 1,n, g;,hi, k; € Gy, 0 < b; < 1, f; € Asatisfac
2 £/ 21,/
zfl(zg_ ) _ ' | zhz(zg ) 1’<17
[fi(2)] [9i(2)] [hi(2)] [ki(2)]

pentru orice z € U, © = 1, n, atunci operatorul integral Ts ,, dat prin (2.1.4) este de clasd S.

29,() 2hi(z)

Y Y

Ludndn =1, ay — 1 = 8y = v1 5i by = b in Teorema 2.5.8, obtinem corolarul:
Corolar 2.5.8.1. Fiea € C*, jar M > 1, N > 1, P > 1, Q > 1 numere reale, cu
Rea > [2|a— 1| (M +N+2P+2Q +3)+2|a—1|b(N+ P+ Q + 3)]

si fie ¢ € C astfel incat

o] < 1—%[2!@—1\(M+N+2P+2Q+3)+2\a—1|b(N+P+Q+3)].
Dacd g, h,k € G, 0 < b <1, f € Asatisfac
2f'(z) 1‘ 1 2°g'(z) ‘ 2h(2) ' 22K (2)
[f(2)] e [R()] k)

pentru orice z € U, atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este de clasd S.

—1‘<1,

2.6 Conditii de univalenta pentru clasa S(p)

Aceastd sectiune cuprinde conditii suficiente de univalentd a celor patru operatori integrali in cazul
in care functiile implicate apartin clasei functiilor S,, 0 < p < 2.

Teorema 2.6.1. Fie f;,g; € A, unde f;, h; sunt din clasa S (p;), 0 < p; < 2, iar M;, N; sunt numere

pozitive si 0, o, B;, i, c numere complexe, oricare ar fii = 1, n, astfel incdt

Red > Zﬂai — [ +pi) M + 1]+ |Bi] + [l [A+p) Ni + 1]}, [e] <1, c# 1.
i=1
Daca "
9: (2)
9:(2)

[fi ()| < My, gi (2)] < N,

<1

Si
1 n
c] <1— R_e(;;ﬂai — 1 [(L +pi) M; + 1] + | B + |%l [(1 + pi) N; + 1]}

pentru orice z € U, © = 1, n, atunci operatorul integral M ,,, definit prin (2.1.1) este de clasd S.
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Fixand M; = N; = 1 in Theorem 2.6.1, ajungem imediat la urmdtorul corolar:

Corolar 2.6.1.1. Fie fi,g; € S (ps), 0 < p; < 25i 0, y, Bs, i, ¢ numere complexe pentru orice i = 1,n,
astfel incat

Res > [(pi+2) (Jou — 1+ )+ 18], el < 1.
=1
Dacd ”
9; (2)
9:(2)

<1

— Y

[fi () <1, g (2)] <1,

Si

1 n
el <1 =2 ; [(pi +2) (Joi = 1] + [7l) + 18],

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci operatorul integral M, definit prin (2.1.1) este de clasd S.

Dacd consideramn = 1 si ay — 1 = 1 = v in Teorema 2.6.1, obtinem corolarul:

Corolar 2.6.1.2. Fie f,g € S (p), 0 < p <2, iar M, N numere reale pozitive si «, c numere complexe,
astfel incat

Rea > o —1|[(1+p) M+ (1+p)N+3], | <1
Daca

[f () <M, g (2)] <N,

Si
' 1
<1l——la-—1][1 M+ (1 N + 3],
el < 1= ——Ja=1[[(1+p) M+(1+p)N+3
pentru orice z € U, atunci operatorul integral M, definit prin (2.2.5) este de clasd S.

Teorema 2.6.2. Fie f;,g;,h; € A, unde f;, g;, h; sunt din clasa S (p;), 0 < p; < 2, iar M;, N;, P; sunt
numere reale pozitive si 6, «;, B;,7;, c numere complexe, oricare ar fii = 1, n, astfel incat

Re6 > {lay — 1 [(M;+ N2) (L+p) + 1] + 18] + [l [(L+p) P+ 1]}, [l <1, e # —1.

=1
Dacd
Ifi (2)] < M;, |gi (2)] < N,

Si

1 n
] <1— @;{!ai — U [(M; + N?) (1 +pi) + 1] + |Bi] + [l [(1+p:) B+ 1]}

pentru orice z € U, © = 1, n, atunci operatorul integral Cs ,,, definit prin (2.1.2) este de clasd S.

Setind M; = N; = P, = 1 in Teorema 2.6.2, imediat obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 2.6.2.1. Fie f;,g;,h; € S(p:), 0 < p; < 2 50§, , B, Vi, c numere complexe, pentru orice
i = 1,n, astfel incat

Res > " [(2pi+3) o — 1| + |8 + (p +2) [wl] . e < 1.
=1

Dacd

Ifi(2) <1, lg(2)| <1,

<1, |h(2)] <1

Si

1 n
|C| Sl—@ E [(2pi+3)‘ai_1’+|6i|+(pi+2> |7iH7
=1

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci operatorul integral Cs ,,, definit prin (2.1.2) este de clasa S.

Punindn =1, =v=asia; — 1 = 1 = v, in Teorema 2.6.2, obtinem:

Corolar 2.6.2.2. Fie f,g.h € S(p), 0 < p < 2, iar M, N, P numere reale pozitive si o, c numere
complexe, astfel incadt

Rea > |a—1|[(M+N°>+P)(14+p)+3], |d<1

Dacad B
h'(2)

()l <M, g ()] <N, o)

<1, |h(z)|<P

Si
' 1
<l——|a—1][(M+N*+P)(1 3],
e < 1= p—la =1 [(M+N*+P) (1 +p)+3]
oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral C, definit prin (2.2.10) este de clasd S.

Teorema 2.6.3. Fie f;, g;, hi, ki € A, unde g;, h;, k; sunt din clasa S (p;), 0 < p; < 2, iar M;, N;, P, sunt
numere reale pozitive si 6, «;, B;, i, c numere complexe, pentru orice i = 1,n, astfel incdt

Reo > Z{|Oéi =1 [(1+p) M+ 1] + B [(Ni + B) (L 4+pi) + 2]+ 2wl }, [l €1, ¢ # —1.

=1

Daca

|9: (2)] < My, |hi(2)] < Niy [k (2)] < B,

Si

<1 %;{m— 1 {14 p) M2 4+ 1] + 18 (i + P) (14 p) + 2+ 2]}

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci operatorul integral Gs ,,, definit prin (2.1.3) este de clasd S.

Fixand M; = N; = P, = 1 in Teorema 2.6.3, imediat ajungem la urmdtorul corolar:

51



Corolar 2.6.3.1. Fie f;, g;,hi,k; € S (p:;), 0 < p; < 251 6, v, By, Vi, c numere complexe, pentru orice
i = 1,n, astfel incat

Re6 > [low — 1/ (2+p;) + 218 2+ pi) +2]ll, el < 1.

=1

Dacd

g () <1, Jhi () <L [k (2)] < L,

Si
n

1
o] < 1_R_eézuai_1|(2+pi)+2|5i|(2+pz‘)+2|%‘|]a

=1

oricare ar fi z € U si i = 1,n, atunci operatorul integral Gs ,,, definit prin (2.1.3) este de clasd S.

Dacd consideramn =1, — 1 =~ =asia; — 1 = 1 = 7 in Teorema 2.6.3, avem corolarul:

Corolar 2.6.3.2. Fie f,g,h,k € S(p), 0 < p < 2, iar M, N, P sunt numere reale pozitive o, c numere
complexe, astfel incat

Rea > |a—1|[(14p) (M*+ N+ P)+5], | <1

Dacad

9B <M, b <N, [k(z)] <P, \

Si
' 1
<1l——Ja—-1|[1+p) (M*+N +P)+5],
el < 1= ——Ja—1|[(1+p) (M>+ N + P) +5
oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral G, definit prin (2.2.16) este de clasd S.

Teorema 2.6.4. Fie f;, g;,hi, k; € A, unde f;, h;, k;, apartin clasei S (p;), 0 < p; < 2, iar M;, N;, P,
sunt numere reale pozitive si 0, o, 3;, i, 0;, C numere complexe, pentru orice i = 1,n, astfel incdt

Red > Z‘“az‘ = U [M; (1 +pi) + 1+ |Bi] + [l [(Ni + ) (1 +pi) + 2] + 26}
i=1
pentru |c| < 1, ¢ # —1. Dacd

|fi (2)] < My, |hi(2)| < Niy ki (2)] < P,

Si
1 n
<1l-—— ;— (1+p;)+1 ; A (N 4+ By) (14 pi) + 2|+ 2|0},
e 1= g5 Dol = ML (14 + 1+ 8]+ il (N + P) (145 +2 + 2061

oricare ar fi z € U, i = 1, n, atunci operatorul integral Ts ,,, definit prin (2.1.4) este de clasd S.
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Luand M; = N; = P; = 1 in Teorema 2.6.4, imediat ajungem la urmdtorul corolar:

Corolar 2.6.4.1. Fie f;, g;, hi, ki € S (p;), 0 < p; < 2510, «;, B, Vi, 03, ¢ numere complexe, pentru orice
i = 1, n, astfel incat

Red >y o = 1] (pi +2) + 16l + 2l (i +2) +2[8i]],  [el < 1.

=1

Dacad

"

g; (2)

’fz (2” < 17 ‘hi (Z)l < 17 ’kz (Z)‘ < 17 g;(z)

Si
n

1
c] S1—@ZH%—U(MvL?)JF|5z'\+2|%|(p¢+2)+2|5iﬂ>

i=1

oricare ar fi z € U, © = 1,n, atunci operatorul integral T ,,, definit prin (2.1.4) este de clasd S.

Dacd consideramn = 1 si oy — 1 = 1 = 7y, in Teorema 2.6.4, obtinem:

Corolar 2.6.4.2. Fie f,g,h,k € S(p), 0 < p < 2, iar M, N, P numere reale pozitive si o, c numere
complexe, astfel incadt

Rea > {la—1|[[M + N+ P)(1+p)+6]}, o<1

Daca

(%)

9 (2)

<1

[f (<M, [h()] <N, [k(z)] <P

ol <1 o {la— 1/[(M+ N + P) (1+p) + 6]},

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral T, definit prin (2.2.23) este de clasd S.

2.7 Conditii de univalenta pentru clasele B(y) si S,

In acest paragraf sunt descrise conditii suficiente de univalentd pentru cei patru operatori integrali
a cdror functii apartin claselor functiilor B(p), 0 < p < 1siS,, 0 < p < 1.

Teorema 2.7.1. Fie numerele complexe v, 8, v, i, Vi, ¢ = Rey > 0, i = 1, n si functiile f;, g; din clasa

B(u;), 0 < p; < 1,1 = 1,n care satisfac inegalitatea

- ¢, daca O<c<?i
. o . 1 < ) 2
S - m) @l =11+ 3180 + 2 < { [ ot 05052

=1

atunci pentru orice numere complexe 6, Red > Revy, operatorul integral M, dat prin (2.1.1) este de
clasa S.
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Teorema 2.7.2. Fie numerele complexe vy, 6, o, B;, i si functiile analitice f;, g; din clasa S,,;, 0 < p; <
1, 2 = 1, n care satisfac inegalitatea

!
290 (2)| _ o
9:(2)
Dacd v € C, astfel incat Rey = ¢ > 0 si
n 2c+1
(2c+1) 2
> (ilos = 1)+ il + g ) < ~——,

i=1
atunci pentru orice numdr complex 6, Red < ¢, operatorul integral M, dat prin (2.1.1) este analitic
si univalent in U.

Luindn =1, =v=asio; — 1 = 3; = ; in Teorema 2.7.2, obtinem corolarul:

Corolar 2.7.2.1. Fie functiile analitice f, g din clasa S,,, 0 < ;1 < 1 care satisfac inegalitatea

2g"(2)
q'(2)

<|z].

Dacd o € C, astfel incdt Rea = ¢ > 0 si

241
2c
o1/ +1) < BT

atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este analitic si univalent in U.

Teorema 2.7.3. Fie functiile analitice f;, g; din clasa B(p;), 0 < p; < 1, i = 1,n si numerele complexe
8,7, v, Bi, ir astfel incdt § # 0. Presupunem cd numerele reale M; > 1, N; > 1, pentru orice i = 1, n,
cuRey=c>0si

Red =Y {loi = 1[(2 = ) My + 1] + |8l + 1yl [(2 = ps) Ni + 1]}

=1

Dacd .
zg; (2)

|fi ()| < My, gi (2)] < Ny, |
9; (2)

Si
1 n
el 1= == > {las =12 = ) M + 1] + 8] + |3l [ = ) N+ 1]}, c€C, e £0,
i=1

atunci operatorul integral M ,,, dat prin (2.1.1) este de clasd S.

Pundndn = 1si 0 =y = )\, in Teorema 2.7.3, imediat obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 2.7.3.1. Fie functiile analitice f, g din clasa B(u), 0 < p < 1 si numerele complexe \, a, 3,7,
astfel incat A # 0. Presupunem cd numerele reale M > 1, N > 1 si

Red > {lo = 1[[(2 = p) M + 1] + 6] + [7[[(2 = p) N + 1]}

Dacd

[f () <M, |g(z)] <N,

ol <1 = Afla—1[2—m) M+ 1418+ bl (2~ W N +1]}, c€C c#0

atunci operatorul integral M, dat prin
z a—1 Y
/\/l*(z):/ [(@) (g ()" (@) ]dt 2.7.1)
0

Teorema 2.7.4. Fie numerele complexe v, 6, o, 3;, v, ¢ = Rey > 0, i = 1,n si functiile f;, g;, h; din
clasa B(11;), 0 < p; < 1, iar g;(z) € R(u;), i = 1,n care satisfac inegalitdtile

este de clasd S.

. ¢, daca 0<c<1l

. - . : 1< b 2
> @los 114318120 + 2l — 1< {§ et 0555
atunci pentru orice numdr complex 6, Red > Revy, operatorul integral Cs,,, definit prin (2.1.2) este de
clasda S.

Teorema 2.7.5. Fie numerele complexe v, 9, o, 3;,; si functiile analitice f;, g;, h; din clasa S,,, 0 <
wi < 1,1 = 1,n care satisfac inegalitdtile

zh!(2)
) < 17 /Z < .
<1 |5 <1
Dacd v € C astfel incat Rey = ¢ > 0 si
" (2¢+ 1)
C c
D 1@pi + 1) |oi = 1 + (8] + pi [ S

i=1
atunci pentru orice numdr complex 6, Red < ¢, operatorul general integral Cs,,, dat prin (2.1.2) este
analitic si univalent in U.

Ludndn =1, =v=asia; — 1 = ; = ~; in Teorema 2.7.5, obtinem corolarul:

Corolar 2.7.5.1. Fie functiile analitice f, g, si h din clasa S,,, 0 < p < 1 care satisfac inegalitdtile

zh"(2)
l9(2)| <1, W) < 2|
Dacd o € C astfel incat Rea = ¢ > 0 si
2 +1)°%
o -1/ +2) < EEDE

atunci operatorul integral C, definit prin (2.2.10) este analitic si univalent in U.
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Teorema 2.7.6. Fie functiile analitice fi, g; si h; din clasa B(u;), 0 < p; < 1, i = 1,n si numerele
complexe 6,7, «;, B, i, astfel incdt 6 # 0. Presupunem cd numerele reale M; > 1, N; > 1, P, > 1
pentru orice i = 1,n, cu Rey =c > 0 si

Red >y " {oi — 1| [(2 — i) (M; + N2) + 1] + |Bi] + [l [(2 — i) P+ 1]}

i=1

Dacd ”( )
zh, (z
[fi( <M, g ()| < Niy i (2)| S By, | =775 < L,
h; (2)
pentru orice z € U, i = 1,n si
C|<1_ Z{Wz [(2 = ) (M + N2) + 1] + 18| + [l [(2 = i) P+ 1]}

c € C, ¢ # 0, atunci operatorul general integral Cs,,, dat prin (2.1.2) este din clasa S.

Ludndn = 1si 0 = v = « in Teorema 2.7.6, obtinem corolarul:

Corolar 2.7.6.1. Fie functiile analitice f, g si h din clasa B(p), 0 < p < 1, si numerele complexe
A, a, 8,7, cu X # 0. Presupunem cd numerele reale M > 1, N > 1, P > 1 si

Red > {Ja—1[[2 = p) (M + N?) +1] + 8] + 1 [(2 — p) P + 1]}

Dacd

IfI<M, Jg(z) <N, lg(2)] <P

Si

A <1— s {lo—11[@ ) (M+N) +1] 48l + hl[@ - w P+1]}, c€C, c#0,

atunci operatorul integral C*, definit prin
z a—1 i
0@:/[@9%0 mmf@?»]ﬁ (2.7.2)
0

Teorema 2.7.7. Fie numerele complexe v, 9, o, i, vi, ¢ = Rey > 0 si functiile f;, h;, k; din clasa B(p;),
0 < <1,iarg;(z) € R(us), i = 1,n care satisfac inegalitatea

este din clasa S.

n

Z(l_Mz‘)(?"az‘—1’+4|5i’+6\%|)+2|0ﬁ—1\ S{

=1

¢, daca 0<c<%
% daca %<c<oo,

atunci pentru orice numdr complex 0, Red > Revy, operatorul integral Gs ,,, dat prin (2.1.3) este din clasa

S.
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Teorema 2.7.8. Fie numerele complexe v, 9, o;, B;, v; si functiile analitice f;, g;, hi, k; este din clasa S,,,,
0 < p; < 1,1 =1,n care satisfac inegalitdtile

" " !
Dacd v € C, astfel incat Rey = ¢ > 0 si
n (2¢ + 1) %
D 1@+ i) low — 1]+ 2 B + 2 |yil] < B E—

=1

atunci pentru orice numdr complex 0, Red < ¢, operatorul general integral Gs,,, dat prin (2.1.3) este
analitic si univalent in U.

Ludndn =1, =v=asia; — 1 = ; = ~; in Teorema 2.7.8, obtinem corolarul:

Corolar 2.7.8.1. Fie functiile analitice f, g, h, k din clasa S,, 0 < p < 1 care satisfac inegalitdtile

z2f"(2) ‘ zh"(z) ' zk" (z)
g(z) <1, - < |2z, |1 <2, || <|7.
9(2) <l T < ] <
Dacd o € CcuRea =c¢ > 0 si
(2c+1)°3

o= 1] @3+ ) < S

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este analitic si univalent in U.

Teorema 2.7.9. Fie functiile analitice f;, g;, h;, k; din clasa B(p;), 0 < p; < 1 si numerele complexe
0,7, oy, Bi, Vi» astfel incdt 6 # 0. Presupunem cd numerele reale M; > 1, N; > 1, P; > 1, pentru orice
i=1,n, cuRey=rc>0si

Red > Z{‘O‘i — 1 [1 + (2 = ) Miz] + 18 [(2 = i) (N + Py) + 2] +2‘%|}-

Dacd
9: (2)] < M, |hi(2)] < N, ki (2)] < B,
Zfi”(z)<1 Zh;/(z)<1 Zk;/(z)<1 2eU, i=1n
@) 177 k)| =7 k)|~ ’ ’
Si
c|_1——Z{|az [1+ (2= ) M7] + 18] [(2 = i) (N + P) + 2] +2|7l}, c€C, ¢ £0,

atunci operatorul general integral Gs ,,, dat prin (2.1.3) este din clasa S.

Ludndn = 1si 6 = v = X in Teorema 2.7.9, obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 2.7.9.1. Fie functiile analitice f, g, h, k din clasa B(p), 0 < p < 1, si numerele complexe
A, «, 8,7, astfel incat A # 0. Presupunem cd numerele reale M > 1, N > 1, P > 1 si

ReX > {Ja— 1| [1 + (2= ) M?] + 18] [(2— ) (N + P) + 2] + 2 31}

Dacd

lg (<M, |h(z)[ <N, k()] <P,
zh" (2) 2k" (2)
W (2) K (2)

2" (2)
f(2)

<1

<1, ze€U

— Y Y

Si
o 1= s {lo =11 L4 @~ w) M) +18][2 ~ 1) (N + P) 42 + 23]}, c€C, c£0

atunci operatorul integral G*, dat prin

G*(2) = /O Z [(J‘”(t)eg“’)a1 (Zég >ﬂ (}Z,((?)))vl dt, (2.7.3)

este din clasa S.

Teorema 2.7.10. Fie numerele complexe v, 0, o, B3i,vi, 0, ¢ = Rey > 0, i = 1, n si functiile fi, gi, hi,
k; din clasa B(j1;), 0 < p; < 1, i = 1, n care satisfac inegalitatea

- ¢, daca 0<c<?i
— . o . . 1 < ) 2
> (- ) @lac= 1143161+ 4l +olal) < {5 et OS052

=1

atunci pentru orice numdr complex ), Red > Revy, operatorul integral Ts,,, dat prin (2.1.4) este din clasa

S.

Teorema 2.7.11. Fie numerele complexe vy, 0, o, 3;, i, 9; i functiile analitice f;, g;, hi, k; din clasa S,,,,
0 < u; <1, i = 1,n care satisfac inegalitdtile

(/ h// k//
Oy, [ g [HO) g
Dacd v € C, astfel incat Rey = ¢ > 0 si
" (2c+1)°%

D (i lai = 1+ |Bi] + 2 [l +283]) <

=1

2 ?

atunci pentru orice numdr complex 6, Red < ¢, operatorul general integral Ts,,, dat prin (2.1.4) este
analitic si univalent in U.

Ludndn =1, =~v=asia; — 1 = §; =, in Teorema 2.7.11, obtinem:
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Corolar 2.7.11.1. Fie functiile analitice f, g, h, k din clasa S,,, 0 < p <1 care satisfac inegalitdtile

zh"(z) zk" (z)
<|Z|7 h/<2) <|Z‘7 k/(z) <|Z’

2/(2)
q'(2)
Dacd o € C, cu Reav = ¢ > 0 si

(2¢+1)°%
2 ]

atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este analitic si univalent in U.

Bla=1](n+1) <

Teorema 2.7.12. Fie functiile analitice f;, g;, hs, k; din clasa B(u;), 0 < p; < 1, i = 1,n si numerele
complexe 0,7, «;, Bi, Vi, 0;, astfel incdt 0 # 0. Presupunem cd numerele reale M; > 1, N; > 1, P, > 1,
pentru orice i = 1,n, cu Rey =c > 0 si

Res >3 {lay — 1[[(2 = i) Mi + 1]+ |8+ [l [(2 = 1) Ny 4+ (2 = i) Py +2] + 21651}

=1

Dacd

i ()| < M;,  |hi (2)] < Niy o ki (2)] < Py,

pentruorice z € U, 1 = 1,n si

C‘_l—_z{mz | 1(2 = ) M + 1] + | B] } —

1
—R—eaz{ml[(2—m)Ni+(2—ui)Pi+2]+2|5iy}, ceC, c¢#0,
=1

atunci operatorul integral T, dat prin (2.1.4) este din clasa S.

Ludndn = 1si 0 =y = A, in Teorema 2.7.12, imediat obtinem corolarul:

Corolar 2.7.12.1. Fie functiile analitice f, g, h, k din clasa B(p), 0 < p < 1, si numerele complexe
Ao, B,7,,0, cu X # 0. Presupunem cd numerele reale M > 1, N > 1, P > 1 si

ReA > {la — 1) [(2 = ) M+ 1]+ [8] + | [(2 = ) N + (2 — ) P+2] + 18]}

Dacd
If( <M, [h()] <N, |k(z)] <P,
zg" (2) zh" (2) zk" (2)

Si
|0|S1—1%{|04—1|[(2—M)M+1]+|6|+|v![(2—u)N+(2—u)P+2]+!5|},CGC,C%O,

atunci operatorul integral T, dat prin
T*(2) = /0 [(@) o (9(8))” (%)7 (%%))6] dr, (2.7.4)
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2.8 Conditii de univalenta pentru clasa 5(u, «)

Paragraful acesta prezintd conditii suficiente de univalentd pentru operatorii integrali ai acestei
lucrdri in situatia cand functiile lor apartin clasei functiilor B(p, o), 0 < a <1, n > 0.

Teorema 2.8.1. Pundnd ji;, = v; = M; = N; = P; = 1 sin; = \; pentru orice i = 1,n in Teorema 2.8.1,
obtinem corolarul:

Corolar 2.8.1.1. Fie 0,7, a;, 8;,7 € C,c=Rey > 0s5i0 < \; < 1,1 = 1,n, astfel incdt

n

e+ 175 373 = ) (s = 1]+ [ul) + 20 Y 18] < (2 +1)5

i=1 =1
Dacd functiile f;, g; € S* (\;) si

|fi (2)] <1, <1, lg(2)| <1,

g (2) ‘
9:(2)
pentru orice z € U, i = 1, n, atunci oricare ar fi numdrul complex 5, Red > Rery, functia Ms,,, definitd
in (2.1.1) este din clasa S.

Teorema 2.8.2. Fie ¢, 0, v, 3,7 € C, Red > 0 si numerele reale M;, N;, P, > 1, i = 1, n. Presupunem
cd functiile f; € B (ui, Ni), gi € B(vi,mi), 0 < \jymi < 1, g, v; > 0 satisfac inegalitdtile

fel<M, [EE <N mEI<p
Daca
Red > Z {los =1 [1+ @ = %) M) 18] N+ [yl [1+ 2= m) P}
si
el <1- Z {loi = =2 M (BNl [ 2= m) P

pentru orice z € U, i = 1,n, atunci functia M., definitd in (2.1.1) este din clasa S.

Pundnd j1; = v; = M; = N; = P, = 1 sin; = \; oricare ar fii = 1,n in Teorema 2.8.3, obtinem
corolarul:

Corolar 2.8.2.1. Fie ¢, d, o, B;,vi € CcuRed > 0. Presupunem cd functiile f;, g; € S*(X\;), 0 < \; < 1
satisfac inegalitdtile
zg; (2)

9:(2)

hEl <t |

<1, J|gi(2)|<1.
Dacd n

Red > ) [(3—Xi) (low — 1] + [l) + 5]
si -

el < 1— I%Z (B = Ai) (i = [ + [vl) + [B:],

pentru orice z € U, i = 1, n, atunci functia M ,,, definitd in (2.1.1) este din clasa S.
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Dacd consideramn = 1si o; — 1 = 5; = v; = 0 in Teorema 2.8.3, obtinem

Corolar 2.8.2.2. Fie ¢, € C cu Re6 > 0 si numerele reale M, N, P > 1. Presupunem cd functiile
feB(u,N),geB(vn),0<\n<1, puv>0astfel incdt

29 (2)
q'(2)

1f(2)] < M, ' ‘<N, lg(2)| < P.

Daca
Red > |6| [(2—N)M' '+ (2—n) P+ N +2]

Si

|c|§1—1%[(2—/\)M“_1+(2—77)P”_1+N+2],

pentru orice z € U, atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este din clasa S.

Teorema 2.8.3. Fie §,«;,3;,7; € C, c = Red > 0, My este solutia pozitivi a ecuatiei (1.1.1.), My =
1,5936... si functiile f; € B (i, \i), gi € B(vi,m:), 0 < \jymi < 1, g, v; > 0 pentru orice z € U,
i = 1, n. Presupunem de asemenea cd au loc inegalitdtile

9 (2)

/

9;(2)

|fi (2)] < M;, < My,

unde M; sunt numere reale pozitive. Dacd

2 n
prasy Z |'71| M, <1,
%=1

1 o .
- = (2= X)) M+ 18| +
C;Ua (2= \) 18i] e

atunci functia My, definitd in (2.1.1) este din clasa S.

Teorema 2.8.4. Fie 6,7, o, Bi,7: € C, ¢ = Rey > 0 si numerele reale M;, N;, P;,Q; > 1,1 = 1,n,
astfel incat

e+ )5 3 a1 [+ 2= 2 MET T+ il L+ 2= p) Q]+

i=1

n
2c+1

+2¢) [log =1/ (2= mi) N + 18| P] < ¢ (2c + 1) %
i=1
Dacd functiile f; € B (ui, Ni), gi € B(vi,n;),  hi € B(0i,pi), 0 < Njymiypi < 1, pi,vi,0; > 0
satisfac inegalitdtile

Ifi (2)] < M, |gi (2)] < Ny,

oricare ar fi z € U, i = 1, n, atunci pentru orice numdr complex 6, Red > Re~y, functia Cs,, definitd in
(2.1.2) este din clasa S.

Luénd ji; = v; = 0; = M; = N; = P, = Q; = 1 5i p; = n; = A, pentru orice i = 1,n in Teorema
2.8.5, obtinem corolarul:
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Corolar 2.8.4.1. Fie d,v,a;, 5;,7 € C,c=Rey > 0s5i0 < \; < 1,1 = 1,n, astfel incdt

n
2¢+1

(2e+1)% ST (Jas — 1+ i) +2¢ Y llas — 12— X)) + Bl < e(2e+1) =

i=1 i=1

Dacd functiile f;, g;, h; € §* (\;) si

[fi(2)] <1, g (2)] <1, , h(2)] < 1

pentru orice z € U, © = 1,n, atunci oricare ar fi numdrul complex 6, Red > Re, functia Cs,, definitd
in (2.1.2) este din clasa S.

Teorema 2.8.5. Fie c, d, o, Bi,v; € C, Red > 0 si numerele reale M;, N;, P;,Q; > 1, i = 1, n. Presupu-
nem cd functiile f; € B (i, Ni), gi € B (vi,m:), hi € B(0;,14), 0 < N\, miy pi < 1, s, v, 0; > 0 satisfac
inegalitdtile

i ()] < My, |zg; (2) < B, |hi(2)] <@,

h
<Ni7 ‘Z

pentru orice z € U, i = 1,n. Dacd
Red >y {loi = 1] [1+ (2= X) MIT 4 N + 18] P+ [l [T+ (2= ) Q7]
i=1

Si
el <1—275 Z{‘O‘l_” = X)) METE L N] B P vl L+ (2 - ) Q7

pentru orice z € U, i = 1,n, atunci functia Cs.,,, definitd in (2.1.2) este din clasa S.

Ludnd p; = v; =0, = M; = N; = P, = Q; = 1 si p; = n; = \; pentru orice i = 1,n in Teorema
2.8.6, obtinem corolarul:

Corolar 2.8.5.1. Fie ¢,d,a;, 5,7 € C cu Red > 0. Presupunem cd functiile f;,g;,h; € S*(\;),
0 < \; < 1 satisfac inegalitdtile

gEl<n @] <n [T <1 <
Daca n
Red > Z [(4 = Ni) e = 1+ |Bi] + |7l (3= Ng)]
=1
Si

n

1
o] <1— @ZM_M o = 1]+ |Bi] + |l (3 = Ao,

=1

pentru orice z € U, i = 1, n, atunci functia Cs.,,, definitd in (2.1.2) este din clasa S.

62



Dacd consideramn = 1si o; — 1 = 3; = ; = 0 in Teorema 2.8.6, obtinem

Corolar 2.8.5.2. Fie ¢,6 € C cu Red > 0 si numerele reale M, N, P,(Q > 1. Presupunem cd functiile
feB(uAN),geBwn),heB(l,p),0<\np<l, urvb>0astfel incdt

zh" (2)
R (2)

If (2)] < M, ‘zg’(z)‘ <N, <P |h(z) <Q.

pentru orice z € U. Dacd
Res > |0 [2— AN M* '+ (2-p) Q"'+ N+ P +2]
Si
lc| < 1—% (2= ANM""+2-p) Q"'+ N+P+2],
atunci operatorul integral C, definit in (2.2.10) este din clasa S.

Teorema 2.8.6. Fie o, c, 3;,v: € C, ¢ = Red > 0, M, este solutia pozitivd a ecuatiei (1.1.1), My =
1,5936... szfunctllle fi € B(pisNo), gi € B(vi,m), hi € A, 0 < X\j,m <1, u;,v; > 0 pentru orice
z € U, 1 = 1,n. Presupunem de asemenea cd au loc inegalitdtile

hi (%)
hi(2)

[fi ()] < Mi,g: (2)] < Ni, < Mo,

unde M;, N; sunt numere reale pozitive. Dacd

S o 1 [ 2= 20 M ol +
=1

n

2 N
gz ) (I8 Mo+ |yl s = 1 (2 = m) N*] < 1,
(2c+1) > o

atunci functia Cs ,, definitd in (2.1.2) este din clasa S.

Teorema 2.8.7. Fie 0,7, q;, 5,7 € C, ¢ = Rey > 0 si numerele reale M;, N;, P;,, Q;, R;, S; > 1,
i = 1,n, astfel incat

(2c+1) % sz — ) PAT (2 - p) QT 2] +

+26 3" {log = 1 [M; + (2 = A) N+ bl (Ri+ 8} < e(2e+1) %
i=1
Dacd functiile f; € A, g; € B(ui, Ni), hi € B(vy,m), ki € B0i,pi), 0 < Nymiypi < 1,
Wi, Vi, 0; > 0 satisfac inegalitdtile

"

fi () i ()
fi(2) hi(z)

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci pentru orice numdr complex 0, Red > Rev, functia G, definitd in
(2.1.3) este din clasa S.

ki (2)
ki (2)

7

< M;, gi(2)| < Niy |hi(2)| < By, ki (2)] < @y,

< S’i)

S 2
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Ludnd ji; = v; = 0; = My = Ny=P;=Q; = R; = S; = 1 5i py = 1; = \; pentru orice i = 1,n in
Teorema 2.8.8, obtinem corolarul:

Corolar 2.8.7.1. Fie 6,7, ;, 8,7 € C,c =Rey > 0s5i0 < \; < 1,7 = 1, n, astfel incat

2c+1

(2c+ 1) % Zzyﬁz | (3 — )\)—1-202“042—1“3 )+ 2] <e(2e+1) =

=1

Dacd functiile f; € A, gi,hi, k; € S*(\;) si

"

fi (2) hi (2) ki (2)
fi(2) hi(2) ki (2)
pentru orice z € U, 1 = 1,n, atunci oricare ar JSfi numdrul complex 0, Red > Revy, functia G, definitd
in (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.8.8. Fie c, 0, a;, 3;,7v: € C, Red > 0 si numerele reale M;, N;, P, Q;, R;,S; > 1,1 = 1,n.
Presupunem cd functiile f; € A,  h; € B(ui, Ni), ki € B(vi,m),  gi € B(0i,0:), 0 < \jymi, pi < 1,
i, Vi, 0; > 0 satisfac inegalitdtile

2fi (2)
fi (2)

pentru orice z € U, i = 1,n. Dacd

<L gl <1, () <1, |k(z)] <1,

— 9 — )

<N, |hi(2) < B, ki (2)] < Qi

zg; (2)

< M;,

Red > Z {lai = 1) (Mi + N;) +18:] [(2 = ) Pl + (2 =) @7 + 2] + il (Ri + 53) }
=1

Si

1 - PR
<1 = g > {lo =1+ N) 18] [(2 =2 P} +

Regz{lﬁl (2 =) Q" +2] + [l (R + 51},

pentru orice z € U, i = 1,n, atunci functia Gs.,, dfinitd in (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.8.9, obtinem corolarul:

Corolar 2.8.8.1. Fie ¢,6,a;, 5,7 € C cu Red > 0. Presupunem cd functiile g;, h;, k; € S*(\),
0 <\ < 1sif; € Asatisfac inegalitdtile

211 (2) , 2h! (2) ki (2)
; | : Ty 1|k T L, |5 1
Dacda n
Red > ZZ [l = 1 + 185 (3 = i) + [l
i—1
Si

2 n
<1l—-—= i—1 i (3= il]
1= 75 2o lla = 141816 = ) + b
pentru orice z € U, i = 1, n, atunci functia Gs ,,, definitd in (2.1.3) este din clasa S.
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Dacd consideramn = 1si o; — 1 = 5; = v; = 0 in Teorema 2.8.9, obtinem

Corolar 2.8.8.2. Fie c,0 € C cu Red > 0 si numerele reale M,N,P,(Q), R,S > 1. Presupunem cd
functiile f € A, h € B(u,\), k€ B(v,n), g€ B(0,p),0<X\n,p<1 uv0>0astfel incit

2f"(2)
f)

pentru orice z € U. Dacd

zh" (2)
h'(z)

<9,

< M, ‘zg’(z)‘<N, h(2)| <P, |k(2)] <Q, R, ‘Zk”(z)

K (2)

Red > 0| [M+N+(2—-NP' ' +(2-n)Q '+ R+S+2]

Si

)
|c|<1—1‘€—‘5[M+N+(2 NP+ (2—n)Q "+ R+ S+2],

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este din clasa S.

Teorema 2.8.9. Fie 6, v, B;,v: € C, ¢ = Red > 0, My este solutia pozitivd a ecuatie (1.1.1), My =
1,5936... si functiile f; € A, g; € B(ui, \i), hi € B(v,mi), ki € B0, pi), 0 < Njymiypi < 1,
Wi, Vi, 0; > 0, pentru orice z € U, i = 1, n. Presupunem de asemenea cd au loc inegalitdtile

"

fi (2) hi (2) i (2)
Z/— < M07 |gl (Z)| < Mia Z/— < M07 Z/ < MCH
unde M; sunt numere reale pozitive. Dacd
- Z |62| + 1)2L+1 Z {|az - 1| [MO + (2 - >\z) Mzm] + 2M, |%|} <1,
=1

atunci functia G ,,, definitd in (2.1.3) este din clasa S.

Teorema 2.8.10. Fie 0,7, oy, Bi,7:,0; € C, ¢ = Rey > 0 si numerele reale M;, N;, P;, Q;, R;, S; > 1,
i = 1,n, astfel incat

(2¢+1)°% Z{\al—l\ M) METY ] [24 (2 —m) P}

n
2c+1

+(2c+1) % ZI% 2—p) Q7 20 (1B Ni+ 10| (Ri+ S)) < e(2c+1) %
i=1
Dacda functiile f; € B(,ui, XN), g €A hy € B(y,m), ki € B(0i,p:), 0 < Nymi,pi < 1,
Wi, Vi, 0; > 0 satisfac inegalitdtile

/

|fi (2)| < M;;,
9;(z

< Niy [hi (2)] < By, [Ki (2)] < Qs

~—

oricare ar fi z € U, i = 1,n, atunci pentru orice numdr complex 6, Red > Rev, functia Ts,, definitd in
(2.1.4) este din clasa S.

Ludnd ji; = v; = 0; = My = Ny=P;=Q; = R; = S; = 1 5i py = 1; = \; pentru orice i = 1,n in
Teorema 2.8.11, obtinem corolarul:
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Corolar 2.8.10.1. Fie §,~, vy, B, i, 0; € C,c=Rey > 0si 0 < \; < 1,7 = 1, n, astfel incat

2+ 1) Y 3= A) (Jou — 1+ 2) +2¢ Y (18] +216]) < e(2e+1) 5

i=1 i=1
Dacd functiile g; € A, fi,h;, ki € S*(N\;), 0 <\ < 1si

g: (2)
g:(2)
pentru orice z € U, i = 1, n, atunci oricare ar fi numdrul complex 6, Red > Re~, functia Tsn, definitd

in (2.1.4) este din clasa S.

Teorema 2.8.11. Fie ¢, 6,a;,5;,7:,0; € C, Red > 0 si numerele reale M;, N;, P;, Q;, R;,S; > 1,
i = 1,n. Presupunem cd functiile fi € B(ui,Ni), ¢ € A, h; € B(vi,m:), ki € B(6;,p),
0 < X\iymi, pi <1, pi,vi, 0; > 0 satisfac inegalitdtile

h(2)

(2

i(2)

7

|fi (2)] < 1, <1,

— Y

’ <1, @) <1, |k()]<1,

2q. (z zh 2k (2
@) <My |25 D) N )] < P ke (2)] < Qs ,< 21 P G S
pentru orice z € U, i = 1, n. Dacd
Res > {lay — 1| [(2 = X)) Mt + 1] + |8 N} +
—1
+Z{m — ) P (2 ) QT+ 2] + 18] (R + S}

Si

el <1 =2 Z{\az—ll (2= X) MI7H 1] + 1B Ni} —

Reéz{l% (@ —m) P 4 (2 p) Q0 2] + |0,| (Ri + 50)}

pentru orice z € U, i = 1,n, atunci functia Ts.,, definitd in (2.1.4) este din clasa S.

Ludndn =1sia; — 1 = §; = ~; = ¢ in Teorema 2.8.12, obtinem corolarul:

Corolar 2.8.11.1. Fie ¢,0 € C cu Red > 0 si numerele reale M, N, P,Q, R,S > 1. Presupunem cd
functiile f € B(u,\), g€ A heB(v,n),keB0,p),0<\np<1 puv0 >0 astfel incat

' (2) PPNELD
FEN<M 15 e

pentru orice z € U. Dacd

Res > 6| [2—= AN M '+ 2-n) P ' +(2-p)Q" "+ N+ R+ S+3]

//

W (2)

< S,

)

Si
)
|c|31—1%[(2—A)Mﬂ—1+(2—n)P”—1+(2—p)Q9‘1+N+R+S+3],

atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este analitic si univalent in U.
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Teorema 2.8.12. Fie 6, c, B;,7i,0; € C, ¢ = Red > 0, My este solutia pozitivi a ecuatiei (1.1.1),
My = 1,5936... si functiile f; € B (ui, Ni), gishi ki € A, 0 < X\, < 1, u; > 0, pentru orice z € U,
i = 1, n. Presupunem de asemenea cd au loc inegalitdtile

"

g (2) hi (2) ki (2)
|fl (Z)| < M’i7 Z/— < M07 Z/— < M07 Z/ < M07
unde M; sunt numere reale pozitive. Dacd
BN pi—1 2 -
=) Mlai =12 = X)) M 2 ]+ ) (18 Mo + 218 Mo] < 1,
€= (2c+1) 2 43

atunci functia Ts ,, definitd in (2.1.4) este din clasa S.

67



Capitolul 3

Conditii suficiente de convexitate pentru
operatori integrali noi

In acest capitol fixaim § = 1 pentru operatorii integrali definiti in relatiile (2.1.1)-(2.1.4) si obtinem
urmdtorii operatori integrali:

Mn(z)z/oz j [(%ﬂ)al (g/ (1) (gi(tt»)%] dr. (3.0.1)
Cn(2) = /0 Z i [(@egm)aﬂ (h(£))" (hi(f)))%] dt. (3.0.2)

G, definit prin

oo [ ooy (40 () o s

7.6 = | H [(ff)) o (1) <}Zi',(<?)>)§"] . (304

3.1 Conditii de convexitate pentru clasa G,

Acest paragraf cuprinde studiul convexitdtii operatorilor integrali de mai sus, cat timp functiile lor
apartin claselor G, 0 < b < 1si B(p,a), p>1,0 < < 1.

Teorema 3.1.1. Fie functiile analitice f;, g;, unde g; € Gy, 0 < b; < 1. Pentru numerele reale M;, N; >
1, care verificd inegalitdtile

2fi(z)
fi(z)




1, n, existd numerele reale strict pozitive o, B;,y; si a; > 1 astfel incat

oricarearfiz € U, i

S

i=1

In aceste conditii, operatorul integral general M,,, definit in (3.0.1) este din clasa IC(N).

Ludndn =1sia; — 1 = 3; = ~v; = ain Teorema 3.1.1, obtinem corolarul:

Corolar 3.1.1.1. Fie functiile f,g € A, unde g € G, 0 < b < 1. Pentru numerele reale M, N > 1, care

verificd / /
2f (2) ‘29 (2)
f(2) 9(2)

oricare ar fi z € U, existd un numdr real pozitiv « astfel incat

A=1—a(M+2N +bN +2b+3) > 0.

<N,

In aceste conditii, operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este din clasa IC(\).

Teorema 3.1.2. Fie functiile f;,g; € A, unde g; € Gy,, 0 < b; < 1. Dacd au loc inegalitdtile
2fi(2) 29;(2)
fi(z) 9i(2)

pentru orice z € U, © = 1, n, si existd numerele reale pozitive o, 3;,v; cu o; > 1 astfel incat

—1‘<1,

—1’<1,

n

A=1= [l =1)+Bi(2b;+1) +7] >0,

=1

atunci operatorul integral M., definit in (3.0.1) este din clasa IC()\).

Pundndn = 1si o; — 1 = ; = v; = o in Teorema 3.1.2, avem corolarul:
Corolar 3.1.2.1. Fie functiile f,g € A, unde g € Gy, 0 < b < 1. Dacd
2f (2) 2 (2)
f(z) 9(2)
pentru orice z € U si existd numdrul real strict pozitiv « astfel incat

A=1-—a(2b+3)>0.

—1

<1,

—1‘<1,

atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este din clasa IC(\).
Teorema 3.1.3. Fie functiile analitice f;, g;, h;, unde g; € B(u;, \i), i > 1, 0 < \; < 1si h; € Gy,
0 < b; < 1. Pentru numerele reale M;, N;, P; > 1, care verificd inegalitdtile

2fi(2) 2hi(z)
fi(z) hi(z)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, 3;,7; si «; > 1 astfel incadt

> 1Ly,

n

p:1—2[(%—1)(Mi+(2—AZ-)NZ.“Z'+1)+6i(bi(Pl-+2)+PZ-+1)+%(R»+1)]>0.

=1

In aceste conditii, operatorul integral general C,, definit in (3.0.2) este din clasa K (p).

69



Ludndn =1sia; — 1 = ; = ~v; = ain Teorema 3.1.3, obtinem corolarul:

Corolar 3.1.3.1. Fie functiile f,g,h € A, unde g € B(p,\), p > 1, 0<A<1sihe€ G, 0<b< 1

Pentru numerele reale M, N, P > 1, care verificd

2f (2)
f(z)

oricare ar fi z € U, existd un numdr real pozitiv o astfel incat

p=l—a(M+(2—-ANN'+bP+2)+2P+3)>0.

zh (2)
h(z)

— )

<M, [f(z)| <N,

In aceste conditii, operatorul integral C, definit in (2.2.10) este din clasa K(p).

Pentru pi; = 0 in Teorema 3.1.3, avem corolarul:
Corolar 3.1.3.2. Fie functiile f;, g;,h; € A unde g; € R, 0 <\, < 1sih; € Gy, 0 < b; < 1. Pentru
numerele reale M;, N;, P; > 1, care verificd
2f; (2)
fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd «;, (3;,y; numere reale stict pozitive si o; > 1 astfel incdt

2hi(2)

S M’i7 ’fz( )‘ ’L7 < Pi7

n

=1 [(ai=1)(3+ M; = A) + Bi (b (P +2) + P+ 1) + % (P + 1)} > 0.

i=1

In aceste conditii, operatorul integral C,, dat prin (3.0.2) este din clasa K(p).

Pentru pi; = 1 in Teorema 3.1.3, avem corolarul:

Corolar 3.1.3.3. Fie functiile f;, g;,h; € A, unde g; € Sy, 0 < \; < 1sih; € Gy, 0 < b; < 1. Pentru
numerele reale M;, N;, P; > 1, care verificd

2f;(2)
fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd «;, [5;,; numere reale strict pozitive si o; > 1 astfel incat

2hi(2)

= 1L,

n

p=1-> [l =1)(M;+ (2= X\)Ni+ 1)+ (b (N; +2) + P + 1) + % (P, + 1)] > 0.

i=1
In aceste conditii, operatorul integral C,,, dat prin (3.0.2) este din clasa K(p).

Teorema 3.1.4. Fiefunc[iile fi,gishi € A unde h; € Gy, 0 < b; < 1. Dacd au loc inegalitdtile

zgz ) 2hy(2)
-1/ <1 (2)] < N; — -1 <1
' ’ ) ’gz( ) ’ — 19 h,Z<Z> ?
pentru orice z € U, i = 1, n, si existd numerele reale strict pozitive o, 3;,7; si a; > 1 astfel incat

n

p=1—=> [l = 1) (L+2N;) + B (2bi + 1) + 7] > 0,

=1

atunci operatorul integral C,, definit in (3.0.2) este din clasa K(p).
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Pundndn = 1sia; — 1 = 3; = v; = ain Teorema 3.1.4, avem corolarul:

Corolar 3.1.4.1. Fie functiile f,g,h € A, unde h € G, 0 < b < 1. Dacd

<L Jg(z)| <N,

T

pentru orice z € U si existd numdrul real strict pozitiv o astfel incat

p=1—a(2N+2b+3)>0.
atunci operatorul integral C, definit in (2.2.10) este din clasa K(p).

Teorema 3.1.5. Fie functiile analitice f;, g;, h;, ki, unde g; € B(pi, Ni), pi > 1,0 < X\, < 1si f; € Gy,
hi € G, ki € Gpy,y 0 < byi,b9i, b3 < 1. Pentru numerele reale M;, N;, P;, Q; > 1, care verificd
inegalitdtile

2f;(2) zki(2)
fi(z) hi(2) ki(z)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, 3;,7; si o; > 1 astfel incat

zhy(2)

S Qi7

= 1Ly,

< M;, |gi(z)| < Ny,

n

p=1-= (o —1) (biiM; + 2by; + 2M; + (2 — \) NI + 1) —

i=1

n

= 1B (P + Qi+ 2) + i (b P + 2by; + Py + by Qi + 2bg; + Q; +2)] > 0.

=1

In aceste conditii, operatorul integral general G, definit in (3.0.3) este din clasa K(p).

Ludndn =1sio; — 1 = 5; = v; = o in Teorema 3.1.5, obtinem corolarul:

Corolar 3.1.5.1. Fie functiile f,g,h,k € A, unde g € B(p, \), pn > 1,0 < A< 1sif € Gy, h € Gy,
k € Gy, 0 < by, ba, bs < 1. Pentru numerele reale M, N, P,() > 1, care verificd

2f (2)
f(2)

oricare ar fi z € U, existd un numdr real strict pozitiv « astfel incdt

zh (2)
h(z)

<M, [f(z)] <N,

<P,

p=1—a [ M+byP +bQ+ 2by + 2by + 2b3 + 2M + 2P + 2Q + 6 + 2N* — AN*) > 0.

In aceste conditii, operatorul integral G, definit in (2.2.16) este din clasa KC(p).

Pentru p; = 0 in Teorema 3.1.5, avem corolarul:
Corolar 3.1.5.2. Fie functiile f;, g;,hi,k; € A, unde g; € Ry, 0 < \; < 1si fi € Gy, hi € Gp,,,
ki € Gy, O < by, by, by, < 1. Pentru numerele reale M;, N;, P;, (); > 1, care verificd

2fi(2)

fi(2)

zh(2)
hZ(Z)

2k;(2)
kl(Z)

S Mi7 ’gl(z)| < Ni7

< F,

S Qi7
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oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd «;, 3;, ; numere reale strict pozitive si o; > 1 astfel incdt

=1

—Z[ﬁi(Pri‘Qri‘Q)+%(52z‘Pz'+2521+Pi+b3iQi+Qbsz’+Qi+2)] > 0.

=1

In aceste conditii, operatorul integral G, definit in (2.2.16) este din clasa K(p).

Pentru pi; = 1 in Teorema 3.1.5, avem corolarul:

Corolar 3.1.5.3. Fie functiile f;, g;,hi,ki € A unde g; € S, 0 < Ny < 1si fi € Gy, hi € Gy,
ki € Gy, O < by, by, by, < 1. pentru numerele reale M;, N;, P;, Q); > 1, care verificd

2fi(2) 2hy(2) 2ki(2)

fi(2) hi(2) ki(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd «;, 5;,y; numerele reale strict pozitive si a; > 1 astfel incat

= 1Ly,

p=1-> (a;—1) (biM; +2by; + 2M; + (2= \) N; +2) —
=1

- Z 18i (P; + Qi + 2) + 75 (boi Py + 2bg; + P + bs,Q; + 2bs; + Q; +2)] > 0.
i=1
In aceste conditii, operatorul integral G, definit in (2.2.16) este din clasa K(p).
Teorema 3.1.6. Fie functiile f;, g;, hi, k; € A, unde f;, h;, k; € Gy,, 0 < b; < 1. Dacd au loc inegalitdtile
2fi(2) _ 1‘ <1, 29;(2) zhi(z) _ 1‘ <1, zk;(2)
fi(2) 9i(2) hi(z) ki(2)

pentru orice z € U, 1 = 1, n, si existd numerele reale strict pozitive «;, 5;,; si o; > 1 astfel incdt

—1‘<1,

n

p=1-> [(o;—1)(2b; + 2N; + 1) + 28; + 2% (2b; + 1)] > 0,

=1

atunci operatorul integral G, definit in (3.0.3) este din clasa KC(p).

Pundndn = 1si o; — 1 = ; = v; = a in Teorema 3.1.6, avem corolarul:

Corolar 3.1.6.1. Fie functiile f,g,h,k € A, unde f, h;, k; € Gy, 0 < b < 1. Dacd

Zf,<z) _ Zg,(z) B .
et RN - BN PE R
S N 20 () - z 2l (2) B 2k (2) _
() 1‘ Rl 7 i U ey 1‘ <L %0 1‘ <1,

pentru orice z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incdt
p=1—a(2N+6b+5) >0,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este din clasa K(p).
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Teorema 3.1.7. Fie functiile f;, g;, hi, ki € A, unde g; € Gy,,, hi € Gy,,, ki € Gp,;, 0 < b1y, boi, by < 1.
Pentru numerele reale M;, N;, P;, Q; > 1, care verificd inegalitdtile

2fi (2) 2gi(2) zhy(2)
hZ(Z)

fi(2) 9i(2) ki(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, [3;, 7, 0; si o; > 1 astfel incdt

2k;(2)

= i) = iy >~ Ly, S Qia

n

A=1-= (i = 1) (M;+ 1) + B (buNi + 2by; + N; + 1)] —
=1

= [ (P4 Qi +2) + 6 (b2iPs + 2ba; + bsiQi + 2bs; + Py + Q; +2)] > 0.

=1

In aceste conditii, operatorul integral general T,, definit prin (3.0.4) este din clasa KK(N).

Ludndn =1sio; — 1 = ; = v; = 0; = « in Teorema 3.1.7, obtinem corolarul:

Corolar 3.1.7.1. Fie functiile f,g,h,k € A, unde g € Gy,, h € Gp,, k € Gp,, 0 < by, be, b3 < 1. Pentru
numerele reale M, N, P,Q > 1, care verificd
ZHC] ‘zg () K|,

- )

- )

f(2) 9(2) h(z)

oricare ar fi z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incdt

A=1—a(M+bN+2b+N+2P +2Q + by P + 2by + b3Q + 2b3 + 6) > 0.

In aceste conditii, operatorul integral T, definit in (2.2.23) este din clasa KC(N).

Teorema 3.1.8. Fie functiile f;, g;, hi, ki, € A, unde g;, h;,k;, € Gy,, 0 < b; < 1. Dacd au loc inega-
litdtile

2fi(2) ‘ '
- —1| <1, —= —1| < 1,
fi(z) hi(z)

pentru orice z € U, 1 = 1, n si existd numerele reale strict pozitive o, B;, Vi, 0; si ; > 1 astfel incdt

zh(2) 2k;(2) 1

ki(2)

2g:(2)
9i(2)

<1,

—1'<1,

n

A=1-= (o — 1)+ Bi (2b; + 1) + 27 + 26; (2b; + 1)] > 0,

=1

atunci operatorul integral T, definit in (3.0.4) este din clasa IC(\).

Pundndn =1sio; — 1 = ; =, = 0; = a in Teorema 3.1.8, avem corolarul:
Corolar 3.1.8.1. Fie functiile f,g,h,k € A, unde g,h,k € Gy, 0 < b < 1. dacd
2f (2) 2g (2) zh (2) 2k (2)

f(2) 9(2) h(z) k(z)

pentru orice z € U, existd numdrul real strict pozitiv o astfel incdt

—1‘<1,

—1‘<1,

—1‘<1,

—1‘<1,

A=1-6a(b+1)>0,

atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este din clasa K()\).
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3.2 Conditii de convexitate pentru functii stelate

In aceastd sectiune prezentdam conditii suficiente care sd asigure convexitatea celor patru operatori
integrali dar si ordinul lor de convexitate, considerdnd functiile din clasa functiilor stelate S*(«), 0 <
a < 1.

Teorema 3.2.1. Fie functiile f; € S*(1;), gi € K(\;) si g; € S*(v4), 0 < i, My v; < 1. Dacd o, B, i
sunt numere reale strict pozitive si o; > 1 astfel incat

n

Z (e = 1) pi + Bi (1 = Ni) +vavi] < 1,

i=1
atunci operatorul integral general M,,, definit in (3.0.1) este convex si are ordinul de convexitate

n

p=1—2[(%—1)Mi+ﬁi(1—)‘i)+%‘%‘]7

=1

pentru orice i = 1, n.

Ludndn = 1sia; — 1 = §; = v; = ain Teorema 3.2.1, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.1.1. Fie functiile f € S*(n), g € K(\) sig € S*(v), 0 < p, A\, v < 1. Dacd avem numdrul
real strict pozitiv « astfel incat
ap+r—A+1) <1,

atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este convex de ordin
l+a(A—p—v—1).

Teorema 3.2.2. Fie functiile f; € S*(11;), g; € KK(N\;) si gi € S*(N\;), 0 < g, Ny < 1. Dacd o, B;, i sunt
numere reale strict pozitive si o; > 1 astfel incat

n

dlli=D) (=D +8N—D+%u-1] <1,

i=1
atunci operatorul integral M., dat prin (3.0.1) este convex de ordin

n

I_Z[(ai_1)(,“@'_1)+Bi(/\i_1)+7i()\i_1)]a

i=1

pentru orice i = 1, n.

Setandn = 1si a; — 1 = B; = v; = a in Teorema 3.2.2, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.2.1. Fie functiile f € S*(u), g € K(\) sig € S*(A\), 0 < p, A < 1. Dacd « este un numdr
real strict pozitiv astfel incat
a(p+2X—3) <1,

atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este convex de ordin

l—a(p+2)-3).
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Teorema 3.2.3. Fie functiile f; € S* (o; — 1), zg; € 8*(8;) si gi € S* (), i = 1,n. Dacd o, 3, s
sunt numere reale cu o; > 1, B;,v; > 0 pentru orice 1 = 1, n astfel incdt

0<Z[(%—1)+5i+%] <1,
=1

atunci operatorul integral M., definit in (3.0.1) este convex avind ordinul

n

Z (i =1+ B8+ — i — Bi—vi+1] + 1.
i=1
Ludndn = 1si o; — 1 = ; = v; = ain Teorema 3.2.3, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 3.2.3.1. Fie functiile f,zq', g € S* («). Dacd « este un numdr real pozitiv astfel incat
0<3a<l,
atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este convex de ordin
30 — 3a + 1.

Teorema 3.2.4. Fie functiile f; € S*(1;), g; € S*(v;), hy € K(\;) si hy € S*(m:), 0 < py, Ny vy i < 1.
Dacd o, B, ~y; sunt numere reale strict pozitive, a; > 1 si |gi(2)| < 1 astfel incat

n

D llew = 1) (i + i) + B (1= No) + 7ami] < 1,

i=1
atunci operatorul integral general C,, definit in (3.0.2) este convex si are ordinul

n

pI1—2[(%—1)(/~Lz‘+l/¢)+ﬁz‘(1_>\i)+%77i]7

=1

pentru orice i = 1, n.

Ludndn =1sia; — 1 = 3; = v; = ain Teorema 3.2.4, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.4.1. Fie functiile f € S*(u), g € S*(v), h € K(\) si h € 8*(n), 0 < p, A\, v,n < 1. Dacd
« este un numdr real strict pozitiv si |g(z)| < 1 astfel incdt

ap+rv+n—A+1) <1,
atunci operatorul integral C, definit in (2.2.10) este convex de ordin
l+aAN=—p—v—n—1).

Teorema 3.2.5. Fleflll’lctllle fz S S*<,Uz); g; € S*(Vi), hl € ’C()\z) Sl hl € S*()\l), 0 < ,ui,)\i,l/i < 1
Dacd o, B, ~y; sunt numere reale strict pozitive, a; > 1 si |g;(2)| < 1 astfel incat

n

=D (mi+vi—1)+BN=1)+% -1 <1,

=1
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atunci operatorul integral C,,, dat prin (3.0.2) este convex de ordin

n

1—2[(%‘—1)(M¢+Vi—1)+5z(/\z‘—1)+%()\z‘—1)],

i=1

pentru orice i = 1, n.

Setandn = 1si a; — 1 = §; = v; = « in Teorema 3.2.5, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.5.1. Fie functiile f € S*(), g € S*(v), h € K(A\) si h € S*(A\), 0 < p, \,v < 1. Dacd «
este un numdr real strict pozitiv si |g(z)| < 1 astfel incat

alp+rv+22-3) <1,
atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este convex de ordin
l—a(p+v+2\-3).

Teorema 3.2.6. Fie functiile f;, g; € S* (a; — 1), zh; € 8* (B;), si hy € S* (vi), i = 1,n. Dacd o, 3, s
sunt numere reale cu ov; > 1, B;,v; > 0 pentru orice i = 1,n si Re (g;(2)) > 1 astfel incat

0<Z[(04i—1)+5i+%’] <1,
=1

atunci operatorul integral C,, definit in (3.0.2) este convex avand ordinul

n

d 21+ B+ - —Bi—v+1]+1

i=1

Ludndn = 1sia; — 1 = §; = v; = ain Teorema 3.2.6, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 3.2.6.1. Fie functiile f,g,h € S* (a) si zh; € 8" («). Dacd « este un numdr real pozitiv si
Re (g(2)) > 1 astfel incat
0<3a<11,

atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este convex de ordin
40” — 3a+ 1.

Teorema 3.2.7. Fie functiile f; € IC([LZ), g; € S*(Vi), h; € ,C(/\l), h; € S*(sz), k; € IC(CUZ) si k; €
S (&), 0 < i, viy,miy Niywi, & < 1. Dacd o, By, i sunt numere reale strict pozitive, a; > 15i |g;(2)] < 1

astfel incat
n

Y= W=+ ) +Bim+&) +n 2= —w) <1,

i=1
atunci operatorul integral general G, definit in (3.0.3) este convex si are ordinul

n

P:1—2[(0%—1)(Vz'—m+1)+ﬁi(77i+§i)+%(2—>\i—wi)]>

i=1

pentru orice i = 1, n.
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Ludndn =1sia; — 1 = 3; = v; = ain Teeorema 3.2.7, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.7.1. Fie functiile f € K(u), g € S*(v), h € K(\), h € S*(n), k € K(w), k € S*(&),
0 < p,v,m, A\ w, & < 1. Dacd « este un numdr real strict pozitiv si |g(z)| < 1 astfel incat

alv+n+E—p—A—w+3) <1,
atunci operatorul integral G, definit in (2.2.16) este convex de ordin
l—a(+n+&—p—A—w+3).

Teorema 3.2.8. Flefunctnle fl € ]C(LLZ), gi € S*<Vi), hl S ’C()‘z): hz S S*(/\l), k)l S IC(wZ) Si kz €
S*(w;), 0 < g, vy, Nijyw; < 1. Dacd o, By, v; sunt numere reale strict pozitive, cu o;; > 1 5i |g;(2)] < 1

astfel incat
n

S i =1 (mi+vi—1)+(Bi+m) (\—w)] <1,

i=1
atunci operatorul integral general G, dat prin (3.0.3) este convex de ordin

n

1= 3 [0 = 1) G+ = 1) 4 (B +790) (s — )]

=1

pentru orice i = 1,n.

Setandn = 1si a; — 1 = §; = v; = « in Teorema 3.2.8, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.8.1. Fie functiile f; € K(n), g € S*(v), h € K(A\), h € S*(\), k € K(w) si k € S*(w),

0 < p, v, \,w < 1. Dacd « este un numdr real strict pozitiv si |g(z)| < 1 astfel incat
alp+r+22—-2w-1) <1,

atunci operatorul integral G, definit in (2.2.16) este convex avind ordinul
l—a(p+rv+22—2w-1).

Teorema 3.2.9. Fie functiile 2 f;, g; € S* (CYZ‘ — 1), Zh; S (’}/Z), h; € §* (ﬁz), Z]{?; eS* ('71) si k; €
S*(B), i = 1,n.

= 1,n. Dacd «;, B;,; sunt numere reale cu o; > 1, B;,v; > 0 pentru orice v = 1,n si
Re (g;(2)) > 1 astfel incat

0<Z[(Oéi—1)+ﬁi+%'] < 1,
=1

atunci operatorul integral G,,, definit in (3.0.3) este convex avind ordinul

n

> (=1 = (= 1] + 1.

i=1

Ludndn =1sia; — 1 = f; = v; = ain Teorema 3.2.9, obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 3.2.9.1. Fie functiile g,h,k € S* () si zf],zh;, zk; € 8" (). Dacd « este un numdr real
pozitiv si Re (g(z)) > 1 astfel incdt
0<3a<1,

atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este convex de ordin
20° — o+ 1.

Teorema 3.2.10. Fie functiile f; € S*(w;), gi € K(N), hi € S*(vy), ki € S*(6;), hi € K(n;) si
ki € K(0y), 0 < g, v3,0; < 1,0 < N\;,mi, 00 < 1. Dacd o, B, 7, §; sunt numere reale strict pozitive si
a; > 1 astfel incat

n

> M=) i+ B (1= X)) 47 (i +0;) + 6: (2= my — 03)] < 1,

i=1
atunci operatorul integral T, definit in (3.0.4) este convex de ordin

n

p:1_Z[(ai_1)Mi+5i(1_>\i)+’7i(7/i+9i)+6i(2_77i_Ui)]a

i=1

pentru orice i = 1, n.

Ludndn =1sio; — 1 = ; = v, = 0; = « in Teorema 3.2.10, obtinem corolarul:

Corolar 3.2.10.1. Fie functiile f € S*(u), g € K(A), h € §*(v), k € §*(0), h € K(n) si k € K(0),
0<p,v,0<1,0<A\n,o<]l Dacdca esteun numdr real strict pozitiv, astfel incdt

alp+v+0—-A—n—oc+3) <1,
atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este convex de ordin
l+aA+n+o—p—v—60-3).

Teorema 3.2.11. Fie functiile f; € S*(w;), gi € K(N), hi € S*(vy), ki € S*(6;), hi € K(v;) si
k; € K(6;), 0 < g, \i,vi,0; < 1. Dacd o, B;, i, , 0; sunt numere reale strict pozitive si «; > 1, astfel

incat
n

Dol =) (= 1)+ BN = D)+ (i +8) (v — 0)] < 1,

i=1
atunci operatorul integral general T,,, dat prin (3.0.4) este convex de ordin

n

1—2[(%—1)(ui—1)+5i(>\i—1)+(%+5i)(%’—91)],

pentru orice i = 1,n.

Ludandn =1sia; — 1 = §; =~; = 6; = «a in Teorema 3.2.11, obtinem urmdtorul corolar:
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Corolar 3.2.11.1. Fie functiile f € S*(u), g € K(\), h € S*(v), k € S*(0), h € K(v) si k € K(0),
0 < p,\,v,0 < 1. Dacd « este un numdr real strict pozitiv, astfel incat

alp+A+2v—20-2) <1,
atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este convex de ordin
l—a(p+A+2v—20-2).
Teorema 3.2.12. Fie functiile f; € S* (o; — 1), zg; € S* (B:), hi € §* (i), zh, € §* (6;), ki € S* (1),

zkl € §*(6;) i = 1,n. Dacd o, B, i, 6; sunt numere reale cu ; > 1, 5;,7;,6; > 0 pentru oricei = 1,n
astfel incat

0<Z[(%—1)+5i+%+5i]<1,
=1

atunci operatorul integral T, definit in (3.0.4) este convex avdnd ordinul

n

Z[(ai—1)2+ﬁi2—ai—ﬁi+1]+1-

=1

Ludndn =1sia; — 1 = ; =~; = 9; = a in Teorema 3.2.12, obtinem urmdtorul corolar:

Corolar 3.2.12.1. Fie functiile f,h,k € S* () si zg', 2zl , 2k, € S* (). Dacd « este un numdr real
pozitiv, astfel incat
0<da <1,

atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este convex de ordin

20% — 2o + 1.

3.3 Conditii de convexitate pentru clasa SP(«, ()

Sectiunea aceasta contine conditii suficiente de convexitate pentru operatorii integrali noi avand
functiile din clasa SP(a, ), a > 0,0 < 5 < 1.

Teorema 3.3.1. Fie functiile f; € SP(«, ), g; € SP(0,n), si g; € K(\i), a,0 > 0,0 < B, N\ < 1

pentru orice i = 1,n. Dacd o, B;, ~y; sunt numere reale strict pozitive si o;; > 1 astfel incat
P = 1+Z[(O&i—1)(ﬁ—0{—1)4—51‘()\1-—1)—0—’%(7]—5—1)] >0,
i=1
atunci operatorul integral M., dat prin (3.0.1) este din clasa K(p).

Ludndn =1sia; — 1 = ; = ~; = ain Teorema 3.3.2, avem urmdtorul corolar:
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Corolar 3.3.1.1. Fie functiile f € SP(«, ), g € SP(0,n), sig € K(A), a,0 > 0,0 < g,n, A < L.
Dacd existd numdrul real strict pozitiv a astfel incat

p=1l+a(f+n—a—-0+X-3)>0.
atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este din clasa IC(p).

Teorema 3.3.2. Fie functiile f; € SP («; — 1), zg, € SP (52) si gi € SP (%), i = 1,n. Dacd «;, B;, i
sunt numere reale cu o;; > 1, 3;,7; > 0 pentru orice i = 1, n astfel incat

1<Z[Oéi+5z‘+%‘] <2,

atunci operatorul integral M,,, dat prin (3.0.1) este convex de ordin

2—Z(Oéz+ﬁz+’}/z)
1=1
Pundndn = 1sia; — 1 = ; = v; = ain Teorema 3.3.2, obtinem corolarul:

Corolar 3.3.2.1. Fie functiile f,g € SP («) si zg' € SP («). Dacd « este un numar real strict pozitiv
astfel incat
0<3a<x1

atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este o functie convexa de ordin
1—3a.
Teorema 3.3.3. Fie functiile f; € SP(w, B), g; € SP(v,0), hi € K (X)) si hy € SP(v,m), a,v,v > 0,

0 < B8,0,m,\; < 1 pentru orice i = 1,n. Dacd «;, B;,; sunt numere reale strict pozitive si a; > 1, iar
Re (gi(2)) > 1 astfel incat

p—1+2 J(B+d—a—y=1)+8N—1)+%n—v—1)]>0,
atunci operatorul integral C,, dat prin (3.0.2) este din clasa K(p).

Ludndn = 1si o; — 1 = 5; = v; = a in Teorema 3.3.3, avem urmdtorul corolar:

Corolar 3.3.3.1. Fie functiile f € SP(«, ), g € SP(7,0), h € K(\) si h € SP(v,n), a,v,v > 0,
0 < B,6,m, A < 1. Dacd existd numdrul real strict pozitiv « si Re (g(z)) > 1 astfel incat

p=1l+a(f+0+n—a—v—v+A—-3)>0.
atunci operatorul integral C, definit in (2.2.10) este din clasa KC(p).

Teorema 3.3.4. Fie functiile f;,g; € SP(c; — 1), zhi € SP(B;) si hy € SP (), i = 1,n. Dacd
a;, Bi, i sunt numere reale cu o; > 1, B;,v; > 0 pentru orice i = 1,n si Re (g;(2)) > 1 astfel incdt

0<Z i— 1)+ B+ <1,

atunci operatorul integral C,,, definit in (3.0.2) este convex de ordin

n

1—2(@'4—%)-

1=1
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Pundndn = 1sia; — 1 = 3; = v; = a in Teorema 3.3.4, obtinem corolarul:

Corolar 3.3.4.1. Fie functiile f,g,h € SP («) si zh' € SP (). Dacd « este un numdr real strict pozitiv
si Re (g(z)) > 1 astfel incat
0<3a<1

atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este o functie convexd de ordin
1 —2a.

Teorema 3.3.5. Fie functiile f; € N (w;), gi € SP(7,0), h; € K(N), hy € SP(v,n), ki € K(03),
k; € SP(0,), v,v,0 > 0,0 < u;,6,n,&, \i,0; < 1 pentru orice i = 1,n. Dacd «;, B;,~y; sunt numere
reale strict pozitive si a; > 1, iar Re (g;(z)) > 1 astfel incat

p_1+z V(i + 06—y =1 +Bi(n+0—v—E 47\ —0;)] >0,
atunci operatorul integral G, dat prin (3.0.3) este din clasa IC(p).

Ludndn = 1si o; — 1 = 8; = v; = a in Teorema 3.3.5, avem urmdtorul corolar:

Corolar 3.3.5.1. Fie functiile f € K(p), g € SP(7,9), h € K(\), h € SP(v,n), k € K(0), k
SP(0,€), v,v,0 > 0,0 < p,0,n,& N\, 0 < 1. Dacd existd numdrul real strict pozitiv « si Re (g(z)) >
astfel incat

p=1l+a(p+d+n+0+r—y—v—-E—0—-1)>0.
atunci operatorul integral G, definit in (2.2.16) este din clasa K(p).

Teorema 3.3.6. Fie functiile zf;,g; € SP (a; — 1), hi,k; € SP(5;) si zhl, 2kl € SP (v:), i = 1,n.
Dacd «;, B;,7; sunt numere reale cu o; > 1, f;,7; > 0 pentru orice i = 1,n si Re(g;(z)) > 1 astfel
incat

0<) fai+Bi+vn—1<1,

=1

atunci operatorul integral G, definit in (3.0.3) este convex de ordin 1.

Pundndn = 1sia; — 1 = 3; = v; = « in Teorema 3.3.6, obtinem corolarul:

Corolar 3.3.6.1. Fie functiile g,h,k € SP («) si zf’, 21, zk' € SP (). Dacd « este un numdr real
strict pozitiv si Re (g(2)) > 1 astfel incdt
0<3a<x1

atunci operatorul integral G, definit in (2.2.16) este o functie convexd de ordin 1.

Teorema 3.3.7. Fie functiile f; € SP(«, ), gi € K (\i), hi € SP(o,n), k; € SP(6,€),, h; € K (1), ,
ki€ K(v), a,0,0 > 0,0 < B,m,& N\, s, v; < 1 pentru orice i = 1,n. Dacd o, B;,7;, 0; sunt numere
reale strict pozitive si o; > 1 astfel incat

p=1+Z[(ai—1>( —a—D)+B N =D+ —E—o+n) +8 (i —w)]>0

atunci operatorul integral general T, definit in (3.0.4) este din clasa K(p).
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Ludndn =1sio; — 1 = ; =v; = §; = a in Teorema 3.3.7, avem urmdtorul corolar:

Corolar 3.3.7.1. Fie functiile f € SP(a, ), g € K(\), h € SP(o,n), k € SP(6,§),, h € K(pn),,
ke K(v),ao,0>00<pB,nENu v <1.Dacd existd numdrul real strict pozitiv « astfel incat

p=1l+a(f+A+0+n+p—a—-E—0c—-v—-2)>0
atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este din clasa K(p).

Teorema 3.3.8. Fie functiile f; € SP (a; — 1), zg; € SP (5;), hi, ki € SP (i) si zhl,, zk, € SP (6;),
i = 1,n. Dacd o, 3;,7;, 0; sunt numere reale cu o; > 1, 3;, i, 8; > 0 pentru orice i = 1, n astfel incat

1< i+ Bi+yw+d8] <2,

i=1
atunci operatorul integral T, definit in (3.0.4) este convex de ordin

n

Q_Z(ai'f'ﬁi)'

1=1

Pundndn = 1sio; — 1 = ; = v, = 0; = « in Teorema 3.3.8, obtinem corolarul:

Corolar 3.3.8.1. Fie functiile f,h,k € SP («) si z¢', zI, zk" € SP (a). Dacd « este o functie convexd
de ordinul
0<da<1

atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este o functie convexd de ordinul

1—2o.

3.4 Conditii de convexitate pentru clasa S

In acest paragraf sunt descrise conditii suficiente de apartenentd la clasa de functii convexe C.(b),
pentru operatorii integrali noi avand functiile din clasa Sj(b), 0 < 8 < 1, unde b € C — {0}.

Teorema 3.4.1. Fie functiile f; € S;.(b), gi € Cy,(b) si gi € Sy, (b), 0 < N\;,0; < 1, unde b € C — {0}.

De asemenea, fie o, B;,7; numere reale strict pozitive si «; > 1, pentru orice © = 1,n. Dacd

0<1+ ) [(ai—1)(1=6)+ (B +%) (L—A)] <1,
i=1
atunci operatorul integral general M,,, definit in (3.0.1) este din clasa C,,(b), cu
p=14> (=1 (1=38)+ B+ (1-N)],
i=1

pentru orice i = 1,n.
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Pundndn = 1sia; — 1 = 3; = v; = a in Teorema 3.4.1, obtinem corolarul:

Corolar 3.4.1.1. Fie functiile f € S§(b), g € CA(b) si g € S5(b), 0 <\, 6 < 1, unde b € C — {0}. De

asemenea, fie o un numdr real strict pozitiv. Dacd
0<1l4+a(B3-—0-2)N)<1
atunci operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este din clasa C,,(b), cu
p=1+a(3—-35—-2N).

Teorema 3.4.2. Fie functiile f; € S;.(b), gi € Sy, (b), hi € Cy,(b) si hy € S5.(b), 0 < \i, 05, m; < 1, unde
b € C — {0}. De asemenea, fie ;, 3;,~y; numere reale strict pozitive, cu ; > 1 pentru orice i = 1,n.
] < 1si

Dacad

0<1+Z =D @B =6 —m)+ (B +v) (1 —N)] <1,

atunci operatorul integral C,, definit prin (3.0.2) este din clasa C,,(b), cu

n

/L:1+Z[(O4i_1)(3_(51‘_771')—{_(61"“%)(1_>\i>]a

i=1

pentru orice t = 1,n

Pundndn = 1sia; — 1 = ; = v; = « in Teorema 3.4.2, obtinem corolarul:

Corolar 3.4.2.1. Fie functiile f € S;(b), g € S;(b), h € Cx(b) si h € S5(b), 0 < A, 0,n < 1, unde
9(z)
b

b € C — {0}. De asemenea, fie o un numdr real strict pozitiv. Dacd

0<l4+a(B-—-n—-2)\ <1,

atunci operatorul integral C, definit in (2.2.10) este din clasa C,(b), cu
p=l+a(b—-—9—n—2)).

Teorema 3.4.3. Fie functiile f; € C,,,(b), gi € S;.(b), hi € Cy,(b), hi € S5,(b), ki € Cy,(b) si ki € S, (D),
0 < pi,ni, Niyo; < 1, unde b € C — {0}. De asemenea, fie o, B;,; numere reale strict pozitive, cu
%)\ <lsi

a; > 1 pentru orice i = 1,n. Dacd

atunci operatorul integral G, definit prin (3.0.3) este din clasa C,(b), cu
P—1+Z ) B = pi —mi) + (Bi +7i) (2= A — 03)]

pentru orice i = 1, n.
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Pundndn = 1sia; — 1 = 3; = v; = a in Teorema 3.4.3, obtinem corolarul:

Corolar 3.4.3.1. Fie functiile f € C,(b), g € S;(b), h € C\(b), h € S}(b), k € Co(b) si k € S;(b),
()

0 < pu,n o<1 undebe C—{0}. Deasemenea, fie « un numdr real strict pozitiv. Dacd

si
0<l4+aBb—-—p—m—2\—20)<1

atunci operatorul integral G, definit in (2.2.16) este din clasa C,(b), cu
p=1l4+a(b—p—n—2\—20).

Teorema 3.4.4. Flefunctllle fl S S;Z(b), g; € C)\Z(b), h; € S;Z<b>, h; € sz(b), k; € S:Z(b), k; € Cl,l(b),
0 < mi, Ai, pis v < 1sib € C—{0}. De asemenea, fie «;, 5;, i, 0; numere reale strict pozitive, cu co; > 1
pentru orice i = 1,n. Dacd

0<1+Z J (=) + B (L= X) + (1 +8) 2= pi —m)] < 1,
atunci operatorul integral Ty, definit in (3.0.4) este din clasa C,,(b), cu
—1+Z ) (L =mi) + B (L= X)) + (i + 6:) 2 — pi — wi)],
pentru orice i = 1, n.

Pundndn = 1sio; — 1 = ; = v; = 0; = « in Teorema 3.4.4, obtinem corolarul:
Corolar 3.4.4.1. Fie functiile f € S;(b), g € Cx(b), h € S;(b), h € C,(b), k € S;(b), k € C,(b),
0<n A\ p,v<lsibeC—{0}. Deasemenea, fie « un numdr real strict pozitiv. Dacd
0<l4+a(6-—m—A—2p—2v)<1
atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este din clasa C,,(b), cu

p=l+a(6—n—A—2p—2v).

3.5 Conditii de convexitate pentru clasa SH ()

Aceastd sectiune contine conditii suficiente de convexitate pentru operatorii integrali noi avind
functiile din clasa SH(3), 5 > 0.
Teorema 3.5.1. Fie functiile f; € SH(5;), g; € K(N\;) si g € SH(n;), 0 < N\; < 15i6;,1m; > 0. De

asemenea, fie «;, B3;,y; numere reale cu o; > 1, 3;,7; > 0, pentru orice i = 1,n Daca

0<Z ) (20 + 1)+ B (\ — 1) — 7 2mi + D]+ > V2 (S +yims — 6) +1 < 1,

i=1
atunci operatorul integral general M.,,, definit prin (3.0.1) este convex de ordin

n

D [ (ai =126+ 1) + B (A = 1) — 7 (2 + 1)] +zn:\/§(5iai +yimi — 6;) +1

=1 =1
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Fixandn = 1si a; — 1 = §; = v; = « in Teorema 3.5.1, avem corolarul urmdtor:

Corolar 3.5.1.1. Fie functiile f € SH(d), g € KK(\) sig € SH(n), 0 < A < 1sid,n > 0. De asemenea,
fie o un numdr real pozitiv. Dacd

0<alA=20-29-3+V3(+m]+1<1
atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este convex de ordin
a[A=20 -2 =3+ VI(E+m)] +1

Teorema 3.5.2. Flefuncmle fz € S,H((S“ Vi), g; € IC()\J si g; € 57‘[(7]@, 9,), 0<<1l0< Vi, 0; <1
si 0;,m; > 0. De asemenea, fie o, 3;, v; numere reale cu o; > 1, B;,v; > 0, pentru orice i = 1,n. Dacd

0<Z D)D)+ BN =) =y — 0+ 1) +1 <1,

atunci operatorul integral M., dat prin (3.0.1) este convex avind ordinul

n

Z[_<@i_1><5i_Vi+1)+ﬁi<)\i_1>_7i(77i_9i+1>]+1'
i=1
Ludndn = 1si o; — 1 = 8; = v; = ain Teorema 3.5.2, urmeazd corolarul:

Corolar 3.5.2.1. Fie f € SH(),v), g€ K(\) sig € SH(n,0),0 <A <1,0<wv,0<1sid,n>0.De
asemenea, fie o« un numar real pozitiv. Dacd

O<a(+A+60—-0—n—-3)+1<1,
atunci operatorul integral M, definit in (2.2.5) este convex avand ordinul
av+A+0—-56—-n—-3)+1
Teorema 3.5.3. Fie functiile f; € SH(d;), g € SH(vi), hy € K(N\;) si hy € SH(n), 0 < A\ < 1si

0, Vi, m; > 0. De asemenea, fie o, B3;, y; numere reale cu «; > 1, B;,7v; > 0, pentru orice i = 1,n. Dacd
Re (gi(z)) = 1si

o<Z ) (20 + 20+ 1)+ B (N — 1) — % (2 + 1) +

+Z\/_ ) (6 + i) + i) +1 < 1,

atunci operatorul integral general C,, definit in (3.0.2) este convex de ordin

D 1= (0 = 1) (26; + 205 + 1) + B (A — 1) — v (2mi + +Z\f ) (8 + vi) + yimi) + 1.
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Fixandn = 1si a; — 1 = §; = v; = « in Teorema 3.5.3, avem corolarul urmdtor:

Corolar 3.5.3.1. Fie functiile f € SH(6), g € SH(v), h € K(\) sih € SH(n), 0 < A < 1si
d,v,nm > 0. De asemenea, fie o un numdr real pozitiv. Dacd Re (g(z)) > 1 si

Oga_/\—25—21/—277—3+\/§(5+V+7])- +1<1,

atunci operatorul integral C, definit prin (2.2.10) este convex de ordin

oz-)\—25—2u—2n—3+\/§((5+1/+77)- + 1.

Teorema 3.5.4. Flefunctule fz € SH((;Z, O'i), gi S SH(VZ',/M), hz € IC()\Z) Sl hz € SH(U“ 61), 0< )‘z S
1, 0 < o4, 1i,0; < 15i0;,v,m; > 0. De asemenea, fie «;, B;,y; numere reale cu o; > 1, B;,v; > 0,
pentru orice i = 1,n. Dacd Re (g;(z)) > 1 si

0<Z )i +vi—oi— i+ 1)+ B N—1) =y —0;+1)]+1<1,
atunci operatorul integral C,,, dat prin (3.0.2) este convex de ordin

Yl (wi=0) (G +vi—oi—p+ 1)+ 8N —1) =% (m— 0+ )]+ L.
i=1
Ludndn = 1si o; — 1 = 8; = v; = a in Teorema 3.5.4, urmeazd corolarul:

9)0<)\<1

Corolar 3.5.4.1. Fie functiile f € SH(5,0), g € SH(v,un), h € K(X\) si h € SH(n,
) =1

0<o,ub <1sid v,n>0. De asemenea, fie « un numdr real pozitiv. Dacd Re (g(z
O<a(c+pu+A+0-50—v—n-3)+1<1
atunci operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este convex de ordin
alc+p+A+0—0—v—n—3)+1.

Teorema 3.5.5. Fie functiile f; € K(w;), i € SH(v;), hi € K(N), hi € SH(m:), ki € K(oy) si
ki € SH(0;), 0 < pi, \iyo; < 1siv,n;,0; > 0. De asemenea, fie o, B;,y; numere reale cu o; > 1,
Biy7i > 0, pentru orice i = 1,n. Dacd Re (g;(z)) > 1 si

0< Z [(a; = 1) (i = 2v; — 1) + B; (=2m; + 20;) + v (\i — 03)] +

+Zf i— D+ Bi(n—0,)]+1<1,

atunci operatorul integral general G, definit in (3.0.3) este convex de ordin

n

Z[(&i_l)(ﬂi_QVi_1)‘*’51‘(_2771"1'29)_"% i — O +Z\/_ _lyz‘{'ﬁz(z )]‘l'l'

i=1

86



Fixandn = 1si a; — 1 = §; = v; = « in Teorema 3.4.5, avem urmdtorul corolar:

Corolar 3.5.5.1. Fie functiile f € K(u), g € SH(v), h € K(A), h € SH(n), k € K(o) si k € SH(),
0<p,\o<lsiv,n 0> 0. Deasemenea, fie o« un numdr real pozitiv. Dacd Re (g(z)) > 1 si

0<al2+r-2w—2-0-1+V2(w+y-0)]+1<1
atunci operatorul integral G, definit prin (2.2.16) este convex de ordin
aP9+A—m~an—a—1+¢ﬂy+n_@}+1

Teorema 3.5.6. Fie functiile f; € K(w;), g; € SH(v;,0;), hi € K(\i), hi € SH(vi,w;), ki € K(o;) si
ki € SH(0:,&), 0 < iy Niyo; < 1,0 < 05, w;, & < 1siv,m;, 0; > 0. De asemenea, fie «;, [3;, ; numere

reale cu a; > 1, fB;,v; > 0, pentru orice i = 1,n. Dacd Re (g;(z)) > 1 si

n

0< Y lai=1) (mi+6 —vi = 1)+ Bi(wi+ 0 —m — &) +7% (N — o) +1 <1,
atunci operatorul integral general G, definit in (3.0.3) este convex de ordin

D i = 1) (i + 6 — vi = 1) + B (wi + 05 — 13 — &) + 7 (A — 03)] + 1.

Ludndn = 1si o; — 1 = 5; = v; = a in Teorema 3.5.6, urmeazd corolarul:

Corolar 3.5.6.1. Fie functiile f € K(p), g € SH(v,0), h € K(\), h € SH(v,w), k € K(o) si
keSH0,8),0<pu\o<10<dw,&<1siv,nl > 0. De asemenea, fie « un numdr real pozitiv.
Dacd Re (g(z)) > 1 si

O<a(@+put+w+0+A—v—m—0o—-1)+1<1,
atunci operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este convex de ordin
a@+p+w+b+X—v—n—0o—-1)+1.

Teorema 3.5.7. Fie functiile f; € SH (i), 9 € K(N), hy € SH (v;), ki € SH(0;), hi € K (m:),
ki€ K(pi), 0 < A\iymiypi < 1, i, vi,0; > 0. De asemenea, fie «;, 3;,7;, 0; numere reale cu o; > 1,
Bi, i, 0; > 0, pentru orice i = 1,n. Dacd

0<Z ) 2+ 1) + Bi (N — 1) — 273 (vi — 05) + 05 (0 — pi)] +

+§:¢_ Qi — 1) i+ (v — 0;) +1 < 1,

atunci operatorul integral general n, definit in (3.0.4) este convex de ordin

> 1= (0= 1) ui + 1) + Bi (A = 1) = 23 (v — 0;) + 6 (i — pi)] +
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Fixandn =1sia; — 1 = 3; =v; = 0; = ain Teorema 3.5.7, avem urmdtorul corolar:

Corolar 3.5.7.1. Fie functiile f € SH (1), g € LN\, he SH(v), ke SH(0), h € K(n), k € K (p).

De asemenea, fie oo un numdr real pozitiv. Dacd
0<a [A+29+n—2u—zy—p—2+\/§(u+u—e)] T1<1,
atunci operatorul integral T, definit in (2.2.23) este convex de ordin
o) [)\+29+77—2u—21/—p—2+\/§(/L+1/—9)] + 1.

Teorema 3.5.8. Fie functiile f; € SH (s, €:), g € K(N\i), hi € SH(v3, &), ki € SH(0;,04), hy € K(m;),
ki € K(pi), 0 < Njyei, &, 00 < 1si g, v, 0; > 0. De asemenea, fie o, B;,y; numere reale cu o; > 1,
Bis i, 0; > 0, pentru orice i = 1,n. Dacd

0<Y [—(ai=D)(i—ei+D)+8N=1)+%&+0—0i—vi) + 6 (m—p)] +1 <1,
=1

atunci operatorul integral general T, definit in (3.0.4) este convex de ordin

n

Z[—(ai—1)(Ni—€i+1)+5z(>\z‘—1)"‘%’(&‘1‘91'—Ui—Vz‘)+5i(77¢—Pz’)]'
i=1
Ludndn =1sia; — 1 = 6; =; = 6; = « in Teorema 3.5.8, urmeazd corolarul:

Corolar 3.5.8.1. Fie functiile f € SH(u,e), g € K(\), h € SH(v,§), k € SH(0,0), h € K(n),
keK(p),0<\e & o<1sip,v,0>0. Deasemenea, fie « un numdr real pozitiv. Dacd

O<ale+{+A+0+n—p—0o—v—p—-2)+1<1
atunci operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este convex de ordin

ale+é+A+0+n—p—0o—-v—p—2)+1

3.6 Conditii de convexitate pentru functii a-convexe

In acest paragraf sunt descrise conditii suficiente de convexitate pentru operatorii integrali studiati,
cdnd functiile implicate apartin clasei functiilor a-convexe M, a € R.

Teorema 3.6.1. Fie functiile f; € S* (a; — 1) sig; € M, cul < oy < 251 5; = 1 — ,, pentru orice
i =1,n. Dacd

n

O<Z[(ai—1)2—ai}+1<l,

i=1

atunci operatorul integral general M.,,, definit in (3.0.1) este convex.
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Teorema 3.6.2. Fie functiile f;,g; € S* (o, — 1) sih; € M, cul < «; < 21 3; = 1 — ;, pentru
orice i = 1,n. Dacd Re (g;(z)) > 1 si

0<> [2(i—1)" -] +1<1,
1=1

atunci operatorul integral C,,, definit in (3.0.2) este convex.
Teorema 3.6.3. Fie functiile zf],g; € S* (o; — 1) si hi, ki € Mg, cul < a; <250 3; =1—~,, pentru
orice i = 1,n. Dacd Re (g;(z)) > 1 si

0<i[2(ai—1)2—(ai—1)}+1<1,

atunci operatorul integral G,,, definit in (3.0.3) este convex.

Teorema 3.6.4. Fie functiile f; € S* (o, — 1), zg; € S*(B;) si hi, ki € M.y, cul < o; < 2, B4, 7, 0; >
0sivy; =1—0,;, pentru orice t = 1, n. Dacd

0<> (=1 +p8 - =B+ 1] +1<1,
=1

atunci operatorul integral general T,, definit in (3.0.4) este convex.
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Capitolul 4

Conditii de apartenenta la clasa N (f)

4.1 Conditii pentru functii analitice

In acest paragraf sunt descrise conditii suficiente de apartenentd la clasa N (B), B > 1, pentru
operatorii integrali noi avand functiile analitice.

Teorema 4.1.1. Fie functiile f;, g; € A, g; € N(\;). Pentru orice \; > 1 si f;, g; verificand conditiile

4o 2o

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive o, B;,7; si a; > 1 astfel incat

p=> M=) +8 N —1)+%+1
i=1
In aceste conditii, operatorul integral general M,,, definit in (3.0.1) este din clasa N ().

Ludndn =1sio; — 1 = ; = v; = ain Teorema 4.1.1, obtinem corolarul:
Corolar 4.1.1.1. Fie functiile f,g € Asi g € N()\). Pentru orice A > 1 si f, g verificand conditiile
2f'(2)
f(z)

oricare ar fi z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incat

29 (2)
9(2)

p=aA+1)+1.
In aceste conditii operatorul integral M, dat prin (2.2.5) este din clasa N (1)-

Teorema 4.1.2. Fie functiile f;, g;,h; € A, h; € N(\;). Pentru orice \; > 1 sif;, g;, h; verificdnd
conditiile

s BE s

—1‘ <1 |g(a) <1




oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, B;,7; si o; > 1 astfel incat

n

p:Z[3<ai_1)+6z’(>\i_1)+%]+1'

=1

In aceste conditii, operatorul integral C,,, definit in (3.0.2) este din clasa N (p)-

Ludndn =1sia; — 1 = 3; = v; = ain Teorema 4.1.2,0btinem corolarul:

Corolar 4.1.2.1. Fie functiile f,g,h € Asih € N(\). Pentru orice A > 1si f, g, h verificand conditiile

zh (2)
h(z)

T [

oricare ar fi z € U, existd numdrul real stict pozitiv « astfel incdt

—1' <1, gl <1,

p=a(A+3)+1
In aceste conditii, operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este din clasa N (p).

Teorema 4.1.3. Fie functiile f;,g;,hi, ki € A, f; € N(w:), hi € N(N\;) si k; € N(o;). Pentru orice
Wiy Niy 0 > 181 g;, hy, k; verificand conditiile
h(2)

—— 2 1| <1
hi(z) ‘_’

29i(2) _ 1’ -1

9i(2)

—1] <1 gl <1,

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, 3;,7; si «; > 1 astfel incat

n

,0:Z[(sz‘—1)(Mz‘+1)+25i+%(/\i—Uz‘)]+1-

=1

In aceste conditii, operatorul integral G,, definit in (3.0.3) este din clasa N' (p).

Ludndn =1sio; — 1 = ; = v; = a in Teorema 4.1.3, obtinem corolarul:

Corolar 4.1.3.1. Fie functiile f,g,h,k € Asi f € N(u), h € N(\), k € N(o). Pentru orice
W, A\, 0 > 1si g, h, k verificand conditiile

29 (2)
9(2)

—1\ <1 Jg(z)l <L,

oricare ar fi z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incat
p=a(p+A—oc+3)+1.

In aceste conditii, operatorul integral G, dat prin (2.2.16) este de clasd N (p).

91



Teorema 4.1.4. Fie functiile f;,g;,hi, k; € A, g € N(\;), hi € N(p:), ki € N(v), i = 1,n. Pentru
orice \;, p;, v; > 1si f;, h;, k; verificand conditiile

2fi(z)
fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, [3;,7;, 0; si o; > 1 astfel incdt

2hi(2)

<1,

_1‘

= Z o — 1)+ B (AN — 1)+ 27 + 6 (pi — )] + 1.

In aceste conditii, operatorul integral general T,, definit in (3.0.4) este din clasa N ().

Ludndn =1sia; — 1 = ; = v; = §; = « in Teorema 4.1.4, obtinem corolarul:

Corolar 4.1.4.1. Fie functiile f, g, h,k € Asig e N(\), h € N(p), k € N(v). Pentru orice \, p,v > 1
si f, h, k verificand conditiile

2f (2)
f(z)

oricare ar fi z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incat

p=aA+p—v+2)+1.

In aceste conditii, operatorul integral T, dat prin (2.2.23) este din clasa N ().

4.2 Conditii pentru functii din clasa SP(a, ()

Aceastd sectiune contine conditii suficiente de apartenentd la clasa N'(3), 8 > 1, pentru operatorii
integrali noi avand functiile din clasa functiilor SP(«, ), a > 0,0 < g < 1.

Teorema 4.2.1. Fie functiile f; € SP(«a, 8), gi € SP(d,n), si g; € N (\;), a,0, ) > 0,0< 3,n < 1.
Pentru orice numere reale M;, N; > 1, care verificd

2fi(2)
fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive o, 3;, i Si a; > astfel incit

p_1+2 ) (M 420 = 1) + B (N = 1) + 9 (N; +25 — 1)] > L.
In aceste conditii, operatorul integral M, definit in (3.0.1) este din clasa N (p).

Pundndn = 1sio; — 1 = ; = v; = ain Teorema 4.2.1, avem corolarul:
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Corolar 4.2.1.1. Fie functiile f € SP(a,f3), g € SP(6,n), sig € N(A\), a,6, A > 0,0 < B,n < 1.
Pentru orice numere reale M, N > 1, care verificd

2f (2)
f(2)

oricare ar fi z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incdt

29 (2)
9(2)

<N,

p=1l+a(M+N+2a+20+X—3)>1.
In aceste conditii, operatorul integral M, (2.2.5) este din clasa N (p)-

Teorema 4.2.2. Fie functiile f; € SP(«, ), g € SP(7,0), hy € N (\;) si hy € SP(v,n), a,y,v, \; >
0,0 < B,d,n < 1. Pentru numerele reale M;, N;, P; > 1, care verificd

2fi(2)
fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive o, f;,7; si o; > 1 astfel incdt

2hy(2)
hz(Z)

29,(2)
9i(2)

S Ni7

<P, Jag(z)| <1,

I3

p—l—i-z ) (M4 Ny + 200+ 2y — 1)+ B; (A — 1)+ (P, + 20— 1)] > 1.
In aceste conditii, operatorul integral C,,, definit in (3.0.2) este din clasa N (p).

Pundndn = 1si o; — 1 = ; = v; = a in Teorema 4.2.2, avem corolarul:

Corolar 4.2.2.1. Fie functiile f € SP(«,3), g € SP(7,0), h € N (\) si h € SP(v,n), a,7v,v, A > 0,
0 < B,9,n < 1. Pentru orice numere reale M, N, P > 1, care verificd

2f ()
f(2)

oricare ar fi z € U, existd numdrul real strict pozitiv « astfel incat

zh (2)
h(z)

< M,

<P, g(2)] <1,

p=l+aM+N+P+2a+2y+2v+A—-3)> 1

In aceste conditii, operatorul integral C, dat prin (2.2.10) este din clasa N (p).

Teorema 4.2.3. Fie functiile f; € N (1), gi € SP(7,9), hi € N'(\;), hy € SP(v,n), ki € SP(0,€) si
ki € N (03), pi, v, v, 0, \i,00 > 0,0 < 6,1, < 1. Pentru numerele reale M;, N;, P; > 1, care verificd

2hi(2)
hi(2)

~ i

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, B;,7; si oy > 1 astfel incat
p= 1+Z ) (i + Mi 42y — 1) + 3 (N; + Py + 20 + 40 — 26 — 1) + 7 (N — 07)] > 1.

In aceste conditii, operatorul integral general G, definit in (3.0.3) este din clasa N (p).
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Ludndn =1sia; — 1 = f; = ~v; = ain Teorem 4.2.3, avem corolarul:

Corolar 4.2.3.1. Fie functiile f € N (u), g € SP(7v,0), h € SP(u,n), h € N(\), k € SP(0,¢) si
ke N (o), p,v,v,0,\,;0 > 0,0 < d,n,& < 1. Pentru orice numere reale M, N, P > 1, care verificd

2k (2)
h(z)

2k (2)
k(z)

<M, <N,

<P g(2) <1,

oricare ar fi z € U, existd o un numdr real strict pozitiv astfel incat
p=l4+a(p+M+N+P+2v+20+40 —26+X—0—1) > 1.

In aceste conditii, operatorul integral G, definit in (2.2.16) este din clasa N (p).

Teorema 4.2.4. Fie functiile f; € SP(«, ), g € N (\;), hy € SP(o,n), ki € SP(0,€), hy € N (i) si
ki€ N (v;) a, 0,0, \i, pii, vi > 0,0 < 8,1, & < 1. Pentru numerele reale M;, N;, P, > 1, care verificd

2fi(2)

fi(2)

oricare ar fi z € U, i = 1, n, existd numerele reale strict pozitive «;, [3;, 7, 0; si o; > 1 astfel incdt

2hi(2)

2ki(2)

< M,

S Nia S -Pia

p=1+Y [l —1)(M;+20—1) + B (\ = 1) + 7 (Ni + P + 20 + 46 — 28) + 6 (1 — v3)] > 1,
i=1
In aceste conditii, operatorul integral general T, definit in (3.0.4) este din clasa N (p).

Ludndn =1sio; — 1 = ; = v, = 0; = « in Teorema 4.2.4, avem corolarul:

Corolar 4.2.4.1. Fie functiile f € SP(«,3), g € N (\), h € SP(o,n), k € SP(0,€), h € N (1) si
ke N () a,o,0, A\, u,v>0,0<3,n,& < 1. Pentru orice numere reale M, N, P > 1, care verificd

2f (2)
f(2)

oricare ar fi z € U, existd o un numdr real strict pozitiv astfel incdt

/

zh (2)
h(z)

<N

— Y

p=l+a(M+N+P+2a+20+40+AX+pu—v—2—2)> 1.

In aceste conditii, operatorul integral T, definit in (2.2.23) este din clasa N (p)-
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Capitolul 5

Conditii pentru functii p-valente

5.1 Conditii de apartenenta la clasa functiilor p-valente convexe

In aceastd sectiune prezentdm conditii suficiente de apartenentd la clasa functiilor p-valente con-
vexe IC,(3), 0 < B < p, pentru operatorii integrali noi avind functiile din clasa functiilor stelate
p-valente Sy (a), v < 1.

Fie acum operatorul integral

i [ (8 () (Y o

unde f;, g; sunt functii analitice p-valente in U si «;, 5;,y; sunt numere complexe.

Pentru p = 1 acest operator integral devine M,,, definit in (3.0.1).

Teorema 5.1.1. Fie functiile f;,g; € Ay, o — 1, Bi, i > 0si p;, N, mi < 1, pentru orice i = 1,n. Dacd
fi € S5(pi), gi € Kp(No) si gi € Sy(mi), atunci My, € Kp(p), unde

n

P:1—Z[(Oéi—1)(1—Mi)+5i(1—/\i)+%(1—ﬁi)]-
i=1
Ludndn =p=1sia; — 1 = (; =; = a in Teorema 5.1.1, obtinem corolarul:

Corolar 5.1.1.1. Fie functiile f,g € A, a > 0si u, \,n < 1. Dacd f € S*(u), g € K(\) si g € S*(n),
atunci operatorul integral M € K(p)

M(z) = /0 [@g'(n@rdr, (5.1.2)

unde
p=l—a@B—p—XA—n).

95



Considerdam operatorul integral:

Gt [ t“lfll(tpw o) (L) (w)] o 61

unde f;, g;, h; sunt functii analitice p-valente in U si «;, (3;, y; sunt numere complexe.

Pentru p = 1 acest operator integral devine C,, definit in (3.0.2).

Teorema 5.1.2. Fie functiile f;,g;,h; € A, si o, — 1,58;,v; > 0. Dacd f; € S;(/Li), 9i € Sy(vi), hi €
Kp(Xi), hi € Si(mi) cu i, vi, Miyni < 1si Re(gi(2)) > 1, pentru orice i = 1,n, atunci Cp,, € K,(p),

unde
n

/?:1—2[(%‘—1)(3—Mz’—V¢)+5i(1—)\z‘)+%(1—77i)]'

i=1

Ludndn =p=1sia; — 1= [; =; = a in Teorema 5.1.2, obtinem corolarul:

Corolar 5.1.2.1. Fie functiile f,g,h € A, « > 0. Dacd f € S*(u), g € S*(v), h € K(A), h € §*(n) cu
v, A\,m < 1siRe(g(z)) > 1, atunci operatorul integral C € K(p), unde
)

C(z) = /0 ) {@eg(“h’(t)@rdt, (5.1.4)

Si
p=1l—ab—-—p—v—XA—n).

Considerdam operatorul integral:

- [T (S5 (50 G o oo

unde f;, g;, h;, k; sunt functii analitice p-valente in U si oy, 3;, ; numere complexe.

Pentru p = 1 obtinem operatorul integral G, definit in (3.0.3).
Teorema 5.1.3. Fie functiile f;, g, hi, ki € Ap, a; — 1,85, > 0. Dacd f; € Kp(ui), 9i € Sy(vi),
hi € Kp(Xi), hi € Sy(mi), ki € Kp(03), ki € S;(0;) cu i, vi, Aiy i, 04,0 < 1si Re (gi(2)) > 1, pentru
orice i = 1,n, atunci G, , € K,(p), unde

n

pz1—2[(%—1)(3—/%—%')+5i(91’_77¢)+%(‘7i_)‘i)]-

=1

Ludndn =p=1sia; — 1= (; =; = a in Teorema 5.1.3, obtinem corolarul:

Corolar 5.1.3.1. Fie functiile f,g,h,k € A, « > 0. Dacd f € K(u), g € S*(v), h € K(\), h € S*(n),
keK(o), ke S*0)cup,v,\,n,0,0 <1siRe(g(z)) > 1, atunci operatorul integral G € K, (p), unde

G(z) = /0 Z {f'(t)e*"“)%z,,gg dr, (5.1.6)

Si
p=1—a@B+0+0c—pu—v—XA—mn).
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Fie operatorul integral:

8 N COREINCT )

unde f;, g;, h;, k; sunt functii analitice p-valente in U si «;, 5;,7;, 0; numere complexe.

Dacd ludm p = 1 obtinem operatorul integral T, definit in (3.0.4)

Teorema 5.1.4. FlefZU’ZClllle fi,gi, hi, k; € Ap, o; — 1751’772’752' > 0. Dacd fz € S;(ul), g; € ICp()\Z),
hi € Kp(wi), hi € S;(mi), ki € Kp(03), ki € S;(0;) cu pug, Niy wiy mi, 04,05 < 1, pentru orice i = 1,n
atunci operatorul integral T, ,, € KC,(p), unde

n

p= 1—2[(%‘—1)(1—Mz‘)+5i(1—/\z‘)‘f‘%'(@i—m)‘i‘(;i(@—wi)].
i=1
Ludndn =p=1sica; — 1 = ; = = 0; = a in Teorema 5.1.4, obtinem corolarul:

Corolar 5.1.4.1. Fie functiile f,g,h,k € A, a« > 0. Dacd f € §*(n), g € K(N\), h € K(w), h € S*(n),
ke K(o), ke S*0), cup,\,n,w,0,0 <1, atunci operatorul integral T € KC,)(p), unde

- [ [Letiot]

Si
p=1l—a@+0+0c—p—-A—n—w).

5.2 Conditii de apartenenta la clasa \V,(3)

In acest paragraf descriem conditii suficiente de apartenentd la clasa functiilor p-valente N, (B),
pentru operatorii integrali noi avand functiile din clasele functiilor p-valente N,(3) si M, (8), B > 1.

Teorema 5.2.1. Fie functiile f;,g; € A,, a; — 1, Bi,vi > 0 si i, \iy m; > 1, pentru orice i = 1,n. Dacd
fi € My (1), i € Np(Ni) si gi € My(n;), atunci operatorul integral M,,,, € N,(p), unde

n

pzl_Z[(ai_l)(l‘_l)"}_ﬁz(z 1)+ (ni —1)].

=1

Teorema 5.2.2. Fie functiile f;,g;,h; € A, o — 1,87 > 0. Dacd f; € M ( i), gi € My(v),
hi € Np(Ni), hi € My(nmi) cu g, viy \iymi > 1si Re (gi(2)) < 1, pentru orice i = 1, n, atunci operatorul
integral Cp,,, € Ny(p), unde

n

p=1=> [lai=1) (mi+vi—=1)+ 8 N —1)+7(n— 1)

=1
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Teorema 5.2.3. Fie functiile fi, g;,hi, ki € A, a; — 1,5;,v > 0. Dacd f; € N,(w:), gi € My(vy),
hi € Np(Ni), by € My(n), ki € Np(o3), ki € Myp(0:) cu pui, vy, N, mi, 04,0; > 1 si Re(gi(2)) < 1,
pentru orice i = 1, n, atunci operatorul integral G, ,, € N,(p), unde

n

p=1=> [l = 1) (i +vi=1)+ B (m = 6:) + 7% (N — 03)] -
i=1
Teorema 5.2.4. Fie functiile f;, g;, hi, k; € Ay, a; — 1, Bi, Vi, , 0 > 0. Dacd f; € My(1:), gi € Np(Ai),
hi € Ny(w;), hi € My(mi), ki € Nyp(03), ki € My(0;) cu iz, iy iy wiy 04, 0; > 1, pentru orice i = 1,n,
atunci operatorul integral T, , € N, (p), unde

n

p=1-> [(a;=1) (i = 1)+ Bi (Ai = 1) + 5 (03 — 0) + i (wi — 07)].

=1

5.3 Conditii de apartenenta la clasa IC,(a, «)

In aceastd sectiune prezentim conditii suficiente de apartenentd la clasa functiilor p-valente con-
vexe IC,(a, a), pentru operatorii integrali noi avand functiile din clasa functiilor stelate p-valente S, (a, ),
aeC a<l

Teorema 5.3.1. Fie functiile fi, g; € Ay, i — 1, Bi,vi > 0.5 pi, \iy i < 1, pentru orice i = 1,n. Dacd
fi € Sy(a, i), gi € Kpla, Ni) si gi € S;(a,n;), atunci operatorul integral M, ,, € KC(a, p), unde

n

p= 1—2[(041‘— 1) pi + Bidi + vimi] -
i=1
Fixandn =p=1sia; — 1 = B; = v; = a in Teorema 5.3.1, avem corolarul:

Corolar 5.3.1.1. Fie functiile f,g € A, « > 0si u,\,n < 1. Daca f € S*(a,u), g € K(a, ) si
g € §*(a,n), atunci operatorul integral M € K(a, p), unde M dat prin (5.1.2) si

=l—a(p+Xr+n).

Teorema 5.3.2. Fie functiile fi, gi,h; € Ay, a; — 1,58, > 0. Dacd f; € S;(a,w:), g € Sy(a,v;),
hi € Kpla,Xi), hi € Sj(a,m;) cu pi,vi, Niymi < 1 si Re(gi(2)) > 1, pentru orice i = 1,n, atunci
operatorul integral C, ,, € KC,(a, p), unde

n

i=1

Fixandn =p=1sia; — 1 = 3; = v; = a in Teorema 5.3.2, avem corolarul:

Corolar 5.3.2.1. Fie functiile f,g,h € A, o > 0. Dacd f € S*(a,pu), g € S*(a,v), h € K(a, ),
h € S*(a,n) unde pi,v,\,n < 1 si Re(g)(z)) > 1, atunci operatorul integral C € K,(a, p), unde C
definit in (5.1.4) si

p=1l—a(p+v+A+n+1).
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Teorema 5.3.3. Fie functiile f;, g;, hi, ki € Ay, oy — 1, 8;,7: > 0. Dacd f; € Ky(a, 1), g; € S;(a,vs),
h; € KCp(a, \i), h; € S;(a,m), ki€ Ky(a,0:), ki € S;(a,ei) CU iy Viy Niy My 04, 0; < 1si Re (gi(2)) > 1,
pentru orice i = 1, n, atunci operatorul integral G, ,, € KC,(a, p), unde

n

p=1= llai=1) (i +vi +1)+ i (= 0:) + % (N — 03)].

=1

Pundndn =p=1sia; — 1 = ; = v; = a in Teorema 5.3.3, avem corolarul:

Corolar 5.3.3.1. Fie functiile f,g,h,k € A, o > 0. Dacd f € K(a,n), g € S*(a,v), h € K(a, A),
h € §*(a,n), k € K(a,0), k € §*(a,0) cu pu,v,\,n,0,0 < 1si Re(g(z)) > 1, atunci operatorul
integral G € K,(a, p), unde G definit in (5.1.6) si

p=l—a(p+v+n+r—0—0c+1).

Teorema 5.3.4. Flefl/tl’lctllle fi7 9i, hi, /{31 S Ap, Oél'—l, 5i, Yis (51 > 0. Dacad fl S S; (CL, Ni)’ g; € ’CP(CL, )\Z>,
hi € Kp(a,w:), hi € Si(a,m), ki € Kp(a,0:), ki € S;(a,0;) cu pi, \i, wi, mi, 04,0; < 1, pentru orice
i = 1, n, atunci operatorul integral T, ., € K,(a, p), unde

n

P:1—2[(%’—1)Mi+5i)\i+%(77i—ei)‘|‘5i(wi—Uz’)]-

=1

Punindn =p=1sia; — 1 = 5; = v, = §; = a in Teorema 5.3.4, avem corolarul:

Corolar 5.34.1. Fie functiile f,g,h,k € A, o > 0. Dacd f € S*(a,p), g € K(a,\), h € K(a,w),
h e S8*(a,n), k€ K(a,0), k€ §*(a,0), cu p1, \,w,n, 0,0 <1, atunci operatorul integral T € IC,(a, p),
unde

p=l—a(p+r+w+n—0-o0).

5.4 Conditii de apartenenta la clasa functiilor p-valente stelate

In aceastd sectiune prezentim conditii suficiente de apartenentd la clasa functiilor p-valente stelate
S, (6), 0 < B < p, pentru operatorii integrali noi avand functiile din clasa functiilor analitice p-valente

A,

Teorema 5.4.1. Fie functiile f;, g; € A, si a; — 1, B;,v; > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Daca f;, g; satisfac inegalitdtile

A1) | 24(2) (zg;'<z> ) 3
R ey o ue “Prarn s Mlue Y P omn

atunci operatorul integral M, ,, este p-valent stelat in U.

Pundndn =p=1sio; — 1 = ; = v; = ain Theorem 5.4.1, obtinem corolarul:
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Corolar 5.4.1.1. Fie functiile f,g € A si « > 0 un numdr real pozitiv. dacd f, g satisfac inegalitdtile

2f'(2) 1 29'(2) 1 29" (2) 3
f(Z) <1+£, Reg(z) <1+%, Re(g/(z) +1)<1—5,

atunci operatorul integral M definit in (5.1.2) este stelat in discul unitate.

Re

Teorema 5.4.2. Fie functiile f;, g; € A, si a; — 1, B;,v; > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Daca f;, g; satisfac inegalitdtile

2fi(z) ' p 2gi(2) ' p 297 (2)

fi(2) N T 1O N ) S R e

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral M, ,, este p-valent stelat in U.

I

Pundndn =p=1sio; — 1 = ; = v; = a in Teorema 5.4.2, urmeazd corolarul:

Corolar 5.4.2.1. Fie functiile f,g € A si « > 0 numere reale pozitive. Dacd f, g satisfac inegalitdtile

/() ‘ 1 |(2) ’ 1 )] 1
-1 < PYNE - RYNE / NS
f(2) 22" | g(2) 22" | g'(2)
oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral M dat prin (5.1.2) este stelat in U.

«

Teorema 5.4.3. Fie functiile f;,g;,h; € A, si o; — 1,5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h; satisfac inegalitdtile

2fi(2) 2g;(2) 1
R P ey e SPT L o
zh!(2) 3 zh}(z)
Re (—hé(z) + 1) <Py S5 Re 7i(2) <ptgs ST l9:(2)| <1,

atunci operatorul integral C, ,, este p-valent stelat in U.

Dacd in Teorema 5.4.3 consideramn = p = 1 si oy — 1 = ; = v; = «, atunci obtinem corolarul:

Corolar 5.4.3.1. Fie functiile f,g,h € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g, h satisfac inega-

litdtile
2f'(2) 1 29'(2)
R 1+—, R 1+ —
ef(z) < +3&, eg(z) < +3a’
zh"(2) 3 zh (2) 1
R 1 1—-—, R 1+ — <1
e( h'(z) + ) < do ¢ h(z) <4t 3o’ (=)l < 1,

atunci operatorul integral C definit in (5.1.4) este stelat in discul unitate.

Teorema 5.4.4. Fie functiile f;,g;,h; € A, si o; — 1,5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h; satisfac inegalitdtile

2fi(z) ‘ p 2gi(2) _p‘ _ p
fi(2) 42?:1 (a; — 1)7 gi(2) 42?:1 (i — 1)7
2hi(z) ‘ p W(z) | | .
ne) PN [wme PPy BEIs gy

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral C, ,, este p-valent stelat in U.
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Punindn =p=1sio; — 1 = ; = v; = ain Teorema 5.4.4, avem corolarul:

Corolar 5.4.4.1. Fie functiile f,g,h € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g, h satisfac inega-

litdtile
2f'(2) 1 |z24'(2) 1
Y 1l <« —
/) ‘ “d ) T e
2'h(2) 1 zh"(2) 1 1
1l <« — - <
h(z) ‘ 4o’ h'(z) a’ 9(2)] = 4o

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral C dat prin (5.1.4) este stelat in U.

Teorema 5.4.5. Fie functiile f;, g;, h;, k; € A, si a; — 1, 5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h;, k; satisfac inegalitdatile

2f1(2) ) 3 2g(2) | 2hi(2) 1
Re( RO AR SN (YRS YRR ML S o) U oo SR S
zki(2) (zh;’(z) ) B 3
R PPy f\lne T P

ki(z) A3 v
atunci operatorul integral G, ,, este p-valent stelat in U.

Dacd in Teorema 5.4.5 consideramn = p = 1 si a; — 1 = 8; = v; = « atunci obtinem corolarul:

Corolar 5.4.5.1. Fie functiile f,g,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,qg, h, k satisfac
inegalitdtile

" 3 / 1 % 1
Re(zf (Z>+1)<1——, RZIG) L i) 1
(6%

f'(2) da 9(2) h(z) a
W) g L g (HG) L3 R (B 3
Re k) <1+a, R <h’(z) +1)<1 1o R (k:’(z) +1><1 ™ lg(2)| <1,

atunci operatorul integral G dat prin (5.1.6) este stelat in discul unitate.

Teorema 5.4.6. Fie functiile f;, g;, h;, k; € A, si a; — 1, 5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h;, k; satisfac inegalitdtile

SHON 1 2gl(z) p hy(z) p
T I D S T N IS N B s Y PO s A 05 B R S O
2K(2) p 2h(2)
i(2) ‘p‘ VS SN AN W ‘p“' RS
zh!(2) 1
h;(z) _p+ 1l < 32?:1 'Yi7 |gz<Z)| S 4]72?:1 (ai — 1)7

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral G,, ,, este p-valent stelat in U.
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Punindn =p=1sio; — 1 = ; = v; = a in Teorema 5.4.6, avem corolarul:

Corolar 5.4.6.1. Fie functiile f,g,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,g,h,k satisfac
inegalitdtile

z2f"(2) 1 2g'(2) 1 2l (z) 1
7 | <30 |6 ‘1‘ e T )
zh"(2) 1 2k"(2) 1 1
e | 30 |we) | e W@Is o

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral G dat prin (5.1.6) este stelat in U.

Teorema 5.4.7. Fie functiile f;, g, hi, ki € A, si a; — 1, 8;,7i,0; > 0 numere reale pozitive i = 1,n.
Dacd f;, g;, hi, k; satisfac inegalitdtile

z2fl(2) 1 (zg”(z) ) 3
Re——~ <pt+=—F—, Re|—F++1)<p— =7,
fi(2) > iy (i —1) 9i(2) 4% i Bi
R zh}(z) i 1 R zki(z) i 1
e————~ b n ) € b n )
hi(2) dict Vi ki(2) D e Vi

zhf(z) 3 2k (2) 3
Re| —/——>+1)<p————, Re|— 1) <p— =,
( mE) ) RS iy ( ) PTATLs
atunci operatorul integral T, ,, este p-valent stelat in U.
Dacd consideram in Teorema 54.7n = p = 1sia; — 1 = B; = v; = §; = «, atunci obtinem
corolarul:

Corolar 5.4.7.1. Fie functiile f,g,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,g,h,k satisfac
inegalitdtile

z2f'(2) 1 2q"(2) 3 zh (z) 1 2K (z) 1
Re 02) <1+a, Re(g’(z) +1><1_E’ Re—h(2> <1+a, Re h ) <1+a,
zh"(2) 3 zk"(2) 3

atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este stelat in discul unitate.

Teorema 5.4.8. Fie functiile f;, g, hi, k; € A, si a; — 1, B;, i, 0; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h;, k; satisfac inegalitdtile

2fi(2) ‘ p 29 (2) 1 zhi(z) ' p
= — p < n ) : — P + 1 < n ) : ) < 5N~ >
fi(2) 3 Zi:l (i —1) 92(2) 3 Zi:l Bi hi(2) 3 Zi:l i

zki(z) P zhl!(z) 1 2kl (z) 1
2R < AT | P RS2 ES | | .
k(2 p’ ED SRR TS B IS S N I T B D SNy

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral T, ,, este p-valent stelat in U.

Punindn =p=1sio; — 1 = 5; = v; = §; = o in Teorema 5.4.8, avem corolarul:
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Corolar 5.4.8.1. Fie functiile f,g,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,g,h,k satisfac
inegalitdtile

z2f'(2) 1 29" (2) 1 zh(z) 1
G 1' R IO N A TF M R
2K (2) 1 J2h(z)] 1 |2h(2) _ 1

k(z) 3a’ R (z) 3a’ R (z) 3a’

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este stelat in U.

5.5 Conditii de apartenenta la clasa functiilor p-valente aproape-
convexe

In aceastd sectiune prezentdm conditii suficiente de apartenentd la clasa functiilor p-valente aproape-
convexe, pentru operatorii integrali noi avand functiile din clasa functiilor analitice p-valente.

Teorema 5.5.1. Fie functiile f;, g; € A, si a; — 1, B;,vi > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Dacd f;, g; satisfac inegalitdtile

2f(2) o 2l(2) 0
Re b P iy L @D o Prairoa-ny,
297 (2) b
Re(g;-(z) “) DR S

pentru orice a > 0, b > 0, a +2b < 1 si 2 € U, atunci operatorul integral M,,,, este p-valent aproape-
convex in U.

Ludndn =p=1sia; — 1 = ; = v; = a in Teorema 5.5.1, obtinem corolarul:
Corolar 5.5.1.1. Fie functiile f,q € A si a« > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g satisfac inegalitdtile

2f'(2) a 2g'(2) a
@ 'Traraane e “'Taraa-va

i
¢'(2) b
R"’(g<z> “)<”<1+a><1—b>a

pentru orice a > 0, b > 0, a +2b < 1 si z € U, atunci operatorul integral M dat prin (5.1.2) este
aproape-convex in U.

Re

Teorema 5.5.2. Fie functiile f;,g;,h; € A, si a; — 1,5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h; satisfac inegalitdtile

2f(2) ’ 24(2) a
Rre P 300 rn@-0 ue PT3lrad by (1)
zh}(z) a zh!(2) b
R P 30t -Dyn Re(h;() “)<“<1+a><1—b>zz;1@’
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9:(2)] < 1,

pentru orice a > 0, b > 0, a + 2b < 1 si z € U, atunci operatorul integral C, ,, este p-valent aproape-
convex in U.

Ludndn =p=1sia; — 1 = ; =; = « in Teorema 5.5.2, avem corolarul:

Corolar 5.5.2.1. Fie functiile f,g,h € A si a > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g, h satisfac inga-

litditile
1) : ) a
<l+ , R <1+ :
f(z) 30 ta)(1-ba'  ¢() S(+a)(1I—ba
() : ) b
! R 1) <1 <1
Wz T3t (-ba e(hmz) )< argagae beIst
pentru orice a > 0, b > 0, a + 2b < 1 si z € U, atunci operatorul integral C dat prin (5.1.4) este
aproape-convex in U.

Re

Re

Teorema 5.5.3. Fie functiile f;, g;, h;, k; € A, si a; — 1, 5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
i = 1,n. Dacd f;, g;, hs, k; satisfac inegalitdtile
2fi'(2) ) b zg;(2) a
Re| ——~+1) <p+ — , Re——— < p+ o ,
( fi(2) (T+a)X=0) 320 (i =1)" gi(2) (T+a)(1=0)3 (s —1)
zhl(z) P a R zkl(2) a |
p n ) e n s 1Gi
(I+a)X=0b)30 8 ki) (T+a)(1=0) 30, B
R ( + 1) <p+ b R (ZWZ) b
e p n 7 e n )
hi(2) (I+a)(1=0)> 0 v ki(2) L4+a)(1=0)> 0,
oricare ar fia > 0, b > 0, a + 2b < 1 si z € U, atunci operatorul integral G, ,, este p-valent aproape-
convex in U.

Re <p+ ()| <1,

hi(2)
zhi (2)

+1)<p—|—(

Ludndn =p=1sia; — 1 = ; = v; = a in Teorema 5.5.3, urmeazd corolarul:

Corolar 5.5.3.1. Fie functiile f,g,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,g,h,k satisfac
inegalitdtile

zf"(2) b zg'(2)
Re(f’(Z) “><”<1+a><l—b>a’ e ST Troa-va
zh (z) a 2K (2)
Ry <M araa-ne *ue) T aroa-pae
zh"(2) b zk"(2)
Re( H(2) “) < aroa-na Re( W (2) “) <M araoaspa WEIsL

pentru orice a. > 0, b > 0, a + 2b < 1 i z € U, atunci operatorul integral G dat prin (5.1.6) este
aproape-convex in U.
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Teorema 5.5.4. Fie functiile f;, g;, hi, k; € A, si a; — 1, B;, i, 0; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h;, k; satisfac inegalitdtile

i) o 2g0(2) b
ko M ey @) Re(g;(z) “) AR RS S
zh}(z) a ezkg(z) a
R P vy ke P U0y,
zh!(2) b 2kl (2) b
Re(hxz) “) P AT 0-byL e Re(k:-(z) “) DL TCSS S

oricare ar fia > 0, b > 0, a + 2b < 1 si z € U, atunci operatorul integral T, ,, este p-valent aproape-
convex in U.

Fixindn =p=1sia; — 1 = 3; = v, = 0; = a in Teorema 5.5.4, urmeazd corolarul:

Corolar 5.5.4.1. Fie functiile f,qg,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,qg, h, k satisfac
inegalitdtile

2 f(2) a 2'(2)
oo ST aroa e Re(g%z) *1)<1+<1+a><1_b>a
2l (z) a 2K (2)
ke <" araa-ne *we) T aroa-va
zh"(2) b zk"(2) b
Re(h/(z) “)“*(Ha)(l—b)a’ Re(k/<z> “)<”<1+a><1—b>a

pentru orice a > 0, b > 0, a + 2b < 1 si z € U, atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este
aproape-convex in U.

5.6 Conditii de apartenenta la clasa functiilor uniform p-valente
aproape-convexe

Acest paragraf contine conditii suficiente de apartenentd la clasa functiilor uniform p-valente
aproape-convexe, pentru operatorii integrali noi avand functiile din clasa functiilor analitice p-valente.

Teorema 5.6.1. Fie functiile f;, g; € A, si o; — 1, B;,v; > 0 numere reale pozitive, pentru orice i = 1, n.
Dacd f;, g; satisfac inegalitdtile

EHO D 25D 29/(2) 2

Rero PPy o e P Re(g;(z) “)<p‘32?16/

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral M, ,, este uniform p-valent aproape-convex in U.

Pundndn =p=1sio; — 1 = ; = v; = a in Teorema 5.6.1, avem corolarul:
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Corolar 5.6.1.1. Fie functiile f,g € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g satisfac inegalitdtile

S L a1 () 2
02) <1+2a, R 0(2) <1+2&, R (g(z) +1) <1 3

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral M definit in (5.1.2) este uniform aproape-convex in U.

Re

Teorema 5.6.2. Fie functiile f;,g;,h; € A, si a; — 1,5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h; satisfac inegalitdtile

2HO) 29/(2) 1
e fi(2) P 3> 0, (0 —1) ke g:(2) <Pt 357 (a;— 1)
zhi(2) 1 2h!(2) 9
Ry <Py o ke < ne) 1> <P gy )<l

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral C, ,, este uniform p-valent aproape-convex in U.

Fixandn =p=1sia; — 1 = 5; = v; = acin Theorem 5.6.2, obtinem corolarul:

Corolar 5.6.2.1. Fie functiile f,g,h € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g, h satisfac inega-

litdtile
21'(2) 1 ag(e) 1
Re————~=<1+—, R <1l4+—
5 EE T
zh (2) 1 zh"(2) 2
Re———— <14+ —, R 1 1—— <1
¢ h(z) <4t 3o’ e( h(z) T 3o’ ()l <1,

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral C dat prin (5.1.4) este uniform aproape-convex in U.

Teorema 5.6.3. Fie functiile f;, g;, h;, k; € A, si a; — 1, 5;,7; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h;, k; satisfac inegalitdtile

2f1(2) - 2 20i(2) 1
Re(f’() “) Py w1 M PSS
<

hi(2) 1 2k;(2) 1 lg:(2)] <1,

<P+ —=i—7> -
hY 2 54 2
Re(zlz)+1)<p—— Re(zl(z)+1)<p—

R cpy
Zz 1 BZ kl(z) 21‘:1 ﬁz
hi(z) 3 v ki(2) 32 Vi

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral G,, ,, este uniform p-valent aproape-convex in U.

Punindn =p=1sia; — 1 = ; = v; = « in Teorema 5.6.3, obtinem corolarul:

Corolar 5.6.3.1. Fie functiile f,qg,h,k € A si « > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f,qg, h, k satisfac
inegalitdtile

" 2 / 1 % 1 K 1
Re(zf(z)+1)<1—3—, RIG) o L gAML R AR L
(8%

f'(2) 9(2) a’ h(z) a k(2) a
zh"(2) 2 . zk"(2) 2 B
Re( ) +1) <1 30’ R ( 02) +1) <1 0’ lg(2)] <1,

pentru orice z € U, atunci operatorul integral G definit in (5.1.6) este uniform aproape-convex in U.
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Teorema 5.6.4. Fie functiile f;, g, hi, k; € A, si a; — 1, B;, i, 0; > 0 numere reale pozitive, pentru orice
1 = 1,n. Dacd f;, g;, h;, k; satisfac inegalitdtile

ReM <p+ - Re (zg;’(z) + 1) <p-— 2 ReZh;(z) <p+ !
fi(2) 2z (@i = 1) 9i(2) 32 B hi(2) 21 Vi

Re% <p+ ! Re (zh;’(z) + 1) <p-— 2 Re (zk:;’(z) + 1> <p— 2
ki(z) 2 i hi(2) 32 i 0 ki(2) 32 i 0

oricare ar fi z € U, atunci operatorul integral T, ,, este uniform p-valent aproape-convex in U.

Luéndn=p=1sia; — 1= 0; =~; = 6; = « in Teorema 5.6.4, obtinem corolarul:

Corolar 5.6.4.1. Fie functiile f,q,h,k € A si a > 0 un numdr real pozitiv. Dacd f, g, h, k satisfac

!/ 1 ! 1 hl 1
Rezf(z)<1+—, Re(zg (Z>+1)<1——, ReZ <Z><1+—,
«

f(2) g(z) 3a h(z) a
2k'(2) 1 . zh"(z) 2 . zk" (z) 2
Ry <1t R (h,(z) +1><1 o R (k,(z) +1)<1 o

pentru orice z € U, atunci operatorul integral T dat prin (5.1.8) este uniform aproape-convex in U.
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