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FACULTATEA DE MATEMATICĂ ŞI INFORMATICĂ
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3.3.4 Aplicaţii. Interpretări [58], [71] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3.5 Teoreme de realizare ale grafului Reeb prin funcţii Morse . . . . . . 31
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Introducere

Teoria Morse ı̂şi are ı̂nceputul ı̂n cercetările lui M. Morse prin care o funcţie diferenţiabilă

pe o varietate, recuperează topologia acelei varietăţi, rezultate aplicate iniţial de Morse

la studiul geodezicelor, iar mai apoi utilizate de R. Bott ı̂n demonstrarea teoremei de

periodicitate pentru grupuri de omotopie.

De-a lungul anilor, cercetările au devenit tot mai complexe, datorită aplicaţiilor practice

apărute odată cu dezvoltarea proceselor informatice avansate şi a modelării grafice asistată

de calculator.

Teoria Morse a cunoscut o dezvoltare naturală bazată pe recunoaşterea sa ca mijloc

util de studiere a topologiei unei varietăţi. Astfel au fost dezvoltate concepte şi au fost

obţinute rezultate pentru funcţii de clasă C∞ cu valori circulare, domeniu numit teoria

Morse circulare.

Graful Reeb, este un obiect matematic cu o enormă aplicabilitate practică. A fost

utilizat de matematicianul francez G. Reeb ı̂n scopul studiului funcţiilor cu valori reale

definite pe un spaţiu topologic. Acest domeniu aflat ı̂n plină expansiune oferă cercetărilor

un mijloc util de vizualizare a suprafeţelor sau simplificare topologică prin utilizarea forţei

de calcul existente. La fel ca teoria Morse, graful Reeb a cunoscut o dezvoltare şi ı̂n direcţia

funcţiilor circulare, principali autori fiind E.Batista, J.Cost, I.Meza-Sarmiento, U.Bauer,

Y. Wang şi mulţi alţii.

Lucrarea este organizată ı̂n trei capitole, o anexă şi o bibliografie ce conţine 96 referinţe.

Primul capitol, ”Elemente de teoria punctului critic”, are rolul unei introduceri succinte

a noţiunilor de bază folosite pe parcursul tezei. Principalele puncte atinse sunt teoreme

din topologia diferenţială precum teorema de imersie, submersie şi difeomorfism local,

teorema rangului, lema lui Morse, inegalităţile lui Morse, descompunerea ı̂n mânere a unei

suprafeţe, tipuri de puncte critice, grupuri de omologie şi coomologie, dar şi grupurile Lie

şi varietăţi Grassman utilizate ı̂n elaborarea următoarele capitole. Principalele referinţe

folosite sunt D. Andrica [4], G. Cicortaş [33], Y. Matsumoto [69], J. Milnor [72], L. Tu [97].

În prima secţiune se introduc noţiuni fundamentale precum reprezentare locală, punct

critic şi punct regular, mulţime critică, mulţime de bifurcaţie dar şi rezultate importante
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Capitolul 0

precum teorema rangului (1.1.2), teorema preimaginii (1.1.4), teorema imersiei locale

(1.1.5), a submersiei locale (1.1.6) şi a difeomorfismului local (1.1.7).

A doua secţiune oferă o prezentare amănunţită asupra elementelor de bază ale teoriei

Morse: punct critic nedegenerat, funcţie Morse, index şi lema lui Morse (1.2.1). Tot aici

au fost introduse trei subsecţiuni. Prima conţine teoreme relevante pentru descompunerea

ı̂n mânere pornind de la o funcţie Morse, a doua se centrează pe ilustrarea inegalităţilor

lui Morse parcurgând şi noţiuni precum: varietate diferenţiabilă, retracţie de deformare,

complex de lanţuri şi colanţuri, grup de omologie şi numărul Betti. Au fost incluse teorema

coeficienţilor universali (1.2.7) şi dualitatea Poincaré (1.2.8). Ultima subsecţiune, are ca

scop prezentarea definiţiei de grup Lie, morfism, translaţie şi oferă o listă a grupurilor Lie

de matrice utilizate ı̂n Capitolul 2 al acestei lucrări, precum şi exemple de morfisme Lie

importante.

A treia secţiune conţine ı̂n prima parte, o descriere a noţiunii de grassmannian ı̂mpreună

cu cazurile particulare G(1, n), G(2, n). A doua subsecţiune abordează scufundarea

Plücker pentru G(k, V ), vectori şi valori proprii pentru o tranformare liniară, produs

tensorial, produs exterior şi descompunere totală. Ultima subsecţiune se referă pe scurt

la noţiunile necesare legate de spaţii lenticulare şi cazuri particulare de spaţii lenticulare

omeomorfe, folosite ı̂n capitolul doi al lucrării.

Al doilea capitol are ı̂n prim plan studiul punctelor critice ale unei funcţii circulare şi

este structurat astfel: noţiuni elementare, proprietăţi şi calcule ale ϕ−categoriei pentru

varietăţi particulare. A doua parte a acestui capitol conţine noţiuni elementare, proprietăţi,

teoreme şi calcule pentru categoria Morse-Smale circulare. Ambele noţiuni sunt ilustrate

atât pentru funcţi Morse cu valori reale cât şi pentru funcţii Morse circulară. Capitolul

este ı̂mpărţit ı̂n şase secţiuni alternând elemente clasice cu note originale prezentate ı̂n

articole de specialitate. Principalele referinţe folosite sunt D. Andrica [4], G. Cicortaş [33],

P. Church [30], [31], L. Funar [6], C. Pintea [12], [13], [77], G. Rassias [84], [85], V.

Sharko [89], F. Tankens [96] şi referinţele originale ı̂n colaborare cu prof. dr. D Andrica

şi conf. dr. C. Pintea [8], [65].

Prima secţiune oferă o motivare a noţiunii de ϕ-categorie a unei perechi de varietăţi

(M,N), proprietatea de invariant pentru ϕ(M) studiată de F. Takens, caracteristica

Morse-Smale a varietăţii M ı̂n contextul prezentat de S. Smale dar şi aplicarea acestor

noţiuni pentru funcţii Morse circulare.

A doua secţiune conţine proprietăţi ale ϕ-categoriei unei varietăţi pentru o funcţie

reală şi circulară. De-asemenea se prezintă inegalităţi referitoare la produse de varietăţi

şi aplicaţii, iar ı̂n final, inegalităţi care fac conexiunea ı̂ntre aceste noţiuni pentru funcţii

circulare şi funcţii reale.
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A treia secţiune ı̂ncepe prin a oferi o perspectivă de ansamblu asupra studiului evoluţiei

teoriei Morse, continuând cu prezentarea noţiunilor de formă diferenţială, 1-formă, forme

ı̂nchise şi exacte, forme Morse ı̂mpreună cu două exemple relevante pentru aceste noţiuni

(Exemplul 2.3.1 şi 2.3.2). Ultima parte a secţiunii acoperă concepte referitoare la grupul

fundamental al unui spaţiu topologic şi legătura cu liftarea unei aplicaţii.

Următoarele trei secţiuni se bazează pe lucrările originale D. Andrica, A. Lupescu, C.

Pintea [8] şi A. Lupescu, C. Pintea [65].

Secţiunea 2.4 prezintă calcule ale ϕ-categoriei circulare pentru varietăţi particulare:

categorii de produse şi sume directe, proprietatea de submultiplicativitate pentru ϕS1 şi

se ı̂ncheie cu exemple concrete ale aplicării acestor inegalităţi pentru cazurile particulare

date de grupul special liniar, grupul special ortogonal, grupul spinorial de ordinul n şi

varietatea Grassmann Gk,n.

Următoarea secţiune cuprinde elemente generale legate de categoria Morse-Smale

reală, caracteristica Morse-Smale circulară a unei varietăţi şi teoreme care oferă o corespondenţă

a inegalităţilor prezentate ı̂n secţiunea anterioară, aplicată pentru categoria Morse-Smale.

Secţiunea 2.6 se bazează pe calcule originale pentru proprietatea de submultiplicativitate

a lui γS1 , rezultate şi exemple originale, fiind urmate de calcule realizate pentru categorii

particulare de varietăţi Grassmann şi pentru grupuri Lie.

Ultimul capitol este centrat pe noţiunea de graf Reeb, concept care a cunoscut o

dezvoltare deosebită ı̂n ultimii ani, datorită aplicabilităţii sale ı̂ntr-o gamă largă de domenii

precum grafică pe calculator sau geometrie computaţională. Ca şi referinţe bibliografice

de bază au fost folosite lucrările U. Bauer [18], [19], E.B. Batista, J.C.F. Costa, I.S

Meza-Sarmiento [17], B. Fabio, C. Landi [41], M. Kaluba, W. Marzantowicz, N. Silva [58],

Y. Matsumoto, O. Saeki [70], L.P. Michalak [71] and V.V. Sharko [91].

Această parte a lucrări conţine elemente de noutate, precum dezvoltarea unui algoritm

de construcţie a grafului Reeb pentru funcţii reale şi exemple de construcţie conţinute

ı̂n articolul [63] şi construcţia unui algoritm pentru funcţii circulare inclus ı̂n lucrarea

noastră [64].

Capitolul este structurat ı̂n opt secţiuni şi urmăreşte prezentarea generală a grafului

Reeb atât pentru funcţii reale cât şi pentru funcţii circulare, descrierea algoritmilor

existenţi pe care se bazează apoi elementele originale.

Prima secţiune oferă descrierea generală, proprietăţi şi exemple relevante pentru graful

Reeb al unei funcţii reale definită pe sferă, tor şi suprafaţă orientabilă de gen 2. A doua

secţiune ı̂ncepe prin a organiza grafurile Reeb intr-o categorie unde obiectele sunt grafuri

finite ı̂mpreună cu funcţii monotone pe muchii, iar morfismele sunt funcţii care conservă

aplicaţiile ı̂ntre spaţii.
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Idea centrală din Secţiunea 3.3 este conturarea grafului Reeb ca o unealtă ce facilitează

reconstrucţia unei suprafeţe pornind de la graf, acesta conţinând informaţiile necesare

pentru reprezentarea geometrică şi recuperarea topologiei suprafeţei. Secţiunea mai include

ilustrarea grafului Reeb ca arbore şi grupează informaţia ı̂n subsecţiuni astfel: tipuri

de componente conexe, tipuri de familii de drumuri, graful Reeb din perspectiva teoriei

grafurilor, aplicaţii şi teoreme de realizare ale grafului Reeb prin funcţii Morse.

Secţiunea 3.4 atestă nevoia de stabilizare a grafului Reeb prin introducerea unor

metrici. În acest scop au fost definite următoarele distanţe: interfoliată, distorsie funcţională,

”bottleneck” şi distanţa de editare. Teorema 3.4.2 prezintă stabilitatea distanţei ”bottleneck”,

iar Teorema 3.4.3 şi Corolarul 3.4.1 arată legătura ı̂ntre primele trei distaţe menţionate.

Secţiunile 3.5 şi 3.6 se concentrează pe aplicaţiile grafului Reeb ı̂n topologia

computaţională. Aici prezentăm un algoritm original de construcţie a grafului ı̂mpreună

cu exemple pentru aplicare acestuia, dar şi un rezumat al algorimilor existenţi până ı̂n

acest moment, ilustrând totodată complexitatea lor şi aspectele specifice ale fiecăruia.

Ultimele două secţiuni se concentrează pe graful Reeb al unei funcţii circulare, algoritmul

de construcţie al acestuia şi graful Reeb echipat asociat unei funcţii Morse simple pe

suprafeţe orientate cu frontieră.

Lucrarea mai include şi o anexă, conţinând prezentarea cadrelor de construcţie ale

grafului Reeb pentru sferă, tor şi suprafaţă orientabilă de gen 2, o analiză a descompunerii

ı̂n mânere a suprafeţei ı̂mpreună cu reprezentarea grafică a fiecărui tip de mâner şi o

schemă a noţiunilor esenţiale din fiecare capitol.

Pe această cale doresc să punctez importanţa seminarului de cercetare al Colectivului

de Geometrie pentru realizarea acestei lucrări. În cadrul ı̂ntâlnirilor săptămânale am

avut posibilitatea să ı̂mi prezint ideile şi să adresez ı̂ntrebările necesare realizării acestei

lucrări. Doresc să mulţumesc ı̂n primul rând domnului prof. univ. dr. Dorin Andrica

pentru sprijinul accordat, disponibilitatea şi timpul acordat dar mai ales pentru instruirea

şi formarea mea ca student doctorand. De-asemenea ı̂i adresez mulţumiri domnului conf.

dr. Paul Blaga pentru ajutorul, referinţele bibliografice recomandate dar mai ales pentru

timpul accordat. Adresez sincere mulţumiri şi domnilor conf. dr. Cornel Pintea şi lect. dr.

Daniel Văcăreţu pentru observaţiile şi sugestile oferite pe parcursul realizării articolelor

care au condus la finalizarea acestei teze.

Cuvinte cheie: Funcţie Morse, funcţie Morse circulară, ϕ-categorie, caracteristica

Morse-Smale reală, caracteristica Morse-Smale circulară, graf Reeb, funcţie Morse-Bott.
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1. Elemente de teoria punctului critic

1.1 Mulţimea critică şi mulţimea de bifurcaţie

Teoria Morse, este un capitol important al teoriei punctului critic care oferă o tehnică

de recuperare a topolgiei varietăţii prin analizarea punctelor critice corespunzătoare unei

funcţii netede definită pe varietatea dată. O referinţă de bază pentru studiul teoriei Morse

este cartea lui John Milnor, apărută ı̂n anul 1960 [72]. Pentru ı̂nţelegerea noţiunilor şi

descrierea conceptelor de bază am folosit ı̂n acest capitol, cartea [69] a lui Y. Matsumoto.

În prima secţiune a acestui capitol se prezintă noţiuni de bază ale topologiei diferenţiale

precum funcţie netedă, reprezentare locală, rangul unei aplicaţii, punct regular, punct

critic, mulţime regulară, mulţime critică şi mulţime de bifurcaţie, fibrat tangent, imeresie,

submersie şi difeomorfism. De-asemenea, sunt prezentate fără demonstraţie teorema

rangului, a preimaginii, a imersiei locale, a submersiei locale şi a difeomorfismului local.

Au fost folosite referinţele [4], [26], [33], [69], [97].

Definiţia 1.1.1 Fie M o varietate netedă m-dimensională fără bord. O funcţie

f : M → R este netedă dacă pentru orice hartă (U,ϕ), funcţia fϕ = f ◦ ϕ−1 este netedă

pe ϕ (U) ⊆ Rm.

Funcţia fϕ se numeşte reprezentarea locală a lui f ı̂n harta (U,ϕ).

Definiţia 1.1.2 Se numeşte rangul aplicaţiei f ı̂n punctul p, numărul notat cu rangp(f),

unde

rangp(f) = rangϕ(p)(fϕ,ψ) = rangJ (fϕ,ψ) (ϕ(p))= dim Im (Tf)p.

Propoziţia 1.1.1 Fie aplicaţia netedă f : M → N . Atunci funcţia rang(f) : M → Z,

p 7→ rangp(f) este superior semicontinuă.

Spunem că aplicaţia netedă f : M → N are rang constant ı̂n p0 ∈ M dacă există o

vecinătate deschisă Up0 ı̂n jurul lui p0, astfel ı̂ncât rangp(f) = rangp0(f), pentru orice p

din Up0 .
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Capitolul 1 Elemente de teoria punctului critic

Teorema 1.1.2 (teorema rangului) [4] Fie f : M → N o aplicaţie netedă cu rangul

constant k ≤ min(m,n) ı̂n p0 ∈ M . Atunci există o reprezentare locală a lui f ı̂n jurul

lui p0 de forma:

(z1, · · · , zm) 7→ (z1, · · · , zk, 0, · · · , 0)

Definiţia 1.1.3 Un punct p ∈M se numeşte punct regular al lui f dacă rangp(f) este

maxim posibil, adică are loc relaţia rangp(f) = min(m,n).

Mulţimea punctelor regulare ale aplicaţiei f se notează cuR(f) şi se numeşte mulţimea

regulară a lui f . Dacă punctul p ∈M nu este regular, el se numeşte critic, iar mulţimea

acestor puncte reprezintă mulţime critică a lui f , fiind notată prin C(f).

Notăm cu B(f) = f (C(f)), mulţimea de bifurcaţie a aplicaţiei f .

Mulţimea de bifurcaţie are următoarea proprietate, demonstrată de A. Sard ı̂n lucrarea

[88]:

Teorema 1.1.3 Mulţimea B(f), este de măsură Lebesque nulă ı̂n varietatea N .

Teorema 1.1.4 (teorema preimaginii) [4] Fie f : M → N o funcţie netedă cu m ≥ n

şi q /∈ B(f). Atunci fibra f−1(q) este o subvarietate (m − n)-dimensională a lui M sau

mulţimea vidă. În plus pentru orice p ∈ f−1(q) avem Tp (f−1(q)) = Ker(df)p.

Definiţia 1.1.4 Aplicaţia f : Mm → Nn cu m ≤ n se numeşte imersie ı̂n p ∈ M dacă

rangp(f) = m este maxim posibil, adică avem rangp(f) = m.

Teorema 1.1.5 (teorema imersiei locale) [4] Fie f : Mm → Nn, cu m ≤ n, o

imersie netedă ı̂n p0 ∈M . Atunci f are rang constant ı̂n p0 şi există o reprezentare locală

ı̂n jurului lui p0 de forma

(z1, · · · , zm) 7→ (z1, · · · , zm, 0, · · · , 0) .

Definiţia 1.1.5 Aplicaţia f : Mm → Nn cu m ≥ n este o submersie ı̂n p ∈ M dacă

rangp(f) este maxim posibil, adică avem rangp(f) = n.

Teorema 1.1.6 (teorema submersiei locale) [4] Fie f : Mm → Nn, cu m ≥ n, o

submersie ı̂n p0 ∈ M . Atunci f are rang constant ı̂n p0 şi există o reprezentare locală ı̂n

jurului lui p0 de forma

(z1, · · · , zm) 7→ (z1, · · · , zn) .
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Definiţia 1.1.6 Fie f : M → N o aplicaţie netedă. Se numeşte aplicaţia tangentă a lui

f , aplicaţia Tf : T (M)→ T (N), unde

Tf ([x, (U,ϕ), v]) =
[
f(x), d (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x) (v)

]
pentru orice hărţi (U,ϕ), (V, ψ) ı̂n jurului lui x, respectiv f(x).

Teorema 1.1.7 (teorema difeomorfismului local) [4] Fie f : M → N o funcţie

netedă cu proprietatea că pentru x ∈ M aplicaţia tangentă Txf : TxM → Tf(x)N este un

izomorfism. Atunci există vecinătăţile deschise U şi V ı̂n jurul lui x ı̂n M, respectiv f(x)

ı̂n M, astfel ı̂ncât f
∣∣
U

: U → V este un difeomorfism.

1.2 Puncte critice nedegenerate. Funcţii Morse

Această secţiune se concentrează asupra funcţiilor Morse şi introduce următoarele

noţiuni: funcţie Morse, minim şi maxim local, index, deformare, complex celular, lanţ,

morfism de frontieră, grup de omologie, numere Betti, grup de coomologie şi grup Lie. O

parte centrală a acestei secţiuni este lema lui Morse şi prezentarea succintă a descompunerii

ı̂n mânere cu ajutorul funcţiilor Morse, inegalităţile lui Morse şi grupuri Lie de matrice,

utilizate mai apoi ı̂n următorul capitol al acestei lucrări. Tot aici au fost prezentate fără

demonstraţie teorema coeficienţilor universali, dualitatea Poincaré, dar şi exemple pentru

calculul punctelor critice şi pentru calcularea coomologiei unor varietăţi particulare. În

cadrul acestei secţiuni au fost utilizate ı̂n special referinţele: [4], [23], [33], [39], [52], [69],

[72] şi [95].

Un punct critic x se numeşte nedegenerat pentru funcţia reală netedă f : Mm → R
dacă există o hartă (U,ϕ) ı̂n jurul lui p astfel ı̂ncât matricea hessiană a reprezentării locale

fϕ

H (fϕ) (ϕ(x)) =

(
∂2fϕ
∂xi∂xj

(ϕ(x)

)
1≤i,j≤m

este inversabilă,

deci avem (detH(fϕ)(ϕ(x))) 6= 0. În caz contrar punctul critic x se numeşte critic

degenerat. Matricea H (fϕ) (ϕ(x)) este simetrică, deci are valorile proprii reale şi

nenule.

Definiţia 1.2.1 O funcţie reală f : M → R, se numeşte funcţie Morse dacă are toate

punctele critice nedegenerate. În plus funcţia Morse se numeşte simplă, dacă fiecare

valore critică provine din exact un punct critic.

7



Capitolul 1 Elemente de teoria punctului critic

Teorema 1.2.1 (Lema lui Morse) [69] Fie f : Mm → R o aplicaţie netedă şi p ∈
C(f) un punct critic nedegenerat. Atunci există o reprezentare locală fϕ a lui f de forma:

fϕ = −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
λ + x2

λ+1 + · · ·+ x2
m + f(p).

Definiţia 1.2.2 Numărul λ ∈ {0, 1, · · ·m} se numeşte indexul punctului critic p. Acesta

reprezintă numărul de valori proprii negative ale matricei hessiene a lui fϕ.

Numărul λ nu depine de reprezentarea locală fϕ considerată, deci reprezintă un invariant

al punctului critic.

Punctele critice de index 0 sunt puncte de minim local, iar cele de index m sunt

puncte de maxim local.

1.2.1 Descompunerea ı̂n mânere prin utilizarea funcţiilor Morse

Pentru prezentarea rezultatelor legate de descompunerea ı̂n mânere a unei varietăţi

diferenţiabile au fost utilizate referinţele bibliografice: [69] şi [72].

Teorema 1.2.2 Fie M o varietate compactă. Dacă f : M → R este o funcţie Morse,

atunci f are un număr finit de puncte critice.

Teorema 1.2.3 Fie M o suprafaţă ı̂nchisă şi f o funcţie Morse cu două puncte critice

definită pe M. Atunci suprafaţa e difeomorfă cu sfera unitate S2. (Vezi Figura 1.1)

Figura 1.1

8
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Teorema 1.2.4 Dacă pe suprafaţa ı̂nchisă M se poate defini o funcţie Morse f : M → R
atunci M se poate descompune ı̂ntr-o reuniune finită de 0,1 şi 2-mânere.

Observaţie 1.2.1 Considerăm funcţia Morse f : M → [a, b] fără valori critice ı̂n intervalul

[a, b]. Atunci subvarietăţile Ma şi Mb sunt difeomorfe.

1.2.2 Inegalităţile lui Morse

În vederea prezentării inegalităţilor lui Morse, vom trece ı̂n revistă ı̂ntr-un cadru general

unele elemente teoretice ajutătoare, urmărind referinţele: [4], [23], [33], [39], [69].

Definiţia 1.2.3 [52] Se numeşte complex de lanţuri pentru X, şirul semiexact de

formă:

· · · → Ci+1(X)
∂i+1→ Ci(X)

∂i→ · · · · · · → C1(X)
∂1→ C0(X)→ {0}

Pentru un număr ı̂ntreg fixat i se consideră grupurile:

Zi(X) = {Ker∂i} şi Bi(X) = {Im∂i+1}

Grupul de omologie cu coeficienţi ı̂ntregi de nivel i este, grupul factor definit prin

Hi(X) = Zi(X)/Bi(X).

Teorema 1.2.5 [69] Fiind date două spaţii topologice X, Y şi f, g : X → Y aplicaţii

continue astfel ı̂ncât f ' g, atunci aceste aplicaţii induc acelaşi morfism la nivelul

grupurilor de omologie:

f∗ = g∗ : Hq(X)→ Hq(Y )

Dacă X este un complex finit de celule, grupul său de omologie are următoarea

structură:

Hq(X) ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z⊕ T

unde Z⊕ · · · ⊕ Z este partea liberă, iar T este partea de torsiune.

Numărul de copii ale lui Z, reprezintă rangul grupului Hq(X) şi se numeşte numărul

Betti de ordinul q al lui X, deci avem bq(X) = rangHq(X), ∀q ∈ N
În acest context se introduce caracteristica Euler-Poincaré a lui X, ca fiind suma

alternantă a numberelor Betti, adică:

χ(X) = b0 − b1 + b2 − · · ·

9
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Propoziţia 1.2.6 [33] Fiind date următoarele elemente: Mm o varietatea netedă compactă,

f : M → R o funcţie Morse şi p, q două valori regulare asociate funcţiei f , se pot enunţa

următoarele inegalităţi:

1) Forma slabă pentru inegalităţile lui Morse: bk ≤ µk, k = 0, · · · ,m;

2) Inegalităţile lui Morse: bk − bk−1 + · · · ± b0 ≤ µk − µk−1 + · · · ± µ0, k = 0, · · · ,m.

Se consideră Ci(X) mulţimea morfismelor de grupuri f : Ci(X)→ Z.

Împreună cu operaţia de adunare, Ci(X) are o structură de grup, numit grupul de

colanţuri i-dimensionale.

Aplicaţia δi : Ci(X) → Ci+1(X) care asociază fiecărui colanţ i-dimensional f , un

colanţ (i+ 1)-dimensional f ◦ ∂i+1, se numeşte morfism de cofrontieră.

Definiţia 1.2.4 [69] Se numeşte complex de colanţuri pentru X, şirul format din morfisme

frontieră şi grupuri de colanţuri având următoarea formă:

{0} → C0(X)
δ0→ · · · → C1(X)

δ1→ · · · · · · → Ci−1(X)
δi−1

→ Ci(X)
δi→ Ci+1(X)

δi+1

→ · · ·

Pentru un număr ı̂ntreg fixat i, se definesc următoarele grupuri:

Zi(X) = Kerδi = {p ∈ Ci(X) : δi(p) = 0}

numit grupul cociclic i-dimensional,

Bi(X) = Imδi+1 = {p ∈ Ci(X) : p = δii+ 1(p′), p′ ∈ Ci+1(X)}

numit grupul cofrontieră i-dimensional

Astfel, se introduce grupul de coomologie de nivel i, ca fiind grupul factor definit

prin:

H i(X) = Zi(X)/Bi(X)

Se numeşte clasă de coomologie, notată prin [f ], un element al grupului H i(X).

Această clasă induce morfismul:

[f ] : Hi(X)→ Z

Prin fixare mulţimii

Hom (Hi(X),Z) = {f : f : Hi(X)→ Z, f morfism}

10



Capitolul 1 Elemente de teoria punctului critic

se poate introduce morfismul

k : H i(X)→ Hom (Hi(X),Z)

Teorema 1.2.7 (Teorema coeficienţilor universali) [95] Morfismul k introdus anterior

este o aplicaţie surjectivă. În plus, nucleul său reprezintă partea de torsiune a lui H i(X).

Teorema 1.2.8 (Dualitatea Poincaré) [95] Fiind dată varietatea m-dimensională M ,

ı̂nchisă şi orientabilă avem următorul izomorfism:

H i(M) ∼= Hm−i(M), i = 0, 1, · · · ,m.

1.2.3 Grupuri Lie de matrice

Grupurile de matrici reprezintă o punte de legătură ı̂ntre algebră şi geometrie, oferind

exemple palpabile şi reprezentări elegante pentru noţiuni geometrice, simplificând astfel

ı̂nţelegerea lor. În contextul dezvoltării tehnicilor de procesare a imaginilor, simplificarea

instrumentelor geometrice de exemplu matricea de rotaţie şi graf Reeb acestea contribuind

la o reducere importantă pentru timpul de compilare al algoritmilor.

Definiţia 1.2.5 O varietate netedă ı̂nzestrată cu o structură de grup, astfel ı̂ncât operaţia

de grup ∗ · ∗ : M ×M → M şi operaţia de inversare a unui element ∗−1 : M → M sunt

netede, se numeşte grup Lie.

Fie (G1, ∗), (G2, ◦) două grupuri şi aplicaţia f : G1 → G2. Aplicaţia f se numeşte

morfism de grupuri dacă:

∀ x, y ∈ G1: f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y).

Presupunem cunoscute noţiunile de endomorfism, izomorfism şi automorfism.

Definiţia 1.2.6 [21] Fiind dat G un grup şi g ∈ G se numeşte translaţia la stânga,

aplicaţia lg : G→ G dată de lg(h) = gh.

Analog avem translaţia la dreapta cu g ∈ G, rg : G→ G, rg(h) = hg.

Următoarele două secţiuni sunt o prezentare generală pentru conceptele de varietate

Grassmann şi spaţiu lenticular utilizate ı̂n capitolul doi pentru calculul ϕ−categoriei

şi categoriei Morse-Smale circulare. Sunt date pe scurt definiţia varietăţii Grassmann,

produsului tensorial, produsului exterior, a scufundării Plücker şi proprietăţile pentru

spaţiul lenticular. În prezentare am urmărit lucrările [24], [51], [61], [68], [82] şi [83].

11
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1.3 Varietăţi Grassmann

1.3.1 Descriere generală

Noţiunea de grassmannian a apărut pentru prima dată ı̂n secolul XIX, introdusă de

matematicianul german Julius Plücker ı̂n studiul său asupra dreptelor proiective ı̂n spaţiul

P3. Numite coordonate Plücker, acestea apar ı̂n mod natural ı̂n geometria algebrică şi

oferă o corespondenţă bijectivă ı̂ntre spaţiul dreptelor din P3 şi punctele de pe o cuadrică

ı̂n spaţiul proiectiv P5. Denumirea de grassmannian provine de la numele matematicianul

german Hermann Grassmann.

Definiţia 1.3.1 Fiind dat un spaţiu vectorial V , se numeşte grassmannian, mulţimea

tuturor subspaţilor liniare k-dimensionale ale lui V, adică avem:

G(k, V ) = {W ⊂ V : W ≤ V, dim(W ) = k} .

1.3.2 Scufundare Plücker pentru G(k, V ) şi structura de varietate

a grassmanianului

Fie f ∈ Ar(V ), g ∈ As(V ) două aplicaţii alternante. Se numeşte produsul exterior

al lui f şi g, aplicaţia alternantă notată f ∧ g, unde

f ∧ g =
1

k!p!
A(f ⊗ g),

şi A este operatorul de alternare.

(f ∧ g)(v1, · · · , vk+p) =
1

k!p!

∑
σ∈Sk+p

(sgnσ)
(
f
(
vσ(1), · · · , vσ(k)

)
g
(
vσ(k+1), · · · , vσ(k+p)

))
.

Produsul exterior este asociativ, adică avem

(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h),

pentru orice aplicaţii alternate f, g, h.

În plus operatorul este anticomutativ, adică

f ∧ g = (−1)rsg ∧ f,

unde f ∈ ΛrV şi g ∈ ΛsV .

12
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Spunem că un multivector ω ∈ ΛkV are o descompunere totală, dacă se poate scrie:

ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωk. În plus v ∈ V se numeşte divizor a lui ω, dacă există ϕ ∈ Λk−1V

astfel ı̂ncât ω = v ∧ ϕ.

Se consideră W ∈ G(k, V ) şi o bază astfel ı̂ncât lui W i se asociază multivectorul

λ = v1 ∧ · · · ∧ vk, unde W =< v1, · · · , vk >. Se numeşte scufundare Plücker, aplicaţia

ψ : G(k, V )→ P
(
ΛkV

)
,W =< v1, · · · , vk > 7→ [λ],

unde [λ] este subspaţiul generat de v1 ∧ · · · ∧ vk.

Observaţie 1.3.1 Aplicaţia ψ este o scufundare, deoarece pentru [ω] = ψ(W ) avem:

W =
{
v ∈ V : v ∧ ω ∈ Λk+1V

}
. Astfel Im (ψ (G(k, V ))) reprezintă o proiectivizare pentru

spaţiul tuturor vectorilor care se descompun total ı̂n ΛkV .

Coordonatele P
(
∧kV

)
se numesc coordonatele Plücker pentru grassmanianul din G(k, V ).

Pentru a pune ı̂n evidenţă structura de varietate diferenţiabilă a grassmanianului

ataşăm fiecărui [ω] ∈ G(k, V ) o aplicaţie: ϕω : V → Λk+1V astfel ı̂ncât ϕω(v) = v ∧ ω.

Prin urmare avem ω ∈ G(k, V ) dacă şi numai dacă rang (ϕω) ≤ n−k, iar grassmannianul

se realizeaază ca o intersecţie finită de hipersuprafeţe proiective, deci are o structură de

varietate netedă.

1.4 Spaţiul lenticular

În prezentarea acestui paragraf folosim lucrarea [24].

Fie sfera S2n−1 = {z = (z1, · · · , zn) ∈ Cn : ‖z‖ = 1}, rădăcinile de ordinul p ale

unităţii ε = e
2πi
p şi d1, · · · , dn numere ı̂ntregi relativ prime cu p.

Se numeşte spaţiu lenticular, notat prin L(p, d1, · · · dn) este spaţiul factor al lui

S2n−1 obţinut prin Zp-acţiunea liberă definită prin:

(z1, · · · , zn) 7→
(
e

2πid1
p · z1, · · · , e

2πidn
p · zn

)
.

Teorema 1.4.1 [68] Spaţiile lenticulare: L(p1; d1), L(p2; d2) sunt omotopic echivalente

dacă şi numai dacă

±d1d2 ≡ k2 (modp).

În plus dacă cele două spaţii sunt omeomorfe, atunci p1 = p2.

13



2. Puncte critice pentru funcţii

circulare

2.1 Motivarea noţiunii de ϕ−categorie

Definiţia 2.1.1 Fie F ⊆ C∞ (Mm, Nn) o familie de aplicaţii netede. Se numeşte ϕF-categoria

perechii (M,N):

ϕF(M,N) = min {µ(f) : f ∈ F} ,

unde µ(f) este cardinalul lui C(f), mulţimea critică a lui f .

Este evident că ϕF (M,N) = 0 dacă şi numai dacă F conţine imersii, submersii sau

difeomorfisme. În plus 0 ≤ ϕF (M,N) ≤ ∞. În continuare vom prezenta unele proprietăţi

urmărind referinţele bibliografice [4], [30], [31], [32], [84], [85], [89] şi [94].

F.Takens a studiat invariantul ϕ(M) care provine din cazul particular N = R şi familia

F dată de algebra funcţiilor netede reale definite pe M , F(M) = C∞(M,R). Calculul

acestui invariant a fost studiat ı̂n lucrarea [4].

Fie N = R şi F = Fm(M) ⊂ C∞(M,R), mulţimea funcţiilor Morse definite pe M .

În acest caz obţinem ϕF(M,R) = γ(M) care se numeşte caracteristica Morse-Smale

a varietăţii M, un invariant important al lui M . În lucrarea [93] S.Smale a calculat

caracteristica Morse-Smale pentru cazul particular al unei varietăţi simplu-conexe cu

dimensiunea mai mare decât 5. Un calcul general pentru acest invariant nu a fost realizat

până ı̂n prezent.

Probleme de hidrodinamică ı̂ntâlnite ı̂n cercetările făcute de Novikov au dus la cazul

N = S1 şi familia funcţiilor Morse circulare definite pe M , Fm(M,S1) ⊂ C∞(M,S1). În

acest caz ϕF(M,S1) se notează prin γS1(M) şi se numeşte caracteristica Morse-Smale

circulară a varietăţii M . Prin urmare avem:

γS1(M) = min {µ(f) : f ∈ Fm(M,S1)}.
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2.2 ϕ−categoria şi ϕ−categoria circulară a unei varietăţi

În această secţiune vom considera M o varietate netedă şi f : M → R o funcţie

netedă pe M . Se va păstra notaţia µ introdusă ı̂n Secţiunea 1.2.2 pentru numărul

punctelor critice ale funcţiei f . Sunt introduse noţiunile de ϕ−categorie a perechii de

varietăţi (M,N), ϕ-categoria circulară a unei varietăţi ı̂mpreună cu proprietăţi şi teoreme

relevante. Rezultatele prezentate aici urmăresc lucrările autorilor Andrica D. [3], [4],

Cicortaş G. [33], Pintea C. [12], [13], [77], Funar L. [5], [6] şi Tankens F. [96].

Au loc următoarele proprietăţi:

1. ϕ-categoria este un invariant diferenţial, adică dacă varietăţileM şiN sunt difeomorfe,

atunci avem ϕ(M) = ϕ(N).

2. ϕ-categoria este submultiplicativă, adică are loc inegalitatea

ϕ(M ×N) ≤ ϕ(M) · ϕ(N).

Exemplul 2.2.1 Avem următoarele exemple:

1. Conform articolului [16], pe torul 2-dimensional se poate construi o funcţie reală

netedă 3 puncte critice: minim, maxim şi un punct şa degenerat, deci ϕ(T2) = 3.

Menţionăm că este posibilă găsirea unei funcţii ı̂nălţime care să imerseze torul ı̂n R3,

dar acest lucru nu este valabil şi pentru scufundare. În plus avem ϕ(Tn) = n + 1, unde

Tn = S1 × · · · × S1 este torul n-dimensional.

2. Sfera m-dimensională admite o funcţie reală cu exact două puncte critice, un minim

şi un maxim deci avem ϕ(Sm) = 2.

Teorema 2.2.1 Dacă M este o varietate m-dimensională compactă atunci are loc inegalitatea:

ϕ(M) ≤ m+ 1.

Noţiunea de ϕ-categorie a fost extinsă ı̂n lucrarea [3] trecându-se astfel de la numărul

minim posibil de puncte critice ale funcţiilor reale pe varietatea M , la numărul minim de

puncte critice pentru funcţii M → N , definindu-se ϕ− categoria perechii (M,N).

Definiţia 2.2.1 Fie M şi N două varietăţi diferenţiabile şi f : M → N o funcţie netedă.

Se defineşte ϕ-categoria perechii (M,N) prin

ϕ (M,N) = min {µ(f) : f ∈ C∞(M,N)} .
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Teorema 2.2.2 Fie M o varietate compactă m-dimensională şi k un numărul natural

astfel ı̂ncât 2 ≤ k ≤ m. Atunci orice aplicaţie f ∈ C∞(M,Rk) are o infinitate de puncte

critice, adică avem ϕ
(
M,Rk

)
=∞.

Propoziţia 2.2.3 Pentru perechea de sfere (Sm, S1), m ≥ 2, numărul minim posibil de

puncte critice pentru funcţiile netede f : Sm → S1 este 2.

Definiţia 2.2.2 [10] Fie M o varietate netedă şi f : M → S1 o funcţie netedă. Se

defineşte ϕ−categoria circulară a lui M prin relaţia:

ϕS1(M) = min {µ(f) : f ∈ C∞ (M,S1)} .

Ţinând cont de Teorema 2.2.1 şi definiţia introdusă anterior, avem următoarele inegalităţi:

ϕS1(M) ≤ ϕ(M) ≤ m+ 1.

Alte rezultate referitoare la ϕ-categoria unei perechi de suprafeţe sunt date ı̂n lucrarea

[7]. Familii de perechi de varietăţi diferenţiabile având ϕ-categoria infintă sunt puse ı̂n

evidenţă ı̂n lucrările [78] şi [79].

Propoziţia 2.2.4 [10] Fie M o varietate netedă conexă care satisface proprietatea

Hom (π(M),Z) = 0. Atunci are loc proprietatea

ϕS1(M) = ϕ(M).

În concluzie, această relaţie are loc atunci când grupul fundamental al lui M este un

grup de torsiune.

2.3 Teorie Morse. Teorie Morse circulară

Teoria Morse oferă mijloace de explorare a topologiei unei varietăţi prin analizarea

funcţiilor diferenţiabile pe varietatea dată. Astfel se pot extrage informaţii despre descompunerea

ı̂n mânere a varietăţii sau structurile CW asociate acesteia.

În cele ce urmează vom prezenta noţiuni fundamentale ı̂n teoria Morse precum 1-formă

diferenţiabilă, formă ı̂nchisă şi formă exactă, formă Morse, funcţie Morse circulară, aplicaţie

de acoperire şi ridicare a unei funcţii. Tot aici au fost prezentate exemple pentru forme

ı̂nchise şi forme exacte. Secţiunea urmăreşte referinţele bibliografice [42], [43], [69], [72]

şi [74] dar şi [25] care oferă o abordare foarte algebrizată asupra funcţiilor Morse circulare.
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Teorema 2.3.1 [44] Fie ω =
m∑
i=1

fidxi o formă diferenţială exactă. Forma este ı̂nchisă

dacă şi numai dacă este ı̂ndeplinită condiţia de integrabilitate:

∂fj
∂xi

=
∂fi
∂xj

, pentru orice i, j = 1, · · · , n.

Se defineşte mulţimea zerourilor 1-formei ω ca fiind

Z(ω) = {p ∈M : ωp = 0}.

Definiţia 2.3.1 Fie M o varietate netedă pe care se defineşte 1-forma ı̂nchisă ω. ω se

numeşte formă Morse dacă ı̂n jurul oricărui punct p din M, există o vecinătate U şi o

funcţie Morse f : U → R pentru care are loc ω
U

= df .

Analog cu teoria funcţiilor Morse reale avem următoarele noţiuni:

1. Un zero al formei ω se numeşte nedegenerat dacă este punct critic nedegenerat al

oricărei funcţii f : U → R, care satisface ω
U

= df .

2. Indexul zero-ului nedegenerat p ∈ Z(ω) este indexul punctului critic p al funcţiei

netede f : U → R. Indexul este un număr natural cuprins ı̂ntre 0 şi dim(M).

3. Notăm cu S(ω) mulţimea zero-urilor formei ω, la care se asociază cardinalul său

notat prin m(ω).

Teoria Morse circulară apare ca un caz particular de teorie Morse reală ı̂n cadrul

studiului 1-formelor, efectuat de S.Novikov ı̂n anul 1980. Importanţa acestei ramuri e

pusă ı̂n evidenţă de numărul mare de lucrări existente, oferindu-se astfel un caracter

dinamic si o aplicabilitate ı̂n cercetări asupra fibrărilor de varietăţi peste cercul unitate sau

funcţii zeta dinamice. Printre autorii care au contribuit la dezvoltarea acestui domeniu,

menţionăm pe S.Novikov, A. Pajitnov, A. Ranicki, M. Farber.

Definiţia 2.3.2 Se numeşte funcţie Morse circulară, funcţia netedă, f : M → S1,

care are toate punctele critice nedegenerate.

În cadrul studiului teoriei Morse circulare se impun condiţii asupra tipului de puncte

critice, deci următoarele notaţii apar ı̂n mod natural. Mulţimea Ck(f), k = 0, . . . , n,

reprezintă mulţimea punctelor critice de index k, iar µk(f) este cardinalul acestei mulţimi.

Astfel C(f) conţine mulţimea punctelor critice ale funcţiei f , iar cardinalul acestei

mulţimi este dat de relaţia:
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Capitolul 2 Puncte critice pentru funcţii circulare

µ(f) = µ0(f) + · · ·µn(f)

Spaţiul topologic real R, ı̂mpreună cu aplicaţia de acoperire universală a cercului:

exp : R→ S1, t 7→ e2πit

defineşte acoperirea cercului unitate S1.

Propoziţia 2.3.2 Se consideră X o submulţime compactă şi conexă a lui Rp, o aplicaţie

continuă f : (X, x0) → (S1, 1) şi t0 ∈ R. Atunci există o aplicaţie unică continuă f̃ :

(X, x0)→ (R, t0) pentru care avem: f = exp ◦ f̃ = e2πif̃ .

Aplicaţia f̃ din propoziţia anterioară se numeşte ridicare a aplicaţiei f .

Următoarele două secţiuni oferă estimări referitoare la numărul minim de puncte critice

pentru funcţii circulare definite pe produse de varietăţi, folosind numărul minim de puncte

critice pentru funcţii cirulare, definite pe fiecare din factori. Anterior au fost realizate

calcule asemănătoare pentru funcţii reale ı̂n lucrarea originală [8], scopul fiind obţinerea

unor rezultate similare pentru funcţii Morse circulare.

Punctul de plecare pentru realizarea acestei analize a fost furnizat de inegalitatea

demonstrată de Takens ı̂n teza sa [96], prin care se afirmă că:

cat(M) ≤ ϕ(M) ≤ dim(M) + 1,

unde cat(M) este categoria Lusternik-Schnirelmann, pe scurt categoria LS. Reamintim

că această cateogie a spaţiului X reprezintă cel mai mic număr natural n, astfel ı̂ncât

X =
⋃n
i=0 Ui, unde Ui sunt mulţimi deschise şi contractibile ı̂n X.

2.4 Calculul ϕ−categoriei circulare pentru varietăţi

particulare

2.4.1 Rezultate privind ϕ-categorii de produse şi sume directe

Dacă k, l,m1, . . . ,mk ≥ 2, sunt numere ı̂ntregi, atunci au loc următoarele relaţii:

1. ϕ
S1

(Sm1 × · · · × Smk)=ϕ(Sm1 × · · · × Smk) = k + 1;

2. ϕ
S1

(RPm1× · · · ×RPmk)=ϕ(RPm1× · · · ×RPmk) ≤ m1 +m2 + · · ·+mk + 1;

3. ϕ
S1

(L(7, 1)×S4)=ϕ(L(7, 1)×S4)=ϕ
S1

(L(7, 1)×S4)=ϕ(L(7, 1)×S4)=5, unde L(r, s)

este spaţiul lenticular 3 de tipul (r,s);
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4. ϕ
S1

(RPk × Sl) = ϕ(RPk × Sl) ≤ k + 2.

Demonstraţia pentru relaţiile:

ϕ(Sm1 × · · · × Smk) = k + 1

ϕ(L(7, 1)× S4) = ϕ(L(7, 1)× S4) = 5

a fost făcută de C. Gavrilă [47] (Proposition 4.6, Example 4.7) iar estimarea

ϕ(RPk × Sl) ≤ k + 2

reiese din [47] (Proposition 4.19). O consecinţă imediată a Propoziţiei 2.2.4 este

următoarea:

Corolar 2.4.1 Dacă Mn
1 , . . . ,M

n
r , n ≥ 3, sunt varietăţi conexe cu grup fundamental de

torsiune, atunci ϕ
S1

(M1# · · ·#Mr) = ϕ(M1# · · ·#Mr). În particular este adevărată

egalitatea ϕ
S1

(rRPn) = ϕ(rRPn) , unde rRPn reprezintă suma conexă RPn# · · ·#RPn

a r copii de RPn.

Următorul rezultat este menţionat ı̂n monografia [38, p. 221].

Lema 2.4.1 Dacă M şi N sunt varietăţi ı̂nchise, atunci are loc următoarea inegalitate

ϕ(M#N) ≤ max{ϕ(M), ϕ(N)}.

În particular, are loc: ϕ(X#X) ≤ ϕ(X) pentru orice varietate ı̂nchisă X.

2.4.2 Proprietatea de submultiplicativitate pentru ϕ
S1 [65]

Fie M , N două varietăţi şi f : M → G şi g : N → G două funcţii cu valori ı̂n grupul

Lie (G, ·). Definim operaţia ”�” pentru f şi g, prin:

f � g : M ×N → G, (f � g)(x, y) = f(x)g(y).

Propoziţia 2.4.2 [45] Fie M, N varietăţi netede cu dim(M) = m, dim(N) = n şi

un grup Lie (G, ·) cu dimensiunea dim(G) ≤ min(m,n). Pentru două aplicaţii netede

A : M → G and B : N → G avem următoarea incluziune pentru mulţimile critice:

C(A�B) ⊆ C(A)× C(B).

Corolar 2.4.2 Pentru două varietăţi M , N următoarea inegalitate are loc:
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ϕ
S1

(M ×N) ≤ ϕ
S1

(M)ϕ
S1

(N).

Mai mult, dacă χ(M), χ(N) 6= 0, atunci ϕ
S1

(M ×N) ≥ 1.

Exemplul 2.4.1 Fie M o varietate n-dimensională şi SO(n) şi Spin(n) grupul special

ortogonal, respectiv grupul spinorial de ordin n. Dacă n ≥ 2, atunci următoarele inegalităţi

sunt adevărate:

1. ϕ
S1

(M × Sn) ≤ 2ϕ
S1

(M);

Dacă χ(M) 6= 0, atunci ϕ
S1

(M × Sn) ≥ 1;

2. ϕ
S1

(M × SO(n)) ≤ 2n−1ϕ
S1

(M);

3. ϕ
S1

(M × Spin(n)) ≤ 2nϕ
S1

(M);

4. Dacă n ≥ 3, m ≥ 3 şi 1 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ p ≤ m− 1 atunci

ϕ
S1

(Gk,n ×M) ≤
(
n+ k

k

)
ϕ
S1

(M),

unde Gk,n reprezintă varietatea Grassmann a tuturor subspaţiilor k-dimensionale ale lui

Rn+k.

2.5 Caracteristica Morse-Smale circulară

În această secţiune , se consideră M o varietate diferenţiabilă n-dimensională fără bord

şi f : M → R o funcţie Morse pe M . Avem:

µ(f) = µ0(f) + µ1(f) + · · ·+ µn(f)

unde µk(f) reprezintă numărul punctelor critice de index k.

Definiţia 2.5.1 Notăm cu γ(M), numărul minim posibil de puncte critice pentru toate

funcţiile Morse. Numărul γ(M) se numeşte caracteristica Morse-Smale reală a

varietăţii M adică avem:

γ(M) = min {µ(f), f : M → R} ,

ceea ce corespunde cazului N = R menţionat ı̂n Secţiunea 2.1.

Se pune ı̂n evidenţă şi numărul:
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γi(M) = min {µi(f), f : M → R} .

Considerând elementele introduse mai sus, este evident faptul că pentru orice varietate

compactă avem γ0(M) = γn(M) = 1. De-asememea are loc relaţia:

γ(M) ≥ γ0(M) + γ1(M) + · · ·+ γn(M).

În plus, pentru varietăţi netede, necompacte, fără frontieră, caracteristica Morse-Smale

este 0.

Urmărind referinţele bibliografice [1], [2], [4], [9], [10] şi [11] se vor prezenta rezultate

ce pun ı̂n evidenţă caracterul de invarianţi diferenţiali ai numerelor γ(M) şi γi(M).

Se consideră varietăţile diferenţiabile M , N , difeomorfismul ψ şi aplicaţiile netede f

şi g ca ı̂n diagrama comutativă de mai jos:

Propoziţia 2.5.1 1. Mulţimea punctelor critice ale lui f este egală cu imaginea prin

difeomorfismul ψ a mulţimii critice a lui g, adică:

C(f) = ψ (C(g))

2. Indexele Morse ale punctelor critice asociate aplicaţiilor f şi g prin difeomorfismul

ψ sunt egale.

Următoarea teoremă prezintă caracterul de invariant al numerelor γ şi γi.

Teorema 2.5.2 Fie M,N două varietăţi diferenţiabile difeomorfe. Atunci pentru orice

număr natural i ∈ {0, 1, · · · , n} avem: γ(M) = γ(N) şi γi(M) = γi(N).

În lucrarea [4] se prezintă următorul rezultat utilizat pentru calculul categoriei Morse-Smale.
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Teorema 2.5.3 Fie Mm, Nn varietăţi diferenţiabile şi γ, γi caracteristicile Morse-Smale

reale introduse anterior. Atunci următoare afirmaţii sunt adevărate:

1. γi(M) = γm−i(M), pentru orice i ∈ {0, 1, · · · ,m};
2. γ(M ×N) ≤ γ(M)γ(N);

3. γi (M ×N) ≤
∑

j+k=i γj(M)γk(N) pentru orice i ∈ {0, 1, · · · ,m+ n}.

Analog se defineşte categoria Morse-Smale circulară corespunzătoare funcţiilor Morse

circulare pe varietatea netedă M ca fiind numărul

γS1(M) = min {µ(f) : f : M → S1} .

Propoziţia 2.5.4 [11] Dacă M̃ este o k-acoperire a lui M , atunci are loc următoarea

inegalitate

γS1

(
M̃
)
≤ k · γS1(M).

O variantă a inegalităţilor lui Morse pentru funcţii Morse circulare este dată ı̂n lucrarea

[66]. O estimare a numărului de puncte critice nedegenerate pentru o funcţie Morse

circulară este obţinută ı̂n lucrarea [67].

2.6 Calculul categoriei Morse-Smale circulare

2.6.1 Proprietatea de submultiplicativitate pentru γ
S1 [65]

În cartea lui Pajitnov [74] avem următoarea descriere pentru o funcţie f care se ridică

la o funcţie Morse cu valori reale F pe M̃ . Fie M o varietate netedă ı̂nchisă, f : M → S1

o funcţie Morse circulară şi p : M̃ → M acoperirea ciclică infinită indusă de funcţia f

prin acoperirea universală exp : R→ S1, unde exp(t) = e2πit . Prin urmare avem:

(2.1) f ◦ p = exp ◦F,

Propoziţia 2.6.1 Fie f , g două funcţii Morse circulare care satisfac (2.1). Atunci f �g
este şi ea o funcţie Morse, iar a treia diagramă, care descrie ridicarea funcţiei f � g la

F +G este comutativă.
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Corolar 2.6.1 Fie M, N două varietăţi de dimensiune m, respectiv n. Atunci are loc:

γ
S1

(M ×N) ≤ γ
S1

(M)γ
S1

(N).

În plus, dacă χ(M), χ(N) 6= 0, atunci γS1(M ×N) ≥ 1.

Teorema 2.6.2 [10] Caracteristica Morse-Smale circulară a unei suprafeţe ı̂nchise

Σ 6= RP2 este dată de relaţia γ
S1

(Σ) = |χ(Σ)| , unde χ (Σ) este caracteristica Euler-Poincaré

a suprafeţei Σ.

Propoziţia 2.6.3 [8] Prin U(n) şi SU(n) au fost notate grupul unitar şi grupul special

unitar. Au loc următoarele rezultate:

1. n ≤ ϕ (U(n)) ≤ γ (U(n)) ≤ 2n;

2. n− 1 ≤ ϕ
S1

(SU(n)) = ϕ (SU(n)) ≤ γ (SU(n)) = γ
S1

(SU(n)) ≤ 2n−1.

Observaţie 2.6.1 Grupul unitar este difeomorf cu SU(n)× S1. Deci

0 = ϕ
S1

(U(n)) < n ≤ ϕ (U(n)).

Având ı̂n vedere noţiunile şi calculele prezentate anterior se vor ilustra ı̂n continuare

relaţii şi inegalităţi pentru categorii speciale de varietăţi şi grupuri.

2.6.2 Categorii particulare de varietăţi Grassmann

Propoziţia 2.6.4 [10] Fie M o varietate netedă conexă. Dacă M satisface proprietatea

de ridicare Hom(π(M);Z) = 0, atunci ϕS1(M) = ϕ(M) şi γS1(M) = γ(M). În plus

ϕS1(M) = ϕ(M) and γS1(M) = γ(M), când grupul fundamental al lui M este un grup de

torsiune.

Propoziţia 2.6.5 Dacă n ≥ 2 este un număr natural, atunci

1. ϕ
S1

(Sn) = ϕ(Sn)=γ
S1

(Sn) = γ(Sn)=2;

2.
ϕ
S1

(RPn) = ϕ(RPn) = γ
S1

(RPn) = γ(RPn) = cat(RPn) =

ϕ
S1

(CPn) = ϕ(CPn) = γ
S1

(CPn) = γ(CPn) = cat(CPn) = n+ 1,

unde cat(CPn) reprezintă categoria Lusternik-Schnirelmann a spaţiului proiectiv complex

CPn.
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A se observa că egalităţile ϕ
S1

(RPn) = ϕ(RPn) = cat(RPn) = n+ 1 sunt demonstrate

asemănător ı̂n [10] prin folosirea structurii grupului fundamental al spaţiului RPn, ı̂mpreună

cu funcţia Morse

Fn : RPn −→ R, Fn([x1 , . . . , xn+1 ]) =
x2

1 + 2x2
2 + · · ·+ nx2

n + (n+ 1)x2
n+1

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n + x2

n+1

,

ale cărei puncte critice se găsesc ı̂n mulţimea C(Fn) = {[1, 0, . . . , 0], [0, 1, . . . , 0], . . . , [0, 0, . . . , 1]},
şi inegalităţile menţionate anterior ϕ(RPn) ≥ cat(RPn) ≥ n+ 1.

Propoziţia 2.6.6 Dacă n ≥ 3 and 1 ≤ k ≤ n− 1, atunci

ϕ
S1

(Gk,n) = ϕ (Gk,n) ≤ γ (Gk,n) = γ
S1

(Gk,n) ≤

(
n+ k

k

)
,

unde Gk,n reprezintă varietatea Grassmann a tuturor subspaţiilor k-dimensionale ale spaţiului

Rn+k.

Corolar 2.6.2 Dacă n = 1 sau k = 1 sau (n = 2 şi k = 2p− 1 pentru un p arbitrar) sau

(n = 2p− 1 şi k = 2), atunci

n k ≤ ϕ
S1

(Gk,n) = ϕ (Gk,n) ≤ γ
S1

(Gk,n) = γ (Gk,n) ≤

(
n+ k

k

)
.

2.6.3 Categorii particulare de grupuri Lie

Propoziţia 2.6.7 Dacă n ≥ 3, atunci următoarele relaţii sunt adevărate:

ϕ
S1

(SO(n)) = ϕ (SO(n)) ≤ γ (SO(n)) = γ
S1

(SO(n)) ≤ 2n−1.

Corolar 2.6.3 9 ≤ ϕ (SO(5)) = ϕ
S1

(SO(5)) ≤ γ
S1

(SO(5)) = γ (SO(5)) ≤ 16.

Propoziţia 2.6.8 Următoarele inegalităţi sunt adevărate:

1. n ≤ ϕ (U(n)) ≤ γ (U(n)) ≤ 2n;

2. n− 1 ≤ ϕ
S1

(SU(n)) = ϕ (SU(n)) ≤ γ (SU(n)) = γ
S1

(SU(n)) ≤ 2n−1.

Observaţie 2.6.2 Inegalitatea ϕ (U(n)) ≤ ϕ
S1

(U(n)), poate să fie strică deoarece grupul

unitar este difeomorf, dar nu şi izomorf cu produsul SU(n)×S1 [69, p. 103] şi Propoziţia

2.6.4 nu se pot aplica, deoarece grupul fundamental pentru U(n) este Z.
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3. Graful Reeb al unei aplicaţii

Graful Reeb ı̂şi are originea ı̂n studiul evoluţiei mulţimilor de nivel ale unei funcţii

cu valori reale, definită pe o varietate diferenţiabilă. A fost introdus de matematicianul

francez Georges Henri Reeb (12.XI.1920 - 6.XI.1993) ı̂n lucrarea [86] ca un obiect matematic

folosit la studiul funcţiilor Morse reale. Ulterior a dobândit o utilitate mult mai mare,

fiind folosit ı̂n domenii ca design geometric asistat de soft-uri matematice, grafică pe

calculator, geometrie computaţională, termodinamică geometrică.

Împreună cu evoluţia tehnologiilor folosite spre exemplu pentru maşinile autonome şi

semi-autonome, a existat o necesitate de detectare şi procesare a imaginilor obţinute de

la camerele video, fără a mai stoca imaginea. Graful Reeb răspunde unei astfel de cerinţe,

fiind capabil sa stocheze doar ”informaţiile de bază”, reducând astfel timpul de procesare

al algoritmilor de optimizare, important pentru implementare propriu-zisă.

3.1 Noţiuni de bază şi exemple

Definiţia 3.1.1 Fie X un spaţiu topologic şi f : X → R o funcţie cu valori reale. Se

defineşte pe X, relaţia de echivalenţă ”∼”: x ∼ y dacă şi numai dacă x şi y sunt situate

ı̂n aceaşi componentă conexă prin drumuri a mulţimii de nivel f−1(a), a ∈ R.

Notaţii: Fie M o varietate netedă şi f : M → R o funcţie netedă cu valori reale.

Considerăm:

Mc = f−1(c), mulţimea de nivel c a funcţiei f şi M s
c o componentă conexă a sa;

M (c,c′) = {x ∈M | c < f(x) < c′}, tronsonul definit de intervalul (c, c′);

M c = {x ∈M | f(x) ≤ c}, mulţimea de nivel c. Evident are loc relaţia

M =
⋃

−∞<c<∞
Mc.

Definiţia 3.1.2 Fie X un spaţiu topologic, f : X → R o funcţie cu valori reale şi ”∼”

relaţia de echivalenţă menţionată ı̂n definiţia 3.1.1. Se numeşte graf Reeb al aplicaţiei

f , spaţiul X/ ∼ ı̂nzestrat cu topologia cât.
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Notaţie: În materialele bibliografice folosite, graful Reeb al aplicaţiei f a fost notat

prin R(f) sau (X,f). Pe parcursul acestei lucrări se va utiliza notaţia R(f).

Fie π : M → R(f) proiecţia canonică de la varietatea M la graful Reeb al aplicaţiei

f : M → R.

3.1.1 Exemple

Pe lângă grafurile Reeb definite de funcţia ı̂nălţime pe sfera S2 şi torul T 2 ı̂n lucrare

mai dăm şi exemplul următor:

3. Graful Reeb al funcţiei ı̂nălţime pe suprafaţa orientabilă de gen 2:

3.2 Categoria grafelor Reeb

În categoria grafelor Reeb, notată cu Reeb [19], avem următoarele elemente:

-obiectele sunt grafuri finite ı̂mpreună cu funcţii reale strict monotone pe muchii;

-morfismele sunt funcţii care consevă aplicaţiile ı̂ntre spaţii.

Morfismul descris anterior, numit funcţie de conservare, reprezintă o funcţie ı̂ntre

spaţile R(f),R(g), care păstrează aplicaţiile ϕ : X → Y , adică are loc f = g ◦ ϕ.

Vârfurile grafului Reeb reprezintă clase de puncte critice ale lui f . În plus, f induce

aplicaţia f̃ : R(f) → R astfel ı̂ncât f = f̃ ◦ π. În lucrarea [91], funcţia f̃ induce o

orientare pe muchiile grafului Reeb. Pentru un graf finit orientat se introduc noţiunile

de grad interior, respectiv grad exterior notate prin degin(v), degext(v), reprezentând

numărul de muchii care intră, respectiv ies din vârful v. Prin urmare gradul vârfului v

se defineşte prin relaţia:

deg(v) = degin(v) + degext(v)
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Definiţia 3.2.1 [91] Spunem că graful Γ are o orientare bună dacă este ı̂nzestrat cu

orientarea dată de funcţia continuă g : Γ → R, astfel ı̂ncât g este strict monotonă pe

muchii şi are extreme doar ı̂n vârfuri de grad 1.

3.3 Proprietăţi şi reprezentări pentru graful Reeb al

unei aplicaţii

În secţiunea următoare, vom prezenta rezultate importante pentru graful Reeb, urmărind

articolele [19] şi [58]. Modul ı̂n care au fost definite componentele conexe şi mai apoi

tipurile de drumuri, au fost utilizate pentru dezvoltarea algoritmului prezentat ı̂n lucrarea

[63].

Definiţia 3.3.1 Fie c o valoare critică a lui f . Spunem că o componentă conexă M s
c este

esenţială dacă ı̂n interiorul ei se află cel puţin un punct critic, adică

M s
c ∩ C(f) 6= ∅.

Vom nota acest tip de componentă prin M es
c .

Un graf se numeşte conex dacă oricare două vârfuri (noduri) ale sale, sunt conectate

printr-un drum. Se numeşte arbore, un graf conex fără cicluri.

Propoziţia 3.3.1 Fie M o varietate netedă, compactă şi f : M → R o funcţie netedă cu

puncte critice izolate. Dacă c este valoare critică, considerăm mulţimea:

A = M es
c ∩ C(f) = {a1, a2, . . . , an}

a punctelor critice din componenta esenţială asociată lui c. Atunci au loc următoarele

proprietăţi:

1. Orice componentă conexă prin drumuri asociată unei mulţimi de nivel, este o componentă

conexă.

2. pentru oricare ai, aj din ı̂nchiderea mulţimii (M es
c \ A), unde ai 6= aj şi oricare

i, j ∈ {1, 2, . . . , n} se pot conecta printr-un drum γ : I → M es
c astfel ı̂ncât γ(0) =

ai, γ(1) = aj unde γ este un omeomorfism.

3. există K ⊂ M es
c un subspaţiu ı̂nchis omeomorf cu un arbore pentru care A este

mulţimea de vârfuri ale arborelui.

Corolar 3.3.1 Pentru orice ai, aj din A puncte critice, există un arc (privit ca şi compunerea

de arce descrisă anterior) care le conectează.
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3.3.1 Tipuri de componente conexe

Componenta conexă C din M (c,c′) este de tipul:

(I) sau componentă vârf dacă conţine un punct critic;

(II) ı̂n caz contrar;

(IIa) (sau componentă muchie) dacă f (cl(C)) ∩ C(f) = {c, c′}.
Relaţia de mai sus este echivalentă cu:

Componenta de tipul II este de tipul IIa (sau componentă muchie) dacă au loc

următoarele relaţii:

M es
c ∩ cl(C) 6= ∅ şi M es

c′ ∩ cl(C) 6= ∅.

Propoziţia 3.3.2 Pentru o componentă muchie C avem difeomorfismul

(Ma ∩ C)× (c, c′) ∼M (c,c′) ∩ C

Lema 3.3.3 O componentă C de tipul (II) intersectează o singură componentă a lui Mq,

pentru q ∈ (c, c′).

Corolar 3.3.2 M (c,c′) privită ca o varietate, are un număr finit de componente conexe.

Propoziţia 3.3.4 Există o bijecţie ı̂ntre componentele de tipul (IIa) ale varietatăţii M şi

muchiile grafului R(f).

Fie ”∼es” relaţia de echivalenţă pe M definită prin

x ∼es y ∈M dacă şi numai dacă x, y ∈M es
c , c ∈ C(f).

Notăm Mes = M/∼es spaţiul cât obţinut prin această relaţie de echivalenţă, prin

πes : M → Mes proiecţia canonică şi fes : Mes → R funcţia definită de fes ([x]) = f(x).

Prin urmare avem: fes ◦ πes = f .

Lema 3.3.5 Graful Reeb pentru o funcţie esenţială fes, notat prin Res(f) coincide cu

graful Reeb R(f) al funcţiei f .

3.3.2 Tipuri de familii de drumuri

Definiţia 3.3.2 1) Fie c, c′ ∈ Vcr(f) şi γ1, γ2 două drumuri cu

f (γ1(0)) = f (γ2(0)) = c′, f (γ1(1)) = f (γ2(1)) = c.
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O aplicaţie H : I × I → M este o omotopie relativ la componentele esenţiale ı̂ntre

γ1 şi γ2 dacă:

(i) H este o omotopie ı̂ntre γ1 şi γ2;

(ii) H(0, s) ∈M es
c′ şi H(1, s) ∈M es

c , pentru orice s ∈ I.

Un drum ε : I →M este un drum-vârf dacă este inclus ı̂ntr-o componentă esenţială

a unui nivel critic.

Un drum γ este contractibil relativ la componenta esenţială dacă există o

omotopie relativ la componenta esenţială de la γ la un drum-vârf.

2) Pentru o componentă C de tipul IIa a lui M (c,c′), spunem că γ este un drum-muchie

dacă:

(i) γ(0) ∈M es
c′ şi γ(1) ∈M es

c ;

(ii) γ ((0, 1)) ⊂ C

Drumul-muchie este descrescător dacă avem f (γ(t)) < f (γ(t′)), pentru t > t′.

Definiţia 3.3.3 Pentru o componentă C, de tipul IIa, spunem că γ : I → M este un

drum-muchie extins al lui C dacă:

1) γ(0) ∈M es
c′ şi γ(1) ∈M es

c ;

2) există t0, t1 ∈ I, t0 < t1 astfel ı̂ncât:

-dacă f (γ(t)) = c′ ⇒ t ≤ t0;

-dacă f (γ(t)) = c⇒ t ≥ t1.

În plus, avem γ(t) ∩M es
d = ∅ pentru d 6= c, c′.

Teorema 3.3.6 Exisă o bijecţie ı̂ntre clasele de omotopie relativ la componenta esenţială

ale drumurilor-muchie extinse şi muchiile grafului Reeb R(f). În plus, fiecare clasă de

omotopie descrisă anterior conţine un drum descrescător care leagă două puncte critice.

3.3.3 Graful Reeb din perspectiva teoriei grafurilor

Pentru a pune ı̂n evidenţă structura de graf a grafului Reeb folosim următoarele două

mulţimi:

V(f) reprezentând mulţimea claselor de omotopie relativ la componenta esenţială

pentru drumurile vârf;

E(f) mulţimea claselor de omotopie relativ la componenta esenţială pentru drumurile

muchie extinse.

Astfel se obţine graful finit Γ(f) = {V (f), E(f)}.

Teorema 3.3.7 Între graful Γ(f) şi graful Reeb R(f) al funcţiei f există un omeomorfism

simplicial.
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Propoziţia 3.3.8 Graful Γ(f) ⊂M este omotopic echivalent cu graful Reeb R(f). Deci

avem relaţia:

β1(Γ) = |E| − |V |+ 1.

În subsecţiunea de mai jos, urmărim raţionamentul din referinţa [71] pentru a putea

prezenta teorema de realizare a grafului Reeb. Vom pune ı̂n evidenţă noţiunea de număr

Reeb, maximizarea numărului de bucle ale unui graf Reeb şi mărginirea pentru gradul

vârfurilor asociate grafului.

3.3.4 Aplicaţii. Interpretări [58], [71]

Lucrarea [58] publicată ı̂n anul 2014 prezintă următoarea situaţie: Pentru o funcţie de

clasă C1 cu valori reale, definită pe o varietate diferenţiabilă M , care are punctele critice

izolate se pun ı̂n evidenţă următoarele particularizări ale domeniului.

1) Dacă M este sfera unitate n-dimensională Sn cu n ≥ 2 sau spaţiul proiectiv real

sau complex n-dimensional RPn, respectiv CPn, atunci R(f) este un arbore.

2) Dacă M este torul n-dimensional Tn atunci graful Reeb este un arbore sau este

omotopic echivalent cu un cerc.

3) Dacă M este o suprafaţă orientabilă Σg de gen g, atunci graful Reeb conţine cel

mult 2g bucle.

4) Dacă M este o suprafaţă neorientabilă Mg de gen g, atunci graful Reeb conţine cel

mult g bucle.

Lema 3.3.9 Fie [p] un punct interior unei munchii din grafului ReebR(f). DacăR(f)\ {[p]}
este conexă prin drumuri atunci şi M\π−1 {[p]} este conexă prin drumuri.

Corolar 3.3.3 Fie [p1], · · · , [pr] puncte interiore munchiilor din grafului ReebR(f). Dacă

R(f)\ {[p1], · · · , [pr]} este conexă, atunci şi M\π−1 {[p1], · · · , [pr]} este conexă.

Teorema 3.3.10 Dacă Σg este o suprafaţă orientabilă de gen g, atunci numărul de bucle

din R(f) este mai mic sau egal cu g.

Fie f : M → R o funcţie de clasă C1 pe o varietate diferenţiabilă ı̂nchisă. Dacă f are

exact trei puncte critice, atunci R(f) este un arbore cu două muchii.

Definiţia 3.3.4 Se numeşte numărul Reeb R(M) al unei varietăţi, numărul maxim de

bucle de-a lungul grafului Reeb după toate funcţiile reale netede pe M care au un număr

finit de puncte critice. Are loc relaţia
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R(M) = max {β1 (R(f)) : f : M → R are număr finit de puncte critice}.

Lema 3.3.11 [36] Fie f : Σ→ R o funcţie Morse simplă pe o suprafaţă ı̂nchisă Σ.

Dacă Σ = Σg, atunci β1 (R(f)) = g.

Dacă Σ = Sg, atunci β1 (R(f)) ≤
[g

2

]
, unde [x] este ’podeaua’ lui x.

Propoziţia 3.3.12 Fie f : Σ → R o funcţie Morse simplă şi Σ o suprafaţă ı̂nchisă.

Punctului critic p i se asociază vârful v al grafului Reeb R(f). Atunci următoarele

afirmaţii sunt adevărate:

(a) ind(p) = 0 sau 2 dacă şi numai dacă deg(v) =1;

(b) ind(p) = 1 dacă şi numai dacă deg(v) =

{
3, dacă Σ este orientabilă

2 sau 3, dacă Σ este neorientabilă

Următoarele trei rezultate prezente ı̂n referinţa [71] oferă rezultate despre modul ı̂n

care graful Reeb al unei funcţii Morse simple maximizează numărul de bucle ale grafului.

Lema 3.3.13 Fie M o varietate diferenţiabilă ı̂nchisă şi f : M → R o funcţie cu număr

finit de puncte critice pe M . Atunci există o funcţie Morse simplă g : M → R astfel ı̂ncât

β1 (R(g)) ≥ β1 (R(f))

Precizăm că pentru o funcţie Morse f , funcţia Morse simplă g se poate obţine fără a

schimba punctele critice ale lui f şi indexurile acestora, iar g diferă de f doar ı̂n vecinătăţi

ale punctelor critice.

Corolar 3.3.4 Are loc relaţia

R(M) = max {β1 (R(f)) : f : M → R funcţie Morse simplă}.

Corolar 3.3.5 Dacă o suprafaţă Σ are caracteristica Euler χ(Σ) = 2− k, atunci

R(Σ) =
k

2
.

3.3.5 Teoreme de realizare ale grafului Reeb prin funcţii Morse

Bazele teoremele de realizare ale grafului Reeb folosind o funcţie Morse au fost puse de

S.Sharko ı̂n lucrarea [91], folosind tehnici de construcţie introduse de F. Takens ı̂n [96].

În continuare vom urmări raţionamentul din lucrarea [71] pentru stabilirea condiţilor ı̂n

care graful Reeb este izomorf cu graful Γ.

Teorema 3.3.14 Fie Γ un graf finit ı̂nzestrat cu o orientare bună. Atunci există o

varietate ı̂nchisă n-dimensională M , (n ≥ 2) şi o funcţie Morse f : M → R astfel

ı̂ncât graful Reeb R(f) este izomorf cu Γ.
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Considerăm următorul caz particular pentru n = 2:

Propoziţia 3.3.15 Fie Γ un graf ı̂nzestrat cu orientare bună şi g = β1 (Γ). Atunci

există o suprafaţă ı̂nchisă Σ şi o funcţie f : Σ → R având un număr finit de puncte

critice, astfel ı̂ncât graful Reeb al lui f este izomorf cu Γ. Suprafaţa Σ se poate considera

ca fiind orientabilă de gen g sau neorientabilă de gen 2g. Dacă graful Γ este un arbore

atunci suprafaţa este difeomorfă cu S2.

Următoarea teoremă descrie cazul particular Γ0, adică graful cu două vârfuri şi o

muchie. Acesta este singurul graf care nu apare pentru altă suprafaţă ı̂n afara sferei. În

plus se prezintă o condiţie necesară şi suficientă pentru ca graful Reeb sa fie izomorf cu

graful Γ.

Teorema 3.3.16 Fie Γ 6= Γ0 un graf finit cu orientare bună şi Σ o suprafaţă ı̂nchisă.

Atunci există o funcţie f : Σ→ R cu număr finit de puncte critice astfel ı̂ncât graful său

Reeb R(f) este izomorf cu Γ dacă şi numai dacă β1 (Γ) ≤ R (Σ). Dacă Γ = Γ0 atunci

graful se realizează doar pentru Σ = S2.

Teorema 3.3.17 Fie Γ 6= Γ0 un graf finit cu orientare bună şi ∆2 numărul de vârfuri

de grad 2 ale lui Γ şi fie Σ o suprafaţă ı̂nchisă de gen g (orientabilă sau neorientabilă).

Atunci există o funcţie Morse f : Σ → R astfel ı̂ncât graful său Reeb R(f) este izomorf

cu Γ dacă şi numai dacă

(i) g ≥ β1 (Γ) + ∆2, când Σ este orientabilă;

(ii) g ≥ 2β1 (Γ) + ∆2, când Σ este neorientabilă.

Propoziţia 3.3.18 Fie Σ o suprafaţă ı̂nchisă şi Γ un graf orientat fără bucle astfel ı̂ncât

β1 (Γ) ≤ R (Σ). Atunci există o funcţie f : Σ→ R cu număr finit de valori critice astfel

ı̂ncât f este un omeomorfism care păstrează orientarea pe Γ. Dacă Γ are un vârf w pentru

care degin(w) şi degout(w) sunt diferite de zero, atunci R(f) şi Γ sunt izomorfe.

Graful Reeb asociat unei funcţii f reprezintă o metodă utilă, mai ales ı̂n cazul suprafeţelor,

când reconstrucţia acestora se face pornind de la graful Reeb dat [70]. Astfel, una din cele

mai importante calităţi ale grafului Reeb, este faptul că permite crearea unei structuri

care incapsulează informaţii atât despre formă ca şi reprezentare geometrică, cât şi ca

interpretare topologică.

3.4 Distanţe ı̂ntre grafurile Reeb

Studiul grafului Reeb a cunoscut o puternică dezvoltare, ceea ce a condus la necesitatea

explorării conceptului de metrică ı̂ntre obiectele categoriei considerate. Aplicaţiile practice
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ce folosesc graful Reeb impun analizarea diferenţelor ı̂ntre două grafuri existente. De-asemenea

colectarea practică a datelor, susceptibilă la erori, naşte ı̂ntrebări legate de stabilitatea

grafului Reeb. Abordările existente ı̂n literatură se bazează pe două tipuri de raţionament:

dezvoltarea de euristici pentru a ı̂mbunătăţi rezistenţa grafului la perturbări şi o abordare

teoretică prin dezvoltarea distanţelor şi pseudo-distanţelor. Distanţele prezente ı̂n literatură

sunt distanţa interfoliată, distorsie funcţională, ’bottleneck’ şi distanţa de editare. Referinţele

bibliografice folosite ı̂n acestă secţiune sunt [18], [19], [28] şi [41].

3.4.1 Distanţa interfoliată

Fie R(f) graful Reeb al funcţiei f şi considerăm

R(f)ε := R(f)× [−ε, ε].

Se defineşte ε−netezirea lui R(f) ca fiind graful Reeb al funcţiei perturbate

fε : R(f)ε → R, (x, t) 7→ f(x) + t.

Prin urmare ε−netezirea este dată de spaţiul cât R(f)ε/∼ şi este notată cu Uε(R(f)).

Se observă că are loc următoarea relaţie:

Uε (Uε(R(f))) = U2ε(R(f)).

Definiţia 3.4.1 Fie f : X → R şi g : Y → R două funcţii reale. Se numeşte ε-interfoliere

a grafurilor R(f), R(g), o pereche de aplicaţii care păstrează aplicaţiile

ϕ : X → Uε (R(f)) şi ψ : Y → Uε (R(g))

astfel ı̂ncât următoarea diagramă este comutativă:
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unde avem:

i : R(f)→ Uε (R(f)), x 7→ [x, 0]

ϕε : Uε (R(f))→ U2ε (R(g)), [x, t] 7→ [ϕ(x), t]

În mod analog se defineşte şi aplicaţia ψ.

Definiţia 3.4.2 Aplicaţiile ϕ : R(f) → Uε (R(g)), ψ : R(g) → Uε (R(f)) se numesc

ε-interfoliate, dacă ϕ şi ψ păstrează aplicaţii şi următoarea diagramă este comutativă:

Definiţia 3.4.3 Fiind date două grafuri ReebR(f),R(g), se defineşte distanţa interfoliată

prin relaţia

(3.1) dI (R(f),R(g)) = inf {ε : ∃ o ε− interfoliere intre R(f),R(g)}

3.4.2 Distanţa distorsie funcţională

Fie π un drum ı̂ntre x şi y ı̂n R(f) ∈ Reeb. Se numeşte ı̂nălţimea drumului π numărul

(3.2) h(π) = max
x∈π

f(x)−min
x∈π

f(x)

Cu ajutorul acestui număr definim distanţa:

(3.3) df (x, y) = min
π:x;y

h(π)

.
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Definiţia 3.4.4 Fiind date două grafuri Reeb R(f),R(f) şi două funcţii Φ : X → Y şi

Ψ : Y → X, considerăm

(3.4) C(Φ,Ψ) = {(x, y) ∈ X × Y | Φ(x) = y sau Ψ(y) = x}

şi

(3.5) D(Φ,Ψ) = sup
(x,y),(x′,y′)∈C(Φ,Ψ)

1

2
|df (x, x′)− dg(y, y′)| .

Introducem distanţa distorsie funcţională prin

(3.6) dFD = inf
Φ,Ψ

max {D(Φ,Ψ), ‖f − g ◦ Φ‖∞ , ‖g − f ◦Ψ‖∞} .

Următoarea teoremă ilustrează relaţia ı̂ntre cele două metrici prezentate, distanţa

interfoliată şi distanţa distorsie funcţională şi este importantă ı̂n studiul proprietăţilor de

convergenţă.

Teorema 3.4.1 [19] Fiind date două funcţii netede f : Mm → R, g : Nn → R şi

grafurile Reeb asociate lor R(f), R(g), au loc următoarele inegalităţi:

dI(f, g) ≤ dFD(f, g) ≤ 3dI(f, g).

3.4.3 Distanţa ’bottleneck’

Distanţa ’bottleneck’ reprezintă global o pseudo-metrică, dar local, ı̂ntr-o vecinătate

suficient de mică este la fel de eficientă ca orice alt tip de metrică pentru a face diferenţa

ı̂ntre două grafuri Reeb. Pentru a introduce acest tip de distanţă este necesară introducerea

noţiunilor de funcţie de tip Morse, filtrare extinsă, diagramă de persistenţă extinsă şi

costul diagramei. În vederea prezentării acestor noţiuni urmărim referinţa bibliografică

[28].

Definiţia 3.4.5 Fie X un spaţiu topologic şi f : X → R o funcţie continuă. Funcţia f

se numeşte funcţie de tip Morse dacă au loc următoarele proprietăţi:

a) există o mulţime finită de valori critice C(f), astfel ı̂ncât pentru orice interval

deschis (ai, ai+1) există un spaţiu Yi compact şi conex şi un omeomorfism µi : Yi ×
(ai, ai+1)→ X(ai,ai+1) astfel ı̂ncât f

∣∣
X(ai,ai+1)

= π2 ◦ µ−1
i , pentru orice i natural;
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b) µi se prelungeşte la o funcţie continuă µi : Yi × [ai, ai+1]→ X [ai,ai+1] cu menţiunea

pentru cazurile particulare i = 0 şi i = n: µ0 se prelungeşte prin µ0 : Y0 × (−∞, a0] →
X(−∞,a0], respectiv µn se prelungeşte prin µn : Yn × [an,∞)→ X [an,∞);

c) fiecare mulţime de nivel f−1(x) are omologia finit generată.

Considerăm funcţia f menţionată anterior. Familia de mulţimi de subnivel ale lui f ,{
X(−∞,a]

}
a∈R defineşte o filtrare, adică avem X(−∞,a] ⊆ X(−∞,b], pentru orice a ≤ b.

Se introduc mulţimile Rop = {x̃ : x ∈ R} ı̂nzestrată cu ordinea x̃ ≤ ỹ ⇔ x ≥ y şi

RExt = R ∪ {+∞} ∪ Rop.

Se defineşte filtrare extinsă a lui f realtiv la RExt prin:

Fa = X(−∞,a], pentru a ∈ R, F∞ = X ≡ (X,∅) şi Fã =
(
X,X [ã,∞)

)
, pentru ã ∈ Rop.

Fa se numeşte partea ordinară a flitrării, iar Fã partea relativă. Aplicând functorul de

omologie H∗ pe filtrarea menţionată anterior, se obţine modulul de peristenţă extinsă.

Pentru funcţii de tip Morse acest modul se descompune ca sumă directă de module-interval

semideschise. Se defineşte diagrama de persistenţă extinsă reprezentarea fiecărui

interval din acest modul ca punct ı̂n planul extins, având coordonatele date de capetele

intervalului.

Diagrama de persistenţă extinsă se notează prin Dg(f) şi diferenţează părţile filtrării

după cum urmează:

a) punctul p = (x, y) se numeşte punct ordinar dacă x, y ∈ R şi p se găseşte deasupra

diagonalei ∆ = {(x, x) : x ∈ R};
b) punctul p = (x, y) se numeşte punct relativ dacă x, y ∈ Rop şi p se găseşte sub

diagonalei ∆;

c) punctul p = (x, y) se numeşte punct extins dacă x ∈ R şi y ∈ Rop şi se poate

localiza oriunde ı̂n plan, inclusiv pe diagonala ∆. Notăm prin Ext+(f), punctele extinse

care se găsesc pe diagonala ∆, iar prin Ext−(f) punctele exstinse care nu se găsesc pe

diagonala ∆.

Diagrama de persistenţă extinsă se poate scrie ca următoarea reuniune

Dg(f) = Ord(f) ∪Rel(f) ∪ Ext+(f) ∪ Ext−(f).

Fie D, D’ două diagrame de persistenţă. Spunem că submulţimea Γ ⊆ D × D′

reprezintă o potrivire parţială dacă pentru orice punct p ∈ D există cel mult un punct

p′ ∈ D′ astfel ı̂ncât (p, p′) ∈ Γ. În plus Γ identifică doar puncte de acelaşi tip şi aceaşi

dimensiune omologică.

Costul lui Γ se defineşte prin relaţia: cost(Γ) = max {maxδD(p),maxδD′(p
′)}, unde

δD(p) = ‖p− p′‖∞ dacă p este asociat unui p’ din D’ şi δD(p) = d∞(p,∆), dacă p nu are

corespondent ı̂n D’.
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Definiţia 3.4.6 Se numeşte distanţa ’bottleneck’ ı̂ntre două diagrame de persistenţă

D şi D’, numărul:

dB(D,D′) = infΓcost(Γ)

unde Γ parcurge toate potrivirile parţiale dintre D şi D’.

Teorema 3.4.2 (Teorema de stabilitate a distanţei ’bottleneck’) [35]

Pentru orice funcţii de tip Morse f, g : X → R avem

dB (Dg(f), Dg(g)) ≤ ‖f − g‖∞

În mod analog se defineşte distanţa ’bottleneck’ ı̂ntre grafele Reeb R(f) şi R(g) prin

relaţia

dB (R(f),R(g)) = dB (Dg(f), Dg(g)).

Teorema 3.4.3 [18] Fie R(f), R(g) grafele Reeb corespunzătoare funcţiilor f : X → R
şi g : Y → R. Atunci au loc următoarele inegalităţi

1. dB (Dg0(f), Dg0(g)) ≤ dFD(f, g);

2. dB (ExDg1(f), ExDg1(g)) ≤ 3dFD(f, g).

unde ExDg0 este diagrama de persistenţă de ordinul 0 şi ExDg1 reprezintă prima

diagramă de persistenţă extinsă asociate unei aplicaţii.

Având ı̂n vedere rezultatele din teoremele 3.4.1 şi 3.4.3 se poate enunţa următorul

corolar:

Corolar 3.4.1 În ipotezele teoremelor menţionate, avem următoarele inegalităţi:

1. dB (Dg0(f), Dg0(g)) ≤ 3dI(f, g);

2. dB (ExDg1(f), ExDg1(g)) ≤ 9dI(f, g).
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3.4.4 Distanţa de editare

Distanţa de editare a fost introdusă pentru prima dată ı̂n lucrarea [87] şi reprezintă o

metodă utilă de a măsura diferenţele existente ı̂ntre două grafe date. Aplicaţiile practice

ale acestei distanţe se regăsesc ı̂n domenii ca recunoaştere de modele sau recunoaşterea

scrisului de mână (”pattern recognition”), identificare amprentelor ı̂n bazele de date şi

machine learning. Distanţa de editare este o distanţă combinatorială dar oferă cea mai

bună estimare a diferenţelor ı̂ntre două grafe relativ la clasa distanţelor din care face

parte.

Pentru prezentarea noţiunilor şi rezultatelor referitoare la distanţa de editare vom

utiliza referinţele [41], [46] şi [87].

Distanţa de editare se introduce pe un graf ale cărei vârfuri sunt etichetate folosind

corespondeţa lf : V (Γf ) → R, unde lf este restricţia lui f la mulţimea punctelor critice

C(f). Un astfel de graf se notează prin (R(f), lf ) şi pentru orice vârf de grad 3 avem cel

puţin două vârfuri adiacente v1 şi v2 care satisfac relaţia:

lf (v1) < lf (v) < lf (v2).

Definiţia 3.4.7 Spunem că două grafe Reeb etichetate (R(f), lf ) şi (R(g), lg) sunt izomorfe

dacă există un izomorfism ϕ : C(f) → C(g) care păstrează muchiile şi etichetarea

vârfurilor.

Conform [41] există patru tipuri de deformări elementare care sunt prezentate ı̂mpreună

cu costul lor dupa cum urmează:

a) Deformarea B (birth) prin care se introduc vârfuri ı̂ntre două vârfuri existente.

c(T ) =
|lg(u1)− lg(u2)|

2

b) Deformarea D (death) prin care se elimină vârfuri aflate ı̂ntre două vârfuri

existente.

c(T ) =
|lf (u1)− lf (u2)|

2

c) Deformarea R (relabeling) prin care se schimbă ordinea ı̂ntre două vârfuri existente.

c(T ) = max |lf (v)− lg(v)|

d) Deformări Ki prin care graful se transformă ı̂n simetricul său sau se reorganizează

structura grafului.

c(T ) = max {|lf (u1)− lg(u1)| , |lf (u2)− lg(u2)|}
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Propoziţia 3.4.4 [41] Fie M o suprafaţă conexă, ı̂nchisă, orientabilă de gen g şi f :

M → R o funcţie Morse simplă. Dacă avem graful (Γ, l) = T (Γf , lf ) obţinut ca o

compunere de deformări elementare, atunci există o funcţie Morse g : M → R pentru

care (Γg, lg) ∼= (Γ, l).

Se numeşte deformare a grafului (Γf , lf ) o secvenţă ordonată T = (T1, T2, · · · , Tn)

formată din transformări elementare care acţionează recursiv astfel: T1 reprezintă o

transformare elementară pentru pentru (Γf , lf ), T2 reprezintă o transformare elementară

pentru pentru T1(Γf , lf ), · · · , respectiv Tn reprezintă o transformare elementară pentru

pentru Tn−1Tn−2 · · ·T1(Γf , lf ).

Se va nota prin T ((Γf , lf ), (Γg, lg)) = {T = (T1, · · · , Tn : T (Γf , lf )} ∼= (Γg, lg).

Definiţia 3.4.8 Se numeşte distanţă de editare, pseudo-metrica definită prin:

dE ((Γf , lf ), (Γg, lg)) = inf
T∈T ((Γf ,lf ),(Γg ,lg))

c(T ).

Următorul rezultat ilustrează stabilitatea distanţei de editare.

Teorema 3.4.5 [41] Pentru orice funcţii Morse simple f, g : M → R avem relaţia

dE ((Γf , lf ), (Γg, lg)) ≤ max
p∈M
|f(p)− g(p)|

Luând ı̂n considerare toate tipurile de distanţe prezentate anterior pentru f, g funcţii

Morse cu valori reale pe suprafaţa M , avem legăturile date de inegalităţile:

i) dE ((Γf , lf ), (Γg, lg)) ≥ dB(Df , Dg), undeDf şiDg reprezintă diagramele de persistenţă

ale lui f şi g;

ii) dE ((Γf , lf ), (Γg, lg)) ≥ dFR(R(f),R(g)), unde R(f)şi R(g) reprezintă grafurile

Reeb ale lui f şi g.

3.5 Graful Reeb ı̂n topologia computaţională

Clasificările componentelor grafului Reeb conduc la o mai bună ı̂nţelegere a evoluţiei

curbelor de nivel pe o varietate şi implicit a parametrilor necesari realizări unei scheme

de reprezentare. Scopul principal al acestei secţiuni este de a prezenta un algoritm de

determinare a grafului Reeb pentru o funcţie cu valori reale definită pe o suprafaţă

compactă fără bord realizată ı̂n spaţiul R3. Rezultatele din secţiunea următoare sunt

preluate după lucrarea noastră [63], lucrare citată ı̂n referinţa [57].
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3.5.1 Documentaţie. Descrierea algoritmului

Algoritmul propus constă ı̂n următorii paşi.

1. Identificarea punctelor critice ale funcţiei reale definite pe suprafaţă;

2. Aranjarea punctelor critice ı̂ntr-un vector v[i] ı̂n ordinea apariţiei lor pe parcursul

parcurgerii suprafeţei de la minimul absolut la maximul absolut.

3. Fiecare componentă a vectorului are forma: v[i] = (Pi; type), unde descrierea tipului

este dată de:

• a pentru minim, având tipul special aA pentru minimul absolut;

• b pentru un punct şa, cu tipurile particulare bi pentru un punct şa care apare

după un minim absolut şi bp pentru un punct şa care apare după un minim (se

va nota categ.sp). Dacă punctul şa nu apare după nici un tip de minim, atunci

tipul său se va obţine prin alternarea ordinii, relativ la ultimul punct şa din

categ.sp.

• c pentru punctul de maxim, având tipul particular cA pentru maximul absolut;

4. Limbajul pseudo-cod pentru algoritm:

Date de intrare

X= suprafaţă, f= funcţie cu valori reale

Se defineşte o funcţie booleană ver.type(P,Q) care compară tipul principal pentru

două puncte critice;

Exemplu ver.type(a,aA)=adevărat; ver.type (c,cA)= adevărat, ver.type(bp, bi)=

adevărat, ver.type(a,c)=fals;

Se defineşte funcţia point(v[i]) care returnează punctul Pi;

Primul rezultat: v[i] = (Pi; type), n = length (v[i]);

Fie i = număr natural;

Iniţializăm i=1;

Cât timp i < n

dacă type(v[i])=a

dacă ver.type(point(v[i]), point(v[i+1])) este fals
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desenăm un element I;

i=i+1;

altfel desenăm un element II;

i=i+2;

dacă type(v[i])=bi şi type(v[i+1])=bp

then draw element III;

i=i+1;

dacă type(v[i])=bpşi type(v[i+1])=bi

atunci desenăm un element I;

i=i+1;

dacă type(v[i])=b şi v[i+1]=c

dacă ver.type(point(v[i+1]), point(v[i+2])) este fals

atunci desenăm un element element I;

i=i+1;

atunci desenăm un elemnt element IV;

i=i+2;

3.6 Studiu al algoritmilor existenţi pentru graful Reeb

al unei funcţii reale

Rezumatul complexităţilor algoritmilor existenţi, prezentat ı̂n secţiune, este preluat

după lucrarea noastră [64].
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Importanţa grafului Reeb a dus la o expansiune a algoritmilor şi a cercetărilor ı̂n

direcţia simplificării şi sumarizării tehnicilor de calcul. Luând ı̂n considerare volumul

crescut de date care trebuie procesat, nevoia unei simplificări a crescut proporţional

cu complexitatea algoritmilor. Eliminarea dificultăţii creări unui algoritm eficient este

prioritară.

În 2003 H. Carr, J. Snoeyink şi U. Axen [27] au propus un algoritm pentru calculul

arborilor de contur, folosind tehnica de ı̂mpărţire şi lipire a arborilor. Fiind dat v numărul

de vârfuri, e numărul de muchii, n numărul de supernoduri şi f(n) inversa funcţiei

Ackerman de creştere lentă, algoritmul are o complexitate de tipul

O (vlg(v) + e+ nf(n))

O altă metodă utilizată a fost introdusă de T.L. Kunii şi Y. Shinagawa ı̂n lucrarea [60].

Algoritmul păstrează numărul de triunghiuri care au puncte comune cu mulţimea de nivel

reţinând ı̂n acelaşi timp complexitatea ı̂n ordinea valorilor funcţiei. Pentru o varietate

2-dimensională complexitatea este O(n2) având generalizarea O(vn), unde v reprezintă

numărul de vârfuri şi n mărimea vârfurilor, muchiilor şi a triunghiurilor. Lucrarea [36]

oferă o ı̂mbunătăţire pentru varietăţile 2-dimensionale prin obţinerea unei complexităţi cu

ordinul O(mln(v)). Mai mult, utilizând tehnici complexe de calcul, H. Doraiswamy şi V.

Natarajan au obţinut ı̂n lucrarea [40], o complexitate cu ordinul O
(
mlg(m) (lg(lg(m)))3).

Lucrarea [76] oferă un algoritm eficient pentru varietăţi 3-dimensionale folosind parametrul

il, numărul de cicluri independente ale grafului, generând astfel un algoritm de complexitate

O (mlg(m) + ilm).

O abordare nouă şi inovativă este dată de J.Cheng ı̂n [29] prin eliminarea metodei

de parcurgere a arborelui de contur şi ı̂nlocuirea acesteia cu o surjecţie de la varietate

la graful Reeb. În final cea mai recentă abordare este dată de M. Hajij şi P. Rosen

ı̂n lucrarea [49] care oferă cel mai bun raport ı̂ntre implementare şi memorie utilizată,

existent ı̂n literatura de specialitate până ı̂n prezent.

3.7 Graful Reeb al unei funcţii circulare

Definiţia 3.7.1 Fie M o varietate netedă n-dimensională şi f, g : M → R funcţii netede.

Spunem că f şi g sunt topologic echivalente dacă există un omeomorfismele

h : M →M şi k : R→ R astfel ı̂ncât are loc relaţia:
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Urmărind lucrarea [17], vom ilustra ı̂n continuare notaţii utile şi noţiuni ajutătoare

ı̂n vederea prezentării teoremei de realizare a grafului Reeb pentru o funcţie Morse-Bott

circulară simplă pe S2.

O subvarietate N ⊂M se numeşte subvarietate critică nedegenerată pentru funcţia

f : M → R dacă orice punct p ∈ N , matricea (Hf)p
∣∣
N

este nesingulară. Un punct p ∈M
se numeşte critic pentru f , dacă rangul aplicaţiei df(p) nu este maxim. O valoare reală

b se numeşte critică pentru f dacă f−1(b) conţine cel puţin un punct critic al lui f .

O funcţie f : M → R se numeşte simplă, dacă există o unică componentă conexă care

conţine puncte critice la nivelul critic. În plus, o fibră critică se numeşte reductibilă,

dacă toate fibrele din vecinătatea sa sunt omeomorfe cu ea.

Definiţia 3.7.2 Spunem că o subvarietate netedă S ⊂ C(f) unde f : M → R este netedă,

este subvarietate netedă critică nedegenerată dacă:

i) S este fără bord;

ii) S este conexă şi compactă;

iii) pentru orice punct p ∈ S, avem Tp(S) = ker ((Hf)p)

Având ı̂n vedere cele prezentate mai sus introducem următoarea noţiune, centrală

pentru această secţiune:

Definiţia 3.7.3 Se numeşte funcţie Morse-Bott (pe scurt funcţie MB), o funcţie f

pentru care mulţimea critică C(f) conţine doar puncte izolate şi subvarietăţi critice nedegenerate.

Este evident faptul că orice funcţie rotundă este o funcţie Morse-Bott. Reamintim că

o funcţie netedă se numeşte rotundă dacă mulţimea sa de puncte critice este formată

dintr-o reuniune de cercuri critice nedegenerate.

Propoziţia 3.7.1 Mulţimea punctelor critice ale funcţiei Morse-Bott f : M2 → R se

poate clasifica astfel:

1. cercuri critice, adică puncte care se găsesc ı̂ntr-o subvarietate critică
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omemorfă cu S1;

2. puncte critice izolate de extrem (minim sau maxim);

3. puncte şa, adică puncte critice izolate de index 1.

În cele ce urmează vom prezenta noţiuni importante şi exemple relevante pentru

construcţia grafului Reeb Morse-Bott pentru funcţii Morse-Bott circulare simple. Având

ı̂n vedere articolul [17], vom expune problema clasificării funcţiilor Morse-Bott simple de

la S2 la S1.

Definiţia 3.7.4 Fie M2 o suprafaţă orientabilă ı̂nchisă. Funcţia circulară f : M → S1

se numeşte funcţie Morse-Bott circulară dacă pentru orice punct x ∈ M , există o

vecinătate V a lui f(x) şi un difeomorfism φ : V → R, astfel ı̂ncât pentru U = f−1(V ),

aplicaţia φ ◦
(
f
∣∣
U

)
este o funcţie reală Morse-Bott.

Fiind dată o funcţie Morse-Bott simplă f : S2 → S1 se desprind următoarele concluzii:

i) f nu este aplicaţie regulară;

ii) subvarietăţile critice nedegenerate ı̂n număr finit sunt puncte sau sunt omeomorfe

cu S1.

Astfel mulţimea critică C(f) se ı̂mparte ı̂n trei mari categorii: cercuri singulare, puncte

de extrem sau puncte şa.

Problema clasificării funcţilor Morse, studiată de Arnold ı̂n [14], [15] sau Sharko

ı̂n [90], [91] (a se vedea şi monografia [89]) prin intermediul grafului Reeb se poate extinde,

utilizând graful Reeb generalizat pentru funcţii circulare Morse-Bott simple. Analog

definiţiei 3.1.2 dată pentru funcţii cu valori reale, putem pune ı̂n evidenţă structura de

de graf pentru spaţiul cât S2/ ∼ asociat funcţiei Morse-Bott simplă f : S2 → S1, astfel:

i) pentru o valoare critică c ∈ S1, vârfurile grafului sunt componentele conexe ale

curbelor de nivel de forma f−1(c);

ii) pentru o valoare regulară c ∈ S1, muchiile grafului sunt componentele conexe

asociate curbelor de nivel de forma f−1(c).

O reprezentare similară asociată tipului de componentă conexă din graful Reeb pentru

funcţii reale [63] este expusă ı̂n lucrarea [17] având ı̂n vedere cele patru tipuri de vârfuri

existente.

Definiţia 3.7.5 Graful definit de spaţiul cât S2/ ∼ ı̂mpreună cu clasificările muchiilor

şi vârfurilor date mai sus se numeşte graful Reeb MB asociat funcţiei Morse-Bott

circulare f : S2 → S1.
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Graful Reeb MB al unei funcţii simple Morse-Bott f : S2 → S1 este un arbore,

deoarece caracteristica Euler-Poincaré a grafului este egală cu 1.

Având ı̂n vedere că etichetarea elementelor grafului Reeb este dependentă atât de

orientarea aleasă pentru parcurgerea suprafeţei cât şi de alegerea punctului bază este

importantă evidenţierea noţiunii de izomorfism ı̂ntre două grafuri Reeb MB. Astfel se

numeşte izomorfism ı̂ntre grafurile Reeb asociate funcţiilor f, g : S2 → S1, o aplicaţie

bijectivă ı̂ntre mulţimile vârfurilor celor două grafuri cu condiţia ca imaginile a două

vârfuri alăturate din graful indus de f să fie adiacente pe graful indus de g.

Schiţa algoritmului ilustrată mai jos este preluată după lucrarea noastră [64].

3.7.1 Documentaţie. Descriere algoritm

Pentru o mai bună ı̂nţelegere a funcţiilor Morse-Bott circulare şi aplicaţiile practice ale

acestui concept, vom prezenta descrierea unui algoritm de construcţie similar cu cel descris

ı̂n secţiunea 3.5.1. Algoritmul se bazează pe următorii paşi:

1) identificarea punctelor critice ale funcţiei circulare definită pe suprafaţă;

2) alegerea orientării de parcurgere a suprafeţei;

3) aranjarea punctelor critice ı̂ntr-un vector v[i] = (Pi, type);

4) identificarea tipului (type) pentru fiecare punct critic:

m= minim; M = maxim cu componenta predefinită de tip I;

s = şa cu componentă predefinită de tip II;

prc = punct regular cu imagine valoare critică, având componenta corespunzătoare de

tip III;

prs = punct regular cu imagine cerc critic şi componenta de tip IV;

Pentru componentele de tip IV, graful Reeb va ı̂ncepe sau se va termina cu simbolul

de cerc critic ◦, prin urmare acesta va schimba numerotarea cu următorul punct ce apare

prin proiecţie radială. Această componentă incorporează de fapt trei puncte de pe graful

Reeb, cercul critic şi celelalte două pentru marcarea sfârşitului fiecărei ramuri. Cele două

puncte duble se vor marca prin prsaux.

3.8 Graful Reeb echipat asociat unei funcţii Morse

simple pe suprafeţe orientate cu frontieră

Studiul punctelor critice ale funcţiilor netede pe varietăţi ı̂nchise şi clasificarea acestora

reprezintă o temă intens cercetată ı̂n topologia diferenţială şi ı̂n alte domenii ale matematicii.

În 1934 Morse a găsit o reprezentare canonică a funcţiilor ı̂n vecinătatea punctelor critice
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nedegenerate sub forma polinoamelor de gradul doi, urmat apoi de alţi matematicieni

precum Bolsinov şi Fomenko [22] care au introdus noţiunea de atom, f -atom şi echivalenţe

de rame prin fibrate. Această secţiune are ca punct central lucrarea [54] dar şi referinţele

[53], [59] şi [81].

Fie M,N suprafeţe compacte netede şi f : M → R, respectiv g : N → R funcţii netede.

f şi g se numesc echivalente prin straturi dacă există un omeomorfism λ : M → N , care

duce fiecare componentă conexă din mulţimile de nivel ale lui f ı̂n componente conexe din

mulţimile de nivel ale lui g, păstrând direcţia de creştere a funcţiilor. Prin restricţionarea

lui f la mulţimea f−1(c− ε, c + ε), unde c este o valoare critică a lui f şi ε > 0 suficient

de mic astfel ı̂ncât segmentul [c− ε, c+ ε] nu mai conţine altă valoare critică ı̂n afară de

c, se obţin clase de echivalenţă prin straturi numite atomi sau f-atomi. Dacă ı̂n plus

λ păstrează orientarea, f şi g se numesc O-echivalente, iar clasa de O-echivalenţă a

perechii
(
U, f

∣∣
U

)
se numeşte O-atom pentru suprafaţa orientată.

Ţinând cont de definiţia funcţilor topologic echivalente, introdusă ı̂n Secţiunea 3.7.1,

spunem că două funcţii f şi g se numesc topologic O-echivalente dacă omeomorfismul

h păstrează orientarea pe suprafaţa M . Lucrările [55], [80], [81], [90] investighează

proprietăţi topologice ale grafului Reeb pentru o clasă specială de echivalenţe numite

m-echivalenţe cu o paletă largă de aplicaţii practice ı̂n domenii precum sistemele dinamice.

Definiţia 3.8.1 [54] Fie M2 o suprafaţă netedă cu frontieră şi f : M → R o funcţie

Morse. f se numeşte m-funcţie dacă toate punctele sale critice sunt interioare, restricţia

f∂ afuncţiei f la frontieră, este tot Morse iar fiecare nivel critic a lui f conţine exact un

punct critic al lui f dar nu conţine puncte critice ale lui f∂.

Autorii B. Hladysh şi A. Prishlyak definesc ı̂n lucrarea [54] clasa de funcţii Ω(M) ca

fiind funcţiile simple netede f : M → R pe suprafaţa cu bord, orientată, netedă, compactă

şi conexă, ce satisfac următoarele proprietăţi:

a) dacă p0 ∈ C(f) nu se găseşte pe frontiera ∂M , atunci este un punct critic nedegenerat

pentru f ;

b) dacă p0 ∈ C(f) se găseşte pe frontiera ∂M , atunci este un punct critic nedegenerat

atât pentru f cât şi pentru restricţia f
∣∣
∂M

a lui f la frontieră;

c) dacă p0 ∈ C(f
∣∣
∂M

) atunci p0 ∈ C(f).

Teorema 3.8.1 [54] Pentru o suprafaţa orientată M2, netedă şi compactă au loc următoarele

afirmaţii:

a) pentru o funcţie f ∈ Ω(M) arbitrară, există g : M → R o m-funcţie, astfel ı̂ncât f

şi g sunt topologic echivalente;

b) pentru g : M → R o m-funcţie arbitrară, există o funcţie f ∈ Ω(M) astfel ı̂ncât f

şi g sunt topologic echivalente.
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Componentele linilor de nivel pentru o funcţie f ∈ Ω(M) se numesc straturi. Aceste

straturi se ı̂mpart ı̂n straturi de tip I dacă corespund unei componente omeomorfe cu

un segment şi de tip II dacă provin din componente omeomorfe cu S1. În mod analog

muchiile unui graf se clasifică ca fiind de tip I sau II.

Definiţia 3.8.2 [54] Vârfurile de grad 3 şi 4 ale unui graf Γf incidente după muchii

de tip I se numesc vârfuri de tip Y, respectiv tip X. În imaginea de mai jos se observă

notaţia făcută pentru un vârf de tip X.

Prin urmare, se numeşte graf Reeb echipat asociat funcţiei f ∈ Ω(M), graful Γf

ı̂nzestrat cu ı̂mpărţirea pe tipuri a muchiilor, orientare şi ordonarea ciclică a vârfurilor de

tip Y respectiv X.

Vârfurile v ale grafului γf se pot clasifica ı̂n funcţie gradul lor astfel:

- punct de minim sau maxim dacă deg(v) = 1;

- punct şa care aparţine frontierei dacă deg(v) = 2;

- punct şa (interior sau care aparţine frontierei, vârf de tip Y) dacă deg(v) = 3;

- punct şa interior (vârf de tip X) dacă deg(v) = 4.

Conform articolului [54] există 7 atomi simpli posibili şi 13O-atomi simpli, iar clasificarea

depinde de indexul punctului critic şi de aparteneţa sa la frontiera suprafeţei. Vom

prezenta ı̂n continuare un rezumat al acestor atomi ı̂mpreună cu graful Reeb echipat

corespunzător şi felul ı̂n care lipirea unei componente influenţează invarianţii genus (g),

număr de componente conexe ale frontierei ∂ şi (c) numărul de componente conexe ale

suprafeţei Mt.

Dacă p0 ∈ ∂M avem trei atomi de tipA,B,C cu 6O-atomi corespunzătoriA1, A2, B1, B2, C1

şi C2 cu următoarea reprezentare
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Dacă p0 /∈ ∂M şi atomii nu intersectează frontiera avem două tipuri de atomi: D,E

şi 4 O-atomi D1, D2, E1 şi E2 ilustraţi astfel

Dacă p0 /∈ ∂M şi atomii intersectează frontiera avem două tipuri de atomi: F,G şi 3

O-atomi F1, F2 şi G = G1 = G2 reprezentate astfel

48



Capitolul 3 Graful Reeb al unei aplicaţii

Orientarea atomilor este dată de orientarea planului. În caz contrar se va alege ca fiind

ı̂n sens trigonometric pentru cercurile sau semicercurile inferioare şi invers trigonometric

pentru cercurile sau semicercurile superioare.

Definiţia 3.8.3 Două grafuri Reeb echipate Γf şi Γg asociate funcţiilor f şi g se numesc

echivalente prin izomorfismul ϕ : Γf → Γg dacă aplicaţia ϕ:

-păstrează ı̂mpărţirea muchiilor;

-păstrează ordinea ciclurilor pe muchii pentru fiecare vârf de tip X şi Y;

-păstrează orientarea muchiilor.

Teorema 3.8.2 [54] Fiind date suprafeţele compacte cu frontieră M,N şi funcţiile f ∈
Ω(M), g ∈ Ω(N), spunem că f şi g sunt O-echivalente dacă şi numai dacă grafele

Reeb echipate asociate, Γf ,Γg sunt echivalente. Dacă ı̂n plus izomorfismul ϕ păstrează

numerotarea vârfurilor, grafele se numesc ordonat echivalente.

Perechea de numere (i, j) se numeşte indexul vârfului v al unui graf orientat, unde

i reprezintă gradul interior şi j cel exterior. Autorii lucrării [54] introduc notaţia Γ≤4
n

pentru graful cu n vârfuri şii i + j ≤ 4. Adică graful va avea vârfuri de tipurile

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) şi cel puţin câte un vârf din tipurile (0, 1) şi (1, 0). Pentru graful

prezentat mai sus sunt posibile următoarele operaţii:

- O1: operaţia de adiţie a unui vârf şi a vârfului corespunzător acestuia;

- O2: ı̂mpărţirea unei muchii printr-un punct interior care devine un nou vârf;

- O3: operaţia de adiţie a unor noi muchii fără a adăuga noi vârfuri.

Orice operaţie aplicabilă unui graf γ ∈ Γ≤4
n este compusă dintr-un şir finit de operaţii

din lista O1, O2, O2, O
−1
1 , O−1

2 şi O−1
3 .

Orice graf γ ∈ Γ≤4
n se poate obţine din graful γ ∈ Γ≤4

2 (vezi imaginea de mai jos)

printr-un număr finit de operaţii alese din lista prezentată mai sus. Astfel există 57 de

m−funcţii topologic O−neechivalente. prezentate pe larg ı̂n lucrarea [54].
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[82] D. Ranganathan. A Gentle Introduction to Grassmannians.

https://pdfs.semanticscholar.org/c7a5/03aa476d317f9020081525b07043afa5135b.pdf,

2010.

[83] G. Rassias. On the Morse-Smale characteristic of a differentiable manifold. Bulletin

of the Australian Mathematical Society, 20:281–283, 1979.

[84] G. Rassias. On the non-degenerated critical points of differentiable functions.

Tamkang Journal of Mathematics, 10:67–73, 1979.

[85] G. Reeb. Sur les points singuliers d’une forme de Pfaff complé tement intè grable ou
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