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Introducere

Teoria Morse isi are inceputul in cercetarile lui M. Morse prin care o functie diferentiabila
pe o varietate, recupereaza topologia acelei varietati, rezultate aplicate initial de Morse
la studiul geodezicelor, iar mai apoi utilizate de R. Bott in demonstrarea teoremei de
periodicitate pentru grupuri de omotopie.

De-a lungul anilor, cercetarile au devenit tot mai complexe, datorita aplicatiilor practice
aparute odata cu dezvoltarea proceselor informatice avansate si a modelarii grafice asistata
de calculator.

Teoria Morse a cunoscut o dezvoltare naturala bazata pe recunoasterea sa ca mijloc
util de studiere a topologiei unei varietati. Astfel au fost dezvoltate concepte si au fost
obtinute rezultate pentru functii de clasa C'*° cu valori circulare, domeniu numit teoria
Morse circulare.

Graful Reeb, este un obiect matematic cu o enorma aplicabilitate practica. A fost
utilizat de matematicianul francez G. Reeb in scopul studiului functiilor cu valori reale
definite pe un spatiu topologic. Acest domeniu aflat in plind expansiune ofera cercetarilor
un mijloc util de vizualizare a suprafetelor sau simplificare topologica prin utilizarea fortei
de calcul existente. La fel ca teoria Morse, graful Reeb a cunoscut o dezvoltare si in directia
functiilor circulare, principali autori fiind E.Batista, J.Cost, [.Meza-Sarmiento, U.Bauer,
Y. Wang si multi altii.

Lucrarea este organizata in trei capitole, o anexa si o bibliografie ce contine 96 referinte.

Primul capitol, ” Elemente de teoria punctului critic”, are rolul unei introduceri succinte
a notiunilor de baza folosite pe parcursul tezei. Principalele puncte atinse sunt teoreme
din topologia diferentiala precum teorema de imersie, submersie si difeomorfism local,
teorema rangului, lema lui Morse, inegalitatile lui Morse, descompunerea in manere a unei
suprafete, tipuri de puncte critice, grupuri de omologie si coomologie, dar si grupurile Lie
si varietati Grassman utilizate in elaborarea urmatoarele capitole. Principalele referinte
folosite sunt D. Andrica [4], G. Cicortag [33], Y. Matsumoto [69], J. Milnor [72], L. Tu [97].

In prima sectiune se introduc notiuni fundamentale precum reprezentare locala, punct

critic gi punct regular, multime critica, multime de bifurcatie dar si rezultate importante
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precum teorema rangului (1.1.2), teorema preimaginii (1.1.4), teorema imersiei locale
(1.1.5), a submersiei locale (1.1.6) si a difeomorfismului local (1.1.7).

A doua sectiune ofera o prezentare amanuntita asupra elementelor de baza ale teoriei
Morse: punct critic nedegenerat, functie Morse, index gi lema lui Morse (1.2.1). Tot aici
au fost introduse trei subsectiuni. Prima contine teoreme relevante pentru descompunerea
in manere pornind de la o functie Morse, a doua se centreaza pe ilustrarea inegalitatilor
lui Morse parcurgand si notiuni precum: varietate diferentiabila, retractie de deformare,
complex de lanturi si colanturi, grup de omologie si numarul Betti. Au fost incluse teorema
coeficientilor universali (1.2.7) si dualitatea Poincaré (1.2.8). Ultima subsectiune, are ca
scop prezentarea definitiei de grup Lie, morfism, translatie si ofera o lista a grupurilor Lie
de matrice utilizate in Capitolul 2 al acestei lucrari, precum si exemple de morfisme Lie
importante.

A treia sectiune contine in prima parte, o descriere a notiunii de grassmannian impreuna
cu cazurile particulare G(1,n), G(2,n). A doua subsectiune abordeaza scufundarea
Pliicker pentru G(k, V'), vectori si valori proprii pentru o tranformare liniara, produs
tensorial, produs exterior si descompunere totala. Ultima subsectiune se refera pe scurt
la notiunile necesare legate de spatii lenticulare si cazuri particulare de spatii lenticulare
omeomorfe, folosite in capitolul doi al lucrarii.

Al doilea capitol are in prim plan studiul punctelor critice ale unei functii circulare si
este structurat astfel: notiuni elementare, proprietati si calcule ale p—categoriei pentru
varietati particulare. A doua parte a acestui capitol contine notiuni elementare, proprietati,
teoreme si calcule pentru categoria Morse-Smale circulare. Ambele notiuni sunt ilustrate
atat pentru functi Morse cu valori reale cat i pentru functii Morse circulara. Capitolul
este Impartit in gase sectiuni alternand elemente clasice cu note originale prezentate in
articole de specialitate. Principalele referinte folosite sunt D. Andrica [4], G. Cicortag [33],
P. Church [30], [31], L. Funar [6], C. Pintea [12], [13], [77], G. Rassias [84], [85], V.
Sharko [89], F. Tankens [96] si referintele originale in colaborare cu prof. dr. D Andrica
si conf. dr. C. Pintea [8], [65].

Prima sectiune ofera o motivare a notiunii de ¢-categorie a unei perechi de varietati
(M, N), proprietatea de invariant pentru ¢(M) studiata de F. Takens, caracteristica
Morse-Smale a varietatii M in contextul prezentat de S. Smale dar si aplicarea acestor
notiuni pentru functii Morse circulare.

A doua sectiune contine proprietati ale (p-categoriei unei varietati pentru o functie
reala gi circulara. De-asemenea se prezinta inegalitati referitoare la produse de varietati
si aplicatii, iar in final, inegalitati care fac conexiunea intre aceste notiuni pentru functii

circulare gi functii reale.
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A treia sectiune incepe prin a oferi o perspectiva de ansamblu asupra studiului evolutiei
teoriei Morse, continuand cu prezentarea notiunilor de forma diferentiala, 1-forma, forme
inchise si exacte, forme Morse impreuna cu doua exemple relevante pentru aceste notiuni
(Exemplul 2.3.1 si 2.3.2). Ultima parte a sectiunii acopera concepte referitoare la grupul
fundamental al unui spatiu topologic si legatura cu liftarea unei aplicatii.

Urmatoarele trei sectiuni se bazeaza pe lucrarile originale D. Andrica, A. Lupescu, C.
Pintea [8] si A. Lupescu, C. Pintea [65].

Sectiunea 2.4 prezinta calcule ale ¢-categoriei circulare pentru varietati particulare:
categorii de produse si sume directe, proprietatea de submultiplicativitate pentru ¢g1 si
se incheie cu exemple concrete ale aplicarii acestor inegalitati pentru cazurile particulare
date de grupul special liniar, grupul special ortogonal, grupul spinorial de ordinul n si
varietatea Grassmann kan.

Urmatoarea sectiune cuprinde elemente generale legate de categoria Morse-Smale
reala, caracteristica Morse-Smale circulara a unei varietati si teoreme care ofera o corespondenta
a inegalitatilor prezentate in sectiunea anterioara, aplicata pentru categoria Morse-Smale.

Sectiunea 2.6 se bazeaza pe calcule originale pentru proprietatea de submultiplicativitate
a lui vg1, rezultate si exemple originale, fiind urmate de calcule realizate pentru categorii
particulare de varietati Grassmann si pentru grupuri Lie.

Ultimul capitol este centrat pe notiunea de graf Reeb, concept care a cunoscut o
dezvoltare deosebita in ultimii ani, datorita aplicabilitatii sale intr-o gama larga de domenii
precum grafica pe calculator sau geometrie computationala. Ca si referinte bibliografice
de baza au fost folosite lucrarile U. Bauer [18], [19], E.B. Batista, J.C.F. Costa, 1.S
Meza-Sarmiento [17], B. Fabio, C. Landi [41], M. Kaluba, W. Marzantowicz, N. Silva [58],
Y. Matsumoto, O. Saeki [70], L.P. Michalak [71] and V.V. Sharko [91].

Aceasta parte a lucrari contine elemente de noutate, precum dezvoltarea unui algoritm
de constructie a grafului Reeb pentru functii reale si exemple de constructie continute
in articolul [63] si constructia unui algoritm pentru functii circulare inclus in lucrarea
noastra [64].

Capitolul este structurat in opt sectiuni si urmareste prezentarea generala a grafului
Reeb atat pentru functii reale cat si pentru functii circulare, descrierea algoritmilor
existenti pe care se bazeaza apoi elementele originale.

Prima sectiune ofera descrierea generala, proprietati si exemple relevante pentru graful
Reeb al unei functii reale definita pe sfera, tor si suprafata orientabila de gen 2. A doua
sectiune incepe prin a organiza grafurile Reeb intr-o categorie unde obiectele sunt grafuri
finite impreuna cu functii monotone pe muchii, iar morfismele sunt functii care conserva

aplicatiile intre spatii.



Capitolul 0

Idea centrala din Sectiunea 3.3 este conturarea grafului Reeb ca o unealta ce faciliteaza
reconstructia unei suprafete pornind de la graf, acesta continand informatiile necesare
pentru reprezentarea geometrica si recuperarea topologiei suprafetei. Sectiunea mai include
ilustrarea grafului Reeb ca arbore si grupeaza informatia in subsectiuni astfel: tipuri
de componente conexe, tipuri de familii de drumuri, graful Reeb din perspectiva teoriei
grafurilor, aplicatii si teoreme de realizare ale grafului Reeb prin functii Morse.

Sectiunea 3.4 atesta nevoia de stabilizare a grafului Reeb prin introducerea unor
metrici. In acest scop au fost definite urmatoarele distante: interfoliata, distorsie functionala,
"bottleneck” si distanta de editare. Teorema 3.4.2 prezinta stabilitatea distantei ”bottleneck”,
iar Teorema 3.4.3 i Corolarul 3.4.1 arata legatura intre primele trei distate mentionate.

Sectiunile 3.5 si 3.6 se concentreaza pe aplicatiile grafului Reeb in topologia
computationala. Aici prezentam un algoritm original de constructie a grafului impreuna
cu exemple pentru aplicare acestuia, dar gi un rezumat al algorimilor existenti pana in
acest moment, ilustrand totodata complexitatea lor i aspectele specifice ale fiecaruia.
Ultimele doua sectiuni se concentreaza pe graful Reeb al unei functii circulare, algoritmul
de constructie al acestuia si graful Reeb echipat asociat unei functii Morse simple pe
suprafete orientate cu frontiera.

Lucrarea mai include si o anexa, continand prezentarea cadrelor de constructie ale
grafului Reeb pentru sfera, tor si suprafata orientabila de gen 2, o analiza a descompunerii
in manere a suprafetei impreuna cu reprezentarea grafica a fiecarui tip de maner si o
schema a notiunilor esentiale din fiecare capitol.

Pe aceasta cale doresc sa punctez importanta seminarului de cercetare al Colectivului
de Geometrie pentru realizarea acestei lucrari. In cadrul intalnirilor saptamanale am
avut posibilitatea sa imi prezint ideile si sa adresez intrebarile necesare realizarii acestei
lucrari. Doresc sa multumesc in primul rand domnului prof. univ. dr. Dorin Andrica
pentru sprijinul accordat, disponibilitatea si timpul acordat dar mai ales pentru instruirea
si formarea mea ca student doctorand. De-asemenea 1i adresez multumiri domnului conf.
dr. Paul Blaga pentru ajutorul, referintele bibliografice recomandate dar mai ales pentru
timpul accordat. Adresez sincere multumiri si domnilor conf. dr. Cornel Pintea si lect. dr.
Daniel Vacaretu pentru observatiile si sugestile oferite pe parcursul realizarii articolelor
care au condus la finalizarea acestei teze.

Cuvinte cheie: Functie Morse, functie Morse circulara, ¢-categorie, caracteristica

Morse-Smale reala, caracteristica Morse-Smale circulara, graf Reeb, functie Morse-Bott.



1. Elemente de teoria punctului critic

1.1 Multimea critica si multimea de bifurcatie

Teoria Morse, este un capitol important al teoriei punctului critic care ofera o tehnica
de recuperare a topolgiei varietatii prin analizarea punctelor critice corespunzatoare unei
functii netede definita pe varietatea data. O referinta de baza pentru studiul teoriei Morse
este cartea lui John Milnor, aparuta in anul 1960 [72]. Pentru intelegerea notiunilor si
descrierea conceptelor de baza am folosit in acest capitol, cartea [69] a lui Y. Matsumoto.

In prima sectiune a acestui capitol se prezinta notiuni de baza ale topologiei diferentiale
precum functie neteda, reprezentare locala, rangul unei aplicatii, punct regular, punct
critic, multime regulara, multime critica si multime de bifurcatie, fibrat tangent, imeresie,
submersie si difeomorfism. De-asemenea, sunt prezentate fara demonstratie teorema
rangului, a preimaginii, a imersiei locale, a submersiei locale gi a difeomorfismului local.
Au fost folosite referintele [4], [26], [33], [69], [97].

Definitia 1.1.1 Fie M o varietate neteda m-dimensionala fara bord. O functie

-1

[+ M — R este neteda daca pentru orice harta (U, @), functia f, = fo@™" este neteda

pe o (U) S R™.
Functia f, se numeste reprezentarea locala a lui f in harta (U, ¢).

Definitia 1.1.2 Se numeste rangul aplicatiei f in punctul p, numdrul notat cu rang,(f),

unde

rangy(f) = rangy ) (fop) = rangJ (fou) (0(p))= dim Im (T'f),.
Propozitia 1.1.1 Fie aplicatia neteda f : M — N. Atunci functia rang(f) : M — Z,

p — rang,(f) este superior semicontinud.

Spunem ca aplicatia neteda f : M — N are rang constant in p, € M daca exista o
vecinatate deschisa U, in jurul lui po, astfel incat rang,(f) = rangy,(f), pentru orice p
din Up,.
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Teorema 1.1.2 (teorema rangului) [}/ Fie f : M — N o aplicatie neteda cu rangul
constant k < min(m,n) in py € M. Atunci exista o reprezentare locala a lui f in jurul

lui py de forma:

Definitia 1.1.3 Un punct p € M se numeste punct regular al lui f daca rang,(f) este

mazim posibil, adicd are loc relatia rang,(f) = min(m,n).

Multimea punctelor regulare ale aplicatiei f se noteaza cu R(f) si se numeste multimea
regulara a lui f. Daca punctul p € M nu este regular, el se numeste critic, iar multimea
acestor puncte reprezinta multime critica a lui f, fiind notata prin C(f).

Notam cu B(f) = f (C(f)), multimea de bifurcatie a aplicatiei f.

Multimea de bifurcatie are urmatoarea proprietate, demonstrata de A. Sard in lucrarea

88]:
Teorema 1.1.3 Multimea B(f), este de masura Lebesque nuld in varietatea N .

Teorema 1.1.4 (teorema preimaginii) /4] Fie f : M — N o functie netedd cu m > n
siq & B(f). Atunci fibra f~1(q) este o subvarietate (m — n)-dimensionald a lui M sau
multimea vidd. In plus pentru orice p € f~(q) avem T, (f~'(q)) = Ker(df),.

Definitia 1.1.4 Aplicatia f : M™ — N™ cu m < n se numeste tmersie in p € M daca

rang,(f) = m este mazim posibil, adica avem rang,(f) = m.

Teorema 1.1.5 (teorema imersiei locale) [/ Fie f : M™ — N", cu m < n, o
imersie neteda in pg € M. Atunci f are rang constant in py si exista o reprezentare locala

i jurului lui py de forma

Definitia 1.1.5 Aplicatia f : M™ — N™ cu m > n este o submersie in p € M daca

rang,(f) este maxim posibil, adica avem rang,(f) = n.

Teorema 1.1.6 (teorema submersiei locale) [// Fie f : M™ — N™, cu m > n, o
submersie in pg € M. Atunci f are rang constant in py si exista o reprezentare locald in

Jurulut lut py de forma
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Definitia 1.1.6 Fie f: M — N o aplicatie neteda. Se numeste aplicatia tangenta a lui
f, aplicatia Tf : T(M) — T(N), unde

Tf([z, (U.p)v]) = |fl@),d(o fop),, (V)
pentru orice harti (U, ), (V,4) in jurului lui x, respectiv f(x).

Teorema 1.1.7 (teorema difeomorfismului local) [}/ Fie f : M — N o functie
neteda cu proprietatea ca pentru x € M aplicatia tangenta T, f : T, M — Ty, N este un
izomorfism. Atunci exista vecinatatile deschise U g1 V' in jurul lui x in M, respectiv f(z)
i M, astfel incat f‘U : U — V este un difeomorfism.

1.2 Puncte critice nedegenerate. Functii Morse

Aceasta sectiune se concentreaza asupra functiilor Morse si introduce urmatoarele
notiuni: functie Morse, minim i maxim local, index, deformare, complex celular, lant,
morfism de frontiera, grup de omologie, numere Betti, grup de coomologie si grup Lie. O
parte centrala a acestei sectiuni este lema lui Morse si prezentarea succinta a descompunerii
in manere cu ajutorul functiilor Morse, inegalitatile lui Morse si grupuri Lie de matrice,
utilizate mai apoi in urmatorul capitol al acestei lucrari. Tot aici au fost prezentate fara
demonstratie teorema coeficientilor universali, dualitatea Poincaré, dar si exemple pentru
calculul punctelor critice si pentru calcularea coomologiei unor varietati particulare. In
cadrul acestei sectiuni au fost utilizate in special referintele: [4], [23], [33], [39], [52], [69],
[72] si [95].

Un punct critic x se numeste nedegenerat pentru functia reala neteda f : M™ — R

daca exista o harta (U, ) in jurul lui p astfel incat matricea hessiana a reprezentarii locale

fe

H(f,) (p(x)) = (aa;%(cp(x)) este inversabila,

1<i,j<m

deci avem (detH(f,)(¢(x))) # 0. In caz contrar punctul critic z se numeste critic
degenerat. Matricea H (f,) (p(x)) este simetrica, deci are valorile proprii reale si

nenule.

Definitia 1.2.1 O functie reala f : M — R, se numeste functie Morse daca are toate
punctele critice nedegenerate. In plus functia Morse se numeste stmpla, daca fiecare

valore critica provine din exact un punct critic.
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Teorema 1.2.1 (Lema lui Morse) [69] Fie f : M™ — R o aplicatie neteda si p €

C(f) un punct critic nedegenerat. Atunci exista o reprezentare locala f, a lui f de forma:
fom =B B+ ()

Definitia 1.2.2 Numdarul X € {0, 1,---m} se numeste indexul punctului critic p. Acesta

reprezinta numarul de valori proprii negative ale matricei hessiene a lui f,.

Numarul A nu depine de reprezentarea locala f,, considerata, deci reprezinta un invariant
al punctului critic.
Punctele critice de index 0 sunt puncte de minim local, iar cele de index m sunt

puncte de maxim local.

1.2.1 Descompunerea in manere prin utilizarea functiilor Morse

Pentru prezentarea rezultatelor legate de descompunerea in manere a unei varietati

diferentiabile au fost utilizate referintele bibliografice: [69] si [72].

Teorema 1.2.2 Fie M o varietate compacta. Daca f : M — R este o functie Morse,

atunci f are un numar finit de puncte critice.

Teorema 1.2.3 Fie M o suprafata inchisa si f o functie Morse cu doua puncte critice

definitd pe M. Atunci suprafata e difeomorfd cu sfera unitate S*. (Vezi Figura 1.1)

P1

IR

Po
Po

Figura 1.1
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Teorema 1.2.4 Daca pe suprafata inchisa M se poate defini o functie Morse f : M — R

atunci M se poate descompune intr-o reuniune finita de 0,1 si 2-manere.

Observatie 1.2.1 Consideram functia Morse f : M — [a,b] fard valori critice in intervalul

la,b]. Atunci subvarietatile M, si My, sunt difeomorfe.

1.2.2 Inegalitatile lui Morse

In vederea prezentarii inegalitatilor lui Morse, vom trece in revista intr-un cadru general

unele elemente teoretice ajutatoare, urmarind referintele: [4], [23], [33], [39], [69].
Definitia 1.2.3 [52] Se numeste complex de lanturi pentru X, sirul semiezact de

forma:

S O (X)) o) B S C1X) B oy(x) — {0}

Pentru un numar intreg fixat i se considera grupurile:

Grupul de omologie cu coeficienti intregi de nivel i este, grupul factor definit prin

Hi(X) = Z;(X)/Bi(X).

Teorema 1.2.5 [69] Fiind date doua spatii topologice X, Y si f,g : X — Y aplicatii
continue astfel incat f ~ g, atunci aceste aplicatic induc acelasi morfism la nivelul

grupurilor de omologie:

fo=gx Hy(X) = Hy(Y)

Daca X este un complex finit de celule, grupul sau de omologie are urmatoarea

structura:
H(X)2Z0---0ZoT
unde Z @ - - - @ Z este partea libera, iar T este partea de torsiune.

Numarul de copii ale lui Z, reprezinta rangul grupului H,(X) si se numeste numarul
Betti de ordinul ¢ al lui X, deci avem b,(X) = rangH,(X),¥q € N

In acest context se introduce caracteristica Euler-Poincaré a lui X , ca fiind suma
alternanta a numberelor Betti, adica:

X(X) =bo—br+bp—--
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Propozitia 1.2.6 [33]/ Fiind date urmatoarele elemente: M™ o varietatea netedd compactd,
f: M — R o functie Morse si p,q doua valori regulare asociate functier f, se pot enunta
urmatoarele inegalitati:

1) Forma slaba pentru inegalitatile lui Morse: by < pg, k=0,--- m;

2) Inegalitatile lui Morse: by — b1 + -+ £ by < pug — pig—1 + -+ £ po, k=0, ,m.

Se considera C*(X) multimea morfismelor de grupuri f : C;(X) — Z.

impreuné cu operatia de adunare, C*(X) are o structura de grup, numit grupul de
colanturi i-dimensionale.

Aplicatia §° : C'(X) — C*"T(X) care asociaza fiecdrui colant i-dimensional f, un

colant (i + 1)-dimensional f o d;;1, se numegte morfism de cofrontiera.

Definitia 1.2.4 [69] Se numeste complex de colanturi pentru X, sirul format din morfisme

frontiera si grupuri de colanuri avand urmatoarea forma:

5'L+1

oMo S . oS S OTHX) D CiX) S o (X)) 0

Pentru un numar intreg fixat i, se definesc urmatoarele grupuri:
ZH(X) = Kerd = {pe C{(X):d(p) =0}

numit grupul cociclic i-dimensional,
Bi(X)=Imét ={pe C(X):p=3di+1(p),p € CTHX)}
numit grupul cofrontierada i-dimensional

Astfel, se introduce grupul de coomologie de nivel i, ca fiind grupul factor definit

prin:
HI(X) = Z/(X)/B'(X)

Se numeste clasd de coomologie, notatd prin [f], un element al grupului H*(X).

Aceasta clasa induce morfismul:
f] 2 Hi(X) > 2
Prin fixare multimii
Hom (H{(X),Z) = {f : | - Hi(X) = Z, f mor fism}

10
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se poate introduce morfismul
k:H (X)— Hom (H;(X),Z)

Teorema 1.2.7 (Teorema coeficientilor universali) [95] Morfismul k introdus anterior

este o aplicatie surjectiva. In plus, nucleul sdu reprezintd partea de torsiune a lui H'(X).

Teorema 1.2.8 (Dualitatea Poincaré) [95] Fiind data varietatea m-dimensionala M,

tnchisa si orientabila avem urmatorul izomorfism:
H' (M)~ H,,_;(M),i=0,1,---,m.

1.2.3 Grupuri Lie de matrice

Grupurile de matrici reprezinta o punte de legatura intre algebra i geometrie, oferind
exemple palpabile si reprezentari elegante pentru notiuni geometrice, simplificand astfel
intelegerea lor. In contextul dezvoltirii tehnicilor de procesare a imaginilor, simplificarea
instrumentelor geometrice de exemplu matricea de rotatie si graf Reeb acestea contribuind

la o reducere importanta pentru timpul de compilare al algoritmilor.

Definitia 1.2.5 O varietate neteda inzestrata cu o structura de grup, astfel incat operatia
de grup * - x : M x M — M si operatia de inversare a unui element x~*: M — M sunt

netede, se numeste grup Lze.

Fie (Gy, %), (Ga,0) doua grupuri si aplicatia f : G; — G5. Aplicatia f se numegte

morfism de grupuri daca:

Va,ye G flxxy)= f(z)o f(y)

Presupunem cunoscute notiunile de endomorfism, izomorfism gi automorfism.

Definitia 1.2.6 [21] Fiind dat G un grup si g € G se numeste translatia la sténga,
aplicatia l, : G — G data de l,(h) = gh.
Analog avem translatia la dreapta cu g€ G, r,: G — G, ry(h) = hg.

Urmatoarele doua sectiuni sunt o prezentare generala pentru conceptele de varietate
Grassmann gi spatiu lenticular utilizate in capitolul doi pentru calculul ¢—categoriei
si categoriei Morse-Smale circulare. Sunt date pe scurt definitia varietatii Grassmann,
produsului tensorial, produsului exterior, a scufundarii Pliicker si proprietatile pentru
spatiul lenticular. In prezentare am urmarit lucriirile [24], [51], [61], [68], [82] si [83].

11
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1.3 Varietati Grassmann

1.3.1 Descriere generala

Notiunea de grassmannian a aparut pentru prima data in secolul XIX, introdusa de
matematicianul german Julius Pliicker in studiul sau asupra dreptelor proiective in spatiul
P3. Numite coordonate Pliicker, acestea apar in mod natural in geometria algebrica si
oferd o corespondenta bijectiva intre spatiul dreptelor din P? si punctele de pe o cuadrica
in spatiul proiectiv P°. Denumirea de grassmannian provine de la numele matematicianul

germarn Hermann Grassmann.

Definitia 1.3.1 Find dat un spatiuv vectorial V', se numeste grassmannian, mulfimea

tuturor subspatilor liniare k-dimensionale ale lur 'V, adica avem:

Gk, V)={W CcV :W < V,dim(W) = k}.

1.3.2 Scufundare Pliicker pentru G(k, V) si structura de varietate

a grassmanianului

Fie f € A.(V),g € As(V) doua aplicatii alternante. Se numeste produsul exterior

al lui f si g, aplicatia alternanta notata f A g, unde

ng:%p!A(f@g),

si A este operatorul de alternare.

(fAG) (o1, Okgp) = /{:!Lp' > (sgno) (f (ve(1), Vo) 9 (Voks1)s ** + Vo(ktp))) -

: O'ESk+p

Produsul exterior este asociativ, adica avem
(fNg) A= fN(gNh),
pentru orice aplicatii alternate f, g, h.
In plus operatorul este anticomutativ, adica
fng= (=07 gN],

unde f € A"V gi g € A°V.

12
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Spunem c& un multivector w € A*V are o descompunere totals, daca se poate scrie:
w=w A Awg In plus v € V se numeste divizor a lui w, daci exista ¢ € AF 1V
astfel incat w = v A ¢.

Se considera W € G(k,V) si o baza astfel incat lui W i se asociaza multivectorul

A=v; A+ Avg, unde W =< vy, --- ;v >. Se numeste scufundare Pliicker, aplicatia
V: Gk, V)= P(AV) W =<wvy,- 00 > = [A],
unde [\ este subspatiul generat de vy A -+ A vy.

Observatie 1.3.1 Aplicatia v este o scufundare, deoarece pentru [w] = (W) avem:
W={veV:vAwe ATV} Astfel Im(y (G(k,V))) reprezintd o proiectivizare pentru
spatiul tuturor vectorilor care se descompun total in AV .

Coordonatele P (/\kV) se numesc coordonatele Pliicker pentru grassmanianul din G(k, V).

Pentru a pune in evidenta structura de varietate diferentiabila a grassmanianului
atagidm fiecarui [w] € G(k,V) o aplicatie: ¢, : V — A1V astfel incat ¢, (v) = v A w.
Prin urmare avem w € G(k, V') daca gi numai daca rang (¢,) < n—k, iar grassmannianul
se realizeaaza ca o intersectie finita de hipersuprafete proiective, deci are o structura de

varietate neteda.

1.4 Spatiul lenticular

In prezentarea acestui paragraf folosim lucrarea [24].
Fie sfera S 1 = {z=(z1, -+ ,2,) € C": ||z|| = 1}, radacinile de ordinul p ale
unitatii € = e si dy,--- ,d, numere intregi relativ prime cu p.
Se numeste spatiu lenticular, notat prin L(p,dy,---d,) este spatiul factor al lui

5?1 obtinut prin Z,-actiunea liberd definita prin:

2midy 2midn
(zl,---,zn)»—><e Py, e P -zn>.

Teorema 1.4.1 [68] Spatiile lenticulare: L(py;dy), L(pe;da) sunt omotopic echivalente

daca st numai daca
+dydy = k* (modp).

In plus daca cele doud spatii sunt omeomorfe, atunci p; = ps.

13



2. Puncte critice pentru functii

circulare

2.1 DMotivarea notiunii de p—categorie

Definitia 2.1.1 Fie F C C® (M™, N") o familie de aplicatii netede. Se numeste o r-categoria
perechii (M, N):

pr(M,N) =min{u(f): f€F},

unde p(f) este cardinalul lui C(f), multimea critica a lui f.

Este evident ca ¢z (M, N) = 0 daca si numai daca F contine imersii, submersii sau
difeomorfisme. In plus 0 < or (M,N) < occ. In continuare vom prezenta unele proprietati
urmarind referintele bibliografice [4], [30], [31], [32], [84], [85], [89] si [94].

F.Takens a studiat invariantul ¢ (M) care provine din cazul particular N = R si familia
F data de algebra functiilor netede reale definite pe M, F(M) = C*°(M,R). Calculul
acestul invariant a fost studiat in lucrarea [4].

Fie N =R si F = F,(M) C C*°(M,R), multimea functiilor Morse definite pe M.
In acest caz obtinem pr(M,R) = (M) care se numeste caracteristica Morse-Smale
a varietdtii M, un invariant important al lui M. In lucrarea [93] S.Smale a calculat
caracteristica Morse-Smale pentru cazul particular al unei varietati simplu-conexe cu
dimensiunea mai mare decat 5. Un calcul general pentru acest invariant nu a fost realizat
pana in prezent.

Probleme de hidrodinamica intalnite in cercetarile facute de Novikov au dus la cazul
N = S! gi familia functiilor Morse circulare definite pe M, Fp,(M,S) ¢ C=(M,S"). In
acest caz px(M, S') se noteaza prin vg1 (M) si se numeste caracteristica Morse-Smale

circulara a varietatii M. Prin urmare avem:

75 (M) = min {u(f) : f € Fun(M, S},

14
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2.2 p—categoria si p—categoria circulara a unei varietati

In aceastd sectiune vom considera M o varietate neteda si f : M — R o functie
neteda pe M. Se va pastra notatia p introdusa in Sectiunea 1.2.2 pentru numarul
punctelor critice ale functiei f. Sunt introduse notiunile de p—categorie a perechii de
varietati (M, V), ¢-categoria circulara a unei varietati impreuna cu proprietati si teoreme
relevante. Rezultatele prezentate aici urmaresc lucrarile autorilor Andrica D. [3], [4],
Cicortag G. [33], Pintea C. [12], [13], [77], Funar L. [5], [6] si Tankens F. [96].

Au loc urmatoarele proprietati:

1. (-categoria este un invariant diferential, adica daca varietatile M si N sunt difeomorfe,

atunci avem @(M) = ¢(N).

2. p-categoria este submultiplicativa, adica are loc inegalitatea
(M x N) < (M) - o(N).

Exemplul 2.2.1 Avem urmatoarele exemple:

1. Conform articolului [16], pe torul 2-dimensional se poate construi o functie reala
netedd 3 puncte critice: minim, maxim si un punct sa degenerat, deci ¢(T?) = 3.
Mentionam ca este posibila gésirea unei functii inaltime care si imerseze torul in R3,
dar acest lucru nu este valabil gi pentru scufundare. In plus avem ¢(T") = n + 1, unde
T = S x --- x St este torul n-dimensional.

2. Sfera m-dimensionala admite o functie reala cu exact doua puncte critice, un minim

i un maxim deci avem (S™) = 2.
Teorema 2.2.1 Daca M este o varietate m-dimensionala compacta atunci are loc inegalitatea:
o(M) <m+1.

Notiunea de @-categorie a fost extinsa in lucrarea [3] trecandu-se astfel de la numarul
minim posibil de puncte critice ale functiilor reale pe varietatea M, la numarul minim de
puncte critice pentru functii M — N, definindu-se p— categoria perechii (M, N).

Definitia 2.2.1 Fie M st N doua varietati diferentiabile si f : M — N o functie neteda.
Se defineste p-categoria perechii (M, N) prin

v (M, N) = min{u(f): f € C*(M,N)}.
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Teorema 2.2.2 Fie M o varietate compacta m-dimensionala si k un numarul natural
astfel incdt 2 < k < m. Atunci orice aplicatie f € C°(M,R¥) are o infinitate de puncte

critice, adicd avem ¢ (M,RF) = oo.

Propozitia 2.2.3 Pentru perechea de sfere (S™,SY), m > 2, numdrul minim posibil de

puncte critice pentru functiile netede f : S™ — St este 2.

Definitia 2.2.2 [10] Fie M o varietate netedd si f : M — S' o functie netedd. Se

defineste p—categoria circulara a lui M prin relatia:

psi1(M) =min{p(f): f € C>(M,S")}.
Tinand cont de Teorema 2.2.1 si definitia introdusa anterior, avem urmatoarele inegalitati:
wsi(M) < (M) <m+1.

Alte rezultate referitoare la -categoria unei perechi de suprafete sunt date in lucrarea
[7]. Familii de perechi de varietati diferentiabile avand p-categoria infinta sunt puse in

evidenta in lucrarile [78] si [79].

Propozitia 2.2.4 [10] Fie M o varietate neteda conexd care satisface proprietatea

Hom (rm(M),Z) = 0. Atunci are loc proprietatea

ps1(M) = (M).

In concluzie, aceasta relatie are loc atunci cand grupul fundamental al lui M este un

grup de torsiune.

2.3 Teorie Morse. Teorie Morse circulara

Teoria Morse ofera mijloace de explorare a topologiei unei varietati prin analizarea
functiilor diferentiabile pe varietatea data. Astfel se pot extrage informatii despre descompunerea
in manere a varietatii sau structurile CW asociate acesteia.

In cele ce urmeazd vom prezenta notiuni fundamentale in teoria Morse precum 1-forma
diferentiabila, forma inchisa si forma exacta, forma Morse, functie Morse circulara, aplicatie
de acoperire si ridicare a unei functii. Tot aici au fost prezentate exemple pentru forme
inchise si forme exacte. Sectiunea urmareste referintele bibliografice [42], [43], [69], [72]

si [74] dar si [25] care ofera o abordare foarte algebrizata asupra functiilor Morse circulare.
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Teorema 2.3.1 [/4] Fie w = Z fidzx; o forma diferentiald exacta. Forma este inchisa

daca 1 numai daca este mdeplzmta conditia de integrabilitate:

0 = afi, pentru orice t,5 =1,---  n.
&’Bi al’j

Se defineste multimea zerourilor 1-formei w ca fiind
Zw)={peM:w,=0}

Definitia 2.3.1 Fie M o varietate neteda pe care se defineste 1-forma inchisa w. w se
numeste forma Morse daca in jurul oricarui punct p din M, exista o vecinatate U si o

functie Morse f: U — R pentru care are loc W, = df .
Analog cu teoria functiilor Morse reale avem urmatoarele notiuni:

1. Un zero al formei w se numeste nedegenerat daca este punct critic nedegenerat al

oricarei functii f : U — R, care satisface W, = df.

2. Indexul zero-ului nedegenerat p € Z(w) este indexul punctului critic p al functiei

netede f : U — R. Indexul este un numar natural cuprins intre 0 si dim(M).

3. Notam cu S(w) multimea zero-urilor formei w, la care se asociaza cardinalul sau

notat prin m(w).

Teoria Morse circulara apare ca un caz particular de teorie Morse reala in cadrul
studiului 1-formelor, efectuat de S.Novikov in anul 1980. Importanta acestei ramuri e
pusa in evidenta de numarul mare de lucrari existente, oferindu-se astfel un caracter
dinamic si o aplicabilitate in cercetari asupra fibrarilor de varietati peste cercul unitate sau
functii zeta dinamice. Printre autorii care au contribuit la dezvoltarea acestui domeniu,

mentionam pe S.Novikov, A. Pajitnov, A. Ranicki, M. Farber.

Definitia 2.3.2 Se numeste functie Morse circulard, functia netedd, f : M — S,

care are toate punctele critice nedegenerate.

In cadrul studiului teoriei Morse circulare se impun conditii asupra tipului de puncte
critice, deci urmatoarele notatii apar in mod natural. Multimea Ci(f), &k = 0,...,n,
reprezinta multimea punctelor critice de index k, iar ux(f) este cardinalul acestei multimi.

Astfel C'(f) contine multimea punctelor critice ale functiei f, iar cardinalul acestei

multimi este dat de relatia:
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u(f) = po(f) + - pa(f)

Spatiul topologic real R, impreuna cu aplicatia de acoperire universala a cercului:
exp: R — S t s e2mit
defineste acoperirea cercului unitate S*.

Propozitia 2.3.2 Se considera X o submultime compacta si conexa a lui RP, o aplicatie

continud f : (X,x9) — (S',1) si to € R. Atunci existd o aplicatie unicd continud f:

(X, 20) = (R, ty) pentru care avem: f = expo f = ™/,
Aplicatia f din propozitia anterioara se numeste ridicare a aplicatiei f.
Urmatoarele doua sectiuni ofera estimari referitoare la numarul minim de puncte critice
pentru functii circulare definite pe produse de varietati, folosind numarul minim de puncte
critice pentru functii cirulare, definite pe fiecare din factori. Anterior au fost realizate
calcule asemanatoare pentru functii reale in lucrarea originala [8], scopul fiind obtinerea
unor rezultate similare pentru functii Morse circulare.

Punctul de plecare pentru realizarea acestei analize a fost furnizat de inegalitatea

demonstrata de Takens in teza sa [96], prin care se afirma ca:
cat(M) < (M) < dim(M) + 1,

unde cat(M) este categoria Lusternik-Schnirelmann, pe scurt categoria LS. Reamintim
ca aceasta cateogie a spatiului X reprezinta cel mai mic numar natural n, astfel incat

X =", U, unde U; sunt multimi deschise si contractibile in X.

2.4 Calculul p—categoriei circulare pentru varietati

particulare

2.4.1 Rezultate privind ¢-categorii de produse gi sume directe
Daca k,l,mq,...,my > 2, sunt numere intregi, atunci au loc urmatoarele relatii:
Lo, (8™ X oo X SM)=p(S™ X - x S™) =k +1;
2. ¢, (RP™ X - XRP™) =(RP™ x - -« XxRP™) < myq +ma + -+ my + 1

3. ¢, (L(T, 1)xS4) =p(L(7,1)xS%) =, (L(7, 1)xSY) =p(L(7,1)xS*) =5, unde L(r, s)
este spatiul lenticular 3 de tipul (r,s);
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4. @, (RP* x S') = o(RP* x SY) <k + 2.
Demonstratia pentru relatiile:

SO(Sml X oo XSmk) =k+1
O(L(7,1) x 8% = p(L(7,1) x S*) =5

a fost facuta de C. Gavrila [47] (Proposition 4.6, Example 4.7) iar estimarea
o(RPF x S") <k +2

reiese din [47] (Proposition 4.19). O consecinta imediata a Propozitiei 2.2.4 este

urmatoarea:

Corolar 2.4.1 Daca M7, ..., M n > 3, sunt varietati conexe cu grup fundamental de
torsiune, atunci @, (Mi#t---#M,) = (Mi#---#M,). In particular este adevdratd
egalitatea @, (rRP") = o(rRP") , unde rRP" reprezinta suma conera RP"4 - - - #RP"
ar copii de RP".

Urmatorul rezultat este mentionat in monografia [38, p. 221].

Lema 2.4.1 Daca M si N sunt varietati inchise, atunci are loc urmatoarea inegalitate

O(M#N) < max{p(M),o(N)}.

In particular, are loc: o(X#X) < o(X) pentru orice varietate inchisd X .

2.4.2 Proprietatea de submultiplicativitate pentru ¢, [65]

Fie M, N doua varietatisi f : M — G si g : N — G doua functii cu valori in grupul
Lie (G,-). Definim operatia ”®” pentru f si g, prin:

fOg:MxN—=G, (fog)r,y) = fx)gy)

Propozitia 2.4.2 [45] Fie M, N varietati netede cu dim(M) = m, dim(N) = n g
un grup Lie (G,-) cu dimensiunea dim(G) < min(m,n). Pentru doud aplicatii netede

A: M — G and B : N — G avem urmatoarea incluziune pentru multimile critice:
C(A® B) CC(A) x C(B).
Corolar 2.4.2 Pentru doua varietati M, N urmatoarea inegalitate are loc:
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(psl (M X N) S Spsl (M)(psl (N)'
Mai mult, daca x(M), x(N) # 0, atunci o, (M x N) > 1.

Exemplul 2.4.1 Fie M o varietate n-dimensionala si SO(n) si Spin(n) grupul special
ortogonal, respectiv grupul spinorial de ordin n. Dacan > 2, atunci urmatoarele inegalitati

sunt adevarate:
Lop, (M xS") <2p, (M);
Daca x(M) # 0, atunci ¢, (M x S") > 1;
2. 9, (M x SO(n)) < 2"*1<p51 (M);
3. ¢, (M x Spin(n)) < 2"p_, (M);
4. Dacan>3, m>3si1<k<n-—1,1<p<m-—1 atunci

n—+k
Ps1 (Gk,n X M) < ( k >¢S1(M)>

unde Gy, reprezinta varietatea Grassmann a tuturor subspatiilor k-dimensionale ale lui
Rn-{—k

2.5 Caracteristica Morse-Smale circulara

In aceasta sectiune , se considera M o varietate diferentiabila n-dimensionala fara bord
si f: M — R o functie Morse pe M. Avem:

u(f) = po(f) + m(f) + -+ pa(f)
unde () reprezinta numarul punctelor critice de index k.

Definitia 2.5.1 Notam cu v(M), numarul minim posibil de puncte critice pentru toate
functiile Morse. Numarul v(M) se numeste caracteristica Morse-Smale reald a

varietatic M adica avem:
V(M) =min{p(f),f: M — R},
ceea ce corespunde cazului N = R mentionat in Sectiunea 2.1.

Se pune in evidenta si numarul:
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Yi(M) = min{p;(f), f: M — R}.

Considerand elementele introduse mai sus, este evident faptul ca pentru orice varietate

compacta avem yo(M) = 7, (M) = 1. De-asememea are loc relatia:
V(M) = 5(M) +71(M) + -+ +7a(M).

In plus, pentru varietdti netede, necompacte, fard frontierd, caracteristica Morse-Smale
este 0.

Urmarind referintele bibliografice [1], [2], [4], [9], [10] si [11] se vor prezenta rezultate
ce pun in evidenta caracterul de invarianti diferentiali ai numerelor (M) si v;(M).

Se considera varietatile diferentiabile M, N, difeomorfismul 1 si aplicatiile netede f

si g ca in diagrama comutativa de mai jos:

R

Propozitia 2.5.1 1. Multimea punctelor critice ale lui f este egala cu imaginea prin

difeomorfismul ¢ a multimii critice a lui g, adica:

2. Indexele Morse ale punctelor critice asociate aplicatiilor f si g prin difeomorfismul

Y sunt egale.

Urmatoarea teorema prezinta caracterul de invariant al numerelor 7 si ;.

Teorema 2.5.2 Fie M, N doud varietati diferentiabile difeomorfe. Atunci pentru orice
numdar natural © € {0,1,--- ,n} avem: y(M) =~v(N) si (M) = v (N).

In lucrarea [4] se prezinti urméatorul rezultat utilizat pentru calculul categoriei Morse-Smale.
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Capitolul 2 Puncte critice pentru functii circulare

Teorema 2.5.3 Fie M™, N" varietali diferentiabile iy, v; caracteristicile Morse-Smale
reale introduse anterior. Atunci urmdtoare afirmatii sunt adevdrate:

1. (M) = vpm_i(M), pentru orice i € {0,1,--- ,m};

2. y(M x N) < y(M)~(N);

8.7 (M x N) <3 V(M) (N) pentru orice i € {0,1,--- ,m +n}.

Analog se definegte categoria Morse-Smale circulara corespunzatoare functiilor Morse

circulare pe varietatea neteda M ca fiind numarul

Y1 (M) =min{u(f): f: M — S'}.

Propozitia 2.5.4 [11] Daca M este o k-acoperire a lui M, atunci are loc urmdtoarea

inegalitate

Vst (M) < k-ys(M).

O varianta a inegalitatilor lui Morse pentru functii Morse circulare este data in lucrarea
[66]. O estimare a numarului de puncte critice nedegenerate pentru o functie Morse

circulara este obtinuta in lucrarea [67].

2.6 Calculul categoriei Morse-Smale circulare

2.6.1 Proprietatea de submultiplicativitate pentru -, [65]

In cartea lui Pajitnov [74] avem urmatoarea descriere pentru o functie f care se ridica
la o functie Morse cu valori reale F pe M. Fie M o varietate neteda inchisa, f : M — S?
o functie Morse circulara si p : M — M acoperirea ciclica infinita indusa de functia f
2mit

prin acoperirea universald exp : R — S1, unde exp(t) = e . Prin urmare avem:

(2.1) fop=expoF,

Propozitia 2.6.1 Fie f, g doua functii Morse circulare care satisfac (2.1). Atunci f©g
este si ea o functie Morse, iar a treia diagrama, care descrie ridicarea functier f © g la

F 4+ G este comutativa.

M r R N ¢ R MxN__I*+¢ R
P =P i exp Py exp
L ' '
M—— § N— Mx N — - gl
M - g N - g - g
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Corolar 2.6.1 Fie M, N doua varietali de dimensiune m, respectiv n. Atunci are loc:
Vo (M X N) < (M), (N).
In plus, daci x(M), x(N) # 0, atunci vs,(M x N) > 1.

Teorema 2.6.2 [10] Caracteristica Morse-Smale circulard a unei suprafete inchise
Y # RP? este datd de relatia Y (B) = [X(B)], unde x (¥) este caracteristica Euler-Poincaré
a suprafetei .

Propozitia 2.6.3 /8] Prin U(n) si SU(n) au fost notate grupul unitar si grupul special

unitar. Au loc urmatoarele rezultate:

L.n<¢Un) <y (U(n) <2%

2. n—1<p, (SU(n))=¢(SU(n)) <7(SU(M)) =, (SUM)) <27
Observatie 2.6.1 Grupul unitar este difeomorf cu SU(n) x S'. Deci
0=, (Un) <n<eU(n)).

Avand in vedere notiunile si calculele prezentate anterior se vor ilustra in continuare

relatii si inegalitati pentru categorii speciale de varietati si grupuri.

2.6.2 Categorii particulare de varietati Grassmann

Propozitia 2.6.4 [10] Fie M o varietate neteda conexda. Daca M satisface proprietatea
de ridicare Hom(w(M);Z) = 0, atunci pg1(M) = (M) si vg1 (M) = ~v(M). In plus
w1 (M) = (M) and ys1 (M) = v(M), cand grupul fundamental al lui M este un grup de
torsiune.

Propozitia 2.6.5 Daca n > 2 este un numar natural, atunci
1o, (5") = o(8") =, (5") = (5") =2;

 (RP™)
(CP")

p(RP™)
o(CP")

2. %
%

a2 w2

1

unde cat(CP") reprezinta categoria Lusternik-Schnirelmann a spatiului proiectiv complex
CP".
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Capitolul 2 Puncte critice pentru functii circulare

A se observa ca egalitatile ¢, (RP") = p(RP") = cat(RP") = n + 1 sunt demonstrate
asemanator in [10] prin folosirea structurii grupului fundamental al spatiului RP™, impreuna
cu functia Morse

2 2 2 2

§ a? 4223+ +nad + (n+ 1)a?

Bt RE =R, Bl oot]) = = e
1 2 n n+1

Y n+1

)

ale carei puncte critice se gasesc in multimea C(F,) = {[1,0,...,0],[0,1,...,0],...,[0,0,...,1]},
si inegalitatile mentionate anterior ¢(RP™) > cat(RP") > n + 1.

Propozitia 2.6.6 Dacan >3 and 1 <k <n —1, atunci

n+k
()051 (Gk,n> = SO(Gk,n) S 7 (Gk,n) - ’Ysl (ka) S < L ) 5

unde Gy, ,, reprezinta varietatea Grassmann a tuturor subspatiilor k-dimensionale ale spatiului
RnJrk

Corolar 2.6.2 Dacan =1 sau k =1 sau (n =2 gi k = 2p—1 pentru un p arbitrar) sau
(mn=2p—1gik=2), atunci

n+k
nk < Bs1 (Grn) = 0 (Grn) < Y1 (Grn) =7 (Grn) < ( L > .

2.6.3 Categorii particulare de grupuri Lie

Propozitia 2.6.7 Daca n > 3, atunci urmatoarele relatii sunt adevarate:
9. (SO(n)) = ¢ (SO(n)) < v(SO(n)) =7, (SO(n)) < 2.
Corolar 2.6.3 9 < ¢ (SO(5)) = ¢, (SO(5)) <7, (SO(5)) =7 (5S0(5)) < 16.
Propozitia 2.6.8 Urmatoarele inegalitatr sunt adevarate:
L. n<e(U(n) <yU(n) <2%
2. n—=1<g, (SU(n)) =¢(SU(n)) <v(SU(n)) =1, (SU(n)) < 2"

Observatie 2.6.2 Inegalitatea ¢ (U(n)) < ¢, (U(n)), poate sa fie strica deoarece grupul
unitar este difeomorf, dar nu si izomorf cu produsul SU(n) x S* [69, p. 103] si Propozitia

2.0.4 nu se pot aplica, deoarece grupul fundamental pentru U(n) este Z.
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3. Graful Reeb al unei aplicatii

Graful Reeb isi are originea in studiul evolutiei multimilor de nivel ale unei functii
cu valori reale, definita pe o varietate diferentiabila. A fost introdus de matematicianul
francez Georges Henri Reeb (12.X1.1920 - 6.X1.1993) in lucrarea [86] ca un obiect matematic
folosit la studiul functiilor Morse reale. Ulterior a dobandit o utilitate mult mai mare,
fiind folosit in domenii ca design geometric asistat de soft-uri matematice, grafica pe
calculator, geometrie computationala, termodinamica geometrica.

Tmpreuné cu evolutia tehnologiilor folosite spre exemplu pentru maginile autonome si
semi-autonome, a existat o necesitate de detectare si procesare a imaginilor obtinute de
la camerele video, fara a mai stoca imaginea. Graful Reeb raspunde unei astfel de cerinte,
fiind capabil sa stocheze doar ”informatiile de baza”, reducand astfel timpul de procesare

al algoritmilor de optimizare, important pentru implementare propriu-zisa.

3.1 Notiuni de baza si exemple

Definitia 3.1.1 Fie X un spatiu topologic st f : X — R o functie cu valori reale. Se

”

defineste pe X, relatia de echivalenta "~7": x ~ y daca $i numai daca x si y sunt situate

n aceasi componentd conexd prin drumuri a multimii de nivel f~1(a), a € R.

Notatii: Fie M o varietate neteda si f : M — R o functie neteda cu valori reale.
Consideram:
M. = f~!(c), multimea de nivel ¢ a functiei f si M? o componentd conexi a sa;
M) ={r e M|c< f(z) <}, tronsonul definit de intervalul (c, ¢);
Me={x e M| f(x) < c}, multimea de nivel c¢. Evident are loc relatia

M= U M.

—oo<c<oo

”»

Definitia 3.1.2 Fie X un spatiu topologic, f : X — R o functie cu valori reale si "~
relatia de echivalenta mentionata in definitia 3.1.1. Se numeste graf Reeb al aplicatiei

f, spatiul X/ ~ inzestrat cu topologia cat.
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Capitolul 3 Graful Reeb al unei aplicatii

Notatie: In materialele bibliografice folosite, graful Reeb al aplicatiei f a fost notat
prin R(f) sau (X,f). Pe parcursul acestei lucrari se va utiliza notatia R(f).

Fie 7 : M — R(f) proiectia canonica de la varietatea M la graful Reeb al aplicatiei
f:M—R

3.1.1 Exemple

Pe langa grafurile Reeb definite de functia inaltime pe sfera S? si torul 72 in lucrare
mai dam si exemplul urmator:

3. Graful Reeb al functiei inaltime pe suprafata orientabila de gen 2:

3.2 Categoria grafelor Reeb

In categoria grafelor Reeb, notati cu Reeb [19], avem urmatoarele elemente:

-obiectele sunt grafuri finite impreuna cu functii reale strict monotone pe muchii;

-morfismele sunt functii care conseva aplicatiile intre spatii.

Morfismul descris anterior, numit functie de conservare, reprezinta o functie intre
spatile R(f),R(g), care pastreaza aplicatiile ¢ : X — Y, adica are loc f = g o .

Varfurile grafului Reeb reprezinta clase de puncte critice ale lui f. In plus, f induce
aplicatia f R(f) — R astfel incat f = fom In lucrarea [91], functia f induce o
orientare pe muchiile grafului Reeb. Pentru un graf finit orientat se introduc notiunile
de grad interior, respectiv grad exterior notate prin deg;,(v), deges:(v), reprezentand
numarul de muchii care intra, respectiv ies din varful v. Prin urmare gradul varfului v

se definegte prin relatia:

deg(v) = degin(v) + degegi(v)
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Capitolul 3 Graful Reeb al unei aplicatii

Definitia 3.2.1 [91] Spunem ca graful T' are o orientare bund daca este inzestrat cu
orientarea data de functia continua g : I' — R, astfel incat g este strict monotona pe

muchii st are extreme doar tn varfuri de grad 1.

3.3 Proprietati si reprezentari pentru graful Reeb al
unei aplicatii

In sectiunea urmatoare, vom prezenta rezultate importante pentru graful Reeb, urmarind
articolele [19] si [58]. Modul in care au fost definite componentele conexe gi mai apoi
tipurile de drumuri, au fost utilizate pentru dezvoltarea algoritmului prezentat in lucrarea
[63].

Definitia 3.3.1 Flie c o valoare critica a lui f. Spunem ca o componenta conexa M; este

esentiala daca in interiorul ei se afla cel putin un punct critic, adica
MINC(f) # 2.
Vom nota acest tip de componenta prin M.

Un graf se numeste conex daca oricare doua varfuri (noduri) ale sale, sunt conectate

printr-un drum. Se numeste arbore, un graf conex fara cicluri.

Propozitia 3.3.1 Fie M o varietate neteda, compacta si f : M — R o functie neteda cu

puncte critice izolate. Daca c este valoare critica, consideram multimea:
A=MeNC(f) ={ar,aq,...,a,}

a punctelor critice din componenta esentiald asociatda lui c. Atunci au loc urmatoarele
proprietatu:
1. Orice componenta conexa prin drumuri asociata unei multimi de nivel, este o componenta
conexd.
2. pentru oricare a;,a; din inchiderea multimii (M \ A), unde a; # a; si oricare
i,j € {1,2,...,n} se pot conecta printr-un drum -y : I — ME® astfel incat v(0) =
a;,v(1) = a; unde v este un omeomorfism.

3. exista K C M un subspativ inchis omeomorf cu un arbore pentru care A este

multimea de varfuri ale arborelus.

Corolar 3.3.1 Pentru orice a;,a; din A puncte critice, existd un arc (privit ca si compunerea

de arce descrisa anterior) care le conecteaza.
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3.3.1 Tipuri de componente conexe
Componenta conexi C din M) este de tipul:
(I) sau componenta varf daca contine un punct critic;

(IT) in caz contrar;
(ITa) (sau componenta muchie) daca f (cl(C)) N C(f) = {c, '}
Relatia de mai sus este echivalenta cu:
Componenta de tipul II este de tipul Ila (sau componenta muchie) daca au loc

urmatoarele relatii:
MeNe(C)# o st MPNe(C) # 2.
Propozitia 3.3.2 Pentru o componenta muchie C avem difeomorfismul
(M,NC) x (¢,d) ~ M) C

Lema 3.3.3 O componenta C de tipul (I1I) intersecteaza o singura componentd a lui M,

pentru q € (¢, ).
Corolar 3.3.2 M) privitq ca o varietate, are un numdr finit de componente coneze.

Propozitia 3.3.4 Exista o bijectie intre componentele de tipul (Ila) ale varietatatii M si
muchiile grafului R(f).

7

Fie "~.s” relatia de echivalenta pe M definita prin

T ~es y € M daca si numai daca z,y € M&*, ¢ € C(f).

Notam M., = M /Nes spatiul cat obtinut prin aceasta relatie de echivalenta, prin
Tes : M — M, proiectia canonica si fes : Moy — R functia definita de f.s ([z]) = f(2).

Prin urmare avem: f.,o0m.s = f.
Lema 3.3.5 Graful Reeb pentru o functie esentiald fes, notat prin Res(f) coincide cu

graful Reeb R(f) al functiei f.

3.3.2 Tipuri de familii de drumuri

Definitia 3.3.2 1) Fie c¢,d € V..(f) si 71,7 doua drumuri cu

f(1(0)) = f(12(0)) = ¢, f(n(1) = f(r1)=c
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O aplicatie H : I x I — M este o omotopie relativ la componentele esentiale intre
Y1 §1 Yo daca:
(i) H este o omotopie intre vy $i ya;
(i1) H(0,s) € MS si H(1,s) € M&, pentru orice s € I.
Un drum e : I — M este un drum-varf daca este inclus intr-o componenta esentiala
a unui niwel critic.
Un drum ~ este contractibil relativ la componenta esentiald daca exista o
omotopie relativ la componenta esentiala de la v la un drum-varf.
2) Pentru o componenta C de tipul Ila a lui M) spunem cd vy este un drum-muchie
daca:
(i) v(0) € Mg si~(1) € M*;
(i) v ((0,1)) C C
Drumul-muchie este descrescator daca avem f(y(t)) < f (y(t')), pentrut > t'.

Definitia 3.3.3 Pentru o componenta C, de tipul Ila, spunem ca v : I — M este un
drum-muchie extins al lur C daca:
1) v(0) € Mg siy(1) € M:*;
2) existd to,t; € I,ty < t1 astfel incat:
-daca f(y(t)) = =t < to;
~daca f (y(t) =c=1>1.
In plus, avem v(t) N M = & pentru d # ¢, .

Teorema 3.3.6 FExisa o bijectie intre clasele de omotopie relativ la componenta esentiala
ale drumurilor-muchie extinse si muchiile grafului Reeb R(f). In plus, fiecare clasa de

omotopie descrisa anterior con{ine un drum descrescator care leaga doua puncte critice.

3.3.3 Graful Reeb din perspectiva teoriei grafurilor

Pentru a pune in evidenta structura de graf a grafului Reeb folosim urmatoarele doua
multimi:

V(f) reprezentand multimea claselor de omotopie relativ la componenta esentiala
pentru drumurile varf;

E(f) multimea claselor de omotopie relativ la componenta esentiala pentru drumurile
muchie extinse.

Astfel se obtine graful finit I'(f) = {V (f), E(f)}.

Teorema 3.3.7 Intre graful T'(f) si graful Reeb R(f) al functiei f existd un omeomorfism

simplicial.
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Propozitia 3.3.8 Graful T'(f) C M este omotopic echivalent cu graful Reeb R(f). Deci

avem relatia:
Al = [E] = [V]+1.

In subsectiunea de mai jos, urmarim rationamentul din referinta [71] pentru a putea
prezenta teorema de realizare a grafului Reeb. Vom pune in evidenta notiunea de numar
Reeb, maximizarea numarului de bucle ale unui graf Reeb si marginirea pentru gradul

varfurilor asociate grafului.

3.3.4 Aplicatii. Interpretari [58], [71]

Lucrarea [58] publicata in anul 2014 prezinta urmatoarea situatie: Pentru o functie de
clasa C! cu valori reale, definita pe o varietate diferentiabila M, care are punctele critice
izolate se pun in evidenta urmatoarele particularizari ale domeniului.

1) Daca M este sfera unitate n-dimensionala S™ cu n > 2 sau spatiul proiectiv real
sau complex n-dimensional RP", respectiv CP", atunci R(f) este un arbore.

2) Daca M este torul n-dimensional T™ atunci graful Reeb este un arbore sau este
omotopic echivalent cu un cerc.

3) Daca M este o suprafata orientabila X, de gen g, atunci graful Reeb contine cel
mult 2¢g bucle.

4) Daca M este o suprafata neorientabila M, de gen g, atunci graful Reeb contine cel

mult g bucle.

Lema 3.3.9 Fie [p| un punct interior unei munchii din grafului Reeb R(f). Daca R(f)\ {[p]}

este conexd prin drumuri atunci gi M\7'{[p]} este conexd prin drumuri.

Corolar 3.3.3 Fie[p1],--- ,[pr] puncte interiore munchiilor din grafului Reeb R(f). Daca
R(ONA[p1l,- -, [pr]} este conexd, atunci si M\w=* {[p1],--- ,[p.]} este conexd.

Teorema 3.3.10 Daca X, este o suprafata orientabila de gen g, atunci numarul de bucle

din R(f) este mai mic sau egal cu g.

Fie f : M — R o functie de clasa C! pe o varietate diferentiabila inchisa. Daca f are

exact trei puncte critice, atunci R(f) este un arbore cu doua muchii.

Definitia 3.3.4 Se numeste numarul Reeb R(M) al unei varietati, numarul mazxim de
bucle de-a lungul grafului Reeb dupa toate functiile reale netede pe M care au un numar

finit de puncte critice. Are loc relatia
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R(M) =mazx{B; (R(f)): f: M — R are numar finit de puncte critice}.

Lema 3.3.11 [36] Fie f: 3 — R o functie Morse simpla pe o suprafatd inchisa X.
Daca ¥ =X, atunci By (R(f)) = g.
Daca ¥ = S,, atunci 1 (R(f)) < [g] , unde [z] este 'podeaua’ lui z.

Propozitia 3.3.12 Fie f : ¥ — R o functie Morse simpla si X o suprafata inchisa.
Punctului critic p i se asociaza varful v al grafului Reeb R(f). Atunci urmatoarele
afirmatit sunt adevarate:
(a) ind(p) = 0 sau 2 daca si numai dacd deg(v) =1;
3, daca X este orientabila
(b) ind(p) = 1 daca si numai daca deg(v) = 5 _ L
2 sau 3, daca X este neorientabild

Urmatoarele trei rezultate prezente in referinta [71] oferd rezultate despre modul in

care graful Reeb al unei functii Morse simple maximizeaza numarul de bucle ale grafului.

Lema 3.3.13 Fie M o varietate diferentiabila inchisa si f : M — R o functie cu numar

finit de puncte critice pe M. Atunci exista o functie Morse simpla g : M — R astfel incat

B (R(g)) = B (R(f))

Precizam ca pentru o functie Morse f, functia Morse simpla g se poate obtine fara a
schimba punctele critice ale lui f si indexurile acestora, iar g difera de f doar in vecinatati

ale punctelor critice.

Corolar 3.3.4 Are loc relatia
R(M) =max{p (R(f)): f: M — R functie Morse simpla}.

Corolar 3.3.5 Daca o suprafata X2 are caracteristica Euler x(X) = 2 — k, atunci

3.3.5 Teoreme de realizare ale grafului Reeb prin functii Morse

Bazele teoremele de realizare ale grafului Reeb folosind o functie Morse au fost puse de
S.Sharko in lucrarea [91], folosind tehnici de constructie introduse de F. Takens in [96].
In continuare vom urmari rationamentul din lucrarea [71] pentru stabilirea conditilor in

care graful Reeb este izomorf cu graful T

Teorema 3.3.14 Fie I' un graf finit inzestrat cu o orientare buna. Atunci exista o
varietate inchisd n-dimensionala M, (n > 2) si o functie Morse f : M — R astfel
incat graful Reeb R(f) este izomorf cu I'.
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Consideram urmatorul caz particular pentru n = 2:

Propozitia 3.3.15 Fie I' un graf inzestrat cu orientare bunda si g = [ (I'). Atunci
exista o suprafata inchisa X si o functie f : X — R avand un numar finit de puncte
critice, astfel incat graful Reeb al lui f este izomorf cu I'. Suprafata ¥ se poate considera
ca fiind orientabila de gen g sau neorientabila de gen 2g. Daca graful ' este un arbore

atunci suprafata este difeomorfd cu S?.

Urmatoarea teorema descrie cazul particular I'y, adica graful cu doua varfuri si o
muchie. Acesta este singurul graf care nu apare pentru alta suprafata in afara sferei. In
plus se prezinta o conditie necesara si suficienta pentru ca graful Reeb sa fie izomorf cu
graful T'.

Teorema 3.3.16 Fie ' # I'g un graf finit cu orientare buna si > o suprafata inchisa.
Atunci exista o functie f : 3 — R cu numar finit de puncte critice astfel incat graful sau
Reeb R(f) este izomorf cu I daca si numai daca py (I') < R(X). Daca I' = Ty atunci
graful se realizeazd doar pentru X = S2.

Teorema 3.3.17 Fie I' # 'y un graf finit cu orientare buna si Ay numarul de varfuri
de grad 2 ale lui T gi fie ¥ o suprafata inchisa de gen g (orientabila sau neorientabild).
Atunci exista o functie Morse f : ¥ — R astfel incat graful sau Reeb R(f) este izomorf
cu I’ daca sit numar daca

(1) g > P1 (L) + Ag, cind X este orientabild;

(i) g > 201 (') + Ag, cind X este neorientabild.

Propozitia 3.3.18 Fie Y o suprafata inchisa si I un graf orientat fara bucle astfel incat
B (T) <R (X). Atunci exista o functie f: X — R cu numar finit de valori critice astfel
incat f este un omeomorfism care pastreaza orientarea pe I'. Daca ' are un varfw pentru

care degi,(w) $i degout(w) sunt diferite de zero, atunci R(f) si I' sunt izomorfe.

Graful Reeb asociat unei functii f reprezinta o metoda utila, mai ales in cazul suprafetelor,
cand reconstructia acestora se face pornind de la graful Reeb dat [70]. Astfel, una din cele
mai importante calitati ale grafului Reeb, este faptul ca permite crearea unei structuri
care incapsuleaza informatii atat despre forma ca si reprezentare geometrica, cat si ca

interpretare topologica.

3.4 Distante intre grafurile Reeb

Studiul grafului Reeb a cunoscut o puternica dezvoltare, ceea ce a condus la necesitatea

explorarii conceptului de metrica intre obiectele categoriei considerate. Aplicatiile practice
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ce folosesc graful Reeb impun analizarea diferentelor intre doua grafuri existente. De-asemenea
colectarea practica a datelor, susceptibila la erori, naste intrebari legate de stabilitatea
grafului Reeb. Abordarile existente in literatura se bazeaza pe doua tipuri de rationament:
dezvoltarea de euristici pentru a imbunatati rezistenta grafului la perturbari gi o abordare
teoretica prin dezvoltarea distantelor si pseudo-distantelor. Distantele prezente in literatura
sunt distanta interfoliata, distorsie functionala, "bottleneck’ si distanta de editare. Referintele
bibliografice folosite in acesta sectiune sunt [18], [19], [28] si [41].

3.4.1 Distanta interfoliata
Fie R(f) graful Reeb al functjiei f si consideram
R(f)e = R(f) x [~e,¢].
Se defineste e—netezirea lui R(f) ca fiind graful Reeb al functiei perturbate
fe:R(f)e = R, (z,t) = f(z) +t.

Prin urmare e—netezirea este data de spatiul cat R(f)e/~ si este notata cu U (R(f)).

Se observa ca are loc urmatoarea relatie:

Definitia 3.4.1 Fie f : X - Rsig:Y — R doua functii reale. Se numeste e-interfoliere
a grafurilor R(f), R(g), o pereche de aplicatii care pastreaza aplicatiile

@ : X = UA(R(S)) sip:Y — U (R(g))

astfel incat urmatoarea diagrama este comutativa:

R(f) ’ U{R(f))
4 P
UR(g)) i Un(Rig))
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unde avem:
i:R(f) = U (R(Sf)), x> [,0]

pe : U (R(f)) = Uz (R(9)), [z,t] = [p(2), 1]
In mod analog se defineste si aplicatia 1.

Definitia 3.4.2 Aplicatiile p : R(f) — U (R(g)), ¥ : R(g9) — U (R(f)) se numesc

e-interfoliate, daca ¢ si 1 pastreaza aplicatii $i urmatoarea diagrama este comutativa:

Definitia 3.4.3 Fiind date doua grafuri Reeb R(f), R(g), se defineste distanta interfoliatd
prin relatia

(3.1) d;r (R(f),R(g)) = inf{e: 3 oe—interfoliere intre R(f),R(g)}
3.4.2 Distanta distorsie functionala
Fie 7 un drum intre z si y in R(f) € Reeb. Se numeste inaltimea drumului 7 numarul

(3.2) h(m) = maxf(x) — minf(z)

TET reT

Cu ajutorul acestui numar definim distanta:

(3.3) de(z,y) = min h(m)

XY
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Definitia 3.4.4 Fiind date doud grafuri Reeb R(f), R(f) si doua functis ® : X =Y si
VU:Y — X, consideram

(3.4) C(P, V) ={(z,y) € X XY | ®(z) =y sau V(y) = x}
§t
(35) D@V = sup  Sldg(ea’) — ()]

(.),(" 9 )€C(@,9) 2

Introducem distanta distorsie functionala prin

(3. dep = inf maz {D(@, W), ] = g0l llg =/ o ¥}

Urmatoarea teorema ilustreaza relatia intre cele doua metrici prezentate, distanta
interfoliata si distanta distorsie functionala si este importanta in studiul proprietatilor de

convergenta.

Teorema 3.4.1 [19] Fiind date doud functii netede f : M™ — R, g : N* — R si

grafurile Reeb asociate lor R(f), R(g), au loc urmatoarele inegalitati:

dI(f?Q) < dFD(fag) < 3dl<f7g>

3.4.3 Distanta ’bottleneck’

Distanta ’bottleneck’ reprezinta global o pseudo-metrica, dar local, intr-o vecinatate
suficient de mica este la fel de eficienta ca orice alt tip de metrica pentru a face diferenta
intre doua grafuri Reeb. Pentru a introduce acest tip de distanta este necesara introducerea
notiunilor de functie de tip Morse, filtrare extinsa, diagrama de persistenta extinsa si
costul diagramei. In vederea prezentarii acestor notiuni urmarim referinta bibliografica

[28].

Definitia 3.4.5 Fie X un spatiu topologic si f : X — R o functie continua. Functia f
se numeste functie de tip Morse daca au loc urmatoarele proprietati:

a) exista o multime finita de wvalori critice C(f), astfel incat pentru orice interval
deschis (a;,a;+1) exista un spafiv Y; compact si coner i un omeomorfism p; : Y; X

(ai, aip1) — X @%+1) qstfel incdt f|X<ai,ai+1) =m0 u; !, pentru orice i natural;
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b) p; se prelungeste la o functie continud TG : Y; X [a;, aiy1] — X%+ cu mentiunea
pentru cazurile particulare i = 0 gi i = n: o se prelungeste prin fig : Yo X (—00,ag] —
an,oo) .

)

X (=o0a0l pespectiv i, se prelungeste prin T, : Yy, X |ay,, 00) — X!

c) fiecare multime de nivel f~'(x) are omologia finit generatd.

Consideram functia f mentionata anterior. Familia de multimi de subnivel ale lui f,
{X(_Oova}}aeR defineste o filtrare, adica avem X (~°>4 C X (=¥ pentru orice a < b.

Se introduc multimile R? = {7 : 2 € R} inzestrata cu ordinea ¥ < §y < x > y si
Rpz = RU {400} URP,

Se defineste filtrare extinsa a lui f realtiv la Rg,; prin:

F,=X>d pentrua € R, Fyy = X = (X,0) 5i 5 = (X,X[E’OO)), pentru a € R°P.
F, se numeste partea ordinara a flitrarii, iar F; partea relativa. Aplicand functorul de
omologie H, pe filtrarea mentionata anterior, se obtine modulul de peristenta extinsa.
Pentru functii de tip Morse acest modul se descompune ca suma directa de module-interval
semideschise. Se defineste diagrama de persistenta extinsa reprezentarea fiecarui
interval din acest modul ca punct in planul extins, avand coordonatele date de capetele
intervalului.

Diagrama de persistenta extinsa se noteaza prin Dg(f) si diferenteaza partile filtrarii
dupa cum urmeaza:

a) punctul p = (z,y) se numeste punct ordinar daca x,y € R si p se gaseste deasupra
diagonalei A = {(z,z) : x € R};

b) punctul p = (z,y) se numeste punct relativ daca z,y € R gi p se gaseste sub
diagonalei A;

¢) punctul p = (z,y) se numeste punct extins daca x € R gi y € R gi se poate
localiza oriunde in plan, inclusiv pe diagonala A. Notam prin Ext*(f), punctele extinse
care se gasesc pe diagonala A, iar prin Ext~(f) punctele exstinse care nu se gasesc pe
diagonala A.

Diagrama de persistenta extinsa se poate scrie ca urmatoarea reuniune
Dg(f) = Ord(f)U Rel(f) U Ext™(f) U Ext™(f).

Fie D, D’ doua diagrame de persistenta. Spunem ca submultimea I' € D x D’
reprezinta o potrivire partiala daca pentru orice punct p € D exista cel mult un punct
p € D' astfel incat (p,p') € T. In plus I' identifica doar puncte de acelasi tip si aceasi
dimensiune omologica.

Costul lui I' se definegte prin relatia: cost(I') = max {maxdp(p), maxdp (p')}, unde
dp(p) = ||p — p'||,, daca p este asociat unui p’ din D’ si 0p(p) = dso(p, A), daca p nu are

corespondent in D’.
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Definitia 3.4.6 Se numeste distanta ’bottleneck’ intre doua diagrame de persistenta

D si D’, numarul:
dg(D,D") = infrcost(I)
unde I' parcurge toate potrivirile parfiale dintre D si D’.

Teorema 3.4.2 (Teorema de stabilitate a distantei 'bottleneck’) [35/

Pentru orice functit de tip Morse f,g: X — R avem

dg (Dg(f), Dg(9)) < If — gl

In mod analog se defineste distanta ’bottleneck’ intre grafele Reeb R(f) st R(g) prin

relatia

dg (R(f),R(g)) = ds (Dyg(f), Dg(g)).

Teorema 3.4.3 [18] Fie R(f), R(g) grafele Reeb corespunzatoare functiilor f : X — R

si g:Y — R. Atunci au loc urmatoarele inegalitati

1. dg(Dgo(f), Dgo(9)) < dpp(f,9);

2. dg (ExDg,(f), ExDgi(g)) < 3dpp(f,g)-

unde ExDg0 este diagrama de persistenta de ordinul 0 st ExDgl reprezinta prima

diagrama de persistenta extinsa asociate unei aplicatii.

Avand in vedere rezultatele din teoremele 3.4.1 si 3.4.3 se poate enunta urmatorul

corolar:

Corolar 3.4.1 In ipotezele teoremelor mentionate, avem urmatoarele inegalitati:

1. dg (Dgo(f),Dgo(g)) < 3d:(f,g);

2. dp (ExDgy(f), ExDgi(g)) < 9d:(f, g).
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3.4.4 Distanta de editare

Distanta de editare a fost introdusa pentru prima data in lucrarea [87] si reprezinta o
metoda utila de a masura diferentele existente intre doua grafe date. Aplicatiile practice
ale acestei distante se regasesc in domenii ca recunoastere de modele sau recunoasterea
scrisului de mana (”pattern recognition”), identificare amprentelor in bazele de date si
machine learning. Distanta de editare este o distanta combinatoriala dar ofera cea mai
buna estimare a diferentelor intre doua grafe relativ la clasa distantelor din care face
parte.

Pentru prezentarea notiunilor si rezultatelor referitoare la distanta de editare vom
utiliza referintele [41], [46] si [87].

Distanta de editare se introduce pe un graf ale carei varfuri sunt etichetate folosind
corespondeta [y : V(I'y) — R, unde [; este restrictia lui f la multimea punctelor critice
C(f). Un astfel de graf se noteaza prin (R(f), ;) si pentru orice varf de grad 3 avem cel

putin doua varfuri adiacente v, si vo care satisfac relatia:

lf(vl) < lf(U) < lf(’l)g).

Definitia 3.4.7 Spunem ca doua grafe Reeb etichetate (R(f),ls) si (R(g),l,) sunt izomorfe
daca ezista un izomorfism ¢ : C(f) — C(g) care pastreaza muchiile si etichetarea

varfurilor.

Conform [41] exista patru tipuri de deformari elementare care sunt prezentate impreuna
cu costul lor dupa cum urmeaza:

a) Deformarea B (birth) prin care se introduc varfuri intre doua varfuri existente.
u1) — ly(uz)|

2

b) Deformarea D (death) prin care se elimina varfuri aflate intre doua varfuri

oy - il

existente.

o(T) = [y (u1) ; Ly (us)|

c) Deformarea R (relabeling) prin care se schimba ordinea intre doua varfuri existente.

o(T) = max|l;(v) — Ly(v)|

d) Deformari K; prin care graful se transforma in simetricul sau sau se reorganizeaza

structura grafului.

o(T) = max {|lf(ur) — ly(u1)|, |lf(us) — ly(uz)[}
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Propozitia 3.4.4 [1] Fie M o suprafata conexa, inchisa, orientabila de gen g si f :
M — R o functie Morse simpla. Daca avem graful (I'\1) = T(I'y,ly) obtinut ca o
compunere de deformari elementare, atunci exista o functie Morse g : M — R pentru
care (I'y, l,) = (I, 1).

Se numeste deformare a grafului (I'f, ;) o secventa ordonata T' = (13,75, ,T),)
formata din transformari elementare care actioneaza recursiv astfel: 7T reprezinta o
transformare elementara pentru pentru (I'y, lf), T reprezinta o transformare elementara
pentru pentru 77(I'y, 1), - - -, respectiv T), reprezinta o transformare elementara pentru
pentru T, 1T, o -+ T1(Ly, ly).

Se va nota prin T (U, ly), (T, ly)) ={T = (Th, -+ , T, : T(Ty,15)} = (Ty, ).

Definitia 3.4.8 Se numeste distanta de editare, pseudo-metrica definita prin:

dE ((Ffa lf>7 (F97 lg)) - lnf C(T>
TET((Lf.l1)(Tg.lg))

Urmatorul rezultat ilustreaza stabilitatea distantei de editare.

Teorema 3.4.5 [41] Pentru orice functii Morse simple f,g: M — R avem relatia

dp (L. 1y), Ty, 1y)) < maz [ £(p) — g(p)|

Luand in considerare toate tipurile de distante prezentate anterior pentru f, g functii
Morse cu valori reale pe suprafata M, avem legaturile date de inegalitatile:

1) de ((Ly,ly), (Ty,l,)) > dp(Dy, Dy), unde Dy si D, reprezinta diagramele de persistenta
ale lui f €i g;

i) dg (Tr, 1), (Ty, 1)) > drr(R(f),R(g)), unde R(f)si R(g) reprezinta grafurile
Reeb ale lui f i g.

3.5 Graful Reeb in topologia computationala

Clasificarile componentelor grafului Reeb conduc la o mai buna intelegere a evolutiei
curbelor de nivel pe o varietate si implicit a parametrilor necesari realizari unei scheme
de reprezentare. Scopul principal al acestei sectiuni este de a prezenta un algoritm de
determinare a grafului Reeb pentru o functie cu valori reale definita pe o suprafata
compacts fard bord realizatd in spatiul R3. Rezultatele din sectiunea urmitoare sunt

preluate dupa lucrarea noastra [63], lucrare citata in referinta [57].
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3.5.1 Documentatie. Descrierea algoritmului

Algoritmul propus consta in urmatorii pasi.
1. Identificarea punctelor critice ale functiei reale definite pe suprafata;

2. Aranjarea punctelor critice intr-un vector v[i] in ordinea aparitiei lor pe parcursul

parcurgerii suprafetei de la minimul absolut la maximul absolut.

3. Fiecare componenta a vectorului are forma: v[i| = (F;; type), unde descrierea tipului

este data de:

e a pentru minim, avand tipul special a4 pentru minimul absolut;

e b pentru un punct sa, cu tipurile particulare b; pentru un punct sa care apare
dupa un minim absolut si b, pentru un punct sa care apare dupa un minim (se
va nota categ.sp). Daca punctul sa nu apare dupa nici un tip de minim, atunci
tipul sau se va obtine prin alternarea ordinii, relativ la ultimul punct sa din

categ.sp.

e c pentru punctul de maxim, avand tipul particular ¢4 pentru maximul absolut;

4. Limbajul pseudo-cod pentru algoritm:
Date de intrare
X= suprafata, f= functie cu valori reale

Se definegte o functie booleana ver.type(P,Q) care compara tipul principal pentru

doua puncte critice;

Exemplu ver.type(a,as)=adevarat; ver.type (c,c4)= adevarat, ver.type(b,, b;)=

adevarat, ver.type(a,c)=fals;
Se defineste functia point(v([i]) care returneaza punctul P;
Primul rezultat: v[i| = (P;; type), n = length (v|i]);

Fie i = numar natural;

Initializam i=1;
Cat timpi<n
daca type(v[i])=a
daca ver.type(point(v([i]), point(v[i+1])) este fals
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desenam un element I;
i=i+1;
altfel desenam un element II;
i=i+2;
daca type(vl[i])=b; si type(v[i+1])=b,
then draw element I1I;
i=i+1;
daca type(vli])=bpsi type(v[i+1])=b;
atunci desenam un element I;
i=i+1;
daca type(v[i])=Db si v[i+1]=c
daca ver.type(point(v[i+1]), point(v[i+2])) este fals

atunci desenam un element element I;

i=i+1;
atunci desenam un elemnt element IV;
i=i+2;
Tipul componentei | I 1 v
Py P Pip P Py
Reprezentare
P, P, P P, p;

3.6 Studiu al algoritmilor existenti pentru graful Reeb

al unei functii reale

Rezumatul complexitatilor algoritmilor existenti, prezentat in sectiune, este preluat

dupa lucrarea noastra [64].
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Importanta grafului Reeb a dus la o expansiune a algoritmilor si a cercetarilor in
directia simplificarii si sumarizarii tehnicilor de calcul. Luand in considerare volumul
crescut de date care trebuie procesat, nevoia unei simplificari a crescut proportional
cu complexitatea algoritmilor. Eliminarea dificultatii creari unui algoritm eficient este
prioritara.

In 2003 H. Carr, J. Snoeyink gi U. Axen [27] au propus un algoritm pentru calculul
arborilor de contur, folosind tehnica de impartire si lipire a arborilor. Fiind dat v numarul
de varfuri, e numarul de muchii, n numarul de supernoduri si f(n) inversa functiei

Ackerman de crestere lenta, algoritmul are o complexitate de tipul
O (vlg(v) + e +nf(n))

O alta metoda utilizata a fost introdusa de T.L. Kunii gi Y. Shinagawa in lucrarea [60].
Algoritmul pastreaza numarul de triunghiuri care au puncte comune cu multimea de nivel
retinand in acelagi timp complexitatea in ordinea valorilor functiei. Pentru o varietate
2-dimensionald complexitatea este O(n?) avand generalizarea O(vn), unde v reprezinta
numarul de varfuri si n marimea varfurilor, muchiilor si a triunghiurilor. Lucrarea [36]
ofera o imbunatatire pentru varietatile 2-dimensionale prin obtinerea unei complexitati cu
ordinul O(mlin(v)). Mai mult, utilizand tehnici complexe de calcul, H. Doraiswamy si V.
Natarajan au obtinut in lucrarea [40], o complexitate cu ordinul O (mlg(m) (lg(lg(m)))3).

Lucrarea [76] ofera un algoritm eficient pentru varietati 3-dimensionale folosind parametrul
17, numarul de cicluri independente ale grafului, generand astfel un algoritm de complexitate
O (mlg(m) + iym).

O abordare noua si inovativa este data de J.Cheng in [29] prin eliminarea metodei
de parcurgere a arborelui de contur si inlocuirea acesteia cu o surjectie de la varietate
la graful Reeb. In final cea mai recentd abordare este dati de M. Hajij si P. Rosen
in lucrarea [49] care ofera cel mai bun raport intre implementare si memorie utilizata,

existent in literatura de specialitate pana in prezent.

3.7 Graful Reeb al unei functii circulare

Definitia 3.7.1 Fie M o varietate neteda n-dimensionala si f, g : M — R functii netede.
Spunem ca [ si g sunt topologic echivalente daca exista un omeomorfismele
h: M — M sik:R — R astfel incat are loc relatia:
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M h! M g R k R
|

Urmarind lucrarea [17], vom ilustra in continuare notatii utile si notiuni ajutatoare
in vederea prezentarii teoremei de realizare a grafului Reeb pentru o functie Morse-Bott

circulard simpla pe S2.

O subvarietate N C M se numeste subvarietate critica nedegenerata pentru functia
f: M — R daca orice punct p € N, matricea (H f)p|  este nesingulard. Un punct p € M
se numegte critic pentru f, daca rangul aplicatiei df (p) nu este maxim. O valoare reala

b se numeste critica pentru f daca f~'(b) contine cel putin un punct critic al lui f.

O functie f : M — R se numeste simpla, daca exista o unica componenta conexa care
contine puncte critice la nivelul critic. In plus, o fibra critica se numeste reductibila,

daca toate fibrele din vecinatatea sa sunt omeomorfe cu ea.

Definitia 3.7.2 Spunem cd o subvarietate neteda S C C(f) unde f : M — R este netedd,
este subvarietate neteda critica nedegenerata daca:

i) S este fara bord;

i1) S este conexd i compactd;

iii) pentru orice punct p € S, avem T,(S) = ker (Hf),)

Avand in vedere cele prezentate mai sus introducem urmatoarea notiune, centrala

pentru aceasta sectiune:

Definitia 3.7.3 Se numeste functie Morse-Bott (pe scurt functie MB), o functie f

pentru care multimea critica C(f) contine doar puncte izolate si subvarietati critice nedegenerate.

Este evident faptul ca orice functie rotunda este o functie Morse-Bott. Reamintim ca
o functie neteda se numeste rotunda daca multimea sa de puncte critice este formata

dintr-o reuniune de cercuri critice nedegenerate.

Propozitia 3.7.1 Multimea punctelor critice ale functiei Morse-Bott f : M? — R se
poate clasifica astfel:

1. cercuri critice, adica puncte care se gasesc intr-o subvarietate critica
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omemorfd cu S*;
2. puncte critice izolate de extrem (minim sau maxim);

3. puncte sa, adica puncte critice izolate de index 1.

In cele ce urmeazi vom prezenta notiuni importante si exemple relevante pentru
constructia grafului Reeb Morse-Bott pentru functii Morse-Bott circulare simple. Avand

in vedere articolul [17], vom expune problema clasificarii functiilor Morse-Bott simple de

la S? la St.

Definitia 3.7.4 Fie M? o suprafatd orientabild inchisd. Functia circulard f : M — S?
se numeste functie Morse-Bott circulara daca pentru orice punct x € M, exista o
vecindtate V a lui f(z) si un difeomorfism ¢ : V. — R, astfel incdt pentru U = f~1(V),
aplicatia ¢ o (f‘U) este o functie reald Morse-Bott.

Fiind dat# o functie Morse-Bott simpld f : S — S! se desprind urméatoarele concluzii:

i) f nu este aplicatie regular;

ii) subvarietatile critice nedegenerate in numar finit sunt puncte sau sunt omeomorfe
cu St

Astfel multimea critica C'(f) se imparte in trei mari categorii: cercuri singulare, puncte

de extrem sau puncte sa.

Problema clasificarii functilor Morse, studiatd de Arnold in [14], [15] sau Sharko
in [90], [91] (a se vedea si monografia [89]) prin intermediul grafului Reeb se poate extinde,
utilizand graful Reeb generalizat pentru functii circulare Morse-Bott simple. Analog
definitiei 3.1.2 data pentru functii cu valori reale, putem pune in evidenta structura de
de graf pentru spatiul cat S?/ ~ asociat functiei Morse-Bott simpla f : S? — S!, astfel:

i) pentru o valoare critici ¢ € S!, varfurile grafului sunt componentele conexe ale
curbelor de nivel de forma f~!(c);

ii) pentru o valoare regulard ¢ € S', muchiile grafului sunt componentele conexe

asociate curbelor de nivel de forma f~!(c).

O reprezentare similara asociata tipului de componenta conexa din graful Reeb pentru
functii reale [63] este expusa in lucrarea [17] avand in vedere cele patru tipuri de varfuri

existente.

Definitia 3.7.5 Graful definit de spatiul cat S?/ ~ impreund cu clasificarile muchiilor
st varfurilor date mai sus se numeste graful Reeb MB asociat functiei Morse-Bott
circulare f : S — S*.
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Graful Reeb MB al unei functii simple Morse-Bott f : S? — S! este un arbore,
deoarece caracteristica Euler-Poincaré a grafului este egala cu 1.

Avand in vedere ca etichetarea elementelor grafului Reeb este dependenta atat de
orientarea aleasa pentru parcurgerea suprafetei cat gi de alegerea punctului baza este
importanta evidentierea notiunii de izomorfism intre doua grafuri Reeb MB. Astfel se
numeste izomorfism intre grafurile Reeb asociate functiilor f,g : S* — S, o aplicatie
bijectiva intre multimile varfurilor celor doua grafuri cu conditia ca imaginile a doua
varfuri alaturate din graful indus de f sa fie adiacente pe graful indus de g.

Schita algoritmului ilustrata mai jos este preluata dupa lucrarea noastra [64].

3.7.1 Documentatie. Descriere algoritm

Pentru o mai buna intelegere a functiilor Morse-Bott circulare si aplicatiile practice ale
acestui concept, vom prezenta descrierea unui algoritm de constructie similar cu cel descris
in sectiunea 3.5.1. Algoritmul se bazeaza pe urmatorii pasi:

1) identificarea punctelor critice ale functiei circulare definita pe suprafata;

2) alegerea orientarii de parcurgere a suprafetei;

3) aranjarea punctelor critice intr-un vector v[i] = (P, type);

4) identificarea tipului (type) pentru fiecare punct critic:

m= minim; M = maxim cu componenta predefinita de tip I;

s = sa cu componenta predefinita de tip II;

prc = punct regular cu imagine valoare critica, avand componenta corespunzatoare de
tip III;

prs = punct regular cu imagine cerc critic si componenta de tip 1V;

Pentru componentele de tip IV, graful Reeb va incepe sau se va termina cu simbolul
de cerc critic o, prin urmare acesta va schimba numerotarea cu urmatorul punct ce apare
prin proiectie radiala. Aceasta componenta incorporeaza de fapt trei puncte de pe graful
Reeb, cercul critic si celelalte doua pentru marcarea sfarsitului fiecarei ramuri. Cele doua

puncte duble se vor marca prin prsgyz.

3.8 Graful Reeb echipat asociat unei functii Morse

simple pe suprafete orientate cu frontiera

Studiul punctelor critice ale functiilor netede pe varietati inchise i clasificarea acestora
reprezinta o tema intens cercetata in topologia diferentiala gi in alte domenii ale matematicii.

In 1934 Morse a gasit o reprezentare canonica a functiilor in vecinatatea punctelor critice
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nedegenerate sub forma polinoamelor de gradul doi, urmat apoi de alti matematicieni
precum Bolsinov si Fomenko [22] care au introdus notiunea de atom, f-atom i echivalente
de rame prin fibrate. Aceasta sectiune are ca punct central lucrarea [54] dar si referintele
(53], [59] si [81].

Fie M, N suprafete compacte netede si f : M — R, respectiv g : N — R functii netede.
f si g se numesc echivalente prin straturi daca exista un omeomorfism A : M — N, care
duce fiecare componenta conexa din multimile de nivel ale lui f in componente conexe din
multimile de nivel ale lui g, pastrand directia de crestere a functiilor. Prin restrictionarea
lui f la multimea f~'(c — €, ¢+ ¢), unde c este o valoare critici a lui f si € > 0 suficient
de mic astfel incat segmentul [c — €, ¢ 4 €] nu mai contine alta valoare critica in afara de
¢, se obtin clase de echivalenta prin straturi numite atomi sau f-atomi. Daca in plus
A pastreaza orientarea, f si ¢ se numesc O-echivalente, iar clasa de O-echivalenta a
perechii (U f ‘U) se numesgte O-atom pentru suprafata orientata.

Tinand cont de definitia functilor topologic echivalente, introdusa in Sectiunea 3.7.1,
spunem ca doua functii f si g se numesc topologic O-echivalente daca omeomorfismul
h pastreaza orientarea pe suprafata M. Lucrarile [55], [80], [81], [90] investigheaza
proprietati topologice ale grafului Reeb pentru o clasa speciala de echivalente numite

m-echivalente cu o paleta larga de aplicatii practice in domenii precum sistemele dinamice.

Definitia 3.8.1 [5/] Fie M? o suprafatd netedd cu frontierd si f : M — R o functie
Morse. f se numeste m-functie daca toate punctele sale critice sunt interioare, restrictia
fo afunctier f la frontiera, este tot Morse iar fiecare nivel critic a lui f contine exact un

punct critic al lui f dar nu contine puncte critice ale lui fp.

Autorii B. Hladysh i A. Prishlyak definesc in lucrarea [54] clasa de functii (M) ca
fiind functiile simple netede f : M — R pe suprafata cu bord, orientata, neteda, compacta
si conexa, ce satisfac urmatoarele proprietati:

a) daca pg € C(f) nu se gasesgte pe frontiera M, atunci este un punct critic nedegenerat
pentru f;

b) daca py € C(f) se gaseste pe frontiera OM, atunci este un punct critic nedegenerat
atat pentru f cat si pentru restrictia f‘aM a lui f la frontiera;

c) daca py € O(f‘BM) atunci py € C(f).

Teorema 3.8.1 [5// Pentru o suprafata orientatd M?, netedd si compactd au loc urmdtoarele
afirmatii:

a) pentru o functie f € Q(M) arbitrara, exista g : M — R o m-functie, astfel incat f
st g sunt topologic echivalente;

b) pentru g : M — R o m-functie arbitrara, exista o functie f € Q(M) astfel incat f

st g sunt topologic echivalente.
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Componentele linilor de nivel pentru o functie f € (M) se numesc straturi. Aceste
straturi se impart in straturi de tip I daca corespund unei componente omeomorfe cu
un segment si de tip II daca provin din componente omeomorfe cu S*. In mod analog
muchiile unui graf se clasifica ca fiind de tip I sau II.

Definitia 3.8.2 [54] Varfurile de grad 3 si 4 ale unui graf I'y incidente dupd muchii
de tip I se numesc varfuri de tip 'Y, respectiv tip X. In mmaginea de mai jos se observa

notatia facuta pentru un varf de tip X.

Prin urmare, se numeste graf Reeb echipat asociat functiei f € Q(M), graful I';
inzestrat cu impartirea pe tipuri a muchiilor, orientare si ordonarea ciclica a varfurilor de
tip Y respectiv X.

Varfurile v ale grafului v, se pot clasifica in functie gradul lor astfel:

- punct de minim sau maxim daca deg(v) = 1;

- punct ga care apartine frontierei daca deg(v) = 2;

- punct sa (interior sau care apartine frontierei, varf de tip Y) daca deg(v) = 3;

- punct sa interior (varf de tip X) daca deg(v) = 4.

Conform articolului [54] exista 7 atomi simpli posibili gi 13 O-atomi simpli, iar clasificarea
depinde de indexul punctului critic si de aparteneta sa la frontiera suprafetei. Vom
prezenta in continuare un rezumat al acestor atomi impreuna cu graful Reeb echipat
corespunzator si felul in care lipirea unei componente influenteaza invariantii genus (g),
numar de componente conexe ale frontierei 0 i (c) numarul de componente conexe ale
suprafetei M;.

Daca py € M avem trei atomi de tip A, B, C' cu 6 O-atomi corespunzatori Ay, Ay, By, By, C

si Uy cu urmatoarea reprezentare
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Componente de tip A Componente de tip B

wAYaY v

Componente de tip C
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Daca py ¢ OM si atomii nu intersecteaza frontiera avem doua tipuri de atomi: D, E
si 4 O-atomi D1, Do, E; si Es ilustrati astfel

Componente de tip D Componente de tip E

N
4
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—————————— ———

Daca py ¢ OM si atomii intersecteaza frontiera avem doud tipuri de atomi: F,G si 3
O-atomi F, Fy si G = G = G, reprezentate astfel
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Orientarea atomilor este data de orientarea planului. In caz contrar se va alege ca fiind
in sens trigonometric pentru cercurile sau semicercurile inferioare si invers trigonometric

pentru cercurile sau semicercurile superioare.

Definitia 3.8.3 Doua grafuri Reeb echipate I'y 51 I'y asociate functiilor f si g se numesc
echivalente prin izomorfismul ¢ : I'y — I'y daca aplicatia :

-pastreaza tmpartirea muchiilor;

-pastreaza ordinea ciclurilor pe muchii pentru fiecare varf de tip X s Y;

-pastreaza orientarea muchiilor.

Teorema 3.8.2 [54] Fiind date suprafetele compacte cu frontiera M, N si functiile f €
Q(M), g € QN), spunem ca [ si g sunt O-echivalente daca si numai daca grafele
Reeb echipate asociate, I'y,I'y sunt echivalente. Daca in plus izomorfismul ¢ pdastreaza

numerotarea varfurilor, grafele se numesc ordonat echivalente.

Perechea de numere (i, j) se numeste indexul varfului v al unui graf orientat, unde
i reprezintd gradul interior gi j cel exterior. Autorii lucrarii [54] introduc notatia T'=*
pentru graful cu n varfuri sii ¢« + 5 < 4. Adica graful va avea varfuri de tipurile
(1,1),(1,2),(2,1),(2,2) si cel putin cate un varf din tipurile (0, 1) si (1,0). Pentru graful
prezentat mai sus sunt posibile urmatoarele operatii:

- Oy: operatia de aditie a unui varf si a varfului corespunzator acestuia;

- O2: Impartirea unei muchii printr-un punct interior care devine un nou varf;

- Og3: operatia de aditie a unor noi muchii fara a adauga noi varfuri.

Y-Y Y=Y Y-Y

Orice operatie aplicabild unui graf v € I'S* este compusa dintr-un sir finit de operatii
din lista O, 05,0, 07", 05" si O3

Orice graf v € I's* se poate obtine din graful 5 € T'5* (vezi imaginea de mai jos)
printr-un numar finit de operatii alese din lista prezentata mai sus. Astfel exista 57 de

m—functii topologic O—neechivalente. prezentate pe larg in lucrarea [54].
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