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Introducere

Geometria este un domeniu in care grupurile au fost folosite sistematic, iar studiul
grupurilor Lie a fost fondat in 1884 de matematicianul norvegian Sophus Lie. Principalele
exemple de grupuri Lie fiind grupurile generale liniare GL(n, R) si GL(n, C).

Grupurile Lie sunt utilizate in mai multe domenii ale matematicii si fizicii moderne. Au
aplicatii in inginerie unde sunt utilizate ca spatiu de configurare a sistemului mecanic, dar
si in fizica unde sunt folosite ca grupuri de simetrie asociate cu legile de conservare. Multe
dintre aceste aplicatii se bazeaza in mod esential pe utilizarea aplicatiilor exponentiale.

In teoria Lie aplicatia exponentiala este un instrument esential, deoarece aceasta reali-
zeaza legatura intre un element din algebra Lie si elementul corespunzator din grupul Lie.
Desi existenta unei aplicatii exponentiale este garantata pentru orice grup Lie, gasirea
unei formule pentru aceasta reprezinta o problema dificila. Totusi, pentru unele grupuri
Lie de dimensiune mica exista formule explicite pentru aplicatia exponentiala, cea mai
remarcabila fiind formula lui Rodrigues pentru exponentiala grupului de rotatie SO(3, R).

Aplicand teorema Hamilton-Cayley, aplicatia exponentiala devine un polinom de X,
astfel problema determinarii unei formule pentru aplicatia exponentiala, cunoscuta sub
numele de problema Rodrigues, data de formula (B3]), se reduce la problema determinarii
coeficientilor ag(X), ..., a,_1(X), numiti coeficienti Rodrigues.

Scopul acestei lucrari este de a generaliza problema si de a prezenta noi metode de a de-
termina coeficientii Rodrigues. Astfel, teza aduce contributii originale legate de problema
Rodrigues pentru functii de matrice, prezentand noi metode de calcul a coeficientilor Ro-
drigues, care au la baza urma matricei, polinomul de interpolare al lui Hermite, respectiv
transformata Cayley.

O metoda noua de a determina coeficientii Rodrigues este metoda urmei prezentata in
Teorema [3.1] Ideea acesteia consta in a reduce formula exponentialei la un sistem liniar,
care sa aiba necunoscutele chiar coeficientii Rodrigues. Metoda polinomului de interpolare
al lui Hermite se bazeaza pe faptul ca problema determinarii coeficientilor Rodrigues cand
cunoastem valorile proprii ale matricii X este echivalenta cu determinarea formei algebrice
a polinomului Hermite. Formulele de tip Rodrigues pentru transformata Cayley pentru
grupurile SO(n) si SE(n) au un capitol dedicat, calculele pentru acestea fiind prezentate
doar in dimensiune mica.

Lucrarea Formule Rodrigues si aplicatit dezvolta ideile prezentate anterior. Ea este

structurata in patru capitole dupa cum urmeaza:



Primul capitol, intitulat Functic de matrice este format din sase sectiuni in care
sunt prezentate notiunile si rezultatele fundamentale necesare in dezvoltarea capitole-
lor urmatoare. Conceptul de functie de matrice joaca un rol important in multe domenii
ale matematicii avand numeroase aplicatii in stiinta si inginerie, in special in teoria con-
trolului si teoria ecuatiilor diferentiale in care exp(tA) are un rol important. In prima
sectiune, Definitii pentru f(A) este prezentata forma canonica Jordan (subsectiunea[L.T.T])
si definitia unei functii de matrice folosind forma canonica Jordan (Definitia[[3]). Aceasta
este ilustrata printr-un exemplu. Sectiunea a doua este dedicata functiilor polinomiale de
matrice, unde este evidentiat rolul polinomului caracteristic si a polinomului minimal in
rezolvarea diferitelor probleme de teoria matricelor. Dupa ce sunt introduse notiunile de
polinom anulator si polinom minimal sunt prezentate cateva proprietati ale acestora, apoi
este introdusa notiunea de functie definita pe spectrul unei matrici. Functiile de matrice
sunt definite si folosind interpolarea Hermite (Definitia [LG), iar exemplele prezentate au
rolul de a aduce clarificari. Definitia functiilor de matrice folosind formula intergrala a
lui Cauchy este prezentata in Sectiunea [[3] iar definitia unei functii de matrice ca se-
rie de puteri este ilustrata in Sectiunea [[.4] si aceste definitii fiind insotite de exemple.
Sectiunea [LH intitulata Echivalenta definitiilor pentru functia de matrice are rolul de
a crea o legatura intre aceste definitii, Teorema prezentand echivalenta definitiilor
pentru functia de matrice. In ultima sectiune este prezentati formula lui Schwerdtfeger
(CI7) si o extindere a acesteia, precum si implementarea in MATHEMATICA a calcu-
lului covariantelor Frobenius si a formulei astfel obtinute. Dintre referinte utilizate la
realizarea acestui capitol mentionam O.L. Chender (Broaina) [13], G.H. Golub, C.F. Van
Loan [22], N.J. Higham [24], R.A. Horn, Ch.R. Johnson [28], [29], [30], P. Lancaster, M.
Tismenetsky [35], R.F. Rinehart [58].

Capitolul 2, Grupurile Lie de matrice. Aplicatia exponentiala este structurat in cinci
sectiuni In care sunt prezentate rezultate referitoare la grupurile Lie de matrice, aplicatia
exponentiala si problema surjectivitatii acesteia. In prima sectiune, intitulata Aplicatia
exponentiald sunt evidentiate rezultate cunoscute referitoare la aplicatia exponentiala
pentru matrice patratice cu elemente reale sau complexe precum si demonstratiile aces-
tora(Lema 2] Lema 2] Lema 23], Lema 24 Lema ). Sectiunea este dedicata
grupului general liniar real GL(n,R). Sunt prezentate, de asemenea, grupul special liniar
SL(n,R), grupul ortogonal O(n), grupul special ortogonal SO(n) si algebrele lor Lie,
evidentiindu-se cateva proprietati ale aplicatiei exponentiale. In Sectiunea [2.3] este definit
grupul special euclidian SE(n) al aplicatiilor afine induse de transformarile ortogonale,
numite si miscari rigide, si algebra Lie corespunzatoare. Grupurile SE(2) si SE(3) joaca
un rol fundamental in robotica, dinamica si in procesul de interpolare a miscarii. In
Sectiunea [Z4] sunt prezentate grupul liniar complex GL(n, C) si subgrupul sau SL(n, C),
grupul unitar U(n) si subgrupul sau SU(n) (Definitia 22)). Toate acestea sunt grupuri
Lie, exista algebrele Lie corespunzatoare si aplicatia exponentiala este bine definita pe

acestea. Ultima sectiune este dedicata problemei surjectivitatii aplicatiei exponentiale,



care este studiata pentru grupurile prezentate in sectiunile anterioare. Teorema [2Z1] Teo-
rema si Teorema ilustreaza problema determinarii imaginii aplicatiei exponentiale
pentru grupurile Lie. Grupurile GL(n,R),n > 2 si SL(n,R),n > 2 nu sunt exponentiale.
In Teoremele 2.4 2.6l 2.7 sunt prezentate si demonstrate rezultatele referitoare la surjec-
tivitatea aplicatiei exponentiale. Dintre referintele utilizate in elaborarea acestui capitol
mentionam D. Andrica si L. Mare [5], D. Andrica, R.-A. Rohan [6], H.L. Lai [34], L. Mare
[38], S. Mondal [42], M. Moskowitz, M. Wiistner [43], M. Nishikawa [44], [45], [46], [47],
[48], [49], S. Radulescu, D. Andrica [57], M. Wiistner [65], [66], [67].

Capitolul 3 este intitulat sugestiv Formule Rodrigues pentru functii de matrice. Me-
tode de determinare a coeficientilor Rodrigues. Acest capitol este structurat in sase
sectiuni. In prima sectiune este introdusa problema Rodrigues pentru functii de matrice
si sunt prezentati coeficientii Rodrigues, precum si o proprietate importanta a acestora:
invarianta lor in raport cu operatia de conjugare a matricelor. In Sectiunea a doua, Metoda
urmei in determinarea coeficientilor Rodrigues este prezentata o noua metoda de a deter-
mina coeficientii Rodrigues, rezultat care are la baza lucrarea D. Andrica, R.-A. Rohan
. In Teorema B prezentam, in cazul in care valorile proprii ale matricii sunt doua
cate doua distincte, o metoda directa de a determina coeficientii Rodrigues generali pen-
tru o functie de matrice reducand problema Rodrigues la sistemul ([B7)). Apoi, Teorema
ne da formulele explicite in termeni de polinoame simetrice fundamentale ale valori-
lor proprii ale matricii. Aceste formule ne permit sa consideram si cazurile degenerate
(situatiile in care valorile proprii au multiplicitati) si sa obtinem formule frumoase pentru
coeficienti. Sectiunea ilustreaza cazurile particulare n = 2, 3,4 pentru care calculele
sunt prezentate efectiv, iar formulele sunt prezentate in forma restransa. In sectiunea [3.4]
sunt prezentate posibilele cazuri degenerate. Sectiunile si sunt dedicate metodei
polinomului de interpolare al lui Hermite si cazului special al aplicatiei exponentiale pen-
tru grupul special ortogonal. Grupul special ortogonal SO(n) are aplicatii importante in
mecanica, matricele din acest grup fiind numite si matrice de rotatie. Dupa prezentarea
cazurilor clasice n = 2,3, s-a calculat formula Rodrigues in cazurile n = 4 si n = 5,
lunandu-se in considerare toate situatiile posibile in fiecare caz. In realizarea calculelor a
fost utilizat programul MATHEMATICA. Referinta principala utilizata in acest capitol
este lucrarea D. Andrica, O.L. Chender (Broaina) [4]. Alte referinte sunt D. Andrica, I.N.
Casu [2], D. Andrica, R.-A. Rohan [7], T. Brocker, T. tom Dieck [12], C. Chevalley [14],
O. Furdui [I7], J. Gallier, D. Xu [19], S. Kida, E. Trimandalawati, S. Ogawa [31], M.-J.
Kim, M.-S. Kim, A. Shin [32], [33], B. Jiitler [36], [37], J.E. Marsden si T.S. Ratiu [41],
F.C. Park, B. Ravani [51], [52], L.I. Piscoran [53], V. Pop, O. Furdui [55], E.J. Putzer
[56], R.-A. Rohan [59], F. Warner [62], R. Vein, P. Dale [63], M. Wiistner [64].

In capitol 4, Transformata Cayley si formule de tip Rodrigues prezentam in prima
sectiune transformata Cayley a grupului SO(n) si aratam ca aceasta aplicatie este bine
definita. Teorema [M.] ne spune ca aplicatia Cayley este bijectiva si este prezentata si

inversa ei. In Sectiunea definim, prin analogie, un tip de transformata Cayley pen-



tru grupul special euclidian SE(n) si prezentam legatura dintre cele doua transformate
Cayley. Sectiunea este dedicata generalizarii acestei notiuni si sunt prezentate cateva
proprietati ale acesteia. Formule de tip Rodrigues pentru transformata Cayley sunt de-
terminate in Sectiunea L4l Pentru grupul SO(n) sunt calculate aceste formule pentru
cazurile particulare n = 2,3, 4, iar in cazul grupului SE(n) sunt tratate cazurile n = 2 si
n = 3. Prezentarea urmareste lucrarea noastra [3]. Dintre referintele utilizate in elabora-
rea acestui capitol mentionam R.-A. Rohan [60].

Lucrarea de fata nu epuizeaza subiectul. Ea aduce un aport in domeniu si deschide
nol orizonturi spre cunoastere.

In elaborarea acestei lucriri m-am bucurat de sprjinul si colaborarea acordate de
specialisti cu calitati exceptionale atat profesionale, cat si umane, carora doresc sa le
multumesc.

Doresc sa-i multumesc conducatorului de doctorat, domnului Prof. Univ. Dr. Andrica
Dorin pentru rabdarea cu care m-a indrumat si m-a sprijinit pe parcursul anilor de studii
doctorale si sa-mi exprim recunostinta si respectul pentru recomandarile si indicatiile de
care am avut parte in scopul elaborararii acestei lucrari.

Sincere multumiri comisiei de indrumare formata din Conf. Univ. Dr. Blaga Paul,
Conf. Univ. Dr. Pintea Cornel si Lect. Univ. Dr. Vacaretu Daniel.

Multumiri speciale membrilor din comisia de sustinere publica a tezei pentru sugestiile
de imbunatatire.

In final, doresc sa multumesc familiei mele pentru sprijinul acordat, pentru incredere
si pentru ca a acceptat toate sacrificiile impuse de implicarea mea in activitatile legate de

pregatirea si elaborarea acestei lucrari.



Capitolul 1
Functii de matrice

Conceptul de functie de matrice joaca un rol important in multe domenii ale mate-
maticii avand numeroase aplicatii in stiinta si inginerie, in special in teoria controlului si
teoria ecuatiilor diferentiale in care exp(tA) are un rol important. Un exemplu este dat

de rezonanta magnetica nucleara descrisa prin ecuatiile lui Solomon
dM/dt = —RM, M (0) = I,

unde M (t) este matricea intensitatilor si R este matricea relaxarii simetrice.

Fiind data o functie scalara f : D — R definim matricea f(A) € M, (C), inlocuind
formal 2 cu A. De exemplu, pentru f(z) = 2=,z # 1, avem f(A) = (A+1)(A—1)"" dacd
1 ¢ 0(A), unde cu o(A) este notata multimea valorilor proprii ale lui A, adica spectrul
lui A.

In mod analog functiile scalare definite de o serie de puteri genereaza functii de matrice.

Daca , , \
f(w)=10g(1+x)=x—%+%—%+...,
atunci
A2 A3 At
f(A)=log(1+A) = A=+ =Tt

Se poate arata ca aceasta serie converge daca si numai daca p(A) < 1, unde p(A) este
raza spectrala a matricei A.

Numeroase serii de puteri au raza de convergenta infinita. De exemplu avem

_1 1t
CosT = —5—1—1—...
si aceasta genereaza functia de matrice
Az At
COSA:I—T—FZ—

Din nou se poate arata ca aceasta are sens pentru orice matrice A € M, (C).

Aceasta abordare directa de a defini o functie de matrice este suficienta pentru o gama



larga de functii, dar nu furnizeaza o definitie generala. De asemenea, nu ofera neaparat
un mod corect de a evalua numeric matricea f(A). In acest capitol vom considera definitii
alternative pentru notiunea de functii de matrice.

In cele sase sectiuni sunt prezentate notiunile si rezultatele fundamentale necesare
in dezvoltarea capitolelor urmatoare. In prima sectiune este prezentata forma canonica
Jordan (subsectiunea [LTT]) si definitia unei functii de matrice folosind forma canonica
Jordan (Definitia [[3]). Sectiunea a doua este dedicata functiilor polinomiale de matrice,
unde este evidentiat rolul polinomului caracteristic si a polinomului minimal in rezolva-
rea diferitelor probleme de teoria matricelor si sunt definite functiile de matrice folosind
interpolarea Hermite (Definitia [[L0]). Definitia functiilor de matrice folosind formula in-
tergrala a lui Cauchy este prezentata in Sectiunea[L3] iar definitia unei functii de matrice
ca serie de puteri este ilustrata in Sectiunea [[L4l Toate aceste definitii sunt insotite de
exemple. Sectiunea are rolul de a crea o legatura intre aceste definitii, Teorema
prezentand echivalenta definitiilor pentru functia de matrice. In ultima sectiune este
prezentata formula lui Schwerdtfeger (IIT) si o extindere a acesteia, precum si imple-
mentarea In MATHEMATICA a calculului covariantelor Frobenius si a formulei astfel
obtinute. Dintre referinte utilizate la realizarea acestui capitol mentionam O.L. Chender
(Broaina) [13], G.H. Golub, C.F. Van Loan [22], N.J. Higham [24], R.A. Horn, Ch.R.
Johnson [2§], [29], [30], P. Lancaster, M. Tismenetsky [35], R.F. Rinchart [58].

1.1 Definitii pentru f(A)

O functie de matrice poate fi definita in diferite moduri, urmatoarele trei fiind cele

mai utile pentru dezvoltarile din aceasta lucrare.

1.1.1 Forma canonica Jordan

Multe probleme care implica o matrice A pot fi usor rezolvate daca matricea este
diagonalizabila. Dar nu orice matrice patratica este diagonalizabila peste C sau peste R.
Totusi, folosind transformarile de similaritate orice matrice patratica poate fi adusa la
o matrice care este "aproape diagonala”, intr-un anumit sens. Aceasta matrice aproape
diagonala este cunoscuta ca forma canonica Jordan si este importanta atat din punct de

vedere teoretic, cat si pentru aplicatiile practice.

Definitia 1.1. Matricea

e 1 0
0 N -

Je(Ai) = o 1 € M,(C) (1.1)
0 0 A



este numita bloc Jordan de dimensiune n; cu valoarea proprie \y. Scalarul Ay, apare de ny,
ori pe diagonala principald si +1 apare de (n, — 1) ori pe superdiagonala. Toate celelalte

elemente sunt 0.

Definitia 1.2. Un vector x diferit de zero este numit vector propriu generalizat de

rang k al lut A asociat cu valoarea proprie A daca avem

(A= ML)z =0, si (A—\L)" 'z # O,.

1.1.2 Definitia unei functii de matrice folosind forma canonica

Jordan

Definitia 1.3. Fie f definita pe o vecindatate a spectrului lui A € M,(C). Daca A are

forma canonica Jordan J, atunci

FIA) = X (D)X = Xdiag(f(Jx (M) X ! (1.2)
unde =
W) fOw) . e
F) = FUO) = fw) (13)
(k)
£

Membrul drept al relatiei (I2) este independent de alegerea lui X si J.

1.2 Functii polinomiale de matrice

Doua polinoame importante sunt asociate cu o matrice patratica: polinomul caracteris-
tic si polinomul minimal. Aceste polinoame joaca un rol deosebit in rezolvarea diferitelor

probleme de teoria matricelor.

Definitia 1.4. Un polinom v este numit polinom anulator al matricei patratice A €
M, (C) daca
W(4) = O, (1.4)

Un polinom anulator 14 care este monic si de grad minim este numit polinomul mina-

mal al lui A.

Polinomul minimal este unic. Din teorema Hamilton-Cayley, polinomul caracteristic
pa este un polinom anulator al lui A, dar acesta nu este in general polinomul minimal al
lui A.

Au loc urmatoarele proprietati simple pe care le prezentam fara demonstratie.



Lema 1.1. Orice polinom anulator al uner matrice este divizibil cu polinomul minimal.

Lema 1.2. Polinomul minimal al blocului Jordan de ordin m cu valoarea proprie \ este

(t— A,

Lema 1.3. Fie A € M,(C) si A1, A, ..., \s valorile proprii distincte ale lui A. Atunci

polinomul minimal al lui A este

v = [T =20 (1.5)

unde n; este dimensiunea celui mai mare bloc Jordan in care apare \;.

Teorema 1.1. [28, p. 86, Theorem 2.4.2] Fie A € M, (C) o matrice patratica si pa(\) =
det(A\l, — A) polinomul ei caracteristic. Atunci pa(A) = O,,.

Orice polinom p cu coeficienti complecsi,
p(t) =ag+ait + ...+ apm_1t™ "+ apt™, apy # 0 (1.6)
determina un polinom de matrice prin simpla inlocuire a lui ¢t cu A in (6
p(A) = apA™ + @y A"+ agd, (1.7)

Mai general, pentru o functie f definita pe un disc deschis care contine spectrul lui A,

putem defini functia de matrice f(A) prin urmatoarea teorema.

Teorema 1.2. [22, p. 505, Theorem 11.2.3] Daca f este definita prin

F6)=>"a;t’
=0

pe un disc deschis ce contine o(A), atunci

FA) =" aA"
=0
Definitia 1.5. Valorile f9(X\;),i =1,...,5,j =0,...,n;—1 sunt numite valorile functici

f si a derivatelor sale pe spectrul lui A. Daca aceste valori exista spunem ca [ este
definita pe spectrul lui A.

Observam ca polinomul minimal 4 ia valoarea zero pe spectrul lui A.

Teorema 1.3. [Z], p. 5, Theorem 1.3] Pentru polinoamele p si q si A € M,(C) avem

p(A) = q(A) daca si numai dacd p si q iau aceleasi valori pe spectrul lui A.

10



1.2.1 Functii de matrice definite folosind interpolarea Hermite

Definitia 1.6. Fie f definita pe spectrul lui A € M,(C). Atunci f(A) = r(A), unde r

este polinomul de interpolare Hermite care satisface conditiile de interpolare
T(])()\Z) = f(j)()\]),l = ]_, e ,S,j = 07 e,y — ].7

unde A1, ..., \s sunt valorile proprii distincte ale lui A cu multiplicitatile ny, ... ng.

Observam ca polinomul 7 depinde de A datorita valorilor functiei f pe spectrul lui A.
Vom mentiona acum doua proprietati importante ale functiilor de matrice discutate
in [35, p. 310, Theorem 1, Theorem 2.

Lema 1.4. [35, p. 310, Theorem 2] Dacd A, B, X € M,(C), unde B= XAX ! si f este

definita pe spectrul lui A, atunci
F(B) = X f(A)X L (1.8)

Lema 1.5. [35, p. 310, Theorem 1] Daca A € M,(C) este o matrice in blocuri pe
diagonala
A = diag(Ay, Ag, ..., As)

unde A1, Ao, ..., Ag sunt matrice patratice, atunci

1.3 Functii de matrice definite folosind formula inte-

grala a lui Cauchy

Formula integrala a lui Cauchy este un rezultat elegant din analiza complexa care
afirma ca in anumite conditii, valoarea unei functii poate fi determinata cu ajutorul unei
integrale. Fiind data o functie f(z) putem determina valoarea f(a) prin

1 [ f(z)
a) = — [ —=dz, 1.10
fla) = o . (1.10)
unde I' este o curba simpla inchisa in jurul lui a si f este analitica pe si in interiorul lui

I'. Aceasta formula se extinde pentru cazul matricelor.

Definitia 1.7. Fie Q C C un domeniu si f : Q — C functie analitica. Fie A € M,(C)
diagonalizabila astfel incat toate valorile proprii ale lui A se afla in Q2. Definim f(A) €
M, (R) prin

f(A) = 2%” /r f(2)(zI, — A)tdz, (1.11)
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unde (21, — A)~! este rezolventa lui A in 2z si T C S este o curbd simpld inchisd in jurul
spectrului o(A), orientatd in sens invers trigonometric.

Calculul integralelor in f(A) este greu de evaluat in special pentru n > 3.

Teorema 1.4. [30, p. 427, Theorem 6.2.28] Fie A € M,(C) o matrice diagonalizabild si

f o functie analitica pe un domeniu care contine valorile proprii ale lui A. Atunci
flA) = X)X,

unde A = XAX™! cu A = diag(\i, Mo, ..., \n) si [ este definitd de formula integrald a
lui Cauchy.

In conluzie teorema de mai sus spune ca f(A) este similara cu matricea f(A).

1.4 Functii de matrice definite ca serii de puteri

Urmatorul rezultat ne perimte sa definim f(A) daca f are o dezvoltare in serie de

puteri.

Teorema 1.5. [22, p. 565, Theorem 11.2.3] Dacad functia f este data de

f(z)= Z cp”

k=0

pe un disc deschis care contine valorile proprii ale lur A, atunci

FA) = c AR,
k=0

1.5 Echivalenta definitiilor pentru functia de matrice

Daca A € M, (C) si f este o functie analitica pe un domeniu care contine spectrul lui
A, am vazut ca sunt trei moduri de a defini matricea f(A).

R.F. Rinehart [58] a aratat ca cele trei definitii sunt echivalente.

Teorema 1.6. Fie A € M,(C). Fie f o functie analitica definitd pe un domeniu care

contine spectrul lui A. Notam cu
1. f7(A) matricea f(A) obtinuta folosind definitia cu forma canonica Jordan;

2. fu(A) matricea f(A) obtinutd folosind definitia cu polinomul de interpolare al lui

Hermite;

3. fc(A) matricea f(A) obtinutd folosind definitia cu formula integrala a lui Cauchy.
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Atunci
F5(A) = fulA) = fo(A). (1.12)

Pentru a demonstra aceasta teorema avem nevoie de cateva rezultate preliminare. Mai

intai vom considera valoarea lui f pe o matrice diagonala.

Lema 1.6. [30, p. 385] Fie A € M,(C) = diag(A1, Ao, ..., \n) si f o functie analitica

definita pe un domeniu care contine spectrul lur A. Atunci

fo(A) = fu(A) = [1(A) = diag(f(A1), - -, f(An))- (1.13)

Apoi se arata ca cele trei definitii interactioneaza cu similaritatile in acelasi mod.

Lema 1.7. [30, p. 412, Theorem 6.2.9(c)] Fie A € M,(C) si f o functie analitica definita

pe un domeniu care contine spectrul lui A. Atunci au loc relatiile

fr(XAX ™Y = Xfr(A)X ! (1.14)
fa(XAX ™) = X fy(A) X! (1.15)
fo(XAX™Y) = X fe(A) X (1.16)

pentru orice matrice nesingulara X € M, (C).

Putem generaliza ideea pentru a evalua functiile de matrice folosind relatia
f(XAX™Y = Xf(A)X~!. Se demonstreazd apoi ca f;(A) = fu(A) = fc(A) cand A
este diagonalizabila [30, p. 407].

Lema 1.8. [30, p. 408] Fie A € M,(C) si e > 0. Atunci exista o matrice A € M,(C)
astfel incat
[Ac = Al <,

unde A. are valorile proprii distincte si prin urmare este diagonalizabila.

Se stabilesc proprietatile de continuitate ale lui fy si fo, pentu a arata ca fg(A) =

fc(A) in cazul nediagonalizabil.

Lema 1.9. [30, p. 396, Theorem 6.1.28] [30, p. 427, Theorem 6.2.28] Fie A € M, (C) si
f o functie analitica definita pe un domeniu care contine spectrul lui A. Atunci functiile

de matrice fy si fo sunt continue in A.

1.6 Formula lui Schwerdtfeger si o extindere a ei

In ultimii ani, a existat un numar considerabil de cercetari in ceea ce priveste functiile
de matrice. Un motiv este dat de faptul ca utilizarea acestora ofera solutii explicite pentru
sistemele liniare de ecuatii diferentiale. De exemplu, solutia ecuatiei y' = Ay cu y(0) =z

este data de y(t) = exp(tA), unde exp(tA) este exponentiala matricei tA definita in
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Sectiunea [[4l Analog, am dori sa gasim o formula explicita pentru cos(tA),sin(tA), si
in general pentru f(tA). Schwerdtfeger a aratat ca pentru orice functie olomorfa f si
pentru orice matrice A € M, (C) are loc formula (LI7)), unde p reprezinta numarul de
valori proprii distincte \; ale lui A, r; este multiplicitatea lui A; si A; sunt covariantele
Frobenius ale lui A. Aici I'; este o curba neteda simpla inchisa in jurul numarului complex
Aj. In aceastd sectiune vom folosi formula (LI7) pentru a obtine formula si pentru
a studia cateva functii de matrice.

Urmarim rezultatele si prezentarea din lucrarea noastra [13].

Functia f definita pe multimea numerelor reale pozitive f : R™ — C, astfel incat f
este integrabila pe [0, 7] pentru orice T > 0, si exista constantele « € R si M > 0 astfel
incat

|f(t)| < Me™ pentru orice t > 0

se numeste marginita superior.
In 1961, Schwerdtfeger (vezi [29]) a ardtat ci pentru orice functie f olomorfs si pentru

orice matrice A € M, (C) are loc relatia

I ri—1
TR SETD SETLIIDIEEPU AT (1.17)
j=1 k=0

unde p reprezinta numarul de valori proprii distincte A; ale lui A, r; este multiplicitatea
lui /\j §1
1 —1 1 tA
Aj=— | (s, —A) ds=— | Lle"]|(s)ds (1.18)
21 T 21 s
J J
sunt covariantele Frobenius ale lui A. Aici I'; este o curba neteda simpla inchisa numai
in jurul lui A; si £ noteaza transformata Laplace.
Pentru a calcula covariantele Frobenius se foloseste inversa generalizata Penrose a unei

matrice.

Teorema 1.7. (Inversa generalizata Penrose) Daca A € M, (C), atunci exista o matrice
unica X € M,(C) care satisface urmatoarele relatii:

(i) AXA = A;

(ii) XAX = X ;

(iii) (AX)* = AX;

(iv) (XA)* = XA,
unde B* este conjugata transpusei lui B.

Matricea X este numitd inversa generalizati a lui 4, si este notata cu A

Teorema 1.8. (Penrose) Daca A € M, (C) si \; € 0(A), atunci
Aj = (F)\jE)\j)T7
unde Ey; = (In — (A = N1 ) (A= N\iL,)"5 si Fy, = (In — (A= N\iL,)"9) (A = A\iL,)"9)T
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Prezentam acum extinderea formulei lui Schwerdtfeger preluata dupa lucrarea noastra
[13].

Teorema 1.9. Fie f: D C C — C o functie olomorfa, unde D este o multime deschisa
si conexd. Daca A € M, (C) astfel incat o(A) C D sit € R*, atunci

ri—1

BYSS % FOEA) (A — N, (1.19)

j=1 k=0

unde cu p1 am notat numarul de valori proprii distincte \; ale lui A, r; este multiplicitatea

lui A\j, si

1 1
Aj = — L, —A)'ds = — [ £[e"(s)d 1.20
1= g (T AN = o [ gl s (1.20)
sunt covariantele Frobenius ale lui A. Aici I'; este o curba neteda simpla inchisa numai

in jurul lui A;.

Demonstratie. Aplicand formula (LI7) pentru matricea tA avem

n Tj—l I 7‘3—1
F(tA) = (tA); Z fk’> () (LA =N =D~ A; Zk'f (EAH(A = NI,
j=1 k=0 j=1 =
unde am folosit proprietatea o(tA) = to(A) si Teorema O

1.6.1 Implementarea in MATHEMATICA

In primul cod este prezentata implementarea in MATHEMATICA a covariantelor
Frobenius pentru o matrice data A definite prin formula (L.I8]) pentru o valoare proprie
Aj € o(A) data.

Al doilea cod ne arata implemantarea in MATHEMATICA a formulei (L19).

Observam ca linia 21 din cod poate fi modificata pentru a utiliza diferite functii olomorfe.
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Capitolul 2

Grupurile Lie de matrice. Aplicatia

exponentiala

Acest capitol este structurat in cinci sectiuni in care sunt prezentate rezultate re-
feritoare la grupurile Lie de matrice, aplicatia exponentiala si problema surjectivitatii
acesteia. In prima sectiune sunt evidentiate rezultate cunoscute referitoare la aplicatia
exponentiala pentru matrice patratice cu elemente reale sau complexe (Lema 2] Lema
22 Lema 23] Lema 24 Lema [Z7]). Sectiunea este dedicata grupului general liniar
real GL(n,R). Sunt prezentate, de asemenea, grupul special liniar SL(n,R), grupul or-
togonal O(n), grupul special ortogonal SO(n) si algebrele lor Lie, evidentiindu-se cateva
proprietati ale aplicatiei exponentiale. In Sectiunea[Z3 este definit grupul special euclidian
SE(n) al aplicatiilor afine induse de transformarile ortogonale, numite si miscari rigide,
si algebra Lie corespunzatoare. In Sectiunea [Z4] sunt prezentate grupul liniar complex
GL(n, C) si subgrupul sau SL(n, C), grupul unitar U(n) si subgrupul sau SU(n) (Definitia
2.2). Ultima sectiune este dedicata problemei surjectivitatii aplicatiei exponentiale, care
este studiata pentru grupurile prezentate in sectiunile anterioare. Teorema 2], Teorema
si Teorema ilustreaza problema determinarii imaginii aplicatiei exponentiale pen-
tru grupurile Lie, iar in Teoremele 2.4] [2.6] 2.7] sunt prezentate si demonstrate rezultatele
referitoare la surjectivitatea aplicatiei exponentiale. Dintre referintele utilizate in elabo-
rarea acestui capitol mentionam D. Andrica si L. Mare [5], D. Andrica, R.-A. Rohan [6],
H.L. Lai [34], L. Mare [38], S. Mondal [42], M. Moskowitz, M. Wiistner [43], M. Nishikawa

[44), [45], [46], [47], [48], [49], S. Radulescu, D. Andrica [57], M. Wiistner [65], [66], [67].

2.1 Aplicatia exponentiala

Fiind data o matrice A = (a;;) € M,(K) unde K = R sau K = C, definim
exponentiala Iui A, notatd cu e, sau exp A, ca fiind matricea definita prin seria for-

mala
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o0
-2 A
|
—o
considerand A° = I,,. Urmatoarea lema arata ca seria din definitia de mai sus este absolut

convergenta.

Lema 2.1. Pentru A = (a;;) € M,(K) unde K = R sau K = C, definim numdrul p =
max {‘a§§)| 1 <4, < n}, unde AP = (ag-))). Atunci au loc inegalitatile ‘a§§)| < (np)?

pentru orice 1 < 4.5 < n. Ca o consecinta, pentru orice indici 1,5, cu 1 < 4,7 < n,
(»)
. a; . v . . . . . .
seria ;io ;J, este absolut convergenta si prin urmare exponentiala matricei A este bine-

definita.

Cu o demonstratie asemanatoare celei din Lema[Z. Il obtinem urmatorul rezultat: Daca

A € M,(C), seria Z;io ;—p!Ap, unde t € R, converge uniform pe orice interval compact.

Mai mult, functia t + e este diferentiabila si are loc relatia

d 1a tA

—e = Ae™.

dt
O proprietate fundamentala a aplicatiei exponentiale arata ca daca Ay, ..., A, sunt valorile
proprii ale matricei A, atunci valorile proprii ale exponentialei e/ sunt e, ... e . Pentru

a demonstra aceasta proprietate avem nevoie de urmatoarele doua rezultate ajutatoare.

Lema 2.2. Fie A,U € M,(K) unde K =R sau K = C. Presupunem cd matricea U este

inversabila. Atunci are loc relatia

1 _
6UAU _ U@AU 1.

Lema 2.3. Fiind data o matrice A € M, (C), ezista o matrice inversabila P si o matrice

superior triunghiulara T astfel incat

A=PT'P

Observatia 2.1. Daca £ este un spatiu hermitian, demonstratia Lemei 2.3 poate fi usor
adaptata pentru a dovedi ca exista o baza ortonormata {us, ..., u,} fata de care matricea
aplicatiei f este superior triunghiulara. Cu alte cuvinte, exista o matrice unitara U si o
matrice superior triunghiulara 7" astfel incat A = UTU !, rezultat cunoscut sub numele
de Lema lui Schur. Utilizand acest rezultat putem ajunge imediat la faptul ca daca A
este o matrice hermitiana, atunci exista o matrice unitara U si o matrice diagonala D cu
elemente reale astfel incat A = UDU".

Lema 2.4. Fie matricea patratica A € M,(C). Daca Ay,...,\, sunt valorile proprii

Moo e sunt valorile proprii ale matricei e

ale acesteia, atunci e Mai mult, daca u
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este un vector propriu al matricei A corespunzator lui \;, atunci u este vector propriu al

matricei e pentru valoarea proprie e. Ca si o consecinta imediatd aratam ca are loc
relatia

det(e?) = e,

unde tr(A) este urma matricei A, adica suma aj; + - - - + ap, a elementelor de pe diago-
nala principala, deci suma valorilor proprii ale Iui A. Rezulta astfel ca matricea e” este

intotdeauna inversabila.

Lema 2.5. Pentru orice matrice A, B € M,(C) care comuta, adica are loc relatia AB =
BA, avem

eMB = eAeB, (2.1)

A —A A+(—=A) _ 0

Folosind Lema [2.41si faptul ca matricele A si —A comuta, avem e“e™" = e =en =

I,,, ceea ce arata ca inversa matricei e este e, adica avem relatia
(eM = (2.2)

Observatia 2.2. 1. Putem demonstra formula ([Z2]) observand ca pentru orice ¢t € R,

avem d
a(etAeftA) _ AetAeftA + etA(_AeftA> — (A o A)etAeftA — On7
tA —t

deci functia g(t) = e"e™
t = 1 in relatia e'e~*4 = I, si obtinem formula (Z.2)).

2. O demonstratie alternativa pentru Lema se obtine astfel. Pentru orice t € R,

4 este constanta pe R, adica avem ¢(t) = g(0) = I,,. Consideram

avelil

d
—e

HA+B) ,~tA,~tB _ (A+ B)et(A+B)€7tAeftB _ (HA+B) g, —tA,~tB
dt

. e15(14H~B)€715AB€7tB _ (A +B— (A + B>>€t(A+B)€7tA67tB _ On7

deoarece rezulta imediat ca daca A si B comuta, atunci matricele A, e/ A*5) si B et si
B, eA*B) comuta.
Rezulta ci functia h(t) = AP t4etB este constanta pe R, deci h(t) = h(0) = I,.
Prin urmare, e et = (e/A+B)) =1 = ¢=t(4+B) §j pentru t = —1 obtinem formula dorita.
3. In cazul in care matricele A si B nu comuta, are loc formula lui Baker-Cambell-
Hausdorft
AgB _ JA+B+3[A B+ 15 [A A B]l+ 15 (BB All+...

e‘e’ = ,

unde [X,Y] = XY — Y X este comutatorul matricelor X si Y.

2.2  Grupul general liniar real GL(n,R)

Multimea matricelor patratice, inversabile, de ordin n, cu elemente reale, formeaza in

raport cu operatia de Inmultire un grup notat GL(n,R). Submultimea formata din acele
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matrice din grupul GL(n, R) care au valoarea determinantului egala cu +1 este un subgrup
al lui GL(n,R), notat SL(n,R). Este usor de verificat ca multimea matricelor patratice
ortogonale, de ordin n, este un subgrup al lui GL(n,R), notat O(n). Submultimea
grupului O(n) formata din acele matrice care au valoarea determinantului egala cu +1
este un subgrup al lui O(n), notat SO(n). Matricele din grupul SO(n) se mai numesc
si matrice de rotatie. Se arata ca multimea matricelor patratice, de ordin n, cu elemente
reale si care au urma nula formeaza un spatiu vectorial impreuna cu operatiile clasice
de adunare si inmultire cu scalari. La fel se poate arata imediat ca multimea matricelor
antisimetrice formeaza un spatiu vectorial.

Grupul GL(n,R) se numeste grupul general liniar real si subgrupul sau SL(n,R) se
numeste grupul special liniar. Grupul O(n) al matricelor ortogonale se numeste gru-
pul ortogonal si subgrupul sau SO(n) se numeste grupul special ortogonal (sau grupul
rotatiilor). Spatiul vectorial al matricelor patratice, de dimensiune n, cu elemente reale si
cu urma nula este notat sl(n, R) si spatiul vectorial al matricelor antisimetrice, patratice,
de dimensiune n este notat so(n).

Notatiile sl(n, R) si so(n) necesita cateva explicatii suplimentare. Grupurile GL(n, R),
SL(n,R), O(n) si SO(n) sunt si grupuri topologice, ceea ce inseamna ca sunt spatii
topologice (vazute ca si subspatii ale lui ]R”Q), iar inmultirea si inversa sunt operatii
continue (de fapt chiar netede). Aceste grupuri sunt grupuri Lie. Spatiile vectoriale reale
sl(n,R) si so(n) sunt algebre Lie. Structura de algebra Lie este data de paranteza Lie,
care In acest caz este comutatorul uzual al matricelor definit prin [A, B] = AB — BA.

De fapt, algebra Lie a unui grup Lie este spatiul tangent la elementul unitate al
grupului privit ca varietate diferentiabila, adica spatiul tuturor vectorilor tangenti la
elementul unitate (in acest caz matricea unitate I,,). Intr-un anume sens, algebra Lie este
o liniarizare a grupului Lie.

In general, fie G un grup Lie cu algebra sa Lie g. Este cunoscut faptul ca aplicatia
exponentiala exp : g — G este definita prin exp(X) = yx (1), unde X € g si yx este sub-
grupul cu un parametru al lui G corespunzator lui X. Reamintim urmatoarele proprietati
ale aplicatiei exponentiale:

1) yz(t) = exp(tX), pentru orice ¢t € R si orice X € g;

2) exp(sX)exp(tX) = exp(s + )X, pentru orice s,t € R si orice X € g;

3)

1)

exp(0) = e, unde e este elementul neutru al grupului G;

exp(—tX) = (exptX)~!, pentru orice ¢ € R si orice X € g;

exp : g — G este o aplicatie neteda care este un difeomorfism local in 0 € g si

5) imaginea exp(g) a aplicatiei exponentiale genereaza componenta conexa G. a
unitatii e € G;
6) daca f : G; — G4 este un morfism de grupuri Lie si f. : L(g1) — L(ga) este

morfismul de algebre Lie indus de f, atunci urmatoarea diagrama este comutativa
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g —— 9%

exp; exp,

G

G

adica avem relatia f o exp; = exp,ofi.

Aplicatia exponentiala permite o parametrizare a elementelor grupului Lie cu obiectele
mai simple ale algebrei Lie. Aplicatia exponentiala pe diverse grupuri Lie are multiple
aplicatii in mecanica [I], prelucrarea imaginilor [I8] si in descrierea altor procese din lumea
reala [19], [20].

Algebra Lie gl(n,R) a grupului GL(n,R) consta in multimea matricelor patratice de
ordinul n, cu elemente reale. Este usor de aratat ca aplicatia exp : gl(n,R) — GL(n,R)
este definita de formula exp(A) = e?. Aceasta este corect definitd deoarece am vazut ci
avem det(e?) = ¢™(4) =£ 0. Mai mult, din proprietatea 6) de mai sus, rezulta ci aplicatiile
exponentiale exp : so(n) — SO(n), exp : sl(n,R) — SL(n,R) si exp : o(n) — O(n) sunt
restrictiile lui exp : gl(n,R) — GL(n,R).

Aplicatia exp : o(n) — O(n) este corect definita deoarece din proprietatea

exp A = ‘exp A, rezultd imediat cd avem
lexpA)exp A = (exp "A)exp A =exp('A+ A) =expO,, = I,,

adica exp A este o matrice de rotatie daca A este o matrice antisimetrica.

r(4) = 1, deoarece

In plus, pentru aplicatia exp : s0(n) — SO(n) avem detexp A = e
elementele de pe diagonala principala ale lui A sunt toate nule, deci tr(A) = 0.
Pentru aplicatia exponentiala exp : sl(n,R) — SL(n,R), evident avem detexp A =

(4) = 1, deoarece din nou tr(A) = 0.

e
Referintele utilizate in prezentarea grupurilor de matrice sunt A. Baker [10], M.L.

Curtis [15], F.R. Gantmacher [21].

2.3 Grupul special euclidian SE(n)

In aceasti sectiune prezentam grupul SE(n) al aplicatiilor afine induse de trans-
formarile ortogonale, numite si miscari rigide, si algebra Lie corespunzatoare. Grupurile
SE(2) si SE(3) joaca un rol fundamental in robotica, dinamica si in procesul de interpolare
a miscarii.

Mai intai reamintim metoda uzuala de reprezentare a aplicatiilor afine ale spatiului

R™ in termeni dati de matrice patratice de dimensiune n + 1.

Definitia 2.1. Multimea aplicatiilor afine p ale spatiului R™, definite prin p(X) = RX+U,

unde R este o matrice de rotatie, adica R € SO(n) si U este un vector din R™, formeaza
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un grup in raport cu operatia de compunere, numit grupul izometriilor afine directe
(sau miscari rigide) sau grupul special Euclidian. Acesta se noteaza cu SE(n).

Fiecare miscare rigida poate fi reprezentata de o matrice patratica de dimensiune n+1
R U
0 1)
p(X)Y (R U\ (X
1) \o 1/\1)’

daca si numai daca p(X) = RX + U.

Spatiul vectorial al matricelor patratice de ordinul n + 1, cu valori reale, descompuse

P CRAY
0 0

unde €2 este o matrice antisimetrica si U este un vector din spatiul R” se noteaza cu se(n).

descompusa 1n blocuri de forma

adica avem

n blocuri de forma

Grupul SE(n) este un grup Lie, iar algebra sa Lie corespunzatoare este se(n).
Vom arata ca aplicatia exponentiala exp : se(n) — SE(n) este corect definita. Mai

mtai demonstram urmatoarea lema.

Lema 2.6. Fiind data o matrice patratica de ordinul n+ 1, definita in blocur: de forma

QU
A= :
0 0
unde ) este o matrice antisimetrica si U este un vector din spatiul R", are loc relatia

AF = (Qk leU) , (2.3)

0 0
unde Q° = I,,.
Ca o consecinta avem
exp A — (exgﬂ V1U> | (2.4)
unde . )
V=I,+)_ ﬁ@k = /0 exp tQdt (2.5)

k=1

2.4 Grupurile GL(n,C), SL(n,C), U(n) si SU(n)

Multimea matricelor patratice, de ordinul n, cu elemente complexe si inversabile for-

meaza un grup in raport cu multiplicarea, notat cu GL(n,C). Submultimea acestuia
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formata din acele matrice a caror determinant are valoarea +1 este un subgrup al lui
GL(n,C), notat cu SL(n,C). Este usor de verificat ca submultimea matricelor unitare,
adica a celor care verifica relatia A 'A = I,,, unde A este conjugata matricei A, formeaza un
subgrup notat cu U(n). Submultimea grupului U(n) care contine matricele cu valoarea
determinantului egala cu +1 este un subgrup al lui U(n), notat cu SU(n). Putem verifica
faptul ca multimea matricelor patratice, de ordinul n, cu elemente complexe si care au
urma nula formeaza un spatiu vectorial real impreuna cu operatia de adunare si multi-
plicarea cu scalari reali. Similar, avem aceeasi proprietate pentru matricele hermitiene

simetrice si pentru matricele hermitiene simetrice cu urma nula.

Definitia 2.2. Grupul GL(n,C) se numeste grupul general liniar complex si su-
bgrupul sau SL(n,C) se numeste grupul special liniar complex. Grupul matricelor
unitare U(n) se numeste grupul unitar si subgrupul sau SU(n) se numeste grupul
special unitar.

Spatiul vectorial real al matricelor patratice, de dimensiune n, cu elemente complexe
care au urma nula se noteaza cu sl(n,C), spatiul matricelor hermitiene antisimetrice se
noteaza cu u(n) si spatiul vectorial real definit de intersectia u(n)Nsl(n, C) se noteaza cu

su(n).

Observatia 2.3. 1. La fel ca si in cazul real, grupurile GL(n,C), SL(n,C), U(n) si
SU(n) sunt grupuri topologice (vizute ca si subspatii ale lui R?""), de fapt varietéti reale
netede. Ele poseda o structura de grup Lie. Spatiile vectoriale reale sl(n, C), u(n) si su(n)
sunt algebrele Lie asociate grupurilor SL(n, C), U(n) si SU(n). Structura de algebra Lie

este data de paranteza Lie, care este definita prin comutatorul uzual al matricelor
[A, B] = AB — BA.

2. Este de asemenea posibil sa definim grupuri Lie complexe, ceea ce inseamna ca sunt
grupuri topologice si varietati complexe netede. Se demonstreaza ca grupurile GL(n, C)
si SL(n,C) sunt varietati complexe in timp ce grupurile U(n) si SU(n) nu au aceasta
proprietate.

Proprietatile aplicatiei exponentiale joaca un rol important in studiul grupurilor
Lie complexe. Ca si in cazul real, aplicatiile exponentiale pentru aceste grupuri, sunt
restrictiile aplicatiei standard exp : gl(n,C) — GL(n,C), discutata in Sectiunea 2]
unde gl(n,C) = M, (C).

Deoarece avem det(exp A) = %4

, rezulta ca aplicatia exp : sl(n, C) — SL(n, C) este
corect definita.

Dacia A € M,(C), notam pentru simplitate A* = A. S& ardtam acum ci aplicatia
exp : u(n) — U(n) este corect definita. Din relatia (exp A)* = exp A*, daca A € u(n),
avem

(exp A)* = exp A* = exp(—A),

deci obtinem
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(exp A)*(exp A) = exp(—A)exp A =exp(—A+ A) = I,,,

adica exp A € U(n).
Este evident faptul ca aplicatia exp : su(n) — SU(n) este bine definita.

o

2.5 Problema surjectivitatii aplicatiei exponentiale

Din proprietatea 5) din Sectiunea 22 a aplicatiei exponentiale a unui grup Lie rezulta
ca urmatoarele doua probleme sunt de o importanta deosebita.

Problema 1. Sa se gaseasca conditiile pentru grupul Lie G astfel incat aplicatia
exponentiala este surjectivd.

Problema 2. In cazul in care nu este surjectivd, si se determine imaginea EG) =
exp(g).

J. Dixmier a pus prima oara problema determinarii imaginii aplicatiei exponentiale
pentru grupurile Lie rezolubile care sunt simplu conexe. Numai in cateva situatii speciale
avem G = E(G), iar grupurile cu aceasta proprietate se numesc grupuri Lie exponentiale.
O monografie dedicata grupurilor Lie exponetiale este [64]. Grupurile Lie compacte si
conexe sunt exponentiale [12]. Aceeasi proprietate o au si multe din grupurile Lie de rang
1 care au centrul liber si sunt simplu conexe [11], [25]. Problema este foarte complicata
in cazul grupurilor semisimple de rang > 2 si in cazul grupurilor mixte.

Aceste probleme prezinta un interes special fiind studiate de mai multi autori, dintre
care mentionam N.J. Higham [23], K.H. Hofmann, A. Mukhergea [26], K.H. Hofmann,
W.A.F. Rupert [27], M. Wiistner [65], [66].

In aceasti sectiune vom discuta aceste probleme pentru grupurile de matrice trecute

In revista in sectiunile precedente.

2.5.1 Grupul GL(n,R),n > 2, nu este exponential

Pentru X € M,(R) = gl(n,R) rezulta ca trX € R si deci det(exp(X)) > 0. Prin
urmare, exp : gl(n,R) — GL*(n,R), unde GL*(n,R) este subgrupul lui GL(n, R) definit
de matricele nesingulare cu determinantul strict pozitiv. Prin urmare, avem incluziunea
exp(M,(R)) € GL*(n,R). Acest fapt este normal daca tinem cont de proprietatea 4) a
aplicatiei exponentiale in general, mentionata in Sectiunea Deci GL(n,R) nu este
exponential.

Pentru n = 1 avem identificarile exp(M;(R)) = R si GL*(1,R) = (0, +00), deci in
acest caz exp : R — (0,400) este surjectiva.

Determinarea multimii £(GL(n,R)) este interesanta daca n > 2.

Rezultatul care rezolva complet aceasta problema a fost obtinut initial de M. Nishikawa

in [44], pornind de la lucrarea [50], si redemonstrat independent de D. Andrica si L. Mare

5.
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Teorema 2.1. Se considera matricea A € GLT(n,R),n > 2. Atunci A € E(GL(n,R))
daca st numai daca blocurile corespunzatoare valorilor proprii negative din descompunerea
sa Jordan apar cu multiplicitate para.

De exemplu, pentru matricea

avem A € GL*(2,R), dar A ¢ E(GL(2,R)).
O alta caracterizare pentru multimea E(GL(n,R)) este continuta in urmatorul rezul-
tat (a se vedea lucrarile [39] si [40]).

Teorema 2.2. Avem A € E(GL(n,R)) dacd si numai dacd ecuatia X*> = A are solutii

in GL(n,R).

2.5.2 Grupul SL(n,R),n > 2, nu este exponential

Grupul SL(n, R) este conex, dar nu este compact. Vom arata ca aplicatia exponentiala
exp : sl(2,R) — SL(2,R) nu este surjectiva. Daca

b
X = (a ) e sl(2,R),
cC —a

X% = (a*+ be) [y = — det(X) L.

atunci se observa ca

Cand a? + bec = 0 avem XP? = O, pentru orice p > 2, deci
expX =1, + X.

Daci a® + be < 0, fie w > 0 astfel incat w? = —(a® + be). Atunci

exp X = (cosw)ly + X
Daca a? + be > 0, fie w = va? + be. Atunci
shw

exp X = (chw)ly + —X.
w
Aceasta functie de matrice nu este surjectiva. intr-adevér, avem tr(exp X ) = 2cosw daca

a’ +be < 0, tr(exp X) = 2chw dacd a® + be > 0 si tr(exp X) = 2 daca a® + be = 0.

Prin urmare, pentru orice matrice cu urma nula are loc relatia

tr(exp X) > —2,
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deci orice matrice A cu determinantul egal cu 1 si a carui urma are valoarea mai mica
decat —2 nu este exponentiala unei matrice X cu urma nula.

Un rezultat de forma celui din Teorema are loc si pentru grupul SL(n,R) (a se

vedea [39]).

Teorema 2.3. Avem A € E(SL(n,R)) dacd si numai dacd ecuatia X* = A are soluti
in SL(n,R).

2.5.3 Grupul SO(n) este exponential

Aceasta proprietate rezulta din faptul ca SO(n) este compact si conex (a se vedea

[12], [59]). Prezentam in continuare o demonstratie elementara.

Teorema 2.4. Grupul special ortogonal SO(n) este exponential.

Pentru orice matrice patratica antisimetrica, de ordinul 3, cu elemente reale

0 —c b
A= ¢ 0 —-al,
-b a 0

consideram numarul 6 = v/a? + b? + ¢? si matricea

a’> ab ac
B=1\|ab b* bc
ac bc

Are loc urmatorul rezultat cunoscut sub numele de formula lui Rodrigues(1840).

Teorema 2.5. Cu notatiile de mai sus, aplicatia exponentiald exp : s0(3) — SO(3) este

data de 0 . p
exp A = (cos)I3 + T A (1 = cos )

7 7 B.

Echivalent, putem scrie formula sub forma

in 6 1 —cosf
e:><pA:]3+SH9l A+( 0(;08)

AQ

daca 0 # 0.

Surjectivitatea exponentialei pe grupul SO(n) este o proprietate importanta care im-
plica existenta unei functii inverse locale, notata In, In : SO(n) — so(n) care are aplicatii
interesante. In lucrarea lui J.Gallier, D.Xu [I9] este mentionat ci functiile exp si In pen-
tru grupul SO(n) pot fi folosite in interpolarea miscarii (vezi M.-J. Kim, M.-S. Shin [32],
[33] si F.C. Park, B. Ravani [51],[52]). Interpolarea miscarii si miscarile rationale au fost
studiate si de B. Jiittler [36], [37]. De asemenea, surjectivitatea aplicatiei exponentiale a

grupului SO(n) ne da posibilitatea sa descriem rotatiile spatiului Euclidean R™ (vezi R.-

25



A. Rohan [59]). Conexiunea cu geometria diferentiala necomutativa este data de lucrarea
lui L.I. Piscoran [53].

2.5.4 Grupul SE(n),n > 2, este exponential

Teorema 2.6. Aplicatia exponentiald exp : se(n) — SE(n) este surjectiva.

In cazul n = 3, fiind data o matrice antisimetrica

0 —c b
Q=1¢c 0 —al,
—b a O
fie 0 = va? + b? + 2. Este usor sa aratam ca daca 6 = 0, atunci

Is U
A= .
xp (0 1)

Daca 6 # 0, folosind faptul ca Q3 = —62Q, obtinem

sin @ 1 —cost
O=1I Q 0?
exp 3+ 6 -+ 82
s
VeIt 1—COSQQ+¢9—SIHQQQ'

62 63

2.5.5 Grupurile U(n) si SU(n) sunt exponentiale

Teorema 2.7. Aplicatiile exponentiale
exp : u(n) — U(n) si exp : su(n) — SU(n)

sunt surjective.
Urmatorul rezultat arata ca orice matrice hermitiana pozitiv definita A este de forma

exp B, unde B este o matrice hermitiana determinata in mod unic.

Teorema 2.8. Pentru orice matrice hermitiana B, matricea exp B este o matrice hermi-
tiana pozitiv definita. Pentru orice matrice hermitiana pozitiv definita A, existd o matrice

hermitiana unic determinata de B astfel incat are loc relatia A = exp B.
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Capitolul 3

Formule Rodrigues pentru functii de
matrice. Metode de determinare a

coeficientilor Rodrigues

Acest capitol este structurat in sase sectiuni. In prima sectiune este introdusa pro-
blema Rodrigues pentru functii de matrice si sunt prezentati coeficientii Rodrigues. In
Teorema 3.1 prezentam, in cazul in care valorile proprii ale matricii sunt doua cate doua
distincte, o metoda directa de a determina coeficientii Rodrigues generali reducand pro-
blema Rodrigues la sistemul (8.7]). Apoi, TeoremaB.2ne da formulele explicite in termeni
de polinoame simetrice fundamentale ale valorilor proprii ale matricii. Aceste formule ne
permit sa consideram si cazurile degenerate (situatiile in care valorile proprii au multipli-
citati) si sa obtinem formule frumoase pentru coeficienti. Sectiunea [B.3]ilustreaza cazurile
particulare n = 2, 3,4 pentru care calculele sunt prezentate efectiv, iar formulele sunt pre-
zentate in forma restransi. In sectiunea 3.4 sunt prezentate posibilele cazuri degenerate.
Sectiunile si sunt dedicate metodei polinomului de interpolare al lui Hermite si
cazului special al aplicatiei exponentiale pentru grupul SO(n). Sunt prezentate cazurile
clasice n = 2,3, dar si cazurile n = 4 si n = 5. In realizarea calculelor a fost utilizat
programul MATHEMATICA. Referinta principala utilizata in acest capitol este lucrarea
D. Andrica, O.L. Chender (Broaina) [4]. Alte referinte sunt D. Andrica, I.N. Casu [2],
D. Andrica, R.-A. Rohan [7], T. Brocker, T. tom Dieck [12], C. Chevalley [14], O. Furdui
[17], J. Gallier, D. Xu [19], S. Kida, E. Trimandalawati, S. Ogawa [31], M.-J. Kim, M.-S.
Kim, A. Shin [32], [33], B. Jiitler [36], [37], J.E. Marsden si T.S. Ratiu [41], F.C. Park, B.
Ravani [51], [52], L.I. Piscoran [53], V. Pop, O. Furdui [55], E.J. Putzer [56], R.-A. Rohan
[59], F. Warner [62], R. Vein, P. Dale [63], M. Wiistner [64].

3.1 Problema Rodrigues pentru functii de matrice

Am vazut ca aplicatia exponentiala exp : gl(n,R) = M,,(R) — GL(n,R) este definita
prin (vezi C. Chevalley [14], J.E. Marsden si T.S. Ratiu [41], sau F. Warner [62])
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C Ly
exp(X Z k_ (3.1)
k=0

Aplicand bine-cunoscuta teorems Hamilton-Cayley, rezulta ca fiecare putere X*, k >

n, este o combinatie liniarad de X% X' ... X"~ deci putem scrie
n—1
exp(X) =Y ar(X)X", (3.2)
k=0
unde coeficientii reali ag(X), ..., a,_1(X) sunt unic definiti si depind de matricea X. Din

aceasta formula rezulta ca exp(X) este un polinom de X cu coeficientii functii de X.
Problema de a gasi o formula potrivita pentru exp(X) se reduce la problema determinarii
coeficientilor ag(X), ..., a,-1(X). Vom numi aceasta problema generala problema Rodri-
gues, iar numerele ag(X), ..., a,_1(X) coeficientii Rodrigues ai aplicatiei exponentiale in
raport cu matricea X € M,(R).

Originea acestei probleme este formula clasica a lui Rodriques obtinuta in 1840 pentru

grupul special ortogonal SO(3):

in 6 1 —cosd
exp(X) = I + sinf cos X2,
0 62
unde v/20 = ||X|| si am notat cu || X| norma Frobenius a matricii X (a se vedea Te-

orema [2.5). Sunt numeroase argumente care evidentiaza importanta acestei formule si
vom mentiona aici doar urméatoarele doua: studiul rotatiilor corpurilor rigide in R? si
parametrizarea rotatiilor in R?.

Ideea generala de a construi functii de matrice generalizand aplicatia exponentiala este
sa consideram o functie analitica f(z) = o + 12 + -+ - + @, 2™ + - - -, astfel incat seriile
induse f (X) =apl,+a; X+ -4, X"+ - - sunt convergente intr-o submultime deschisa
a lui M,(R). Apoi, utilizand bine-cunoscuta teorema Hamilton-Cayley-Frobenius putem

scrie o forma redusa a matricei f(X):

)= "o (x)x*. (3.3)

Relatia anterioara o numim formula Rodrigues corespunzatoare lui f Numerele
a(()f) (X),... ,a;f_)l(X) sunt coeficientii Rodrigues ai aplicatiei f a matricei X € M, (R).
Evident, coeficientii reali a(()f ) (X),... ,agﬁ 1(X) sunt unic definiti, ei depind de matricea
X, iar f(X) este un polinom in X.

O proprietate importanta a coeficientilor Rodrigues este invarianta lor in raport cu

operatia de conjugare a matricelor si avem

Propozitia 3.1. Pentru orice matrice inversabila U au loc urmatoarele relatii

dNUxu™ =d(X) k=0,... n—1 (3.4)
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3.2 Metoda urmei in determinarea coeficientilor Ro-

drigues

In aceastd sectiune vom prezenta o metodd noui de a determina coeficientii Rodrigues
generali al/ ) (X),... alf) (X) dati de relatia (B:3]). Urmarind lucrarea [7], ideea de lucru

) n—1

consta in a reduce relatia (8:3) la un sistem liniar cu necunoscutele a(()f (X ) aflf_) (X).
Aplicatii concrete in obtinerea formulei Rodrigues pentru grupul Lorentz au fost date in
lucrarea [§].

In acest sens vom Inmulti succesiv ambii membrii ai relatiei (3:3]) cu matricea X7,

j =0,...,n—1 si obtinem relatiile
n—1
=Y )X j=0,....n—1, (3.5)
k=0
unde pentru simplitate am notat a(f ) = ak (X ), k=0,...,n—1. Aplicand urma matricei

in ambii membrii ai relatiei (B.5) obtinem sistemul liniar

Ztr (X o)) = tr(XIf(X)), 7=0,...,n—1, (3.6)

unde coeficientii sunt functii de matricea X. Presupunem ca Aq,...,\, sunt valorile
proprii ale matricei X. Atunci, este cunoscut faptul ca matricea X**7 are valorile proprii
ANt N i matricea X7 f(X) are valorile proprii M f(Ar),..., M f(\,) (a se vedea
[29]).

Prin urmare, functia f; : C — C, f;(z) = 27 f(z) este analitica, deci valorile proprii
ale matricii f;(X) sunt f;(A\1),..., f;(A\n) st avem f;(As) = M f(A),s=1,...,n

Astfel, sistemul ([B3.0]) este echivalent cu sistemul

n—1 n n
Z(ZA’;ﬂ) af) =3 NF(A).j=0,....n— L (3.7)
s=1

k=0 \s=1
Din sistemul (B.7)) obtinem rezultatul urmator referitor la solutia problemei Rodrigues

generale pentru functia f (a se vedea [4]).

Teorema 3.1. 1) Coeficientii Rodrigues din formula (33) sunt solutii ale sistemului

(37).

2) Daca valorile proprii Ay, ..., A\, ale matricii X sunt doud cate doud distincte, atunci
coeficientii Rodrigues a(()f) (X),..., flf)l(X) sunt perfect determinati de sistemul (3.7) si
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sunt dati de formulele

IR /ACYRUNP

J(x) = k=0 ~1 3.8

ak( ) Vn(A17--~7ATL)’ I 1 9 ()
unde V,, (\1,...,\,) este determinantul Vandermonde de ordin n si Vn(f;)(Al,...,)\n)
este determinantul de ordin n obtinut din V, (A1,...,\,) inlocuind linia k + 1 cu
f(/\1>7 ) f()\n)

3) Daca valorile proprii Ay, . .., N, ale matricei X sunt doud cate doua distincte, atunci
coeficientii Rodrigues aéf) (X),... ,aif_)l(X) sunt combinatii liniare de f(M\),..., f(An)
avand coeficientit functit rationale de Ay, ..., \, adica avem:

VX)) =07 (X)) F(A B (X)f (M) ke =0 ~1 3.9
ap (X) =0 (X)f(M) + -+ 0,7 (X) f (M), k=0, m =1, (3.9)

unde bV 0 € QAL Al

Dezvoltand determinantul V(],?()\l, .oy An) din B 2) dupa linia k + 1 rezulta:

n,

1 — : ~
alf(X) = o S DLV (M A A ), (3.10)
n j=1

unde LV, _1(Aq,. .. ,)/\;‘, . .s M) f(A;) este determinantul Vandermonde (k + 1)-lacunar in
variabilele Aq, ..., /\Aj, ..y A, adica determinantul obtinut din Vj, (Ay,...,\,) eliminand

linia k£ 4 1 si coloana j. Aplicand bine-cunoscuta formula (vezi referinta [63])

~ ~ o~

Lvn_1<)\1, o eey )‘ja ey )\n) = Sn—k—l()\la e ,)\j, e ,)\n)Vn_l()\l, ceey >\j7 ceey >\n>7

unde s; este polinomul simetric de ordin [ in n — 1 variabile A,...,A;,... A, unde A;
lipseste, obtinem urmatorul rezultat care rezolva complet problema generala in cazul in

care valorile proprii Aq,..., A\, ale matricii X sunt doua cate doua distincte.

Teorema 3.2. Pentru orice k =0,...,n — 1,au loc urmatoarele relatii

g R A0 VIUUEED VISR W PR 0 VISURED VIS W
algf)(X):Z(_l)k-‘rj-i-l 1( 1 J V()\l>k)\1<)1 J )f()\])’ (311)

Jj=1

unde am notat cu s; polinomul simetric de ordin | si notatia \; inseamna ca in determi-

nantul Vandermonde V,_1 nu apare variabila \;.

3.3 Cazurile particulare n =2,3,4

Evident, cand X = O,, avem f(X) = apl, si in acest caz a{)(X) = ag,a{"(X) =
=L (X) =0,
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In aceasta sectiune presupunem ca valorile proprii Ay, ..., A, ale matricii X sunt doua

cate doua distincte. Urmarim prezentarea din lucrarea [4].

3.3.1 Cazul n =2

Formula Rodrigues generala

_ Ao

A 1 1
0= (2 :

b Alf()\2))]2+ (_AQ - >\1f(/\1) + N n

f(A)

FOL))X. (3.12)

Aceasta formula apare in [55], Theorem 4.7, page 194] si in lucrarea [17].

3.3.2 Cazul n=3

Formula Rodrigues generala corespunzatoare

P A2y Mg A
f(X> = (()\2 _ )\1)(/\3 — /\1)f<)\1)_(>\2 —_ )\1)<)\3 _ )\Q)f()\2>+</\3 — /\1>(/\3 _ /\2)f()\3))]3+
A2 + A3 Az + A A+ A
= (A2 = A1)(A3 — Al)f()\l) " (A2 = A1)(As — Az)f()\2> (s —M)(hs — >\2)f()\3))X+
1 1 1 )
e s WAL W v T W W EA R v T W w A
3.3.3 Cazuln=14
A2 A3y A1 A3y
R P W [/ w15 Yy KA Rl vy v s vy v vy A B
A1 A2y A1 A2 \3
(A3 = A1) (A3 = A)(A\g — Ag)f()\g) a (A1 — A1) (A — A2) (Mg — A3) f(A),
agf)(X) _ A2z + Aoy + Ay f(/\l) i A3+ M A+ Az f(/\Q)—

(A2 = A (A3 = Ap) (A — Ar) (A2 = An)(Az — A2) (Mg — Ag)

A + A Az + Aa)s
(As = A)(Aa = A2) (Mg — A3)

AAs + AN A+ Ay
(A3 = A1) (A3 — A2) (Mg — A3)

f(As) + F(\),

A2+ A3+ M\
(A2 = A1) (A3 — M) (Mg — \p)

AL+ A3+ Ay

o (X) = (A2 — A1) (A3 — X2) (M — Ag)

f(\) — J(A2)+

AL+ A+ Ny
(A3 = A1) (A3 = A2)(As — A3)

A+ A+ A3
(A= A1) (A1 = A2) (Mg — A3)

f(As) —

f()‘4>7
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1 1
(A2 = A (A3 = Ap) (A — Al)f(/\l) - (A2 = A1) (Az = A2) (Mg — Ag)

1 1
(As = A1)(As = A2) (Mg — /\3>f()\3) " (A= AD)(A1 = A2) (A = As)

si formula Rodrigues generala corespunzatoare, dar nu o vom scrie explicit aici din motive

af (X) = - Fha)—

f(Aa),

de spatiu.

3.4 Cazurile degenerate n = 2,3, 4

In aceasta sectiune vom arata cum obtinem coeficientii Rodrigues generali cand valorile
proprii Ay, ---, A, ale matricii X nu sunt distincte, in cazurile n = 2,3,4. Urmarim

prezentarea din lucrarea noastra [4].

3.4.1 Cazul n=2

Presupunem ca A\; = Ay. Atunci coeficientii Rodrigues generali corespunzatori pot
fi obtinuti din formulele din subsectiunea B.3.1] unde facem Ay — ;. Folosind formula

derivatei unui determinat functional obtinem

ag! (X) = ‘f()\/\;) f,(f\l) = (A1) = Af' (M)
Moo= Y e,
FEO= 0 pow| 7T

Aceasta formula apare in [55], Theorem 4.8, page 194] si in lucrarea [17].

3.4.2 Cazul n=3

In acest caz avem de studiat urmatoarele doua posibilitati, daca nu consideram per-

mutarile valorilor proprii Ai, Ao, As.

Cazul )\1 = /\2 7é /\3

Coeficientii Rodrigues generali corespunzatori pot fi obtinuti din formulele din
subsectiunea [3.3.2] pentru Ay — ;. Folosind din nou formula derivatei unui determi-
nat functional obtinem

B A2 —2M\ A3

a(X) = G )

R
A3 — A\

f'(An) +
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Do 2N A 2\
) B 1 1 , 1

Cazul )\1 = )\2 = /\3

Utilizam formulele din Cazul B.4.2] pentru A3 — A\; si obtinem

A (X) = FO) = M F ) + 527700, 0 (X) = FO) = MO, o (X) = 2 7700)

si formula Rodrigues corespunzatoare.

3.4.3 Cazuln=14

In acest caz avem de studiat urmatoarele patru posibilitati, fara a considera per-

mutarile valorilor proprii Ai, Ag, A3, A\4.

Cazul )\1 = )\2 7£ )\3 7é )\4

Coeficientii Rodrigues generali pot fi obtinuti din formulele din subsectiunea [3.3.3]

pentru Ay — A; si utilizand formula derivatei unui determinant functional. Rezulta

succesiv
00 = B 0 = G =
e G B sver rrerm L)
agf)(X) _ (B (A3 + A1) — 2002 + A3\ + AF)) FOu) + AsAs + A (A3 + )‘4)f’(>\1)

(A3 = A1) (A = A)? (A3 = A1) (Mg — )

At(Ar + 2M9)

_<)\3 M2 0w — )\3)f()\3) +

A1 (A1 + 2X3)
(As = A2 (A = A3)

f(Ad),

) _ 3AT = A3 — A — A (M +A3+N)
= (A = A1) (M — )‘1)24f()\1) B (A3 — A1) (A\g — )\1)f )
2)\1 + /\4 2A1 _|_ )\3
+()\3 — A1)* (A — )\3)f(/\3) OV /\3)f<)‘4);
A (X) = e ) + 1 ()

(A3 = A2 (A= A1) (A3 = A1) (Mg — Ap)
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1 1

_<)\4 _ )\3)()\3 _ )\1)2f()\3> + (/\4 _ /\3)(}\4 B )\1)2f<)\4)
Cazul )\1 = )\2 = )\3 7é )\4
Utilizam formulele din cazul pentru A3 — A; si obtinem
) AN+ (A= N)? MAL(2A — N\g) N, A3
e e Ve W KA A Ve WA AL eves W KA WA
) —3)\? —2X2 — 20\ A\ + AT, MM +2)\y) L, 3\?
a (X)) =52 A11)3M1) 1(A4 )2 )= 20u = ) M —31)3f(A4)’
(f) B 3\ 31 , 2+ N, B 3\
W= M T M e T T e
(f) __ —1 _ 1 ' - 1 " 1
as (X) - ()\4 _ >\1)3f()‘1) ()\4 _ )\I)Qf ()‘1) 2()\4 - )\l)f (Al) + ()\4 _ )\1>3f()\4)

Cazul )\1 = )\2 = )\3 = )\4

Utilizam formulele obtinute in cazul anterior pentru Ay — A; si obtinem

3
) (X) = 2£0n) — 2017 (n) 4 X" O) = 577 (),
a7 (X) = 21'(0) = 228" () + A" (),

o (X) = f"(\) = A" (M),

) (X) = 21" (0).

Cazul )\1 = )\2, )\3 = )\4 §l )\2 % )\4

Coeficientii Rodrigues generali pot fi obtinuti din formulele din cazul B.4.3] pentru
Ay — Az. Obtinem

_ A3 )
@ (X) = =5 f )

A2(A; — 3)y)
(Az —A)?

A A3
!
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) 61 A3 A3(2A1 + A3) 61 A3 A (A1 +2X3) ,
o’ (X) == D — )\l)3f()\1) Wf (/M)‘mf()\:a) Wf (A3),
() —3(A+A3) A 2N, 3(A1 + A3) 20 + A5,
@' (X) (&—AQS“M'_Qy—MPf“Q (&—Aﬁj“g_c@—aﬁf“%
) B 2 1 , 2 1 ,
a5(X) = G/ + oo O~ T O+ )

3.5 Metoda polinomului de interpolare al lui Hermite

Presupunem ca functia f este definita pe spectrul matricei X € M, (C). Tinand seama
de Teorema avem f(X) = r(X), unde r este polinomul de interpolare Hermite care

satisface conditiile
rO\) = f9N),i=1,...,55=0,...,n—1

unde Aq,..., s sunt valorile proprii distincte ale lui X cu multiplicitatile nq,...,n, si
ny+---+n, =n.

In acest caz coeficientii Rodrigues a(()f ) (X),... o) (X) ai aplicatiei f pentru matricea
X sunt coeficientii polinomului Hermite definit de conditiile de interpolare de mai sus.
Acesta este definit de

rt) =) [(Z S8 () (¢ W’) [I¢- w] (3.13)

il
i=1 j=0 J: i

unde @;(t) = f(t)/ [Tt — A\j)™.
J#
Daca valorile proprii ale matricei X sunt doua cate doua distincte, atunci polinomul

Hermite r se reduce la polinomul de interpolare al lui Lagrange cu conditiile r()\;) =
f()\l),Z: 1,...,n,

r(t) =3 FL(), (3.14)

1;(t) = _i=1,...,n. (3.15)
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3.5.1 Complexitatea problemei Rodrigues

Determinarea formei algebrice a polinomului Hermite dat de (BI3]) este o pro-
blema echivalenta cu problema determinarii coeficientilor Rodrigues ai aplicatiei f cand
cunoastem valorile proprii ale matricei X. Cum determinarea efectiva a spectrului ma-
tricei X implica rezolvarea unei ecuatii algebrice de grad n, putem spune ca problema
Rodrigues are complexitate mai mare decat problema determinarii explicite a coeficientilor
polinomului Hermite In context general. Aceasta este o problema complicata in cazul in
care n si multiplicitatile ny, ..., ns sunt mari (a se vedea [31]).

Pe de alta parte, covariantele Frobenius X; sunt polinoame in X, deci avem X; =
pi(X),7=1,..., 1 Dezvoltand (X — \;[,,)* in formula Schwerdtfeger (LIT) obtinem

77Lj—1 k

n—1 W 1
> al COXF =Y Tp(X) D0 P Y ()Xt
k=0 Jj=1

k=0 s=0

Identificand coeficientul lui X* in aceasta relatie, obtinem coeficientii Rodrigues a,if ) (X),
pentru k = 0,...,n — 1. Aceasta abordare ofera o alta imagine asupra complexitatii
problemei Rodrigues prin reducerea acesteia la determinarea polinoamelor p;, 7 = 1,..., u.

In cazul in care valorile proprii ale matricei X sunt doua cate doua distincte, formulele
B3) si BII) dau forma explicita pentru coeficientii polinomului Lagrange care satisface
conditiile de interpolare de mai sus.

[lustram in continuare aceasta metoda pentru cazul degenerat prezentat pentru n = 4
in subsectiunea [3.4.3] corespunzator situatiei A\; = Ao # A3 # A4. Conditiile de interpolare
sunt r(Ar) = f(A1),7(A1) = f(A), 7(As) = f(As), r(A1) = f(Aa).

Polinomul de interpolare al lui Hermite este

_ (M) 1 1
rt) = { (Az = A (A — A) * [((/\3 —A1)2(\— Ap) + (A — A1) (M — )\1)2)
F) b Ay - T e
s — M) — )\1)} (t )\1)} (t = As)(t — M) Os — M 200 — Al)(t A2t — Ay)

(A — )f)(j(i ) (t— A2t — ).

J(A)+

_l_

Prin calculul coeficientilor polinomului r regasim formulele corespunzatoare acestui
caz din subsectiunea [3.4.3]

3.5.2 Rezolvarea problemei Rodrigues pentru valori proprii cu

multiplicitate dubla

In aceasta subsectiune consideram ca functia f este definita pe spectrul matricei X €

Ms4(C) si ca valorile proprii distincte Aq, ..., As ale lui X au multiplicitate dubla, adica
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avem n; = - - ns = 2. In acest caz polinomul de interpolare r al lui Hermite satisface
conditiile

iar formula ([BI3]) devine

r(t) =D [FO) (1= 2B = X)) + F ()t = M) E (), (3.16)
i=1
unde [; sunt polinoamele Lagrange fundamentale definite in (B.13]).
Observam ca formula (BI6]) se poate scrie sub forma
r(t) =Y (At + By)ri(t), (3.17)
i=1
unde
1 / /
Ai = 5—[f' (M) = 2f (M)G(N)]
IT(% =)
j=1
i
1
B; = ——————[f (M) (1 +2Xli (M) — Aif'(A)]
[T(A = Ay)?
j=1
JF
si r; este polinomul [[(t—X;)%i=1,...,s.
=1
i
Pe de alta parte avem [;(\;) = 1 si
I/(t) Z 1
: = 77/ = 17 Y 87
Li(t) Ht- A
JFi
deci obtinem
li(t) = XS: ! i=1,...,s. (3.18)
7 ' )\Z — )\]7 ; )
7j=1
JFi

Pentru a obtine forma algebrica a polinomului r; observam ca putem scrie

S

H(t—>\])2 = H(t_)\])<t_>\]) = t2872—0'2'71t2871+0'i’2t2872—' . '—|—0'Z'72372, (319)

j=1 j=1

J#i J#i
unde 0; (A1, ..., As) = Se( A1, Aqy .. Xi, )Ti, .., As, Ag) este polinomul simetric de ordin k
in 2s — 2 variabile Aq, Ay, .,);,)Ti, ., As, Ag, dintre care lipseste A;, pentru orice k =
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1,...,25s = 2.
Combinand formulele (B17) si (B.19) obtinem

T(t) = Z(Azt + Bi>(t2s_2 — O'i’thS_l —+ O'i’gt%_z — -+ O'i’gs_g)
i=1
= (Z Ai> 4> (= Ajoig + BT
i=1 i=1

+ Y (Aiis = Bigi )t % 4 -+ Y (Aiging s — Bioias 3)t+
=1 =1

S
+ E Bioj2s_a.
i=1

Obtinem astfel urmatorul rezultat care rezolva complet problema generala a lui Ro-

drigues in cazul in care valorile proprii Ay, ..., As sunt distincte si au multiplicitate dubla.
Teorema 3.3. Pentru orice k =0,1,...,n—1, avem
- 1 1
o (X) = (=DM ————— | F () =2 (M) > | Tieek
i=1 [T(Ai = A)? =17
j=1 J#i
J#i (3.20)
1
— )\z 1 2)\1 — )\z ! )\z §.25—k—
fOu) |1+ ;)\i_)\j ' (Ni)| Oi2s—k—2
J#i

Corolarul 3.1. Daca walorile proprii Ai,...,As ale matricei X € M,(C),n = 2s,
sunt distincte doua cate doua si au multiplicitate dubla, atunci coeficientic Rodrigues
a(()f)(X), . ,aff_)l(X) sunt combinatii liniare de f(A1), ..., f(As), f'(A1), ..., f'(Xs) avand

coeficientii functii rationale de Ay, ..., s, adica avem

aN(X) = b (X F ) + - 4B X FO) + XD F ) + -+ A F1 ),
unde b, 0 D AT e QAL A k=0, n—1.

In continuare ilustram formulele (3I9) pentru a determina coeficientul a[(]f ) (X) in cazul
n = 4 prezentat In subsectiunea B.4.3 In situatia A\ = A3, Ay = Ay si Ay # o In aceasts
situatie avem

Ul,l<)\17 )\2) = 0-1()/\\17 )/\\17 )\27 )\2) = 2)\2701,2()\17 >\2) = 0-2()/\\17)/\\17)\27)\2> = )\37

0-2,1()\17 )\2) - Ul()\la )\1; )/\\2; )/\\2) - 2)\1a0-2,2()\1a )\2) - 0-2()\17)\17)/\\27)/\\2) — )\%
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Aplicand formula ([B.20]) regasim coeficientul a(()f )(X) sub forma

1 20103

2 2)‘%>‘2 2 / o
# 100 (M ) < baf )| -

COA2(=3A + ) M2
= T e ) f() = mf (A)+

=T (A1 = 3A2) ,
o v

3.5.3 Formula determinant pentru coeficientii Rodrigues in ca-

zul valorilor proprii cu multiplicitate dubla

Formulele ([B20) pot fi scrise intr-o forma compacta si uniforma prin utilizarea unor
determinanti alesi convenabil. Punctul de pornire este formula ([B8) aplicata pentru
functia f definita pe spectrul matricei X € My, (C) despre care presupunem ca este anali-
tica. Consideram valorile proprii distincte Ay, Aj, Aa, Ay, ..., As, A ale matricei X si facem
succesiv. A] — A, N, — Ao, ..., AL — A Folosind formula derivatei unui determinant

functional si regula lui I'Hospital obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 3.4. Daca valorile proprii A\, ..., s ale matricei X sunt distincte doua cate
doua, atunci coeficientii Rodrigues a(()f) (X),... ,ag_)l(X) sunt dati de
N(x) = ! det UL (A A 3.21
ak( ) H (A]_)\Z)Q € n,k (17"‘7 s) ( )
1<i<j<s
unde Ué{,;fl)()\l, ..., As) este matricea n X n definita in blocuri n x 2

UL (A, A = ([U,gf’f”(Al)] . {U,ﬁf’f/)()\s)D

war blocul U,Ef’f/) este dat de

FI)(y Yy — ¢ : C_ s
U7 () o) 70 i=1,...,s. (3.22)

n—1 n—2
¥ (n —1)A]

Elementele f(\;), f'(\;) se gasesc pe linia k+ 1, iar elementele situate pe a doua coloand

se obtin prin derivare in raport cu \; a elementelor corespunzatoare de pe prima coloand.
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Pentru a ilustra formula (3:21]), consideram n = 6, functia analitica f este definita pe
spectrul matricei X € Mg(C) cu valorile proprii distincte Ay, Ao, A3 fiecare cu multiplicitate
dubla. Blocurile ([8.22)) definite de matricele 6 x 2 care dau coeficientul Rodrigues agf ) (X)
din formula (B2I]) sunt

Din formula (32I]) obtinem

1
' (X) = (A2 = A1)2(A3 — A)2 (A3 — A2)?

det (|77 00)] [0 00)] |01 009)] ).

3.6 Aplicatia exponentiala a grupului special orto-
goal SO(n)
Am vazut in Sectiunea ca multimea matricelor reale ortogonale de forma n x n

Submultimea lui O(n)

formata din toate maticele care au determinatul egal cu +1 formeaza un subgrup notat

formeaza un grup Lie in raport cu inmultirea, notat cu O(n).

cu SO(n) si numit grupul special ortogonal al spatiului Euclidean R™. SO(n) este un
grup important folosit in mecanica (vezi faimoasa carte a lui V.I.Arnold [9]) si in multe
alte domenii ale matematicii. Reamintim ca, din motive geometrice, matricele din SO(n)
sunt numite si matrice de rotatie.

Algebra Lie so(n) a lui SO(n) este formata din toate matricele antisimetrice din
M, (R), iar paranteza Lie este comutatorul standard al matricelor definit prin [A, B] =
AB — BA. Aplicatia exponentiala exp : so(n) — SO(n) este data de restrictia exp [so(n)
a aplicatiei exponentiale exp : gl(n,R) — GL(n,R) (a se vedea Sectiunea [IT]).

In cele ce urmeazd vom aplica rezultatele obtinute in Sectiunile —{34 pentru a
obtine formulele Rodrigues pentru aplicatia exponentiala a grupului special ortogonal
SO(n).

calculul coeficientilor Rodrigues:

Matricele din algebra Lie so(n) au doua proprietati esentiale care simplifica

e daca n este impar, atunci ele sunt singulare, adica au o valoare proprie egala cu 0

(posibil cu o multiplicitate);

e valorile proprii diferite de zero sunt pur imaginare si bineinteles conjugate doua cate

doua.
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Unele cazuri particulare au fost studiate in lucrarile [54] si [61].

3.6.1 Cazurile clasice n = 2,3

Cand n = 2, o matrice antisimetrica X # O, poate fi scrisa ca

0 a
X:( ),aER*,
—a 0

avand valorile proprii \y = ai, Ay = —az.

Din formulele din subsectiunea B.3.1] obtinem imediat

)\26/\1 — )\16)‘2 1 ; ;
apgy = ——(———F—"— = (e‘“ + €_m) = COs @,

Ao — N 2

M —et2 el T gipg
a]. g = - =
A — Ao 2ai a ’

si atunci formula Rodrigues corespunzatoare este

sina

exp(X) = (cosa)l, + X.

Cand n = 3, o matrice antisimetrica X este de forma

0 —c b
X = c 0 —al,
-b a 0

avand polinomul caracteristic
px(t) =3+ (a® + b* + At = * + 0%,

unde 0 = va? + b2 + ¢2. Valorile proprii ale lui X sunt A\, = #i, \y = —0i, A3 = 0. Este
evident ca X = O3 daca si numai daca 6 = 0, deci este suficient sa consideram numai

situatia @ # 0. Deoarece 6 # 0, folosind formulele obtinute in subsectiunea B.3.1], rezulta

sin 0 1 —cosf
Ao = ——
9 b 2 92 7

aozl, ay =

obtinand bine-cunoscuta formula clasica a lui Rodrigues

ing_  1——cosd
eXp(X)213+Slg X+ 9(;08 X2,

discutata si la finalul Sectiunii
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3.6.2 Cazuln=14

Forma generala a unei matrice X € so(4) este

0 a b ¢
P —a 0 d e |

—b —d 0 f

—c —e —f 0

si polinomul caracteristic corespunzator este dat de
px(t) =t* + (a®+ VP +E+ >+ e+ A2+ (af — be + cd)?

Fie A1 2 = *at, A3 4 = £1 valorile proprii ale matricei X, unde «, 5 € R. Este evident
ca numerele reale a si # pot fi determinate efectiv in functie de a,b,c,d, e, f rezolvand
ecuatia px(t) = 0.

Consideram urmatoarele trei cazuri

Cazul 1. Daca |a| # |B], a, f € R*, atunci utilizand formulele din subsectiunea

3.3.3 dupa calcule simple obtinem coeficientii Rodrigues

B2 cos o — o cos B3 sina — o sin 3
ap = a, =
T Ee T )
cosa — cos 3 fsina — asin 3
ag = =

P T Tap( - a2

In acest caz rezulta formula Rodrigues corespunzatoare in forma

B2 cosa — o cos 3 B3sina — a?sin B
X) = I
") =T s

cosae—cosfB o, PBsina—asinf .

P T ap(F—a?)

Aceasta formula a fost obtinuta de D. Andrica si R.-A. Rohan [7] folosind metoda lui
Putzer (a se vedea [50]).

Cazul 2. Daca a # 0 si f = 0, atunci vom utiliza formulele din subsectiunea [3.4.3]
pentru Ay # Ao # A3 = A4 si obtinem

X (3.23)

1 —cosa a — sin
aozl,alzl,ang,ang. (324)
Asadar, in acest caz formula Rodrigues corespunzatoare este
1 —cosa o — sin «

Cazul 3. Daca o = 8 # 0, atunci vom utiliza formulele din subsectiunea [3.4.3] pentru
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A1 = A3, Ao = Ay, A1 # Ao si dupa calcule simple obtinem

asin o + 2 cos « 3sina — o Ccos & sin «v sin v — Qv Ccos &

Gy = ) av?) - 2@3 i

gy = a = 2 =
2 ’ 200 ’ 20

(3.26)

deci formula Rodrigues este

asina + 2cos o 3sina — acos sina ., sSina— acosa
Iy + X X° + 5
2 200 200 2ce

exp(X) = X3,

(3.27)

Mentionam ca in lucrarea [7] formulele (B:20), (8:20), (B:27) au fost obtinute folosind
metoda lui Putzer (vezi [50]).

3.6.3 Cazuln=>5

Abordarea acestui caz nu s-a facut in lucrarea [4] si o prezentam in detaliu in aceasta

subsectiune.

Forma generala a unei matrice X € so(5) este

0 «a b c d
—a 0 f g
X=|-b —e h 51,
—c —f —=h 0 k
—d —g —j -k O

cu polinomul caracteristic dat de

px(t) =det(tls — X) =+ (> +V* + A+ >+ 2+ P+ > + A+ 2+ )P+
(c?e* + d*e* — 2bcef + D> f? + d* f* — 2bdeg — 2cdf g + b*g* + *g* + 2aceh
—2abfh + a®h® + d*h® + ¢*h® + 2adej — 2abgj — 2¢dhj — 2fghj + a5 + 242
+ 252 + 2adfk — 2acgk + 2bdhk + 2eghk — 2bcjk — 2efjk + a*k* + b*k? + *k?)t

Fie \j o = a1, g4 = £04, s = 0 valorile proprii ale matricei X, unde o, € R.

Prin rezolvarea ecuatiei px(t) = 0, obtinem « si § ca functii de a, b, c,d, e, f, g, h, j, k.
Pentru determinarea coeficientiilor Rodrigues consideram urmatoarele trei cazuri.
Cazul 1. Daca |a| # |5, a, f € R*, atunci utilizand formula ([B.8]) avem

‘/E')(ai7 _Oéiu 527 _BZ7 0) = —4063/83(ﬁ2 - Oé2>2
si obtinem

) = Veolai, —ai, Bi, —fi,0) _ 4a®B(5? — a?)”
ao( ) - V5(ozz', —ai,ﬁi, —ﬁi,O) - 4a3ﬁ3(ﬁ2 _ a2)2

=1
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) — Vsa(od, —ai, Bi,—f3i,0)  sina—a’sin
a(X) = Vs(oi, —ai, Bi, —3i,0)  aB(B2—a?)

_ Vsalad, —ai, Bi,—i,0)  fcosa —atcosf4at — !

CLZ(X) o %(ai,—ai,ﬁi, —BZ’O> - QQBZ(BZ —012)
) = Vsalad, —ai, 5i, —p1,0) _ fsina —asinf
az(X) = Vs(ai, —ai, Bi, —3i,0)  aB(B? — a?)
as(X) = Vsa(ai, —ai, Bi, —B3i,0)  B*cosa — a?cos 3+ a® — 52‘

%(O&i,-ai,ﬂi,—ﬁi,O) B 04252(52 - (1/2)
Formula Rodrigues corespunzatoare acestui caz este

B3sina — o sin 3 Btcosa — ot cos B+ ot —

exp(X) =I5+ BT = a?) X + 2B — o) X2
Bsina—asinf 5  [frcosa—a?cosf+a’— 32,
Bt T apEoar)

Cazul 2. Daca a = (8, a, € R*, avem valorile propii ale matricei X date de
Al = A3 = ai, Ay = Ay = —ai, A\; = 0. Prin urmare, avem multiplicitate dubla pentru
i, ot —ad, —ai sl simpla pentru 0.

Consideram numerele reale ¢, ¢’ astfel incat ai, ai + €, —ai, —ai + €', 0 sunt distincte.

In aceasta situatie avem

Vs(ai,ai + €, —ai, —ai + €,0) = —2a’ie(2ai + €)(ai + €)' (2ai + € — ) (i — € ) (2ai — €)
Aplicam Teorema Bl 1) si obtinem

() x V5(7£)(ozi, ai + €, —ai, —ai + €,0)
o (Xew) = Vs(ad, at + €, —ai, —ai + €', 0)
V;i)(az’, ai + e, —ai, —ai + €,0)
= — - - —— - - - ,k=0,1,2,3,4
2a3i(20i + €)(ai + €)' (2ai + € — €) (i — €) (2ai — €')€

unde f(z) = e* si X, este matricea cu valorile proprii distincte i, ai+e€, —ai, —ai+€', 0.
Pentru € — 0, rezulta

det ([ ()] [0 (=a)| [0 (=ai + )] [U(0)])

4051200 — € ) (i — €)(2a1 — €')

al (X)) = : (3.28)
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unde U,gf’f/)(z) este blocul 5 x 2 dat de

Ulgfyf/) (Z) — ez GZ

obtinut prin procesul descris in formula ([B:22]), iar U,gf )(2) este blocul 5 x 1 definit prin

U,gf)(z) =|e*

z
Pentru ¢ — 0, obtinem
1 / /
ai) (Xoo) = T det ([ (ai)| [0 (=ai)] [0 (0)] ). (3.29)
unde Xoo =X sik=0,1,2,3,4.
Scriind explicit formulele [3:29) gdsim
3sina — acosa asina + 4 cos a
aO(X) = 1, al(X) = 9% s GQ(X) = — 202 s
sina — o cos « asina + 2 cos a
a3(X) = ) CL4(X) - - )

203 204
unde determinantii au fost calculati cu programul MATHEMATICA.
Formula Rodrigues corespunzatoare acestui caz este
3sina — acos asina + 4 cos

exp(X) =I5 + o X — e X%+

sina — QoS g asina + 2cos a
2a3 2a4

X4

Cazul 3. Daca f = 0 si o € R*, avem valorile proprii ale matricei X date de
)\1 :Oéi,>\2 = —Oé?;,)\g :)\4 = )\5 =0.

Consideram numerele reale distincte si nenule €, €. Atunci ai, —ai, 0, €, € sunt distincte
sl avem

Vs(ai, —ai,0,¢,€) = —2a%i(€® + a?)(€” + a?)ec (€' — e).
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Aplicand Teorema Bl 1), rezulta

‘/5(,? (Oéi7 —Oéi, Oa €, 6,)
Vs(ai, —ai, 0, €, €)
‘/5(,? (i, —ai, 0, €, €)

= k=0,1,2,3,4
_2a3i<€2+a2)(€/2+a2)66/(6/_€>7 bt IS )

(3.30)

unde f(z) = e* si X o este matricea cu valorile proprii distincte ai, —ai, 0, €, €. Pentru
e — 0, obtinem

PR (0] CE | T

unde U,gf)(z) si U,gf’f/)(z) sunt blocurile 5 x 1, respectiv 5 x 2 definite in Cazul 2. Pentru
¢ — 0, din formula ([B3T]) rezulta

det (|0 (ai)| (U (—ai)| [U(0)))

4074 ’

ai (Xo0) = — (3.32)

unde U,if’fl’fﬂ)(z) este blocul 5 x 3 dat de,

Uk(:f7f/1f”) (Z) — 62 ez 62

24 423 1222

in care coloana a 2-a este derivata primei coloane, iar coloana a 3-a este derivata secunda a
primei coloane. Evident, avem X o = X, deci formulele ([3.32)) dau coeficientii Rodrigues
in acest caz.

Scriind explicit formulele (.32)) gasim

ap(X) =1, a1(X) =0, az(X) =0,

sin «v cosa — 1
az(X) = s ay(X) = —ad

Formula Rodrigues corespunzatoare acestui caz este

sin «
a3

cosa — 1
4

exp(X) =I5 — X3+ X4

«
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Capitolul 4

Transformata Cayley si formule de

tip Rodrigues

In acest capitol prezentam in prima sectiune transformata Cayley a grupului SO(n). In
Sectiunea definim, prin analogie, un tip de transformata Cayley pentru grupul special
euclidian SE(n) si prezentam legatura dintre cele doua transformate Cayley. Sectiunea[d.3]
este dedicata generalizarii acestei notiuni. Formule de tip Rodrigues pentru transformata
Cayley sunt determinate in Sectiunea L4l Pentru grupul SO(n) sunt calculate aceste
formule pentru cazurile particulare n = 2,3, 4, iar in cazul grupului SE(n) sunt tratate
cazurile n = 2 sin = 3. Dintre referintele utilizate in elaborarea acestui capitol mentionam

R.-A. Rohan [60]. Prezentarea urmareste lucrarea noastra [3].

4.1 Transformata Cayley clasica a grupului SO(n)

Asa cum am precizat deja in sectiunea anterioara, matricele din grupul SO(n) descriu
rotatiile ca miscari in spatiul R”. Daca matricea A apartine algebrei Lie so(n) a grupului
Lie SO(n), atunci matricea I,, — A este inversabila.

Prin urmare, valorile proprii Ay, ..., A, ale matricei A sunt 0 sau pur imaginare, deci
valorile proprii ale matricii I,, — A sunt 1 — A1, ..., 1 — \,,. Ele sunt evident diferite de 0,
prin urmare avem det(/, — A) = (1 — Ay)...(1 = \,,) # 0, deci I,, — A este inversabila.

Aplicatia Cay : so(n) — SO(n), definita prin

Cay(A) = (I, + A)(I, — A)~*

este numita transformata Cayley a grupului SO(n).
Notam cu ) submultimea lui SO(n) formata din matricele care au valoarea proprie

—1. Evident avem R € ) daca si numai daca matricea I,, + R este singulara.
Teorema 4.1. Aplicatia Cay : s0(n) — SO(n)\ ¥ este bijectivd si inversa ei este Cay ' :

SO(n) \ Y. — so0(n), unde Cay '(R) = (R+ I,)"Y(R — 1,,).
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4.2 Transformata Cayley a grupului euclidian SE(n)

In aceastd sectiune vom defini transformata Cayley pentru grupul special euclidian
SE(n). Prin analogie cu grupul special ortogonal SO(n), definim aplicatia Cay,; :
se(n) — SE(n), unde

Cay,1(S) = (Int1 + S)(Int1 — S)_l

vom numi aceasta aplicatie transformata Cayley a grupului SE(n).
Legatura dintre transformarea Cay : so(n) — SO(n) si Cay, ., : se(n) — SE(n) este

data de formula

Cay, () = (Ca%(A) (R —|—1In)u> '

4.3 Transformata Cayley generalizata

Spunem ci matricea A € M (n, K) este ortogonald daci AA* = id, unde A* = A? este
conjugata transpusei, iar K = R, C sau H, unde H este algebra cuaternionilor. Astfel o
matrice poate fi identificata cu o K— aplicatie liniara K" — K" care invariaza produsul
(v,w) = v*w. Notam cu O(n,K) grupul Lie al matricelor ortogonale. Depinzand de
K acest grup corespunde grupului ortogonal O(n), grupului unitar U(n) sau grupului
simplectic Sp(n), dupa cum K = R, C, respectiv H.

Fie A € O(n,K) o matrice ortogonala, unde K este R, C sau H.

Definitia 4.1. Notam cu Q(A) C M(n,K) multimea deschisa a matricelor X cu propri-

etatea ca A+ X este inversabila. Aplicatia Cayley centrata in A este functia
ca:QA) = QAY)

data de
ca(X)=(I-AX)(A+X).

Aplicatia Cayley clasica corespunde cu A = [,,. Asa cum vom vedea In propozitia

urmitoare, aplicatia c4 este bine definita si este inversabild cu ¢! = ca-.
Propozitia 4.1. Pentru X € Q(A) au loc urmdatoarele proprietati:

1 ca(X) = (A+ X)) (I — XA*);

2. inversa matricii A* + c4(X) este (A + X);

3. ca(X) € QAY);

4. ca este un difeomorfism cu 0;11 = Cp-.
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Vom avea nevoie de asemenea de urmatoarea proprietate interesanta, care este usor

de demonstrat.
Propozitia 4.2. Pentru X € Q(A) au loc proprietatile:
1. X* € QAY) sica(X*) = ca(X)*;

2. pentru orice matrice U € O(n,K) avem UXU* € Q(UAU*) si

cuav-(UXU") = Ucus(X)U™,

3. dacd matricea X este inversabild, atunci X ' € Q(A*) deoarece

(A + X H=AA+ X)X,

Mai mult, avem ca«(X ') = —Aca(X)A.

4.4 Formule de tip Rodrigues pentru transformata

Cayley

4.4.1 Calcule pentru grupul SO(n) in dimensiune mica

Formulele obtinute in aceasta subsectiune sunt preluate din lucrarea noastra [3]. Evi-

dent transformata Cayley este obtinuta din functia analitica

fo) =

asadar putem aplica rezultatele din Sectiunile B.2H3.4l Deoarece inversa matricii I,, — A

=1+224+222+--- |2 <1,

poate fi scrisa in forma

(I, —A) =L +A+ A+ ..

pentru o vecinatate suficient de mica a lui O,,, din teorema Hamilton-Cayley rezulta ca

transformata Cayley a lui A poate fi scrisa in forma polinomiala

Cay(A) = bo(A) T, + by (A)A + ... + by_1 (A) A" (4.1)

unde coeficientii by, ..., b,—; sunt unic determinati si depind de matricea A. Vom numi
aceste numere, ca si in cazul general, coeficientii Rodrigues ai lui A in raport cu
transformata Cayley.

Cazurile n = 2,3

Vom prezenta cazurile particulare n = 2 si n = 3. Am vazut ca, in general, pentru

A =0, avem Cay(A) = I,,, deci by(O,,) = 1,b1(0,,) = ... = b,—1(0,,) = 0.
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In cazul n = 2, consideram matricea antisimetrica A # O,, unde

A:(O a),ae]R*,
—a 0

cu valorile proprii A; = ai, Ay = —ai. Din formulele din Subsectiunea [3.3.] obtinem:
b 1—a® | 1
= S1 = -,
R T e

deci, formula de tip Rodrigues pentru transformata Cayley este

512+ - A. (4.2)

0 —c b
A= ¢ 0 —-a]l,
-b a 0

cu polinomul caracteristic pu(t) = t> + 6%, unde § = /a2 + b2 + 2. Valorile proprii ale
matricii A sunt \; = 0i,\y = —0i,\3 = 0. Avem A = O3 daca si numai daca 6 = 0,
deci este suficient sa consideram numai situatia in care 6 # 0. Utilizand formulele din
Subsectiunea 3.3.2], avem

2, _ 2
1+62 % 1462

si formula de tip Rodrigues pentru transformata Cayley a grupului SO(3) este

bozl,blz

2 2
Cay(A) = I A A2, 4.3
wA) =L+ At e (43)
Formula (A3]) ne da posibilitatea sa gasim o alta forma pentru inversa transformatei

Cayley. Prin urmare, fie R € SO(3) astfel incat

2 2
=1 A
1 st et T e

unde A este o matrice antisimetrica. Aplicand operatia de transpunere in ambii membrii

A2

ai relatiei de mai sus si luand in considerare faptul ca ‘A = — A, obtinem
R-"R= Ly (4.4)
1 '

Pe de alta parte, avem

462
1462

si inlocuind in relatia ([€4) rezulta formula

tr(R) =3
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1
~ 1+tr(R)

Formula ({.5) are sens pentru rotatiile R € SO(3) pentru care 1+ tr(R) # 0. Daca R
1

Cay '(R) (R—-'R). (4.5)

este o rotatie de unghi «, atunci avem tr(R) = 1 + 2cos «, deci aplicatia Cay " nu este
definita pentru rotatiile de unghi o« = 7. Deoarece aplicatia Cay este bijectiva in dome-
niul in care este definita, rezulta ca matricele antisimetrice din so(3) pot fi folosite drept
coordonate pentru rotatii. Considerdm izomorfismul “~ de algebre Lie dintre (R?, x) si

2

(50(3), [, ]), unde am notat cu ” x 7 produsul vectorial, definit prin v € R® — 7 € s0(3),

unde v este considerat ca o coloana

L1
V= | 29y
L3
si U este definita prin
0 —XI3 i)
U= T3 0 —T1 |
—X2 T 0

Compunand aplicatiile

R3 = s50(3) <% SO(3)

obtinem o parametrizare vectoriala a rotatiilor din SO(3). Aceasta este deosebit de utila
in rezolvarea unor probleme de mecanica.

Cazul n =141

Ca In Subsectiunea B.6.2] pentru o matrice antisimetrica A € so(4), fie \1» = i,
34 = £, valorile proprii ale lui A, unde «, § € R. Consideram urmatoarele trei situatii.

1. Daca |a| # |B], «, f € R*, atunci folosind formulele din Subsectiunea3:3.3] obtinem

poo LTl -’ 2140+ 57
T e+ T ()1 )
by = 2 by = 2

(1+a?)(1+5?)

si formula Rodrigues corespunzatoare

(I+a?)(1+p2)

lrae g lF | albated)
Cay(4) = (I+a?)(1+6) ' (1+a?)(1+ 52)A+
2 2 % 3

A+
(1+a2)(1+5?) (1+a?)(1+5?)
2. Daca a # 0 si § = 0, atunci vom folosi formulele din Subsectiunea cand
A1 # Ag # A3 = A4 si obtinem
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2, __2
1+a2 2 14a%

bo=1,b =2, by =

Formula Rodrigues in acest caz este

Cay(A) = I, +2A + 2 A%+ Sy

T+a?)” 1+a?)
3. Daca a = [ # 0, atunci vom folosi formulele din Subsectiunea pentru
A1 = A3, Ao = Ay, A1 # g si dupa calcule simple obtinem

1420 -t 220%241) , 2 b — 2
0= (1+a2)? (14 a2)?”’ 2_(1—|—a2)2’ 3_(1—1—042)2’

| =
si formula Rodrigues corespunzatoare

122_4
Cay(4) = —— % p 4

2(202% + 1) 2 , 23
(1+a?)?

A
Qa2 T arame” Tt

4.4.2 Calcule pentru grupul SE(n) in dimensiune mica

Ca si pentru transformarea clasica Cay : so(n) — SO(n), putem obtine formulele
Rodrigues efective si pentru transformarea Cay,,,; : se(n) — SE(n), pentru valori mici ale
lui n. Folosind observatia din sectiunea 5.1 din lucrarea R.-A. Rohan [60], obtinem aceasta
pentru o matrice S € se(n) definita in blocuri ca mai sus. Polinomul sau caracteristic
ps satisface relatia pg(t) = tpa(t). Formula Rodrigues pentru transformarea Cay, ., :

se(n) — SE(n) are forma
Cay,1(S) =colpt1 + 1S+ ... +¢,5",

unde coeficientii ¢, ¢q, ..., ¢, depind de matricea A.

Pentru n = 2, consideram matricea antisimetrica A # O, unde

0
A:( a),aE]R*.
—a 0

Folosind observatia de mai sus, rezulta ca matricea S € se(2) are valorile proprii \; =

ai, \o = —ai, A3 = 0, si formula Rodrigues corespunzatoare are forma
Cay,(S) = cols + 1S + 5%
Am obtinut un rezultat analog cu cel din Teorema 3.1, care se reduce la sistemul

Soco+5101+5202 = 1+%+%
Sico + Sacr + Szcp =1+ —iii + —ii;

_o\214+) 21+Xo
SQCO + 5301 + 5402 = )\1 -\ + )\2—17>\2
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care are solutia
1 1

l+a2 @ 11a2

Deci formula Rodrigues pentru transformarea Cay, este

C0:1,Cl =

Cays = I3 + S2. (4.6)

1 1
S
1+ a? +1—1—@2

Pentru n = 3, consideram matricea antisimetrica de forma

0 —c b
A=l ¢ 0 —al,
-b a 0

cu polinomul caracteristic pa(t) = t3 + 0*t, unde 6 = Va2 + b? + 2. Matricea S € se(3)
are polinomul caracteristic pg(t) = tpa(t) = t* + 6?2, cu valorile proprii A\, = 0i, Ay =

—0i, A3 = 0, \y, = 0. Formula Rodrigues are forma
Cay,(S) = cols + 1S + 5% + ¢.S°.

Dupa un calcul similar, obtinem formula

2 2
=I;+2 2
Cay,(S) =I5 + S+1+925 +1+92

Ca si pentru transformata Cayley a grupului SO(n), notam cu ¥, ; multimea matricelor

S8, (4.7)

din SE(n) care au pe —1 ca valoare proprie. Evident, avem M € SE(n) daca si numai
daca matricea I,,11 + M este singulara. O demonstratie similara cu cea a Teoremei 3.1l ne

conduce la

Teorema 4.2. Aplicatia Cay,, ., : se(n) — SE(n) \ 3,41 este bijectiva si inversa ei este
data de

Cay ‘M (R+1I1,)"'t
CaYnJrl(M) = ( ( ) )

0 0

unde matricea M este definta in blocuri de

()
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