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Introducere

Geometria este un domeniu ı̂n care grupurile au fost folosite sistematic, iar studiul

grupurilor Lie a fost fondat ı̂n 1884 de matematicianul norvegian Sophus Lie. Principalele

exemple de grupuri Lie fiind grupurile generale liniare GL(n,R) s, i GL(n,C).

Grupurile Lie sunt utilizate ı̂n mai multe domenii ale matematicii s, i fizicii moderne. Au

aplicat, ii ı̂n inginerie unde sunt utilizate ca spat, iu de configurare a sistemului mecanic, dar

s, i ı̂n fizică unde sunt folosite ca grupuri de simetrie asociate cu legile de conservare. Multe

dintre aceste aplicat, ii se bazează ı̂n mod esent, ial pe utilizarea aplicat, iilor exponent, iale.

În teoria Lie aplicat, ia exponent, ială este un instrument esent, ial, deoarece aceasta reali-

zează legătura ı̂ntre un element din algebra Lie s, i elementul corespunzător din grupul Lie.

Des, i existent,a unei aplicat, ii exponent, iale este garantată pentru orice grup Lie, găsirea

unei formule pentru aceasta reprezintă o problemă dificilă. Totus, i, pentru unele grupuri

Lie de dimensiune mică există formule explicite pentru aplicat, ia exponent, ială, cea mai

remarcabilă fiind formula lui Rodrigues pentru exponent, iala grupului de rotat, ie SO(3,R).

Aplicând teorema Hamilton-Cayley, aplicat, ia exponent, ială devine un polinom de X,

astfel problema determinării unei formule pentru aplicat, ia exponent, ială, cunoscută sub

numele de problema Rodrigues, dată de formula (3.3), se reduce la problema determinării

coeficient, ilor a0(X), . . . , an−1(X), numit, i coeficient, i Rodrigues.

Scopul acestei lucrări este de a generaliza problema s, i de a prezenta noi metode de a de-

termina coeficient, ii Rodrigues. Astfel, teza aduce contribut, ii originale legate de problema

Rodrigues pentru funct, ii de matrice, prezentând noi metode de calcul a coeficient, ilor Ro-

drigues, care au la bază urma matricei, polinomul de interpolare al lui Hermite, respectiv

transformata Cayley.

O metodă nouă de a determina coeficient, ii Rodrigues este metoda urmei prezentată ı̂n

Teorema 3.1. Ideea acesteia constă ı̂n a reduce formula exponent, ialei la un sistem liniar,

care să aibă necunoscutele chiar coeficient, ii Rodrigues. Metoda polinomului de interpolare

al lui Hermite se bazează pe faptul că problema determinării coeficient, ilor Rodrigues când

cunoas,tem valorile proprii ale matricii X este echivalentă cu determinarea formei algebrice

a polinomului Hermite. Formulele de tip Rodrigues pentru transformata Cayley pentru

grupurile SO(n) s, i SE(n) au un capitol dedicat, calculele pentru acestea fiind prezentate

doar ı̂n dimensiune mică.

Lucrarea Formule Rodrigues s, i aplicat,ii dezvoltă ideile prezentate anterior. Ea este

structurată ı̂n patru capitole după cum urmează:
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Primul capitol, intitulat Funct,ii de matrice este format din s,ase sect, iuni ı̂n care

sunt prezentate not, iunile s, i rezultatele fundamentale necesare ı̂n dezvoltarea capitole-

lor următoare. Conceptul de funct, ie de matrice joacă un rol important ı̂n multe domenii

ale matematicii având numeroase aplicat, ii ı̂n s,tiint, ă s, i inginerie, ı̂n special ı̂n teoria con-

trolului s, i teoria ecuat, iilor diferent, iale ı̂n care exp(tA) are un rol important. În prima

sect, iune, Definit,ii pentru f(A) este prezentată forma canonică Jordan (subsect, iunea 1.1.1)

s, i definit, ia unei funct, ii de matrice folosind forma canonică Jordan (Definit, ia 1.3). Aceasta

este ilustrată printr-un exemplu. Sect, iunea a doua este dedicată funct, iilor polinomiale de

matrice, unde este evident, iat rolul polinomului caracteristic s, i a polinomului minimal ı̂n

rezolvarea diferitelor probleme de teoria matricelor. După ce sunt introduse not, iunile de

polinom anulator s, i polinom minimal sunt prezentate câteva proprietăt, i ale acestora, apoi

este introdusă not, iunea de funct, ie definită pe spectrul unei matrici. Funct, iile de matrice

sunt definite s, i folosind interpolarea Hermite (Definit, ia 1.6), iar exemplele prezentate au

rolul de a aduce clarificări. Definit, ia funct, iilor de matrice folosind formula intergrală a

lui Cauchy este prezentată ı̂n Sect, iunea 1.3, iar definit, ia unei funct, ii de matrice ca se-

rie de puteri este ilustrată ı̂n Sect, iunea 1.4 s, i aceste definit, ii fiind ı̂nsot, ite de exemple.

Sect, iunea 1.5, intitulată Echivalent,a definit,iilor pentru funct,ia de matrice are rolul de

a crea o legătură ı̂ntre aceste definit, ii, Teorema 1.6 prezentând echivalent,a definit, iilor

pentru funct, ia de matrice. În ultima sect, iune este prezentată formula lui Schwerdtfeger

(1.17) s, i o extindere a acesteia, precum s, i implementarea ı̂n MATHEMATICA a calcu-

lului covariantelor Frobenius s, i a formulei astfel obt, inute. Dintre referint,e utilizate la

realizarea acestui capitol ment, ionăm O.L. Chender (Broaina) [13], G.H. Golub, C.F. Van

Loan [22], N.J. Higham [24], R.A. Horn, Ch.R. Johnson [28], [29], [30], P. Lancaster, M.

Tismenetsky [35], R.F. Rinehart [58].

Capitolul 2, Grupurile Lie de matrice. Aplicat,ia exponent,ială este structurat ı̂n cinci

sect, iuni ı̂n care sunt prezentate rezultate referitoare la grupurile Lie de matrice, aplicat, ia

exponent, ială s, i problema surjectivităt, ii acesteia. În prima sect, iune, intitulată Aplicat,ia

exponent,ială sunt evident, iate rezultate cunoscute referitoare la aplicat, ia exponent, ială

pentru matrice pătratice cu elemente reale sau complexe precum s, i demonstrat, iile aces-

tora(Lema 2.1, Lema 2.2, Lema 2.3, Lema 2.4, Lema 2.5). Sect, iunea 2.2 este dedicată

grupului general liniar real GL(n,R). Sunt prezentate, de asemenea, grupul special liniar

SL(n,R), grupul ortogonal O(n), grupul special ortogonal SO(n) s, i algebrele lor Lie,

evident, iindu-se câteva proprietăt, i ale aplicat, iei exponent, iale. În Sect, iunea 2.3 este definit

grupul special euclidian SE(n) al aplicat, iilor afine induse de transformările ortogonale,

numite s, i mis,cări rigide, s, i algebra Lie corespunzătoare. Grupurile SE(2) s, i SE(3) joacă

un rol fundamental ı̂n robotică, dinamică s, i ı̂n procesul de interpolare a mis,cării. În

Sect, iunea 2.4 sunt prezentate grupul liniar complex GL(n,C) s, i subgrupul său SL(n,C),

grupul unitar U(n) s, i subgrupul său SU(n) (Definit, ia 2.2). Toate acestea sunt grupuri

Lie, există algebrele Lie corespunzătoare s, i aplicat, ia exponent, ială este bine definită pe

acestea. Ultima sect, iune este dedicată problemei surjectivităt, ii aplicat, iei exponent, iale,
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care este studiată pentru grupurile prezentate ı̂n sect, iunile anterioare. Teorema 2.1, Teo-

rema 2.2 s, i Teorema 2.3 ilustrează problema determinării imaginii aplicat, iei exponent, iale

pentru grupurile Lie. Grupurile GL(n,R), n ≥ 2 s, i SL(n,R), n ≥ 2 nu sunt exponent, iale.

În Teoremele 2.4, 2.6, 2.7 sunt prezentate s, i demonstrate rezultatele referitoare la surjec-

tivitatea aplicat, iei exponent, iale. Dintre referint,ele utilizate ı̂n elaborarea acestui capitol

ment, ionăm D. Andrica s, i L. Mare [5], D. Andrica, R.-A. Rohan [6], H.L. Lai [34], L. Mare

[38], S. Mondal [42], M. Moskowitz, M. Wüstner [43], M. Nishikawa [44], [45], [46], [47],

[48], [49], S. Rădulescu, D. Andrica [57], M. Wüstner [65], [66], [67].

Capitolul 3 este intitulat sugestiv Formule Rodrigues pentru funct,ii de matrice. Me-

tode de determinare a coeficient,ilor Rodrigues. Acest capitol este structurat ı̂n s,ase

sect, iuni. În prima sect, iune este introdusă problema Rodrigues pentru funct, ii de matrice

s, i sunt prezentat, i coeficient, ii Rodrigues, precum s, i o proprietate importantă a acestora:

invariant,a lor ı̂n raport cu operat, ia de conjugare a matricelor. În Sect, iunea a doua,Metoda

urmei ı̂n determinarea coeficient,ilor Rodrigues este prezentată o nouă metodă de a deter-

mina coeficient, ii Rodrigues, rezultat care are la bază lucrarea D. Andrica, R.-A. Rohan

[7]. În Teorema 3.1 prezentăm, ı̂n cazul ı̂n care valorile proprii ale matricii sunt două

câte două distincte, o metodă directă de a determina coeficient, ii Rodrigues generali pen-

tru o funct, ie de matrice reducând problema Rodrigues la sistemul (3.7). Apoi, Teorema

3.2 ne dă formulele explicite ı̂n termeni de polinoame simetrice fundamentale ale valori-

lor proprii ale matricii. Aceste formule ne permit să considerăm s, i cazurile degenerate

(situat, iile ı̂n care valorile proprii au multiplicităt, i) s, i să obt, inem formule frumoase pentru

coeficient, i. Sect, iunea 3.3 ilustrează cazurile particulare n = 2, 3, 4 pentru care calculele

sunt prezentate efectiv, iar formulele sunt prezentate ı̂n forma restrânsă. În sect, iunea 3.4

sunt prezentate posibilele cazuri degenerate. Sect, iunile 3.5 s, i 3.6 sunt dedicate metodei

polinomului de interpolare al lui Hermite s, i cazului special al aplicat, iei exponent, iale pen-

tru grupul special ortogonal. Grupul special ortogonal SO(n) are aplicat, ii importante ı̂n

mecanică, matricele din acest grup fiind numite s, i matrice de rotat, ie. După prezentarea

cazurilor clasice n = 2, 3, s-a calculat formula Rodrigues ı̂n cazurile n = 4 s, i n = 5,

lunându-se ı̂n considerare toate situat, iile posibile ı̂n fiecare caz. În realizarea calculelor a

fost utilizat programul MATHEMATICA. Referint,a principală utilizată ı̂n acest capitol

este lucrarea D. Andrica, O.L. Chender (Broaina) [4]. Alte referint,e sunt D. Andrica, I.N.

Casu [2], D. Andrica, R.-A. Rohan [7], T. Bröcker, T. tom Dieck [12], C. Chevalley [14],

O. Furdui [17], J. Gallier, D. Xu [19], S. Kida, E. Trimandalawati, S. Ogawa [31], M.-J.

Kim, M.-S. Kim, A. Shin [32], [33], B. Jütler [36], [37], J.E. Marsden s, i T.S. Raţiu [41],

F.C. Park, B. Ravani [51], [52], L.I. Piscoran [53], V. Pop, O. Furdui [55], E.J. Putzer

[56], R.-A. Rohan [59], F. Warner [62], R. Vein, P. Dale [63], M. Wüstner [64].

În capitol 4, Transformata Cayley s, i formule de tip Rodrigues prezentăm ı̂n prima

sect, iune transformata Cayley a grupului SO(n) s, i arătăm că această aplicat, ie este bine

definită. Teorema 4.1 ne spune că aplicat, ia Cayley este bijectivă s, i este prezentată s, i

inversa ei. În Sect, iunea 4.2 definim, prin analogie, un tip de transformată Cayley pen-
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tru grupul special euclidian SE(n) s, i prezentăm legătura dintre cele două transformate

Cayley. Sect, iunea 4.3 este dedicată generalizării acestei not, iuni s, i sunt prezentate câteva

proprietăt, i ale acesteia. Formule de tip Rodrigues pentru transformata Cayley sunt de-

terminate ı̂n Sect, iunea 4.4. Pentru grupul SO(n) sunt calculate aceste formule pentru

cazurile particulare n = 2, 3, 4, iar ı̂n cazul grupului SE(n) sunt tratate cazurile n = 2 s, i

n = 3. Prezentarea urmăres,te lucrarea noastră [3]. Dintre referint,ele utilizate ı̂n elabora-

rea acestui capitol ment, ionăm R.-A. Rohan [60].

Lucrarea de fat, ă nu epuizează subiectul. Ea aduce un aport ı̂n domeniu s, i deschide

noi orizonturi spre cunoas,tere.

În elaborarea acestei lucrări m-am bucurat de sprjinul s, i colaborarea acordate de

specialis,ti cu calităt, i except, ionale atât profesionale, cât s, i umane, cărora doresc să le

mult,umesc.

Doresc să-i mult,umesc conducătorului de doctorat, domnului Prof. Univ. Dr. Andrica

Dorin pentru răbdarea cu care m-a ı̂ndrumat s, i m-a sprijinit pe parcursul anilor de studii

doctorale s, i să-mi exprim recunos,tint,a s, i respectul pentru recomandările s, i indicat, iile de

care am avut parte ı̂n scopul elaborarării acestei lucrări.

Sincere mult,umiri comisiei de ı̂ndrumare formată din Conf. Univ. Dr. Blaga Paul,

Conf. Univ. Dr. Pintea Cornel s, i Lect. Univ. Dr. Văcăret,u Daniel.

Mult,umiri speciale membrilor din comisia de sust, inere publică a tezei pentru sugestiile

de ı̂mbunătăt, ire.

În final, doresc să mult,umesc familiei mele pentru sprijinul acordat, pentru ı̂ncredere

s, i pentru că a acceptat toate sacrificiile impuse de implicarea mea ı̂n activităt, ile legate de

pregătirea s, i elaborarea acestei lucrări.
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Capitolul 1

Funct,ii de matrice

Conceptul de funct, ie de matrice joacă un rol important ı̂n multe domenii ale mate-

maticii având numeroase aplicat, ii ı̂n s,tiint, ă s, i inginerie, ı̂n special ı̂n teoria controlului s, i

teoria ecuat, iilor diferent, iale ı̂n care exp(tA) are un rol important. Un exemplu este dat

de rezonanţa magnetică nucleară descrisă prin ecuat, iile lui Solomon

dM/dt = −RM,M(0) = I,

unde M(t) este matricea intensităt, ilor s, i R este matricea relaxării simetrice.

Fiind dată o funct, ie scalară f : D → R definim matricea f(A) ∈ Mn(C), ı̂nlocuind

formal x cu A. De exemplu, pentru f(x) = x+1
x−1

, x 6= 1, avem f(A) = (A+I)(A−I)−1 dacă

1 /∈ σ(A), unde cu σ(A) este notată mult, imea valorilor proprii ale lui A, adică spectrul

lui A.

În mod analog funct, iile scalare definite de o serie de puteri generează funct, ii de matrice.

Dacă

f(x) = log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . ,

atunci

f(A) = log(1 + A) = A− A2

2
+
A3

3
− A4

4
+ . . . .

Se poate arăta că această serie converge dacă s, i numai dacă ρ(A) < 1, unde ρ(A) este

raza spectrală a matricei A.

Numeroase serii de puteri au raza de convergent, ă infinită. De exemplu avem

cos x = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .

s, i aceasta generează funct, ia de matrice

cosA = I − A2

2!
+
A4

4!
− . . .

Din nou se poate arăta că aceasta are sens pentru orice matrice A ∈Mn(C).

Această abordare directă de a defini o funct, ie de matrice este suficientă pentru o gamă
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largă de funct, ii, dar nu furnizează o definit, ie generală. De asemenea, nu oferă neapărat

un mod corect de a evalua numeric matricea f(A). În acest capitol vom considera definit, ii

alternative pentru not, iunea de funct, ii de matrice.

În cele s,ase sect, iuni sunt prezentate not, iunile s, i rezultatele fundamentale necesare

ı̂n dezvoltarea capitolelor următoare. În prima sect, iune este prezentată forma canonică

Jordan (subsect, iunea 1.1.1) s, i definit, ia unei funct, ii de matrice folosind forma canonică

Jordan (Definit, ia 1.3). Sect, iunea a doua este dedicată funct, iilor polinomiale de matrice,

unde este evident, iat rolul polinomului caracteristic s, i a polinomului minimal ı̂n rezolva-

rea diferitelor probleme de teoria matricelor s, i sunt definite funct, iile de matrice folosind

interpolarea Hermite (Definit, ia 1.6). Definit, ia funct, iilor de matrice folosind formula in-

tergrală a lui Cauchy este prezentată ı̂n Sect, iunea 1.3, iar definit, ia unei funct, ii de matrice

ca serie de puteri este ilustrată ı̂n Sect, iunea 1.4. Toate aceste definit, ii sunt ı̂nsot, ite de

exemple. Sect, iunea 1.5 are rolul de a crea o legătură ı̂ntre aceste definit, ii, Teorema 1.6

prezentând echivalent,a definit, iilor pentru funct, ia de matrice. În ultima sect, iune este

prezentată formula lui Schwerdtfeger (1.17) s, i o extindere a acesteia, precum s, i imple-

mentarea ı̂n MATHEMATICA a calculului covariantelor Frobenius s, i a formulei astfel

obt, inute. Dintre referint,e utilizate la realizarea acestui capitol ment, ionăm O.L. Chender

(Broaina) [13], G.H. Golub, C.F. Van Loan [22], N.J. Higham [24], R.A. Horn, Ch.R.

Johnson [28], [29], [30], P. Lancaster, M. Tismenetsky [35], R.F. Rinehart [58].

1.1 Definit, ii pentru f (A)

O funct, ie de matrice poate fi definită ı̂n diferite moduri, următoarele trei fiind cele

mai utile pentru dezvoltările din această lucrare.

1.1.1 Forma canonică Jordan

Multe probleme care implică o matrice A pot fi us,or rezolvate dacă matricea este

diagonalizabilă. Dar nu orice matrice pătratică este diagonalizabilă peste C sau peste R.

Totus, i, folosind transformările de similaritate orice matrice pătratică poate fi adusă la

o matrice care este ”aproape diagonală”, ı̂ntr-un anumit sens. Această matrice aproape

diagonală este cunoscută ca forma canonică Jordan s, i este importantă atât din punct de

vedere teoretic, cât s, i pentru aplicat, iile practice.

Definit
,
ia 1.1. Matricea

Jk(λk) =




λk 1 . . . 0

0 λk
. . .

. . . . . . 1

0 . . . 0 λk




∈Mn(C) (1.1)
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este numită bloc Jordan de dimensiune nk cu valoarea proprie λk. Scalarul λk apare de nk

ori pe diagonala principală s, i +1 apare de (nk − 1) ori pe superdiagonală. Toate celelalte

elemente sunt 0.

Definit
,
ia 1.2. Un vector x diferit de zero este numit vector propriu generalizat de

rang k al lui A asociat cu valoarea proprie λ dacă avem

(A− λIn)
kx = On s, i (A− λIn)

k−1x 6= On.

1.1.2 Definit
,
ia unei funct

,
ii de matrice folosind forma canonică

Jordan

Definit
,
ia 1.3. Fie f definită pe o vecinătate a spectrului lui A ∈ Mn(C). Dacă A are

forma canonică Jordan J , atunci

f(A) = Xf(J)X−1 = Xdiag(f(Jk(λk)))X
−1 (1.2)

unde

f(Jk) = f(Jk(λk)) =




f(λk) f ′(λk) . . . f (nk−1)(λk)
(nk−1)!

f(λk)
. . .

...
. . . f ′(λk)

f(λk)




(1.3)

Membrul drept al relat,iei (1.2) este independent de alegerea lui X s, i J .

1.2 Funct, ii polinomiale de matrice

Două polinoame importante sunt asociate cu o matrice pătratică: polinomul caracteris-

tic s, i polinomul minimal. Aceste polinoame joacă un rol deosebit ı̂n rezolvarea diferitelor

probleme de teoria matricelor.

Definit
,
ia 1.4. Un polinom ψ este numit polinom anulator al matricei pătratice A ∈

Mn(C) dacă

ψ(A) = On. (1.4)

Un polinom anulator ψA care este monic s, i de grad minim este numit polinomul mini-

mal al lui A.

Polinomul minimal este unic. Din teorema Hamilton-Cayley, polinomul caracteristic

pA este un polinom anulator al lui A, dar acesta nu este ı̂n general polinomul minimal al

lui A.

Au loc următoarele proprietăt, i simple pe care le prezentăm fără demonstrat, ie.
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Lema 1.1. Orice polinom anulator al unei matrice este divizibil cu polinomul minimal.

Lema 1.2. Polinomul minimal al blocului Jordan de ordin m cu valoarea proprie λ este

(t− λ)m.

Lema 1.3. Fie A ∈ Mn(C) s, i λ1, λ2, . . . , λs valorile proprii distincte ale lui A. Atunci

polinomul minimal al lui A este

ψ(λ) =
s∏

i=1

(λ− λi)
ni (1.5)

unde ni este dimensiunea celui mai mare bloc Jordan ı̂n care apare λi.

Teorema 1.1. [28, p. 86, Theorem 2.4.2] Fie A ∈Mn(C) o matrice pătratică s, i pA(λ) =

det(λIn − A) polinomul ei caracteristic. Atunci pA(A) = On.

Orice polinom p cu coeficient, i complecs, i,

p(t) = a0 + a1t+ . . .+ am−1t
m−1 + amt

m, am 6= 0 (1.6)

determină un polinom de matrice prin simpla ı̂nlocuire a lui t cu A ı̂n (1.6)

p(A) = amA
m + am−1A

m−1 + . . .+ a0In (1.7)

Mai general, pentru o funct, ie f definită pe un disc deschis care cont, ine spectrul lui A,

putem defini funct, ia de matrice f(A) prin următoarea teoremă.

Teorema 1.2. [22, p. 565, Theorem 11.2.3] Dacă f este definită prin

f(t) =
∞∑

i=0

ait
i

pe un disc deschis ce cont,ine σ(A), atunci

f(A) =
∞∑

i=0

aiA
i.

Definit
,
ia 1.5. Valorile f (j)(λi), i = 1, . . . , s, j = 0, . . . , ni−1 sunt numite valorile funct,iei

f s, i a derivatelor sale pe spectrul lui A. Dacă aceste valori există spunem că f este

definită pe spectrul lui A.

Observăm că polinomul minimal ψA ia valoarea zero pe spectrul lui A.

Teorema 1.3. [24, p. 5, Theorem 1.3] Pentru polinoamele p s, i q s, i A ∈ Mn(C) avem

p(A) = q(A) dacă s, i numai dacă p s, i q iau aceleas,i valori pe spectrul lui A.
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1.2.1 Funct
,
ii de matrice definite folosind interpolarea Hermite

Definit
,
ia 1.6. Fie f definită pe spectrul lui A ∈ Mn(C). Atunci f(A) = r(A), unde r

este polinomul de interpolare Hermite care satisface condit,iile de interpolare

r(j)(λi) = f (j)(λj), i = 1, . . . , s, j = 0, . . . , ni − 1,

unde λ1, . . . , λs sunt valorile proprii distincte ale lui A cu multiplicităt,ile n1, . . . ns.

Observăm că polinomul r depinde de A datorită valorilor funct, iei f pe spectrul lui A.

Vom ment, iona acum două proprietăt, i importante ale funct, iilor de matrice discutate

ı̂n [35, p. 310, Theorem 1, Theorem 2].

Lema 1.4. [35, p. 310, Theorem 2] Dacă A,B,X ∈Mn(C), unde B = XAX−1 s, i f este

definită pe spectrul lui A, atunci

f(B) = Xf(A)X−1. (1.8)

Lema 1.5. [35, p. 310, Theorem 1] Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice ı̂n blocuri pe

diagonală

A = diag(A1, A2, . . . , As)

unde A1, A2, . . . , As sunt matrice pătratice, atunci

f(A) = diag(f(A1), f(A2), . . . , f(As)). (1.9)

1.3 Funct, ii de matrice definite folosind formula inte-

grală a lui Cauchy

Formula integrală a lui Cauchy este un rezultat elegant din analiza complexă care

afirmă că ı̂n anumite condit, ii, valoarea unei funct, ii poate fi determinată cu ajutorul unei

integrale. Fiind dată o funct, ie f(z) putem determina valoarea f(a) prin

f(a) =
1

2πi

∫

Γ

f(z)

z − a
dz, (1.10)

unde Γ este o curbă simplă ı̂nchisă ı̂n jurul lui a s, i f este analitică pe s, i ı̂n interiorul lui

Γ. Această formulă se extinde pentru cazul matricelor.

Definit
,
ia 1.7. Fie Ω ⊂ C un domeniu s, i f : Ω → C funct,ie analitică. Fie A ∈ Mn(C)

diagonalizabilă astfel ı̂ncât toate valorile proprii ale lui A se află ı̂n Ω. Definim f(A) ∈
Mn(R) prin

f(A) =
1

2πi

∫

Γ

f(z)(zIn − A)−1dz, (1.11)
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unde (zIn −A)−1 este rezolventa lui A ı̂n z s, i Γ ⊂ Ω este o curbă simplă ı̂nchisă ı̂n jurul

spectrului σ(A), orientată ı̂n sens invers trigonometric.

Calculul integralelor ı̂n f(A) este greu de evaluat ı̂n special pentru n ≥ 3.

Teorema 1.4. [30, p. 427, Theorem 6.2.28] Fie A ∈Mn(C) o matrice diagonalizabilă s, i

f o funct,ie analitică pe un domeniu care cont,ine valorile proprii ale lui A. Atunci

f(A) = Xf(Λ)X−1,

unde A = XΛX−1, cu Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn) s, i f este definită de formula integrală a

lui Cauchy.

În conluzie teorema de mai sus spune că f(A) este similară cu matricea f(Λ).

1.4 Funct, ii de matrice definite ca serii de puteri

Următorul rezultat ne perimte să definim f(A) dacă f are o dezvoltare ı̂n serie de

puteri.

Teorema 1.5. [22, p. 565, Theorem 11.2.3] Dacă funct,ia f este dată de

f(z) =
∞∑

k=0

ckz
k

pe un disc deschis care cont,ine valorile proprii ale lui A, atunci

f(A) =
∞∑

k=0

ckA
k.

1.5 Echivalent,a definit, iilor pentru funct, ia de matrice

Dacă A ∈Mn(C) s, i f este o funct, ie analitică pe un domeniu care cont, ine spectrul lui

A, am văzut că sunt trei moduri de a defini matricea f(A).

R.F. Rinehart [58] a arătat că cele trei definit, ii sunt echivalente.

Teorema 1.6. Fie A ∈ Mn(C). Fie f o funct,ie analitică definită pe un domeniu care

cont,ine spectrul lui A. Notăm cu

1. fJ(A) matricea f(A) obt,inută folosind definit,ia cu forma canonică Jordan;

2. fH(A) matricea f(A) obt,inută folosind definit,ia cu polinomul de interpolare al lui

Hermite;

3. fC(A) matricea f(A) obt,inută folosind definit,ia cu formula integrală a lui Cauchy.
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Atunci

fJ(A) = fH(A) = fC(A). (1.12)

Pentru a demonstra această teoremă avem nevoie de câteva rezultate preliminare. Mai

ı̂ntâi vom considera valoarea lui f pe o matrice diagonală.

Lema 1.6. [30, p. 385] Fie A ∈ Mn(C) = diag(λ1, λ2, . . . , λn) s, i f o funct,ie analitică

definită pe un domeniu care cont,ine spectrul lui A. Atunci

fC(A) = fH(A) = fJ(A) = diag(f(λ1), . . . , f(λn)). (1.13)

Apoi se arătă că cele trei definit, ii interact, ionează cu similarităt, ile ı̂n acelas, i mod.

Lema 1.7. [30, p. 412, Theorem 6.2.9(c)] Fie A ∈Mn(C) s, i f o funct,ie analitică definită

pe un domeniu care cont,ine spectrul lui A. Atunci au loc relat,iile

fJ(XAX
−1) = XfJ(A)X

−1 (1.14)

fH(XAX
−1) = XfH(A)X

−1 (1.15)

fC(XAX
−1) = XfC(A)X

−1 (1.16)

pentru orice matrice nesingulară X ∈Mn(C).

Putem generaliza ideea pentru a evalua funct, iile de matrice folosind relat, ia

f(XAX−1) = Xf(A)X−1. Se demonstrează apoi că fJ(A) = fH(A) = fC(A) când A

este diagonalizabilă [30, p. 407].

Lema 1.8. [30, p. 408] Fie A ∈ Mn(C) s, i ǫ > 0. Atunci există o matrice Aǫ ∈ Mn(C)

astfel ı̂ncât

‖Aǫ − A‖ ≤ ǫ,

unde Aǫ are valorile proprii distincte si, prin urmare este diagonalizabilă.

Se stabilesc proprietăt, ile de continuitate ale lui fH s, i fC , pentu a arăta că fH(A) =

fC(A) ı̂n cazul nediagonalizabil.

Lema 1.9. [30, p. 396, Theorem 6.1.28] [30, p. 427, Theorem 6.2.28] Fie A ∈Mn(C) s, i

f o funct,ie analitică definită pe un domeniu care cont,ine spectrul lui A. Atunci funct,iile

de matrice fH s, i fC sunt continue ı̂n A.

1.6 Formula lui Schwerdtfeger s, i o extindere a ei

În ultimii ani, a existat un număr considerabil de cercetări ı̂n ceea ce prives,te funct, iile

de matrice. Un motiv este dat de faptul că utilizarea acestora oferă solut, ii explicite pentru

sistemele liniare de ecuat, ii diferent, iale. De exemplu, solut, ia ecuat, iei y′ = Ay cu y(0) = x

este dată de y(t) = exp(tA), unde exp(tA) este exponent, iala matricei tA definită ı̂n
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Sect, iunea 1.4. Analog, am dori să găsim o formulă explicită pentru cos(tA), sin(tA), s, i

ı̂n general pentru f(tA). Schwerdtfeger a arătat că pentru orice funct, ie olomorfă f s, i

pentru orice matrice A ∈ Mn(C) are loc formula (1.17), unde µ reprezintă numărul de

valori proprii distincte λj ale lui A, rj este multiplicitatea lui λj s, i Aj sunt covariantele

Frobenius ale lui A. Aici Γj este o curbă netedă simplă ı̂nchisă ı̂n jurul numărului complex

λj. În această sect, iune vom folosi formula (1.17) pentru a obt, ine formula 1.19 s, i pentru

a studia câteva funct, ii de matrice.

Urmărim rezultatele s, i prezentarea din lucrarea noastră [13].

Funct, ia f definită pe mult, imea numerelor reale pozitive f : R+ → C, astfel ı̂ncât f

este integrabilă pe [0, T ] pentru orice T > 0, s, i există constantele α ∈ R s, i M > 0 astfel

ı̂ncât

|f(t)| ≤Meαt pentru orice t ≥ 0

se numes,te mărginită superior.

În 1961, Schwerdtfeger (vezi [29]) a arătat că pentru orice funct, ie f olomorfă s, i pentru

orice matrice A ∈Mn(C) are loc relat, ia

f(A) =

µ∑

j=1

Aj

rj−1∑

k=0

1

k!
f (k)(λj)(A− λjIn)

k, (1.17)

unde µ reprezintă numărul de valori proprii distincte λj ale lui A, rj este multiplicitatea

lui λj s, i

Aj =
1

2πi

∫

Γj

(sIn − A)−1ds =
1

2πi

∫

Γj

L[etA](s)ds (1.18)

sunt covariantele Frobenius ale lui A. Aici Γj este o curbă netedă simplă ı̂nchisă numai

ı̂n jurul lui λj s, i L notează transformata Laplace.

Pentru a calcula covariantele Frobenius se foloses,te inversa generalizată Penrose a unei

matrice.

Teorema 1.7. (Inversa generalizată Penrose) Dacă A ∈Mn(C), atunci există o matrice

unică X ∈Mn(C) care satisface următoarele relat,ii:

(i) AXA = A;

(ii) XAX = X;

(iii) (AX)∗ = AX;

(iv) (XA)∗ = XA,

unde B∗ este conjugata transpusei lui B.

Matricea X este numită inversa generalizată a lui A, s, i este notată cu A†.

Teorema 1.8. (Penrose) Dacă A ∈Mn(C) s, i λj ∈ σ(A), atunci

Aj = (Fλj
Eλj

)†,

unde Eλj
= (In − (A− λjIn)

rj)†(A− λjIn)
rj s, i Fλj

= (In − (A− λjIn)
rj)((A− λjIn)

rj)†.
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Prezentăm acum extinderea formulei lui Schwerdtfeger preluată după lucrarea noastră

[13].

Teorema 1.9. Fie f : D ⊆ C → C o funct,ie olomorfă, unde D este o mult,ime deschisă

s, i conexă. Dacă A ∈Mn(C) astfel ı̂ncât σ(A) ⊂ D s, i t ∈ R∗, atunci

f(tA) =

µ∑

j=1

Aj

rj−1∑

k=0

1

k!
f (k)(tλj)t

k(A− λjIn)
k, (1.19)

unde cu µ am notat numărul de valori proprii distincte λj ale lui A, rj este multiplicitatea

lui λj, s, i

Aj :=
1

2πi

∫

Γj

(sIn − A)−1ds =
1

2πi

∫

Γj

L[etA](s)ds (1.20)

sunt covariantele Frobenius ale lui A. Aici Γj este o curbă netedă simplă ı̂nchisă numai

ı̂n jurul lui λj.

Demonstraţie. Aplicând formula (1.17) pentru matricea tA avem

f(tA) =
n∑

j=1

(tA)j

rj−1∑

k=0

1

k!
f (k)(tλj)(tA− tλjIn)

k =

µ∑

j=1

Aj

rj−1∑

k=0

1

k!
f (k)(tλj)t

k(A− λjIn)
k,

unde am folosit proprietatea σ(tA) = tσ(A) s, i Teorema 1.8.

1.6.1 Implementarea ı̂n MATHEMATICA

În primul cod este prezentată implementarea ı̂n MATHEMATICA a covariantelor

Frobenius pentru o matrice dată A definite prin formula (1.18) pentru o valoare proprie

λj ∈ σ(A) dată.

Al doilea cod ne arată implemantarea ı̂n MATHEMATICA a formulei (1.19).

Observăm că linia 21 din cod poate fi modificată pentru a utiliza diferite funct, ii olomorfe.
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Capitolul 2

Grupurile Lie de matrice. Aplicat,ia

exponent,ială

Acest capitol este structurat ı̂n cinci sect, iuni ı̂n care sunt prezentate rezultate re-

feritoare la grupurile Lie de matrice, aplicat, ia exponent, ială s, i problema surjectivităt, ii

acesteia. În prima sect, iune sunt evident, iate rezultate cunoscute referitoare la aplicat, ia

exponent, ială pentru matrice pătratice cu elemente reale sau complexe (Lema 2.1, Lema

2.2, Lema 2.3, Lema 2.4, Lema 2.5). Sect, iunea 2.2 este dedicată grupului general liniar

real GL(n,R). Sunt prezentate, de asemenea, grupul special liniar SL(n,R), grupul or-

togonal O(n), grupul special ortogonal SO(n) s, i algebrele lor Lie, evident, iindu-se câteva

proprietăt, i ale aplicat, iei exponent, iale. În Sect, iunea 2.3 este definit grupul special euclidian

SE(n) al aplicat, iilor afine induse de transformările ortogonale, numite s, i mis,cări rigide,

s, i algebra Lie corespunzătoare. În Sect, iunea 2.4 sunt prezentate grupul liniar complex

GL(n,C) s, i subgrupul său SL(n,C), grupul unitarU(n) s, i subgrupul său SU(n) (Definit, ia

2.2). Ultima sect, iune este dedicată problemei surjectivităt, ii aplicat, iei exponent, iale, care

este studiată pentru grupurile prezentate ı̂n sect, iunile anterioare. Teorema 2.1, Teorema

2.2 s, i Teorema 2.3 ilustrează problema determinării imaginii aplicat, iei exponent, iale pen-

tru grupurile Lie, iar ı̂n Teoremele 2.4, 2.6, 2.7 sunt prezentate s, i demonstrate rezultatele

referitoare la surjectivitatea aplicat, iei exponent, iale. Dintre referint,ele utilizate ı̂n elabo-

rarea acestui capitol ment, ionăm D. Andrica s, i L. Mare [5], D. Andrica, R.-A. Rohan [6],

H.L. Lai [34], L. Mare [38], S. Mondal [42], M. Moskowitz, M. Wüstner [43], M. Nishikawa

[44], [45], [46], [47], [48], [49], S. Rădulescu, D. Andrica [57], M. Wüstner [65], [66], [67].

2.1 Aplicat, ia exponent, ială

Fiind dată o matrice A = (aij) ∈ Mn(K) unde K = R sau K = C, definim

exponent, iala lui A, notată cu eA, sau exp A, ca fiind matricea definită prin seria for-

mală
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eA =
∞∑

p=0

1

p!
Ap,

considerând A0 = In. Următoarea lemă arată că seria din definit, ia de mai sus este absolut

convergentă.

Lema 2.1. Pentru A = (aij) ∈ Mn(K) unde K = R sau K = C, definim numărul µ =

max
{∣∣a(p)ij

∣∣ : 1 ≤ i, j ≤ n
}
, unde Ap =

(
a
(p)
ij

)
. Atunci au loc inegalităt,ile

∣∣a(p)ij

∣∣ ≤ (nµ)p

pentru orice 1 ≤ i, j ≤ n. Ca o consecint,ă, pentru orice indici i, j, cu 1 ≤ i, j ≤ n,

seria
∑∞

p=0

a
(p)
ij

p!
este absolut convergentă s, i prin urmare exponent,iala matricei A este bine-

definită.

Cu o demonstrat, ie asemănătoare celei din Lema 2.1 obt, inem următorul rezultat: Dacă

A ∈ Mn(C), seria
∑∞

p=0
tp

p!
Ap, unde t ∈ R, converge uniform pe orice interval compact.

Mai mult, funct, ia t 7→ etA este diferent, iabilă s, i are loc relat, ia

d

dt
etA = AetA.

O proprietate fundamentală a aplicat, iei exponent, iale arată că dacă λ1, . . . , λn sunt valorile

proprii ale matricei A, atunci valorile proprii ale exponent, ialei eA sunt eλ1 , . . . , eλn . Pentru

a demonstra această proprietate avem nevoie de următoarele două rezultate ajutătoare.

Lema 2.2. Fie A,U ∈Mn(K) unde K = R sau K = C. Presupunem că matricea U este

inversabilă. Atunci are loc relat,ia

eUAU−1

= UeAU−1.

Lema 2.3. Fiind dată o matrice A ∈Mn(C), există o matrice inversabilă P s, i o matrice

superior triunghiulară T astfel ı̂ncât

A = PT−1P.

Observat
,
ia 2.1. Dacă E este un spat, iu hermitian, demonstrat, ia Lemei 2.3 poate fi us,or

adaptată pentru a dovedi că există o bază ortonormată {u1, . . . , un} fat, ă de care matricea

aplicat, iei f este superior triunghiulară. Cu alte cuvinte, există o matrice unitară U s, i o

matrice superior triunghiulară T astfel ı̂ncât A = UTU−1, rezultat cunoscut sub numele

de Lema lui Schur. Utilizând acest rezultat putem ajunge imediat la faptul că dacă A

este o matrice hermitiană, atunci există o matrice unitară U s, i o matrice diagonală D cu

elemente reale astfel ı̂ncât A = UDU∗.

Lema 2.4. Fie matricea pătratică A ∈ Mn(C). Dacă λ1, . . . , λn sunt valorile proprii

ale acesteia, atunci eλ1 , . . . , eλn sunt valorile proprii ale matricei eA. Mai mult, dacă u
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este un vector propriu al matricei A corespunzător lui λi, atunci u este vector propriu al

matricei eA pentru valoarea proprie eλi. Ca s, i o consecint, ă imediată arătăm că are loc

relat, ia

det(eA) = etr(A),

unde tr(A) este urma matricei A, adică suma a11 + · · · + ann a elementelor de pe diago-

nala principală, deci suma valorilor proprii ale lui A. Rezultă astfel că matricea eA este

ı̂ntotdeauna inversabilă.

Lema 2.5. Pentru orice matrice A,B ∈Mn(C) care comută, adică are loc relat,ia AB =

BA, avem

eA+B = eAeB. (2.1)

Folosind Lema 2.4 s, i faptul că matricele A s, i −A comută, avem eAe−A = eA+(−A) = e0n =

In, ceea ce arată că inversa matricei eA este e−A, adică avem relat, ia

(eA)−1 = e−A. (2.2)

Observat
,
ia 2.2. 1. Putem demonstra formula (2.2) observând că pentru orice t ∈ R,

avem
d

dt
(etAe−tA) = AetAe−tA + etA(−Ae−tA) = (A− A)etAe−tA = On,

deci funct, ia g(t) = etAe−tA este constantă pe R, adică avem g(t) = g(0) = In. Considerăm

t = 1 ı̂n relat, ia etAe−tA = In s, i obt, inem formula (2.2).

2. O demonstrat, ie alternativă pentru Lema 2.5 se obt, ine astfel. Pentru orice t ∈ R,

avem

d

dt
et(A+B)e−tAe−tB = (A+ B)et(A+B)e−tAe−tB − et(A+B)Ae−tAe−tB

− et(A+B)e−tABe−tB = (A+ B − (A+B))et(A+B)e−tAe−tB = On,

deoarece rezultă imediat că dacă A s, i B comută, atunci matricele A, et(A+B) s, i B, e−tA s, i

B, et(A+B) comută.

Rezultă că funct, ia h(t) = et(A+B)e−tAe−tB este constantă pe R, deci h(t) = h(0) = In.

Prin urmare, e−tAe−tB = (et(A+B))−1 = e−t(A+B) s, i pentru t = −1 obt, inem formula dorită.

3. În cazul ı̂n care matricele A s, i B nu comută, are loc formula lui Baker-Cambell-

Hausdorff

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]+ 1

12
[A,[A,B]]+ 1

12
[B,[B,A]]+...,

unde [X, Y ] = XY − Y X este comutatorul matricelor X s, i Y .

2.2 Grupul general liniar real GL(n,R)

Mult, imea matricelor pătratice, inversabile, de ordin n, cu elemente reale, formează ı̂n

raport cu operat, ia de ı̂nmult, ire un grup notat GL(n,R). Submult, imea formată din acele
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matrice din grupulGL(n,R) care au valoarea determinantului egală cu +1 este un subgrup

al lui GL(n,R), notat SL(n,R). Este us,or de verificat că mult, imea matricelor pătratice

ortogonale, de ordin n, este un subgrup al lui GL(n,R), notat O(n). Submult, imea

grupului O(n) formată din acele matrice care au valoarea determinantului egală cu +1

este un subgrup al lui O(n), notat SO(n). Matricele din grupul SO(n) se mai numesc

s, i matrice de rotat,ie. Se arată că mult, imea matricelor pătratice, de ordin n, cu elemente

reale s, i care au urma nulă formează un spat, iu vectorial ı̂mpreună cu operat, iile clasice

de adunare s, i ı̂nmult, ire cu scalari. La fel se poate arăta imediat că mult, imea matricelor

antisimetrice formează un spat, iu vectorial.

Grupul GL(n,R) se numes,te grupul general liniar real s, i subgrupul său SL(n,R) se

numes,te grupul special liniar. Grupul O(n) al matricelor ortogonale se numes,te gru-

pul ortogonal s, i subgrupul său SO(n) se numes,te grupul special ortogonal (sau grupul

rotat,iilor). Spat, iul vectorial al matricelor pătratice, de dimensiune n, cu elemente reale s, i

cu urma nulă este notat sl(n,R) s, i spat, iul vectorial al matricelor antisimetrice, pătratice,

de dimensiune n este notat so(n).

Notat, iile sl(n,R) s, i so(n) necesită câteva explicat, ii suplimentare. GrupurileGL(n,R),

SL(n,R), O(n) s, i SO(n) sunt s, i grupuri topologice, ceea ce ı̂nseamnă că sunt spat, ii

topologice (văzute ca s, i subspat, ii ale lui Rn2
), iar ı̂nmult, irea s, i inversa sunt operat, ii

continue (de fapt chiar netede). Aceste grupuri sunt grupuri Lie. Spat, iile vectoriale reale

sl(n,R) s, i so(n) sunt algebre Lie. Structura de algebră Lie este dată de paranteza Lie,

care ı̂n acest caz este comutatorul uzual al matricelor definit prin [A,B] = AB −BA.

De fapt, algebra Lie a unui grup Lie este spat, iul tangent la elementul unitate al

grupului privit ca varietate diferent, iabilă, adică spat, iul tuturor vectorilor tangent, i la

elementul unitate (̂ın acest caz matricea unitate In). Într-un anume sens, algebra Lie este

o liniarizare a grupului Lie.

În general, fie G un grup Lie cu algebra sa Lie g. Este cunoscut faptul că aplicat, ia

exponent, ială exp : g → G este definită prin exp(X) = γX(1), unde X ∈ g s, i γX este sub-

grupul cu un parametru al lui G corespunzător lui X. Reamintim următoarele proprietăt, i

ale aplicat, iei exponent, iale:

1) γx(t) = exp(tX), pentru orice t ∈ R s, i orice X ∈ g;

2) exp(sX) exp(tX) = exp(s+ t)X, pentru orice s, t ∈ R s, i orice X ∈ g;

3) exp(−tX) = (exp tX)−1, pentru orice t ∈ R s, i orice X ∈ g;

4) exp : g → G este o aplicat, ie netedă care este un difeomorfism local ı̂n 0 ∈ g s, i

exp(0) = e, unde e este elementul neutru al grupului G;

5) imaginea exp(g) a aplicat, iei exponent, iale generează componenta conexă Ge a

unităt, ii e ∈ G;

6) dacă f : G1 → G2 este un morfism de grupuri Lie s, i f∗ : L(g1) → L(g2) este

morfismul de algebre Lie indus de f , atunci următoarea diagramă este comutativă
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g1
f∗

//

exp1

��

g2

exp2

��

G1
f

// G2

adică avem relat, ia f ◦ exp1 = exp2 ◦f∗.
Aplicat, ia exponent, ială permite o parametrizare a elementelor grupului Lie cu obiectele

mai simple ale algebrei Lie. Aplicat, ia exponent, ială pe diverse grupuri Lie are multiple

aplicat, ii ı̂n mecanică [1], prelucrarea imaginilor [18] s, i ı̂n descrierea altor procese din lumea

reală [19], [20].

Algebra Lie gl(n,R) a grupului GL(n,R) constă ı̂n mult, imea matricelor pătratice de

ordinul n, cu elemente reale. Este us,or de arătat că aplicat, ia exp : gl(n,R) → GL(n,R)

este definită de formula exp(A) = eA. Aceasta este corect definită deoarece am văzut că

avem det(eA) = etr(A) 6= 0. Mai mult, din proprietatea 6) de mai sus, rezultă că aplicat, iile

exponent, iale exp : so(n) → SO(n), exp : sl(n,R) → SL(n,R) s, i exp : o(n) → O(n) sunt

restrict, iile lui exp : gl(n,R) → GL(n,R).

Aplicat, ia exp : o(n) → O(n) este corect definită deoarece din proprietatea

exp tA = texpA, rezultă imediat că avem

t(expA) expA = (exp tA) expA = exp( tA+ A) = expOn = In,

adică expA este o matrice de rotat, ie dacă A este o matrice antisimetrică.

În plus, pentru aplicat, ia exp : so(n) → SO(n) avem det expA = etr(A) = 1, deoarece

elementele de pe diagonala principală ale lui A sunt toate nule, deci tr(A) = 0.

Pentru aplicat, ia exponent, ială exp : sl(n,R) → SL(n,R), evident avem det expA =

etr(A) = 1, deoarece din nou tr(A) = 0.

Referint,ele utilizate ı̂n prezentarea grupurilor de matrice sunt A. Baker [10], M.L.

Curtis [15], F.R. Gantmacher [21].

2.3 Grupul special euclidian SE(n)

În această sect, iune prezentăm grupul SE(n) al aplicat, iilor afine induse de trans-

formările ortogonale, numite s, i mis,cări rigide, s, i algebra Lie corespunzătoare. Grupurile

SE(2) s, i SE(3) joacă un rol fundamental ı̂n robotică, dinamică s, i ı̂n procesul de interpolare

a mis,cării.

Mai ı̂ntâi reamintim metoda uzuală de reprezentare a aplicat, iilor afine ale spat, iului

Rn ı̂n termeni dat, i de matrice pătratice de dimensiune n+ 1.

Definit
,
ia 2.1. Mult,imea aplicat,iilor afine ρ ale spat,iului Rn, definite prin ρ(X) = RX+U,

unde R este o matrice de rotat,ie, adică R ∈ SO(n) s, i U este un vector din Rn, formează
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un grup ı̂n raport cu operat,ia de compunere, numit grupul izometriilor afine directe

(sau mis,cări rigide) sau grupul special Euclidian. Acesta se notează cu SE(n).

Fiecare mis,care rigidă poate fi reprezentată de o matrice pătratică de dimensiune n+1

descompusă ı̂n blocuri de forma (
R U

0 1

)
,

adică avem (
ρ(X)

1

)
=

(
R U

0 1

)(
X

1

)
,

dacă s, i numai dacă ρ(X) = RX + U.

Spat, iul vectorial al matricelor pătratice de ordinul n+ 1, cu valori reale, descompuse

ı̂n blocuri de forma

A =

(
Ω U

0 0

)
,

unde Ω este o matrice antisimetrică s, i U este un vector din spat, iul Rn se notează cu se(n).

Grupul SE(n) este un grup Lie, iar algebra sa Lie corespunzătoare este se(n).

Vom arăta că aplicat, ia exponent, ială exp : se(n) → SE(n) este corect definită. Mai

ı̂ntâi demonstrăm următoarea lemă.

Lema 2.6. Fiind dată o matrice pătratică de ordinul n+ 1, definită ı̂n blocuri de forma

A =

(
Ω U

0 0

)
,

unde Ω este o matrice antisimetrică s, i U este un vector din spat,iul Rn, are loc relat,ia

Ak =

(
Ωk Ωk−1U

0 0

)
, (2.3)

unde Ω0 = In.

Ca o consecint, ă avem

expA =

(
expΩ V U

0 1

)
, (2.4)

unde

V = In +
∞∑

k=1

1

(k + 1)!
Ωk =

∫ 1

0

exp tΩdt (2.5)

2.4 Grupurile GL(n,C), SL(n,C), U(n) s, i SU(n)

Mult, imea matricelor pătratice, de ordinul n, cu elemente complexe s, i inversabile for-

mează un grup ı̂n raport cu multiplicarea, notat cu GL(n,C). Submult, imea acestuia

21



formată din acele matrice a căror determinant are valoarea +1 este un subgrup al lui

GL(n,C), notat cu SL(n,C). Este us,or de verificat că submult, imea matricelor unitare,

adică a celor care verifică relat, ia A tĀ = In, unde Ā este conjugata matricei A, formează un

subgrup notat cu U(n). Submult, imea grupului U(n) care cont, ine matricele cu valoarea

determinantului egală cu +1 este un subgrup al lui U(n), notat cu SU(n). Putem verifica

faptul că mult, imea matricelor pătratice, de ordinul n, cu elemente complexe s, i care au

urma nulă formează un spat, iu vectorial real ı̂mpreună cu operat, ia de adunare s, i multi-

plicarea cu scalari reali. Similar, avem aceeas, i proprietate pentru matricele hermitiene

simetrice s, i pentru matricele hermitiene simetrice cu urma nulă.

Definit
,
ia 2.2. Grupul GL(n,C) se numes,te grupul general liniar complex s, i su-

bgrupul său SL(n,C) se numes,te grupul special liniar complex. Grupul matricelor

unitare U(n) se numes,te grupul unitar s, i subgrupul său SU(n) se numes,te grupul

special unitar.

Spat, iul vectorial real al matricelor pătratice, de dimensiune n, cu elemente complexe

care au urma nulă se notează cu sl(n,C), spat, iul matricelor hermitiene antisimetrice se

notează cu u(n) s, i spat, iul vectorial real definit de intersect, ia u(n)∩ sl(n,C) se notează cu

su(n).

Observat
,
ia 2.3. 1. La fel ca s, i ı̂n cazul real, grupurile GL(n,C), SL(n,C), U(n) s, i

SU(n) sunt grupuri topologice (văzute ca s, i subspat, ii ale lui R2n2
), de fapt varietăt, i reale

netede. Ele posedă o structură de grup Lie. Spat, iile vectoriale reale sl(n,C), u(n) s, i su(n)

sunt algebrele Lie asociate grupurilor SL(n,C), U(n) s, i SU(n). Structura de algebră Lie

este dată de paranteza Lie, care este definită prin comutatorul uzual al matricelor

[A,B] = AB −BA.

2. Este de asemenea posibil să definim grupuri Lie complexe, ceea ce ı̂nseamnă că sunt

grupuri topologice s, i varietăt, i complexe netede. Se demonstrează că grupurile GL(n,C)

s, i SL(n,C) sunt varietăt, i complexe ı̂n timp ce grupurile U(n) s, i SU(n) nu au această

proprietate.

Proprietăt, ile aplicat, iei exponent, iale joacă un rol important ı̂n studiul grupurilor

Lie complexe. Ca s, i ı̂n cazul real, aplicat, iile exponent, iale pentru aceste grupuri, sunt

restrict, iile aplicat, iei standard exp : gl(n,C) → GL(n,C), discutată ı̂n Sect, iunea 2.1,

unde gl(n,C) =Mn(C).

Deoarece avem det(expA) = etrA, rezultă că aplicat, ia exp : sl(n,C) → SL(n,C) este

corect definită.

Dacă A ∈ Mn(C), notăm pentru simplitate A∗ = tĀ. Să arătăm acum că aplicat, ia

exp : u(n) → U(n) este corect definită. Din relat, ia (expA)∗ = expA∗, dacă A ∈ u(n),

avem

(expA)∗ = expA∗ = exp(−A),

deci obt, inem
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(expA)∗(expA) = exp(−A) expA = exp(−A+ A) = In,

adică expA ∈ U(n).

Este evident faptul că aplicat, ia exp : su(n) → SU(n) este bine definită.

2.5 Problema surjectivităt, ii aplicat, iei exponent, iale

Din proprietatea 5) din Sect, iunea 2.2 a aplicat, iei exponent, iale a unui grup Lie rezultă

că următoarele două probleme sunt de o important, ă deosebită.

Problema 1. Să se găsească condit,iile pentru grupul Lie G astfel ı̂ncât aplicat,ia

exponent,ială este surjectivă.

Problema 2. În cazul ı̂n care nu este surjectivă, să se determine imaginea E(G) =

exp(g).

J. Dixmier a pus prima oară problema determinării imaginii aplicat, iei exponent, iale

pentru grupurile Lie rezolubile care sunt simplu conexe. Numai ı̂n câteva situat, ii speciale

avem G = E(G), iar grupurile cu această proprietate se numesc grupuri Lie exponent,iale.

O monografie dedicată grupurilor Lie exponet, iale este [64]. Grupurile Lie compacte s, i

conexe sunt exponent, iale [12]. Aceeas, i proprietate o au s, i multe din grupurile Lie de rang

1 care au centrul liber s, i sunt simplu conexe [11], [25]. Problema este foarte complicată

ı̂n cazul grupurilor semisimple de rang ≥ 2 s, i ı̂n cazul grupurilor mixte.

Aceste probleme prezintă un interes special fiind studiate de mai mult, i autori, dintre

care ment, ionăm N.J. Higham [23], K.H. Hofmann, A. Mukhergea [26], K.H. Hofmann,

W.A.F. Rupert [27], M. Wüstner [65], [66].

În această sect, iune vom discuta aceste probleme pentru grupurile de matrice trecute

ı̂n revistă ı̂n sect, iunile precedente.

2.5.1 Grupul GL(n,R), n ≥ 2, nu este exponent
,
ial

Pentru X ∈ Mn(R) = gl(n,R) rezultă că trX ∈ R s, i deci det(exp(X)) > 0. Prin

urmare, exp : gl(n,R) → GL+(n,R), undeGL+(n,R) este subgrupul lui GL(n,R) definit

de matricele nesingulare cu determinantul strict pozitiv. Prin urmare, avem incluziunea

exp(Mn(R)) ⊆ GL+(n,R). Acest fapt este normal dacă t, inem cont de proprietatea 4) a

aplicat, iei exponent, iale ı̂n general, ment, ionată ı̂n Sect, iunea 2.2. Deci GL(n,R) nu este

exponent, ial.

Pentru n = 1 avem identificările exp(M1(R)) = R s, i GL+(1,R) = (0,+∞), deci ı̂n

acest caz exp : R → (0,+∞) este surjectivă.

Determinarea mult, imii E(GL(n,R)) este interesantă dacă n ≥ 2.

Rezultatul care rezolvă complet această problemă a fost obt, inut init, ial de M. Nishikawa

ı̂n [44], pornind de la lucrarea [50], s, i redemonstrat independent de D. Andrica s, i L. Mare

[5].
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Teorema 2.1. Se consideră matricea A ∈ GL+(n,R), n ≥ 2. Atunci A ∈ E(GL(n,R))

dacă s, i numai dacă blocurile corespunzătoare valorilor proprii negative din descompunerea

sa Jordan apar cu multiplicitate pară.

De exemplu, pentru matricea

A =

(
−1 0

0 −2

)
,

avem A ∈ GL+(2,R), dar A /∈ E(GL(2,R)).

O altă caracterizare pentru mult, imea E(GL(n,R)) este cont, inută ı̂n următorul rezul-

tat (a se vedea lucrările [39] s, i [40]).

Teorema 2.2. Avem A ∈ E(GL(n,R)) dacă s, i numai dacă ecuat,ia X2 = A are solut,ii

ı̂n GL(n,R).

2.5.2 Grupul SL(n,R), n ≥ 2, nu este exponent
,
ial

Grupul SL(n,R) este conex, dar nu este compact. Vom arăta că aplicat, ia exponent, ială

exp : sl(2,R) → SL(2,R) nu este surjectivă. Dacă

X =

(
a b

c −a

)
∈ sl(2,R),

atunci se observă că

X2 = (a2 + bc)I2 = − det(X)I2.

Când a2 + bc = 0 avem Xp = O2 pentru orice p ≥ 2, deci

expX = I2 +X.

Dacă a2 + bc < 0, fie ω > 0 astfel ı̂ncât ω2 = −(a2 + bc). Atunci

expX = (cosω)I2 +
sinω

ω
X.

Dacă a2 + bc > 0, fie ω =
√
a2 + bc. Atunci

expX = (chω)I2 +
shω

ω
X.

Această funct, ie de matrice nu este surjectivă. Într-adevăr, avem tr(expX) = 2 cosω dacă

a2 + bc < 0, tr(expX) = 2chω dacă a2 + bc > 0 s, i tr(expX) = 2 dacă a2 + bc = 0.

Prin urmare, pentru orice matrice cu urma nulă are loc relat, ia

tr(expX) ≥ −2,
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deci orice matrice A cu determinantul egal cu 1 s, i a cărui urmă are valoarea mai mică

decât −2 nu este exponent, iala unei matrice X cu urma nulă.

Un rezultat de forma celui din Teorema 2.2 are loc s, i pentru grupul SL(n,R) (a se

vedea [39]).

Teorema 2.3. Avem A ∈ E(SL(n,R)) dacă s, i numai dacă ecuat,ia X2 = A are solut,ii

ı̂n SL(n,R).

2.5.3 Grupul SO(n) este exponent
,
ial

Această proprietate rezultă din faptul că SO(n) este compact s, i conex (a se vedea

[12], [59]). Prezentăm ı̂n continuare o demonstrat, ie elementară.

Teorema 2.4. Grupul special ortogonal SO(n) este exponent,ial.

Pentru orice matrice pătratică antisimetrică, de ordinul 3, cu elemente reale

A =




0 −c b

c 0 −a
−b a 0


 ,

considerăm numărul θ =
√
a2 + b2 + c2 s, i matricea

B =



a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2


 .

Are loc următorul rezultat cunoscut sub numele de formula lui Rodrigues(1840).

Teorema 2.5. Cu notat,iile de mai sus, aplicat,ia exponent,ială exp : so(3) → SO(3) este

dată de

expA = (cos θ)I3 +
sin θ

θ
A+

(1− cos θ)

θ2
B.

Echivalent, putem scrie formula sub forma

expA = I3 +
sin θ

θ
A+

(1− cos θ)

θ2
A2,

dacă θ 6= 0.

Surjectivitatea exponent, ialei pe grupul SO(n) este o proprietate importantă care im-

plică existent,a unei funct, ii inverse locale, notată ln, ln : SO(n) → so(n) care are aplicat, ii

interesante. În lucrarea lui J.Gallier, D.Xu [19] este ment, ionat că funct, iile exp s, i ln pen-

tru grupul SO(n) pot fi folosite ı̂n interpolarea mis,cării (vezi M.-J. Kim, M.-S. Shin [32],

[33] s, i F.C. Park, B. Ravani [51],[52]). Interpolarea mis,cării s, i mis,cările rat, ionale au fost

studiate s, i de B. Jüttler [36], [37]. De asemenea, surjectivitatea aplicat, iei exponent, iale a

grupului SO(n) ne dă posibilitatea să descriem rotat, iile spat, iului Euclidean Rn (vezi R.-
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A. Rohan [59]). Conexiunea cu geometria diferent, ială necomutativă este dată de lucrarea

lui L.I. Piscoran [53].

2.5.4 Grupul SE(n), n ≥ 2, este exponent
,
ial

Teorema 2.6. Aplicat,ia exponent,ială exp : se(n) → SE(n) este surjectivă.

În cazul n = 3, fiind dată o matrice antisimetrică

Ω =




0 −c b

c 0 −a
−b a 0


 ,

fie θ =
√
a2 + b2 + c2. Este us,or să arătăm că dacă θ = 0, atunci

expA =

(
I3 U

0 1

)
.

Dacă θ 6= 0, folosind faptul că Ω3 = −θ2Ω, obt, inem

expΩ = I3 +
sin θ

θ
Ω +

1− cos θ

θ2
Ω2

s, i

V = I3 +
1− cos θ

θ2
Ω +

θ − sin θ

θ3
Ω2.

2.5.5 Grupurile U(n) s
,
i SU(n) sunt exponent

,
iale

Teorema 2.7. Aplicat,iile exponent,iale

exp : u(n) → U(n) s, i exp : su(n) → SU(n)

sunt surjective.

Următorul rezultat arată că orice matrice hermitiană pozitiv definită A este de forma

expB, unde B este o matrice hermitiană determinată ı̂n mod unic.

Teorema 2.8. Pentru orice matrice hermitiană B, matricea expB este o matrice hermi-

tiană pozitiv definită. Pentru orice matrice hermitiană pozitiv definită A, există o matrice

hermitiană unic determinată de B astfel ı̂ncât are loc relat,ia A = expB.
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Capitolul 3

Formule Rodrigues pentru funct,ii de

matrice. Metode de determinare a

coeficient,ilor Rodrigues

Acest capitol este structurat ı̂n s,ase sect, iuni. În prima sect, iune este introdusă pro-

blema Rodrigues pentru funct, ii de matrice s, i sunt prezentat, i coeficient, ii Rodrigues. În

Teorema 3.1 prezentăm, ı̂n cazul ı̂n care valorile proprii ale matricii sunt două câte două

distincte, o metodă directă de a determina coeficient, ii Rodrigues generali reducând pro-

blema Rodrigues la sistemul (3.7). Apoi, Teorema 3.2 ne dă formulele explicite ı̂n termeni

de polinoame simetrice fundamentale ale valorilor proprii ale matricii. Aceste formule ne

permit să considerăm s, i cazurile degenerate (situat, iile ı̂n care valorile proprii au multipli-

cităt, i) s, i să obt, inem formule frumoase pentru coeficient, i. Sect, iunea 3.3 ilustrează cazurile

particulare n = 2, 3, 4 pentru care calculele sunt prezentate efectiv, iar formulele sunt pre-

zentate ı̂n forma restrânsă. În sect, iunea 3.4 sunt prezentate posibilele cazuri degenerate.

Sect, iunile 3.5 s, i 3.6 sunt dedicate metodei polinomului de interpolare al lui Hermite s, i

cazului special al aplicat, iei exponent, iale pentru grupul SO(n). Sunt prezentate cazurile

clasice n = 2, 3, dar s, i cazurile n = 4 s, i n = 5. În realizarea calculelor a fost utilizat

programul MATHEMATICA. Referint,a principală utilizată ı̂n acest capitol este lucrarea

D. Andrica, O.L. Chender (Broaina) [4]. Alte referint,e sunt D. Andrica, I.N. Casu [2],

D. Andrica, R.-A. Rohan [7], T. Bröcker, T. tom Dieck [12], C. Chevalley [14], O. Furdui

[17], J. Gallier, D. Xu [19], S. Kida, E. Trimandalawati, S. Ogawa [31], M.-J. Kim, M.-S.

Kim, A. Shin [32], [33], B. Jütler [36], [37], J.E. Marsden s, i T.S. Raţiu [41], F.C. Park, B.

Ravani [51], [52], L.I. Piscoran [53], V. Pop, O. Furdui [55], E.J. Putzer [56], R.-A. Rohan

[59], F. Warner [62], R. Vein, P. Dale [63], M. Wüstner [64].

3.1 Problema Rodrigues pentru funct, ii de matrice

Am văzut că aplicat, ia exponent, ială exp : gl(n,R) =Mn(R) → GL(n,R) este definită

prin (vezi C. Chevalley [14], J.E. Marsden s, i T.S. Raţiu [41], sau F. Warner [62])
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exp(X) =
∞∑

k=0

1

k!
Xk. (3.1)

Aplicând bine-cunoscuta teoremă Hamilton-Cayley, rezultă că fiecare putere Xk, k ≥
n, este o combinat, ie liniară de X0, X1,. . ., Xn−1, deci putem scrie

exp(X) =
n−1∑

k=0

ak(X)Xk, (3.2)

unde coeficient, ii reali a0(X), . . . , an−1(X) sunt unic definit, i s, i depind de matricea X. Din

această formulă rezultă că exp(X) este un polinom de X cu coeficient, ii funct, ii de X.

Problema de a găsi o formulă potrivită pentru exp(X) se reduce la problema determinării

coeficient, ilor a0(X), . . . , an−1(X). Vom numi această problemă generală problema Rodri-

gues, iar numerele a0(X), . . . , an−1(X) coeficient,ii Rodrigues ai aplicat, iei exponent, iale ı̂n

raport cu matricea X ∈Mn(R).

Originea acestei probleme este formula clasică a lui Rodriques obt, inută ı̂n 1840 pentru

grupul special ortogonal SO(3):

exp(X) = I3 +
sin θ

θ
X +

1− cos θ

θ2
X2,

unde
√
2θ = ‖X‖ s, i am notat cu ‖X‖ norma Frobenius a matricii X (a se vedea Te-

orema 2.5). Sunt numeroase argumente care evident, iază important,a acestei formule s, i

vom ment, iona aici doar următoarele două: studiul rotat, iilor corpurilor rigide ı̂n R3 s, i

parametrizarea rotat, iilor ı̂n R3.

Ideea generală de a construi funct, ii de matrice generalizând aplicat, ia exponent, ială este

să considerăm o funct, ie analitică f(z) = α0 + α1z + · · ·+ αmz
m + · · · , astfel ı̂ncât seriile

induse f̃(X) = α0In+α1X+· · ·+αmX
m+· · · sunt convergente ı̂ntr-o submult, ime deschisă

a lui Mn(R). Apoi, utilizând bine-cunoscuta teoremă Hamilton-Cayley-Frobenius putem

scrie o formă redusă a matricei f̃(X):

f̃(X) =
n−1∑

k=0

a
(f)
k (X)Xk. (3.3)

Relat, ia anterioară o numim formula Rodrigues corespunzătoare lui f̃ . Numerele

a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) sunt coeficient,ii Rodrigues ai aplicat, iei f̃ a matricei X ∈ Mn(R).

Evident, coeficient, ii reali a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) sunt unic definit, i, ei depind de matricea

X, iar f̃(X) este un polinom ı̂n X.

O proprietate importantă a coeficient, ilor Rodrigues este invariant,a lor ı̂n raport cu

operat, ia de conjugare a matricelor s, i avem

Propozit
,
ia 3.1. Pentru orice matrice inversabilă U au loc următoarele relat,ii

a
(f)
k (UXU−1) = a

(f)
k (X), k = 0, . . . , n− 1. (3.4)
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3.2 Metoda urmei ı̂n determinarea coeficient, ilor Ro-

drigues

În această sect, iune vom prezenta o metodă nouă de a determina coeficient, ii Rodrigues

generali a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) dat, i de relat, ia (3.3). Urmărind lucrarea [7], ideea de lucru

constă ı̂n a reduce relat, ia (3.3) la un sistem liniar cu necunoscutele a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X).

Aplicat, ii concrete ı̂n obt, inerea formulei Rodrigues pentru grupul Lorentz au fost date ı̂n

lucrarea [8].

În acest sens vom ı̂nmult, i succesiv ambii membrii ai relat, iei (3.3) cu matricea Xj ,

j = 0, . . . , n− 1 s, i obt, inem relat, iile

Xj f̃(X) =
n−1∑

k=0

a
(f)
k Xk+j, j = 0, . . . , n− 1, (3.5)

unde pentru simplitate am notat a
(f)
k = a

(f)
k (X), k = 0, . . . , n−1. Aplicând urma matricei

ı̂n ambii membrii ai relat, iei (3.5) obt, inem sistemul liniar

n−1∑

k=0

tr(Xk+j)a
(f)
k = tr(Xj f̃(X)), j = 0, . . . , n− 1, (3.6)

unde coeficient, ii sunt funct, ii de matricea X. Presupunem că λ1, . . . , λn sunt valorile

proprii ale matricei X. Atunci, este cunoscut faptul că matricea Xk+j are valorile proprii

λk+j
1 , . . . , λk+j

n s, i matricea Xj f̃(X) are valorile proprii λj1f(λ1), . . . , λ
j
nf(λn) (a se vedea

[29]).

Prin urmare, funct, ia fj : C → C, fj(z) = zjf(z) este analitică, deci valorile proprii

ale matricii fj(X) sunt fj(λ1), . . . , fj(λn) s, i avem fj(λs) = λjsf(λs), s = 1, . . . , n.

Astfel, sistemul (3.6) este echivalent cu sistemul

n−1∑

k=0

(
n∑

s=1

λk+j
s

)
a
(f)
k =

n∑

s=1

λjsf(λs), j = 0, . . . , n− 1. (3.7)

Din sistemul (3.7) obt, inem rezultatul următor referitor la solut, ia problemei Rodrigues

generale pentru funct, ia f (a se vedea [4]).

Teorema 3.1. 1) Coeficient,ii Rodrigues din formula (3.3) sunt solut,ii ale sistemului

(3.7).

2) Dacă valorile proprii λ1, . . . , λn ale matricii X sunt două câte două distincte, atunci

coeficient,ii Rodrigues a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) sunt perfect determinat,i de sistemul (3.7) s, i
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sunt dat,i de formulele

a
(f)
k (X) =

V
(f)
n,k (λ1, . . . , λn)

Vn (λ1, . . . , λn)
, k = 0, . . . , n− 1, (3.8)

unde Vn (λ1, . . . , λn) este determinantul Vandermonde de ordin n s, i V
(f)
n,k (λ1, . . . , λn)

este determinantul de ordin n obt,inut din Vn (λ1, . . . , λn) ı̂nlocuind linia k + 1 cu

f(λ1), . . . , f(λn).

3) Dacă valorile proprii λ1, . . . , λn ale matricei X sunt două câte două distincte, atunci

coeficient,ii Rodrigues a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) sunt combinat,ii liniare de f(λ1), . . . , f(λn)

având coeficient,ii funct,ii rat,ionale de λ1, . . . , λn adică avem:

a
(f)
k (X) = b

(1)
k (X)f(λ1) + . . .+ b

(n)
k (X)f(λn), k = 0, . . . , n− 1, (3.9)

unde b
(1)
k , . . . , b

(n)
k ∈ Q [λ1, . . . , λn].

Dezvoltând determinantul V
(f)
n,k (λ1, . . . , λn) din 3.1 2) după linia k + 1 rezultă:

a
(f)
k (X) =

1

Vn

n∑

j=1

(−1)k+j+1LVn−1(λ1, . . . , λ̂j , . . . , λn)f(λj), (3.10)

unde LVn−1(λ1, . . . , λ̂j, . . . , λn)f(λj) este determinantul Vandermonde (k + 1)-lacunar ı̂n

variabilele λ1, . . . , λ̂j, . . . , λn, adică determinantul obt, inut din Vn (λ1, . . . , λn) eliminând

linia k + 1 s, i coloana j. Aplicând bine-cunoscuta formulă (vezi referint,a [63])

LVn−1(λ1, . . . , λ̂j, . . . , λn) = sn−k−1(λ1, . . . , λ̂j, . . . , λn)Vn−1(λ1, . . . , λ̂j , . . . , λn),

unde sl este polinomul simetric de ordin l ı̂n n − 1 variabile λ1, . . . , λ̂j, . . . , λn, unde λj

lipses,te, obt, inem următorul rezultat care rezolvă complet problema generală ı̂n cazul ı̂n

care valorile proprii λ1, . . . , λn ale matricii X sunt două câte două distincte.

Teorema 3.2. Pentru orice k = 0, . . . , n− 1,au loc următoarele relat,ii

a
(f)
k (X) =

n∑

j=1

(−1)k+j+1Vn−1(λ1, . . . , λ̂j, . . . , λn)sn−k−1(λ1, . . . , λ̂j , . . . , λn)

Vn(λ1, . . . , λn)
f(λj), (3.11)

unde am notat cu sl polinomul simetric de ordin l s, i notat,ia λ̂j ı̂nseamnă că ı̂n determi-

nantul Vandermonde Vn−1 nu apare variabila λj.

3.3 Cazurile particulare n = 2, 3, 4

Evident, când X = On, avem f̃(X) = α0In s, i ı̂n acest caz a
(f)
0 (X) = α0, a

(f)
1 (X) =

· · · = a
(f)
n−1(X) = 0.
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În această sect, iune presupunem că valorile proprii λ1, . . . , λn ale matricii X sunt două

câte două distincte. Urmărim prezentarea din lucrarea [4].

3.3.1 Cazul n = 2

Formula Rodrigues generală

f̃(X) = (
λ2

λ2 − λ1
f(λ1)−

λ1
λ2 − λ1

f(λ2))I2 + (− 1

λ2 − λ1
f(λ1) +

1

λ2 − λ1
f(λ2))X. (3.12)

Această formulă apare ı̂n [55, Theorem 4.7, page 194] s, i ı̂n lucrarea [17].

3.3.2 Cazul n = 3

Formula Rodrigues generală corespunzătoare

f̃(X) = (
λ2λ3

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)
f(λ1)−

λ1λ3
(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)

f(λ2)+
λ1λ2

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
f(λ3))I3+

(− λ2 + λ3
(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)

f(λ1) +
λ3 + λ1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)
f(λ2)−

λ1 + λ2
(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

f(λ3))X+

(
1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)
f(λ1)−

1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)
f(λ2) +

1

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
f(λ3))X

2.

3.3.3 Cazul n = 4

a
(f)
0 (X) =

λ2λ3λ4
(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)

f(λ1)−
λ1λ3λ4

(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ2)
f(λ2)+

λ1λ2λ4
(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ3)

f(λ3)−
λ1λ2λ3

(λ4 − λ1)(λ4 − λ2)(λ4 − λ3)
f(λ4),

a
(f)
1 (X) = − λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)
f(λ1) +

λ1λ3 + λ1λ4 + λ3λ4
(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ2)

f(λ2)−

λ1λ2 + λ1λ4 + λ2λ4
(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ3)

f(λ3) +
λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

(λ4 − λ1)(λ4 − λ2)(λ4 − λ3)
f(λ4),

a
(f)
2 (X) =

λ2 + λ3 + λ4
(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)

f(λ1)−
λ1 + λ3 + λ4

(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ2)
f(λ2)+

λ1 + λ2 + λ4
(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ3)

f(λ3)−
λ1 + λ2 + λ3

(λ4 − λ1)(λ4 − λ2)(λ4 − λ3)
f(λ4),
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a
(f)
3 (X) = − 1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)
f(λ1) +

1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ2)
f(λ2)−

1

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)(λ4 − λ3)
f(λ3) +

1

(λ4 − λ1)(λ4 − λ2)(λ4 − λ3)
f(λ4),

s, i formula Rodrigues generală corespunzătoare, dar nu o vom scrie explicit aici din motive

de spat, iu.

3.4 Cazurile degenerate n = 2, 3, 4

În această sect, iune vom arăta cum obt, inem coeficient, ii Rodrigues generali când valorile

proprii λ1, · · · , λn ale matricii X nu sunt distincte, ı̂n cazurile n = 2, 3, 4. Urmărim

prezentarea din lucrarea noastră [4].

3.4.1 Cazul n = 2

Presupunem că λ1 = λ2. Atunci coeficient, ii Rodrigues generali corespunzători pot

fi obt, inut, i din formulele din subsect, iunea 3.3.1 unde facem λ2 → λ1. Folosind formula

derivatei unui determinat funct, ional obt, inem

a
(f)
0 (X) =

∣∣∣∣∣
f(λ1) f ′(λ1)

λ1 1

∣∣∣∣∣ = f(λ1)− λ1f
′(λ1)

a
(f)
1 (X) =

∣∣∣∣∣
1 0

f(λ1) f ′(λ1)

∣∣∣∣∣ = f ′(λ1).

Această formulă apare ı̂n [55, Theorem 4.8, page 194] s, i ı̂n lucrarea [17].

3.4.2 Cazul n = 3

În acest caz avem de studiat următoarele două posibilităt, i, dacă nu considerăm per-

mutările valorilor proprii λ1, λ2, λ3.

Cazul λ1 = λ2 6= λ3

Coeficient, ii Rodrigues generali corespunzători pot fi obt, inut, i din formulele din

subsect, iunea 3.3.2 pentru λ2 → λ1. Folosind din nou formula derivatei unui determi-

nat funct, ional obt, inem

a
(f)
0 (X) =

λ23 − 2λ1λ3
(λ3 − λ1)2

f(λ1)−
λ1λ3
λ3 − λ1

f ′(λ1) +
λ21

(λ3 − λ1)2
f(λ3)
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a
(f)
1 (X) =

2λ1
(λ3 − λ1)2

f(λ1) +
λ23

(λ3 − λ1)2
f ′(λ1) +

2λ1
(λ3 − λ1)2

f(λ3)

a
(f)
2 (X) = − 1

(λ3 − λ1)2
f(λ1)−

1

λ3 − λ1
f ′(λ1) +

1

(λ3 − λ1)2
f(λ3).

Cazul λ1 = λ2 = λ3

Utilizăm formulele din Cazul 3.4.2 pentru λ3 → λ1 s, i obt, inem

a
(f)
0 (X) = f(λ1)− λ1f

′(λ1) +
1

2
λ21f

′′(λ1), a
(f)
1 (X) = f ′(λ1)− λ1f

′′(λ1), a
(f)
2 (X) =

1

2
f ′′(λ1)

s, i formula Rodrigues corespunzătoare.

3.4.3 Cazul n = 4

În acest caz avem de studiat următoarele patru posibilităt, i, fără a considera per-

mutările valorilor proprii λ1, λ2, λ3, λ4.

Cazul λ1 = λ2 6= λ3 6= λ4

Coeficient, ii Rodrigues generali pot fi obt, inut, i din formulele din subsect, iunea 3.3.3

pentru λ2 → λ1 s, i utilizând formula derivatei unui determinant funct, ional. Rezultă

succesiv

a
(f)
0 (X) =

λ3λ4(3λ
2
1 + λ3λ4 − 2λ1(λ3 + λ4))

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ1)2
f(λ1)−

λ1λ3λ4
(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)

f ′(λ1)

+
λ21λ4

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ3)
f(λ3)−

λ21λ3
(λ4 − λ1)2(λ4 − λ3)

f(λ4),

a
(f)
1 (X) =

−λ1(3λ1(λ3 + λ4)− 2(λ23 + λ3λ4 + λ24))

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ1)2
f(λ1) +

λ3λ4 + λ1(λ3 + λ4)

(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)
f ′(λ1)

− λ1(λ1 + 2λ4)

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ3)
f(λ3) +

λ1(λ1 + 2λ3)

(λ4 − λ1)2(λ4 − λ3)
f(λ4),

a
(f)
2 (X) =

3λ21 − λ23 − λ3λ4 − λ24
(λ3 − λ1)2(λ4 − λ1)2

f(λ1)−
(λ1 + λ3 + λ4)

(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)
f ′(λ1)

+
2λ1 + λ4

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ3)
f(λ3)−

2λ1 + λ3
(λ4 − λ1)2(λ4 − λ3)

f(λ4),

a
(f)
3 (X) =

−2λ1 + λ3 + λ4
(λ3 − λ1)2(λ4 − λ1)2

f(λ1) +
1

(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)
f ′(λ1)
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− 1

(λ4 − λ3)(λ3 − λ1)2
f(λ3) +

1

(λ4 − λ3)(λ4 − λ1)2
f(λ4).

Cazul λ1 = λ2 = λ3 6= λ4

Utilizăm formulele din cazul 3.4.3 pentru λ3 → λ1 s, i obt, inem

a
(f)
0 (X) =

λ31 + (λ4 − λ1)
3

(λ4 − λ1)3
f(λ1)+

λ1λ4(2λ1 − λ4)

(λ4 − λ1)2
f ′(λ1)+

λ21λ4
2(λ4 − λ1)

f ′′(λ1)−
λ31

(λ4 − λ1)3
f(λ4),

a
(f)
1 (X) =

−3λ21
(λ4 − λ1)3

f(λ1)+
−2λ21 − 2λ1λ4 + λ24

(λ4 − λ1)2
f ′(λ1)−

λ1(λ1 + 2λ4)

2(λ4 − λ1)
f ′′(λ1)+

3λ21
(λ4 − λ1)3

f(λ4),

a
(f)
2 (X) =

3λ1
(λ4 − λ1)3

f(λ1) +
3λ1

(λ4 − λ1)2
f ′(λ1) +

2λ1 + λ4
2(λ4 − λ1)

f ′′(λ1)−
3λ1

(λ4 − λ1)3
f(λ4),

a
(f)
3 (X) ==

−1

(λ4 − λ1)3
f(λ1)−

1

(λ4 − λ1)2
f ′(λ1)−

1

2(λ4 − λ1)
f ′′(λ1) +

1

(λ4 − λ1)3
f(λ4).

Cazul λ1 = λ2 = λ3 = λ4

Utilizăm formulele obt, inute ı̂n cazul anterior pentru λ4 → λ1 s, i obt, inem

a
(f)
0 (X) = 2f(λ1)− 2λ1f

′(λ1) + λ21f
′′(λ1)−

λ31
3
f ′′′(λ1),

a
(f)
1 (X) = 2f ′(λ1)− 2λ1f

′′(λ1) + λ21f
′′′(λ1),

a
(f)
2 (X) = f ′′(λ1)− λ1f

′′′(λ1),

a
(f)
3 (X) =

1

3
f ′′′(λ1).

Cazul λ1 = λ2, λ3 = λ4 s
,
i λ2 6= λ4

Coeficient, ii Rodrigues generali pot fi obt, inut, i din formulele din cazul 3.4.3 pentru

λ4 → λ3. Obt, inem

a
(f)
0 (X) =

λ23(−3λ1 + λ3)

(λ3 − λ1)3
f(λ1)−

λ1λ
2
3

(λ3 − λ1)2
f ′(λ1)−

λ21(λ1 − 3λ3)

(λ3 − λ1)3
f(λ3)−

λ21λ3
(λ3 − λ1)2

f ′(λ3),
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a
(f)
1 (X) ==

6λ1λ3
(λ3 − λ1)3

f(λ1)+
λ3(2λ1 + λ3)

(λ3 − λ1)2
f ′(λ1)−

6λ1λ3
(λ3 − λ1)3

f(λ3)+
λ1(λ1 + 2λ3)

(λ3 − λ1)2
f ′(λ3),

a
(f)
2 (X) =

−3(λ1 + λ3)

(λ3 − λ1)3
f(λ1)−

λ1 + 2λ3
(λ3 − λ1)2

f ′(λ1) +
3(λ1 + λ3)

(λ3 − λ1)3
f(λ3)−

2λ1 + λ3
(λ3 − λ1)2

f ′(λ3),

a
(f)
3 (X) =

2

(λ3 − λ1)3
f(λ1) +

1

(λ3 − λ1)2
f ′(λ1)−

2

(λ3 − λ1)3
f(λ3) +

1

(λ3 − λ1)2
f ′(λ3).

3.5 Metoda polinomului de interpolare al lui Hermite

Presupunem că funct, ia f este definită pe spectrul matricei X ∈Mn(C). T, inând seama

de Teorema 1.6 avem f̃(X) = r(X), unde r este polinomul de interpolare Hermite care

satisface condit, iile

r(j)(λi) = f (j)(λi), i = 1, . . . , s, j = 0, . . . , ni − 1

unde λ1, . . . , λs sunt valorile proprii distincte ale lui X cu multiplicităt, ile n1, . . . , ns s, i

n1 + · · ·+ ns = n.

În acest caz coeficient, ii Rodrigues a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n (X) ai aplicat, iei f̃ pentru matricea

X sunt coeficient, ii polinomului Hermite definit de condit, iile de interpolare de mai sus.

Acesta este definit de

r(t) =
s∑

i=1

[(
ni−1∑

j=0

1

j!
Φ

(j)
i (λi)(t− λi)

j

)
∏

j 6=i

(t− λj)
nj

]
(3.13)

unde Φi(t) = f(t)/
∏
j 6=i

(t− λj)
nj .

Dacă valorile proprii ale matricei X sunt două câte două distincte, atunci polinomul

Hermite r se reduce la polinomul de interpolare al lui Lagrange cu condit, iile r(λi) =

f(λi), i = 1, . . . , n,

r(t) =
n∑

i=1

f(λi)li(t), (3.14)

unde li sunt polinoamele Lagrange fundamentale definite prin

li(t) =
n∏

j=1
j 6=i

t− λj
λi − λj

, i = 1, . . . , n. (3.15)
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3.5.1 Complexitatea problemei Rodrigues

Determinarea formei algebrice a polinomului Hermite dat de (3.13) este o pro-

blemă echivalentă cu problema determinării coeficient, ilor Rodrigues ai aplicat, iei f̃ când

cunoas,tem valorile proprii ale matricei X. Cum determinarea efectivă a spectrului ma-

tricei X implică rezolvarea unei ecuat, ii algebrice de grad n, putem spune că problema

Rodrigues are complexitate mai mare decât problema determinării explicite a coeficient, ilor

polinomului Hermite ı̂n context general. Aceasta este o problemă complicată ı̂n cazul ı̂n

care n s, i multiplicităt, ile n1, . . . , ns sunt mari (a se vedea [31]).

Pe de altă parte, covariantele Frobenius Xj sunt polinoame ı̂n X, deci avem Xj =

pj(X), j = 1, . . . , µ. Dezvoltând (X − λjIn)
k ı̂n formula Schwerdtfeger (1.17) obt, inem

n−1∑

k=0

a
(f)
k (X)Xk =

µ∑

j=1

pj(X)

mj−1∑

k=0

1

k!
f (k)(λj)

k∑

s=0

(−1)sCs
kλ

s
jX

k−s.

Identificând coeficientul lui Xk ı̂n această relat, ie, obt, inem coeficient, ii Rodrigues a
(f)
k (X),

pentru k = 0, . . . , n − 1. Această abordare oferă o altă imagine asupra complexităt, ii

problemei Rodrigues prin reducerea acesteia la determinarea polinoamelor pj, j = 1, . . . , µ.

În cazul ı̂n care valorile proprii ale matricei X sunt două câte două distincte, formulele

(3.8) s, i (3.11) dau forma explicită pentru coeficient, ii polinomului Lagrange care satisface

condit, iile de interpolare de mai sus.

Ilustrăm ı̂n continuare această metodă pentru cazul degenerat prezentat pentru n = 4

ı̂n subsect, iunea 3.4.3 corespunzător situat, iei λ1 = λ2 6= λ3 6= λ4. Condit, iile de interpolare

sunt r(λ1) = f(λ1), r
′(λ1) = f ′(λ1), r(λ3) = f(λ3), r(λ4) = f(λ4).

Polinomul de interpolare al lui Hermite este

r(t) =

{
f(λ1)

(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)
+

[(
1

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ1)
+

1

(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)2

)
f(λ1)+

f ′(λ1)

(λ3 − λ1)(λ4 − λ1)

]
(t− λ1)

}
(t− λ3)(t− λ4)−

f(λ3)

(λ3 − λ1)2(λ4 − λ1)
(t− λ1)

2(t− λ4)

+
f(λ4)

(λ4 − λ1)2(λ4 − λ3)
(t− λ1)

2(t− λ3).

Prin calculul coeficient, ilor polinomului r regăsim formulele corespunzătoare acestui

caz din subsect, iunea 3.4.3.

3.5.2 Rezolvarea problemei Rodrigues pentru valori proprii cu

multiplicitate dublă

În această subsect, iune considerăm că funct, ia f este definită pe spectrul matricei X ∈
M2s(C) s, i că valorile proprii distincte λ1, . . . , λs ale lui X au multiplicitate dublă, adică
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avem n1 = · · · = ns = 2. În acest caz polinomul de interpolare r al lui Hermite satisface

condit, iile

r(λi) = f(λi), r
′(λi) = f ′(λi), i = 1, . . . , s

iar formula (3.13) devine

r(t) =
s∑

i=1

[f(λi) (1− 2l′i(λi)(t− λi)) + f ′(λi)(t− λi)] l
2
i (t), (3.16)

unde li sunt polinoamele Lagrange fundamentale definite ı̂n (3.15).

Observăm că formula (3.16) se poate scrie sub forma

r(t) =
s∑

i=1

(Ait+ Bi)ri(t), (3.17)

unde

Ai =
1

s∏
j=1
j 6=i

(λi − λj)2
[f ′(λi)− 2f(λi)l

′
i(λi)] ,

Bi =
1

s∏
j=1
j 6=i

(λi − λj)2
[f(λi) (1 + 2λil

′
i(λi))− λif

′(λi)]

s, i ri este polinomul
s∏

j=1
j 6=i

(t− λj)
2, i = 1, . . . , s.

Pe de altă parte avem li(λi) = 1 s, i

l′i(t)

li(t)
=

s∑

j=1
j 6=i

1

t− λj
, i = 1, . . . , s,

deci obt, inem

l′i(t) =
s∑

j=1
j 6=i

1

λi − λj
, i = 1, . . . , s. (3.18)

Pentru a obt, ine forma algebrică a polinomului ri observăm că putem scrie

ri(t) =
s∏

j=1
j 6=i

(t−λj)2 =
s∏

j=1
j 6=i

(t−λj)(t−λj) = t2s−2−σi,1t2s−1+σi,2t
2s−2−· · ·+σi,2s−2, (3.19)

unde σi,k(λ1, . . . , λs) = sk(λ1, λ1, . . . , λ̂i, λ̂i, . . . , λs, λs) este polinomul simetric de ordin k

ı̂n 2s − 2 variabile λ1, λ1, . . . , λ̂i, λ̂i, . . . , λs, λs, dintre care lipses,te λi, pentru orice k =
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1, . . . , 2s− 2.

Combinând formulele (3.17) s, i (3.19) obt, inem

r(t) =
s∑

i=1

(Ait+ Bi)(t
2s−2 − σi,1t

2s−1 + σi,2t
2s−2 − · · ·+ σi,2s−2)

=

(
s∑

i=1

Ai

)
t2s−1 +

s∑

i=1

(−Aiσi,1 + Bi)t
2s−2 + · · ·

+
s∑

i=1

(Aiσi,2 − Biσi,1)t
2s−3 + · · ·+

s∑

i=1

(Aiσi,2s−2 − Biσi,2s−3)t+

+
s∑

i=1

Biσi,2s−2.

Obt, inem astfel următorul rezultat care rezolvă complet problema generală a lui Ro-

drigues ı̂n cazul ı̂n care valorile proprii λ1, . . . , λs sunt distincte s, i au multiplicitate dublă.

Teorema 3.3. Pentru orice k = 0, 1, . . . , n− 1, avem

a
(f)
k (X) = (−1)k+1

s∑

i=1

1
s∏

j=1
j 6=i

(λi − λj)2






f

′(λi)− 2f(λi)
s∑

j=1
j 6=i

1

λi − λj


 σi,2s−k−1

−


f(λi)


1 + 2λi

s∑

j=1
j 6=i

1

λi − λj


− λif

′(λi)


 σi,2s−k−2





(3.20)

Corolarul 3.1. Dacă valorile proprii λ1, . . . , λs ale matricei X ∈ Mn(C), n = 2s,

sunt distincte două câte două s, i au multiplicitate dublă, atunci coeficient,ii Rodrigues

a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) sunt combinat,ii liniare de f(λ1), . . . , f(λs), f

′(λ1), . . . , f
′(λs) având

coeficient,ii funct,ii rat,ionale de λ1, . . . , λs, adică avem

a
(f)
k (X) = b

(1)
k (X)f(λ1) + · · ·+ b

(s)
k (X)f(λs) + c

(1)
k (X)f ′(λ1) + · · ·+ c

(s)
k f ′(λs),

unde b
(1)
k , . . . , b

(s)
k , c

(1)
k , . . . , c

(s)
k ∈ Q[λ1, . . . , λs], k = 0, . . . , n− 1.

În continuare ilustrăm formulele (3.19) pentru a determina coeficientul a
(f)
0 (X) ı̂n cazul

n = 4 prezentat ı̂n subsect, iunea 3.4.3 ı̂n situat, ia λ1 = λ3, λ2 = λ4 s, i λ1 6= λ2. În această

situat, ie avem

σ1,1(λ1, λ2) = σ1(λ̂1, λ̂1, λ2, λ2) = 2λ2, σ1,2(λ1, λ2) = σ2(λ̂1, λ̂1, λ2, λ2) = λ22,

σ2,1(λ1, λ2) = σ1(λ1, λ1, λ̂2, λ̂2) = 2λ1, σ2,2(λ1, λ2) = σ2(λ1, λ1, λ̂2, λ̂2) = λ21.
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Aplicând formula (3.20) regăsim coeficientul a
(f)
0 (X) sub forma

a
(f)
0 (X) =

1

(λ1 − λ2)2

[
f(λ1)

(
λ22 +

2λ1λ
2
2

λ1 − λ2

)
− λ1λ

2
2f

′(λ1)+

+ f(λ2)

(
λ21 +

2λ21λ2
λ2 − λ1

)
− λ21λ2f

′(λ2)

]
=

=
λ22(−3λ1 + λ2)

(λ2 − λ1)3
f(λ1)−

λ1λ
2
2

(λ2 − λ1)2
f ′(λ1)+

+
−λ21(λ1 − 3λ2)

(λ2 − λ1)3
f(λ2)−

λ21λ2
(λ2 − λ1)2

f ′(λ2).

3.5.3 Formula determinant pentru coeficient
,
ii Rodrigues ı̂n ca-

zul valorilor proprii cu multiplicitate dublă

Formulele (3.20) pot fi scrise ı̂ntr-o formă compactă s, i uniformă prin utilizarea unor

determinant, i ales, i convenabil. Punctul de pornire este formula (3.8) aplicată pentru

funct, ia f definită pe spectrul matricei X ∈M2s(C) despre care presupunem că este anali-

tică. Considerăm valorile proprii distincte λ1, λ
′
1, λ2, λ

′
2, . . . , λs, λ

′
s ale matricei X s, i facem

succesiv λ′1 → λ1, λ
′
2 → λ2, . . . , λ

′
s → λs. Folosind formula derivatei unui determinant

funct, ional s, i regula lui l’Hospital obt, inem următorul rezultat.

Teorema 3.4. Dacă valorile proprii λ1, . . . , λs ale matricei X sunt distincte două câte

două, atunci coeficient,ii Rodrigues a
(f)
0 (X), . . . , a

(f)
n−1(X) sunt dat,i de

a
(f)
k (X) =

1∏
1≤i<j≤s

(λj − λi)2
detU

(f,f ′)
n,k (λ1, . . . , λs) (3.21)

unde U
(f,f ′)
n,k (λ1, . . . , λs) este matricea n× n definită ı̂n blocuri n× 2

U
(f,f ′)
n,k (λ1, . . . , λs) =

([
U

(f,f ′)
k (λ1)

]
. . .
[
U

(f,f ′)
k (λs)

])

iar blocul U
(f,f ′)
k este dat de

U
(f,f ′)
k (λj) =




1 0

λj 1
...

...

f(λj) f ′(λj)
...

...

λn−1
j (n− 1)λn−2

j




, j = 1, . . . , s. (3.22)

Elementele f(λj), f
′(λj) se găsesc pe linia k+1, iar elementele situate pe a doua coloană

se obt,in prin derivare ı̂n raport cu λj a elementelor corespunzătoare de pe prima coloană.
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Pentru a ilustra formula (3.21), considerăm n = 6, funct, ia analitică f este definită pe

spectrul matriceiX ∈M6(C) cu valorile proprii distincte λ1, λ2, λ3 fiecare cu multiplicitate

dublă. Blocurile (3.22) definite de matricele 6×2 care dau coeficientul Rodrigues a
(f)
1 (X)

din formula (3.21) sunt

U
(f,f ′)
1 (λ1) =




1 0

f(λ1) f ′(λ1)

λ21 2λ1

λ31 3λ21

λ41 4λ31

λ51 5λ41




, U
(f,f ′)
1 (λ2) =




1 0

f(λ2) f ′(λ2)

λ22 2λ2

λ32 3λ22

λ42 4λ32

λ52 5λ42




, U
(f,f ′)
1 (λ3) =




1 0

f(λ3) f ′(λ3)

λ23 2λ3

λ33 3λ23

λ43 4λ33

λ53 5λ43




Din formula (3.21) obt, inem

a
(f)
1 (X) =

1

(λ2 − λ1)2(λ3 − λ1)2(λ3 − λ2)2
det
([
U

(f,f ′)
1 (λ1)

] [
U

(f,f ′)
1 (λ2)

] [
U

(f,f ′)
1 (λ3)

])
.

3.6 Aplicat, ia exponent, ială a grupului special orto-

goal SO(n)

Am văzut ı̂n Sect, iunea 2.2 că mult, imea matricelor reale ortogonale de forma n × n

formează un grup Lie ı̂n raport cu ı̂nmult, irea, notat cu O(n). Submult, imea lui O(n)

formată din toate maticele care au determinatul egal cu +1 formează un subgrup notat

cu SO(n) s, i numit grupul special ortogonal al spat, iului Euclidean Rn. SO(n) este un

grup important folosit ı̂n mecanică (vezi faimoasa carte a lui V.I.Arnold [9]) s, i ı̂n multe

alte domenii ale matematicii. Reamintim că, din motive geometrice, matricele din SO(n)

sunt numite s, i matrice de rotat,ie.

Algebra Lie so(n) a lui SO(n) este formată din toate matricele antisimetrice din

Mn(R), iar paranteza Lie este comutatorul standard al matricelor definit prin [A,B] =

AB − BA. Aplicat, ia exponent, ială exp : so(n) → SO(n) este dată de restrict, ia exp |so(n)
a aplicat, iei exponent, iale exp : gl(n,R) → GL(n,R) (a se vedea Sect, iunea 1.1).

În cele ce urmează vom aplica rezultatele obt, inute ı̂n Sect, iunile 3.2 − 3.4 pentru a

obt, ine formulele Rodrigues pentru aplicat, ia exponent, ială a grupului special ortogonal

SO(n). Matricele din algebra Lie so(n) au două proprietăt, i esent, iale care simplifică

calculul coeficient, ilor Rodrigues:

• dacă n este impar, atunci ele sunt singulare, adică au o valoare proprie egală cu 0

(posibil cu o multiplicitate);

• valorile proprii diferite de zero sunt pur imaginare s, i binêınt,eles conjugate două câte

două.
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Unele cazuri particulare au fost studiate ı̂n lucrările [54] s, i [61].

3.6.1 Cazurile clasice n = 2, 3

Când n = 2, o matrice antisimetrică X 6= O2 poate fi scrisă ca

X =

(
0 a

−a 0

)
, a ∈ R∗,

având valorile proprii λ1 = ai, λ2 = −ai.
Din formulele din subsect, iunea 3.3.1 obt, inem imediat

a0 =
λ2e

λ1 − λ1e
λ2

λ2 − λ1
=

1

2

(
eai + e−ai

)
= cos a,

a1 =
eλ1 − eλ2

λ1 − λ2
=
eai − e−ai

2ai
=

sin a

a
,

s, i atunci formula Rodrigues corespunzătoare este

exp(X) = (cos a)I2 +
sin a

a
X.

Când n = 3, o matrice antisimetrică X este de forma

X =




0 −c b

c 0 −a
−b a 0


 ,

având polinomul caracteristic

pX(t) = t3 + (a2 + b2 + c2)t = t3 + θ2t,

unde θ =
√
a2 + b2 + c2. Valorile proprii ale lui X sunt λ1 = θi, λ2 = −θi, λ3 = 0. Este

evident că X = O3 dacă s, i numai dacă θ = 0, deci este suficient să considerăm numai

situat, ia θ 6= 0. Deoarece θ 6= 0, folosind formulele obt, inute ı̂n subsect, iunea 3.3.1, rezultă

a0 = 1, a1 =
sin θ

θ
, a2 =

1− cos θ

θ2
,

obt, inând bine-cunoscuta formulă clasică a lui Rodrigues

exp(X) = I3 +
sin θ

θ
X +

1− cos θ

θ2
X2.

discutată s, i la finalul Sect, iunii 2.3.
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3.6.2 Cazul n = 4

Forma generală a unei matrice X ∈ so(4) este

X =




0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0



,

s, i polinomul caracteristic corespunzător este dat de

pX(t) = t4 + (a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2)t2 + (af − be+ cd)2.

Fie λ1,2 = ±αi, λ3,4 = ±βi valorile proprii ale matricei X, unde α, β ∈ R. Este evident

că numerele reale α s, i β pot fi determinate efectiv ı̂n funct, ie de a, b, c, d, e, f rezolvând

ecuat, ia pX(t) = 0.

Considerăm următoarele trei cazuri

Cazul 1. Dacă |α| 6= |β|, α, β ∈ R∗, atunci utilizând formulele din subsect, iunea

3.3.3, după calcule simple obt, inem coeficient, ii Rodrigues

a0 =
β2 cosα− α2 cos β

β2 − α2
, a1 =

β3 sinα− α3 sin β

αβ(β2 − α2)
,

a2 =
cosα− cos β

β2 − α2
, a3 =

β sinα− α sin β

αβ(β2 − α2)
.

În acest caz rezultă formula Rodrigues corespunzătoare ı̂n forma

exp(X) =
β2 cosα− α2 cos β

β2 − α2
I4 +

β3 sinα− α3 sin β

αβ(β2 − α2)
X (3.23)

+
cosα− cos β

β2 − α2
X2 +

β sinα− α sin β

αβ(β2 − α2)
X3.

Această formulă a fost obt, inută de D. Andrica s, i R.-A. Rohan [7] folosind metoda lui

Putzer (a se vedea [56]).

Cazul 2. Dacă α 6= 0 s, i β = 0, atunci vom utiliza formulele din subsect, iunea 3.4.3

pentru λ1 6= λ2 6= λ3 = λ4 s, i obt, inem

a0 = 1, a1 = 1, a2 =
1− cosα

α2
, a3 =

α− sinα

α3
. (3.24)

As,adar, ı̂n acest caz formula Rodrigues corespunzătoare este

exp(X) = I4 +X +
1− cosα

α2
X2 +

α− sinα

α3
X3. (3.25)

Cazul 3. Dacă α = β 6= 0, atunci vom utiliza formulele din subsect, iunea 3.4.3 pentru
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λ1 = λ3, λ2 = λ4, λ1 6= λ2 s, i după calcule simple obt, inem

a0 =
α sinα + 2 cosα

2
, a1 =

3 sinα− α cosα

2α
, a2 =

sinα

2α
, a3 =

sinα− α cosα

2α3
, (3.26)

deci formula Rodrigues este

exp(X) =
α sinα + 2 cosα

2
I4 +

3 sinα− α cosα

2α
X +

sinα

2α
X2 +

sinα− α cosα

2α3
X3.

(3.27)

Ment, ionăm că ı̂n lucrarea [7] formulele (3.25), (3.26), (3.27) au fost obt, inute folosind

metoda lui Putzer (vezi [56]).

3.6.3 Cazul n = 5

Abordarea acestui caz nu s-a făcut ı̂n lucrarea [4] s, i o prezentăm ı̂n detaliu ı̂n această

subsect, iune.

Forma generală a unei matrice X ∈ so(5) este

X =




0 a b c d

−a 0 e f g

−b −e 0 h j

−c −f −h 0 k

−d −g −j −k 0



,

cu polinomul caracteristic dat de

pX(t) = det(tI5 −X) = t5 + (a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2 + g2 + h2 + j2 + k2)t3+

(c2e2 + d2e2 − 2bcef + b2f 2 + d2f 2 − 2bdeg − 2cdfg + b2g2 + c2g2 + 2aceh

− 2abfh+ a2h2 + d2h2 + g2h2 + 2adej − 2abgj − 2cdhj − 2fghj + a2j2 + c2j2

+ f 2j2 + 2adfk − 2acgk + 2bdhk + 2eghk − 2bcjk − 2efjk + a2k2 + b2k2 + e2k2)t

Fie λ1,2 = ±αi, λ3,4 = ±βi, λ5 = 0 valorile proprii ale matricei X, unde α, β ∈ R.

Prin rezolvarea ecuat, iei pX(t) = 0, obt, inem α s, i β ca funct, ii de a, b, c, d, e, f, g, h, j, k.

Pentru determinarea coeficient, iilor Rodrigues considerăm următoarele trei cazuri.

Cazul 1. Dacă |α| 6= |β|, α, β ∈ R∗, atunci utilizând formula (3.8) avem

V5(αi,−αi, βi,−βi, 0) = −4α3β3(β2 − α2)2

s, i obt, inem

a0(X) =
V5,0(αi,−αi, βi,−βi, 0)
V5(αi,−αi, βi,−βi, 0)

=
4α3β3(β2 − α2)2

4α3β3(β2 − α2)2
= 1
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a1(X) =
V5,1(αi,−αi, βi,−βi, 0)
V5(αi,−αi, βi,−βi, 0)

=
β3 sinα− α3 sin β

αβ(β2 − α2)

a2(X) =
V5,2(αi,−αi, βi,−βi, 0)
V5(αi,−αi, βi,−βi, 0)

=
β4 cosα− α4 cos β + α4 − β4

α2β2(β2 − α2)

a3(X) =
V5,3(αi,−αi, βi,−βi, 0)
V5(αi,−αi, βi,−βi, 0)

=
β sinα− α sin β

αβ(β2 − α2)

a4(X) =
V5,4(αi,−αi, βi,−βi, 0)
V5(αi,−αi, βi,−βi, 0)

=
β2 cosα− α2 cos β + α2 − β2

α2β2(β2 − α2)
.

Formula Rodrigues corespunzătoare acestui caz este

exp(X) = I5 +
β3 sinα− α3 sin β

αβ(β2 − α2)
X +

β4 cosα− α4 cos β + α4 − β4

α2β2(β2 − α2)
X2

+
β sinα− α sin β

αβ(β2 − α2)
X3 +

β2 cosα− α2 cos β + α2 − β2

α2β2(β2 − α2)
X4.

Cazul 2. Dacă α = β, α, β ∈ R∗, avem valorile propii ale matricei X date de

λ1 = λ3 = αi, λ2 = λ4 = −αi, λ5 = 0. Prin urmare, avem multiplicitate dublă pentru

αi, αi,−αi,−αi s, i simplă pentru 0.

Considerăm numerele reale ǫ, ǫ′ astfel ı̂ncât αi, αi + ǫ,−αi,−αi + ǫ′, 0 sunt distincte.

În această situat, ie avem

V5(αi, αi+ ǫ,−αi,−αi+ ǫ′, 0) = −2α3iǫ(2αi+ ǫ)(αi+ ǫ)ǫ′(2αi+ ǫ− ǫ′)(αi− ǫ′)(2αi− ǫ′)

Aplicăm Teorema 3.1. 1) s, i obt, inem

a
(f)
k (Xǫ,ǫ′) =

V
(f)
5,k (αi, αi+ ǫ,−αi,−αi+ ǫ′, 0)

V5(αi, αi+ ǫ,−αi,−αi+ ǫ′, 0)

= −
V

(f)
5,k (αi, αi+ ǫ,−αi,−αi+ ǫ′, 0)

2α3i(2αi+ ǫ)(αi+ ǫ)ǫ′(2αi+ ǫ− ǫ′)(αi− ǫ′)(2αi− ǫ′)ǫ′
, k = 0, 1, 2, 3, 4

unde f(z) = ez s, i Xǫ,ǫ′ este matricea cu valorile proprii distincte αi, αi+ǫ,−αi,−αi+ǫ′, 0.
Pentru ǫ→ 0, rezultă

a
(f)
k (X0,ǫ′) =

det
([
U

(f,f ′)
k (αi)

] [
U

(f)
k (−αi)

] [
U

(f)
k (−αi+ ǫ′)

] [
U

(f)
k (0)

])

4α5i(2αi− ǫ′)(αi− ǫ′)(2αi− ǫ′)
, (3.28)
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unde U
(f,f ′)
k (z) este blocul 5× 2 dat de

U
(f,f ′)
k (z) =




1 0
...

...

ez ez

...
...

z4 4z3




obt, inut prin procesul descris ı̂n formula (3.22), iar U
(f)
k (z) este blocul 5× 1 definit prin

U
(f)
k (z) =




1
...

ez

...

z4




.

Pentru ǫ′ → 0, obt, inem

a
(f)
k (X0,0) =

1

16α8
det
([
U

(f,f ′)
k (αi)

] [
U

(f,f ′)
k (−αi)

] [
U

(f)
k (0)

])
, (3.29)

unde X0,0 = X s, i k = 0, 1, 2, 3, 4.

Scriind explicit formulele (3.29) găsim

a0(X) = 1, a1(X) =
3 sinα− α cosα

2α
, a2(X) = −α sinα + 4 cosα

2α2
,

a3(X) =
sinα− α cosα

2α3
, a4(X) = −α sinα + 2 cosα

2α4
,

unde determinant, ii au fost calculat, i cu programul MATHEMATICA.

Formula Rodrigues corespunzătoare acestui caz este

exp(X) = I5 +
3 sinα− α cosα

2α
X − α sinα + 4 cosα

2α2
X2+

+
sinα− α cosα

2α3
X3 − α sinα + 2 cosα

2α4
X4.

Cazul 3. Dacă β = 0 s, i α ∈ R∗, avem valorile proprii ale matricei X date de

λ1 = αi, λ2 = −αi, λ3 = λ4 = λ5 = 0.

Considerăm numerele reale distincte s, i nenule ǫ, ǫ′. Atunci αi,−αi, 0, ǫ, ǫ′ sunt distincte
s, i avem

V5(αi,−αi, 0, ǫ, ǫ′) = −2α3i(ǫ2 + α2)(ǫ′2 + α2)ǫǫ′(ǫ′ − ǫ).
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Aplicând Teorema 3.1. 1), rezultă

a
(f)
k (Xǫ,ǫ′) =

V
(f)
5,k (αi,−αi, 0, ǫ, ǫ′)
V5(αi,−αi, 0, ǫ, ǫ′)

(3.30)

= −
V

(f)
5,k (αi,−αi, 0, ǫ, ǫ′)

−2α3i(ǫ2 + α2)(ǫ′2 + α2)ǫǫ′(ǫ′ − ǫ)
, k = 0, 1, 2, 3, 4,

unde f(z) = ez s, i Xǫ,ǫ′ este matricea cu valorile proprii distincte αi,−αi, 0, ǫ, ǫ′. Pentru

ǫ→ 0, obt, inem

a
(f)
k (X0,ǫ′) = −

det
([
U

(f)
k (αi)

] [
U

(f)
k (−αi)

] [
U

(f,f ′)
k (0)

] [
U

(f)
k (ǫ′)

])

2α5i(ǫ′2 + α2)(ǫ′)2
, (3.31)

unde U
(f)
k (z) s, i U

(f,f ′)
k (z) sunt blocurile 5× 1, respectiv 5× 2 definite ı̂n Cazul 2. Pentru

ǫ′ → 0, din formula (3.31) rezultă

a
(f)
k (X0,0) = −

det
([
U

(f)
k (αi)

] [
U

(f)
k (−αi)

] [
U

(f,f ′,f ′′)
k (0)

])

4α7i
, (3.32)

unde U
(f,f ′,f ′′)
k (z) este blocul 5× 3 dat de,

U
(f,f ′,f ′′)
k (z) =




1 0 0
...

...
...

ez ez ez

...
...

...

z4 4z3 12z2




ı̂n care coloana a 2-a este derivata primei coloane, iar coloana a 3-a este derivata secundă a

primei coloane. Evident, avem X0,0 = X, deci formulele (3.32) dau coeficient, ii Rodrigues

ı̂n acest caz.

Scriind explicit formulele (3.32) găsim

a0(X) = 1, a1(X) = 0, a2(X) = 0,

a3(X) = −sinα

α3
, a4(X) =

cosα− 1

α4
.

Formula Rodrigues corespunzătoare acestui caz este

exp(X) = I5 −
sinα

α3
X3 +

cosα− 1

α4
X4.
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Capitolul 4

Transformata Cayley s,i formule de

tip Rodrigues

În acest capitol prezentăm ı̂n prima sect, iune transformata Cayley a grupului SO(n). În

Sect, iunea 4.2 definim, prin analogie, un tip de transformată Cayley pentru grupul special

euclidian SE(n) s, i prezentăm legătura dintre cele două transformate Cayley. Sect, iunea 4.3

este dedicată generalizării acestei not, iuni. Formule de tip Rodrigues pentru transformata

Cayley sunt determinate ı̂n Sect, iunea 4.4. Pentru grupul SO(n) sunt calculate aceste

formule pentru cazurile particulare n = 2, 3, 4, iar ı̂n cazul grupului SE(n) sunt tratate

cazurile n = 2 s, i n = 3. Dintre referint,ele utilizate ı̂n elaborarea acestui capitol ment, ionăm

R.-A. Rohan [60]. Prezentarea urmăres,te lucrarea noastră [3].

4.1 Transformata Cayley clasică a grupului SO(n)

As,a cum am precizat deja ı̂n sect, iunea anterioară, matricele din grupul SO(n) descriu

rotat, iile ca mis,cări ı̂n spat, iul Rn. Dacă matricea A apart, ine algebrei Lie so(n) a grupului

Lie SO(n), atunci matricea In − A este inversabilă.

Prin urmare, valorile proprii λ1, ..., λn ale matricei A sunt 0 sau pur imaginare, deci

valorile proprii ale matricii In − A sunt 1 − λ1, ..., 1 − λn. Ele sunt evident diferite de 0,

prin urmare avem det(In − A) = (1− λ1)...(1− λn) 6= 0, deci In − A este inversabilă.

Aplicat, ia Cay : so(n) → SO(n), definită prin

Cay(A) = (In +A)(In − A)−1

este numită transformata Cayley a grupului SO(n).

Notăm cu
∑

submult, imea lui SO(n) formată din matricele care au valoarea proprie

−1. Evident avem R ∈∑ dacă s, i numai dacă matricea In +R este singulară.

Teorema 4.1. Aplicat,ia Cay : so(n) → SO(n)\Σ este bijectivă s, i inversa ei este Cay−1 :

SO(n) \∑→ so(n), unde Cay−1(R) = (R + In)
−1(R− In).
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4.2 Transformata Cayley a grupului euclidian SE(n)

În această sect, iune vom defini transformata Cayley pentru grupul special euclidian

SE(n). Prin analogie cu grupul special ortogonal SO(n), definim aplicat, ia Cayn+1 :

se(n) → SE(n), unde

Cayn+1(S) = (In+1 + S)(In+1 − S)−1

vom numi această aplicat, ie transformata Cayley a grupului SE(n).

Legătura dintre transformarea Cay : so(n) → SO(n) s, i Cayn+1 : se(n) → SE(n) este

dată de formula

Cayn+1(S) =

(
Cay(A) (R + In)u

0 1

)
.

4.3 Transformata Cayley generalizată

Spunem că matricea A ∈M(n,K) este ortogonală dacă AA∗ = id, unde A∗ = Āt este

conjugata transpusei, iar K = R,C sau H, unde H este algebra cuaternionilor. Astfel o

matrice poate fi identificată cu o K− aplicat, ie liniară Kn → Kn care invariază produsul

〈v, w〉 = v∗w. Notăm cu O(n,K) grupul Lie al matricelor ortogonale. Depinzând de

K acest grup corespunde grupului ortogonal O(n), grupului unitar U(n) sau grupului

simplectic Sp(n), după cum K = R,C, respectiv H.

Fie A ∈ O(n,K) o matrice ortogonală, unde K este R, C sau H.

Definit
,
ia 4.1. Notăm cu Ω(A) ⊂M(n,K) mult,imea deschisă a matricelor X cu propri-

etatea că A+X este inversabilă. Aplicat,ia Cayley centrată ı̂n A este funct,ia

cA : Ω(A) → Ω(A∗)

dată de

cA(X) = (I − A∗X)(A+X)−1.

Aplicat, ia Cayley clasică corespunde cu A = In. As,a cum vom vedea ı̂n propozit, ia

următoare, aplicat, ia cA este bine definită s, i este inversabilă cu c−1
A = cA∗ .

Propozit
,
ia 4.1. Pentru X ∈ Ω(A) au loc următoarele proprietăt,i:

1. cA(X) = (A+X)−1(I −XA∗);

2. inversa matricii A∗ + cA(X) este 1
2
(A+X);

3. cA(X) ∈ Ω(A∗);

4. cA este un difeomorfism cu c−1
A = cA∗.
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Vom avea nevoie de asemenea de următoarea proprietate interesantă, care este us,or

de demonstrat.

Propozit
,
ia 4.2. Pentru X ∈ Ω(A) au loc proprietăt,ile:

1. X∗ ∈ Ω(A∗) s, i cA∗(X∗) = cA(X)∗;

2. pentru orice matrice U ∈ O(n,K) avem UXU∗ ∈ Ω(UAU∗) s, i

cUAU∗(UXU∗) = UcA(X)U∗;

3. dacă matricea X este inversabilă, atunci X−1 ∈ Ω(A∗) deoarece

(A∗ +X−1)−1 = A(A+X)−1X.

Mai mult, avem cA∗(X−1) = −AcA(X)A.

4.4 Formule de tip Rodrigues pentru transformata

Cayley

4.4.1 Calcule pentru grupul SO(n) ı̂n dimensiune mică

Formulele obt, inute ı̂n această subsect, iune sunt preluate din lucrarea noastră [3]. Evi-

dent transformata Cayley este obt, inută din funct, ia analitică

f(z) =
1 + z

1− z
= 1 + 2z + 2z2 + · · · , |z| < 1,

as,adar putem aplica rezultatele din Sect, iunile 3.2-3.4. Deoarece inversa matricii In − A

poate fi scrisă ı̂n forma

(In − A)−1 = In + A+ A2 + ...

pentru o vecinătate suficient de mică a lui On, din teorema Hamilton-Cayley rezultă că

transformata Cayley a lui A poate fi scrisă ı̂n forma polinomială

Cay(A) = b0(A)In + b1(A)A+ ...+ bn−1(A)A
n−1 (4.1)

unde coeficient, ii b0, ..., bn−1 sunt unic determinat, i s, i depind de matricea A. Vom numi

aceste numere, ca s, i ı̂n cazul general, coeficient
,
ii Rodrigues ai lui A ı̂n raport cu

transformata Cayley.

Cazurile n = 2, 3

Vom prezenta cazurile particulare n = 2 s, i n = 3. Am văzut că, ı̂n general, pentru

A = On, avem Cay(A) = In, deci b0(On) = 1, b1(On) = ... = bn−1(On) = 0.
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În cazul n = 2, considerăm matricea antisimetrică A 6= O2, unde

A =

(
0 a

−a 0

)
, a ∈ R∗,

cu valorile proprii λ1 = ai, λ2 = −ai. Din formulele din Subsect, iunea 3.3.1 obt, inem:

b0 =
1− a2

1 + a2
s, i b1 =

1

1 + a2
,

deci, formula de tip Rodrigues pentru transformata Cayley este

Cay(A) =
1− a2

1 + a2
I2 +

2

1 + a2
A. (4.2)

Pentru n = 3 orice matrice reală antisimetrică X este de forma

A =




0 −c b

c 0 −a
−b a 0


 ,

cu polinomul caracteristic pA(t) = t3 + θ2t, unde θ =
√
a2 + b2 + c2. Valorile proprii ale

matricii A sunt λ1 = θi, λ2 = −θi, λ3 = 0. Avem A = O3 dacă s, i numai dacă θ = 0,

deci este suficient să considerăm numai situat, ia ı̂n care θ 6= 0. Utilizând formulele din

Subsect, iunea 3.3.2, avem

b0 = 1, b1 =
2

1 + θ2
, b2 =

2

1 + θ2
.

s, i formula de tip Rodrigues pentru transformata Cayley a grupului SO(3) este

Cay(A) = I3 +
2

1 + θ2
A+

2

1 + θ2
A2. (4.3)

Formula (4.3) ne dă posibilitatea să găsim o altă formă pentru inversa transformatei

Cayley. Prin urmare, fie R ∈ SO(3) astfel ı̂ncât

R = I3 +
2

1 + θ2
A+

2

1 + θ2
A2,

unde A este o matrice antisimetrică. Aplicând operat, ia de transpunere ı̂n ambii membrii

ai relat, iei de mai sus s, i luând ı̂n considerare faptul că tA = −A, obt, inem

R−t R =
4

1 + θ2
A. (4.4)

Pe de altă parte, avem

tr(R) = 3− 4θ2

1 + θ2
= −1 +

4

1 + θ2
,

s, i ı̂nlocuind ı̂n relat, ia (4.4) rezultă formula
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Cay−1(R) =
1

1 + tr(R)
(R−t R). (4.5)

Formula (4.5) are sens pentru rotat, iile R ∈ SO(3) pentru care 1 + tr(R) 6= 0. Dacă R

este o rotat, ie de unghi α, atunci avem tr(R) = 1 + 2 cosα, deci aplicat, ia Cay−1 nu este

definită pentru rotat, iile de unghi α = ±π. Deoarece aplicat, ia Cay este bijectivă ı̂n dome-

niul ı̂n care este definită, rezultă că matricele antisimetrice din so(3) pot fi folosite drept

coordonate pentru rotat, ii. Considerăm izomorfismul “̂ ” de algebre Lie dintre (R3,×) s, i

(so(3), [·, ·]), unde am notat cu ”× ” produsul vectorial, definit prin v ∈ R3 → v̂ ∈ so(3),

unde v este considerat ca o coloană

v =



x1

x2

x3




s, i v̂ este definită prin

v̂ =




0 −x3 x2

x3 0 −x1
−x2 x1 0


 ,

Compunând aplicat, iile

R3 ̂−→ so(3)
Cay−−→ SO(3)

obt, inem o parametrizare vectorială a rotat, iilor din SO(3). Aceasta este deosebit de utilă

ı̂n rezolvarea unor probleme de mecanică.

Cazul n = 4

Ca ı̂n Subsect, iunea 3.6.2, pentru o matrice antisimetrică A ∈ so(4), fie λ1,2 = ±αi,
λ3,4 = ±βi, valorile proprii ale lui A, unde α, β ∈ R. Considerăm următoarele trei situat, ii.

1. Dacă |α| 6= |β|, α, β ∈ R∗, atunci folosind formulele din Subsect, iunea 3.3.3, obt, inem

b0 =
1 + α2 + β2 − α2β2

(1 + α2)(1 + β2)
, b1 =

2(1 + α2 + β2)

(1 + α2)(1 + β2)

b2 =
2

(1 + α2)(1 + β2)
, b3 =

2

(1 + α2)(1 + β2)
,

s, i formula Rodrigues corespunzătoare

Cay(A) =
1 + α2 + β2 − α2β2

(1 + α2)(1 + β2)
I4 +

2(1 + α2 + β2)

(1 + α2)(1 + β2)
A+

2

(1 + α2)(1 + β2)
A2 +

2

(1 + α2)(1 + β2)
A3.

2. Dacă α 6= 0 s, i β = 0, atunci vom folosi formulele din Subsect, iunea 3.4.3 când

λ1 6= λ2 6= λ3 = λ4 s, i obt, inem

51



b0 = 1, b1 = 2, b2 =
2

1 + α2
, b3 =

2

1 + α2
.

Formula Rodrigues ı̂n acest caz este

Cay(A) = I4 + 2A+
2

(1 + α2)
A2 +

2

(1 + α2)
A3.

3. Dacă α = β 6= 0, atunci vom folosi formulele din Subsect, iunea 3.4.3 pentru

λ1 = λ3, λ2 = λ4, λ1 6= λ2 s, i după calcule simple obt, inem

b0 =
1 + 2α2 − α4

(1 + α2)2
, b1 =

2(2α2 + 1)

(1 + α2)2
, b2 =

2

(1 + α2)2
, b3 =

2

(1 + α2)2
,

s, i formula Rodrigues corespunzătoare

Cay(A) =
1 + 2α2 − α4

(1 + α2)2
I4 +

2(2α2 + 1)

(1 + α2)2
A+

2

(1 + α2)2
A2 +

2

(1 + α2)2
A3.

4.4.2 Calcule pentru grupul SE(n) ı̂n dimensiune mică

Ca s, i pentru transformarea clasică Cay : so(n) → SO(n), putem obt, ine formulele

Rodrigues efective s, i pentru transformarea Cayn+1 : se(n) → SE(n), pentru valori mici ale

lui n. Folosind observat, ia din sect, iunea 5.1 din lucrarea R.-A. Rohan [60], obt, inem aceasta

pentru o matrice S ∈ se(n) definită ı̂n blocuri ca mai sus. Polinomul său caracteristic

pS satisface relat, ia pS(t) = tpA(t). Formula Rodrigues pentru transformarea Cayn+1 :

se(n) → SE(n) are forma

Cayn+1(S) = c0In+1 + c1S + . . .+ cnS
n,

unde coeficient, ii c0, c1, . . . , cn depind de matricea A.

Pentru n = 2, considerăm matricea antisimetrică A 6= O2, unde

A =

(
0 a

−a 0

)
, a ∈ R∗.

Folosind observat, ia de mai sus, rezultă că matricea S ∈ se(2) are valorile proprii λ1 =

ai, λ2 = −ai, λ3 = 0, s, i formula Rodrigues corespunzătoare are forma

Cay3(S) = c0I3 + c1S + c2S
2.

Am obt, inut un rezultat analog cu cel din Teorema 3.1, care se reduce la sistemul





S0c0 + S1c1 + S2c2 = 1 + 1+λ1

1−λ1
+ 1+λ2

1−λ2

S1c0 + S2c1 + S3c2 = 1 + 1+λ1

1−λ1
+ 1+λ2

1−λ2

S2c0 + S3c1 + S4c2 = λ21
1+λ1

1−λ1
+ λ22

1+λ2

1−λ2
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care are solut, ia

c0 = 1, c1 =
1

1 + a2
, c2 =

1

1 + a2

Deci formula Rodrigues pentru transformarea Cay3 este

Cay3 = I3 +
1

1 + a2
S +

1

1 + a2
S2. (4.6)

Pentru n = 3, considerăm matricea antisimetrică de forma

A =




0 −c b

c 0 −a
−b a 0


 ,

cu polinomul caracteristic pA(t) = t3 + θ2t, unde θ =
√
a2 + b2 + c2. Matricea S ∈ se(3)

are polinomul caracteristic pS(t) = tpA(t) = t4 + θ2t2, cu valorile proprii λ1 = θi, λ2 =

−θi, λ3 = 0, λ4 = 0. Formula Rodrigues are forma

Cay4(S) = c0I4 + c1S + c2S
2 + ccS

3.

După un calcul similar, obt, inem formula

Cay4(S) = I3 + 2S +
2

1 + θ2
S2 +

2

1 + θ2
S3. (4.7)

Ca s, i pentru transformata Cayley a grupului SO(n), notăm cu Σn+1 mult, imea matricelor

din SE(n) care au pe −1 ca valoare proprie. Evident, avem M ∈ SE(n) dacă s, i numai

dacă matricea In+1+M este singulară. O demonstrat, ie similară cu cea a Teoremei 3.1 ne

conduce la

Teorema 4.2. Aplicat,ia Cayn+1 : se(n) → SE(n) \ Σn+1 este bijectivă s, i inversa ei este

dată de

Cayn+1(M) =

(
Cay−1M (R + In)

−1t

0 0

)

unde matricea M este defintă ı̂n blocuri de

S =

(
R t

0 1

)
.
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