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Introducere

În această lucrare vom studia descompuneri ale elementelor unor inele ca sume ale

căror termeni satisfac diverse identităţi. În particular ne interesează sume cu termenii

elemente idempotente, nilpotente sau periodice. Descompunerile de acest tip au fost

considerate iniţial ı̂n teoria operatorilor. De exemplu ı̂n lucrările [27], [43] şi [46] sunt

studiate descompuneri ale unor clase de operatori ı̂n sume de elemente idempotente.

Studiul unor astfel de descompuneri ı̂n contextul general al inelelor cu unitate a

ı̂nceput ı̂n 1977, cu lucrarea [39], unde W. K. Nicholson introduce proprietăţile clean

pentru elemente ı̂n inele şi pentru inele. Clasa inelelor clean este conţinută ı̂n clasa

inelelor exchange. Mai mult, un inel abelian este clean dacă şi numai dacă el este

exchange, [39]. Un element este clean dacă este suma dintre un idempotent şi un

inversabil ı̂n acel inel, iar un inel este clean dacă toate elementele sale sunt clean.

A existat un real interes ı̂n studiul proprietăţilor care reprezintă variante ale

proprietăţii clean. De exemplu au fost studiate inelele w-clean, o generalizare a

inelelor clean, introduse şi investigate ı̂n [4], ı̂n 2006, un inel fiind w-clean dacă fiecare

element al său este suma sau diferenţa dintre un inversabil şi un idempotent. Apoi ı̂n

2013 Diesl introduce şi studiază ı̂n [24] elementele nil-clean şi inelele nil-clean, un caz

particular de inele clean ([24, Proposition 3.4]), inversabilul din definiţia elementului

clean fiind ı̂nlocuit cu un element nilpotent. Nu ı̂n ultimul rând au fost studiate

generalizări ale inelelor nil-clean, inelele w-nil-clean comutative, de către Danchev

şi McGovern, ı̂n [22] şi inelele w-nil-clean, de către Breaz, Danchev şi Zhou ı̂n [11].

Aceste inele se obţin ı̂nlocuind suma dintre un nilpotent şi un idempotent, cu suma

sau diferenţa dintre un nilpotent şi un idempotent.

Scopul principal al acestei teze este de a studia proprietăţi asociate unor descom-

4



puneri ale elementelor din inele ı̂n sume de elemente satisfăcând diverse identităţi.

În particular vom studia şi inele ce au toate elementele cu proprietăţi de tipul celor

descrise anterior.

Capitolul 1 este structurat ı̂n trei secţiuni. Fiecare dintre acestea are rolul de

a pregăti materialul necesar ı̂n cele trei capitole următoare. În prima secţiune sunt

prezentate proprietăţi ale descompunerilor clean şi nil-clean. În continuare sunt pre-

zentate rezultate legate de descompuneri care folosesc tripotenţi, [54], [55]. În a treia

secţiune, ,,Descompuneri matriciale”, vom preciza rezultate despre descompuneri de

matrici ı̂n funcţie de matrici idempotente sau matrici nilpotente, fiind premergătoare

rezultatelor din Capitolul 4, ,,Matrici companion m-nil-clean”.

În următoarele trei capitole vom prezenta rezultatele originale pe care le-am

obţinut pe parcursul elaborării acestei teze. Ele sunt extrase din lucrările [21], [10],

respectiv [20].

În Capitolul 2, intitulat ,,Indicele w-nil-clean şi inele uw-nil-clean, bazat pe [21],

introducem indicele w-nil-clean. Acesta numără descompunerile w-nil-clean. Vom

prezenta proprietăţi de bază ale sale. O propoziţie fundamentală e cea care afirmă că

indicele w-nil-clean al unui inel este 1 dacă şi numai dacă R este abelian (Propoziţia

2.1 sau [21, Proposition 2.11]). Ca un corolar al acestei propoziţii, obţinem echivalenţa

stabilită anterior de Breaz, Danchev şi Zhou ı̂n lucrarea [11], a proprietăţii unui inel

de a fi uw-nil-clean cu proprietatea aceluiaşi inel de afi w-nil-clean abelian. Totodată,

din caracterizarea inelelor de indice w-nil-clean 1 (respectiv 2) şi caracterizarea ine-

lelor de indice nil-clean egal cu 1, (respectiv 2) obţinută de Basnet şi Bhattacharyya

ı̂n [5], se obţine: un inel are indicele w-nil-clean egal cu 1 (respectiv 2) dacă şi numai

dacă el are indicele nil-clean egal cu 1 (respectiv 2). În secţiunea a doua a acestui

capitol vom calcula indicele w-nil-clean pentru diverse inele de matrici.

Capitolul 3, intitulat ,,Inele w-tripotente”, are ca scop studiul inelelor R cu pro-

prietatea că pentru orice element x ∈ R, cel puţin unul din elementele x sau 1 + x

este tripotent. Inelele w-tripotente sunt o generalizare a inelelor tripotente. În

prima parte a capitolului sunt studiate aceste inele ı̂n cazul general si sunt consi-

derate legături ı̂ntre clasa acestora şi clasele de inele considerate ı̂n [54]. Capitolul

se incheie cu un studiu al inelelor comutative w-tripotente. În particular, ı̂n Teo-
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rema 3.2 vom da o teoremă de structură pentru aceste inele: un inel comutativ este

w-tripotent dacă şi numai dacă se scufundă ı̂ntr-un produs de trei inele- unul nul

sau inel tripotent de caracteristică 3, un inel nul sau inel w-tripotent, cu singurele

elemente idempotente 0 şi 1, iar 3 e inversabil şi un inel nul sau produsul unor inele

Booleene. Inelele w-tripotente, cu 3 inversabil, având singurele elemente idempotente

0 şi 1 sunt caracterizate ı̂n Corolarul 3.1.24.

Capitolul 4, bazat pe [20], prezintă caracterizarea matricilor companion peste

corpuri comutative de caracteristică pozitivă, care sunt m-nil-clean, adică se des-

compun ca suma dintre m matrici idempotente şi o matrice nilpotentă. Acesta este

rezultatul principal, Teorema 4.2.6. Pentru demonstrarea acesteia va fi nevoie de o

analiză atentă a unor clase de matrici similare cu matrici companion care au forma

diag(1, . . . , 0, . . . , 0) + C ′, unde C ′ este o matrice companion convenabilă.

∗

Doresc să le mulţumesc domnului profesor Simion Breaz pentru răspunsurile

prompte, discuţiile constructive, sprijinul continuu şi părinţilor mei pentru suport.

∗

Cuvinte cheie: inele w-nil-clean, inele uw-nil-clean, inele abeliene, element tripo-

tent, inel Boolean, matrice companion, idempotent, nilpotent, m-nil-clean
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Capitolul 1

Descompuneri ı̂n inele

În acest capitol vom menţiona noţiuni şi rezultate cunoscute ı̂n literatura de spe-

cialitate, pe care le considerăm utile ı̂n studiile abordate ı̂n următoarele capitole.

În prima secţiune, ,,Proprietăţile clean şi nil-clean”, vom prezenta rezultate ce au

legătură cu capitolul 2, ,,Indicele w-nil-clean şi inele uw-nil-clean”. Mai precis vom

da definiţii şi proprietăţi pentru elemente ı̂n inele şi inele clean, w-clean, nil-clean,

w-nil-clean şi uw-nil-clean Totodată vom preciza legătura inelelor uw-nil-clean cu

inelele w-nil-clean abeliene, proprietăţi ale indicelui clean şi proprietăţi ale indicelui

nil-clean.

A doua secţiune, ,,Descompuneri legate de tripotenţi”, are ca subiect principal

prezentarea de rezultate din literatura de specialitate relative la inele ale căror ele-

mente admit descompuneri care folosesc elemente tripotente şi sunt ı̂n legătură cu

capitolul 3, ,,Inele w-tripotente”. Mai precis, vom da teoreme de structură pentru

inele ı̂n care fiecare element este suma sau diferenţa a doi idempotenţi care comută

şi inele ı̂n care fiecare element este suma dintre un nilpotent şi doi tripotenţi care

comută.

În secţiunea 3, ,,Descompuneri matriciale” vom prezenta rezultate despre des-

compuneri de matrici ı̂n funcţie de matrici idempotente sau matrici nilpotente şi

sunt premergătoare rezultatelor din capitolul 4, ,,Matrici companion m-nil-clean”.
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1.1 Proprietăţile clean şi nil-clean

În această lucrare toate inelele sunt asociative şi cu unitate. Fie R un inel. Un

element w al lui R se numeşte nilpotent dacă există un număr natural nenul n astfel

ı̂ncât wn = 0. Un element e al lui R este idempotent dacă e2 = e. Un element a al lui

R este tripotent dacă a3 = a. Vom nota cu Nil(R) mulţimea elementelor nilpotente

ale lui R, cu Id(R) mulţimea elementelor idempotente ale lui R şi cu U(R) mulţimea

elementelor inversabile ale lui R.

Definiţia. 1.1.1. Fie R un inel şi a ∈ R. Spunem că a este clean dacă există u,

element inversabil al lui R şi e, element idempotent al lui R, astfel ı̂ncât a = u+ e.

Un inel este clean dacă fiecare element al său este clean.

Inelele clean au apărut ı̂n contextul modulelor cu proprietatea exchange finită,

aceasta fiind legată de nişte descompuneri ca sume directe de module.

Definiţia. 1.1.3. Spunem că R este un inel exchange dacă RR are proprietatea

exchange finită.

Proprietatea exchange este simetrică, adică R este exchange dacă şi numai dacă

RR are proprietatea exchange finită.

Vom ı̂ntâlni de mai multe ori inelele abeliene. Să dăm definiţia lor:

Definiţia. 1.1.4. Se numeşte inel abelian un inel cu proprietatea că toţi idempotenţii

săi sunt centrali.

Următoarea teoremă de legătură este ı̂ntre inelele clean şi cele exchange.

Teorema. 1.1.5.[40, Theorem 1.1] Orice inel clean este inel exchange; reciproca este

adevărată dacă inelul este abelian.

Urmează să precizăm definiţia inelelor w-clean, ce sunt o generalizare a inelelor

clean şi care sunt studiate ı̂n [4].
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Definiţia. 1.1.21. Fie R un inel şi a ∈ R. Atunci a este w-clean dacă există u,

element inversabil al lui R şi e, element idempotent al lui R, astfel ı̂ncât a = u + e

sau a = u− e.
Un inel este w-clean dacă fiecare elment al său este w-clean.

Iată o proprietate ı̂n legătură cu inelele w-clean.

Lema. 1.1.23.[4, Theorem 1.7] Fie {Rα} o familie de inele. Atunci produsul direct

R =
∏
Rα este w-clean dacă şi numai dacă fiecare Rα este w-clean şi cel mult un

Rα nu este clean.

Diesl a introdus ı̂n [24] noţiunea de inel nil-clean şi a investigat acest tip de inele.

Definiţia. 1.1.24. Fie R un inel şi a ∈ R. Atunci a este nil-clean dacă există b,

element nilpotent al lui R şi e, element idempotent al lui R, astfel ı̂ncât a = b+ e.

Un inel este nil-clean dacă fiecare element al său este nil-clean.

Urmează să precizăm proprietăţi pentru inelele nil-clean.

Lema. 1.1.25.[24, Proposition 3.4] Orice inel nil-clean este inel clean.

Propoziţia. 1.1.27.[24, Proposition 3.13] Orice produs direct finit al unor inele

nil-clean este nil-clean.

Definiţia. 1.1.28. Un ideal al unui inel este nil dacă fiecare element al său este

nilpotent.

Propoziţia. 1.1.29.[24, Proposition 3.15] Fie R un inel şi I un ideal nil al său.

Atunci R este nil-clean dacă şi numai dacă R/I este nil-clean.

Aşa cum Ahn si Anderson generalizează ı̂n [4] noţiunea de inel clean şi obţin

noţiunea de inel w-clean, aşa generalizează şi Danchev cu McGovern, ı̂n [22], iar

apoi Breaz, Danchev şi Zhou, ı̂n [11], noţiunea de inel nil-clean şi obţin noţiunea de

inel w-nil-clean; cu menţiunea că ı̂n prima lucrare sunt investigate inelele w-nil-clean

comutative, iar ı̂n a doua inelele w-nil-clean generale.
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Definiţia. 1.1.39. Fie R un inel şi a ∈ R. Atunci a este w-nil-clean dacă există b,

element nilpotent al lui R şi e, element idempotent al lui R, astfel ı̂ncât a = b + e

sau a = b− e.
Un inel este w-nil-clean dacă fiecare element al său este w-nil-clean.

Proprietatea de mai jos a inelelor w-nil-clean este asemănătoare cu situaţia când

un produs direct finit de inele este w-clean.

Propoziţia. 1.1.46[11, Proposition 3] Fie R =
∏

i∈I Ri un produs direct de inele,

cu |I| ≥ 2. Presupunem că I este finită. Atunci R este w-nil-clean dacă şi numai

dacă există k ∈ I astfel ı̂ncât Rk este w-nil-clean şi Rj e nil-clean, oricare ar fi j 6= k.

Scopul următor este de a enunţa o teoremă de structură a inelelor w-nil-clean.

Teorema. 1.1.48.[11, Theorem 5] Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru un

inel R :

1. R este un inel w-nil-clean.

2. Există R1, un inel nil-clean şi R2, un inel nul sau un inel w-nil-clean indecom-

pozabil, cu 3 ∈ J(R2), astfel ı̂ncât R ∼= R1 ×R2.

În continuare prezentăm o proprietate ale inelelor w-nil-clean.

Corolarul. 1.1.50.[11, Corollary 7] Orice inel w-nil-clean este clean.

Definiţia. 1.1.52. Fie R un inel şi a ∈ R. Dacă există şi este unic idempotentul

e ∈ R astfel ı̂ncât a− e sau a+ e este nilpotent ı̂n R, atunci a este uw-nil-clean. Un

inel este uw-nil-clean dacă fiecare element al său este uw-nil-clean.

Teorema care urmează stabileşte faptul că proprietatea unui inel de a fi w-nil-

clean abelian este echivalentă cu proprietatea aceluiaşi inel de a fi uw-nil-clean, fiind

totodată şi o teoremă de structură.

Teorema. 1.1.53.[11, Theorem 12] Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru

un inel R :
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1. R este w-nil-clean abelian.

2. Există R1 inel abelian, cu J(R1) nil, R1/J(R1) Boolean şi R2 un inel nul sau

cu proprietatea R2/J(R2) ∼= F3, cu J(R2) nil, astfel ı̂ncât R ∼= R1 ×R2,

3. R este abelian, J(R) este nil şi R/J(R) este izomorf cu un inel Boolean, cu

F3, sau cu un produs direct a două astfel de inele.

4. R este uw-nil-clean.

Corolarul. 1.1.54.[11, Corollary 15] Un inel R este u-nil-clean dacă şi numai dacă

R este uw-nil-clean şi 2 ∈ J(R).

1.1.1 Indicele clean

Tot legat de problematica clean, ı̂n [37] s-a introdus indicele clean asociat unui inel.

Notaţia. 1.1.55. Fie R un inel şi a ∈ R. Notăm E(a) = {e ∈ R | e2 = e, a − e ∈
U(R)}.

Definiţia. 1.1.56. Indicele clean al inelului R, notat c(R), se defineşte ca fiind

c(R) = sup{|E(a)| : a ∈ R}.

Teorema următoare caracterizează inelele cu indicele clean unu.

Teorema. 1.1.59.[37, Theorem 5] Fie R un inel. Atunci c(R) = 1 dacă şi numai

dacă R este abelian şi oricare ar fi e ∈ Id(R), u şi v din U(R), e 6= 0, are loc

e 6= u+ v.

Scopul ce urmează este de a caracteriza inelele cu indicele clean egal cu doi.

Definiţia. 1.1.63 Un inel se numeşte elemental dacă singurele elemente idempotente

ale sale sunt 0 şi 1 şi există u, v ∈ U(R) astfel ı̂ncât 1R = u+ v.

Teorema. 1.1.64[37, Theorem 12] c(R) = 2 dacă şi numai dacă are loc una din

următoarele afirmaţii.
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1. R este un inel elemental.

2. R = A×B, cu A inel elemental şi c(B) = 1.

3. Există inelele A şi B, cu c(A) = c(B) = 1 şi bimodulul AMB, cu |M | = 2,

astfel ı̂ncât R =

(
A M

0 B

)
.

1.1.2 Indicele nil-clean

Preluând idei de la indicele clean, ı̂n [5] se introduce indicele nil-clean.

Notaţia. 1.1.66. Având inelul R şi a ∈ R, notăm η(a) = {e ∈ R | e2 = e şi a− e ∈
Nil(R)}.

Definiţia. 1.1.67. Se defineşte indicele nil-clean al inelului R ca fiind nc(R) =

sup{|η(a)| : a ∈ R}.

Iată legătura dintre indicele clean si indicele nil-clean ale aceluiaşi inel.

Lema. 1.1.70.[5, Lemma 2.8] Fie R un inel cu unitate. Atunci c(R) ≥ nc(R).

În continuare vom caracteriza inelele de indice nil-clean egal cu unu.

Teorema. 1.1.71.[5, Theorem 3.2] nc(R) = 1 dacă şi numai dacă R este inel abe-

lian.

Urmează caracterizarea inelelor de indice nil-clean egal cu doi.

Teorema. 1.1.72.[5, Theorem 4.1] nc(R) = 2 dacă şi numai dacă există inelele

A şi B, cu nc(A) = nc(B) = 1 şi bimodulul AMB, cu |M | = 2, astfel ı̂ncât R =(
A M

0 B

)
.
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1.2 Descompuneri legate de tripotenţi

În rezultatul următor, echivalenţa primelor trei afirmaţii apare ı̂n [30], iar afirmaţia

(4) este adaugată ı̂n [54].

Teorema. 1.2.5.[30, Theorem 1] şi [54, Proposition 2.2] Următoarele afirmaţii sunt

echivalente pentru inelul R :

1. Fiecare element al lui R este suma a doi idempotenţi care comută.

2. R este inel comutativ şi fiecare element este suma a doi idempotenţi.

3. x3 = x pentru orice x ∈ R.

4. Orice element este diferenţa a doi idempotenţi care comută.

În continuare prezentăm o caracterizare pentru inelele ı̂n care fiecare element este

suma sau diferenţa a doi idempotenţi care comută.

Teorema. 1.2.10.[54, Theorem 4.4] Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru

inelul R :

1. Fiecare element este suma sau diferenţa a doi idempotenţi care comută.

2. R este de următoarele tipuri:

(a) R/J(R) este Boolean cu J(R) = 0 sau J(R) = {0, 2}.

(b) R este produs subdirect al unor copii ale lui F3.

(c) Există inelul R1, cu R1/J(R1) Boolean şi cu J(R1) = 0 sau J(R1) =

{0, 2} şi inelul R2, un produs subdirect al unor copii ale lui F3, astfel ı̂ncât

R ∼= R1 ×R2.

În plus 1. cu condiţia suplimentară 2 ∈ J(R) este echivalentă cu 2.(a)

Rezultatul următor caracterizează inelele ı̂n care fiecare element este suma dintre

un nilpotent şi doi tripotenţi, cu proprietatea că oricare două din aceste elemente

comută.
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Teorema. 1.2.12.[55, Theorem 2.11] Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru

inelul R :

1. Fiecare element este suma dintre un nilpotent şi doi tripotenţi, cu proprietatea

că oricare două din aceste elemente comută.

2. Există inelul A, inel nul sau cu proprietatea A/J(A) este Boolean, cu J(A) nil,

inelul B, inel nul sau cu proprietatea B/J(B) este un produs subdirect de copii

ale lui F3, cu J(B) nil şi inelul C, inel nul sau cu proprietatea C/J(C) este un

produs subdirect de copii ale lui F5, cu J(C) nil, astfel ı̂ncât R ∼= A×B × C.

3. J(R) este nil şi x5 = x pentru orice x ∈ R/J(R).

4. a5 − a este nilpotent pentru orice a ∈ R.

1.3 Descompuneri ale matricilor

În studiul unor diverse inele care satisfac generalizări ale proprietăţilor clean intro-

duse de Nicholson, a devenit folositoare şi direcţia de cercetare care are ca scop

scrierea matricilor ı̂n funcţie de matrici speciale care satisfac identităţi particulare.

Ne vom referi mai ı̂ntâi la descompuneri matriciale ı̂n funcţie de idempotenţi.

Teorema. 1.3.1.[49, Theorem 1.1] Fie F un corp comutativ şi n ≥ 1. Următoarele

afirmaţii sunt echivalente:

1. Orice matrice din Mn(F) este suma a trei idempotenţi.

2. Orice matrice inversabilă din Mn(F) este suma a trei idempotenţi.

3. F ∼= F2 sau F ∼= F3.

În [28] se răspunde la ı̂ntrebarea ,,când o matrice peste un corp de caracteris-

tică 0 este suma unor idempotenţi?” Urmează două rezultate din această referinţă

bibliografică.
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Teorema. 1.3.8.[28, Theorem 1] Fie F corp comutativ de caracteristică 0 şi M ∈
Mn(F). Atunci M este suma unor idempotenţi dacă şi numai dacă tr(M) = k · 1F,

k ∈ Z şi k ≥ rang(M).

Ne vom referi acum la descompuneri matriciale ca sume de matrici nilpotente.

Avem nevoie de o definiţie pentru următorul rezultat din [8].

Definiţia. 1.3.19. Fie k un ı̂ntreg pozitiv. Un element al unui inel este (k-)nilgood

dacă este suma unor (k) nilpotenţi.

Teorema. 1.3.20.[8, Theorem 2] Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru ma-

tricea A peste un inel comutativ.

1. A este 3-nilgood.

2. A este nilgood.

3. Urma lui A este nilpotentă.

Ne vom referi acum la descompuneri matriciale clean şi nil-clean. Se ştie din

[25] că inelele matriciale peste inele clean sunt clean. Diesel a ı̂ntrebat ı̂n [24] dacă

un rezultat similar cu acesta este valabil şi pentru inele nil-clean. Mai precis, sunt

inelele de matrici Mn(F2) nil-clean? Răspunsul este dat ı̂n teorema care urmează.

Teorema. 1.3.24.[9, Theorem 3] Fie K un corp comutativ. Următoarele afirmaţii

sun echivalente

1. K ' F2.

2. Pentru orice ı̂ntreg pozitiv n, inelul matricial Mn(K) este nil-clean.

3. Există un ı̂ntreg pozitiv n, astfel ı̂ncât inelul matricial Mn(K) este nil-clean.

Continuăm cu o lemă care este un instrument util ı̂n [47], iar noi vom demonstra

şi folosi ı̂n capitolul 4 un rezultat similar util ı̂n caracterizarea matricilor m-nil-clean:
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Lema. 1.3.30.[47, Lemma 2.1] Fie F corp comutativ şi q un polinom monic peste F,
atunci există polinomul monic Q astfel ı̂ncât matricea companion Cq ∈ Mn(F) este

similară cu matricea CQ + diag(1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0), dacă n este par, sau cu matricea

CQ + diag(1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, 1), dacă n este impar.

Definiţia. 1.3.33. Un element al unui inel R este unipotent dacă este suma dintre

1R şi un nilpotent al lui R.

Tot ı̂n capitolul 4 vom folosi şi următoarea caracterizare a matricilor companion

nil-clean dată de Breaz şi Modoi ı̂n [12]:

Teorema. 1.3.34.[12, Theorem 5] Fie F un corp comutativ, de caracteristică pozi-

tivă, p. Fie C = Cc0,c1,...,cn−1 ∈ Mn(F) o matrice companion. Următoarele afirmaţii

sunt echivalente:

1. C este nil-clean.

2. Una din următoarele condiţii este adevărată:

(a) C este nilpotentă (i.e. c0 = . . . = cn−1 = 0);

(b) C este unipotentă (i.e. ci = (−1)i
(
n
n−i

)
pentru orice i ∈ {0, . . . , n− 1});

(c) există un ı̂ntreg k ∈ {1, . . . , p} astfel ı̂ncât −cn−1 = k · 1 şi n > k.

Ca o consecinţă a acestui fapt are loc rezultatul de mai jos:

Corolarul. 1.3.35.[12, Corollary 8] Fie n ≥ 3 un ı̂ntreg pozitiv. Următoarele

afirmaţii sunt echivalente pentru corpul F:

1. F ∼= Fp pentru un număr prim p < n;

2. orice matrice companion C ∈Mn(F) este nil-clean.
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Capitolul 2

Indicele w-nil-clean şi inele

uw-nil-clean

2.1 Rezultate despre indicele w-nil-clean şi inele

uw-nil-clean

În acest capitol vom introduce şi studia indicele w-nil-clean asociat unui inel. Vom

prezenta proprietăţile de bază ale acestui indice. Rezultatul central al capitolului

este Propoziţia 2.1.9, ı̂n care demonstrăm că inelele cu indicele w-nil-clean egal cu

1, coincid cu inelele abeliene. Totodată, ı̂n secţiunea a doua vom calcula indexul

w-nil-clean pentru diverse inele de matrici.

Rezultatele din această parte au fost publicate ı̂n [21].

Definiţia. 2.1.1. Fie R un inel şi a ∈ R. Definim mulţimea

α(a) = {e ∈ R | e2 = e şi a− e sau a+ e este nilpotent}.

Definiţia. 2.1.2. Pentru un element a ∈ R indicele w-nil-clean al lui a, prescurtat

wnc(a), este definit ca fiind cardinalul mulţimii α(a).

Definiţia. 2.1.3. Definim indicele w-nil-clean al inelului R astfel:

wnc(R) = sup{|α(a)| : a ∈ R}.
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În continuare vom da câteva proprietăţi ale acestui indice.

Lema. 2.1.6. Dacă R este un inel şi S un subinel al său, atunci wnc(R) ≥ wnc(S).

Lema. 2.1.8. Pentru orice inel R are loc inegalitatea wnc(R) ≥ nc(R).

Propoziţia. 2.1.9. Fie R un inel. Atunci wnc(R) = 1 dacă şi numai dacă R este

abelian.

Teorema. 2.1.10. Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru inelul R:

1. R este uw-nil-clean;

2. R este w-nil-clean abelian;

3. Există inelul nul sau nil-clean abelian, R1 şi inelul nul sau w-nil-clean local R2,

cu J(R2) nil şi R2/J(R2) ∼= Z3, astfel ı̂ncât R ∼= R1 ×R2.

2.2 Indicele w-nil-clean pentru inele de matrici

În această secţiune vom calcula indicele w-nil-clean pentru diverse inele de matrici.

Exemplul. 2.2.2. Fie p un număr prim. Atunci wnc(T2(Fp)) = nc(T2(Fp)) = p.

Exemplul. 2.2.3. Fie p un număr prim. Atunci wnc(T3(Fp)) = nc(T3(Fp)) = p2.

Exemplul. 2.2.5. wnc(M2(F3)) = 5.

Pe lângă un exemplu de calcul al indexului w-nil-clean al unui inel de matrici,

propoziţia următoare furnizează caracterizarea inelelor de index w-nil-clean egal cu

2. Se observă că este aceeaşi caracterizare ca a inelelor de indice nil-clean egal cu 2,

conform [5].

Propoziţia. 2.2.7. Fie R un inel. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. wnc(R) = 2;

2. Există inelele A şi B abeliene şi bimodulul AMB, cu |M | = 2, astfel ı̂ncât

R =

(
A M

0 B

)
.
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Capitolul 3

Inele w-tripotente

Reamintim că un element a al unui inel R se numeşte tripotent dacă a3 = a. Un

inel se numeşte tripotent dacă fiecare element al său este tripotent. Un inel este

w-tripotent, dacă pentru fiecare element x al său este adevărat că cel puţin unul din

elementele x şi 1 + x este tripotent.

Există diferenţe majore ı̂ntre clasa inelelor tripotente şi clasa inelelor w-tripotente.

Primele sunt ı̂ntotdeauna comutative, al doilea tip există şi ı̂n varianta necomutativă.

Un produs direct de inele tripotente este un inel tripotent, dar un produs direct de

inele w-tripotente nu e ı̂ntotdeauna w-tripotent. Sub acest aspect (al produselor

directe de inele) diferenţa are aceeaşi natură ca cea descrisă ı̂n cazul inelelor w-nil-

clean. Vom stabili şi alte proprietăţi pentru inelele w-tripotente şi vom determina

caracteristica unui astfel de inel. Vom obţine o teoremă de structură pentru inelele

w-tripotente in care singurele elemente idempotente sunt 0 si 1, iar 3 este inversabil.

Totodată vom obţine o teoremă de structură şi pentru cazul comutativ, acesta fiind

rezultatul central al acestui capitol.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate ı̂n [10].

3.1 Inele w-tripotente generale

Definiţia. 3.1.1. Un inel este w-tripotent, dacă pentru fiecare element x al său este
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adevărat că cel puţin unul din elementele x sau 1 + x este tripotent.

Lema. 3.1.2. Fie R un inel w-tripotent. Atunci

(1) orice subinel al lui R este w-tripotent;

(2) orice imagine omomorfă a lui R este w-tripotentă;

(3) 24 = 0, aşadar există inelele w-tripotente R1 şi R2, cu 8R1 = 0 şi 3R2 = 0 astfel

ı̂ncât R are descompunerea R = R1 ×R2.

Pentru cazul ı̂n care R are caracteristică 3, este uşor de văzut că identitatea

(1 + x)3 = 1 + x implică x3 = x. De aici, inelele w-tripotente de caracteristică 3

sunt tripotente. Deci ne putem restrânge studiul asupra inelelor de caracteristică 2k,

k ∈ {1, 2, 3}.

Corolarul. 3.1.5. Clasa inelelor w-tripotente este o subclasă proprie a inelelor cu

proprietatea că fiecare element al său este suma dintre un idempotent şi un tripotent

care comută.

Un produs direct de inele w-tripotente nu este ı̂n mod necesar w-tripotent.

Propoziţia. 3.1.11. Fie {Rα} o familie de inele. Atunci produsul direct R =
∏
Rα

este w-tripotent dacă şi numai dacă fiecare Rα este w-tripotent şi cel mult un Rα nu

este tripotent.

Teorema. 3.1.12.[35, 12.3] (Teorema lui Birkhoff) Orice inel nenul R poate fi re-

prezentat ca un produs subdirect de inele subdirect ireductibile.

Următorul rezultat a fost demonstrat ı̂n [54, Theorem 3.6] folosind faptul că dacă

R este un inel cu proprietatea că fiecare element este suma dintre un idempotent şi

un tripotent care comută, atunci R este s-nil-clean, (adică fiecare element al său este

suma dintre un idempotent şi un tripotent care comută), deci R/J(R) este Boolean şi

J(R) este nil, [32, Theorem 5.6]. Demonstraţia acestuia, prezentată mai jos foloseşte

tehnici descrise ı̂n [35, Section 12] şi este prezentată ı̂n lucrarea [54].
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Teorema. [54, Theorem 3.6] Fie R un inel de caracteristică 2k. Următoarele afirmaţii

sunt echivalente:

(1) fiecare element al lui R este suma dintre un idempotent şi un tripotent care

comută;

(2) x4 = x6 pentru orice x ∈ R;

(3) R/J(R) este Boolean şi U(R) este un grup de exponent 2;

(4) R/J(R) este Boolean şi pentru orice x ∈ J(R) avem x2 = 2x.

În consecinţă, dacă R satisface una din condiţiile de mai sus, atunci J(R) este

mulţimea elementelor nilpotente ale lui R.

În următorul corolar avem o caracterizare a inelelor w-tripotente ı̂n care singurele

elemente idempotente sunt 0 şi 1, iar 3 este inversabil. Aceasta va fi utilă pentru a

descrie inelele w-tripotente comutative, deoarece ı̂n acest caz fiecare inel subdirect

ireductibil este un inel ı̂n care singurele elemente idempotente sunt 0 şi 1.

Corolarul. 3.1.24. Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru un inel R ı̂n care

singurele elemente idempotente sunt 0 şi 1 şi ı̂n care 3 ∈ U(R).

(1) R este w-tripotent;

(2) R este un inel local astfel ı̂ncât R/J(R) ∼= Z2 şi x2 = 1 pentru orice x ∈ U(R);

(3) R are proprietatea R/J(R) ∼= Z2 şi pentru orice x ∈ J(R) avem x2 = 2x.

În consecinţă, fiecare inel w-tripotent ı̂n care singurele elemente idempotente sunt

0 şi 1 şi ı̂n care 3 este inversabil este comutativ.

3.2 Inele w-tripotente comutative

Scopul aceste secţiuni este de a da o caracterizare a inelelor w-tripotente comutative.

Pentru aceasta avem nevoie de următoarea lemă.
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Lema. 3.2.1. FieR un inel w-tripotent comutativ, de caracteristică 2k (k ≤ 3) şi fie

N radicalul nil al lui R. Atunci pentru orice idempotent e din R una din următoarele

proprietăţi este adevărată:

(a) en = 0 pentru fiecare n ∈ N ;

(b) en = n pentru fiecare n ∈ N .

Avem următoarea caracterizare pentru inelele w-tripotente comutative.

Teorema. 3.2.2. Un inel comutativ R este w-tripotent dacă şi numai dacă

R = R′ ×R′′ astfel ı̂ncât:

(1) R′′ este un inel tripotent de caracteristică 3 sau R′′ = 0;

(2) R′ = 0 sau 3 ∈ U(R′) şi R′ poate fi scufundat ca un subinel al unui produs direct

R0×
(∏

i∈I Ri

)
astfel ı̂ncât R0 este un inel w-tripotent ı̂n care singurele elemente

idempotente sunt 0 şi 1 şi fiecare Ri este un inel Boolean, pentru i 6= 0.
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Capitolul 4

Matrici companion m-nil-clean

Fie m ≥ 2 un număr natural. Un element al unui inel R este m-nil-clean dacă se

scrie ca suma dimtre m idempotenţi din R şi un nilpotent din R. În secţiunea 3

din [1] au fost investigate inelele cu proprietatea că fiecare element este m-nil-clean.

Motivaţia studiului matricilor companion m-nil-clean stă ı̂n faptul că orice matrice

este similară cu o sumă directă de matrici companion şi că la fel ca şi matricile nil-

clean, matricile m-nil-clean se scriu şi ele ı̂n funcţie de idempotenţi şi nilpotenţi şi

că o matrice similară cu una idempotentă este idempotentă, iar o matrice similară

cu una nilpotentă este nilpotentă.

Ca o consecinţă a Teoremei 3 din [12], dacă dimensiunea unei matrici, de tip

n × n peste corpul comutativ F, de caracteristică pozitivă p, este mai mare decât

acea caracteristică, atunci matricea este nil-clean. De aceea ı̂n studiul caracterizării

matricilor companion m-nil-clean vom considera n ≤ p. Acest studiu va fi concretizat

sub forma unui rezultat central şi va fi făcut ı̂n funcţie de urma matricii, dimensiunea

matricii şi caracteristica p a corpului comutativ de unde sunt coeficienţii matricii.

Ca instrument de lucru, la fel ca ı̂n [47] şi ı̂n [7], vom folosi similaritatea matricii

companion cu suma dintre o matrice diagonală cu coeficienţi 0 şi 1 şi o matrice

companion.

Rezultatele din acest capitol sunt preluate din lucrarea [20].
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4.1 Un rezultat util

Următoarea lemă va fi utilă când se vor demonstra rezultate despre matrici compa-

nion 2-nil-clean.

Lema. 4.1.1 Fie F un corp comutativ. Pentru orice matrice companion Cq ∈Mn(F)

şi orice k ∈ {1, . . . , n} există o matrice companion Cq′ astfel ı̂ncât Cq şi

diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
de k ori

, 0, . . . , 0) + Cq′ sunt similare.

4.2 O caracterizare a matricilor companion

m-nil-clean

Definiţia. 4.2.1. Fie m ≥ 1 un număr natural. O matrice este m-nil-clean dacă

este suma a m matrici idempotente şi a unei matrici nilpotente.

Fie F un corp comutativ de caracteristică pozitivă p. Ca o consecinţă a Teoremei

1.3.34., dacă n > p, atunci orice matrice companion, de tip n × n peste F este

nil-clean. Prin urmare vom presupune că n ≤ p.

În al doilea rând, pentru n = 1 singurul nilpotent al lui Mn(F) este (0) şi singurii

idempotenţi ai lui Mn(F) sunt (0) şi (1). În concluzie C ∈ M1(F) este m-nil-clean

dacă şi numai dacă C ∈ {(0), (1), (2), . . . , (m)}. Astfel că nu ne vom referi la cazul

n = 1, deci vom presupune de acum că n > 1.

Lema. 4.2.2. Fie m ≥ 2 un număr natural. Fie F un corp comutativ de caracte-

ristică pozitivă p. Fie A ∈Mn(F) o matrice (nu ı̂n mod necesar companion), pentru

care există Ei matrice idempotentă, cu ki = rang(Ei), i ∈ {1, 2, . . . ,m) şi N matrice

nilpotentă astfel ı̂ncât A = E1 +E2 + · · ·+Em +N, . Atunci există un ı̂ntreg c astfel

ı̂ncât tr(A) = c · 1 şi c = k1 + k2 + · · · + km (mod p), iar fiecare ki este un număr

natural mai mic sau egal cu n.

Lema. 4.2.4. Fie m ≥ 2 un număr ı̂ntreg. Fie F un corp comutativ, de carac-

teristică pozitivă p şi n un număr natural, 1 < n ≤ p. Dacă −cn−1 = c · 1 şi

c ∈ {m,m+ 1, . . . ,mn− 1}, atunci C = Cc0,c1,...,cn−1 ∈Mn(F) este m-nil-clean.
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Următorul corolar este al teoremei 1.3.34:

Corolarul. 4.2.5 Fie F un corp comutativ de caracteristică 2. Fie C = Cc0,c1,...,cn−1 ∈
Mn(F) o matrice companion. Atunci C este nil-clean dacă şi numai dacă −cn−1 ∈
{0, 1}.

Având cazul p = 2 rezolvat (C fiind nil-clean este şi m-nil-clean) putem presupune

de acum că p este impar.

Teorema. 4.2.6. Fie m ≥ 2 un număr natural, F un corp comutativ de caracteris-

tică pozitivă impară p, 1 < n ≤ p, C = Cc0,c1,...,cn−1 o matrice companion şi c cel mai

mic ı̂ntreg nenegativ, astfel ı̂ncât −cn−1 = c · 1.
Următoarele afirmaţii au loc:

1. dacă c = 0 şi mn − 1 < p, atunci C este m-nil-clean dacă şi numai dacă C

este nilpotentă sau C − (m− 1)In este unipotentă;

2. dacă c = t, 1 ≤ t ≤ m, atunci C este t-nil-clean, aşa că este m-nil-clean;

3. dacă c ∈ {m,m+ 1, . . . ,mn− 2,mn− 1}, atunci C este m-nil-clean;

4. dacă mn− 2 ≥ p, atunci C este m-nil-clean;

5. Presupunem că mn− 2 < p

(a) dacă c = mn şi p = mn − 1, atunci C este nil-clean, deci este şi m-nil-

clean;

(b) dacă c = mn şi p = mn, atunci C este m-nil-clean dacă şi numai dacă C

este nilpotentă sau C − (m− 1)In este o matrice unipotentă;

(c) dacă c = mn, p > mn, atunci C este m-nil-clean dacă şi numai dacă

C − (m− 1)In este o matrice unipotentă;

(d) dacă c > mn, atunci C nu este m-nil-clean.
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[21] A. Ĉımpean, P. Danchev, Weakly nil-clean index and uniquely weakly nil-clean

rings, International Electronic Journal of Algebra, 21 (2017), Issue 21, 180–197.

[22] P.V. Danchev, W.Wm. McGovern, Commutative weakly nil clean unital rings,

Journal of Algebra, 425 (2015), 410–422.

[23] J. Dauns, Modules and rings, Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

[24] A. J. Diesl, Nil-clean rings, Journal of Algebra, 383 (2013), 197-211.

[25] J. Han, W. K. Nicholson, Extensions of clean rings, Communications in Algebra,

29 (2001), Issue 6, 2589–2595.

[26] D. Handelman, Perspectivity and cancellation in regular rings, Journal of Alge-

bra, 48 (1977), Issue 1, 1–16.

[27] B. Harris, Commutators in division rings, Proceedings of the American Mathe-

matical Society, 9 (1958), No. 4, 628-630.

[28] R. E. Hartwig, M. S. Putcha, When is a matrix a sum of idempotents ?, Linear

and Multilinear Algebra, 26 (1990), Issue 4, 279–286.

[29] R. E. Hartwig, M. S. Putcha, When is a matrix a difference of two idempotents

?, Linear and Multilinear Algebra, 26 (1990), Issue 4, 267–277.

[30] Y. Hirano, H. Tominaga, Rings in which every element is the sum of two idem-

potents, Bulletin of the Australian Mathematical Society, 37 (1988), Issue 2,

161–164.

[31] N. Jacobson, Structure of Rings, Colloquium Publications, 37, American Ma-

thematical Society, Providence, R.I., 1956.
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