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Introducere

In aceastd lucrare vom studia descompuneri ale elementelor unor inele ca sume ale
caror termeni satisfac diverse identitati. In particular ne intereseazi sume cu termenii
elemente idempotente, nilpotente sau periodice. Descompunerile de acest tip au fost
considerate initial in teoria operatorilor. De exemplu in lucrarile [27], [43] si [46] sunt
studiate descompuneri ale unor clase de operatori in sume de elemente idempotente.
Studiul unor astfel de descompuneri in contextul general al inelelor cu unitate a
inceput in 1977, cu lucrarea [39], unde W. K. Nicholson introduce proprietatile clean
pentru elemente in inele gi pentru inele. Clasa inelelor clean este continuta in clasa
inelelor exchange. Mai mult, un inel abelian este clean daca gi numai daca el este
exchange, [39]. Un element este clean daca este suma dintre un idempotent gi un
inversabil in acel inel, iar un inel este clean daca toate elementele sale sunt clean.

A existat un real interes in studiul proprietatilor care reprezinta variante ale
proprietatii clean. De exemplu au fost studiate inelele w-clean, o generalizare a
inelelor clean, introduse si investigate in [4], in 2006, un inel fiind w-clean daca fiecare
element al sau este suma sau diferenta dintre un inversabil si un idempotent. Apoi in
2013 Diesl introduce si studiaza in [24] elementele nil-clean si inelele nil-clean, un caz
particular de inele clean (|24, Proposition 3.4]), inversabilul din definitia elementului
clean fiind Inlocuit cu un element nilpotent. Nu in ultimul rand au fost studiate
generalizari ale inelelor nil-clean, inelele w-nil-clean comutative, de catre Danchev
si McGovern, in [22] si inelele w-nil-clean, de catre Breaz, Danchev si Zhou in [11].
Aceste inele se obtin inlocuind suma dintre un nilpotent si un idempotent, cu suma
sau diferenta dintre un nilpotent gi un idempotent.

Scopul principal al acestei teze este de a studia proprietati asociate unor descom-
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puneri ale elementelor din inele in sume de elemente satisfacand diverse identitati.
In particular vom studia si inele ce au toate elementele cu proprietati de tipul celor
descrise anterior.

Capitolul 1 este structurat in trei sectiuni. Fiecare dintre acestea are rolul de
a pregati materialul necesar in cele trei capitole urmatoare. In prima sectiune sunt
prezentate proprietiti ale descompunerilor clean si nil-clean. In continuare sunt pre-
zentate rezultate legate de descompuneri care folosesc tripotenti, [54], [55]. In a treia
sectiune, ,,Descompuneri matriciale”, vom preciza rezultate despre descompuneri de
matrici in functie de matrici idempotente sau matrici nilpotente, fiind premergatoare
rezultatelor din Capitolul 4, ,,Matrici companion m-nil-clean”.

In urméitoarele trei capitole vom prezenta rezultatele originale pe care le-am
obtinut pe parcursul elaborarii acestei teze. Ele sunt extrase din lucrarile [21], [10],
respectiv [20].

In Capitolul 2, intitulat ,,Indicele w-nil-clean gi inele uw-nil-clean, bazat pe [21],
introducem indicele w-nil-clean. Acesta numara descompunerile w-nil-clean. Vom
prezenta proprietati de baza ale sale. O propozitie fundamentala e cea care afirma ca
indicele w-nil-clean al unui inel este 1 daca si numai daca R este abelian (Propozitia
2.1 sau [21, Proposition 2.11]). Ca un corolar al acestei propozitii, obtinem echivalenta
stabilita anterior de Breaz, Danchev si Zhou in lucrarea [11], a proprietatii unui inel
de a fi uw-nil-clean cu proprietatea aceluiasi inel de afi w-nil-clean abelian. Totodata,
din caracterizarea inelelor de indice w-nil-clean 1 (respectiv 2) si caracterizarea ine-
lelor de indice nil-clean egal cu 1, (respectiv 2) obtinuta de Basnet si Bhattacharyya
in [5], se obtine: un inel are indicele w-nil-clean egal cu 1 (respectiv 2) daca gi numai
daca el are indicele nil-clean egal cu 1 (respectiv 2). In sectiunea a doua a acestui
capitol vom calcula indicele w-nil-clean pentru diverse inele de matrici.

Capitolul 3, intitulat ,,Inele w-tripotente”, are ca scop studiul inelelor R cu pro-
prietatea ca pentru orice element x € R, cel putin unul din elementele x sau 1 + x
este tripotent. Inelele w-tripotente sunt o generalizare a inelelor tripotente. In
prima parte a capitolului sunt studiate aceste inele in cazul general si sunt consi-
derate legaturi intre clasa acestora si clasele de inele considerate in [54]. Capitolul

se incheie cu un studiu al inelelor comutative w-tripotente. In particular, in Teo-



rema 3.2 vom da o teorema de structura pentru aceste inele: un inel comutativ este
w-tripotent daca si numai daca se scufunda intr-un produs de trei inele- unul nul
sau inel tripotent de caracteristica 3, un inel nul sau inel w-tripotent, cu singurele
elemente idempotente 0 si 1, iar 3 e inversabil gi un inel nul sau produsul unor inele
Booleene. Inelele w-tripotente, cu 3 inversabil, avand singurele elemente idempotente
0 si 1 sunt caracterizate in Corolarul 3.1.24.

Capitolul 4, bazat pe [20], prezinta caracterizarea matricilor companion peste
corpuri comutative de caracteristica pozitiva, care sunt m-nil-clean, adica se des-
compun ca suma dintre m matrici idempotente si o matrice nilpotenta. Acesta este
rezultatul principal, Teorema 4.2.6. Pentru demonstrarea acesteia va fi nevoie de o
analiza atenta a unor clase de matrici similare cu matrici companion care au forma

diag(1,...,0,...,0) + C’, unde C’ este o matrice companion convenabila.

Doresc sa le multumesc domnului profesor Simion Breaz pentru raspunsurile

prompte, discutiile constructive, sprijinul continuu si parintilor mei pentru suport.

Cuvinte cheie: inele w-nil-clean, inele uw-nil-clean, inele abeliene, element tripo-

tent, inel Boolean, matrice companion, idempotent, nilpotent, m-nil-clean



Capitolul 1

Descompuneri in inele

In acest capitol vom mentiona notiuni si rezultate cunoscute in literatura de spe-
cialitate, pe care le consideram utile in studiile abordate in urmatoarele capitole.
In prima sectiune, ,,Proprietatile clean si nil-clean”, vom prezenta rezultate ce au
legatura cu capitolul 2, ,,Indicele w-nil-clean si inele uw-nil-clean”. Mai precis vom
da definitii si proprietati pentru elemente in inele gi inele clean, w-clean, nil-clean,
w-nil-clean gi uw-nil-clean Totodata vom preciza legatura inelelor uw-nil-clean cu
inelele w-nil-clean abeliene, proprietati ale indicelui clean gi proprietati ale indicelui
nil-clean.

A doua sectiune, ,,Descompuneri legate de tripotenti”, are ca subiect principal
prezentarea de rezultate din literatura de specialitate relative la inele ale caror ele-
mente admit descompuneri care folosesc elemente tripotente si sunt in legatura cu
capitolul 3, ,,Inele w-tripotente”. Mai precis, vom da teoreme de structura pentru
inele in care fiecare element este suma sau diferenta a doi idempotenti care comuta
si inele in care fiecare element este suma dintre un nilpotent si doi tripotenti care
comuta.

In sectiunea 3, ,,Descompuneri matriciale” vom prezenta rezultate despre des-
compuneri de matrici in functie de matrici idempotente sau matrici nilpotente si

sunt premergatoare rezultatelor din capitolul 4, ,,Matrici companion m-nil-clean”.



1.1 Proprietatile clean si nil-clean

In aceastd lucrare toate inelele sunt asociative si cu unitate. Fie R un inel. Un
element w al lui R se numeste nilpotent daca exista un numar natural nenul n astfel

2 — ¢. Un element a al lui

incat w™ = 0. Un element e al lui R este idempotent daca e
R este tripotent daca a® = a. Vom nota cu Nil(R) multimea elementelor nilpotente
ale lui R, cu Id(R) multimea elementelor idempotente ale lui R si cu U(R) multimea

elementelor inversabile ale lui R.

Definitia. 1.1.1. Fie R un inel si a € R. Spunem ca a este clean daca exista u,
element inversabil al lui R si e, element idempotent al lui R, astfel incat a = u + e.

Un inel este clean daca fiecare element al sau este clean.

Inelele clean au aparut in contextul modulelor cu proprietatea exchange finita,

aceasta fiind legata de nigte descompuneri ca sume directe de module.

Definitia. 1.1.3. Spunem ca R este un inel exchange daca rR are proprietatea

exchange finita.

Proprietatea exchange este simetrica, adica R este exchange daca gi numai daca
Ry are proprietatea exchange finita.

Vom intalni de mai multe ori inelele abeliene. Sa dam definitia lor:

Definitia. 1.1.4. Se numeste inel abelian un inel cu proprietatea ca toti idempotentii

sai sunt centrali.
Urmatoarea teorema de legatura este intre inelele clean si cele exchange.

Teorema. 1.1.5.//0, Theorem 1.1] Orice inel clean este inel exchange; reciproca este

adevarata daca tnelul este abelian.

Urmeaza sa precizam definitia inelelor w-clean, ce sunt o generalizare a inelelor

clean gi care sunt studiate in [4].



Definitia. 1.1.21. Fie R un inel si @ € R. Atunci a este w-clean daca exista wu,
element inversabil al lui R si e, element idempotent al lui R, astfel incat a = u + e
sau a =u — e.

Un inel este w-clean daca fiecare elment al sau este w-clean.
Tata o proprietate in legatura cu inelele w-clean.

Lema. 1.1.23./4, Theorem 1.7] Fie {R.} o familie de inele. Atunci produsul direct
R = [[ R, este w-clean daca si numai daca fiecare R, este w-clean gi cel mult un

R, nu este clean.
Diesl a introdus in [24] notiunea de inel nil-clean si a investigat acest tip de inele.

Definitia. 1.1.24. Fie R un inel si a € R. Atunci a este nil-clean daca exista b,
element nilpotent al lui R si e, element idempotent al lui R, astfel incat a = b+ e.

Un inel este nil-clean daca fiecare element al sau este nil-clean.
Urmeaza sa precizam proprietati pentru inelele nil-clean.
Lema. 1.1.25./24, Proposition 3.4] Orice inel nil-clean este inel clean.

Propozitia. 1.1.27./2/, Proposition 3.13] Orice produs direct finit al unor inele

nil-clean este nil-clean.

Definitia. 1.1.28. Un ideal al unui inel este nil daca fiecare element al sau este

nilpotent.

Propozitia. 1.1.29./24, Proposition 3.15] Fie R un inel i I un ideal nil al sau.

Atunci R este nil-clean dacd si numai daca R/I este nil-clean.

Aga cum Ahn si Anderson generalizeaza in [4] notiunea de inel clean si obtin
notiunea de inel w-clean, aga generalizeaza i Danchev cu McGovern, in [22], iar
apoi Breaz, Danchev si Zhou, in [11], notiunea de inel nil-clean si obtin notiunea de
inel w-nil-clean; cu mentiunea ca in prima lucrare sunt investigate inelele w-nil-clean

comutative, iar in a doua inelele w-nil-clean generale.



Definitia. 1.1.39. Fie R un inel §i a € R. Atunci a este w-nil-clean daca exista b,
element nilpotent al lui R i e, element idempotent al lui R, astfel incat a = b+ e
saua =b—e.

Un inel este w-nil-clean daca fiecare element al sau este w-nil-clean.

Proprietatea de mai jos a inelelor w-nil-clean este asemanatoare cu situatia cand

un produs direct finit de inele este w-clean.

Propozitia. 1.1.46/11, Proposition 3] Fie R =[]

cu |I| > 2. Presupunem ca I este finita. Atunci R este w-nil-clean daca si numai

er i un produs direct de inele,

daca exista k € I astfel incat Ry, este w-nil-clean si R; e nil-clean, oricare ar fi j # k.

Scopul urmator este de a enunta o teorema de structura a inelelor w-nil-clean.

Teorema. 1.1.48./11, Theorem 5] Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un
mel R :

1. R este un inel w-nil-clean.

2. Fxista Ry, un inel nil-clean si Ry, un inel nul sau un inel w-nil-clean indecom-
pozabil, cu 3 € J(Ry), astfel incit R = Ry X Ry.

In continuare prezentam o proprietate ale inelelor w-nil-clean.
Corolarul. 1.1.50./11, Corollary 7] Orice inel w-nil-clean este clean.

Definitia. 1.1.52. Fie R un inel si a € R. Daca exista si este unic idempotentul
e € R astfel incat a — e sau a + e este nilpotent in R, atunci a este uw-nil-clean. Un

inel este uw-nil-clean daca fiecare element al sau este uw-nil-clean.

Teorema care urmeaza stabileste faptul ca proprietatea unui inel de a fi w-nil-
clean abelian este echivalenta cu proprietatea aceluiasgi inel de a fi uw-nil-clean, fiind

totodata si o teorema de structura.

Teorema. 1.1.53.[11, Theorem 12] Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente pentru

un inel R :
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1. R este w-nil-clean abelian.

2. Ezista Ry inel abelian, cu J(Ry) nil, Ry/J(Ry) Boolean si Ry un inel nul sau
cu proprietatea Ry/J(Rs) = Fs, cu J(R2) nil, astfel incat R = Ry x Ry,

3. R este abelian, J(R) este nil si R/J(R) este izomorf cu un inel Boolean, cu

Fs3, sau cu un produs direct a doua astfel de inele.
4. R este uw-nil-clean.
Corolarul. 1.1.54./11, Corollary 15] Un inel R este u-nil-clean daca si numai dacd

R este ww-nil-clean si 2 € J(R).

1.1.1 Indicele clean

Tot legat de problematica clean, in [37] s-a introdus indicele clean asociat unui inel.

Notatia. 1.1.55. Fie R un inel si a € R. Notim E(a) ={e€ R|e*=¢, a—c €
U(R)}.

Definitia. 1.1.56. Indicele clean al inelului R, notat c¢(R), se defineste ca fiind
¢(R) =sup{|€(a)|: a € R}.

Teorema urmatoare caracterizeaza inelele cu indicele clean unu.

Teorema. 1.1.59./37, Theorem 5] Fie R un inel. Atunci ¢(R) =1 dacd si numai
daca R este abelian gi oricare ar fi e € Id(R), u si v din U(R), e # 0, are loc
e # u+v.

Scopul ce urmeaza este de a caracteriza inelele cu indicele clean egal cu doi.

Definitia. 1.1.63 Un inel se numeste elemental daca singurele elemente idempotente

ale sale sunt 0 si 1 si exista u,v € U(R) astfel incat 1g = u + v.

Teorema. 1.1.64/37, Theorem 12] ¢(R) = 2 daca si numai dacd are loc una din

urmatoarele afirmatii.
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1. R este un inel elemental.
2. R=Ax B, cu A inel elemental si ¢(B) = 1.

3. Ezista inelele A si B, cu ¢(A) = ¢(B) = 1 i bimodulul AMpg, cu |[M| = 2,

o A M
astfel incat R = .
0 B

1.1.2 Indicele nil-clean

Preluand idei de la indicele clean, in [5] se introduce indicele nil-clean.

Notatia. 1.1.66. Avind inelul R sia € R, notimn(a) ={e € R|e* =e sia—c €
Nil(R)}.

Definitia. 1.1.67. Se defineste indicele nil-clean al inelului R ca fiind nc(R) =
sup{[s(a)| : a€ R},

lata legatura dintre indicele clean si indicele nil-clean ale aceluiasi inel.
Lema. 1.1.70./5, Lemma 2.8] Fie R un inel cu unitate. Atunci ¢(R) > nc(R).
In continuare vom caracteriza inelele de indice nil-clean egal cu unu.

Teorema. 1.1.71./5, Theorem 3.2] nc(R) = 1 daca si numai daca R este inel abe-

lian.
Urmeaza caracterizarea inelelor de indice nil-clean egal cu doi.

Teorema. 1.1.72./5, Theorem 4.1] nc(R) = 2 daca si numai dacd exista inelele
A si B, cu nc(A) = ne(B) = 1 gi bimodulul sMp, cu |M| = 2, astfel incit R =
A M
0 B )
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1.2 Descompuneri legate de tripotenti

In rezultatul urmator, echivalenta primelor trei afirmatii apare in [30], iar afirmatia

(4) este adaugata in [54].

Teorema. 1.2.5./30, Theorem 1] si [54, Proposition 2.2] Urmdatoarele afirmatii sunt

echivalente pentru inelul R :

1. Fiecare element al lui R este suma a doi idempotenti care comuta.
2. R este inel comutativ si fiecare element este suma a doi idempotenti.
3. z3 = x pentru orice x € R.

4. Orice element este diferenta a doi idempotenti care comutd.

In continuare prezentam o caracterizare pentru inelele in care fiecare element este

suma sau diferenta a doi idempotenti care comuta.

Teorema. 1.2.10./54, Theorem 4.4] Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru

melul R :

1. Fiecare element este suma sau diferenta a doi idempotenti care comuta.

2. R este de urmatoarele tipuri:

(a) R/J(R) este Boolean cu J(R) =0 sau J(R) = {0, 2}.
(b) R este produs subdirect al unor copii ale lui 3.

(¢) Exista inelul Ry, cu Ry/J(Ry) Boolean si cu J(Ry) = 0 sau J(Ry) =
{0,2} si inelul Ry, un produs subdirect al unor copii ale lui 3, astfel incat

R= Rl X Rg.
In plus 1. cu conditia suplimentard 2 € J(R) este echivalentd cu 2.(a)

Rezultatul urmator caracterizeaza inelele 1in care fiecare element este suma dintre

un nilpotent si doi tripotenti, cu proprietatea ca oricare doua din aceste elemente

comuta.
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Teorema. 1.2.12./55, Theorem 2.11] Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente pentru
inelul R :

1. Fiecare element este suma dintre un nilpotent si doi tripotenti, cu proprietatea

ca oricare doua din aceste elemente comutad.

2. Ezista inelul A, inel nul sau cu proprietatea A/ J(A) este Boolean, cu J(A) nil,
inelul B, inel nul sau cu proprietatea B/ J(B) este un produs subdirect de copii
ale lui F3, cu J(B) nil si inelul C, inel nul sau cu proprietatea C'/J(C) este un
produs subdirect de copii ale lui Fs, cu J(C') nil, astfel incit R= A x B x C.

3. J(R) este nil si x° = x pentru orice x € R/ J(R).

4. a® — a este nilpotent pentru orice a € R.

1.3 Descompuneri ale matricilor

In studiul unor diverse inele care satisfac generalizari ale proprietatilor clean intro-
duse de Nicholson, a devenit folositoare si directia de cercetare care are ca scop
scrierea matricilor in functie de matrici speciale care satisfac identitati particulare.

Ne vom referi mai intai la descompuneri matriciale in functie de idempotenti.

Teorema. 1.3.1./49, Theorem 1.1] Fie F un corp comutativ i n > 1. Urmdatoarele

afirmatii sunt echivalente:
1. Orice matrice din M,,(F) este suma a trei idempotenti.
2. Orice matrice inversabila din M, (F) este suma a trei idempotenti.
3. F=F, sau F = Fs.

In [28] se raspunde la intrebarea ,,cand o matrice peste un corp de caracteris-
tica 0 este suma unor idempotenti?” Urmeaza doua rezultate din aceasta referinta

bibliografica.
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Teorema. 1.3.8./28, Theorem 1] Fie F corp comutativ de caracteristica 0 i M €
M, (F). Atunci M este suma unor idempotenti daca si numai daca tr(M) = k - 1p,
ke€Z si k> rang(M).

Ne vom referi acum la descompuneri matriciale ca sume de matrici nilpotente.

Avem nevoie de o definitie pentru urmatorul rezultat din [8].

Definitia. 1.3.19. Fie k un intreg pozitiv. Un element al unui inel este (k-)nilgood

daca este suma unor (k) nilpotenti.

Teorema. 1.3.20./8, Theorem 2] Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente pentru ma-

tricea A peste un inel comutativ.
1. A este 3-nilgood.
2. A este nilgood.
3. Urma lui A este nilpotenta.

Ne vom referi acum la descompuneri matriciale clean si nil-clean. Se stie din
[25] ca inelele matriciale peste inele clean sunt clean. Diesel a intrebat in [24] daca
un rezultat similar cu acesta este valabil si pentru inele nil-clean. Mai precis, sunt

inelele de matrici M,,(F2) nil-clean? Raspunsul este dat in teorema care urmeaza.

Teorema. 1.3.24./9, Theorem 3] Fie K un corp comutativ. Urmdtoarele afirmatii

sun echivalente
1. K ~T,.
2. Pentru orice intreg pozitiv n, inelul matricial M, (K) este nil-clean.
3. Ezista un intreg pozitiv n, astfel incat inelul matricial M, (K) este nil-clean.

Continuam cu o lema care este un instrument util in [47], iar noi vom demonstra

si folosi in capitolul 4 un rezultat similar util in caracterizarea matricilor m-nil-clean:
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Lema. 1.3.30./47, Lemma 2.1] Fie F corp comutativ si ¢ un polinom monic peste F,
atunci ezista polinomul monic @ astfel incat matricea companion C, € M, (F) este
similard cu matricea Cg + diag(1,0,1,0,...,1,0), daca n este par, sau cu matricea
Co + diag(1,0,1,0,...,1,0,1), daca n este impar.

Definitia. 1.3.33. Un element al unui inel R este unipotent daca este suma dintre

1k si un nilpotent al lui R.

Tot in capitolul 4 vom folosi si urmatoarea caracterizare a matricilor companion

nil-clean data de Breaz si Modoi in [12]:

Teorema. 1.3.34./12, Theorem 5] Fie F un corp comutativ, de caracteristica pozi-
tiva, p. Fie C = Cpey....cns € Mp(F) 0 matrice companion. Urmatoarele afirmatii

sunt echivalente:
1. C este nil-clean.
2. Una din urmatoarele conditii este adevarata:

(a) C este nilpotenta (i.e. co=...=cp_1 =0);
(b) C este unipotentd (i.e. c; = (—1)'(,",) pentru orice i € {0,...,n — 1});

(c¢) exista un intreg k € {1,...,p} astfel incit —c, 1 =4k-1 gin > k.
Ca o consecinta a acestui fapt are loc rezultatul de mai jos:

Corolarul. 1.3.35./12, Corollary 8] Fie n > 3 un intreg pozitiv. Urmadatoarele

afirmatic sunt echivalente pentru corpul F:
1. F = F, pentru un numar prim p < n;

2. orice matrice companion C € M, (FF) este nil-clean.
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Capitolul 2

Indicele w-nil-clean si inele

uw-nil-clean

2.1 Rezultate despre indicele w-nil-clean si inele

uw-nil-clean

In acest capitol vom introduce si studia indicele w-nil-clean asociat unui inel. Vom
prezenta proprietatile de baza ale acestui indice. Rezultatul central al capitolului
este Propozitia 2.1.9, in care demonstram ca inelele cu indicele w-nil-clean egal cu
1, coincid cu inelele abeliene. Totodata, in sectiunea a doua vom calcula indexul
w-nil-clean pentru diverse inele de matrici.

Rezultatele din aceasta parte au fost publicate in [21].

Definitia. 2.1.1. Fie R un inel §i a € R. Definim multimea
a(a) ={e € R|e* =esia—esaua+ e este nilpotent}.

Definitia. 2.1.2. Pentru un element a € R indicele w-nil-clean al lui a, prescurtat

wnc(a), este definit ca fiind cardinalul multimii «(a).

Definitia. 2.1.3. Definim indicele w-nil-clean al inelului R astfel:

wne(R) = sup{|a(a)| : a € R}.
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In continuare vom da cateva proprietati ale acestui indice.
Lema. 2.1.6. Dacd R este un inel si S un subinel al sau, atunci wnc(R) > wnc(S).
Lema. 2.1.8. Pentru orice inel R are loc inegalitatea wnc(R) > nc(R).

Propozitia. 2.1.9. Fie R un inel. Atunci wnc(R) = 1 dacd si numai daca R este

abelian.
Teorema. 2.1.10. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru inelul R:

1. R este uw-nil-clean;
2. R este w-nil-clean abelian;

3. Exista inelul nul sau nil-clean abelian, Ry si inelul nul sau w-nil-clean local R,

cu J(Rs) nil si Ry/J(Ry) = Zs, astfel incat R = Ry X Rs.

2.2 Indicele w-nil-clean pentru inele de matrici

In aceasti sectiune vom calcula indicele w-nil-clean pentru diverse inele de matrici.
Exemplul. 2.2.2. Fie p un numar prim. Atunci wnc(Ty(F,)) = nc(T2(F,)) = p.
Exemplul. 2.2.3. Fie p un numar prim. Atunci wne(T3(F,)) = nc(T3(F,)) = p*.
Exemplul. 2.2.5. wnc(My(F3)) = 5.

Pe langa un exemplu de calcul al indexului w-nil-clean al unui inel de matrici,
propozitia urmatoare furnizeaza caracterizarea inelelor de index w-nil-clean egal cu
2. Se observa ca este aceeasi caracterizare ca a inelelor de indice nil-clean egal cu 2,

conform [5].
Propozitia. 2.2.7. Fie R un inel. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. wne(R) = 2;

2. Ezista inelele A si B abeliene si bimodulul sMp, cu |[M| = 2, astfel incat
A M
R = :
0 B
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Capitolul 3

Inele w-tripotente

3 = q. Un

Reamintim ca un element a al unui inel R se numeste tripotent daca a
inel se numeste tripotent daca fiecare element al sau este tripotent. Un inel este
w-tripotent, daca pentru fiecare element x al sau este adevarat ca cel putin unul din
elementele x i 1 + z este tripotent.

Exista diferente majore intre clasa inelelor tripotente si clasa inelelor w-tripotente.
Primele sunt intotdeauna comutative, al doilea tip exista si in varianta necomutativa.
Un produs direct de inele tripotente este un inel tripotent, dar un produs direct de
inele w-tripotente nu e intotdeauna w-tripotent. Sub acest aspect (al produselor
directe de inele) diferenta are aceeasi natura ca cea descrisa in cazul inelelor w-nil-
clean. Vom stabili si alte proprietati pentru inelele w-tripotente si vom determina
caracteristica unui astfel de inel. Vom obtine o teorema de structura pentru inelele
w-tripotente in care singurele elemente idempotente sunt 0 si 1, iar 3 este inversabil.
Totodata vom obtine o teorema de structura si pentru cazul comutativ, acesta fiind
rezultatul central al acestui capitol.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate in [10].

3.1 Inele w-tripotente generale

Definitia. 3.1.1. Un inel este w-tripotent, daca pentru fiecare element x al sau este

19



adevarat ca cel putin unul din elementele x sau 1 4 x este tripotent.
Lema. 3.1.2. Fie R un inel w-tripotent. Atunci

(1) orice subinel al lui R este w-tripotent;

(2) orice imagine omomorfa a lui R este w-tripotenta;

(3) 24 =0, asadar exista inelele w-tripotente Ry $i Ry, cu 8R; = 0 g1 3Ry = 0 astfel

incat R are descompunerea R = Ry X Rs.

Pentru cazul in care R are caracteristica 3, este ugor de vazut ca identitatea
(14 z)> = 1+ z implicd 23 = z. De aici, inelele w-tripotente de caracteristica 3
sunt tripotente. Deci ne putem restrange studiul asupra inelelor de caracteristica 2*,
ke {1,2,3}.

Corolarul. 3.1.5. Clasa inelelor w-tripotente este o subclasa proprie a inelelor cu
proprietatea ca fiecare element al sau este suma dintre un idempotent si un tripotent

care comutd.
Un produs direct de inele w-tripotente nu este in mod necesar w-tripotent.

Propozitia. 3.1.11. Fie {R,} o familie de inele. Atunci produsul direct R =[] Ra
este w-tripotent daca si numai dacad fiecare R, este w-tripotent si cel mult un R, nu

este tripotent.

Teorema. 3.1.12./35, 12.3] (Teorema lui Birkhoff) Orice inel nenul R poate fi re-

prezentat ca un produs subdirect de inele subdirect ireductibile.

Urmatorul rezultat a fost demonstrat in [54, Theorem 3.6] folosind faptul ca daca
R este un inel cu proprietatea ca fiecare element este suma dintre un idempotent si
un tripotent care comuta, atunci R este s-nil-clean, (adica fiecare element al sau este
suma dintre un idempotent gi un tripotent care comuta), deci R/J(R) este Boolean si
J(R) este nil, [32, Theorem 5.6]. Demonstratia acestuia, prezentata mai jos foloseste

tehnici descrise in [35, Section 12] si este prezentata in lucrarea [54].
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Teorema. [5/, Theorem 3.6] Fie R un inel de caracteristicd 2*. Urmdtoarele afirmatii

sunt echivalente:

(1) fiecare element al lui R este suma dintre un idempotent si un tripotent care

comuta,
(2) z* = 2% pentru orice v € R;
(3) R/J(R) este Boolean si U(R) este un grup de exponent 2;
(4) R/J(R) este Boolean si pentru orice x € J(R) avem z* = 2x.

In consecinta, daca R satisface una din condifiile de mai sus, atunci J(R) este

multimea elementelor nilpotente ale lui R.

In urmatorul corolar avem o caracterizare a inelelor w-tripotente in care singurele
elemente idempotente sunt 0 si 1, iar 3 este inversabil. Aceasta va fi utila pentru a
descrie inelele w-tripotente comutative, deoarece in acest caz fiecare inel subdirect

ireductibil este un inel in care singurele elemente idempotente sunt 0 si 1.

Corolarul. 3.1.24. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un inel R in care

singurele elemente idempotente sunt 0 si 1 si in care 3 € U(R).

(1) R este w-tripotent;

(2) R este un inel local astfel incat R/ J(R) = Zy si 2> = 1 pentru orice v € U(R);
(3) R are proprietatea R/J(R) = Zy si pentru orice v € J(R) avem z* = 2.

In consecinta, fiecare inel w-tripotent in care singurele elemente idempotente sunt

0 s 1 sitn care 3 este inversabil este comutativ.

3.2 Inele w-tripotente comutative

Scopul aceste sectiuni este de a da o caracterizare a inelelor w-tripotente comutative.

Pentru aceasta avem nevoie de urméatoarea lema.
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Lema. 3.2.1. FieR un inel w-tripotent comutativ, de caracteristicd 28 (k < 3) si fie
N radicalul nil ol lui R. Atunci pentru orice idempotent e din R una din urmatoarele

proprietatr este adevarata:
(a) en =0 pentru fiecare n € N;
(b) en = n pentru fiecare n € N.
Avem urmatoarea caracterizare pentru inelele w-tripotente comutative.

Teorema. 3.2.2. Un inel comutativ R este w-tripotent daca si numai daca
R =R x R" astfel incat:

(1) R” este un inel tripotent de caracteristica 3 sau R” = 0;

(2) RR=0sau3 € U(R') si R poate fi scufundat ca un subinel al unui produs direct
Ry x (Hie[ Ri) astfel incat Ry este un inel w-tripotent in care singurele elemente

idempotente sunt 0 si 1 si fiecare R; este un inel Boolean, pentru i # 0.
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Capitolul 4
Matrici companion m-nil-clean

Fie m > 2 un numar natural. Un element al unui inel R este m-nil-clean daca se
scrie ca suma dimtre m idempotenti din R si un nilpotent din R. In sectiunea 3
din [1] au fost investigate inelele cu proprietatea ca fiecare element este m-nil-clean.
Motivatia studiului matricilor companion m-nil-clean sta in faptul ca orice matrice
este similara cu o suma directa de matrici companion si ca la fel ca si matricile nil-
clean, matricile m-nil-clean se scriu si ele in functie de idempotenti si nilpotenti si
ca o matrice similara cu una idempotenta este idempotenta, iar o matrice similara
cu una nilpotenta este nilpotenta.

Ca o consecinta a Teoremei 3 din [12], dacad dimensiunea unei matrici, de tip
n X n peste corpul comutativ I, de caracteristica pozitiva p, este mai mare decat
acea caracteristica, atunci matricea este nil-clean. De aceea in studiul caracterizarii
matricilor companion m-nil-clean vom considera n < p. Acest studiu va fi concretizat
sub forma unui rezultat central gi va fi facut in functie de urma matricii, dimensiunea
matricii si caracteristica p a corpului comutativ de unde sunt coeficientii matricii.
Ca instrument de lucru, la fel ca in [47] si in [7], vom folosi similaritatea matricii
companion cu suma dintre o matrice diagonala cu coeficienti 0 si 1 gi o matrice
companion.

Rezultatele din acest capitol sunt preluate din lucrarea [20].
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4.1 Un rezultat util

Urmatoarea lema va fi utila cand se vor demonstra rezultate despre matrici compa-

nion 2-nil-clean.

Lema. 4.1.1 Fie F un corp comutativ. Pentru orice matrice companion C, € M, (F)

si orice k € {1,...,n} exista o matrice companion Cy astfel incat C, si
diag(1,...,1,0,...,0) + Cy sunt similare.

———

de k ori

4.2 O caracterizare a matricilor companion
m~-nil-clean

Definitia. 4.2.1. Fie m > 1 un numar natural. O matrice este m-nil-clean daca

este suma a m matrici idempotente gi a unei matrici nilpotente.

Fie F un corp comutativ de caracteristica pozitiva p. Ca o consecinta a Teoremei
1.3.34., daca n > p, atunci orice matrice companion, de tip n X n peste F este
nil-clean. Prin urmare vom presupune ca n < p.

In al doilea rand, pentru n = 1 singurul nilpotent al lui M, (FF) este (0) si singurii
idempotenti ai lui M, (F) sunt (0) si (1). In concluzie C' € M;(F) este m-nil-clean
daca si numai daca C' € {(0),(1),(2),...,(m)}. Astfel ca nu ne vom referi la cazul

n = 1, deci vom presupune de acum ca n > 1.

Lema. 4.2.2. Fie m > 2 un numar natural. Fie F un corp comutativ de caracte-
ristica pozitiva p. Fie A € M,,(F) o matrice (nu in mod necesar companion), pentru
care exista F; matrice idempotentd, cu k; = rang(E;), i € {1,2,...,m) si N matrice
nilpotenta astfel incat A = E1+ Es+---+ E,, + N, . Atunci exista un intreg c astfel
incat tr(A) = c-1 si ¢ = ki + ko + -+ + ky, (mod p), iar fiecare k; este un numar

natural mai mic sau egal cu n.

Lema. 4.2.4. Fie m > 2 un numar intreg. Fie F un corp comutativ, de carac-
teristica pozitiva p st n un numar natural, 1 < n < p. Daca —c,_1 = c-1 si

ce{mm+1,....mn—1}, atunci C = C¢y ey, e, , € M, (F) este m-nil-clean.

24



Urmatorul corolar este al teoremei 1.3.34:

Corolarul. 4.2.5 FieF un corp comutativ de caracteristica2. Fie C' = Cey ... 0y €

M, (F) o matrice companion. Atunci C' este nil-clean daca si numai dacd —c,—q1 €

{0,1}.

Avand cazul p = 2 rezolvat (C fiind nil-clean este si m-nil-clean) putem presupune

de acum ca p este impar.

Teorema. 4.2.6. Fie m > 2 un numar natural, ¥ un corp comutativ de caracteris-
tica pozitiva imparap, 1 <n <p, C = Cqcy...cny 0 matrice companion si c cel mai
mic intreg nenegativ, astfel incat —c,,_1 = c- 1.

Urmatoarele afirmatii au loc:

1. daca c =0 st mn — 1 < p, atunci C' este m-nil-clean daca st numai daca C

este nilpotenta sau C' — (m — 1)1, este unipotentd;
2. dacac=t,1 <t <m, atunci C este t-nil-clean, asa ca este m-nil-clean;
3. daci c € {m,m+1,...,mn — 2, mn — 1}, atunci C' este m-nil-clean;
4. daca mn — 2 > p, atunci C' este m-nil-clean;
5. Presupunem ca mn —2 <p

(a) daca ¢ = mn i p = mn — 1, atunci C' este nil-clean, deci este si m-nil-

clean;

(b) dacd ¢ = mn gi p = mn, atunci C este m-nil-clean daca $i numai daca C

este nilpotenta sau C' — (m — 1)I,, este o matrice unipotenta,

(¢) daca ¢ = mn, p > mn, atunci C este m-nil-clean daca si numai dacd

C — (m — 1)1, este o matrice unipotentd,

(d) dacd ¢ > mn, atunci C' nu este m-nil-clean.
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