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Preşedinte: Prof. dr. Octavian Agratini (Universitatea Babeş-Bolyai)
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Introducere

Teoria punctului fix a fost descoperită ca un instrument puternic pentru rezolvarea diverselor

probleme apărute ı̂n diferite domenii ale matematicii pure şi aplicate. Piatra de temelie a teoriei

metrice a punctului fix, principiul contracţiilor al lui S. Banach [1], a fost generalizat ı̂n mai multe

direcţii. Majoritatea acestor generalizări, vezi de exemplu [54], [70], slăbesc natura contractivă

a operatorul, dar, ı̂n compensare, necesită condiţii care ı̂mbogăţesc structura spaţiului metric şi

/ sau au cerinţe suplimentare asupra operatorului.

În 1969, S.B. Nadler a extins principiul contracţiilor de la cazul operatorilor univoci la cazul

operatorilor multivoci (vezi [40]). Teorema lui Nadler a fost generalizată de mulţi matematicieni,

a se vedea de exemplu rezultatele din teoria punctului fix pentru operatori multivoci de tip

contractiv ale lui H. Covitz, S.B. Nadler [13], L. Ćirić [9], N. Mizoguchi şi W. Takahashi [38],

S.B. Nadler [41], A. Petruşel [56], C. Vetro şi F. Vetro [80].

Principiul contracţiilor a fost extins la cazul contracţiilor univoce definite pe spaţii metrice

vectoriale de A.I. Perov şi A.V. Kibenko [45]. Cazul contracţiilor multivoce definite pe spaţii

metrice vectoriale a fost tratat ı̂n A. Petruşel [53], I.R. Petre, A. Petruşel [46].

Una din cele mai consistente generalizări ale principiului contracţiilor a fost dată ı̂n 2003 de

W.A. Kirk, P.S. Srinivasan şi P. Veeramani, utilizând conceptul de operator ciclic (vezi [29]).

Acest concept a atras interesul a multor autori datorită potenţialului său ı̂n studiul ecuaţiilor

diferenţiale şi integrale (vezi de exemplu [2], [23], [61], [75]).

Conceptul de punct fix cuplat, introdus de V.I. Opoitsev [43], se dezvoltă rapid datorită

rezultatelor obţinute de D. Guo, V. Lakshmikantham [20] şi T.G. Bhaskar, V. Lakshmikantham

[5]. O nouă direcţie de cercetare a teoriei punctului fix cuplat a fost dezvoltată de mulţi autori

(vezi V. Lakshmikantham, L. Ćirić [31], A. Petruşel, G. Petruşel şi B. Samet [57], B. Samet şi

C. Vetro [74]) utilizând condiţii contractive.

A. Eldred şi P. Veeramani au deschis ı̂n 2006 a altă direcţie de cercetare, stabilind condiţii

care asigură existenţa punctelor de cea mai bună proximitate ı̂n cazul operatorilor ciclici d̂efiniţi

pe spaţii metrice (vezi [16]).

Scopul acestei lucrări este de a realiza un studiu referitor la existenţa, unicitatea şi unele

proprietăţi calitative ale soluţiilor ecuaţiei de punct fix, ale sistemului de puncte fixe cuplate, pre-

cum şi a problemei punctului de cea mai bună proximitate pentru operatorii univoci şi multivoci

care satisfac condiţii ciclice. Acest studiu este susţinut prin prezentarea unor aplicaţii.

Lucrarea este structurată pe trei capitole astfel:

Capitolul 1: Preliminarii

Acest capitol oferă o scurtă privire de ansamblu asupra noţiunilor de bază şi a rezultatelor

care sunt luate ı̂n considerare ı̂n capitolele următoare.

Pentru ı̂nceput, sunt prezentate notaţii standard şi terminologia utilizată ı̂n analiza neliniară.

De asemenea, este prezentată noţiunea de funcţie de comparaţie şi proprietăţile aferente utilizate

pe parcursul lucrării. În cele ce urmează sunt prezentate teoremele metrice fundamentale de
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punct fix ı̂ncepând cu principiul contracţiilor şi continuând cu rezultate din teoria punctului fix

pentru operatori care satisfac condiţii contractive clasice. Noţiunea de bază folosită ı̂n dezvoltarea

acestei teze este cea de operator ciclic. Această noţiune este prezentată ı̂mpreună cu câteva

teoreme de punct fix date de Kirk, Srinivasan şi Veeramani ı̂n [29]. Teoreme de bază pentru

puncte de cea mai bună proximitate şi pentru puncte fixe cuplate, teoreme utile ı̂n dezvoltarea

capitolelor următoare sunt prezentate ı̂n ultimele două secţiuni.

Capitolul 2: Contracţii generalizate univoce definite pe reprezentări ciclice

În al doilea capitol prezentăm rezultate de teoria punctului fix pentru operatori univoci,

definiţi pe reprezentări ciclice ı̂n spaţii metrice şi ı̂n spaţii metrice vectoriale.

Acest capitol este structurat pe trei secţiuni.

În prima secţiune cercetăm proprietăţile unor contracţii generalizate de tip Ćirić definite

pe reprezentări ciclice ı̂ntr-un spaţiu metric. Condiţia de contracţie generalizată dată de Ćirić

este una din cele mai generale condiţii metrice pentru care punctul fix este unic şi poate fi

aproximat prin şirul Picard al iteratelor. Rezultatele prezentate generalizează teoreme metrice

fundamentale din teoria punctului fix date pentru operatori de tip Banach, Kannan, Bianchini,

Reich, Chatterjea, Zamfirescu, Ćirić (vezi [52], [66]), ı̂n cazul unei condiţii ciclice (vezi [47]). De

asemenea, rezultatul principal din această secţiune (Teorema 2.1.5) generalizează următoarele

rezultate: Teorema 2.1.1 dată de Petric şi Zlatanov ı̂n [50] şi Teorema 2.1.3 dată de Păcurar şi

Rus ı̂n [44].

Pe parcursul acestei secţiuni este dezvoltată o teorie a problemei de punct fix, teorie ce constă

ı̂n:

• studiul existenţei şi al unicitatăţii punctului fix a unui operator univoc, ciclic, ϕ-contracţie

de tip Ćirić;

• convergenţa şirului Picard al iteraţiilor la punctul fix;

• dependenţa continuă de date a operatorului perturbator;

• bine-punerea problemei de punct fix;

• şiruri de operatori şi puncte fixe.

De asemenea, este enunţată o teoremă de tip Maia pentru contracţii generalizate de tip Ćirić

definite pe reprezentări ciclice.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [33].

În a doua secţiune prezentăm o teoremă de tip Perov pentru operatori ciclici. Abordarea

noastră se bazează pe teorema de punct fix a lui Perov (vezi Teorema 2.2.3), ı̂n spaţii metrice

vectoriale. Rezultatul principal al acestei secţiuni este Teorema 2.2.5, o extensie a Teoremei

1.3.1 şi a Teoremei 1.3.12 ı̂n spaţii metrice vectoriale. Sunt enenţate două rezultate referitoare

la dependenţa de date şi la bine-punerea problemei de punct fix. Ca aplicaţii, sunt studiate

existenţa, unicitatea şi dependenţa de date a soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de tip

Fredholm; soluţia sistemului poate fi obţinutăprin metoda aproximaţiilor succesive. De asemenea,

sunt studiate existenţa şi unicitatea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de tip Volterra.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [36].

În a treia secţiune studiem problema punctului fix cuplat pentru operatori univoci ciclici con-

tractivi, dând metode iterative pentru aproximarea punctului fix / punctului fix cuplat p̧recum

/c si proprietăţi calitative ale punctului fix / punctului fix cuplat, cum ar fi: dependenţa de date,

stabilitatea Ulam-Hyers generalizată, bine-punerea problemei. Ca aplicaţii, studiem existenţa,

unicitatea şi stabilitatea Ulam-Hyers generalizată ale soluţiilor sistemelor de ecuaţii integrale.

Rezultatul principal din această secţiune este Teorema 2.3.2 care generalizează diverse teo-

reme cum ar fi Teorema 1.5.9, Teorema 1.5.11, Teorema 1.5.13, Teorema 1.5.15.
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Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [35].

Capitolul 3: Contracţii generalizate multivoce definite pe reprezentări ciclice

În cel de-al treilea capitol prezentăm rezultate de teoria punctului fix şi ale punctului de

cea mai bună proximitate pentru operatori multivoci definiţi pe reprezentări ciclice. Studiem

problema punctului fix cuplat / punctului de cea mai bună proximitate cuplat pentru operatori

multivoci, ciclici, care iau valori proximinale.

Acest capitol este structurat pe trei secţiuni.

În prima secţiune sunt investigate propetăţi ale ϕ-contracţiilor multivoce de tip Ćirić definite

pe reprezentări ciclice ale spaţiului metric (X, d). Sunt analizate condiţiile ı̂n care un astfel de

operator T are puncte fixe şi anume există x ∈ X care satisface relaţia x ∈ T (x). Construim

un şir al aproximaţiilor succesive ale lui T care converge către un punct x∗ ∈ FT , pornind de la

orice punct (x, y) de pe graficul operatorului T . Sunt studiate dependenţa de date şi stabilitatea

Ulam-Hyers generalizată a incluziunii x ∈ T (x). Rezultatele prezentate extind teoreme metrice

de punct fix binecunoscute ca: Teorema lui Nadler (vezi [40]) sau rezultate de punct fix ale unor

operatori multivoci de tip Ćirić (vezi [9]), ı̂n cazul unei condiţii ciclice. De asemenea, rezultatul

principal Teorema 3.1.4 este o generalizare a Teoremei 2.1 dată de Neammanee şi Kaewkhao ı̂n

[42].

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [34].

În a doua secţiune sunt studiate existenţa soluţiilor şi stabilitatea Ulam-Hyers gener-

alizată a problemei de cea mai bună proximitate pentru operatori multivoci, ciclici: Dacă

(X, d) este un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), T : A ∪ B → P (X) este un operator mul-

tivoc care satisface condiţia ciclică T (A) ⊆ B, T (B) ⊆ A, atunci ne propunem să aflăm

x∗ ∈ A∪B astfel ı̂ncât D(x∗, T (x∗)) = D(A,B), unde D este funcţionala distanţă. x∗ se numeşte

punct de cea mai bună proximitate al lui T .

Mulţi autori au studiat existenţa punctului de cea mai bună proximitate pentru operatori

ciclici definiţi pe spaţii metrice, vezi de ex. [17], [19], [24], [25], [26], [28], [49], [51]. Primul rezultat

principal al acestei secţiuni extinde Teorema 1.4.5 (Suzuki, Kikkawa, C. Vetro, [77]) şi Theorem

1.4.6 (Neammanee, Kaewkhao [42]) la cazul operatorilor multivoci de tip Ćirić care iau valori

proximinale, ı̂n contextul spaţiilor metrice cu propietatea UC.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [37].

În a treia secţiune sunt studiate problema de punct fix cuplat şi problema de punct cuplat de

cea mai bună proximitate pentru operatori multivoci ciclici. Abordarea se bazează pe rezultate

de punct fix pentru operatori generaţi de problemele iniţiale. Primul rezultat, Teorema 3.3.5,

enunţă un rezultat de punct fix cuplat pentru operatori multivoci ciclici cuplaţi, ϕ-contracţii de

tip Ćirić. De asemenea, este studiată stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a problemei de punct

fix cuplat. Teorema 3.3.10 studiază existenţa punctului cuplat de cea mai bună proximitate

pentru un operator multivoc ciclic cuplat de tip Ćirić care ia valori proximinale, ı̂n cadrul

spaţiilor metrice cu proprietatea UC. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n

lucrarea: Magdaş [35].

Teza se ı̂ncheie cu referinţele bibliografice utilizate ı̂n text şi cu lista lucrărilor publicate.

Cuvinte-cheie: spatiu metric, operator ciclic, punct fix, punct de cea mai bun proximitate,

punct fix cuplat, aplicatii la sisteme de ecuatii integrale.
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Chapter 1

Preliminarii

Acest capitol oferă o scurtă privire de ansamblu asupra noţiunilor de bază şi a rezultatelor care

sunt luate ı̂n considerare ı̂n capitolele următoare.

1.1 Notaţii şi noţiuni fundamentale

Prezentăm câteva notaţii standard şi terminologia din analiza neliniară care vor fi utilizate pe

parcursul lucrării.

Fie (X, d) un spaţiu metric şi Y o mulţime nevidă a mulţimii X. Notăm:

P (X) := {A ⊆ X | A este nevidă}; Pb(X) := {A ∈ P (X) | A este mărginită};

Pcl(X) := {A∈P (X) | A este ı̂nchisă}; Pcp(X) := {A∈P (X) | A este compactă};

Pcv(X) := {A∈P (X) | A este convexă}; Pcl,cv(X) := Pcl(X) ∩ Pcv(X).

Definim următoarele funcţionale (generalizate) utilizate ı̂n lucrare:

• funcţionala diametru

δ : P (X)× P (X)→ R+ ∪ {+∞}, δ(A,B) = sup{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B};

• funcţionala distanţă

D : P (X)× P (X)→ R+, D(A,B) = inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B};

• funcţionala generalizată exces

ρ : P (X)× P (X)→ R+ ∪ {+∞}, ρ(A,B) = sup{D(a,B) | a ∈ A};

• funcţionala generalizată Pompeiu-Hausdorff

H : P (X)× P (X)→ R+ ∪ {+∞}, H(A,B) = max{ρ(A,B), ρ(B,A)}.

Reamintim următoarele noţiuni şi rezultate.

Lemma 1.1.1. Fie (X, d) un spaţiu metric, A,B ∈ P (X). Atunci pentru orice ε > 0 şi pentru

orice a ∈ A există b ∈ B astfel ı̂ncât

d(a, b) ≤ H(A,B) + ε.
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Definition 1.1.2. (Fletcher, Moors [18]) Fie (X, d) un spaţiu metric şi fie Y ∈ P (X). Notăm

PY (x) = {y ∈ Y | d(x, y) = D(x, Y )} , unde x ∈ X.

Mulţimea Y se numeşte proximinală dacă pentru orice x ∈ X, PY (x) este nevidă. Dacă pentru

orice x ∈ X, PY (x) conţine exact un element, atunci Y se numeşte mulţime Chebyshev.

Se observă uşor că orice mulţime Chebysev este proximinală.

Notăm Pprox(X) = {Y ∈ P (X) | Y este proximinală}.

Remark 1.1.3. Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci

Pcp(X) ⊂ Pprox(X) ⊂ Pcl(X).

Remark 1.1.4. (Deutsch [15]) Un spaţiu Banach X este reflexiv dacă şi numai dacă orice

submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă lui X este proximinală.

Remark 1.1.5. (Cobzaş [14]) Dacă Y este o submulţime nevidă, completă, convexă, a unui

spaţiu uniform convex normat X, atunci Y este o mulţime Chebyshev ı̂n X.

Pentru detalii privind noţiunile anterioare a se vedea [40], [63], [70], [76].

1.2 Funcţia de comparaţie

În literatura de specialitate există o mare diversitate de a defini funcţia de comparaţie. Pe

parcursul lucrării ne vom referi doar la următoarele noţiuni.

Definition 1.2.1. (Rus, Şerban [72]) O funcţie ϕ : R+ → R+ se numeşte funcţie de comparaţie

dacă satisface următoarele condiţii:

(i)ϕ ϕ este crescătoare;

(ii)ϕ (ϕn(t))n∈N converge spre 0 când n→∞, pentru orice t ∈ R+.

Dacă ı̂nlocuim condiţia (ii)ϕ cu condiţia:

(iii)ϕ

∞∑
k=0

ϕk(t) <∞, pentru orice t > 0,

atunci ϕ se numeşte funcţie de comparaţie tare.

Lemma 1.2.2. (Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [70]) Dacă ϕ : R+ → R+ este o funcţie de

comparaţie, atunci au loc următoarele:

(i) ϕ(t) < t, pentru orice t > 0;

(ii) ϕ(0) = 0;

(iii) ϕ este continuă ı̂n 0.

Lemma 1.2.3. (Păcurar, Rus [44], Rus, Şerban [72]) Dacă ϕ : R+ → R+ este o funcţie de

comparaţie tare, atunci au loc următoarele:

(i) ϕ este o funcţie de comparaţie ;

(ii) funcţia s : R+ → R+, definită prin

s(t) =
∞∑
k=0

ϕk(t), t ∈ R+, (1.2.1)

este crecătoare şi continuă ı̂n 0;

(iii) există k0 ∈ N, a ∈ (0, 1) şi o serie convergentă cu termeni nenegativi
∞∑
k=1

vk astfel ı̂ncât

ϕk+1(t) ≤ aϕk(t) + vk, pentru k ≥ k0 şi orice t ∈ R+.
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Remark 1.2.4. Anumiţi autori utilizează noţiunea de funcţie de comparaţie (c) definită prin

afirmaţiile (i) şi (iii) din Lema 1.2.3. De fapt, conceptul de funcţie de comparaţie (c) coincide

cu cel de funcţie de comparaţie tare.

Example 1.2.5. Următoarele funcţii ϕ : R+ → R+ sunt funcţii de comparaţie:

(1) ϕ(t) = at, unde a ∈ [0, 1).

(2) ϕ(t) =

{
at, for t ∈ [0, 1]

t+ a− 1, for t > 1
, unde a ∈ [0, 1).

(3) ϕ(t) = at+
1

2
[t], unde a ∈ (0,

1

2
).

(4) ϕ(t) =


t

a
, for t ∈ [0, a]

a, for t > a
, unde a ∈ (1,∞).

(5) ϕ(t) =
t

t+ a
, unde a ∈ [1,∞).

Primele patru exemple sunt funcţii de comparaţie. Al cincilea exemplu este o funcţie de

comparaţie tare dacă şi numai dacă a ∈ (1,∞). Pentru mai multe aspecte privind funcţiile de

comparaţie se pot consulta [69], [70].

1.3 Teoreme metrice de punct fix fundamentale

Dacă f : Y → X este un operator univoc, atunci

Graph(f) := {(x, f(x)) | x ∈ Y } reprezintă graficul lui f şi

Ff := {x ∈ Y | f(x) = x} reprezintă mulţimea punctelor fixe ale lui f .

Dacă T : Y → P (X) este un operator multivoc, atunci

Graph(T ) := {(x, y) | x ∈ Y, y ∈ T (x)} reprezintă graficul lui T şi

FT := {x ∈ Y | x ∈ T (x)} reprezintă mulţimea punctelor fixe ale lui T .

Un şir (xn)n∈N care satisface următoarele condiţii:

(i) x0 = x, x1 = y;

(ii) xn+1 ∈ T (xn), pentru orice n ∈ N;

se numeşte şir al aproximaţiilor succesive ale lui T care porneşte din (x, y) ∈ Graph(T ).

Principiul contracţiilor este unul dintre cele mai utile rezultate ale analizei neliniare. Intr-un

spaţiu metric, principiul contracţiilor a fost enunţat ı̂n 1922.

Theorem 1.3.1. (Banach [1]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi fie f : X → X o

contracţier, adică există o contantă a ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât pentru orice x, y ∈ X,

d(f(x), f(y)) ≤ ad(x, y).

Atunci:

(1) f are un unic punct fix x∗ ∈ X;

(2) şirul Picard (xn)n≥0 definit prin

xn = f(xn−1), n ≥ 1 (1.3.1)

converge la x∗ pentru orice x0 ∈ X;

(3) au loc următoarele estimări:

d(xn+k−1, x
∗) ≤ ak

1− a
d(xn, xn−1), ∀n, k ∈ N∗;
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(4) rata de convergenţă a şirului Picard este dată prin:

d(xn, x
∗) ≤ ad(xn−1, x

∗), ∀n ≥ 1.

In 1969, Nadler [40] a extins principiul contracţiilor al lui Banach de la operatori univoci la

operatori multivoci. Existenţa punctelor fixe pentru diferiţi operatori multivoci a fost studiată

de mulţi autori, utilizând diverse condiţii, a se vedea Ćirić [9], [10], Mizoguchi, Takahashi [38],

Rhoades [67].

Reamintim aici teorema de punct fix a lui Nadler.

Theorem 1.3.2. (Nadler [40]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi fie T : X → Pb,cl(X) o a-

contracţie multivocă, pentru care există o constantă a ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât pentru orice x, y ∈ X,

H(T (x), T (y)) ≤ a · d(x, y).

Atunci T are un punct fix.

In ultimele decenii, autorii au dat multe generalizări principiului contracţiilor al lui Banach,

o direcţie de generalizare fiind slăbirea condiţiei de contracţie.

Prezentăm câteva condiţii existente ı̂n literatură. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi fie

f : X → X un operator.

(i) (Kannan, [22]) există o constantă a ∈ [0,
1

2
) astfel ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ a[d(x, f(x)) + d(y, f(y))],∀x, y ∈ X;

(ii) (Chatterjea, [7]) există o constantă a ∈ [0,
1

2
) astfel ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ a[d(x, f(y)) + d(y, f(x))],∀x, y ∈ X;

(iii) (Zamfirescu, [81]) există numerele reale a ∈ [0, 1), b, c ∈ [0,
1

2
) astfel ı̂ncât pentru orice

x, y ∈ X, are loc cel puţin una dintre condiţiile:

(z1) d(f(x), f(y)) ≤ ad(x, y);

(z2) d(f(x), f(y)) ≤ b[d(x, f(x)) + d(y, f(y))];

(z3) d(f(x), f(y)) ≤ c[d(x, f(y)) + d(y, f(x))].

(iv) (Bianchini, [6]) există o constantă a ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ amax{d(x, f(x)), d(y, f(y))}, ∀x, y ∈ X;

(v) (Reich [64], Rus [69]) există numerele reale a, b, c ∈ R+ cu a + b + c < 1 astfel ı̂ncât

pentru orice y x, y ∈ X,

d(f(x), f(y)) ≤ ad(x, y) + bd(x, f(x)) + cd(y, f(y)).

Ljubomir Ćirić a slăbit condiţiile anterioare introducând ı̂n 1971 noţiunea de contracţie

generalizată.

Definition 1.3.3. (Ćirić [8]) Fie (X, d) un spaţiu metric. Un operator f : X → X se spune că

este contracţie λ-generalizată dacă şi numai dacă pentru orice x, y ∈ X există numerele pozitive

q(x, y), r(x, y), s(x, y) şi t(x, y) cu

sup{q(x, y) + r(x, y) + s(x, y) + 2t(x, y) | x, y ∈ X} = λ < 1

astfel ı̂ncât d(f(x), f(y)) ≤ q(x, y)d(x, y) + r(x, y)d(x, f(x))+

+s(x, y)d(y, f(y)) + t(x, y)(d(x, f(y)) + d(y, f(x))).
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Remark 1.3.4. (Ćirić [9]) f este o contracţie generalizată dacă şi numai dacă există q ∈ [0, 1)

astfel ı̂ncât pentru orice x, y ∈ X,

d(f(x), f(y)) ≤ qM(x, y),

unde M(x, y) =

= max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y), f(y)),
1

2
[d(x, f(y)) + d(y, f(x))]}. (1.3.2)

Example 1.3.5. (Ćirić [8]) Fie X = [0, 2], şi fie f : X → X, f(x) =
x

9
, pentru 0 ≤ x ≤ 1; f(x) =

x

10
, pentru 1 < x ≤ 2. Operatorul f nu este o contracţie, dar este o contracţie generalizată.

Definition 1.3.6. [9] Fie (X, d) un spaţiu metric şi fie T : X → Pcl(X) un operator multivoc.

Spunem că T este o q-contracţie multivocă generalizată dacă există q ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât

H(T (x), T (y)) ≤

≤ q ·max

{
d(x, y), D(x, T (x)), D(y, T (y)),

1

2
[D(x, T (y)) +D(y, T (x))]

}
,

are loc pentru orice x, y ∈ X.

Definition 1.3.7. [8] Fie (X, d) un spaţiu metric şi fie f : X → X un operator univoc. X se

numeşte f -orbital complet dacă orice şir Cauchy (fni(x))i∈N, x ∈ X, are un punct limită ı̂n X.

Definition 1.3.8. [9] Fie (X, d) un spaţiu metric şi fie T : X → P (X) un operator multivoc. X

se numeşte T -orbital complet dacă orice şir Cauchy (xni)i∈N cu xni ∈ T (xni−1) converge ı̂n X.

Theorem 1.3.9. [8] Fie f o λ-contracţie generalizată a spaţiului metric (X, d) f -orbital complet

ı̂n el ı̂nsuşi. Atunci

(1) f are un unic punct fix x∗ ∈ X;

(2) şirul Picard (xn)n∈N definit prin

xn = f(xn−1), n ≥ 1, (1.3.3)

converge la x∗ pentru orice punct x0 ∈ X;

(3) are loc următoarea estimare:

d(xn, x
∗) ≤ λn

1− λ
· d(x0, x1), ∀n ≥ 0.

Theorem 1.3.10. [9] Fie T : X → Pcl(X) o q-contracţie multivocă generalizată şi fie (X, d) un

spaţiu metric T -orbital complet .

Atunci au loc următoarele afirmaţii:

(1) FT 6= ∅;
(2) pornind de la orice punct (x, y) ∈ Graph(T ), există un şir (xn)n∈N al aproximaţiilor

succesive ale lui T care converge spre un punct fix x∗(x, y) ∈ X;

(3) are loc următoarea estimare:

d(xn, x
∗(x, y)) ≤ qan

1− qa
· d(x0, x1), ∀a ∈ (0, 1),∀n ≥ 0.

O altă direcţie consistentă de generalizare a principiului contracţiilor al lui Banach a fost

prezentată ı̂n 2003 de Kirk, Srinivasan şi Veeramani, utilizând conceptul de operator ciclic.
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Definition 1.3.11. (Kirk, Srinivasan, Veeramani [29]) Fie A şi B două mulţimi nevide. Un

operator f : A ∪B → A ∪B se numeşte ciclic dacă f(A) ⊆ B şi f(B) ⊆ A.

Ei au demonstrat următoarele rezultate.

Theorem 1.3.12. [29] Fie A şi B două mulţimi nevide ale spaţiului metric complet (X, d) şi

presupunem că f : X → X satisface următoarele condiţii:

(1) f(A) ⊆ B şi f(B) ⊆ A;

(2) d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B, unde k ∈ (0, 1).

Atunci f are un unic punct fix.

Theorem 1.3.13. [29] Fie {Ai}mi=1 submulţimi nevide ale unui spaţiu metric complet şi pre-

supunem că f :

m⋃
i=1

Ai →
m⋃
i=1

Ai satisface următoarele condiţii (unde Am+1 = A1):

(1) f(Ai) ⊆ Ai+1 pentru 1 ≤ i ≤ m;

(2) d(f(x), f(y)) ≤ ψ(d(x, y)), ∀x ∈ Ai, ∀y ∈ Ai+1, pentru 1 ≤ i ≤ m, unde ψ : R+ → R+

este semicontinuă la dreapta şi satisface 0 ≤ ψ(t) < t pentru t > 0.

Atunci f are un unic punct fix.

Aceste rezultate sugerează introducerea noţiunii următoare.

Definition 1.3.14. Fie X o mulţime nevidă, m un ı̂ntreg pozitiv şi T : X → P (X) un operator

multivoc. Prin definiţie,

m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui X ı̂n raport cu T dacă:

(i) X =
m⋃
i=1

Ai, cu Ai ∈ P (X), pentru 1 ≤ i ≤ m;

(ii) T (Ai) ⊆ Ai+1, for 1 ≤ i ≤ m, where Am+1 = A1.

Pentru cazul particular al unui operator univoc vezi Rus [68].

1.4 Teoreme de bază pentru studiul

punctelor de cea mai bună proximitate

Problema celei mai bune proximităţi pentru un operator ciclic multivoc este definită astfel:

Fie (X, d) un spaţiu metric, A,B ∈ P (X) şi T : A ∪B → P (X) un operator multivoc.

Dacă T satisface condiţia T (A) ⊆ B, T (B) ⊆ A, atunci suntem interesaţi să găsim

x∗ ∈ A ∪B astfel ı̂ncât D(x∗, T (x∗)) = D(A,B). (1.4.1)

x∗ se numeşte punct de cea mai bună proximitate a lui T .

In particular, dacă operatorul este univoc atunci avem următoarea problemă pentru cea mai

bună proximitate pentru un operator ciclic univalent::

Dacă (X, d) este un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), f : A ∪B → X este un operator univalent

care satisface condiţia ciclică f(A) ⊆ B, f(B) ⊆ A, atunci suntem interesaţi să aflăm

x∗ ∈ A ∪B astfel ı̂ncât d(x∗, f(x∗)) = D(A,B). (1.4.2)

x∗ se numeşte punct de cea mai bună proximitate a lui f .

Eldred and Veeramani au demonstrat ı̂n 2006 următoarea teoremă care asigură existenţa

punctului de cea mai bună proximitate a unei contracţii ciclice ı̂n contextul spaţiilor Banach

uniform convexe.
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Theorem 1.4.1. (Eldred, Veeramani [16])

Fie A şi B două submulţimi nevide, ı̂nchise şi convexe ale unui spaţiu Banach uniform

convex. Presupunem că f : A∪B → A∪B este o contracţie ciclică, adică f satisface următoarele

condiţii:

(1) f(A) ⊆ B şi f(B) ⊆ A;

(2) ‖f(x)− f(y)‖ ≤ k ‖x− y‖+ (1− k)D(A,B), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B,

unde k ∈ (0, 1).

Atunci există un unic punct de cea mai bună proximitate ı̂n A. In plus, dacă x0 ∈ A şi

xn+1 = f(xn), atunci (x2n)n∈N converge la punctul de cea mai bună proximitate.

In 2009, Suzuki, Kikkawa şi C. Vetro au introdus proprietatea UC şi au extins Teorema 1.4.1

la spaţii metrice cu proprietatea UC.

Definition 1.4.2. (Suzuki, Kikkawa, C. Vetro [77]) Fie A şi B submulţimi nevide ale unui spaţiu

metric (X, d). Atunci se spune că (A,B) satisface proprietatea UC dacă pentru şirurile (xn)n∈N
şi (zn)n∈N din A şi şirul (yn)n∈N din B astfel ı̂ncât d(xn, yn)→ D(A,B) şi d(zn, yn)→ D(A,B)

cn̂d n→∞, rezultă d(xn, zn)→ 0 când n→∞.

Următoarele propziţii sunt exemple de perechi de mulţimi care satisfac proprietatea UC.

Proposition 1.4.3. Orice pereche de submulţimi nevide (A,B) ale unui spaţiu metric (X, d)

cu D(A,B) = 0 are proprietatea UC.

Proposition 1.4.4. (Eldred, Veeramani [16]) Orice pereche de submulţimi nevide (A,B) ale

unui spaţiu Banach uniform convex cu A convexă are proprietatea UC.

Theorem 1.4.5. [77] Fie (X, d) un spaţiu metric şi fie A şi B submulţimi nevide ale lui X astfel

ı̂ncât (A,B) satisface proprietatea UC. presupunem că A este completă. Fie f : A ∪ B → X o

funcţie ciclică, astfel ca f(A) ⊆ B şi f(B) ⊆ A.

Presupunem că există k ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât x ∈ A şi y ∈ B,

d(f(x), f(y)) ≤ kmax {d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))}+ (1− k)D(A,B).

Atunci au loc următoarele:

(i) f are un unic punct de cea mai bună proximitate z ∈ A.

(ii) z este un unic punct fix a lui f2 ı̂n A.

(iii)
(
f2n(x)

)
n∈N converge la z pentru orice x ∈ A.

(iv) f are cel puţin un punct de cea mai bună proximitate ı̂n B.

(v) Dacă (B,A) satisface proprietatea UC, atunci f(z) este un unic punct de cea mai bună

proximitate ı̂n B şi
(
f2n(y)

)
n∈N converge la f(z) pentru orice y ∈ B.

Theorem 1.4.6. (Neammanee, Kaewkhao [42]) Fie A şi B submulţimi nevide ale unui spaţiu

metric (X, d) astfel ı̂ncât (A,B) satisface proprietatea UC şi A este completă. Fie T : A ∪B →
P (X) cu valori mărginite şi ı̂nchise, o contracţie multivocă, astfel ı̂ncât:

(i) T (A) ⊆ B şi T (B) ⊆ A;

(ii) atunci există k ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

H(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) + (1− k)D(A,B).

Atunci T are un punct de cea mai bună proximitate ı̂n A.
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1.5 Teoreme de bază de punct fix cuplat

Un concept foarte util ı̂n multe aplicaţii, ı̂n special ı̂n teoria ecuaţiilor/ incluziunilor integrale

şi diferenţiale este teoria punctului fix cuplat. Opoitsev ı̂n [43] a considerat, pentru prima dată,

problema punctului fix cuplat, dar problematica a avut o dezvoltare rapidă prin munca prodi-

gioasă a lui D. Guo şi V. Lakshmikantham [20] şi T.G. Bhaskar, V. Lakshmikantham [5]. O nouă

direcţie de cercetare pentru teoria punctului fix cuplat a fost dezvoltată de mulţi autori (vezi

[4], [21], [31], [57], [58], [60], [73]) utilizând condiţii de tip contractiv.

Prezentăm noţiunea de punct fix cuplat pentru operatori univoci şi respectiv multivoci.

Definition 1.5.1. Fie X o mulţime nevidă. O pereche (x, y) ∈ X × X se numeţe punct fix

cuplat a unui operator univoc F : X ×X → X dacă{
F (x, y) = x

F (y, x) = y.
(1.5.1)

Dacă F (x, x) = x atunci x se numeşte punct fix cuplat tare a lui F (numit de asemenea, ı̂n

anumite lucrări, punct fix a lui F ).

Definition 1.5.2. Fie X o mulţime nevidă. O pereche (x, y) ∈ X × X se numeţe punct fix

cuplat a unui operator multivoc F : X ×X → P (X) dacă{
x ∈ F (x, y)

y ∈ F (y, x).
(1.5.2)

dacă x ∈ F (x, x) atunci x se numeşte punct fix cuplat tare a lui F .

Pentru a enunţa rezultatul principal din [5], avem nevoie de următoarea noţiune.

Definition 1.5.3. Fie (X,≤) o mulţime parţial ordonată. Spunem că F : X × X → X are

proprietatea de monotonie mixtă dacă F (x, y) este monoton crescătoare ı̂n x şi este monoton

descrescătoare ı̂n y, adică, pentru orice x, y ∈ X,

x1, x2 ∈ X,x1 ≤ x2 ⇒ F (x1, y) ≤ F (x2, y),

respectiv,

y1, y2 ∈ X, y1 ≤ y2 ⇒ F (x, y1) ≥ F (x, y2).

Theorem 1.5.4. (Bhaskar, Lakshmikantham [5])

Fie (X,≤) o mulţime parţial ordonată şi presupunem că există o metrică d pe X astfel ı̂ncât

(X, d) este un spaţiu metric complet. Fie F : X ×X → X un operator care are proprietatea de

monotonie mixtă pe X.

Presupunem că există o constantă k ∈ [0, 1) cu

d(F (x, y), F (u, v)) ≤ k

2
· [d(x, u)) + d(y, v)],∀x ≥ u,∀y ≤ v. (1.5.3)

Dacă există x0, y0 ∈ X astfel ı̂ncât

x0 ≤ F (x0, y0) and y0 ≥ F (y0, x0), (1.5.4)

atunci există x, y ∈ X astfel ı̂ncât

x = F (x, y) and y = F (y, x).
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De asemenea, Bhaskar şi Lakshmikantham au stabilit ı̂n [5] rezultate de unicitate a punctului

fix cuplat punând condiţii suplimentare pe spaţiul metric, precum şi rezultate de existenţa a

punctului fix cuplat tare.

Remark 1.5.5. Dacă (X, d) este un spaţiu metric complet fără o relaţie de ordine parţială şi

presupunem că (1.5.3) are loc pentru orice perechi (x, y), (u, v) ∈ X ×X, atunci pot fi obţinute

existenţa şi unicitatea punctului fix cuplat tare fără condiţiile de continuitate şi monotonie şi

fără ipoteza (1.5.4).

Un rezultat mai general a fost dat de A. Petruşel et al. in [59] pentru contracţii multivoce

simetrice:

Theorem 1.5.6. (A. Petruşel, G. Petruşel, Samet, Yao [59]) Fie (X,�, d) un spaţiu b-metric

ordonat cu constanta s ≥ 1 astfel ı̂ncât b-metric d este complet. Fie G : X × X → Pcl(X) un

operator multivoc având proprietatea de strictă monotonie ı̂n raport cu ”�”. Presupunem că:

(i) există k ∈ (0, 1s ) astfel ı̂ncât

Hd(G(x, y), G(u, v)) +Hd(G(y, x), G(v, u)) ≤ k[d(x, u) + d(y, v)],∀x � u, y � v;

(ii) există (x0, y0) ∈ X×X şi (x1, y1) ∈ G(x0, y0)×G(y0, x0) astfel ı̂ncât x0 � x1 şi y0 � y1.

Atunci, există x∗, y∗ ∈ X şi există două şiruri (xn)n∈N şi (yn)n∈N in X, with xn+1 ∈
G(xn, yn) and yn+1 ∈ G(yn, xn) pentru toţi n ∈ N, astfel ı̂ncât (xn)n∈N → x∗, (yn)n∈N → y∗

când n→∞ şi {
x∗ ∈ G(x∗, y∗)

y∗ ∈ G(y∗, x∗).

Dacă, ı̂n plus, b-metrica d este continuă, atunci, pentru cele două şiruri menţionate anterior

(xn)n∈N şi (yn)n∈N, are loc următoarea estimare:

d(xn, x
∗) + d(yn, y

∗) ≤ skn

1− sk
[d(x0, x1) + d(y0, y1)], ∀n ∈ N∗.

Prezentăm ı̂n continuare conceptul de operator univoc ciclic cuplat.

Definition 1.5.7. (Choudhury, Maity [11]) Fie A şi B două submulţimi nevide ale lui X. Un

operator F : X ×X → X având proprietatea că pentru orice x ∈ A and y ∈ B, F (x, y) ∈ B and

F (y, x) ∈ A, se numeşte operator ciclic ı̂n raport cu A and B.

Definition 1.5.8. [11] Fie A şi B două submulţimi nevide ale unui spaţiu metric (X, d). Un

operator F : X ×X → X se numeşte contracţie ciclică cuplată de tip Kannan dacă F este ciclic

ı̂n raport cu A şi B, care satisface pentru un k ∈ (0, 12) inegalitatea:

d(F (x, y), F (u, v)) ≤ k · [d(x, F (x, y)) + d(u, F (u, v))],

unde x, v ∈ A, y, u ∈ B.

Theorem 1.5.9. [11] Fie A şi B două submulţimi ı̂nchise nevide ale unui spaţiu metric complet

(X, d). Fie F : X ×X → X o contractţie ciclică cuplată de tip Kannan ı̂n raport cu A şi B şi

A ∩B 6= ∅. Atunci F are un punct fix cuplat tare ı̂n A ∩B.

Definition 1.5.10. (Choudhury, Maity, Konar [12]) Fiet A şi B două submulţimi nevide ale

unui spaţiu metrice (X, d). Un operator F : X ×X → X se numeşte cuplat de tip Banach dacă

F este ciclic ı̂n raport cu A şi B şi satiface următoarea inegalitate:

d(F (x, y), F (u, v)) ≤ k

2
· [d(x, u) + d(y, v)],

unde x, v ∈ A, y, u ∈ B, şi k ∈ (0, 1) .
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Theorem 1.5.11. [12] Fie A şi B două submulţimi nevide ı̂nchise ale unui spaţiu metric complet

(X, d). Fie F : X×X → X un operator de tip Banach cuplat ı̂n raport cu A şi B.Atunci A∩B 6= ∅
şi F are un unic punct fix cuplat tare ı̂n A ∩B.

Definition 1.5.12. [12] Fie A şi B două submulţimi nevide ale unui spaţiu metric (X, d). Un

operator F : X ×X → X se numeşte cuplat de tip Chatterjea dacă F este ciclic ı̂n raport cu A

and B, şi satiface următoarea inegalitate:

d(F (x, y), F (u, v)) ≤ k · [d(x, F (u, v)) + d(u, F (x, y))],

unde x, v ∈ A, y, u ∈ B, and k ∈ (0, 12) .

Theorem 1.5.13. [12] Fie A şi B două submulţimi nevide ı̂nchise ale unui spaţiu metric complet

(X, d). Fie F : X ×X → X cuplat de tip Chatterjea ı̂n raport cu A şi B.Atunci A ∩ B 6= ∅ şi

F are un unic punct fix cuplat tare ı̂n A ∩B.

Definition 1.5.14. (Udo-utun [78]) Fie A şi B două submulţimi nevide ale unui spaţiu metric

(X, d). Un operator F : X ×X → X se numeşte ciclic Ćirić ı̂n raport cu A and B dacă F este

ciclic ı̂n raport cu A and B şi pentru o constantă q ∈ (0, 1), F satisface următoarea condiţie:

d(F (x, y), F (u, v)) ≤ q ·M(x, v, y, u),

unde x, v ∈ A, y, u ∈ B, şi

M(x, v, y, u) = max
{
d(x, u),

1

2
d(u, F (x, y)),

1

2
d(x, F (u, v)),

1

2
[d(x, F (x, y)) + d(u, F (u, v))]

}
Theorem 1.5.15. [78] Fie A şi B două submulţimi n̂evide inchise ale unui spaţiu metric complet

(X, d), F : X ×X → X un operator ciclic de tip Ćirić ı̂n raport cu A and B, unde A ∩B 6= ∅.
Atunci F are un punct fix cuplat tare ı̂n A ∩B.
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Chapter 2

Contracţii generalizate univoce

definite pe reprezentări ciclice

În acest capitol sunt prezentate rezultate de punct fix pentru operatori univoci definiţi pe

reprezentări ciclice ı̂n spaţii metrice şi ı̂n spaţii metrice vectoriale.

Acest capitol este structurat pe trei secţiuni.

În prima secţiune cercetăm proprietăţile unor contracţii generalizate de tip Ćirić definite

pe reprezentări ciclice ı̂ntr-un spaţiu metric. Condiţia de contracţie generalizată dată de Ćirić

este una din cele mai generale condiţii metrice pentru care punctul fix este unic şi poate fi

aproximat prin şirul Picard al iteratelor. Rezultatele prezentate generalizează teoreme metrice

fundamentale din teoria punctului fix date pentru operatori de tip Banach, Kannan, Bianchini,

Reich, Chatterjea, Zamfirescu, Ćirić (vezi [52], [66]), ı̂n cazul unei condiţii ciclice (vezi [47]). De

asemenea, rezultatul principal din această secţiune (Teorema 2.1.5) generalizează următoarele

rezultate: Teorema 2.1.1 dată de Petric şi Zlatanov ı̂n [50] şi Teorema 2.1.3 dată de Păcurar şi

Rus ı̂n [44].

Pe parcursul acestei secţiuni este prezentat un studiu extins a ecuaţiei de punct fix x =

f(x), unde f este un operator univoc, ciclic, ϕ-contracţie de tip Ćirić. Mai exact, sunt studiate

existenţa şi unicitatea punctului fix, convergenţa şirului Picard al iteraţiilor la punctul fix,

dependenţa continuă de date a punctului fix şi bine-punerea problemei de punct fix.

De asemenea, este enunţată o teoremă de tip Maia pentru contracţii generalizate de tip Ćirić

definite pe reprezentări ciclice.

Contribuţiile originale din prima secţiune sunt următoarele rezultate:

• Teorema 2.1.5 extinde rezultate de punct fix pentru operatori contractivi definiţi pe

reprezentări ciclice ale spaţiului metric;

• Teorema 2.1.7 este un rezultat cu privire la bine-punerea problemei de punct fix;

• Teorema 2.1.8 studiază dependenţa de date a ecuaţiei de punct fix;

• Teorema 2.1.9 este un rezultat de convergenţă a şirului de puncte fixe ale unui şir de

operatori niform convergent la contracţia generalizată de tip Ćirić;

• Teorema 2.1.10 este o teoremă de punct fix de tip Maia pentru ϕ-contracţii ciclice de tip

Ćirić.

Rezultatele prezentate ı̂n această sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [33].

În a doua secţiune prezentăm o teoremă de tip Perov pentru operatori ciclici. Abordarea

noastră se bazează pe teorema de punct fix a lui Perov (vezi Teorema 2.2.3), ı̂n spaţii metrice

vectoriale.

Contribuţiile originale din a doua secţiune sunt următoarele rezultate:
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• Teorema 2.2.5 este rezultatul principal, o extensie a Teoremei 1.3.1 şi a Teoremei 1.3.12 ı̂n

spaţii metrice vectoriale;

• Teorema 2.2.6 este un rezultat cu privire la dependena̧ de date a ecuaţiei de punct fix;

• Teorema 2.2.7 studiază bine-punerea problemei de punct fix;

• Teorema 2.2.8 studiază existenţa şi unicitatea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de

tip Fredholm; soluţia sistemului poate fi obţinutăprin metoda aproximaţiilor succesive;

• Teorema 2.2.9 este un rezultat cu privire la dependenţa de date a soluţiei sistemului de

ecuaţii integrale de tip Fredholm;

• Teorema 2.2.11 studiate existenţa şi unicitatea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de

tip Volterra.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [36].

In the third section we study the coupled fixed point problem for single-valued contraction

type operators defined on cyclic representations of the space.

În a treia secţiune studiem problema punctului fix cuplat pentru operatori univoci ciclici

contractivi definiţi pe reprezentări ciclice ale spaţiului.

Contribuţiile originale din a treia secţiune sunt următoarele rezultate:

• Teorema 2.3.2 este rezultatul principal care generalizează teoremele 1.5.9, 1.5.11, 1.5.13,

1.5.15; acest rezultat oferă metode iterative pentru aproximarea punctului fix cuplat tare şi

estimări care sunt utile ı̂n studiul proprietăţilor calitative ale problemei de punct fix cuplat.

• Teorema 2.3.4 studiază proprietatea de bine-punere a problemei de punct fix cuplat;

• Teorema 2.3.5 studiază dependenţa de date a problemei de punct fix cuplat;

• Teorema 2.3.6 este un rezultat de convergenţă a unui şir de punct cuplate tari ale unui şir

de operatori uniform convergent la o ϕ-contracţie ciclică cuplată de tip Ćirić;

• Teorema 2.3.8 studiază stabilitatea Ulam-Hyers generalizată pentru problema de punct fix

cuplat;

• Teorema 2.3.9 studiază existenţa şi unicitatea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de

tip Fredholm;

• Teorema 2.3.11 studiază stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a sistemului de mai sus;

• Teorema 2.3.12 studiază existenţa şi unicitatea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de

tip Volterra.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [35].

2.1 Un studiu al problemei de punct fix

pentru operatori univoci de tip Ćirić

care satisfac o condiţie ciclică

Scopul acestei secţiuni este de a cerceta proprietăţile unor contracţii generalizate de tip Ćirić

definite pe reprezentări ciclice ı̂ntr-un spaţiu metric.

În urma rezultatelor obţinute de Kirk, Srinivasan şi Veeramani (vezi [29]), mulţi autori au

studiat existenţa, unicitatea şi propietăţi calitative ale punctelor fixe ale unui operator ciclic.

Teorema lui Zamfirescu (vezi [81]) este o generalizare a teoremelor de punct fix date de

Banach, Kannan şi Chatterjea. Petric şi Zlatanov au enunţat următorul rezultat pentru operatori

ciclici, generalizând teorema de punct fix a lui Zamfirescu.
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Theorem 2.1.1. (Petric, Zlatanov [50]) Fie (X, d) un spaţiu metric, m un număr natural nenul,

A1, . . . , Am ∈ Pcl(X) şi fie f :

m⋃
i=1

Ai →
m⋃
i=1

Ai un operator ciclic, adică f(Ai) ⊆ Ai+1, pentru

1 ≤ i ≤ m, unde Am+1 = A1. Presupunem că există numerele reale a ∈ [0, 1), b, c ∈ [0,
1

2
) astfel

ı̂ncât pentru orice x ∈ Ai, y ∈ Ai+1 cel puţin una din următoarele afirmaţii este adevărată:

(z1) d(f(x), f(y)) ≤ ad(x, y);

(z2) d(f(x), f(y)) ≤ b[d(x, f(x)) + d(y, f(y))];

(z3) d(f(x), f(y)) ≤ c[d(x, f(y)) + d(y, f(x))].

Atunci:

(1) f are un unic punct fix x∗ ∈
m⋂
i=1

Ai, iar şirul iteratelor Picard (xn)n∈N dat de (1.3.1)

converge către x∗ pornind de la orice punct x0 ∈
m⋃
i=1

Ai.

(2) au loc următoarele estimări:

d(xn, x
∗) ≤ λn

1− λ
d(x0, x1), n ≥ 0;

d(xn+1, x
∗) ≤ λ

1− λ
d(xn, xn+1), n ≥ 0;

(3) rata de convergenţă a şirului iteratelor Picard este dată de:

d(xn, x
∗) ≤ λd(xn−1, x

∗), n ≥ 1

unde λ = max

{
a,

b

1− b
,

c

1− c

}
.

Păcurar şi Rus au enunţat ı̂n [44] o teoremă de punct fix pentru ϕ-contracţii ciclice.

Definition 2.1.2. (Păcurar, Rus [44]) Fie (X, d) un spaţiu metric, m un număr natural nenul,

A1, . . . , Am ∈ Pcl(X), Y ∈ P (X) şi f : Y → Y un operator. Dacă

(i)

m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui Y ı̂n raport cu f ;

(ii) există o funcţie de comparaţie ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ ϕ(d(x, y)),

pentru orice x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, 1 ≤ i ≤ m, unde Am+1 = A1, atunci f este o ϕ-contracţie ciclică.

Theorem 2.1.3. [44] Fie (X, d) un spaţiu metric complet, m un număr natural nenul,

A1, . . . , Am ∈ Pcl(X), Y ∈ P (X), fie ϕ : R+ → R+ o funcţie de comparaţie-(c), şi f : Y → Y

un operator. Presupunem că:

(i)

m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui Y ı̂n raport cu f ;

(ii) f este o ϕ-contracţie ciclică.

Atunci:

(1) f are un unic punct fix x∗ ∈
m⋂
i=1

Ai, iar şirul iteratelor Picard (xn)n∈N dat de (1.3.1)

converge către x∗ pornind de la orice punct x0 ∈ Y ;

(2) au loc următoarele estimări:

d(xn, x
∗) ≤ s(ϕn(d(x0, x1))), n ≥ 1;
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d(xn, x
∗) ≤ s(d(xn, xn+1)), n ≥ 1;

(3) pentru orice x ∈ Y :

d(x, x∗) ≤ s(d(x, f(x))),

unde s este dat de (1.2.1) ı̂n Lemma 1.2.3.

În continuare vom introduce noţiunea de ϕ-contracţie ciclică de tip Ćirić.

Definition 2.1.4. (Magdaş [33]) Fie (X, d) un spaţiu metric, Y ∈ P (X), f : Y → Y un

operator, m ∈ N∗, A1, . . . , Am ∈ Pcl(X). Dacă

(i)
m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui Y ı̂n raport cu f ;

(ii) există o funcţie de comparaţie tare ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncat

d(f(x), f(y)) ≤ ϕ(M(x, y)),

pentru orice x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, 1 ≤ i ≤ m, unde Am+1 = A1 şi M(x, y) este dat de (1.3.2), atunci

f se numeşte ϕ-contracţie ciclică de tip Ćirić.

Rezultatul principal al acestei secţiuni este teorema următoare care generalizează rezultate

similare pentru operatori de tip Ćirić (vezi Petruşel [52], Rhoades [66]), ı̂n cazul unei condiţii

ciclice (vezi Petric [47]). De asemenea, teoorema următoare generalizează Teorema 2.1.1 şi Teo-

rema 2.1.3.

În cele ce urmează vom prezenta un studiu extins al acestei teoreme, studiu ce conţine

dependenţa de date, bine-punerea problemei de punct fix, proprietatea de umbrire la limită şi

şiruri de operatori şi puncte fixe.

Theorem 2.1.5. (Magdaş [33])

Fie (X, d) un spaţiu metric complet, m ∈ N∗, A1, . . . , Am ∈ Pcl(X), Y ∈ P (X), ϕ : R+ → R+

o funcţie de comparaţie tare şi f : Y → Y un operator astfel ı̂ncât
m⋃
i=1

Ai este o reprezentare

ciclică a lui Y ı̂n raport cu f . Dacă f este o ϕ-contracţie ciclică de tip Ćirić atunci:

(1) f are un punct fix unic x∗ ∈
m⋂
i=1

Ai, iar şirul iteratelor Picard (xn)n≥0 dat de (1.3.1)

converge către x∗ pornind de la orice punct x0 ∈ Y ;

(2) au loc următoarele estimări:

d(xn, x
∗) ≤ s(ϕn(d(x0, x1))), n ≥ 0;

d(xn, x
∗) ≤ s(d(xn, xn+1)), n ≥ 0;

(3) pentru orice x ∈ Y ,

d(x, x∗) ≤ s(d(x, f(x))),

unde s este dat de (1.2.1) ı̂n Lema 1.2.3;

(4)

∞∑
n=0

d(xn, xn+1) <∞, i.e., f este un operator Picard bun;

(5)
∞∑
n=0

d(xn, x
∗) <∞, i.e., f este un operator Picard special.

Remark 2.1.6. Pentru un rezultat asemănător obţinut printr-o metodă diferită, referitor la

existenţa şi unicitatea punctului fix, menţionăm lucrarea [27]. Rezultatele noastre extind rezul-

tatul mai sus menţionat la un studiu extensiv al problemei de punct fix.
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Următorul rezultat reprezintă proprietatea de bine-punere a problemei de punct fix. Pentru

conceptul de bine-punere a problemelor de punct fix vezi Reich, Zaslavski [65].

Theorem 2.1.7. (Magdaş [33]) Fie f : Y → Y un operator ca ı̂n Teorema 2.1.5. Atunci

problema de punct fix pentru f este bine-pusă, adică, presupunând că există zn ∈ Y , n ∈ N
astfel ı̂ncât

d(zn, f(zn))→ 0 când n→∞,

aceasta implică

zn → x∗ când n→∞,

unde Ff = {x∗}.

Theorem 2.1.8. (Magdaş [33]) Fie f : Y → Y un operator ca ı̂n Teorema 2.1.5 şi g : Y → Y

astfel ı̂ncât:

(i) g are cel puţin un punct fix x∗g ∈ Fg;
(ii) există η > 0 astfel ı̂ncât

d(f(x), g(x)) ≤ η, pentru orice x ∈ Y.

Atunci d(x∗f , x
∗
g) ≤ s(η), unde Ff = {x∗f} şi s este definit ı̂n Lema 1.2.3.

Theorem 2.1.9. (Magdaş [33]) Fie f : Y → Y un operator ca ı̂n Teorema 2.1.5 şi fn : Y → Y ,

n ∈ N astfel ı̂ncât:

(i) pentru orice n ∈ N există x∗n ∈ Ffn;

(ii) (fn)n∈N converge uniform către f .

Atunci x∗n → x∗ când n→∞, unde Ff = {x∗}.

Următorul rezultat este o teoremă de tip Maia pentru contracţii generalizate de tip Ćirić

definite pe reprezentări ciclice.

Theorem 2.1.10. (Magdaş [33]) Fie X o mulţime nevidă, d şi ρ două metrici pe X, m un

număr natural nenul, A1, . . . , Am ∈ Pcl(X), Y ∈ P (X) şi f : Y → Y un operator.

Presupunem că:

(i) există c > 0 astfel ı̂ncât d(x, y) ≤ c · ρ(x, y), pentru orice x, y ∈ Y ;

(ii) (Y, d) este un spaţiu metric complet;

(iii) f : (Y, d)→ (Y, d) este continuu;

(iv) f : (Y, ρ)→ (Y, ρ) este o ϕ-contracţie ciclică de tip Ćirić.

Atunci f are un unic punct fix x∗ ∈
m⋂
i=1

Ai, iar şirul iteratelor Picard (xn)n∈N dat de (1.3.1)

converge către x∗ pornind de la orice punct x0 ∈ Y .

Remark 2.1.11. Este o problemă deschisă săgăsim condiţii ı̂n care operatorul f : Y → Y

definit ca ı̂n Teorema 2.1.5 are proprietatea de stabilitate a lui Ostrowski: dacă Ff = {x∗} şi

pentru orice şir (zn)n∈N ⊂ Y , cu proprietatea d(zn+1, f(zn))→ 0 când n→∞, avem

zn → x∗ as n→∞.

20



2.2 Teoreme de tip Perov pentru

contracţii ciclice

Scopul acestei secţiuni este demonstrarea unei teoreme de punct fix de tip Perov pentru contracţii

ciclice definite pe spaţii metrice generalizate complete. Ca aplicaţii, vom studia existenţa, unic-

itatea şi aproximarea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de tip Fredholm, precum şi

fenomenul dependenţei continue a sistemului dat. De asemenea, vom studia existenţa şi unici-

tatea soluţiei unui sistem de ecuaţii integrale de tip Volterra.

Matricele convergente la zero au fost utilizate de Perov şi Kibenko [45] pentru a generaliza

principiul contracţiilor la cazul spaţiilor metrice vectoriale.

Theorem 2.2.1. (Varga [79], Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [70])

Fie S ∈Mp(R+). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) S este o matrice convergentă la zero, adică Sk → 0 as k → +∞;

(ii) Skx→ 0 când k → +∞, ∀ x ∈ Rp;
(iii) Ip − S este nesingulară şi

(Ip − S)−1 = Ip + S + S2 + . . . (2.2.1)

(iv) Ip − S este nesingulară şi (Ip − S)−1 are elemente pozitive;

(v) λ ∈ C, det(S − λIp) = 0 implică |λ| < 1.

Definition 2.2.2. (Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [70]) Fie (X, d) un spaţiu metric cu d : X×X →
Rp+ o metrică generalizată ı̂n sens Perov şi f : X → X. Operatorul f se numeşte S-contracţie

dacă există o matrice S ∈Mp(R+) astfel ı̂ncât:

(i) S este o matrice convergentă la zero;

(ii) d(f(x), f(y)) ≤ Sd(x, y), ∀ x, y ∈ X.

Theorem 2.2.3. (Perov, Kibenko [45]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet cu d : X×X → Rp+
o metrică generalizată ı̂n sens Perov şi f : X → X o S-contracţie. Atunci:

(i) f are un unic punct fix x∗ ∈ X;

(ii) fk(x)
d−→ x∗ când k → +∞, pentru orice x ∈ X;

(iii) d(fk(x), x∗) ≤ Sk(Ip − S)−1d(x, f(x)), pentru orice x ∈ X şi k ∈ N;

(iv) d(x, x∗) ≤ (Ip − S)−1d(x, f(x)) pentru orice x ∈ X.

We recall the following notion, introduced in [36], suggested by the considerations in [29].

Definition 2.2.4. (Magdaş [36]) Fie (X, d) un spaţiu metric cu d : X × X → Rp+ o metrică

generalizată ı̂n sens Perov, A1, . . . , Am ∈ Pcl(X) şi f : X → X un operator. Dacă:

(i)
m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui X ı̂n raport cu f ;

(ii) există o matrice S ∈Mp(R+) convergentă la zero astfel ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ S · d(x, y), pentru orice x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, unde Am+1 = A1,

atunci, prin definiţie, spunem că f este o S-contracţie ciclică.

Rezultatul principal al acestei secţiuni este următoarea teoremă care generalizează Teorema

de punct fix a lui Perov 2.2.3, ı̂n spaţii metrice vectoriale.
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Theorem 2.2.5. (Magdaş [36]) Fie (X, d) un spaţiu metric cu d : X × X → Rp+ o metrică

generalizată ı̂n sens Perov, A1, A2, . . . , Am ∈ Pcl(X). Dacă f : X → X este S-contracţie ciclică

atunci au loc următoarele afirmaţii:

(1) f are un punct fix unic x∗ ∈
m⋂
i=1

Ai, iar şirul iteratelor Picard (xn)n∈N dat de

xn = f(xn−1), n ≥ 1,

converge către x∗ pornind de la orice punct x0 ∈ X;

(2) au loc următoarele estimări:

d(xn, x
∗) ≤ Sn(Ip − S)−1d(x0, x1), n ≥ 1; (2.2.2)

d(xn, x
∗) ≤ (Ip − S)−1d(xn, xn+1), n ≥ 1; (2.2.3)

(3) pentru orice x ∈ X,

d(x, x∗) ≤ (Ip − S)−1d(x, f(x)). (2.2.4)

Concluziile Teoremei 2.2.5 sunt utile ı̂n studiul dependenţei de date şi al bine-punerii prob-

lemei de punct fix pentru o S-contracţie ciclică.

Theorem 2.2.6. (Magdaş [36]) Fie f : X → X un operator ca ı̂n Teorema 2.2.5 cu Ff = {x∗f}.
Fie g : X → X un operator astfel ı̂ncât:

(i) g are cel puţin un punct fix x∗g;

(ii) există η > 0 astfel ı̂ncât

d(f(x), g(x)) ≤ η, pentru orice x ∈ X.

Atunci d(x∗f , x
∗
g) ≤ η(Ip − S)−1.

Theorem 2.2.7. (Magdaş [36]) Fie f : X → X un operator ca ı̂n Teorema 2.2.5.

Atunci problema de punct fix pentru f este bine-pusă, adică, presupunând că există zn ∈ X,

n ∈ N astfel ı̂ncât d(zn, f(zn))→ 0, când n→∞, aceasta implică zn → x∗, când n→∞, unde

Ff = {x∗}.

În continuare vom aplica rezultatele din Teorema 2.2.5 la studiul existenţei şi al unicităţii

soluţiilor următorului sistem de ecuaţii integrale de tip Fredholm:
x1(t) =

∫ b

a
G1(t, s)f1(s, x1(s), x2(s))ds

x2(t) =

∫ b

a
G2(t, s)f2(s, x1(s), x2(s))ds

, t ∈ [a, b] (2.2.5)

unde a, b ∈ R, a < b,

G1, G2 ∈ C([a, b]× [a, b], [0,∞)),

f1, f2 ∈ C([a, b]× R× R).

Theorem 2.2.8. (Magdaş [36]) Presupunem că:

(i) există αk, βk ∈ C[a, b], mk,Mk ∈ R,mk ≤ αk(t) ≤ βk(t) ≤ Mk, pentru orice t ∈ [a, b],

astfel ı̂ncât pentru k ∈ {1, 2},
αk(t) ≤

∫ b

a
Gk(t, s)fk(s, β1(s), β2(s))ds

βk(t) ≥
∫ b

a
Gk(t, s)fk(s, α1(s), α2(s))ds

, pentru orice t ∈ [a, b]. (2.2.6)
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(ii) există a1, b1, a2, b2 ∈ R+ astfel ı̂ncât

|f1(s, u1, u2)− f1(s, v1, v2)| ≤ a1|u1 − v1|+ a2|u2 − v2|,

|f2(s, u1, u2)− f2(s, v1, v2)| ≤ b1|u1 − v1|+ b2|u2 − v2|,
(2.2.7)

pentru orice s ∈ [a, b] and uk, vk ∈ R, cu{
uk ≤Mk

vk ≥ mk

sau

{
uk ≥ mk

vk ≤Mk

pentru k ∈ {1, 2};

(iii) sup
t∈[a,b]

∫ b

a
Gk(t, s)ds ≤ 1 for k ∈ {1, 2};

(iv) fk este descrescătoare ı̂n fiecare din ultimele două variabile, adică,

u1, u2, v1, v2 ∈ R, u1 ≤ v1, u2 ≤ v2 ⇒ fk(s, u, v) ≥ fk(s, u2, v2),

pentru orice s ∈ [a, b] şi k ∈ {1, 2};

(v) matricea S =

(
a1 a2
b1 b2

)
converge la zero.

Atunci sistemul (2.2.5) are o soluţie unică

x∗ = (x∗1, x
∗
2) ∈ C([a, b],R2), cu αk ≤ x∗k ≤ βk, pentru k ∈ {1, 2}.

Această soluţie poate fi obţinută prin metoda aproximaţiilor succesive, pornind de la orice

element x0 ∈ C([a, b],R2). Mai mult, dacă xn este a n-a aproximaţie successivă, atunci are loc

următoarea estimare:

‖x∗ − xn‖ ≤ Sn(I2 − S)−1‖x0 − x1‖,

unde

‖x‖ =

(
|x1|∞

|x2|∞

)
şi |x|∞ = max

t∈[a,b]
|x(t)|.

În continuare vom studia fenomenul de dependenţă continuă pentru sistemul (2.2.5).

Considerăm sistemul perturbat de ecuaţii integrale
y1(t) =

∫ b

a
H1(t, s)g1(s, y1(s), y2(s))ds

y2(t) =

∫ b

a
H2(t, s)g2(s, y1(s), y2(s))ds

(2.2.8)

unde

H1, H2 ∈ C([a, b]× [a, b], [0,∞)), g1, g2 ∈ C([a, b]× R× R).

Theorem 2.2.9. (Magdaş [36]) Presupunem că sunt satisfăcute condiţiile din Teorema 2.2.5 şi

notăm cu x∗ soluţia unică a sistemului de ecuaţii integrale (2.2.5).

Dacă y∗ ∈ C([a, b],R2) este o soluţie a sistemului perturbat de ecuaţii integrale (2.2.8) şi

sup
t∈[a,b]

∫ b

a
Hk(t, s)ds ≤ 1,

atunci avem următoarea estimare:

‖x∗ − y∗‖R2 ≤ (I2 − S)−1(η + τ), (2.2.9)

unde η = (η1, η2), τ = (τ1, τ2) şi{
ηk = sup{|fk(s, u, v)| | s ∈ [a, b], u, v ∈ R},

τk = sup{|gk(s, u, v)| | s ∈ [a, b], u, v ∈ R},
pentru k ∈ {1, 2}.
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Remark 2.2.10. Rezultate similare pot fi obţinute pentru un sistem de ecuaţii integrale de tip

Volterra utilizând norma Bielecki. De exemplu, avem următorul rezultat.

Theorem 2.2.11. Considerând următorul sistem de ecuaţii integrale de tip Volterra:
x1(t) =

∫ t

a
G1(t, s)f1(s, x1(s), x2(s))ds

x2(t) =

∫ t

a
G2(t, s)f2(s, x1(s), x2(s))ds

, t ∈ [a, b], (2.2.10)

unde a, b ∈ R, a < b,

G1, G2 ∈ C([a, b]× [a, b], [0,∞)),

f1, f2 ∈ C([a, b]× R× R),

presupunem că:

(i) există αk, βk ∈ C[a, b], mk,Mk ∈ R,mk ≤ αk(t) ≤ βk(t) ≤ Mk, pentru orice t ∈ [a, b],

astfel ı̂ncât pentru k ∈ {1, 2},
αk(t) ≤

∫ t

a
Gk(t, s)fk(s, β1(s), β2(s))ds

βk(t) ≥
∫ t

a
Gk(t, s)fk(s, α1(s), α2(s))ds

, pentru orice t ∈ [a, b]. (2.2.11)

(ii) există a1, b1, a2, b2 ∈ R+ astfel ı̂ncât

|f1(s, u1, u2)− f1(s, v1, v2)| ≤ a1|u1 − v1|+ a2|u2 − v2|,

|f2(s, u1, u2)− f2(s, v1, v2)| ≤ b1|u1 − v1|+ b2|u2 − v2|,
(2.2.12)

pentru orice s ∈ [a, b] şi uk, vk ∈ R, cu{
uk ≤Mk

vk ≥ mk

sau

{
uk ≥ mk

vk ≤Mk

pentru k ∈ {1, 2};

(iii) fk este descrescătoare ı̂n fiecare din ultimele două variabile, adică,

u1, u2, v1, v2 ∈ R, u1 ≤ v1, u2 ≤ v2 ⇒ fk(s, u, v) ≥ fk(s, u2, v2),

pentru orice s ∈ [a, b], şi k ∈ {1, 2}.
Atunci sistemul (2.2.10) are o unică soluţie

x∗ = (x∗1, x
∗
2) ∈ C([a, b],R2), cu αk ≤ x∗k ≤ βk, pentru k ∈ {1, 2}.
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2.3 Teoreme de punct fix cuplat pentru

operatori univoci ciclici contractivi

Scopul acestei secţiuni este studiul următoarei probleme de punct fix cuplat pentru operatori

univoci ciclici contractivi:

Dacă (X, d) este un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), F : X ×X → X este un operator univoc

care satisface condiţia de ciclicitate F (A × B) ⊆ B,F (B × A) ⊆ A, atunci ne interesează să

găsim (x∗, y∗) ∈ X ×X astfel ı̂ncât {
F (x∗, y∗) = x∗

F (y∗, x∗) = y∗.
(2.3.1)

Perechea (x∗, y∗) se numeşte punct fix cuplat al operatorului univoc F : X × X → X. Dacă

x∗ = y∗ atunci x∗ se numeşte punct fix cuplat tare al lui F .

Abordarea se bazează pe rezultate de punct fix pentru operatori corespunzători generaţi de

problema iniţială.

Primul obiectiv al secţiunii este de a generaliza Teorema 1.5.9, Teorema 1.5.11, Teorema

1.5.13 şi Teorema 1.5.15, slăbind condiţia contractivă. De asemenea, se poate observa că pre-

supunerea A ∩ B 6= ∅ din Teorema 1.5.9 şi Teorema 1.5.15 nu este necesară. Vom demonstra,

de asemenea, unicitatea punctului fix cuplat tare şi vom da o metodă iterativă de aproximare a

punctului fix cuplat. Pe de altă parte, sunt studiate anumite proprietăţi calitative ale mulţimii

de puncte fixe cuplate ca: dependenţa de date, stabilitatea Ulam-Hyers generalizată şi bine-

punerea problemei. Abordarea noastră se bazează pe următoarea idee inspirată din rezultatele

lui A. Petruşel ı̂n [55]: vom transforma problema de punct fix cuplat ı̂ntr-o problemă de punct fix

pentru un operator corespunzător definit pe un produs cartezian al spaţiului. Folosind această

metodă, multe rezultate de punct fix cuplat se pot obţine utilizând teoreme clasice de punct fix.

Vom introduce următorul concept.

Definition 2.3.1. (Magdaş [35])

Fie (X, d) un spaţiu metric, A,B ∈ Pcl(X), Y = A ∪ B şi ϕ : R+ → R+ o funcţie de

comparaţie tare. Prin definiţie, un operator F : Y × Y → Y se numeşte ϕ-contracţie ciclică

cuplată de tip Ćirić dacă au loc următoarele afirmaţii:

(i) F este ciclic ı̂n raport cu A and B;

(ii)

d(F (x, y), F (u, v)) ≤ ϕ(M(x, v, y, u)), (2.3.2)

pentru orice x, v ∈ A şi y, u ∈ B, unde

M(x, v, y, u) = max
{
d(x, u), d(v, y), d(x, F (x, y)), d(u, F (u, v)), d(v, F (v, u)),

d(y, F (y, x)),
1

2
[d(x, F (u, v)) + d(u, F (x, y))],

1

2
[d(y, F (v, u)) + d(v, F (y, x))]

}
.

Rezultatul principal al acestei secţiuni este următoarea teoremă care generalizează Teorema

1.5.9, Teorema 1.5.11, Teorema 1.5.13 şi Teorema 1.5.15.

Theorem 2.3.2. (Magdaş [35]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A,B ∈ Pcl(X), Y = A∪B
şi F : Y × Y → Y o ϕ-contracţie ciclică cuplată de tip Ćirić. Atunci:
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(1) F are un unic punct fix cuplat tare x∗ ∈ A ∩B;

(2) pentru orice (x0, y0) ∈ A×B, există un şir ((xn, yn))n∈N ⊂ X ×X definit prin{
xn = F (yn−1, xn−1)

yn = F (xn−1, yn−1)
, pentru n ≥ 1,

care converge spre (x∗, x∗);

(3) următoarea estimare are loc pentru orice n ∈ N:

max{d(xn, x
∗), d(yn, x

∗)} ≤ s(ϕn(max{d(x0, F (x0, y0)), d(y0, F (y0, x0))})),

max{d(xn, x
∗), d(yn, x

∗)} ≤ s(max{d(xn, xn+1), d(yn, yn+1)});

(4) pentru orice x, y ∈ Y , d(x, x∗) ≤ s(max{d(x, F (x, y)), d(y, F (y, x))}),
unde s este dată de Lema 1.2.3.

Example 2.3.3. (Magdaş [35]) Fie X = R, d(x, y) = |x− y|, pentru orice x, y ∈ R,

A = [0, 2], B = [0, 1], Y = A ∪B,F : Y × Y → Y, F (x, y) =
x+ 3y

9
.

Este uşor de verificat faptul că F este ciclic ı̂n raport cu A şi B.

Pentru orice x, v ∈ A şi y, u ∈ B,

d(F (x, y), F (u, v)) =
∣∣∣x+ 3y

9
− u+ 3v

9

∣∣∣
=
∣∣∣x− u

9
+
y − v

3

∣∣∣
≤
∣∣∣1
9

(x− u) +
10

27
(y − v)

∣∣∣
=

1

3

∣∣∣y − v + 3u

9
+
y + 3x

9
− v
∣∣∣

≤ 1

3

(∣∣∣y − F (v, u)
∣∣∣+
∣∣∣v − F (y, x)

∣∣∣)
≤ 2

3
· 1

2
[d(y, F (v, u)) + d(v, F (y, x))].

Atunci F o ϕ-contracţie ciclică cuplată de tip Ćirić, unde ϕ(t) = 2
3 · t.

Ipoteza din Theorem 2.3.2 este ı̂ndeplinită, deci prin Theorem 2.3.2, F are un unic punct

cuplat tare x∗ ∈ A ∩B. Prin calcul obţinem că:

F (x∗, x∗) = x∗ ⇔ x∗ = 0.

Următoarea teoremă dă proprietatea de bine-punere pentru problema de punct fix cuplat.

Theorem 2.3.4. (Magdaş [35]) Fie F : Y × Y → Y un operator ca ı̂n Theorem 2.3.2. Atunci

problema de punct fix cuplat este bine pusă, adică, dacă există un şir ((an, bn))n∈N ⊂ Y × Y
astfel ı̂ncât {

d(an, F (an, bn))→ 0

d(bn, F (bn, an))→ 0
as n→∞,

atunci an → x∗ şi bn → x∗, când n→∞.

Pentru problema de dependenţă a datelor avem următorul rezultat.
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Theorem 2.3.5. (Magdaş [35]) Fie F : Y × Y → Y un operator ca ı̂n Theorem 2.3.2. Fie

G : Y × Y → Y astfel ı̂ncât:

(i) G are cel puţin un punct fix cuplat x∗G;

(ii) există η > 0 astfel ı̂ncât

d(F (x, x), G(x, x)) ≤ η, pentru orice x ∈ Y.

Atunci d(x∗F , x
∗
G) ≤ s(η), unde x∗F este unicul punct fix cuplat tare al lui F şi

s(t) =
∞∑
k=0

ϕk(t), t ∈ R+.

Theorem 2.3.6. (Magdaş [35]) Fie F : Y × Y → Y un operator ca ı̂n Theorem 2.3.2 şi

Fn : Y × Y → Y , n ∈ N, astfel ı̂ncât:

(i) pentru orice n ∈ N există un punct fix cuplat tare x∗n al lui Fn;

(ii) (Fn)n∈N converge uniform spre F .

Atunci lim
n→∞

xn = x∗, unde x∗ este unicul punct fix cuplat tare al lui F .

Vom discuta stabilitatea Ulam-Hyers generalizată pentru problema de punct fix cuplat core-

spunzătoare unui operator ciclic.

Definition 2.3.7. (Magdaş [35]) Fie (X, d) un spaţiu metric, Y ∈ P (X) şi let F : Y × Y → Y

un operator. Problema de punct fix cuplat{
F (x, y) = x

F (y, x) = y
, x, y ∈ Y (2.3.3)

se numeşte stabilă ı̂n sens Ulam-Hyers generalizat dacă există ψ : R+ → R+ crescătoare, continuă

ı̂n 0 şi ψ(0) = 0 astfel incât pentru orice ε1 > 0, ε2 > 0 şi pentru orice soluţie (x, y) ∈ Y × Y a

sistemului {
d(x, F (x, y)) ≤ ε1

d(y, F (y, x)) ≤ ε2
,

există o soluţie (x∗, y∗) a problemei de punct fix cuplat astfel ı̂ncât{
d(x, x∗) ≤ ψ(ε)

d(y, y∗) ≤ ψ(ε)
, unde ε = max {ε1, ε2} .

În particular, dacă x∗ = y∗, atunci avem stabilitatea Ulam-Hyers generalizată pentru problema

de punct fix cuplat F (x, x) = x, x ∈ Y.

Theorem 2.3.8. (Magdaş [35]) Presupunem că au loc toate ipotezele din Theorem 2.3.2. Atunci

problema de punct fix cuplat (2.3.3) este stabilă i̧n sens Ulam-Hyers generalizat.

Aplicăm rezultatele date ı̂n Theorem 2.3.2 pentru studiul existenţei şi unicităţii soluţiei

următorului sistem de ecuaţii integrale:
x(t) =

∫ b

a
G(t, s)f(s, x(s), y(s))ds

y(t) =

∫ b

a
G(t, s)f(s, y(s), x(s))ds

, t ∈ [a, b] (2.3.4)
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unde a, b ∈ R, a < b,

G ∈ C([a, b]× [a, b], [0,∞)),

f ∈ C([a, b]× R× R).

Theorem 2.3.9. (Magdaş [35]) Presupiunem că:

(i) există α, β ∈ C[a, b], cu α(t) ≤ β(t), pentru orice t ∈ [a, b], astfel ı̂ncât
α(t) ≤

∫ b

a
G(t, s)f(s, β(s), α(s))ds

β(t) ≥
∫ b

a
G(t, s)f(s, α(s), β(s))ds

pentru orice t ∈ [a, b]; (2.3.5)

(ii) există o funcţie de comparaţie tare ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncât

|f(s, u1, u2)− f(s, v1, v2)| ≤ ϕ(max{|u1 − v1|, |u2 − v2|}),

pentru orice s ∈ [a, b] şi u1, u2, v1, v2 ∈ R;

(iii) sup
t∈[a,b]

∫ b

a
G(t, s)ds ≤ 1;

(iv) f(s, ·, y) este monoton descrescătoare pentru orice s ∈ [a, b] şi orice y ∈ R;

(v) f(s, x, · ) este monoton crescătoare pentru orice s ∈ [a, b] şi orice x ∈ R.
Atunci sistemul (2.3.4) are o soluţie unică (x∗, x∗) ∈ C([a, b],R2), cu α ≤ x∗ ≤ β.

Definition 2.3.10. (Magdaş [35]) Sistemul (2.3.4) se spune că este stabil ı̂n sens Ulam-Hyers

generalizat dacă există ψ : R+ → R+ crescătoare, continuă ı̂n 0 şi ψ(0) = 0 astfel ı̂ncât pentru

orice ε1 > 0, ε2 > 0 şi pentru orice soluţie (x, y) ∈ C([a, b],R2), a sistemului
|x(t)−

∫ b

a
G(t, s)f(s, x(s), y(s))ds| ≤ ε1

|y(t)−
∫ b

a
G(t, s)f(s, y(s), x(s))ds| ≤ ε2

există o soluţie (x∗, y∗) ∈ C([a, b],R2) a sistemului (2.3.4) astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ [a, b],{
|x(t)− x∗(t)| ≤ ψ(ε)

|y(t)− y∗(t)| ≤ ψ(ε)
, unde ε = max {ε1, ε2} .

Theorem 2.3.11. (Magdaş [35]) Presupunem că au loc ipotezele din Theorem 2.3.9.

Atunci sistemul (2.3.4) este stabil ı̂n sens Ulam-Hyers generalizat.

Similar abordării din Theorem 2.2.11, dacă se consideră următorul sistem de ecuaţii integrale

de tip Volterra: 
x(t) =

∫ t

a
f(s, x(s), y(s))ds

y(t) =

∫ t

a
f(s, y(s), x(s))ds

, t ∈ [a, b], (2.3.6)

unde a, b ∈ R, a < b, f ∈ C([a, b]× R× R), atunci un rezultat de existenţă şi unicitate poate fi

obţinut lucrând cu o normă de tip Bielecki.
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Mai exact, considerăm C[a, b] dotată cu următoarea normă de tip Bielecki

|x|B = max
t∈[a,b]

(|x(t)|e−τ(t−a)), τ > 0.

Atunci (C[a, b], | · |B) este un spaţiu Banach.

Theorem 2.3.12. Considerăm sistemul (2.3.6). Presupunem că:

(i) există α, β ∈ C[a, b], cu α(t) ≤ β(t), pentru orice t ∈ [a, b], astfel ı̂ncât
α(t) ≤

∫ t

a
f(s, β(s), α(s))ds

β(t) ≥
∫ t

a
f(s, α(s), β(s))ds

, for any t ∈ [a, b];

(ii) există o funcţie de comparaţie tare ϕ : R+ → R+ care are proprietăţile:

(i)ϕ există M > eb−a astfel ı̂ncât pentru orice q ∈ (1,M) şi t > 0,

ϕ(qt) ≤ q · ϕ(t);

(ii)ϕ pentru orice s ∈ [a, b] şi u1, u2, v1, v2 ∈ R,

|f(s, u1, u2)− f(s, v1, v2)| ≤ ϕ(max{|u1 − v1|, |u2 − v2|});

(iii) f(s, ·, y) este monoton descrescătoare pentru orice s ∈ [a, b] şi orice y ∈ R;

(iv) f(s, x, · ) este monoton crescătoare pentru orice y s ∈ [a, b] şi orice x ∈ R.
Atunci sistemul (2.3.6) are o soluţie unică (x∗, x∗) ∈ C([a, b],R2), cu α ≤ x∗ ≤ β.
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Chapter 3

Contracţii generalizate multivoce

definite pe reprezentări ciclice

În acest capitol sunt prezentate rezultate de teoria punctului fix şi ale punctului de cea mai

bună proximitate pentru operatori multivoci definiţi pe reprezentări ciclice. Acest capitol este

structurat pe trei secţiuni.

Scopul primei secţiuni este de a investiga proprietăţi ale ϕ-contracţiilor ciclice multivoce

de tip Ćirić. În această situaţie, anumiţi operatori T posedă cel puţin un punct fix (x ∈ X

care satisface relaţia x ∈ T (x)). De asemenea, sunt studiate dependenţa de date şi stabilitatea

Ulam-Hyers generalizată a incluziunii x ∈ T (x).

Contribuţiile originale din prima secţiune sunt următoarele:

• Teorema 3.1.4 este rezultatul principal al acestei secţiuni, o extindere a altor rezultate de

punct fix pentru operatori multivoci contractivi definiţi pe reprezentări ciclice ale spaţiului (vezi

de exemplu Teorema 3.1.6);

• Teorema 3.1.8 este un rezultat referitor la dependenţa de date a punctului fix;

• Teorema 3.1.9 studiază stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a problemei de punct fix.

Rezultatele prezentate ı̂n prima secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: Magdaş [34].

Scopul cele de a doua secţiuni este de a studia existenţa soluţiilor şi stabilitatea Ulam-Hyers

generalizată a problemei celei mai bune proximităţi pentru operatori multivoci ciclici de tip

Ćirić.

Contribuţiile originale din a doua secţiune sunt următoarele:

• Teorema 3.2.4, primul rezultat principal al acestei secţiuni, extinde Teorema 1.4.5 (Suzuki,

Kikkawa, Vetro, [77]) şi Teorema 1.4.6 (Neammanee, Kaewkhao [42]) pentru cazul operatorilor

multivoci ciclici de tip Ćirić care iau valori proximinale, ı̂n contextul spaţiilor metrice cu pro-

prietatea UC;

• Teorema 3.2.8, al doilea rezultat important al acestei secţiuni, demonstrează că dacă ϕ

este o funcţie subaditivă de comparaţie tare, atunci condiţia ca un operator multivoc să ia valori

proximinale poate fi eliminată;

• Teorema 3.2.10 studiază stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a problemei celei mai bune

proximităţi pentru un operator multivoc.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [37].

În a treia secţiune se studiază problema punctului fix cuplat şi problema punctului cuplat

de cea mai bună proximitate pentru operatori de tip contracţie ciclică multivocă.

Contribuţiile originale din a treia secţiune sunt următoarele:

• Teorema 3.3.5 enunţă un rezultat de punct fix cuplat pentru o ϕ-contracţie ciclică cuplată
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de tip Ćirić;

• Teorema 3.3.7 este un rezultat referitor la stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a problemei

punctului fix cuplat;

• Teorema 3.3.10 studiază existenţa punctului cuplat de cea mai bună proximitate a unui

operator multivoc ciclic cuplat de tip Ćirić care ia valori proximinale, ı̂n contextul spaţiilor

metrice cu propietatea UC.

Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n lucrarea: Magdaş [35].

3.1 Un studiu al problemei de punct fix

pentru operatori multivoci de tip Ćirić

care satisfac o condiţie ciclică

Scopul acestei secţiuni este studiul proprietăţilor ϕ-contracţiilor multivoce ciclice de tip Ćirić.

Astfel de operatori posedă puncte fixe (x ∈ X care satisfac incluziunea x ∈ T (x)). Prin

construcţia unui şir al aproximaţiilor succesive ala lui T este asigurată convergenţa acestui

şir la un punct fix x∗ ∈ FT pornind de la orice punct (x, y) ∈ Graph(T ). De asemenea. sunt

studiate dependenţa de date şi stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a incluziunii x ∈ T (x).

Definition 3.1.1. (Magdaş [34]) Fie (X, d) un spaţiu metric, m un ı̂ntreg pozitiv, A1, . . . , Am ∈

Pcl(X), Y :=
m⋃
i=1

Ai şi T : Y → P (Y ) un operator multivoc. Dacă:

(i)
m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui Y ı̂n raport cu T ;

(ii) există o funcţie de comparaţie tare ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncât

H(T (x), T (y)) ≤

≤ϕ
(

max

{
d(x, y), D(x, T (x)), D(y, T (y)),

1

2
[D(x, T (y)) +D(y, T (x))]

})
,

pentru orice x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, unde Am+1 = A1,

atunci T se numeşte ϕ-contracţie multivocă de tip Ćirić.

Pentru următoarele noţiuni vezi [53], [69] şi [71].

Definition 3.1.2. Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci T : X → P (X) se numeşte operator

Picard multivoc slab (prescurtat operator MWP) dacă pentru orice (x, y) ∈ Graph(T ) există un

şir (xn)n∈N i̧n X astfel ı̂ncât:

(i) x0 = x, x1 = y;

(ii) xn+1 ∈ T (xn), pentru fiecare n ∈ N;

(iii) şirul (xn)n∈N este convergent şi limita sa este un punct fix al lui T .

Dacă T : X → P (X) este un operator MWP, atunci definim

T∞ : Graph(T )→ P (FT )

prin formula

T∞(x, y) := {z ∈ FT | există un şir al aproximaţiilor succesive

ale lui T pornind de la (x, y) care converge spre z}.

31



Definition 3.1.3. (Lazăr [32]) Fie (X, d) un spaţiu metric şi T : X → P (X) un operator

MWP. Atunci T se numeşte operator ψ-multivoc slab Picard (operator ψ-MWP) dacă funcţia

ψ : R+ → R+ este crescătoare şi continuă ı̂n 0 astfel ı̂ncât ψ(0) = 0, şi există o selecţie t∞ a lui

T∞ astfel ı̂ncât

d(x, t∞(x, y)) ≤ ψ(d(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(T ).

In particular, dacă ψ(t) := ct, cu c > 0, atunci T se numeşte operator c-MWP (see [69]).

Principalul rezultat al acestei secţiuni este următoarea teoremă.

Theorem 3.1.4. (Magdaş [34]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet, m un ı̂ntreg pozitiv,

A1, A2, . . . , Am ∈ Pcl(X), Y :=
m⋃
i=1

Ai, ϕ : R+ → R+ o funcţie de comparaţie tare şi

T : Y → Pprox(Y ) un operator multivoc. Presupunem că:

(i)
m⋃
i=1

Ai este o reprezentare ciclică a lui Y ı̂n raport cu T ;

(ii) T este o ϕ-contracţie multivocă ciclică de tip Ćirić.

Atunci au loc următoarele afirmaţii:

(1) FT 6= ∅;
(2) pentru fiecare (x, y) ∈ Graph(T ), există un şir (xn)n∈N al aproximaţiilor succesive ale lui

T pornind de la orice punct (x, y) ∈ Graph(T ), care converge spre un punct fix x∗(x, y) ∈
m⋂
i=1

Ai,

prin urmare T este un operator MWP;

(3) au loc următoarele estimări:

d(xn, x
∗(x, y)) ≤ s(ϕn(d(x, y))), pentru orice (x, y) ∈ Graph(T ), n ≥ 1,

d(xn, x
∗(x, y)) ≤ s(d(xn, xn+1)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(T ), n ≥ 1;

(4) pentru orice (x, y) ∈ Graph(T ),

d(x, x∗(x, y)) ≤ s(d(x, y)), i.e. T este un operator s-MWP,

unde s este dat prin Lemma 1.2.3;

(5)
∞∑
n=0

d(xn, xn+1) <∞, i.e. T este un operator MWP bun.

Remark 3.1.5. Dacă alegem ϕ(t) = kt, pentru k ∈ (0, 1), atunci avem generalizarea următoarei

teoreme (Teorema 2.1 ı̂n [42]), unde operatorul multivoc T ia valori ı̂nchise şi mărginite.

Theorem 3.1.6. (Neammanee, Kaewkhao [42]) Fie A şi B submulţimi nevide ı̂nchise ale unui

spaţiu metric (X, d). Presupunem că T : A ∪ B → P (X) este un operator multivoc cu valori

ı̂nchise şi mărginite, care satisface condiţiile:

(i) T (A) ⊆ B, T (B) ⊆ A;

(ii) există k ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

H(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y).

Atunci T are cel puţin un punct fix ı̂n A ∩B.

Remark 3.1.7. Dacă funcţia tare de comparaţie ϕ este subaditivă, atunci condiţia de proxim-

inalitate poate fi mai puţin restrictivă: valorile operatorului multivoc T trebuie să fie ı̂nchise.

Demonstraţia se face ı̂ntr-o manieră similară.
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O teoremă de dependenţă a datelor pentru problema dată este:

Theorem 3.1.8. (Magdaş [34]) Fie T : Y → Pprox(Y ) ca ı̂n Teorema 3.1.4 şi U : Y → P (Y )

astfel ı̂ncât:

(i) FU 6= ∅;
(ii) există η > 0 astfel ı̂ncât

ρ(T (x), U(x)) ≤ η, pentru orice x ∈ Y.

Atunci ρ(FU , FT ) ≤ s(η), unde s este dat de Lemma 1.2.3.

Theorem 3.1.9. (Magdaş [34]) (Stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a incluziunii x ∈ T (x))

Fie T : Y → Pprox(Y ) ca ı̂n Theorem 3.1.4, ε > 0 şi x ∈ Y astfel ı̂ncât D(x, T (x)) ≤ ε. Atunci

există x∗ ∈ FT astfel ı̂ncâ d(x, x∗) ≤ s(ε), unde s este dat de Lemma 1.2.3.

Remark 3.1.10. Multe probleme deschise referitoare la ϕ - contracţii multivoce ciclice de tip

Ćirić pot fi discutate. Prezentăm aici două astfel de ı̂ntrebări deschise:

1) Este problema de punct fix pentru un operator multivoc T : Y → Pprox(Y ) care satisface

condiţiile din Theorem 3.1.4 bine pusă ı̂n raport cu D ?, adică, presupunem că există un şir

(zn)n∈N ⊂ Y astfel ı̂ncât

D(zn, T (zn))→ 0 când n→∞,

rezultă că (zn)n∈N converge spre un punct fix a lui T .

2) In ce condiţii operatorul T : Y → Pprox(Y ) care satisface ipotezele din Theorem 3.1.4 are

proprietatea de umbrire la limită?, adică, presupunem că există un şir (zn)n∈N ⊂ Y astfel ı̂ncât

D(zn+1, T (zn)) → 0 când n → ∞, atunci există un şir (xn)n∈N ⊂ Y al aproximaţiilor succesive

a lui T , astfel ı̂ncât d(xn, zn)→ 0 când n→∞.

3.2 Teoreme de cea mai bună proximitate

pentru operatori multivoci

Scopul acestei secţiuni este de a studia existenţa soluţiilor şi stabilitatea Ulam-Hyers generalizată

a următoarei probleme de cea mai bună proximitate pentru un operator ciclic multivoc:

Dacă (X, d) este un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), T : A ∪ B → P (X) este un operator

multivoc care satisface condiţia ciclică T (A) ⊆ B, T (B) ⊆ A, atunci ne interesează să găsim

x∗ ∈ A ∪B astfel ı̂ncât D(x∗, T (x∗)) = D(A,B). (3.2.1)

x∗ se numeşte punct de cea mai bună proximitate a lui T .

Conceptul de operator multivoc ciclic de tip Ćirić este următorul.

Definition 3.2.1. (Magdaş [37]) Fie (X, d) un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), şi T : A∪B → P (X)

un operator multivoc. Dacă:

(i) T (A) ⊆ B, T (B) ⊆ A;

(ii) atunci există o funcţie de comparaţie ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A,

y ∈ B,
H(T (x), T (y)) ≤ ϕ(M(x, y)−D(A,B)) +D(A,B),
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unde

M(x, y)=max

{
d(x, y), D(x, T (x)), D(y, T (y)),

1

2
[D(x, T (y)) +D(y, T (x))]

}
,

atunci T se numeşte operator multivoc ciclic de tip Ćirić.

Example 3.2.2. Următorii operatori sunt operatori multivoci ciclici de tipĆirić:

(1) O contracţie multivocă ciclică (vezi [42]) i.e. operator ciclic multivoc T : A∪B → P (X)

care satisface condiţia:

există k ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

H(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) + (1− k)D(A,B).

(2) Un operator multivoc ciclic T : A ∪ B → P (X) care satisface o condiţie de tip Kannan

(pentru cazul univoc vezi [48]):

atunci există k ∈ (0, 12) astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

H(T (x), T (y)) ≤ k(D(x, T (x)) +D(y, T (y))) + (1− 2k)D(A,B).

(3) Un operator multivoc ciclic T : A ∪B → P (X) care satisface o condiţie de tip Bianchini

(pentru cazul univoc vezi [49]):

atunci există k ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

H(T (x), T (y)) ≤ k ·max {D(x, T (x)), D(y, T (y))}+ (1− k)D(A,B).

Următoarea lemă va fi utilizată pentru demonstrarea rezultatelor noastre.

Lemma 3.2.3. [42] Fie (A,B) o pereche de submulţimi nevide ale unui spaţiu metric (X, d),

care satisface proprietatea UC, şi fie un şir (xn)n∈N ı̂n A. Dacă există un şir (yn)n∈N i̧n B

astfel ı̂ncât d(xn, yn)→ D(A,B) şi d(xn+1, yn)→ D(A,B), atunci (xn)n∈N este un şir Cauchy.

Primul nostru rezultat principal extinde Theorem 1.4.5 la un operator multivoc ciclic de tip

Ćirić ı̂ntr-un spaţiu metric având proprietatea UC. Mai mult decât atât, el extinde Theorem

1.4.6 la cazul operatorului multivoc ciclic de tip Ćirić care ia valori proximinale.

Theorem 3.2.4. (Magdaş [37])

Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A ∈ Pcl(X), B ∈ P (X), astfel ı̂ncât (A,B) satisface

proprietatea UC. Dacă T : A ∪ B → Pprox(X) este un operator multivoc ciclic de tip Ćirić,

atunci au loc următoarele rezultate:

(i) T are un punct de cea mai bună proximitate x∗A ∈ A;

(ii) există un şir (xn)n∈N cu x0 ∈ A şi xn+1 ∈ T (xn) astfel ı̂ncât (x2n)n∈N converge spre

x∗A.

Remark 3.2.5. Dacă ı̂n Teorema 3.2.4 D(A,B) = 0, atunci obţinem un rezultat de punct fix

similar cu Teorema 3.1.4 pentru m = 2.

Theorem 3.2.6. (Magdaş [37])

Fiet (X, d) un spaţiu metric complet, A,B ∈ Pcl(X), astfel ı̂ncât perechile (A,B) şi (B,A)

satisfac proprietatea UC. Fiet T : A ∪ B → Pprox(X) un operator multivoc. Atunci au loc

următoarele rezultate:

(i) dacă T este un operator multivoc ciclic de tip Ćirić, atunci T are cel puţin un punct de

cea mai bună proximitate ı̂n A şi cel puţin un punct de cea mai bună proximitate ı̂n B;
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(ii) Dacă T satisface următoarele condiţii mai puternice:

pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

δ(T (x), T (y)) ≤ ϕ(M(x, y)−D(A,B)) +D(A,B),

atunci există un punct de cea mai bună proximitate x∗A ∈ A şi un punct de cea mai bună

proximitate x∗B ∈ B astfel ı̂ncât:

d(x∗A, x
∗
B) ≤ sup {t ≥ 0 | t− ϕ(t) ≤ 3D(A,B)} .

Corollary 3.2.7. (Magdaş [37]) Fie X un spaţiu Banach uniform convex, A,B ∈ Pcl,cv(X) şi

T : A ∪B → Pcl,cv(X) un operator multivoc. Atunci au loc următoarele rezultate:

(i) dacă T este un operator multivoc ciclic de tip Ćirić, atunci T are cel puţin un punct de

cea mai bunp̆roximitate ı̂n A şi cel puţin un punct de cea mai bună proximitate ı̂n B;

(ii) Dacă T satisface următoarele condiţii mai puternice:

pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

δ(T (x), T (y)) ≤ ϕ(M(x, y)−D(A,B)) +D(A,B),

atunci există un punct de cea mai bună proximitate x∗A ∈ A şi un punct de cea mai bună

proximitate ı̂n x∗B ∈ B astfel ı̂ncât:

‖x∗A − x∗B‖ ≤ sup{t ≥ 0 | t− ϕ(t) ≤ 3D(A,B)} .

Dacă, ı̂n Theorem 3.2.6, ϕ este o funcţie de comparaţie tare, atunci condiţia ca un operator

multivoc să ia valori proximinale poate fi eliminată. Mai exact, se obţine al doilea rezultat

important, după cum urmează.

Theorem 3.2.8. (Magdaş [37]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A,B ∈ Pcl(X), astfel ı̂ncât

(A,B) satisface proprietatea UC. Dacă T : A ∪ B → P (X) este un operator multivoc ciclic de

tip Ćirić, cu o funcţie de comparaţie tare ϕ, atunci au loc următoarele rezultate:

(i) T are un punct de cea mai bună proximitate x∗A ∈ A;

(ii) atunci existŭn şir (xn)n∈N cu xn+1 ∈ T (xn) pornind de la un punct arbitrar (x0, x1) ∈
Graph(T ), astfel ı̂ncât (x2n)n∈N converge la x∗A.

În cele ce urmează vom defini şi studia stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a problemei de

cea mai bună proximitate (3.2.1) pentru un operator multivoc ciclic.

Definition 3.2.9. (Magdaş [37]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi fie A,B ∈ P (X).

Fie T : A ∪B → P (X) un operator multivoc care satisface condiţia de ciclicitate

T (A) ⊂ B, T (B) ⊂ A. Spunem că problema de cea mai bună proximitate (3.2.1) este stabilă ı̂n

sens Ulam-Hyers generalizat dacă există ψ : R+ → R+ crescătoare, continuă ı̂n 0, cu ψ(0) = 0

şi există c > 0 astfel ı̂ncât pentru orice ε > 0 şi x ∈ B cu

D(x, T (x)) ≤ ε+D(A,B),

atunci există o soluţie x∗A ∈ A a problemei (3.2.1) astfel ı̂ncât:

d(x, x∗A) ≤ ψ(ε) + c ·D(A,B).

Rezultatul nostru de stabilitate este următorul.
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Theorem 3.2.10. (Magdaş [37]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A ∈ Pcl(X), B ∈ P (X),

astfel ı̂ncât (A,B) satisface proprietatea UC şi ϕ o funcţie de comparaţie. Fie T : A ∪ B →
Pprox(X) un operator multivoc. Presupunem că:

(i) T (A) ⊂ B, T (B) ⊂ A;

(ii) pentru orice x ∈ A, y ∈ B,

δ(T (x), T (y)) ≤ ϕ(max{D(x, T (x)), D(y, T (y))} −D(A,B)) +D(A,B).

Atunci problema celei mai bune proximităţi (3.2.1) este stabilă ı̂n sens Ulam-Hyers generalizat.

3.3 Teoreme de puncte fixe cuplate şi

teoreme de puncte cuplate de cea mai bună proximitate

pentru operatori multivoci ciclici contractivi

Scopul acestei secţiuni este de a studia problema punctelor fixe cuplate şi problema punctelor

cuplate de cea mai bună proximitate pentru operatori multivoci ciclici contractivi. Abordarea

se bazează pe rezultate de punct fix şi rezultate de puncte de cea mai bună proximitate pentru

operatori corespunzători generaţi de problema iniţială.

Definition 3.3.1. Fie (X, d) un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), Y = A ∪ B şi ϕ : R+ → R+ o

funcţie de comparaţie tare. Un operator multivoc F : Y × Y → P (Y ) se numeşte ϕ-contracţie

ciclică cuplată a unui operator multivoc de tip Ćirić dacă au loc următoarele:

(i) F este ciclic ı̂n raport cu A şi B, adică

F (A×B) ⊆ B şi F (B ×A) ⊆ A;

(ii) H(F (x, y), F (u, v)) ≤ ϕ(M̃(x, v, y, u)), pentru orice x, v ∈ A, y, u ∈ B, unde

M̃(x, v, y, u)=max
{
d(x, u), d(v, y), D(x, F (x, y)), D(u, F (u, v)), D(v, F (v, u)),

D(y, F (y, x)),
1

2
[D(x, F (u, v)) +D(u, F (x, y))],

1

2
[D(y, F (v, u)) +D(v, F (y, x))]

}
.

Următoarea teoremă este un caz particular al Theorem 3.1.4 care va fi utilizat pentru a

demonstra primul rezultat din această secţiune.

Theorem 3.3.2. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A,B ∈ Pcl(X) şi T : A∪B → Pprox(A∪B)

o ϕ-contracţie multivocă ciclică de tip Ćirić, adică:

(i) T (A) ⊆ B şi T (B) ⊆ A;

(ii) atunci există o funcţie de comparaţie tare ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ A
şi y ∈ B,

H(T (x), T (y)) ≤ ϕ
(

max
{
d(x, y), D(x, T (x)), D(y, T (y)),

1

2
[D(x, T (y))+D(y, T (x))]

})
.

Atunci au loc următoarele rezultate:

(1) există x∗ ∈ A ∩B astfel ı̂ncât x∗ ∈ T (x∗);

(2) pentru orice x ∈ A şi y ∈ T (x), există un şir (xn)n∈N with x0 = x, x1 = y and

xn ∈ T (xn−1), n ≥ 1, care converge la un punct fix x∗ ∈ A ∩B al lui T .
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Următoarea lemă prezintă rezultate bine cunoscute din literatura ştiinţifică (de exemplu

Mleşniţe, Petruşel [39]).

Lemma 3.3.3. Fie (X, d) un spaţiu metric, d∗ metrica definită pe X ×X prin

d∗(z, w) = max{d(x, u), d(y, v)}, unde z = (x, y), w = (u, v), (3.3.1)

şi D∗ funcţionala distanţă, respectiv H∗ funcţionala Pompeiu-Hausdorff generalizată generată

de d∗. Atunci pentru orice a, b ∈ X şi orice A,B,C,D ∈ Pprox(X), au loc următoarele rezultate:

(1) D∗((a, b), C ×D) = max {D(a,C), D(b,D)} ;

(2) D∗(A×B,C ×D) = max {D(A,C), D(B,D)} ;

(3) H∗(A×B,C ×D) = max{H(A,C), H(B,D)};
(4) D∗(A×B,B ×A) = D(A,B).

Lemma 3.3.4. Fie (X, d) un spaţiu metric, d∗ metrica definită pe X × X prin (3.3.1). Dacă

un operator multivoc F : X ×X → P (X) ia valori proximinale ı̂n raport cu d atunci operatorul

multivoc T : X ×X → P (X ×X), T (x, y) = (F (x, y), F (y, x)) ia valori proximinale ı̂n raport

cu d∗.

Primul rezultat din această secţiune este următoarea teoremă.

Theorem 3.3.5. (Magdaş [35]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A,B ∈ Pcl(X), Y = A∪B
şi F : Y × Y → Pprox(Y ) o ϕ-contracţie ciclică cuplată a unui operator multivoc de tip Ćirić.

Atunci au loc următoarele rezultate:

(1) există x∗, y∗ ∈ A ∩B astfel ı̂ncât

x∗ ∈ F (x∗, y∗), y∗ ∈ F (y∗, x∗),

(adică perechea (x∗, y∗) este un punct fix cuplat al lui F );

(2) pentru orice (a, b) ∈ A×B există un şir (an, bn)n∈N∗ ∈ Y × Y cu a0 = a, b0 = b şi

an ∈ F (bn−1, an−1), bn ∈ F (an−1, bn−1) for n ≥ 1

care converge spre un punct fix cuplat (x∗, y∗) a lui F .

In continuare definim şi studiem stabilitatea Ulam-Hyers generalizată a următoarei probleme

de punct fix cuplat.

Definition 3.3.6. (Magdaş [35]) Fie (X, d) un spaţiu metric, Y ∈ P (X), F : Y × Y → P (Y )

un operator multivalent. Prin definiţie, problema de punct fix cuplat{
x ∈ F (x, y)

y ∈ F (y, x)
, x, y ∈ Y, (3.3.2)

este stabilă ı̂n sens Ulam-Hyers generalizat dacă există o funcţie crecătoare ψ : R+ → R+,

continuă ı̂n 0, cu ψ(0) = 0 astfel ı̂ncât pentru fiecare ε > 0 şi pentru fiecare soluţie (x, y) ∈ Y ×Y
a inegalităţii

max{D(x, F (x, y)), D(y, F (y, x))} ≤ ε,

există o soluţie (x∗, y∗) ∈ Y × Y a problemei de punct fix cuplat astfel ı̂ncât

max{d(x, x∗), d(y, y∗)} ≤ ψ(ε).
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Rezultatul nostru de stabilitate este o consecinţă a Theorem 3.1.8.

Theorem 3.3.7. (Magdaş [35]) Dacă toate ipotezele din Teorema 3.3.5 au loc, atunci problema

de punct fix cuplat (3.3.2) este stabilă ı̂n sens Ulam-Hyers generalizat.

În ultima parte a acestei secţiuni vom considera următoarea problemă de cea mai bună

proximitate pentru un operator multivoc ciclic cuplat:

Dacă (X, d) este un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), Y = A ∪ B, F : Y × Y → P (Y ) este un

operator multivoc cuplat care satisface condiţia ciclică

F (A×B) ⊆ B,F (B ×A) ⊆ A,

atunci ne interesează să găsim (x∗, y∗) ∈ A×B astfel ı̂ncât

D(x∗, F (x∗, y∗)) = D(y∗, F (y∗, x∗)) = D(A,B). (3.3.3)

(x∗, y∗) se numeşte punct cuplat de cea mai bună proximitate a lui F .

Se observă că, ı̂n particular, dacă A∩B 6= ∅ atunci (x∗, y∗) este un punct fix cuplat al lui F .

Definition 3.3.8. (Magdaş [35]) Fie (X, d) un spaţiu metric, A,B ∈ P (X), Y = A ∪ B. Un

operator multivoc F : Y × Y → P (Y ) se numeşte operator multivoc ciclic cuplat de tip Ćirić

dacă:

(i) F (A×B) ⊆ B şi F (B ×A) ⊆ A;

(ii) există o funcţie de comparaţie ϕ : R+ → R+ astfel ı̂ncât

H(F (x, y), F (u, v)) ≤ ϕ(M̃(x, v, y, u)−D(A,B)) +D(A,B),

pentru orice x, v ∈ A, y, u ∈ B.

Lemma 3.3.9. Fie A şi B submulţimi nevide ale unui spaţiu metric (X, d), şi d∗ metrica definită

pe X × X prin (3.3.1). Dacă (A,B) şi (B,A) satisfac proprietatea UC ı̂n raport cu d atunci

(A×B,B ×A) satisface proprietatea UC ı̂n raport cu d∗.

Următorul rezultat este o consecinţă a Teoremei 3.2.4.

Theorem 3.3.10. (Magdaş [35]) Fie (X, d) un spaţiu metric complet, A,B ∈ Pcl(X) astfel

ı̂ncât (A,B) şi (B,A) satisfac proprietatea UC şi Y = A∪B. Dacă F : Y × Y → Pprox(Y ) este

un operator multivoc ciclic cuplat de tip Ćirić, atunci au loc următoarele rezultate:

(i) F are un punct cuplat de cea mai bună proximitate (x∗, y∗) ∈ A×B;

(ii) există două şiruri (xn)n∈N, (yn)n∈N cu

(x0, y0) ∈ A×B, xn+1 ∈ F (xn, yn), yn+1 ∈ F (yn, xn),

astfel ı̂ncât ((x2n, y2n))n∈N converge către (x∗, y∗).
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condition, Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math., 62(2017), no. 3, 395-405.

[38] N. Mizoguchi, W. Takahashi, Fixed point theorems for multivalued mappings on complete

metric spaces, J. Math. Anal. Appl., 141(1989), 177-188.
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[57] A. Petruşel, G. Petruşel, B. Samet, A study of the coupled fixed point problem for operators

satisfying a max-symmetric condition in b-metric spaces with applications to a boundary

value problem, Miskolc Math. Notes, 17(2016), no. 1, 501-516.
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