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Introducere

Teoria punctului fix a fost descoperita ca un instrument puternic pentru rezolvarea diverselor
probleme aparute in diferite domenii ale matematicii pure si aplicate. Piatra de temelie a teoriei
metrice a punctului fix, principiul contractiilor al lui S. Banach [1], a fost generalizat in mai multe
directii. Majoritatea acestor generalizari, vezi de exemplu [54], [70], slabesc natura contractiva
a operatorul, dar, iIn compensare, necesita conditii care imbogatesc structura spatiului metric si
/ sau au cerinte suplimentare asupra operatorului.

In 1969, S.B. Nadler a extins principiul contractiilor de la cazul operatorilor univoci la cazul
operatorilor multivoci (vezi [40]). Teorema lui Nadler a fost generalizata de multi matematicieni,
a se vedea de exemplu rezultatele din teoria punctului fix pentru operatori multivoci de tip
contractiv ale lui H. Covitz, S.B. Nadler [13], L. Ciri¢ [9], N. Mizoguchi si W. Takahashi [38],
S.B. Nadler [41], A. Petrusel [56], C. Vetro si F. Vetro [80].

Principiul contractiilor a fost extins la cazul contractiilor univoce definite pe spatii metrice
vectoriale de A.I. Perov si A.V. Kibenko [45]. Cazul contractiilor multivoce definite pe spatii
metrice vectoriale a fost tratat in A. Petrusel [53], I.R. Petre, A. Petrusel [46].

Una din cele mai consistente generalizari ale principiului contractiilor a fost data in 2003 de
W.A. Kirk, P.S. Srinivasan si P. Veeramani, utilizand conceptul de operator ciclic (vezi [29]).
Acest concept a atras interesul a multor autori datorita potentialului sau in studiul ecuatiilor
diferentiale si integrale (vezi de exemplu [2], [23], [61], [75]).

Conceptul de punct fix cuplat, introdus de V.I. Opoitsev [43], se dezvolta rapid datorita
rezultatelor obtinute de D. Guo, V. Lakshmikantham [20] si T.G. Bhaskar, V. Lakshmikantham
[5]. O noua directie de cercetare a teoriei punctului fix cuplat a fost dezvoltata de multi autori
(vezi V. Lakshmikantham, L. Ciri¢ [31], A. Petrugel, G. Petrusel si B. Samet [57], B. Samet si
C. Vetro [74]) utilizand conditii contractive.

A. Eldred si P. Veeramani au deschis in 2006 a alta directie de cercetare, stabilind conditii
care asigura existenta punctelor de cea mai buna proximitate In cazul operatorilor ciclici aeﬁnigi
pe spatii metrice (vezi [16]).

Scopul acestei lucrari este de a realiza un studiu referitor la existenta, unicitatea si unele
proprietati calitative ale solutiilor ecuatiei de punct fix, ale sistemului de puncte fixe cuplate, pre-
cum si a problemei punctului de cea mai buna proximitate pentru operatorii univoci si multivoci
care satisfac conditii ciclice. Acest studiu este sustinut prin prezentarea unor aplicatii.

Lucrarea este structurata pe trei capitole astfel:

Capitolul 1: Preliminarii

Acest capitol ofera o scurtd privire de ansamblu asupra notiunilor de baza si a rezultatelor
care sunt luate in considerare in capitolele urmatoare.

Pentru inceput, sunt prezentate notatii standard si terminologia utilizata in analiza neliniara.
De asemenea, este prezentata notiunea de functie de comparatie si proprietatile aferente utilizate
pe parcursul lucrarii. In cele ce urmeazd sunt prezentate teoremele metrice fundamentale de



punct fix incepand cu principiul contractiilor si continuand cu rezultate din teoria punctului fix
pentru operatori care satisfac conditii contractive clasice. Notiunea de baza folosita in dezvoltarea
acestel teze este cea de operator ciclic. Aceastd notiune este prezentatd Impreuna cu cateva
teoreme de punct fix date de Kirk, Srinivasan si Veeramani in [29]. Teoreme de baza pentru
puncte de cea mai buna proximitate si pentru puncte fixe cuplate, teoreme utile in dezvoltarea
capitolelor urmatoare sunt prezentate in ultimele doua sectiuni.

Capitolul 2: Contractii generalizate univoce definite pe reprezentari ciclice

In al doilea capitol prezentam rezultate de teoria punctului fix pentru operatori univoci,
definiti pe reprezentari ciclice in spatii metrice si in spatii metrice vectoriale.

Acest capitol este structurat pe trei sectiuni.

In prima sectiune cercetam proprietatile unor contractii generalizate de tip Ciri¢ definite
pe reprezentari ciclice intr-un spatiu metric. Conditia de contractie generalizata data de Ciri¢
este una din cele mai generale conditii metrice pentru care punctul fix este unic si poate fi
aproximat prin sgirul Picard al iteratelor. Rezultatele prezentate generalizeaza teoreme metrice
fundamentale din teoria punctului fix date pentru operatori de tip Banach, Kannan, Bianchini,
Reich, Chatterjea, Zamfirescu, Cirié¢ (vezi [52], [66]), in cazul unei conditii ciclice (vezi [47]). De
asemenea, rezultatul principal din aceasta sectiune (Teorema 2.1.5) generalizeaza urmatoarele
rezultate: Teorema 2.1.1 data de Petric gi Zlatanov in [50] si Teorema 2.1.3 data de Pacurar si
Rus in [44].

Pe parcursul acestei sectiuni este dezvoltata o teorie a problemei de punct fix, teorie ce consta

e studiul existentei si al unicitatatii punctului fix a unui operator univoc, ciclic, ¢-contractie
de tip Ciric’;

e convergenta sirului Picard al iteratiilor la punctul fix;

e dependenta continua de date a operatorului perturbator;

e bine-punerea problemei de punct fix;

e siruri de operatori si puncte fixe.

De asemenea, este enuntata o teorema de tip Maia pentru contractii generalizate de tip Ciri¢
definite pe reprezentari ciclice.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [33].

In a doua sectiune prezentam o teoremé de tip Perov pentru operatori ciclici. Abordarea
noastra se bazeaza pe teorema de punct fix a lui Perov (vezi Teorema 2.2.3), in spatii metrice
vectoriale. Rezultatul principal al acestei sectiuni este Teorema 2.2.5, o extensie a Teoremei
1.3.1 si a Teoremei 1.3.12 1n spatii metrice vectoriale. Sunt enentate doua rezultate referitoare
la dependenta de date si la bine-punerea problemei de punct fix. Ca aplicatii, sunt studiate
existenta, unicitatea gi dependenta de date a solutiei unui sistem de ecuatii integrale de tip
Fredholm; solutia sistemului poate fi obtinutaprin metoda aproximatiilor succesive. De asemenea,
sunt studiate existenta si unicitatea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de tip Volterra.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [36].

In a treia sectiune studiem problema punctului fix cuplat pentru operatori univoci ciclici con-
tractivi, dand metode iterative pentru aproximarea punctului fix / punctului fix cuplat precum
/c si proprietati calitative ale punctului fix / punctului fix cuplat, cum ar fi: dependenta de date,
stabilitatea Ulam-Hyers generalizata, bine-punerea problemei. Ca aplicatii, studiem existenta,
unicitatea si stabilitatea Ulam-Hyers generalizata ale solutiilor sistemelor de ecuatii integrale.

Rezultatul principal din aceasta sectiune este Teorema 2.3.2 care generalizeaza diverse teo-
reme cum ar fi Teorema 1.5.9, Teorema 1.5.11, Teorema 1.5.13, Teorema 1.5.15.



Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [35].

Capitolul 3: Contractii generalizate multivoce definite pe reprezentari ciclice

In cel de-al treilea capitol prezentam rezultate de teoria punctului fix si ale punctului de
cea mai buna proximitate pentru operatori multivoci definiti pe reprezentari ciclice. Studiem
problema punctului fix cuplat / punctului de cea mai buna proximitate cuplat pentru operatori
multivoci, ciclici, care iau valori proximinale.

Acest capitol este structurat pe trei sectiuni.

In prima sectiune sunt investigate propetati ale ¢-contractiilor multivoce de tip Ciri¢ definite
pe reprezentari ciclice ale spatiului metric (X, d). Sunt analizate conditiile in care un astfel de
operator T are puncte fixe gi anume exista z € X care satisface relatia x € T'(z). Construim
un sir al aproximatiilor succesive ale lui T' care converge catre un punct z* € Fp, pornind de la
orice punct (z,y) de pe graficul operatorului 7. Sunt studiate dependenta de date si stabilitatea
Ulam-Hyers generalizatd a incluziunii « € T'(x). Rezultatele prezentate extind teoreme metrice
de punct fix binecunoscute ca: Teorema lui Nadler (vezi [40]) sau rezultate de punct fix ale unor
operatori multivoci de tip Ciri¢ (vezi [9]), in cazul unei conditii ciclice. De asemenea, rezultatul
principal Teorema 3.1.4 este o generalizare a Teoremei 2.1 data de Neammanee gi Kaewkhao in
[42].

Rezultatele prezentate In aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdas [34].

In a doua sectiune sunt studiate existenta solutiilor si stabilitatea Ulam-Hyers gener-
alizata a problemei de cea mai buna proximitate pentru operatori multivoci, ciclici: Daca
(X,d) este un spatiu metric, A,B € P(X), T : AUB — P(X) este un operator mul-
tivoc care satisface conditia ciclica T(A) € B,T(B) C A, atunci ne propunem sa aflam
x* € AUB astfel incat D(z*,T(x*)) = D(A, B), unde D este functionala distanta. z* se numeste
punct de cea mai buna proximitate al lui 7.

Multi autori au studiat existenta punctului de cea mai buna proximitate pentru operatori
ciclici definiti pe spatii metrice, vezi de ex. [17], [19], [24], [25], [26], [28], [49], [51]. Primul rezultat
principal al acestei sectiuni extinde Teorema 1.4.5 (Suzuki, Kikkawa, C. Vetro, [77]) si Theorem
1.4.6 (Neammanee, Kaewkhao [42]) la cazul operatorilor multivoci de tip Ciri¢ care iau valori
proximinale, in contextul spatiilor metrice cu propietatea UC.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [37].

In a treia sectiune sunt studiate problema de punct fix cuplat si problema de punct cuplat de
cea mai bund proximitate pentru operatori multivoci ciclici. Abordarea se bazeaza pe rezultate
de punct fix pentru operatori generati de problemele initiale. Primul rezultat, Teorema 3.3.5,
enunta un rezultat de punct fix cuplat pentru operatori multivoci ciclici cuplati, ¢-contractii de
tip Ciri¢. De asemenea, este studiata stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a problemei de punct
fix cuplat. Teorema 3.3.10 studiaza existenta punctului cuplat de cea mai bunid proximitate
pentru un operator multivoc ciclic cuplat de tip Ciri¢ care ia valori proximinale, in cadrul
spatiilor metrice cu proprietatea UC. Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt incluse in
lucrarea: Magdas [35].

Teza se incheie cu referintele bibliografice utilizate in text si cu lista lucrarilor publicate.

Cuvinte-cheie: spatiu metric, operator ciclic, punct fix, punct de cea mai bun proximitate,
punct fix cuplat, aplicatii la sisteme de ecuatii integrale.



Cuvant de multumire

As vrea sa-mi exprim recunostinta catre coordonatorul stiintific, Profesor Adrian Petrusel, pen-
tru indrumare, sustinere, rabdare si pentru asigurarea unui climat pozitiv pe parcursul acestui

proiect de cercetare.



Chapter 1

Preliminarii

Acest capitol ofera o scurta privire de ansamblu asupra notiunilor de baza si a rezultatelor care

sunt luate in considerare in capitolele urmatoare.

1.1 Notatii si notiuni fundamentale

Prezentam cateva notatii standard si terminologia din analiza neliniara care vor fi utilizate pe

parcursul lucrarii.

Fie (X, d) un spatiu metric i Y o multime nevida a multimii X. Notam:

P(X):={AC X | Aeste nevida}; Py(X):={A € P(X) | A este marginita};
Py(X):={AeP(X) | A este inchisa}; P.,(X):={A€P(X) | A este compacta};
Poy(X) :={AeP(X) | A este convexa}; Py cy(X) := Py(X) N Puy(X).

Definim urmatoarele functionale (generalizate) utilizate in lucrare:

e functionala diametru
0:P(X)x P(X)— Ry U{+00}, 6(A, B) =sup{d(a,b) |a € A, be B};
e functionala distanta
D:P(X)x P(X)— R4, D(A,B) =inf{d(a,b) | a € A, b€ B},
e functionala generalizata exces
p: P(X)x P(X)— RyU{+o0}, p(A4,B) =sup{D(a,B) |a € A};
e functionala generalizata Pompeiu-Hausdorff
H:P(X)xP(X)—=RyU{+oo}, H(A,B) =max{p(4, B),p(B,A)}.
Reamintim urmatoarele notiuni si rezultate.

Lemma 1.1.1. Fie (X,d) un spatiu metric, A, B € P(X). Atunci pentru orice € > 0 si pentru

orice a € A exista b € B astfel incat

d(a,b) < H(A,B) +e.



Definition 1.1.2. (Fletcher, Moors [18]) Fie (X, d) un spatiu metric si fie Y € P(X). Notam
Py (z)={y €Y |d(z,y) = D(z,Y)}, unde z € X.

Multimea Y se numeste proximinala daca pentru orice x € X, Py (x) este nevida. Daca pentru
orice z € X, Py (z) contine exact un element, atunci Y se numeste multime Chebyshev.

Se observa ugor ca orice multime Chebysev este proximinala.
Notam Pproz(X) ={Y € P(X) | Y este proximinala}.

Remark 1.1.3. Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci
Pcp(X) C Pprox(X) C Pcl(X)'

Remark 1.1.4. (Deutsch [15]) Un spatiu Banach X este reflexiv daca si numai daca orice
submultime nevida, inchisa si convexa lui X este proximinala.

Remark 1.1.5. (Cobzas [14]) Daca Y este o submultime nevida, completa, convexa, a unui
spatiu uniform convex normat X, atunci Y este o multime Chebyshev in X.

Pentru detalii privind notiunile anterioare a se vedea [40], [63], [70], [76].

1.2 Functia de comparatie

In literatura de specialitate exista o mare diversitate de a defini functia de comparatie. Pe
parcursul lucrarii ne vom referi doar la urmatoarele notiuni.

Definition 1.2.1. (Rus, Serban [72]) O functie ¢ : Ry — R4 se numeste functie de comparatie
daca satisface urmatoarele conditii:
(1),  este crescatoare;
(41)y (¢™(t))nen converge spre 0 cand n — oo, pentru orice t € R
Daca inlocuim conditia (ii), cu conditia:

oo
(441) Z ©"(t) < oo, pentru orice t > 0,
k=0
atunci ¢ se numegte functie de comparatie tare.

Lemma 1.2.2. (Rus, A. Petrusel, G. Petrusel [70]) Dacd ¢ : Ry — Ry este o functie de
comparatie, atunci au loc urmdtoarele:

(i) o(t) < t, pentru orice t > 0;

(i) ¢(0) = 0;

(11i) ¢ este continud in 0.
Lemma 1.2.3. (Pacurar, Rus [44], Rus, Serban [72]) Dacd ¢ : Ry — Ry este o functie de
comparatie tare, atunci au loc urmatoarele:

(i) ¢ este o functie de comparatie ;

(ii) functia s : Ry — Ry, definitd prin

s(t) = i(pk(t), te Ry, (1.2.1)

este crecatoare si continud in 0;
o0

(117) exista ko € N, a € (0,1) i o serie convergenta cu termeni nenegativi ka astfel incat
k=1

O"TL(t) < a@®(t) + v, pentru k > ko si orice t € Ry.



Remark 1.2.4. Anumiti autori utilizeaza notiunea de functie de comparatie (c) definita prin
afirmatiile (i) si (iii) din Lema 1.2.3. De fapt, conceptul de functie de comparatie (c) coincide
cu cel de functie de comparatie tare.

Example 1.2.5. Urmatoarele functii ¢ : Ry — R sunt functii de comparatie:
(1) ¢(t) = at, unde a € [0,1).
at, for t € [0,1]

2 t) = d 1).
(2) »(1) t+a—1,fort>1’uneae[0’)

(3) o(t) = at + %[t], unde a € (0, %).

t
4) pt) =2 a for ¢ € [0,q] , unde a € (1, 00).
a, fort >a

(5) ¢(t) =

Primele patru exemple sunt functii de comparatie. Al cincilea exemplu este o functie de

——, unde a € [1,00).
a

comparatie tare daca si numai daca a € (1,00). Pentru mai multe aspecte privind functiile de
comparatie se pot consulta [69], [70].

1.3 Teoreme metrice de punct fix fundamentale

Daca f: Y — X este un operator univoc, atunci
Graph(f) := {(z, f(z)) | x € Y} reprezinta graficul lui f si
Fy:={x €Y | f(x) = x} reprezintad multimea punctelor fixe ale lui f.

Daca T': Y — P(X) este un operator multivoc, atunci
Graph(T) :={(z,y) | x € Y,y € T(x)} reprezinta graficul lui T" si
Fr:={z €Y |z € T(x)} reprezintda multimea punctelor fixe ale lui 7.
Un sir (2, )nen care satisface urmatoarele conditii:
(i) 2o ==, 21 =y;
(ii) zp4+1 € T(x,), pentru orice n € N;
se numeste sir al aproximatiilor succesive ale lui T' care porneste din (z,y) € Graph(T).

Principiul contractiilor este unul dintre cele mai utile rezultate ale analizei neliniare. Intr-un
spatiu metric, principiul contractiilor a fost enuntat in 1922.

Theorem 1.3.1. (Banach [1]) Fie (X,d) un spativ metric complet gi fie f : X — X o
contractier, adica ezista o contanta a € [0, 1) astfel incat pentru orice x,y € X,

d(f(x), [(y)) < ad(z,y).

Atunci:
(1) f are un unic punct fix z* € X;
(2) sirul Picard (xy)n>0 definit prin

Tn = f(Xp-1), n>1 (1.3.1)
converge la x* pentru orice xg € X;
(3) au loc urmatoarele estimari:
ak
d(wn+kfla x*> < 1 Cl(fEn, .’L'n_l),vn, ke N*7
—a



(4) rata de convergentd a sirului Picard este data prin:
d(xp,z") < ad(zp—1,2%),¥n > 1.

In 1969, Nadler [40] a extins principiul contractiilor al lui Banach de la operatori univoci la
operatori multivoci. Existenta punctelor fixe pentru diferiti operatori multivoci a fost studiata
de multi autori, utilizand diverse conditii, a se vedea Ciri¢ [9], [10], Mizoguchi, Takahashi [38],
Rhoades [67].

Reamintim aici teorema de punct fix a lui Nadler.

Theorem 1.3.2. (Nadler [40]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si fie T : X — Py q(X) o0 a-
contractie multivocd, pentru care existd o constantd a € [0, 1) astfel incat pentru orice x,y € X,

H(T(2), T(y)) < a- d(,y).
Atunci T are un punct fix.

In ultimele decenii, autorii au dat multe generalizari principiului contractiilor al lui Banach,
o directie de generalizare fiind slabirea conditiei de contractie.

Prezentam cateva conditii existente in literatura. Fie (X, d) un spatiu metric complet si fie
f X — X un operator.

1
(i) (Kannan, [22]) exista o constanta a € |0, 5) astfel incat

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(x)) +d(y, f(y))], Y2,y € X;

1
(ii) (Chatterjea, [7]) exista o constanta a € [0, 5) astfel incat

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(y)) + d(y, f(2))], Y2,y € X;

1
(iii) (Zamfirescu, [81]) exista numerele reale a € [0,1),b,c € [0, 5) astfel incat pentru orice

x,y € X, are loc cel putin una dintre conditiile:

(z1) d(f(z), f(y)) < ad(z,y);

(22) d(f(), f(y)) < bld(z, f(2)) +d(y, f(y))
(23) d(f(x), f(y)) < cld(z, f(y)) + d(y, f(z))
(

iv) (Bianchini, [6]) exista o constanta a € [0, 1) astfel incat

Ik
J

d(f(z), f(y)) < amax{d(z, f(z)),d(y, f(y))},Vz,y € X;

+

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) + bd(z, f(x)) + cd(y, f(y))-

Ljubomir Ciri¢ a slabit conditiile anterioare introducand in 1971 notiunea de contractie
generalizata.

Definition 1.3.3. (Ciri¢ [8]) Fie (X, d) un spatiu metric. Un operator f : X — X se spune ci
este contractie A-generalizata daca si numai daca pentru orice x,y € X exista numerele pozitive
q(x,y), r(x,y), s(z,y) si t(z,y) cu

sup{q(z,y) + r(x,y) + s(x,y) + 2t(z,y) |z,y €« X} =A< 1
astfel incat d(f(z), f(y)) < q(z,y)d(z,y) + r(z,y)d(z, f(z))+
+s(z,y)d(y, f(y)) + t(z,y)(d(z, f(y)) + d(y, f(z))).



Remark 1.3.4. (Ciri¢ [9]) f este o contractie generalizati dacil gi numai dac existii ¢ € [0,1)
astfel incat pentru orice z,y € X,

d(f(z), f(y)) < gM(z,y),

unde M(z,y) =

= max{d(z,y), d(z, f(x)), d(y), f(y)), %[d(ﬂv, f)) +d(y, f(2))]}- (1.3.2)

T

Example 1.3.5. (Ciri¢ [8]) Fie X = [0,2], si fie f : X — X, f(z) = 5’ pentru0 <z < 1; f(x) =

x
10’ pentru 1 < x < 2. Operatorul f nu este o contractie, dar este o contractie generalizata.

Definition 1.3.6. [9] Fie (X, d) un spatiu metric si fie T': X — P,;(X) un operator multivoc.
Spunem ca T este o g-contractie multivoca generalizata daca exista g € (0, 1) astfel incat

H(T(x), T(y)) <

< qemaxd(e, 1), Do (@), Dl TG0, D Tw) + Dl T}
are loc pentru orice x,y € X.

Definition 1.3.7. [8] Fie (X, d) un spatiu metric si fie f : X — X un operator univoc. X se
numeste f-orbital complet daca orice gir Cauchy (f™(z));en, z € X, are un punct limitd in X.

Definition 1.3.8. [9] Fie (X, d) un spatiu metric si fie T : X — P(X) un operator multivoc. X
se numeste T-orbital complet daca orice sir Cauchy (zp,)ien cu @, € T'(zn,—1) converge in X.

Theorem 1.3.9. [8] Fie f o A-contractie generalizata a spatiului metric (X,d) f-orbital complet
in el insusi. Atunci

(1) f are un unic punct fir x* € X;

(2) sirul Picard (xy)nen definit prin

Tn = f(Xp-1), n>1, (1.3.3)
converge la x* pentru orice punct xg € X;

(3) are loc urmatoarea estimare:

)\n

d7h*§
(ens") < 17

-d(zo,x1),¥n > 0.

1

Theorem 1.3.10. [9] Fie T : X — P (X) o g-contractie multivoca generalizata si fie (X, d) un
spatiu metric T-orbital complet .

Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(1) Fr #0;

(2) pornind de la orice punct (x,y) € Graph(T), exista un sir (xn)nen al aprozimatiilor
succesive ale lui T' care converge spre un punct fix x*(z,y) € X;

(3) are loc urmatoarea estimare:

an

q

* <

-d(zo,x1),Ya € (0,1),Vn > 0.

O alta directie consistentd de generalizare a principiului contractiilor al lui Banach a fost
prezentata in 2003 de Kirk, Srinivasan si Veeramani, utilizdnd conceptul de operator ciclic.
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Definition 1.3.11. (Kirk, Srinivasan, Veeramani [29]) Fie A si B doua multimi nevide. Un
operator f: AUB — AU B se numeste ciclic daca f(A) C Bsi f(B) C A.

Ei au demonstrat urmatoarele rezultate.

Theorem 1.3.12. [29] Fie A i B doud multimi nevide ale spatiului metric complet (X, d) si
presupunem cd f : X — X satisface urmatoarele condifii:

(1) f(A) C B si f(B) C A;

(2) d(f(x), fly)) < kd(z,y), Vx € A, Yy € B, unde k € (0,1).

Atunci f are un unic punct fix.

Theorem 1.3.13. [29] Fie {A;}", submultimi nevide ale unui spatiu metric complet si pre-
m

m

supunem ca f : U A; — U A; satisface urmatoarele conditii (unde Apy1 = Ay):
i=1 i=1

(1) f(A4;) € Ajyr pentru 1 <i < m;

(2) d(f(z), f(y)) < ¥(d(z,y)), Vo € Aj, Yy € Aiy1, pentru 1l <i < m, unde ¢ : Ry — R
este semicontinud la dreapta si satisface 0 < (t) <t pentru t > 0.
Atunci f are un unic punct fix.

Aceste rezultate sugereaza introducerea notiunii urmatoare.

Definition 1.3.14. Fie X o multime nevida, m un intreg pozitiv §i T : X — P(X) un operator
m

multivoc. Prin definitie, U A; este o reprezentare ciclica a lui X in raport cu 7" daca:
. i=1
(i) X = UAu cu A; € P(X), pentru 1 < i < m;
i=1
(ii) T(Al) - Ai+17 for 1 <1< m, where Am+1 = Al.

Pentru cazul particular al unui operator univoc vezi Rus [68].

1.4 Teoreme de baza pentru studiul
punctelor de cea mai buna proximitate

Problema celei mai bune proximitati pentru un operator ciclic multivoc este definita astfel:
Fie (X, d) un spatiu metric, A,B € P(X)siT: AUB — P(X) un operator multivoc.
Daca T satisface conditia T(A) C B,T(B) C A, atunci suntem interesati sa gasim

x* € AU B astfel incat D(z*,T(z*)) = D(A, B). (1.4.1)

x* se numegte punct de cea mai buna proximitate a lui T'.

In particular, daca operatorul este univoc atunci avem urmatoarea problema pentru cea mai

bunéa proximitate pentru un operator ciclic univalent::

Daca (X, d) este un spatiu metric, A, B € P(X), f: AU B — X este un operator univalent
care satisface conditia ciclica f(A) C B, f(B) C A, atunci suntem interesati sa aflam

x* € AU B astfel incat d(z*, f(z*)) = D(A, B). (1.4.2)
z* se numeste punct de cea mai buna proximitate a lui f.

Eldred and Veeramani au demonstrat in 2006 urmatoarea teorema care asigura existenta
punctului de cea mai buna proximitate a unei contractii ciclice in contextul spatiilor Banach
uniform convexe.

11



Theorem 1.4.1. (Eldred, Veeramani [16])

Fie A si B doud submulfimi nevide, inchise si convexre ale unui spafiv Banach uniform
convex. Presupunem ca f: AUB — AUB este o contractie ciclica, adica f satisface urmatoarele
conditii:

(1) f(A) C B si f(B) C A;

(2) [If (@) = fWIl < klle =yl + (1 - k)D(A, B), Vo € A, Vy € B,

unde k € (0,1).

Atunci existd un unic punct de cea mai bund proximitate in A. In plus, dacd xg € A si
Tnt1 = f(xn), atunci (xon)nen converge la punctul de cea mai bund prozimitate.

In 2009, Suzuki, Kikkawa si C. Vetro au introdus proprietatea UC si au extins Teorema 1.4.1
la spatii metrice cu proprietatea UC.

Definition 1.4.2. (Suzuki, Kikkawa, C. Vetro [77]) Fie A si B submultimi nevide ale unui spatiu
metric (X, d). Atunci se spune ca (A, B) satisface proprietatea UC daca pentru sirurile (z,)neN
si (zn)nen din A si sirul (yn)nen din B astfel incat d(x,, yn) — D(A, B) si d(zp,yn) — D(A, B)
ciid n — oo, rezulta d(x,, z,) — 0 cand n — oo.

Urmatoarele propzitii sunt exemple de perechi de multimi care satisfac proprietatea UC.

Proposition 1.4.3. Orice pereche de submultimi nevide (A, B) ale unui spatiu metric (X,d)
cu D(A, B) =0 are proprietatea UC.

Proposition 1.4.4. (Eldred, Veeramani [16]) Orice pereche de submultimi nevide (A, B) ale
unui spativ Banach uniform convex cu A convexd are proprietatea UC.

Theorem 1.4.5. [77] Fie (X, d) un spatiu metric gi fie A $i B submultimi nevide ale lui X astfel
incat (A, B) satisface proprietatea UC. presupunem ca A este completa. Fie f : AUB — X o
functie ciclica, astfel ca f(A) C B gi f(B) C A.

Presupunem ca exista k € (0,1) astfel incit x € A siy € B,

d(f(z), f(y)) < kmax{d(z,y),d(z, f(x)),d(y, f(y))} + (1 — k)D(A, B).

Atunci au loc urmdtoarele:
(i) f are un unic punct de cea mai bunda prozimitate z € A.
(ii) z este un unic punct fix a lui f% in A.
(iii) (fQ”(:U))neN converge la z pentru orice x € A.
(iv) f are cel putin un punct de cea mai bund proximitate in B.
(v) Daca (B, A) satisface proprietatea UC, atunci f(z) este un unic punct de cea mai bund

prozimitate in B si (f*"(y)) converge la f(z) pentru orice y € B.

neN

Theorem 1.4.6. (Neammanee, Kaewkhao [42]) Fie A si B submullimi nevide ale unui spatiu
metric (X,d) astfel incit (A, B) satisface proprietatea UC gi A este completa. Fie T : AUB —
P(X) cu valori marginite gi inchise, o contractie multivoca, astfel incat:

(i) T(A) C B si T(B) C A;

(11) atunci ezista k € (0,1) astfel incat pentru orice x € A, y € B,

H(T(z),T(y)) < kd(z,y) + (1 - k)D(A, B).

Atunci T are un punct de cea mai bund proximitate in A.
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1.5 Teoreme de baza de punct fix cuplat

Un concept foarte util in multe aplicatii, in special in teoria ecuatiilor/ incluziunilor integrale
si diferentiale este teoria punctului fix cuplat. Opoitsev in [43] a considerat, pentru prima data,
problema punctului fix cuplat, dar problematica a avut o dezvoltare rapida prin munca prodi-
gioasa a lui D. Guo si V. Lakshmikantham [20] si T.G. Bhaskar, V. Lakshmikantham [5]. O noua
directie de cercetare pentru teoria punctului fix cuplat a fost dezvoltatd de multi autori (vezi
[4], [21], [31], [57], [58], [60], [73]) utilizand conditii de tip contractiv.

Prezentam notiunea de punct fix cuplat pentru operatori univoci si respectiv multivoci.

Definition 1.5.1. Fie X o multime nevida. O pereche (z,y) € X x X se numete punct fix
cuplat a unui operator univoc F': X x X — X daca

{ Flay) =2 (1.5.1)
F(y,CE) =Y.

Daca F(x,z) = x atunci z se numeste punct fix cuplat tare a lui F' (numit de asemenea, in
anumite lucrari, punct fix a lui F).

Definition 1.5.2. Fie X o multime nevida. O pereche (z,y) € X x X se numete punct fix
cuplat a unui operator multivoc F': X x X — P(X) daca

{ x € F(z,y)

1.5.2
y € F(y,x). ( )

dacad x € F(z,z) atunci = se numeste punct fix cuplat tare a lui F.
Pentru a enunta rezultatul principal din [5], avem nevoie de urmatoarea notiune.

Definition 1.5.3. Fie (X, <) o multime partial ordonata. Spunem ca F : X x X — X are
proprietatea de monotonie mixta daca F(x,y) este monoton crescitoare in z i este monoton
descrescatoare in y, adica, pentru orice z,y € X,

T1,%2 € X7x1 <z = F(‘Tlay) < F(xQ’y)a

respectiv,
y1,92 € X,y1 <y = F(z,y1) > F(x,92).

Theorem 1.5.4. (Bhaskar, Lakshmikantham [5])

Fie (X, <) o multime partial ordonata si presupunem ca exista o metrica d pe X astfel incat
(X, d) este un spatiu metric complet. Fie F : X x X — X un operator care are proprietatea de
monotonie mixtd pe X.

Presupunem cd exista o constanta k € [0,1) cu

k
d(F(z,y), F(u,v)) < 5 [d(xz,u)) + d(y,v)], Vo > u,Vy < v. (1.5.3)
Daca exista xg,yo € X astfel incat
zo < F(z0,y0) and yo > F(yo,x0), (1.5.4)

atunci existd x,y € X astfel incat

x = F(a,y) and y = Fy.x).
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De asemenea, Bhaskar si Lakshmikantham au stabilit in [5] rezultate de unicitate a punctului
fix cuplat punand conditii suplimentare pe spatiul metric, precum si rezultate de existenta a
punctului fix cuplat tare.

Remark 1.5.5. Daca (X, d) este un spatiu metric complet fara o relatie de ordine partiala si
presupunem ca (1.5.3) are loc pentru orice perechi (z,y), (u,v) € X x X, atunci pot fi obtinute
existenta si unicitatea punctului fix cuplat tare fara conditiile de continuitate si monotonie si
fara ipoteza (1.5.4).

Un rezultat mai general a fost dat de A. Petrusel et al. in [59] pentru contractii multivoce
simetrice:

Theorem 1.5.6. (A. Petrusel, G. Petrusel, Samet, Yao [59]) Fie (X, =,d) un spatiu b-metric

ordonat cu constanta s > 1 astfel incat b-metric d este complet. Fie G : X x X — Py(X) un

operator multivoc avand proprietatea de strictd monotonie in raport cu "=”. Presupunem ca:
(i) exista k € (0,1) astfel incat

Hi(G(z,y),G(u,v)) + Hi(G(y,x), G(v,u)) < k[d(x,u) + d(y,v)],Ve 2 u,y = v;

(i) exista (zo,yo) € X X X si (x1,y1) € G(20,Yy0) X G(yo, o) astfel incit xo = x1 $iyo = Y1.
Atunci, exista z*,y* € X gi exista doud siruri (Tn)nen ¢ (Yn)nen n X, with x,y1 €
G(zn,Yn) and yn+1 € G(Yn,xyn) pentru toti n € N, astfel incit (xp)neny — %, (Yn)nen — Y*
cand n — oo §i
¥ e G(z*,y*)
{ yreGy",a").
Daca, in plus, b-metrica d este continua, atunci, pentru cele doud siruri mentionate anterior
(Zn)neN §i (Yn)nen, are loc urmdtoarea estimare:
sk™
1— sk

Prezentam 1n continuare conceptul de operator univoc ciclic cuplat.

d(zn, ") + d(yn,y") <

[d(z0,21) + d(yo,y1)], Vn € N*.

Definition 1.5.7. (Choudhury, Maity [11]) Fie A si B dou& submultimi nevide ale lui X. Un
operator F': X x X — X avand proprietatea ca pentru orice x € A and y € B, F(z,y) € B and
F(y,x) € A, se numeste operator ciclic in raport cu A and B.

Definition 1.5.8. [11] Fie A si B doua submultimi nevide ale unui spatiu metric (X,d). Un
operator F': X x X — X se numeste contractie ciclica cuplata de tip Kannan daca F' este ciclic
in raport cu A si B, care satisface pentru un k € (0, 1) inegalitatea:

d(F(z,y), F(u,v)) < k- [d(z, F(z,y)) + d(u, F(u,v))],
unde z,v € A, y,u € B.

Theorem 1.5.9. [11] Fie A si B doud submulfimi inchise nevide ale unui spatiu metric complet
(X,d). Fie F: X x X — X o contracttie ciclica cuplata de tip Kannan in raport cu A si B gi
ANB #0. Atunci F are un punct fix cuplat tare in AN B.

Definition 1.5.10. (Choudhury, Maity, Konar [12]) Fiet A si B doua submultimi nevide ale
unui spatiu metrice (X, d). Un operator F': X x X — X se numeste cuplat de tip Banach daca
F este ciclic in raport cu A si B si satiface urméatoarea inegalitate:

A(F (), Flu,0) < 5 - d(e, ) + d(y: ),

unde z,v € A, y,u € B, ¢i k€ (0,1) .
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Theorem 1.5.11. [12] Fie A si B doud submultimi nevide inchise ale unui spatiu metric complet
(X,d). Fie F : XxX — X un operator de tip Banach cuplat in raport cu A si B.Atunci ANB # ()
si F' are un unic punct fir cuplat tare in AN B.

Definition 1.5.12. [12] Fie A si B doua submultimi nevide ale unui spatiu metric (X, d). Un
operator F': X x X — X se numeste cuplat de tip Chatterjea daca F' este ciclic in raport cu A
and B, si satiface urmatoarea inegalitate:

d(F(z,y), F(u,v)) < k- [d(z, F(u,v)) + d(u, F(2,y))],
unde z,v € A, y,u € B, and k € (O,%) )

Theorem 1.5.13. [12] Fie A si B doud submultimi nevide inchise ale unui spatiu metric complet
(X,d). Fie F : X x X — X cuplat de tip Chatterjea in raport cu A si B.Atunci ANB #£ () i
F are un unic punct fix cuplat tare tn AN B.

Definition 1.5.14. (Udo-utun [78]) Fie A si B doua submultimi nevide ale unui spatiu metric
(X,d). Un operator F': X x X — X se numeste ciclic Ciri¢ in raport cu A and B daca F' este
ciclic in raport cu A and B si pentru o constanta g € (0,1), F' satisface urmatoarea conditie:

d(F(m,y),F(u,v)) < q-M(x,v,y,u),

unde z,v € A, y,u € B, si
1 1
M(.I,U,y,u) = max{d(x,u), id(qu(xay))? §d(33,F(u, U))?

%[d(g;, F(z,y)) + d(u, F(u, v))]}

Theorem 1.5.15. [78] Fie A si B doud submultimi fievide inchise ale unui spatiu metric complet
(X,d), F: X x X — X un operator ciclic de tip Cirié¢ in raport cu A and B, unde AN B # 0.
Atunci F are un punct fix cuplat tare in AN B.
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Chapter 2

Contractii generalizate univoce
definite pe reprezentari ciclice

In acest capitol sunt prezentate rezultate de punct fix pentru operatori univoci definiti pe
reprezentari ciclice in spatii metrice si in spatii metrice vectoriale.

Acest capitol este structurat pe trei sectiuni.

In prima sectiune cercetam proprietatile unor contractii generalizate de tip Ciri¢ definite
pe reprezentari ciclice intr-un spatiu metric. Conditia de contractie generalizata data de Ciri¢
este una din cele mai generale conditii metrice pentru care punctul fix este unic si poate fi
aproximat prin sirul Picard al iteratelor. Rezultatele prezentate generalizeaza teoreme metrice
fundamentale din teoria punctului fix date pentru operatori de tip Banach, Kannan, Bianchini,
Reich, Chatterjea, Zamfirescu, Ciri¢ (vezi [52], [66]), in cazul unei conditii ciclice (vezi [47]). De
asemenea, rezultatul principal din aceasta sectiune (Teorema 2.1.5) generalizeaza urmatoarele
rezultate: Teorema 2.1.1 data de Petric si Zlatanov in [50] si Teorema 2.1.3 data de Pacurar si
Rus in [44].

Pe parcursul acestei sectiuni este prezentat un studiu extins a ecuatiei de punct fix =z =
f(x), unde f este un operator univoc, ciclic, p-contractie de tip Ciri¢. Mai exact, sunt studiate
existenta si unicitatea punctului fix, convergenta sirului Picard al iteratiilor la punctul fix,
dependenta continua de date a punctului fix gi bine-punerea problemei de punct fix.

De asemenea, este enuntata o teorema de tip Maia pentru contractii generalizate de tip Ciri¢
definite pe reprezentari ciclice.

Contributiile originale din prima sectiune sunt urmatoarele rezultate:

e Teorema 2.1.5 extinde rezultate de punct fix pentru operatori contractivi definiti pe
reprezentari ciclice ale spatiului metric;

e Teorema 2.1.7 este un rezultat cu privire la bine-punerea problemei de punct fix;

e Teorema 2.1.8 studiaza dependenta de date a ecuatiei de punct fix;

e Teorema 2.1.9 este un rezultat de convergenta a girului de puncte fixe ale unui gir de
operatori niform convergent la contractia generalizata de tip Cirié;

e Teorema 2.1.10 este o teoreméa de punct fix de tip Maia pentru p-contractii ciclice de tip
Cirié.

Rezultatele prezentate in aceasta sunt incluse in lucrarea: Magdag [33].

In a doua sectiune prezentam o teorema de tip Perov pentru operatori ciclici. Abordarea
noastra se bazeaza pe teorema de punct fix a lui Perov (vezi Teorema 2.2.3), in spatii metrice
vectoriale.

Contributiile originale din a doua sectiune sunt urmatoarele rezultate:
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e Teorema 2.2.5 este rezultatul principal, o extensie a Teoremei 1.3.1 si a Teoremei 1.3.12 in
spatii metrice vectoriale;

e Teorema 2.2.6 este un rezultat cu privire la dependena de date a ecuatiei de punct fix;

e Teorema 2.2.7 studiaza bine-punerea problemei de punct fix;

e Teorema 2.2.8 studiaza existenta gi unicitatea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de
tip Fredholm; solutia sistemului poate fi obtinutaprin metoda aproximatiilor succesive;

e Teorema 2.2.9 este un rezultat cu privire la dependenta de date a solutiei sistemului de
ecuatii integrale de tip Fredholm;

e Teorema 2.2.11 studiate existenta si unicitatea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de
tip Volterra.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [36].

In the third section we study the coupled fixed point problem for single-valued contraction
type operators defined on cyclic representations of the space.

In a treia sectiune studiem problema punctului fix cuplat pentru operatori univoci ciclici
contractivi definiti pe reprezentari ciclice ale spatiului.

Contributiile originale din a treia sectiune sunt urmatoarele rezultate:

e Teorema 2.3.2 este rezultatul principal care generalizeaza teoremele 1.5.9, 1.5.11, 1.5.13,
1.5.15; acest rezultat ofera metode iterative pentru aproximarea punctului fix cuplat tare si
estimari care sunt utile in studiul proprietatilor calitative ale problemei de punct fix cuplat.

e Teorema 2.3.4 studiaza proprietatea de bine-punere a problemei de punct fix cuplat;

e Teorema 2.3.5 studiaza dependenta de date a problemei de punct fix cuplat;

e Teorema 2.3.6 este un rezultat de convergenta a unui gir de punct cuplate tari ale unui gir
de operatori uniform convergent la o ¢-contractie ciclica cuplata de tip Cirié;

e Teorema 2.3.8 studiaza stabilitatea Ulam-Hyers generalizata pentru problema de punct fix
cuplat;

e Teorema 2.3.9 studiaza existenta si unicitatea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de
tip Fredholm:;

e Teorema 2.3.11 studiaza stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a sistemului de mai sus;

e Teorema 2.3.12 studiaza existenta si unicitatea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de
tip Volterra.

Rezultatele prezentate In aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [35].

2.1 Un studiu al problemei de punct fix

pentru operatori univoci de tip Ciri¢

care satisfac o conditie ciclica
Scopul acestei sectiuni este de a cerceta proprietatile unor contractii generalizate de tip Ciri¢
definite pe reprezentari ciclice intr-un spatiu metric.

In urma rezultatelor obtinute de Kirk, Srinivasan si Veeramani (vezi [29]), multi autori au
studiat existenta, unicitatea si propietati calitative ale punctelor fixe ale unui operator ciclic.

Teorema lui Zamfirescu (vezi [81]) este o generalizare a teoremelor de punct fix date de
Banach, Kannan si Chatterjea. Petric gi Zlatanov au enuntat urmatorul rezultat pentru operatori
ciclici, generalizand teorema de punct fix a lui Zamfirescu.
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Theorem 2.1.1. (Petric, Zlatanov [50]) Fie (X, d) un spatiu metric, m un numdr natural nenul,
Ai,...,Am € Py(X) si fie f: U A — U A; un operator ciclic, adica f(A;) C A1, pentru
i=1 i=1
1

1 <i<m, unde Apt1 = Ai1. Presupunem ca exista numerele reale a € [0,1),b,c € |0, 5) astfel
incat pentru orice x € A;, y € A;11 cel putin una din urmdtoarele afirmatii este adevarata:

(21) d(f(x), f(y)) < ad(z,y);

(22) d(f(x), f(y)) < bld(z, f(x)) + d(y, f(y)));

(23) d(f(z), f(y)) < cld(z, f(y)) + d(y, f())].

Atunci:

m
(1) f are un unic punct fix x* € ﬂ A;, dar girul iteratelor Picard (zy)nen dat de (1.3.1)
i=1

m
converge catre x* pornind de la orice punct xg € U A;.
i=1
(2) au loc urmatoarele estimari:

)\n

1-A

d(xp,x*) < d(xg,x1), n > 0;

A
d(l‘n+1,x*) < ﬁd(xmxwrl), n > 0;

(3) rata de convergentd a sirului iteratelor Picard este datd de:

d(xp,x*) < Md(zp-1,2%), n>1
b c
de A\ = —_— ).
unde ma‘x{a,l_b,l_c}
Pacurar si Rus au enuntat in [44] o teorema de punct fix pentru -contractii ciclice.

Definition 2.1.2. (Pacurar, Rus [44]) Fie (X, d) un spatiu metric, m un numar natural nenul,
Al,...,An € Py(X),Y € P(X) si f:Y — Y un operator. Daca

m

(i) U A; este o reprezentare ciclica a lui Y in raport cu f;
i=1

(ii) exista o functie de comparatie ¢ : R; — R astfel incat

d(f(z), f(y)) < e(d(z,y)),

pentru orice z € A;, y € A;11, 1 <i < m, unde A, 11 = A1, atunci f este o ¢-contractie ciclica.

Theorem 2.1.3. [44] Fie (X,d) un spatiu metric complet, m un numdr natural nenul,
Al ..., Am € Py(X), Y € P(X), fie o : Ry — Ry o functie de comparatie-(c), si f : Y — Y
un operator. Presupunem cad:

m

(i) U A; este o reprezentare ciclicd a lui Y in raport cu f;
i=1
(ii) f este o p-contractie ciclica.

Atunci: .
(1) f are un unic punct fiz z* € ﬂ A;, iar girul iteratelor Picard (zp)nen dat de (1.3.1)

=1
converge catre x* pornind de la orice punct xg € Y;

(2) au loc urmatoarele estimari:

A, 2*) < s(¢"(d(x0,1))), n > L;
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d(!En,fL'*) < S(d(zvnal'nJrl))a n > 1;

(3) pentru orice x € Y:
d(x,x) < s(d(z, f(x))),
unde s este dat de (1.2.1) in Lemma 1.2.5.

In continuare vom introduce notiunea de y-contractie ciclica de tip Ciri¢.

Definition 2.1.4. (Magdag [33]) Fie (X,d) un spatiu metric, ¥ € P(X), f : ¥ — Y un
operator, m € N*, A;,..., Ay, € Py(X). Daca

m
(i) U A; este o reprezentare ciclicd a lui Y in raport cu f;
i=1
(ii) exista o functie de comparatie tare ¢ : Ry — R astfel incat

d(f(z), f(y) < o(M(z,y)),

pentru orice z € A;, y € Aj11, 1 <i < m,unde A,,11 = Ay si M(x,y) este dat de (1.3.2), atunci
f se numeste @-contractie ciclica de tip Ciri¢.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este teorema urmatoare care generalizeaza rezultate
similare pentru operatori de tip Cirié (vezi Petrusel [52], Rhoades [66]), in cazul unei conditii
ciclice (vezi Petric [47]). De asemenea, teoorema urmatoare generalizeaza Teorema 2.1.1 si Teo-
rema 2.1.3.

In cele ce urmeazi vom prezenta un studiu extins al acestei teoreme, studiu ce contine
dependenta de date, bine-punerea problemei de punct fix, proprietatea de umbrire la limita si
siruri de operatori si puncte fixe.

Theorem 2.1.5. (Magdas [33])
Fie (X, d) un spatiu metric complet, m € N*, Ay,... A, € Py(X),Y € P(X), p: Ry - Ry
m

o functie de comparatie tare si f 'Y — Y un operator astfel incat U A; este o reprezentare
i=1
ciclicd a lui'Y in raport cu f. Dacd f este o w-contractie ciclicd de tip Ciri¢ atunci:

m
(1) f are un punct fix unic =* € ﬂ A;, tar girul iteratelor Picard (zy)n>0 dat de (1.3.1)
i=1
converge catre x* pornind de la orice punct xg € Y

(2) au loc urmatoarele estimari:
d(n, %) < s(@"(d(20,71))), n = 0;

d(fcnaw*) < S(d(xnaxn—i-l))v n 2> 0;

(3) pentru orice x €Y,
d(z, z%) < s(d(z, f(x))),
unde s este dat de (1.2.1) in Lema 1.2.5;

oo
(4) Z d(xn, Tnt1) < 00, i.e., [ este un operator Picard bun;

n=0

oo
(5) Zd(xn, x¥) < 00, i.e., f este un operator Picard special.
n=0

Remark 2.1.6. Pentru un rezultat asemanator obtinut printr-o metoda diferita, referitor la
existenta si unicitatea punctului fix, mentionam lucrarea [27]. Rezultatele noastre extind rezul-
tatul mai sus mentionat la un studiu extensiv al problemei de punct fix.
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Urmatorul rezultat reprezinta proprietatea de bine-punere a problemei de punct fix. Pentru
conceptul de bine-punere a problemelor de punct fix vezi Reich, Zaslavski [65].

Theorem 2.1.7. (Magdas [33]) Fie f : Y — Y wun operator ca in Teorema 2.1.5. Atunci
problema de punct fiz pentru f este bine-pusd, adicd, presupundnd cd existd z, € Y, n € N
astfel incat

d(zn, f(zn)) = 0 cand n — oo,

aceasta implica

Zn — T cdnd n — oo,
unde Fy = {x*}.

Theorem 2.1.8. (Magdas [33]) Fie f : Y — Y wun operator ca in Teorema 2.1.5 si g: Y —Y
astfel incat:

(i) g are cel putin un punct fiv x; € Fy;

(1) exista n > 0 astfel incat

d(f(x),g9(z)) <mn, pentru orice z €Y.

Atunci d(z},zy) < s(n), unde Fy = {x}} si s este definit in Lema 1.2.5.

Theorem 2.1.9. (Magdas [33]) Fie f : Y — Y un operator ca in Teorema 2.1.5 i fn,: Y =Y,
n € N astfel incat:

(i) pentru orice n € N exista x;, € Fy, ;

(i1) (fn)nen converge uniform catre f.
Atunci x;, — x* cand n — oo, unde Fy = {z*}.

Urmatorul rezultat este o teorema de tip Maia pentru contractii generalizate de tip Ciri¢
definite pe reprezentari ciclice.

Theorem 2.1.10. (Magdas [33]) Fie X o multime nevida, d si p doud metrici pe X, m un
numar natural nenul, Ay, ..., Ap € Py(X),Y € P(X) si f:Y — Y un operator.

Presupunem ca:

(i) exista ¢ > 0 astfel incat d(x,y) < c- p(x,y), pentru orice z,y € Y;

(ii) (Y,d) este un spatiuv metric complet;

(iii) f:(Y,d) — (Y,d) este continuu;

(iv) f:(Y,p) = (Y,p) este o p-contractie ciclicd de tip Ciric.

m
Atunci f are un unic punct fir x* € m A;, tar girul iteratelor Picard (xn)nen dat de (1.3.1)

i=1
converge catre x* pornind de la orice punct rg € Y.

Remark 2.1.11. Este o problema deschisa sagasim conditii in care operatorul f : ¥ — Y
definit ca in Teorema 2.1.5 are proprietatea de stabilitate a lui Ostrowski: daca Fy = {z*} si
pentru orice sir (z,)npen C Y, cu proprietatea d(z,+1, f(z,)) — 0 cdnd n — oo, avem

zZn — xF as n — oo.
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2.2 Teoreme de tip Perov pentru
contractii ciclice

Scopul acestei sectiuni este demonstrarea unei teoreme de punct fix de tip Perov pentru contractii
ciclice definite pe spatii metrice generalizate complete. Ca aplicatii, vom studia existenta, unic-
itatea si aproximarea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de tip Fredholm, precum si
fenomenul dependentei continue a sistemului dat. De asemenea, vom studia existenta si unici-
tatea solutiei unui sistem de ecuatii integrale de tip Volterra.

Matricele convergente la zero au fost utilizate de Perov gi Kibenko [45] pentru a generaliza
principiul contractiilor la cazul spatiilor metrice vectoriale.

Theorem 2.2.1. (Varga [79], Rus, A. Petrusel, G. Petrusel [70])
Fie S € M,(R,). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) S este o matrice convergentd la zero, adicd S*¥ — 0 as k — +o0;
(ii) Sk — 0 cand k — +o0, ¥ & € RP;
(111) I, — S este nesingulara si

(I,—S) '=I,+S+5*+... (2.2.1)

(iv) I, — S este nesingulard si (I, — S)~' are elemente pozitive;
(v) A € C, det(S — M) = 0 implica |\ < 1.

Definition 2.2.2. (Rus, A. Petrusel, G. Petrusel [70]) Fie (X, d) un spatiu metriccud : X xX —
]RZ_’F o metrica generalizata in sens Perov gi f : X — X. Operatorul f se numeste S-contractie
daca existd o matrice S € M, (R ) astfel incat:

(i) S este o matrice convergenta la zero;

(i) d(f(2), () < Sd(z,y), ¥ 7,y € X.

Theorem 2.2.3. (Perov, Kibenko [45]) Fie (X, d) un spatiu metric complet cud : X x X — R
0 metrica generalizata in sens Perov si f : X — X o S-contractie. Atunci:

(i) f are un unic punct fir * € X;

(i3) f*(z) L 2% cind k — +o0, pentru orice © € X;

(iii) d(f*(z),z*) < S*(I, — S)~td(z, f(z)), pentru orice v € X si k € N;

(iv) d(x,z*) < (I, — S)td(z, f(x)) pentru orice x € X.

We recall the following notion, introduced in [36], suggested by the considerations in [29)].

Definition 2.2.4. (Magdas [36]) Fie (X,d) un spatiu metric cu d : X x X — RE o metrica
generalizata in sens Perov, Aq,..., Ay, € Py(X) i f : X — X un operator. Daca:

m
(1) U A; este o reprezentare ciclica a lui X in raport cu f;
i=1
(ii) exista o matrice S € M,(R) convergenta la zero astfel incat

d(f(x), f(y)) <S-d(x,y), pentru orice x € A;, y € A;j11, unde Ap,y1 = Ay,

atunci, prin definitie, spunem ca f este o S-contractie ciclica.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatoarea teorema care generalizeaza Teorema
de punct fix a lui Perov 2.2.3, In spatii metrice vectoriale.
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Theorem 2.2.5. (Magdas [36]) Fie (X,d) un spatiu metric cu d : X x X — RE o metrica
generalizatd in sens Perov, A1, Ao, ..., Ay, € Py(X). Daca f: X — X este S-contractie ciclica
atunci au loc urmadatoarele afirmatii:

(1) f are un punct fix unic x* € ﬂ A;, tar sirul iteratelor Picard (zy)nen dat de
=1

Tp = f(l'n—l), n>1,

converge catre x* pornind de la orice punct xg € X;
(2) au loc urmatoarele estimari:

d(zp, x*) < S™(I, — S)td(wo, 1), n > 1; (2.2.2)
d(zn, z*) < (I, — ) td(2n, Tni1), n > 1; (2.2.3)

(8) pentru orice x € X,
Az, %) < (I, - 8)"\d(z, f(2)) (2.2.4)

Concluziile Teoremei 2.2.5 sunt utile in studiul dependentei de date si al bine-punerii prob-
lemei de punct fix pentru o S-contractie ciclica.

Theorem 2.2.6. (Magdas [36]) Fie f: X — X un operator ca in Teorema 2.2.5 cu Fy = {z}}.
Fie g: X — X un operator astfel incat:

(i) g are cel putin un punct fiv zy;

(i) exista n > 0 astfel incat

d(f(x),g(x)) <n, pentru orice v € X.
Atunci d(z}, zy) < n(lp — S)~L.

Theorem 2.2.7. (Magdas [36]) Fie f: X — X un operator ca in Teorema 2.2.5.
Atunci problema de punct fix pentru f este bine-pusa, adicd, presupundnd cd existd z, € X,
n € N astfel incat d(zp, f(z,)) = 0, cand n — oo, aceasta implica z, — x*, cand n — oo, unde

Fp={z*}.

In continuare vom aplica rezultatele din Teorema 2.2.5 la studiul existentei si al unicitatii
solutiilor urmatorului sistem de ecuatii integrale de tip Fredholm:

b
wl(t)—/ G1(t,8)fi(s,xz1(s),z2(s))ds
¢ , t € la,b] (2.2.5)

b
xg(t):/ Ga(t, s) fa(s,x1(s),z2(s))ds
unde a,b € R, a < b,
G1,G2 € C([a,b] x [a,b], ]0,0)),
fl,fg S C’([a, b] x R x R).

Theorem 2.2.8. (Magdas [36]) Presupunem ca:
(i) exista ag, Br € Cla,b], mg, My € Rymy < ag(t) < Br(t) < My, pentru orice t € [a,b],
astfel incat pentru k € {1,2},

b
axlt) < [ Gut:5) (s, 51 (), Bals))ds
“ , pentru orice t € [a,b]. (2.2.6)

b
Bu(t) > / Gilt, 5) fi(s, an(s), an(s))ds
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(ii) existd ai, by, a2,by € Ry astfel incat

|fi1(s,ur,u2) — fi(s, v, v2)| < ailur — vi| + agluz — vol, 2.2.7)
| fa(s,u1, u2) — fa(s, vi,v2)| < bilur — vi| + bo|ug — v,

pentru orice s € [a,b] and ug, v € R, cu

up < M, (O
sau pentru k € {1,2};
Vg > My, v < Mk

b
(11i) sup / Gi(t,s)ds <1 for k € {1,2};
tefa,b] Ja

(iv) fi este descrescatoare in fiecare din ultimele doud variabile, adicd,
u, ug,v1,v2 € Ry up <wr,y ug <vp = fiyl(s,u,v) > fis, uz,v2),

pentru orice s € [a,b] si k € {1,2};
ap a
b1 b
Atunci sistemul (2.2.5) are o solutie unicd

z* = (27, 23) € C([a,b],R?), cu oy < x} < By, pentru k € {1,2}.

Aceasta solutie poate fi obfinutda prin metoda aproximatiilor succesive, pornind de la orice

(v) matricea S = converge la zero.

element 2° € C([a, b], R?). Mai mult, dacd ™ este a n-a aprozimatie successivd, atunci are loc
urmdtoarea estimare:
lo* = 2| < 8™ (I — §) |2 — &,

|5Ul|oo )
=] = i |zfoo = max |z(t)].

|x2|oo tela,b]

unde

In continuare vom studia fenomenul de dependenta continua pentru sistemul (2.2.5).
Consideram sistemul perturbat de ecuatii integrale

b
m@ﬁ=/1ﬂ@£mﬂ&w®%m@»%
a (2.2.8)

b
m@)z/"Hxa@m@wm@waMS
unde
Hy, Hs € C(ja,b] x [a,],[0,00)), g1,92 € C([a,b] x R x R).

Theorem 2.2.9. (Magdas [36]) Presupunem ca sunt satisfacute conditiile din Teorema 2.2.5 si
notam cu x* solutia unicd a sistemului de ecuatii integrale (2.2.5).
Dacd y* € C([a,b],R?) este o solutie a sistemului perturbat de ecuatii integrale (2.2.8) si

b
sup / Hi(t,s)ds <1,
telab] Ja

atunct avem urmatoarea estimare:
2% — y*|lge < (2 = S) " (n+ 7). (2.2.9)

unde n = (n1,m2), T = (11,72) $i
{7m=&mﬂﬁ$mwﬂlsewﬁhwv€RL

pentru k € {1,2}.
Tk = Sup{|gk(57uvv)| | s € [avb]a u,v € R})
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Remark 2.2.10. Rezultate similare pot fi obtinute pentru un sistem de ecuatii integrale de tip
Volterra utilizand norma Bielecki. De exemplu, avem urmatorul rezultat.

Theorem 2.2.11. Considerand urmdatorul sistem de ecuatii integrale de tip Volterra:

xl(t)—/ G (t, 8) f1 (5, 21(s), wa(s))ds
¢ , t € [a,b], (2.2.10)

t
wg(t):/ Ga(t,s) fa(s,x1(s),z2(s))ds
unde a,b € R, a < b,
GlaG2 € C([aa b} X [av b]? [0,00)),
fl,fg S C’([a, b] x R x R),

presupunem ca:
(i) exista ay, B € Cla,b], mg, My € Rymy, < ag(t) < Bi(t) < My, pentru orice t € [a,b],
astfel incat pentru k € {1,2},

t
ault) < [ Gult ) uls, 5a(5). Bl ds
. , pentru orice t € [a,b]. (2.2.11)

¢
50> [ Gult.s) (s, (s).aa(s)ds
(i1) existd ayi,bi,as, by € Ry astfel incat

[f1(s,ur,u2) — fi(s,v1,02) < arfur — 1] + aglug — val, (2.2.12)
|f2(S,U1,U2) — f2(571}1,v2)| < bl|’LL1 — Ul‘ +b2|’LL2 - U2’a

pentru orice s € [a,b] $i ug,vp € R, cu

up < M, up = My,
sau pentru k € {1,2};
Uk = My, vk < My,

(iii) fi este descrescatoare in fiecare din ultimele doud variabile, adica,
uy,uz,v1,v2 € R, up <wi, uz <2 = fi(s,u,v) > fi(s, u2,v2),

pentru orice s € [a,b], si k € {1,2}.
Atunci sistemul (2.2.10) are o unicd solutie
z* = (27, 23) € C([a,b],R?), cu oy < x} < By, pentru k € {1,2}.
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2.3 Teoreme de punct fix cuplat pentru
operatori univoci ciclici contractivi

Scopul acestei sectiuni este studiul urmatoarei probleme de punct fix cuplat pentru operatori
univoci ciclici contractivi:

Daca (X, d) este un spatiu metric, A, B € P(X), F : X x X — X este un operator univoc
care satisface conditia de ciclicitate F(A x B) C B, F (B x A) C A, atunci ne intereseaza sa
gasim (z*,y*) € X x X astfel incat

(2.3.1)

Perechea (z*,y*) se numeste punct fix cuplat al operatorului univoc F' : X x X — X. Daca
x* = y* atunci x* se numeste punct fix cuplat tare al lui F.

Abordarea se bazeaza pe rezultate de punct fix pentru operatori corespunzatori generati de
problema initiala.

Primul obiectiv al sectiunii este de a generaliza Teorema 1.5.9, Teorema 1.5.11, Teorema
1.5.13 i Teorema 1.5.15, slabind conditia contractiva. De asemenea, se poate observa ca pre-
supunerea A N B # () din Teorema 1.5.9 si Teorema 1.5.15 nu este necesara. Vom demonstra,
de asemenea, unicitatea punctului fix cuplat tare si vom da o metoda iterativa de aproximare a
punctului fix cuplat. Pe de alta parte, sunt studiate anumite proprietati calitative ale multimii
de puncte fixe cuplate ca: dependenta de date, stabilitatea Ulam-Hyers generalizata si bine-
punerea problemei. Abordarea noastra se bazeaza pe urmaéatoarea idee inspirata din rezultatele
lui A. Petrusel in [55]: vom transforma problema de punct fix cuplat intr-o problema de punct fix
pentru un operator corespunzator definit pe un produs cartezian al spatiului. Folosind aceasta
metoda, multe rezultate de punct fix cuplat se pot obtine utilizand teoreme clasice de punct fix.

Vom introduce urmatorul concept.

Definition 2.3.1. (Magdas [35])

Fie (X,d) un spatiu metric, A,B € Py(X), Y = AUB si ¢ : Ry — R4 o functie de
comparatie tare. Prin definitie, un operator F' : Y X Y — Y se numeste p-contractie ciclica
cuplata de tip Ciri¢ daci au loc urmitoarele afirmatii:

(i) F este ciclic in raport cu A and B;

(i)

d(F(z,y), F(u,v)) < o(M(z,v,y,u)), (2.3.2)

pentru orice x,v € A si y,u € B, unde

M (z,v,y,u) = max {d(:(: w),d(v,y),d(x, F(x,y)),d(u, F(u,v)),d(v, F(v,u)),

Ay, Fly, ), 5ld(, Flu,0) + du, Flz,p))],
Sty F(v,)) +do, F(y, )]}

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatoarea teorema care generalizeaza Teorema
1.5.9, Teorema 1.5.11, Teorema 1.5.13 gi Teorema 1.5.15.

Theorem 2.3.2. (Magdas [35]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, A, B € Py(X),Y = AUB
st F:Y XY =Y o p-contractie ciclica cuplatd de tip Cirié. Atunci:
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(1) F are un unic punct fiz cuplat tare z* € AN B;
(2) pentru orice (xo,y0) € A X B, exista un $ir ((Xn,Yn))neny C X x X definit prin

{ Tn = F(yn—lamn—l)

Yn = F(xn—layn—l)

, pentrun > 1,

care converge spre (z*,x*);
(3) urmatoarea estimare are loc pentru orice n € N:

max{d(zn, z*), d(yn, z*)} < s(¢" (max{d(zo, F'(z0, y0)), d(¥0, F' (40, %0))})),
max{d(zy, "), d(yn, %)} < s(max{d(zn, Tn+1), d(Yn, Yn+1)});

(4) pentru orice x,y € Y, d(x,2*) < s(max{d(x, F(z,y)),d(y, F(y,2))}),
unde s este data de Lema 1.2.5.

Example 2.3.3. (Magdas [35]) Fie X = R, d(z,y) = |z — y|, pentru orice z,y € R,

A=1[0,2,B=1[0,1Y =AUB,F:Y xY = Y, F(z,y) = ac—;3y'
Este usor de verificat faptul ca F este ciclic in raport cu A si B.
Pentru orice x,v € A si y,u € B,
rz+3y u+ v
A(F(,y), Flu,v)) = |52 = 25
AT y—v’
B ) 9 T3
1 10
< 5@ —w+ 5y )|
_1‘ B v+3u+y+3x —v‘
—3YT T 9
1
< g(‘y - F(U,U)‘ + "U - F(y,l’)’)
2 1
< 2 3 ldly, Fo,w) + d(v, Fy,2))]
Atunci F' o p-contractie ciclica cuplata de tip Cirié, unde p(t) = % - .

Ipoteza din Theorem 2.3.2 este indeplinita, deci prin Theorem 2.3.2, F' are un unic punct
cuplat tare z* € AN B. Prin calcul obtinem ca:

Fx*,z*)=a" < 2" =0.
Urmatoarea teorema da proprietatea de bine-punere pentru problema de punct fix cuplat.

Theorem 2.3.4. (Magdas [35]) Fie F : Y XY — Y un operator ca in Theorem 2.3.2. Atunci
problema de punct fix cuplat este bine pusa, adica, daca exista un gir ((ap,bp))ney C Y XY
astfel incat

as n — 0o,

d(an, F(an,by)) — 0
{ d(by, F(bp,ay)) — 0

atunci a, — x* i by, = x*, cand n — oco.

Pentru problema de dependenta a datelor avem urmatorul rezultat.
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Theorem 2.3.5. (Magdas [35]) Fie F' : Y xY — Y wun operator ca in Theorem 2.53.2. Fie
G:Y XY =Y astfel incat:

(i) G are cel putin un punct fix cuplat x¢;

(i1) exista n > 0 astfel incdt

d(F(z,z),G(x,x)) <n, pentru orice xz €Y.

Atunci d(xp, v5) < s(n), unde x3, este unicul punct fix cuplat tare al lui F' i

s(t) =) ¢ (t), t Ry

k=0
Theorem 2.3.6. (Magdas [35]) Fie F' : Y xY — Y un operator ca in Theorem 2.3.2 si
F,:Y XY =Y, néeN, astfel incat:
(i) pentru orice n € N existd un punct fiz cuplat tare 7, al lui F),;

(i1) (Fp)nen converge uniform spre F.

Atunci lim z, = x*, unde x* este unicul punct fix cuplat tare al lui F.
n—o0

Vom discuta stabilitatea Ulam-Hyers generalizata pentru problema de punct fix cuplat core-

spunzatoare unui operator ciclic.
Definition 2.3.7. (Magdas [35]) Fie (X, d) un spatiu metric, Y € P(X)silet F: Y xY =Y
un operator. Problema de punct fix cuplat
F(z,y) ==
{ Fy,z) =y

se numeste stabila in sens Ulam-Hyers generalizat daca exista ¢ : R, — R, crescatoare, continua

,T,y€eyY (2.3.3)

in 0 si ¢(0) = 0 astfel incat pentru orice €1 > 0,9 > 0 si pentru orice solutie (z,y) €Y x Y a
sistemului

{ d(x,F(x,y)) <e
d(y,F(y,l‘)) < €

exista o solutie (z*,y*) a problemei de punct fix cuplat astfel incat

{ d(z,z*) < (e)
d(y,y*) < ¥(e)

, unde ¢ = max {e1,e2}.

In particular, daca =* = y*, atunci avem stabilitatea Ulam-Hyers generalizata pentru problema
de punct fix cuplat F(z,z) = x,z € Y.

Theorem 2.3.8. (Magdas [35]) Presupunem ca au loc toate ipotezele din Theorem 2.3.2. Atunci
problema de punct fix cuplat (2.3.3) este stabila jn sens Ulam-Hyers generalizat.

Aplicam rezultatele date In Theorem 2.3.2 pentru studiul existentei si unicitatii solutiei

urmatorului sistem de ecuatii integrale:

b
o(t) = [ Glt.5)1(s.a()y(5)ds
¢ , t €a,b] (2.3.4)

b
y(t) = / G(t, 5)f (s, y(s), 2(s))ds
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unde a,b € R, a < b,
G € C([a,b] x [a,b],[0,00)),

feC(a,b] xR xR).

Theorem 2.3.9. (Magdas [35]) Presupiunem ca:
(i) exista o, B € Cla,b], cu a(t) < S(t), pentru orice t € [a,b], astfel incat

b
a(t)g/ G(t,s)f(s,B(s),a(s))ds

) pentru orice t € |a, bl; (2.3.5)
5(0) = [ G(t.)f(s.a(s), 8(s)ds

(i1) exista o functie de comparatie tare ¢ : Ry — Ry astfel incat

| (s, u1, u) = f(s,01,02)] < p(max{fuy — 1], [ug — val}),

pentru orice s € [a,b] $i ui,u2,v1,v2 € R;

b
(i11) sup / G(t,s)ds < 1;
| Ja

tela,b
(i) f(s,-, y) este monoton descrescatoare pentru orice s € [a,b] si orice y € R;

(v) f(s,x,- ) este monoton crescatoare pentru orice s € [a,b] si orice x € R.
Atunci sistemul (2.8.4) are o solutie unicd (z*,z*) € C([a,b],R?), cu a < x* < 3.

Definition 2.3.10. (Magdas [35]) Sistemul (2.3.4) se spune ca este stabil in sens Ulam-Hyers
generalizat daca exista ¢ : Ry — Ry crescatoare, continua in 0 si 1(0) = 0 astfel incat pentru
orice g1 > 0,9 > 0 si pentru orice solutie (z,y) € C([a,b],R?), a sistemului

b
j(t) - / G(t, 5)f (s, 2(5), y(s))ds]| < e1

b
) = [ Gt 790 a(s))ds| < 2
exista o solutie (x*,y*) € C([a, b], R?) a sistemului (2.3.4) astfel incat pentru orice t € [a, b,

{ |2(t) — z*(t)| < (e)
ly(t) —y* ()| < P(e)

, unde ¢ = max {e1,e2} .

Theorem 2.3.11. (Magdas [35]) Presupunem cd au loc ipotezele din Theorem 2.3.9.
Atunci sistemul (2.3.4) este stabil in sens Ulam-Hyers generalizat.

Similar abordarii din Theorem 2.2.11, daca se considera urmatorul sistem de ecuatii integrale
de tip Volterra:

x(t) = / £(5,5(5),y(s))ds
¢ , t € [a,b], (2.3.6)

y(t) = / £(5,9(s), 2(s))ds

unde a,b € R, a < b, f € C([a,b] x R x R), atunci un rezultat de existenta si unicitate poate fi
obtinut lucrand cu o norma de tip Bielecki.
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Mai exact, consideram Cfa, b] dotata cu urmatoarea norma de tip Bielecki

2|5 = max (Jz(t)]e 79, 7 > 0.
te(a,b]

Atunci (Cla,b],| - |B) este un spatiu Banach.
Theorem 2.3.12. Consideram sistemul (2.5.6). Presupunem cd:

(1) exista o, B € Cla,b], cu a(t) < B(t), pentru orice t € [a,b], astfel incdt

a(t) < / £(5,(5), a(s))ds

, for any t € [a, b];

B(t) > / £(s,0(s), B(s))ds

(1i) exista o functie de comparatie tare ¢ : Ry — Ry care are proprietatile:
(i), existd M > eP=® astfel incdt pentru orice q € (1, M) sit > 0,

e(qt) < q-o(t);
(1), pentru orice s € [a,b] §i ui,uz,v1,v2 € R,

|f (s, u1, u) = f(s, 01, 02)] < p(max{fur —v1], lug — v2[});

(i1i) f(s,-, y) este monoton descrescatoare pentru orice s € [a,b] si orice y € R;
() f(s,z,- ) este monoton crescatoare pentru orice y s € [a,b] si orice x € R.
Atunci sistemul (2.5.6) are o solutie unicd (z*,z*) € C([a,b],R?), cu a < 2* < 3.
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Chapter 3

Contractii generalizate multivoce
definite pe reprezentari ciclice

In acest capitol sunt prezentate rezultate de teoria punctului fix si ale punctului de cea mai
buna proximitate pentru operatori multivoci definiti pe reprezentari ciclice. Acest capitol este
structurat pe trei sectiuni.

Scopul primei sectiuni este de a investiga proprietati ale @-contractiilor ciclice multivoce
de tip Ciri¢. In aceasts situatie, anumiti operatori T poseda cel putin un punct fix (z € X
care satisface relatia z € T'(x)). De asemenea, sunt studiate dependenta de date si stabilitatea
Ulam-Hyers generalizatd a incluziunii x € T'(x).

Contributiile originale din prima sectiune sunt urmatoarele:

e Teorema 3.1.4 este rezultatul principal al acestei sectiuni, o extindere a altor rezultate de
punct fix pentru operatori multivoci contractivi definiti pe reprezentari ciclice ale spatiului (vezi
de exemplu Teorema 3.1.6);

e Teorema 3.1.8 este un rezultat referitor la dependenta de date a punctului fix;

e Teorema 3.1.9 studiaza stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a problemei de punct fix.

Rezultatele prezentate in prima sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: Magdas [34].

Scopul cele de a doua sectiuni este de a studia existenta solutiilor si stabilitatea Ulam-Hyers
generalizata a problemei celei mai bune proximitati pentru operatori multivoci ciclici de tip
Cirié.

Contributiile originale din a doua sectiune sunt urmatoarele:

e Teorema 3.2.4, primul rezultat principal al acestei sectiuni, extinde Teorema 1.4.5 (Suzuki,
Kikkawa, Vetro, [77]) si Teorema 1.4.6 (Neammanee, Kaewkhao [42]) pentru cazul operatorilor
multivoci ciclici de tip Ciri¢ care iau valori proximinale, in contextul spatiilor metrice cu pro-
prietatea UC;

e Teorema 3.2.8, al doilea rezultat important al acestei sectiuni, demonstreaza ca daca ¢
este o functie subaditiva de comparatie tare, atunci conditia ca un operator multivoc sa ia valori
proximinale poate fi eliminaté;

e Teorema 3.2.10 studiaza stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a problemei celei mai bune
proximitati pentru un operator multivoc.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdasg [37].

In a treia sectiune se studiaza problema punctului fix cuplat si problema punctului cuplat
de cea mai buna proximitate pentru operatori de tip contractie ciclica multivoca.

Contributiile originale din a treia sectiune sunt urmatoarele:

e Teorema 3.3.5 enunta un rezultat de punct fix cuplat pentru o yp-contractie ciclica cuplata
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de tip Ciri¢;

e Teorema 3.3.7 este un rezultat referitor la stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a problemei
punctului fix cuplat;

e Teorema 3.3.10 studiaza existenta punctului cuplat de cea mai buna proximitate a unui
operator multivoc ciclic cuplat de tip Ciri¢ care ia valori proximinale, in contextul spatiilor
metrice cu propietatea UC.

Rezultatele prezentate In aceastd sectiune sunt incluse in lucrarea: Magdas [35].

3.1 Un studiu al problemei de punct fix

pentru operatori multivoci de tip Ciri¢

care satisfac o conditie ciclica
Scopul acestei sectiuni este studiul proprietatilor p-contractiilor multivoce ciclice de tip Cirié.
Astfel de operatori posedd puncte fixe (r € X care satisfac incluziunea =z € T'(z)). Prin
constructia unui sir al aproximatiilor succesive ala lui T este asigurata convergenta acestui
sir la un punct fix 2* € Fp pornind de la orice punct (z,y) € Graph(T). De asemenea. sunt
studiate dependenta de date si stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a incluziunii z € T'(z).

Definition 3.1.1. (Magdas [34]) Fie (X, d) un spatiu metric, m un intreg pozitiv, Ay, ..., A, €
m

Py(X),Y = U AisiT:Y — P(Y) un operator multivoc. Daca:
i=1

m
(i) U A; este o reprezentare ciclica a lui Y in raport cu 77
i=1
(ii) exista o functie de comparatie tare ¢ : Ry — Ry astfel incat

H(T(), T(y)) <

< (madte. ). DG 7). D T0). 5D T) + DT},

pentru orice x € A;, y € A;+1, unde A1 = Ay,
atunci T' se numeste @-contractie multivoca de tip Ciri¢.

Pentru urmatoarele notiuni vezi [53], [69] si [71].

Definition 3.1.2. Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci 7 : X — P(X) se numeste operator
Picard multivoc slab (prescurtat operator MWP) daca pentru orice (z,y) € Graph(7T') exista un
Sir (zp)nen in X astfel incat:

(i) zo =z, 1 = y;

(i) xpy1 € T(zy), pentru fiecare n € N;

(iii) sirul (2, )nen este convergent si limita sa este un punct fix al lui 7.

Daca T : X — P(X) este un operator MWP, atunci definim
T : Graph(T') — P(Fr)

prin formula
T°°(z,y) := {z € Fr | exista un sir al aproximatiilor succesive
ale lui T pornind de la (x,y) care converge spre z}.
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Definition 3.1.3. (Lazar [32]) Fie (X,d) un spatiu metric si 7' : X — P(X) un operator
MWP. Atunci T se numeste operator 1-multivoc slab Picard (operator ¥»-MWP) daca functia
1 : Ry — R, este crescatoare si continua in 0 astfel incat ¢(0) = 0, si exista o selectie > a lui
T astfel incat

d(z,t™(x,y)) < ¢¥(d(x,y)), pentru orice (x,y) € Graph(T).
In particular, daca v (t) := ct, cu ¢ > 0, atunci T’ se numeste operator c-MWP (see [69]).
Principalul rezultat al acestei sectiuni este urmatoarea teorema.
Theorem 3.1.4. (Magda§ [34]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, m un intreg pozitiv,
A1, Ay, Ay € Pa(X U A, o @ Ry — R4 o functie de comparatie tare i
T:Y — Ppoz(Y) un operator multwoc. Presupunem ca:
m

i) U A; este o reprezentare ciclicd a lui'Y in raport cu T';
i=1
(ii) T este o p-contractie multivocd ciclicd de tip Ciric.
Atunci au loc urmdtoarele afirmatii:
(1) FT 7& @,’

(2) pentru fiecare (x,y) € Graph(T), existd un §ir (xn)nen al aprozimatiilor succesive ale lui
T pornind de la orice punct (z,y) € Graph(T), care converge spre un punct fix z*(x,y) ﬂ A,

prin urmare T este un operator MWP;
(3) au loc urmatoarele estimari:

d(zp, x*(x,y)) < s(™(d(x,y))), pentru orice (x,y) € Graph(T), n > 1,

d(xp, x*(,y)

) < s(d(zp, Tnt1)), pentru orice (z,y) € Graph(T), n > 1;
(4) pentru orice (x,y) € Graph(T),

d(z,z*(z,y)) < s(d(x,y)), i.e. T este un operator s-MWP,

unde s este dat prin Lemma 1.2.5;
oo
) Zd(:r:n, Tny1) < 00, i.e. T este un operator MWP bun.
n=0
Remark 3.1.5. Daca alegem ¢(t) = kt, pentru k € (0, 1), atunci avem generalizarea urmatoarei
teoreme (Teorema 2.1 in [42]), unde operatorul multivoc 7" ia valori inchise gi marginite.

Theorem 3.1.6. (Neammanee, Kaewkhao [42]) Fie A i B submultimi nevide inchise ale unui
spatiu metric (X,d). Presupunem ca T : AU B — P(X) este un operator multivoc cu valori
inchise gi marginite, care satisface conditiile:

(i) T(A) € B, T(B) C A;

(i1) exista k € (0,1) astfel incat pentru orice x € A, y € B,

H(T(x), T(y)) < kd(z,y).
Atunci T are cel putin un punct fix in AN B.

Remark 3.1.7. Daca functia tare de comparatie ¢ este subaditiva, atunci conditia de proxim-
inalitate poate fi mai putin restrictiva: valorile operatorului multivoc T' trebuie sa fie inchise.
Demonstratia se face intr-o maniera similara.
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O teorema de dependenta a datelor pentru problema data este:

Theorem 3.1.8. (Magdasg [34]) Fie T : Y — Pproz(Y) ca in Teorema 3.1.4 siU : Y — P(Y)
astfel incat:
(i) Fu # 0;

(i) exista n > 0 astfel incat
p(T(x),U(z)) <n, pentru orice xz € Y.

Atunci p(Fy, Fr) < s(n), unde s este dat de Lemma 1.2.3.

Theorem 3.1.9. (Magdas [34]) (Stabilitatea Ulam-Hyers generalizatd a incluziunii x € T(x))
FieT:Y — Ppoz(Y) ca in Theorem 3.1.4, ¢ >0 six € Y astfel incat D(z,T(z)) < e. Atunci
exista x* € Fr astfel incd d(z,x*) < s(e), unde s este dat de Lemma 1.2.5.

Remark 3.1.10. Multe probleme deschise referitoare la ¢ - contractii multivoce ciclice de tip
Ciri¢ pot fi discutate. Prezentam aici doua astfel de intrebari deschise:

1) Este problema de punct fix pentru un operator multivoc T : Y — P, (Y") care satisface
conditiile din Theorem 3.1.4 bine pusa in raport cu D 7, adica, presupunem ca exista un sir
(zn)nen C Y astfel incat

D(zp,T(z,)) — 0 cand n — oo,

rezulta ca (z,)nen converge spre un punct fix a lui 7'

2) In ce conditii operatorul T : Y — P,,0,(Y") care satisface ipotezele din Theorem 3.1.4 are
proprietatea de umbrire la limita?, adica, presupunem ca exista un gir (2, )neny C Y astfel incat
D(zp+1,T(z,)) — 0 cand n — oo, atunci exista un sir (zp)nen C Y al aproximatiilor succesive
a lui T, astfel incat d(z,, z,) — 0 cand n — oo.

3.2 Teoreme de cea mai buna proximitate
pentru operatori multivoci
Scopul acestei sectiuni este de a studia existenta solutiilor si stabilitatea Ulam-Hyers generalizata
a urmatoarei probleme de cea mai buna proximitate pentru un operator ciclic multivoc:
Daca (X,d) este un spatiu metric, A,B € P(X), T : AUB — P(X) este un operator
multivoc care satisface conditia ciclica T'(A) C B, T(B) C A, atunci ne intereseaza sa gasim

x* € AU B astfel incat D(z*,T(2*)) = D(A, B). (3.2.1)

x* se numesgte punct de cea mai buna proximitate a lui 7'.

Conceptul de operator multivoc ciclic de tip Ciri¢ este urmétorul.

Definition 3.2.1. (Magdas [37]) Fie (X, d) un spatiu metric, A, B € P(X),siT : AUB — P(X)
un operator multivoc. Daca:
(i) T(A) € B,T(B) C A
(ii) atunci exista o functie de comparatie ¢ : Ry — R, astfel incat pentru orice x € A,
y € B,
H(T(x),T(y)) < o(M(x,) — D(A, B)) + D(A, B),
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unde

1

M) =max{ d(a,), Dl T(e)), DA T(), 510G T(0) + Dl TN}

atunci T' se numeste operator multivoc ciclic de tip Cirié.

Example 3.2.2. Urmatorii operatori sunt operatori multivoci ciclici de tipéirié:

(1) O contractie multivoca ciclica (vezi [42]) i.e. operator ciclic multivoc T : AUB — P(X)
care satisface conditia:

exista k € (0, 1) astfel incat pentru orice x € A, y € B,

H(T(z),T(y)) < kd(z,y) + (1 = k)D(A, B).

(2) Un operator multivoc ciclic T': AU B — P(X) care satisface o conditie de tip Kannan
(pentru cazul univoc vezi [48]):

atunci exista k € (0, %) astfel incat pentru orice x € A, y € B,
H(T(z), T(y)) < k(D(z,T(x)) + D(y, T(y))) + (1 — 2k) D(A, B).

(3) Un operator multivoc ciclic T': AU B — P(X) care satisface o conditie de tip Bianchini
(pentru cazul univoc vezi [49]):
atunci exista k € (0, 1) astfel incat pentru orice x € A, y € B,

H(T(x), T(y)) < k-max{D(x,T(x)), D(y,T(y))} + (1 — k) D(A, B).
Urmaétoarea lema va fi utilizata pentru demonstrarea rezultatelor noastre.

Lemma 3.2.3. [42] Fie (A, B) o pereche de submultimi nevide ale unui spatiuv metric (X, d),
care satisface proprietatea UC, si fie un $ir (xn)nen tn A. Daca exista un §ir (Yn)nen in B
astfel incat d(xy, yn) = D(A, B) si d(xn+1,Yyn) — D(A, B), atunci (x,)nen este un sir Cauchy.

Primul nostru rezultat principal extinde Theorem 1.4.5 la un operator multivoc ciclic de tip
Ciri¢ intr-un spatiu metric avand proprietatea UC. Mai mult decat atat, el extinde Theorem
1.4.6 la cazul operatorului multivoc ciclic de tip Ciri¢ care ia valori proximinale.

Theorem 3.2.4. (Magdas [37])

Fie (X,d) un spatiu metric complet, A € Py(X),B € P(X), astfel incat (A, B) satisface
proprietatea UC. Daca T : AU B — Py, (X) este un operator multivoc ciclic de tip C’iric’,
atunci au loc urmatoarele rezultate:

(i) T are un punct de cea mai bund proximitate x% € A;

(ii) exista un §ir (xp)pneN cu xo € A §i Tpy1 € T(xy) astfel incdt (x2,)neN converge spre

Remark 3.2.5. Daca in Teorema 3.2.4 D(A, B) = 0, atunci obtinem un rezultat de punct fix
similar cu Teorema 3.1.4 pentru m = 2.

Theorem 3.2.6. (Magdas [37])

Fiet (X,d) un spatiu metric complet, A, B € P,(X), astfel incat perechile (A, B) si (B, A)
satisfac proprietatea UC. Fiet T : AU B — Ppror(X) un operator multivoc. Atunci au loc
urmatoarele rezultate:

(i) daca T este un operator multivoc ciclic de tip C’z’m’c’, atunci T are cel pufin un punct de
cea mai bund proximitate in A si cel pufin un punct de cea mai bund proximitate in B;
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(ii) Daca T satisface urmatoarele conditii mai puternice:
pentru orice x € A, y € B,

6(T(x),T(y)) < (M (z,y) — D(A, B)) + D(A, B),

atunci exista un punct de cea mai buna proximitate x% € A si un punct de cea mai bund

prozimitate vp € B astfel incat:
d(z?y,xp) <sup{t>0|t—p(t) <3D(A,B)}.

Corollary 3.2.7. (Magdasg [37]) Fie X un spatiu Banach uniform convex, A, B € Py ,(X) si
T:AUB — Py (X) un operator multivoc. Atunci au loc urmatoarele rezultate:

(i) daca T este un operator multivoc ciclic de tip C’im’c’, atunct T are cel pufin un punct de
cea mai bunproximitate in A si cel putin un punct de cea mai bund prorimitate in B;

(i) Daca T satisface urmatoarele conditii mai puternice:

pentru orice x € A, y € B,

6(T(x),T(y)) < p(M(x,y) — D(A, B)) + D(4, B),

atunci exista un punct de cea mai bunda proximitate x% € A si un punct de cea mai bund
proximitate in xp € B astfel incat:

[ — 2Bl < sup{t = 0[t—p(t) <3D(A,B)}.

Daca, in Theorem 3.2.6, ¢ este o functie de comparatie tare, atunci conditia ca un operator
multivoc sa ia valori proximinale poate fi eliminata. Mai exact, se obtine al doilea rezultat

important, dupa cum urmeaza.

Theorem 3.2.8. (Magdas [37]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, A, B € P,y(X), astfel incdt
(A, B) satisface proprietatea UC. Daca T : AU B — P(X) este un operator multivoc ciclic de
tip Cirié, cu o functie de comparatie tare ¢, atunci au loc urmadatoarele rezultate:

(1) T are un punct de cea mai bund proximitate % € A;

(ii) atunci existun §ir (Tn)neN U Tnt1 € T(xy,) pornind de la un punct arbitrar (xo,x1) €

Graph(T'), astfel incat (x2,)neN converge la 7.

In cele ce urmeazi vom defini si studia stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a problemei de
cea mai buna proximitate (3.2.1) pentru un operator multivoc ciclic.

Definition 3.2.9. (Magdas [37]) Fie (X, d) un spatiu metric complet si fie A, B € P(X).

Fie T: AU B — P(X) un operator multivoc care satisface conditia de ciclicitate

T(A) C B,T(B) C A. Spunem ca problema de cea mai buna proximitate (3.2.1) este stabila in
sens Ulam-Hyers generalizat daca exista ¢ : Ry — R, crescatoare, continua in 0, cu (0) = 0
si exista ¢ > 0 astfel incat pentru orice € > 0 gi x € B cu

D(z,T(x)) < =+ D(A, B),
atunci exista o solutie 2% € A a problemei (3.2.1) astfel incat:

Rezultatul nostru de stabilitate este urmatorul.
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Theorem 3.2.10. (Magdas [37]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, A € Py(X),B € P(X),
astfel incat (A, B) satisface proprietatea UC si ¢ o functie de comparatie. Fie T : AU B —
Pproz(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

(1) T(A) C B,T(B) C A;

(1) pentru orice x € A, y € B,

0(T(x), T(y)) < p(max{D(x, T(x)), D(y, T(y))} — D(A, B)) + D(A, B)

Atunci problema celei mai bune proximitati (3.2.1) este stabila in sens Ulam-Hyers generalizat.

3.3 Teoreme de puncte fixe cuplate si
teoreme de puncte cuplate de cea mai buna proximitate
pentru operatori multivoci ciclici contractivi

Scopul acestei sectiuni este de a studia problema punctelor fixe cuplate si problema punctelor
cuplate de cea mai buna proximitate pentru operatori multivoci ciclici contractivi. Abordarea
se bazeaza pe rezultate de punct fix si rezultate de puncte de cea mai buna proximitate pentru
operatori corespunzatori generati de problema initiala.

Definition 3.3.1. Fie (X, d) un spatiu metric, A,B € P(X),Y = AUBsip:Ry - Ry o0
functie de comparatie tare. Un operator multivoc F' : Y x Y — P(Y) se numeste p-contractie
ciclica cuplata a unui operator multivoc de tip Ciri¢ dacd au loc urmétoarele:

(i) F este ciclic in raport cu A si B, adica

F(Ax B)C Bsi F(Bx A) C 4;
(ii) H(F(z,y), F(u,v)) < o(M(z,v,y,u)), pentru orice z,v € A, y,u € B, unde
M(a:,v,y,u):max{d(:z,u),d(v,y), D(x, F(z,y)), D(u, F(u,v)), D(v, F(v,u)),
Dy, F(y, 2)), 5Dz, F(w, 0)) + Dlw, Fz, )

S 1Dy, F(o,w) + D(v, Fly, )]}

Urmatoarea teorema este un caz particular al Theorem 3.1.4 care va fi utilizat pentru a
demonstra primul rezultat din aceasta sectiune.

Theorem 3.3.2. Fie (X, d) un spatiu metric complet, A, B € Py(X) siT : AUB — Pprop(AUDB)
0 p-contractie multivoca ciclica de tip Cirié, adicd:

(i) T(A) C B 5i T(B) C A;

(ii) atunci exista o functie de comparatie tare ¢ : Ry — Ry astfel incdt pentru orice x € A
sty € B,

H(T(2),T(y)) < o ( max{d(z,), D(z, T(x)), Dly, T(y)),

1

51D T(y)+D(y. T())]} ).

Atunci au loc urmdtoarele rezultate:

(1) emista z* € AN B astfel incit x* € T'(z*);

(2) pentru orice v € A siy € T(x), exista un sir (Tp)peny with xo = x, ©1 = y and
xp € T(xp—1), n > 1, care converge la un punct fir x* € AN B al lui T.
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Urmatoarea lema prezinta rezultate bine cunoscute din literatura stiintifica (de exemplu
Mlesnite, Petrusel [39]).

Lemma 3.3.3. Fie (X,d) un spatiu metric, d* metrica definita pe X x X prin
d*(zv w) = max{d(:n, ’U,), d(ya U)}? unde z = (I’, y)a w = (u7 U)v (331)

si D* functionala distanta, respectiv H* functionala Pompeiu-Hausdorff generalizata generata
de d*. Atunci pentru orice a,b € X si orice A, B,C, D € Pp0x(X), au loc urmatoarele rezultate:
(1) D*((a,b),C x D) =max{D(a,C),D(b,D)};
(2) D*(Ax B,C x D) =max{D(A,C),D(B,D)};
(3) H*(Ax B,C x D) =max{H(A,C),H(B,D)};
(4) D*(Ax B,Bx A)=D(A,B).

Lemma 3.3.4. Fie (X,d) un spativ metric, d* metrica definita pe X x X prin (3.3.1). Daca
un operator multivoc F' : X x X — P(X) ia valori proximinale in raport cu d atunci operatorul
multivoc T : X x X — P(X x X), T(x,y) = (F(x,y), F(y,z)) ia valori proximinale in raport
cu d*.

Primul rezultat din aceasta sectiune este urmatoarea teorema.

Theorem 3.3.5. (Magdas [35]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, A,B € Py(X),Y = AUB
$i F 1Y XY — Ppoz(Y) 0 @-contractie ciclica cuplatd a unui operator multivoc de tip Cirié.
Atunci au loc urmdtoarele rezultate:
(1) ezista z*,y* € AN B astfel incadt

x* € F(z*,y"), y* € F(y*,z"),
(adicd perechea (x*,y*) este un punct fix cuplat al lui F);
(2) pentru orice (a,b) € A x B existd un $ir (an,bp)nens €Y XY cuag=a, bp =b gi

ap, € F(by—1,an-1), by € F(an—1,bp—1) forn >1

care converge spre un punct fiz cuplat (z*,y*) a lui F.

In continuare definim si studiem stabilitatea Ulam-Hyers generalizata a urmaéatoarei probleme
de punct fix cuplat.

Definition 3.3.6. (Magdas [35]) Fie (X, d) un spatiu metric, Y € P(X), F: Y xY — P(Y)
un operator multivalent. Prin definitie, problema de punct fix cuplat

{ x € F(z,y)

y € Fy,x)

este stabila in sens Ulam-Hyers generalizat daca exista o functie crecatoare ¢ : Ry — Ry,

, T,y ey, (3.3.2)

continua in 0, cu ¥ (0) = 0 astfel incat pentru fiecare ¢ > 0 si pentru fiecare solutie (z,y) € Y xY
a inegalitatii
max{D(z, F(z,y)), D(y, F(y,z))} <e,

exista o solutie (z*,y*) € Y x Y a problemei de punct fix cuplat astfel incat
max{d(z,z"),d(y,y")} < ¥(e).
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Rezultatul nostru de stabilitate este o consecinta a Theorem 3.1.8.

Theorem 3.3.7. (Magdas [35]) Daca toate ipotezele din Teorema 3.3.5 au loc, atunci problema
de punct fix cuplat (3.5.2) este stabild in sens Ulam-Hyers generalizat.

In ultima parte a acestei sectiuni vom considera urmatoarea problema de cea mai buna
proximitate pentru un operator multivoc ciclic cuplat:

Daca (X, d) este un spatiu metric, A,B € P(X), Y = AUB, F:Y xY — P(Y) este un
operator multivoc cuplat care satisface conditia ciclica

F(AxB)CB,F(BxA)CA,
atunci ne intereseaza sa gasim (z*,y*) € A x B astfel incat
D(z*, F(z*,y")) = D(y*, F(y*,2")) = D(A, B). (3.3.3)

(z*,y*) se numeste punct cuplat de cea mai buna proximitate a lui F.
Se observa ca, in particular, daca AN B # () atunci (z*, y*) este un punct fix cuplat al lui F'.

Definition 3.3.8. (Magdas [35]) Fie (X, d) un spatiu metric, A,B € P(X),Y = AU B. Un
operator multivoc F' : Y x Y — P(Y) se numeste operator multivoc ciclic cuplat de tip Ciri¢
daca:
(i) F(Ax B) C Bsi F(B x A) C A;
(ii) exista o functie de comparatie ¢ : R; — R astfel incat
H(F(2,y), F(u,v)) < o(M(x,v,y,u) = D(A, B)) + D(4, B),
pentru orice x,v € A, y,u € B.

Lemma 3.3.9. Fie A gi B submultimi nevide ale unui spatiu metric (X,d), si d* metrica definita
pe X x X prin (3.3.1). Daca (A, B) si (B, A) satisfac proprietatea UC in raport cu d atunci
(A x B, B x A) satisface proprietatea UC in raport cu d*.

Urmatorul rezultat este o consecinta a Teoremei 3.2.4.

Theorem 3.3.10. (Magdas [35]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, A,B € P,(X) astfel
incat (A, B) si (B, A) satisfac proprietatea UC siY = AUB. Dacd F : Y XY — Pprop(Y) este
un operator multivoc ciclic cuplat de tip C’im’c’, atunci au loc urmadatoarele rezultate:

(i) F are un punct cuplat de cea mai bund proximitate (z*,y*) € A X B;

(i1) exista doud siruri (Tp)neN, (Yn)nen cu

(3707y0) € Ax B7 Tp+l € F(xnayn)7 Un+1 € F(ymlin),

astfel incat ((xon, Yon))nen converge catre (x*,y*).
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