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Introducere

Un loc important in matematicad revine teoriei optimizarii. Idea principala este de a
obtine noi rezultate de dualitate in optimizarea vectoriala. Existd multe lucrari ce
abordeazd acest domeniu, ca [80], D.T. Luc [87], R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka
[25], C. Zalinescu [151], T. Antczak [4], G. Cristescu si L. Lupsa [43], R.I. Bot [15],
R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [22], R.I. Bot, si G. Wanka [28,29], R. Cambini
si L. Carosi [33], R.R. Egudo [49, 50], R.R. Egudo, T. Weir si B. Mond [51], M.
Ehrgott [52], A. Gopfert [60], D. Inoan [75], D. Inoan si J. Kolumén [76], M.A.
Islam [74], H. Kawasaki [82], D.S. Kim, K.M. Miettinen [91], N. Popovici [112], Y.
Sawaragi, H. Nakayama gi T. Tanino [116], T. Tanino si H. Kuk [126], T. Tanino
si Y. Sawaragi [127], G. Wanka si R.I. Bot [129-131], X.M. Yang, K.L. Teo si X.Q.
Yang [149] si M. Zeleny [152].

Unei probleme de optimizare vectoriala i se atageaza diferite duale vectoriale si se
pot obtine legaturi intre aceste probleme in ceea ce priveste solutiile lor. De asemenea
unei probleme de optimizare vectoriald i se pot atasa gi alte probleme, cum ar fi
cele care aproximeaza problema data. Cand unei probleme de minim de optimizare
vectoriald i se atageaza probleme de maxim de optimizare vectoriala (sau duale) si sunt
formulate rezultate de dualitate facem referire la dualitatea vectoriala. Rezultatele
de dualitate folosite sunt cele de dualitate slaba, tare gi reciproca. Pentru dualitatea
tare gi reciprocd sunt necesare ipoteze suplimentare numite conditii de regularitate (a
se vedea, spre exemplu, R.I. Bot [14], R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [22,23, 25],
E.R. Csetnek [44], J. Jahn [77], D.T. Luc [87], B.S. Mordukhovich [103, 104], H.
Nakayamma [105], R.T. Rockafellar [114], C. Tammer, A. Gopfert [122], T. Tanino
[125], C. Zalinescu [150]). Existd multe conditii de regularitate care pot fi folosite, dar
aici vom lucra in special cu cea clasica ce implica continuitatea, cea care functioneaza
in spatii Frechét, cea din cazul finit dimensional si cea de tip inchidere (a se vedea
R.I. Bot, S.-M. Grad gi G. Wanka [25]).

Solutiile folosite in rezultatele de dualitate pot fi solutii optime, solutii eficiente,
solutii slab eficiente si solutii propriu eficiente (in cazul nostru, in sensul scalarizarii
liniare) (a se vedea, spre exemplu, R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25], A.M.
Geoffrion [57], A. Guerraggio, E. Molho si A. Zaffaroni [69], I. Kaliszewski [81]).
Diferitele tipuri de solutii ce se considera pentru o problema de optimizare vectoriala
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pot da diferite duale atasate primalei. Mai mult, pentru o problema de optimizare
vectoriald gi dualele atagate ei se pot studia gi conditii de optim (a se vedea, spre
exemplu R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25], A. Ben-Israel, A. Ben-Tal si S.
Zlobec [8]).

Vom lucra in special in infinit dimensional, dar la final vom prezenta si cateva
rezultate in finit dimensional, pentru care vom considera alte conditii de regularitate.

In aceastd tezd prezentim diferite directii si interpretari pentru dualitatea vecto-
riald. Unei probleme primale de optimizare vectoriala i se pot ataga diferite duale
vectoriale folosind diferite functii vectoriale perturbatoare, ca Lagrange, Fenchel sau
Fenchel-Lagrange. Includem concepte si rezultate de dualitate generala prezentate de
numerosi autori, ca R.T. Rockafellar [113], C. Zalinescu [151], R.I. Bot, S.-M. Grad
si G. Wanka [14, 25], J. Jahn [77-80], C.R. Chen si S.J. Li [36], W. Breckner si I.
Kolumban [31,32]. O foarte importanta parte a acestei teze se referd la dualitatea
vectoriald de tip Wolfe si Mond-Weir, subiect studiat de asemenea de multi autori (a
se vedea, spre exemplu R.I. Bot gi S.-M. Grad [20,21]). Pentru concepte de dualitate
vectoriald de tip Wolfe putem face referire la B.D. Craven [41], M. Schechter [119] si
P. Wolfe [148] gi in cazul dualititii vectoriale de tip Mond-Weir la B. Monde [98], B.
Mond si M.A. Hanson [99], B. Mond si S. Zlobec [102], T. Weir [135-140], T. Weir si
B. Mond [100,101,141-144], T. Weir, B. Mond si B.D. Craven [145,146]. Cateva car-
acterizari ale problemelor de optimizare vectoriala in raport cu solutiile lor (eficiente,
slab eficiente, propriu eficiente in sensul scalarizarii liniare, quasi-eficiente) si cateva
rezultate de dualitate sunt presentate. De asemenea sunt formulate comparatii intre
imaginile multimilor diferitelor duale vectoriale atagate aceleagi probleme de opti-
mizare vectoriala, obtinandu-se relatii de incluziune intre ele sau contraexemple atunci
cand niciuna dintre ele nu e submultime a celeilalte. Mai studiem si conditiile de optim
dintre problema de optimizare vectoriala si dualele vectoriale atagate ei obtinute prin
folosirea diferitelor scalarizéri (scalarizarea liniard, scalarizarea maximi(—liniard),
scalarizarea multime, scalarizarea (semi)norma, scalarizarea distantd).

Vom include rezultatele autorului obtinute in colaborari si care fac referire la
diferite probleme din optimizarea vectoriala. Afirmatiile teoretice sunt insotite de
demonstratii si urmate de exemple. Rezultatele sunt partial incluse in urmatoarele
lucrari: S.-M. Grad si E.-L. Pop [66-68], E.-L. Pop [107], E.-L. Pop si D.I. Duca
[108-111].

Teza este Impartita in cinci capitole, precedate de o introducere gi urmate de
bibliografie.

Primul capitol prezinta cele mai importante notiuni si rezultate din literatura de
specialitate (dupa [14,25,39,46,54,77,80,103-105,113,114,151]) folosite in urméatoarele
capitole si In rezultatele autorului. Lucram in special cu notiunile de baza si rezul-
tatele din analiza convexd (dupa J.M. Borwein si A.S. Lewis [13], J.-B. Hiriart-Urruty
si C. Lamaréchal [73], D.T. Luc [87], S.K. Mishra, S. Wang si K.K. Lai [97], C. Tam-
mer gi A. Gopfert [122], R.T. Rockafellar [113], T. Tanino [125], P. Weidner [134],
C. Zalinescu [151], spre exemplu). In prima sectiune introducem cateva submultimi
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ale spatiilor vectoriale, ca multimile convexe; dam definitiile pentru conuri, notiuni
de interior si de interioare generalizate pentru multimile convexe care sunt folosite in
special in formularea conditiilor de regularitate, ordine partiale, teoreme de separare
si proprietati. Urméatoarea parte contine notiuni si rezultate pentru functiile reale
extinse si pentru functiile vectoriale. Reamintim defnitiile pentru functie convexa,
functie indicator si suport a unui multimi, domeniul si epigraficul unei functii, functia
conjugata, inegalitatea Young-Fenchel si subdiferentiala. In a doua parte a acestui
capitol este introdusa teoria conjugarii pentru o problema de optimizare scalara si
sunt date legaturi intre problema de optimizare vectoriala gi cateva duale atasate ei si
obtinute prin folosirea teoriei perturbarii. Lucram cu o problema fara restrictii care
are ca gi functie de scop compunerea cu un operator liniar continuu si careia 1i sunt
asociate solutii propriu eficiente in sensul scalarizarii liniare si solutii slab eficiente.
Folosind ideea data de R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25] particularizam cazul
dualitatii Fenchel pentru aceasta problema de optimizare vectoriala fara restrictii in
care operatorul liniar si continuu este si inversabil gi dualele obtinute sunt rescrieri
echivalente a celora deja cunoscute. De asemenea, cateva legaturi intre solutiile pro-
priu eficiente ale problemei de optimizare primala si solutiile eficiente ale dualelor
vectoriale de tip Wolfe si Mond-Weir atagate primalei urmeaza ca i un caz particu-
lar.

In capitolul doi atagam unei probleme de optimizare vectoriala doua noi duale
folosind teoria perturbarii. Aceste duale sunt construite pornind de la dualele scalare
de tip Wolfe si Mond-Weir atagate unei probleme de optimizare introduse de R.I. Bot
si S.-M. Grad [21] folosind idea datd de W. Breckner si I. Kolumban [31,32]. Apoi
formuldm rezultate de dualitate (a se vedea [66]). Particularizam problema initiala
de optimizare vectoriald la una cu restrictii (o problema de optimizare vectoriald cu
restrictii de tip geometric i con) si apoi la una fara restrictii (o probleméa de optimizare
vectoriald avand ca gi functie de scop compunerea cu un operator liniar continuu) si din
cazul general obtinem dualele vectoriale de tip Wolfe si Mond-Weir corespunzatoare
diferitelor functii perturbatoare vectoriale considerate (Lagrange, Fenchel, Fenchel-
Lagrange). Apoi formulam comparatii intre duale. In a doua parte a acestui capitol
introducem duale vectoriale de tip Wolfe type si Mond-Weir in raport cu solutiile slab
eficiente.

Contributiile autorului se gasesc in urmatoarele teoreme: 2.1.4, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.8,
2.1.16, 2.1.17, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.29, 2.1.30, 2.1.37 si 2.1.38; observatii: 2.1.3, 2.1.5,
2.1.9, 2.1.10, 2.1.11, 2.1.12, 2.1.14, 2.1.19, 2.1.20, 2.1.21, 2.1.27, 2.1.28, 2.1.31, 2.1.32
si 2.1.43; leme: 2.1.2; propozitii: 2.1.13, 2.1.22 si 2.1.33; exemple: 2.1.15, 2.1.23,
2.1.39 si 2.1.40; si o parte din acestea pot fi gasite in [66].

Capitolul trei prezinta rezultate de dualitate in raport cu solutiile quasi-eficiente.
Acest subiect a fost studiat de J.M. Borwein gi A.S. Lewis [12], R.I. Bot si E.R.
Csetnek [16], R.I. Bot, E.R. Csetnek gi A. Moldovan [17], R.I. Bot, E.R. Csetnek
si G. Wanka [18], E.R. Csetnek [44], B.D. Craven [42]. Pornind de la cazul gen-
eral consideram problema de optimizare vectoriala cu restrictii dar si fara restrictii
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obtinand diferite duale vectoriale in functie de functia perturbatoare vectoriala con-
sideratd. Sunt folosite rezultate preliminare, mai precis teoreme de separare (a se
vedea, spre exemplu, J.M. Borwein, A.S. Lewis [12], R.I. Bot, E.R. Csetnek si A.
Moldovan [17], R.I. Bot, E.R. Csetnek gi G. Wanka [18], C. Gerth gi P. Weidner [62]).
Rezultatele de dualitate se refera la dualitatea slaba, tare si reciproca si s-au stabilit
legaturi intre imaginile multimilor diferitelor duale vectoriale atagate aceleiagi prob-
leme de optimizare vectoriala. In a doua parte a acestui capitol formulam observatii
in cazul in care consideram relativ interiorul in locul quasi-interiorului si solutiile
corespunzdtoare, dupa J.M. Borwein, R. Goebel [11].

Contributiile autorului se gasesc in urmatoarele teoreme: 3.1.11, 3.1.13, 3.1.17,
3.1.19, 3.1.21, 3.1.22, 3.1.24, 3.1.25, 3.1.26, 3.1.32 si 3.1.33; observatii: 3.1.4, 3.1.7,
3.1.9, 3.1.18, 3.1.20, 3.1.23, 3.1.29 si 3.1.31; leme: 3.1.8 si 3.1.12; propozitii: 3.1.10,
3.1.28 gi 3.1.30; corolarii: 3.1.14 i 3.1.34; definitii: 3.1.3, 3.1.6, 3.1.15 si 3.1.16;
exemple: 3.1.5; gi o parte din acestea pot fi gasite in [68].

In capitolul patru ne indreptam atentia spre formularea conditiilor de optim
pentru o problema de optimizare vectoriala cu restrictii de tip geometric si con si
cateva duale atagate ei obtinute folosind diferite scalariziri (ca si scalarizarea liniara,
scalarizarea maximum (—liniard), scalarizarea multime, scalarizarea (semi)norma4, scala
rizarea distanta). In constructia dualelor sunt folosite functiile scalarizatoare si multimea
functiilor scalarizatoare in construirea dualelor ( a se vedea, spre exemplu R.I. Bot,
S.--M. Grad si G. Wanka [22,25], E. Carrizosa si J. Fliege [35], J. Fliege [55], S. Hel-
big [72], J, Jahn [78,80], P.Q. Khanh [83], D.T. Luc [87], E. Miglierina si E. Molho [93],
C. Tammer i K. Winkler [123], P. Weidner [134]).

Contributiile autorului se gasesc in urmatoarele teoreme: 4.1.11, 4.1.14, 4.1.17,
4.1.22, 4.1.32 gi 4.1.36; si o parte din acestea pot fi gdsite in [67].

Capitolul cinci prezinta cateva aplicatii. Prima data studiem legaturile intre
solutiile optime si punctele sa ale Lagrangianului problemei de optimizare care o
aproximeaza

min  f(x)

s. t. reX
g(z) =0
h(z) =0,

unde X este o submultime a lui R”, f : X - R, g = (g1,-.-,9m) : X — R™ i
h = (h1,....,hq) : X — RY sunt trei functii, si problema de optimizare considerats.
Alici prezentam cateva rezultate si legaturi referitoare la solutiile optime si punctele
sa ale Lagrangianului problemei de optimizare primala si cele ale problemei de opti-
mizare (0,1)—7 care o aproximeaza (dups [108-110]). Incheiem extinzénd problemele
considerate in cazul vectorial gi dam legaturi intre solutiile eficiente si punctele sa ale
Lagrangienilor acestor probleme (dupd [111]). Alta aplicatie poate sa fie data si
pentru multifunctii. Spre exemplu, considerand notiunea de relativ interior putem
sa formulam noi relatii de tip multime cu ajutorul unui con convex introdus de D.
Kuroiwa [124]. Apoi folosind ideea lui A. Grad [64,65] putem obtine rezultate de



dualitate gi conditii de optim pentru probleme de tip multime (a se vedea de exem-
plu [107]).

Contributiile autorului se gasesc in urmatoarele teoreme: 5.2.4, 5.2.8, 5.2.12 si
5.2.14; observatii: 5.1.5; leme: 5.2.10; si o parte din acestea pot fi gésite in [109,111].

Cuvinte cheie

problema de optimizare vectoriald, problema de optimizare duala vectoriala, functie
perturbatoare, functie conjugaté, subdiferentiald (convexd), conditie de regularitate,
dualitate vectoriala, dualitate slaba/ tare/ reciprocd, dualitate Wolfe, dualitate Mond-
Weir, solutie eficienti, solutie propriu eficientd, solutie slab eficienta, functie perturba-
toare de tip Lagrange, functie perturbatoare de tip Fenchel-Lagrange, functie pertur-
batoare de tip Fenchel, quasi interior, element quasi-minimal, solutie quasi-eficienta,
relativ interior, scalarizare generald, scalarizare liniard, scalarizare maxim (—liniard),
scalarizare multime, scalarizare (semi)norma scalarization, scalarizare distanta, condi
tie de optim, solutie optima, punct sa al Lagrangianului, problema de optimizare,
problemé& de optimizare aproximantd (0,1) — 7, duala.

Multumiri

Asg dori sa Imi exprim recunostiinta pentru conducatorul de doctorat, Prof. Dr.
DOREL DUCA de la Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Babes-
Bolyai Cluj-Napoca. Mi-a oferit o tema de cercetare actuala gi excelenta in cadrul
careia m-a condus cu multa pricepere si analiza continua a rezultatelor obtinute. Mi-a
oferit sprijinul constant, sugestii i asistenta pe parcursul intregului studiu doctoral.

As dori s& multumesc dl. Dr. SORIN-MIHAI GRAD pentru o indrumare continué
in cercetare gi mai ales pentru perioada in care am fost acceptata sa studiez la Facul-
tatea of Matematica de la Universitatea Tehnologica din Chemnitz Germania. Mi-a
sugerat teme noi de cercetare si am lucrat impreuna in obtinerea unor noi rezultate
importante In domeniul cercetarii. In tot timpul mi-a oferit discutii constructive, sfa-
turi de cercetare foarte bune gi mi-a ghidat munca oferindu-mi materiale bibliografice
si resurse gtiintifice.

Sunt recunoscatoare dl. Prof. Dr. GERT WANKA pentru furnizarea unui mediu
excelent de cercetare in perioada In care am fost acceptata sa studiez la Facultatea of
Matematica de la Universitatea Tehnologica din Chemnitz Germania.

Multumirile mele se indreapta de asemenea si catre dl. P.D.Dr. habil. RADU
BOT si dl. Dr. ERNO ROBERT CSETNEK de la Facultatea of Matematici de la
Universitatea Tehnologica din Chemnitz Germania, in ceea ce priveste diferite aspecte
ale temei de cercetare.

Asg dori s& multumesc membrilor Catedrei de Algebra, Geometrie si Analiza Matem-
atica de la Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Babeg-Bolyai Cluj-
Napoca, pentru ajutorul primit, suport si un bun mediu de cercetare.

Ag dori sa multumesc familiei pentru sprijinul, intelegerea, incurajrea si iubirea
neconditionata. De asemenea doresc sa 1i multumesc prietenului meu pentru iubirea,



vi

rabdarea, Incurajarea, sprijinul oferit gi mai ales pentru ca a crezut in mine in tot
acest timp.



Capitolul 1

Probleme de optimizare
vectoriala

1.1 Preliminarii

Incepem prin a prezenta notiunile de baza gi rezultatele principale din analiza convexa
si de asemenea cele referitoare la functii reale extinse si la functii vectoriale (dupa J.M.
Borwein, A.S. Lewis [12], R.I. Bot [14], R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25], P.
Daniele, S. Giuffré, G. Idone, A. Maugeri [46], R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [23],
J. Jahn [80], R.T. Rockafellar [113], C. Zalinescu [151], etc).

1.1.1 Multimi si interioare de multimi
Multimi convexe, multimi afine si conuri

Fie X un spatiu vectorial. O multime U C X se numeste convezrd daca (1—N)x+ Ay €
U pentru toti z,y € U i toti A € [0, 1].

Un con K C X este o multime nevida care satisface AK' C K pentru toti A > 0.
Un con convex este un con care este o multime convexa. Un con K C X se numeste
netrivial dacad K # {0} si K # X §i cu vdrf dacd K N (—K) = {0}.

Pe X considerim ordinea partiala “< " intusi de conul convex K C X, si definita
prinz Sgy<y—xe K cand z,y € X. Notatia x <j y este folosita pentru a scrie
mai compact ¢ x Sk y gl x # y, unde z,y € X. Un con convex care induce o ordine
partiala pe X se numeste con de ordine. Dacad K # {0}, atunci vom nota cu “<g”,
cel mai mare element in raport ce nu apartine lui X notat prin ook este atagat lui
X, sifie X* = X U{ook}.

Pentru U C X o multime nevida consideram

1



2 Capitol 1. Probleme de optimizare vectoriala

e invelitoarea liniard a lui U linU = {37 Nz, : n € Nyz; € U\, € Rji =
1,...,n};

e invelitoarea convezd a lui U coU = {};_  Niz; :n € Nz, € U\ > 0,0 =
17 ey T Z?:l Al = 1};

o invelitoarea conicd a lui U coneU = {Ax: A > 0,2 € U}.

De asemenea, notam cu intU, clU i dimU interiorul, inchiderea si dimensiunea
multimii U. Pentru U C X x Y, unde X si Y sunt spatii reale vectoriale netriviale,
functia proiectie a lui U pe X, Prx : X x Y — X este definita prin Prx (U) = {z €
X : Jy € Y astfel incat (z,y) € U}. Functia identicd pe X este o functie liniard
speciald, idx : X — X definita prin idx(z) = z pentru toti z € X.

Fie X un spatiu topologic vectorial gi X* spatiul sdu dual topologic inzestrat cu
topologia slabd* si notam prin (x*, ) = 2*(x) valoare in € X a functionalei liniare
continue z* € X*.

Conul dual a lui K este K* = {z* € X*: (z*,2) > 0 Va € K}, quasi interiorul
conului dual a lui K este dat de K** = {2* € X* : (z*,2) > 0Vz € K \ {0}} si
conul normal asociat unei multimi U C X este definit prin Ny(x) = {z* € X* :
(x*,y —x) <0 pentru toti y € U}.

Prin R = R U {00} notam spatiul real extins care are aceleasi operatii ca si R si
cateva noi.

Interioare de multimi

In ceea ce urmeazi amintim citeva interioare generalizate ale unei multimi si legaturi
intre ele care sunt utile in formularea conditiilor de regularitate.

Pentru X un spatiu vectorial netrivial si U C X o multime avem interiorul algebric
alui U coreU = {x € X : pentru toti y € X 36 > 0 astfel incat = + Ay € UV €
[0,4]}.

Cateva notiuni de topologie legate de interioare generalizate ale lui U C X, unde
X este un spatiu local convex Hausdorff gi X* este spatiul sau dual topologic inzestrat
cu topologia slaba*, urmeaza.

o Quasi interiorul lui U este multimea qiU = {x € U : cl(cone(U — z)) = X };

e Quasi relativ interiorul lui U este multimea qriU = {x € U : cl(cone(U —
x)) este un subspatiu liniar};

e Quasi relativ interiorul tare a lui U este multimea sqriU = {x € U : cone(U —

x) este un subspatiu liniar inchis}.

In cazul in care X = R" si U C R” este o multime, avem relativ interiorul lui U
definit prin riU = {x € aff U : 3¢ > 0 astfel incat B(z,e) Naff U C U}, unde B(z,¢)
este bila inchisa cu centrul in z si de raza € si aff U este invelitoarea afind a lui U.
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Teoreme de separare

O teorema de separare pentru multimi convexe in raport cu quasi-relativ interiorul
urmeaza.

Teorema 1.1.17 ( [18, Theorem 2.7]) Fie U o mulfime convexd nevidd a unui spatiu
local convex separat X i T € U. Dacd T ¢ qriU, atunci existd un x* € X* \ {0}
astfel incdt (x*,x) < (x*,T) pentru tofi x € U.

1.1.2 Cateva functii si proprietatile lor
Functii reale extinse

Fie X un spatiu local convex, X* spatiul sau dual topologic inzestrat cu topologia
slaba* si U C X o submultime nevida.

Functia indicator 0y : X — R este definit prin 0 daci 2 € U si prin +oo, altfel,
iar functia suport oy : X* — R prin oy (2*) = sup{(z*,2) : x € U}. Pentru U C X o
multime convexa absorbanti functia Minkowski asociata ei v : X — R este definita
prin vy (z) = inf{A > 0: 2 € AU}.

Functia f : X — R se numeste convezd daci pentru toti z,y € X si toti A € [0,1]
avem f(Az+(1—N)y) < Af(z)+(1—N\)f(y). Functia f : X — R se numeste concavd
daca (—f) este convexd. Notam prin dom f = {x € X : f(z) < 400} domeniul sdu si
prinepi f = {(z,r) € X xR : f(x) < r} epigraficul sdu. Reamintim c& f este inferior
semicontinud daca gi numai daca epi f este o multime Inchisa. Functia f este proprie
daci f(z) > —oo pentru toti z € X si dom f # (.

Fie z € X un punct arbitrar astfel incat f(z) € R. Multimea df(x) = {* € X*:
fly) — f(z) > (z*,y — z) Yy € X} se numeste subdiferentiald (convexd) a lui f in .
Elementele sale se numesc subgradienti a lui f in . Dacd df(z) # 0 atunci functia f
se numegte subdiferentiabild in z. Dacd f(z) € R atunci consideram 9f(x) = ().

Functia f* : X* — R definitd prin f*(z*) = sup{{z*,z) — f(z)} se numeste

€X

kS
functie conjugatd (Fenchel) a lui f si ff; : X* — R definita prin fj(z*) = (f +
du)*(z*) = sup,ep{(z*,z) — f(x)} se numeste conjugata functiei f in raport cu

multimea nevida U C X. Intre o functie si conjugata sa exista inegalitate Young-
Fenchel f*(z*) + f(z) > (x*,x) pentru toti z € X gi a* € X*. Aceastd inegalitate
devine egalitate dacéd gi numai dacd z* € 9f(z).

Fie X si Y doua spatii vectoriale topologice. Pentru un operator liniar con-
tinuu A : X — Y operatorul adjunct A* : Y* — X* este dat de (A*y*,z) =

(y*, Az) pentru orice (z,y*) € X x Y*.
Definitia 1.1.24 Fie X un spatiu vectorial partial ordonat de conul convex K, U C X
si f: X = R o functie data.

(a) Daca f(z) < f(y) pentru toli x,y € U astfel incit x <k y, functia f se
numeste K —crescatoare pe U.
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(b) Daca f(x) < f(y) pentru toti x,y € U astfel incit v <k vy, functia [ se
numeste tare K—crescatoare pe U.

(¢) Dacd f este K —crescdtoare pe U, core K # () gi pentru tofi z,y € U indeplinind
x <k y urmeazd f(x) < f(y), functia f se numeste strict K —crescatoare pe U.

(d) Daca X = U aceste clase de functii se numesc K —crescatoare, tare K—cresca
toare st strict K —crescatoare.

Functii vectoriale extinse

Fie X un spatiu vectorial si fie V un spatiu local convex partial ordonat de conul
convex nevid K §i V* =V U {%oox}.

Pentru functia vectoriald F' : X — V* vom nota cu dom F = {z € X : F(z) € V}
domeniul siu si cu epipg F = {(z,v) € X xV : F(z) =g v} K—epigraficul sdu.
Functia F' se numeste proprie daca dom F' este nevid; K —convezd daca F(Ax + (1 —
ANy) Sk AF(z) + (1 — N)F(y) pentru toti x,y € X si toti A € [0, 1]; K — epi —inchisa
daca K este Inchis si K —epigrafi cul sau este inchis; K —semicontinud daca pentru
toti z € X, fiecare vecinatate W a lui zero in V' si pentru orice b € V satisfacand
b <k F(z), existd o vecinatate U a lui z in X astfel incat F(U) C b+W+KU{+ook }.

Pentru v* € K* functia (v*F) : X — R este definita prin (v*F)(z) = (v*, F(z))
pentru toti x € X.

1.2 Probleme de optimizare

In aceastd sectiune prezentam teoria conjugarii pentru o problema de optimizare
scalara. Apoi consideram o problema de optimizare vectoriala avand ca si functie
de scop compunerea cu un operator liniar continuu si inversabil si dam rezultate
de dualitate In raport cu solutiile propriu eficiente in sensul scalarizarii liniare si cu
solutiile slab eficiente. Pentru aceasta problema introducem duale de tip Wolfe si
Mond-Weir obtindnd rezultate de dualitate slabd si tare (ca si in [21,139,140,143]).
Aceasta parte este un caz particular al dualitatii de tip Fenchel unde operatorul este
considerat i inversabil, iar dualele sunt doar rescrieri echivalente ale celor din [25].

1.2.1 Probleme de optimizare scalara

Aici prezentam cateva rezultate de dualitate pentru duale utilizand teoria perturbarii.

1.2.2 Probleme de optimizare vectoriala

Unei probleme de optimizare vectoriala fara restrictii cu functia de scop compunerea
unei functii cu un operator liniar continuu si inversabil i se atageaza duale vectoriale
(ce sunt formuléri echivalente a celor introduse in [25]) i se dau rezultate de dualitate.



Capitolul 2

Dualitate vectoriala de tip
Wolfe si Mond-Weir

Dualitatea de tip Wolfe si Mond-Weir utilizata in acest capitol a fost considerata initial
pentru probleme de optimizare cu restrictii (a se vedea, spre exemplu R.I. Bot si S.-
M. Grad [21]) dar a fost rapid generalizata pentru probleme de optimizare vectoriala.
Pentru o problem# de minimizare vectoriald T.Q. Chien [37] a dat rezultate, in care
functiile folosite au fost considerate quasidiferentiabile.

2.1 Dualitate vectoriala de tip Wolfe si Mond-Weir

Folosind ideea lui W. Breckner gi I. Kolumbaén [31,32] si J. Jahn [80] introducem noi
duale de tip Wolfe si Mond-Weir atagate unei probleme vectoriale de minimizare.
Comparam aceste duale noi cu cele introduse de R.I. Bot si S.-M. Grad [20] si
dam rezultate de dualitate slaba si tare. Apoi sunt considerate cateva cazuri par-
ticulare ale problemei de optimizare luand diverse functii perturbatoare si obtinand
noi duale de tip Wolfe gsi Mond-Weir atagate acestor primale. Se compara imaginile
multimilor acestor duale vectoriale atagate aceleagi probleme de optimizare vectoriala,
obtinand incluziuni sau contraexemple atunci cand niciuna dintre ele nu e submultime
a celeilalte.

O parte din rezultate au fost obtinute de autor in colaborari cu dr. S.-M. Grad si
se gasesc in [66].

2.1.1 Rezultate generale de dualitate

Fie X,Y si V spatii local convexe separate, cu V partial ordonat de conul convex
nevid cu varf K C V. Fie F : X — V* o functie proprie i K —convexa si consideram

5
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urmatoarea problema de optimizare vectoriala

(PVQG) %l)r{l F(z).

Pentru aceasta problema de optimizare vectoriala consideram urmatoarele tipuri
de solutii.

(¢) Un element T € X se numeste solufie eficientd a problemei de optimizare
vectoriald (PVG) dacd T € dom F si pentru toti € dom F din F(z) <x F(T)
urmeazd F(z) = F(T).

(#) Un element T € X se numeste solutie propriu eficientd a problemei de op-
timizare vectoriald (PVG) daca existd v* € K*0 astfel incat (v*F)(Z) < (v*F)(x)
pentru toti x € X.

In cele ce urmeazi vom numi functie perturbatoare pentru Problema (PV G), orice
functie ® : X x Y — V* care indeplineste 0 € Pry (dom ®) si ®(z,0) = F(x) pentru
toti z € X. Atunci, dacd ® : X x Y — V*® este o functie perturbatoare K —convexa,
problema de optimizare vectoriala (PV G) se poate reformula astfel

(PVGQG) lg/él)r(l O (z,0).

Problemei (PV Q) 1i atagam doud duale vectoriale. Pentru obtinerea lor am folosit
dualele scalare de tip Wolfe si Mond-Weir introduse de R.I. Bot si S.-M. Grad in [21]
gi idea datd de J. Jahn [80] si W. Breckner si I. Kolumbén [31,32].

Duala vectoriald de tip Wolfe atagata Problemei (PVG) este

DVG"™ Max hY (v*, y*, v, u, y
( ) (v*,y*,v,u,y)EB‘éV G( )
unde
BY = {(v*y*v,uy) e KOxY*xV x X xY :(0,y*) € 0(v*®)(u,y),
(v*,v) < —(v*®)*(0,y")}
si

hg(v*7y*avvu7y) =,

in timp ce duala vectoriala de tip Mond-Weir este

DVGM Max MM (v*, y*,v,u
( ) (e yBx s G (v*,y )
unde
BM = {(v,y*,v,u) e KOxY* xV x X :(0,y*) € (v*®)(u,0),
(v, v) < (v*, ®(u,0))
si

hg(v*,y*,v,u) = .
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Lema 2.1.2 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Avem hX (BY) C h¥ (BY).
Observatia 2.1.3 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Multimile hX (BY) si hY (BY) nu
coincid in general. O astfel de situatie este data in Exemplul 2.1.15.

Legaturi intre dualele (DVGWY) si (DVG™M) atasate Problemei (PVG) i cele de

tip Wolfe si Mond-Weir introduse de R.I. Bot i S.-M. Grad in [20] si atagate aceleagi
probleme primale, care sunt

(DVGw) Max RS, (0%, y* u,y, )
(U*vy*vu:y)T)eBg/

unde
Bf = {(vy*uy,r) € KO xY* x X xY x (K\{0}):(0,y%) € d(v*®)(u,y)}
si

* * y*?y

hg/(v s Y ,u,y,r) = Q(uay) - iv* T;T
si,
DVG Max LS, (v*,y*,u
( M) (0" y* ) B, M( )
unde
B§, = {(v*,y*,u) € K** xY* x X : (0,y*) € (v*®)(u,0)}

si

h%(v*,y*,u) = ®(u,0).

S& observam ci dualele (DVGY) si (DVGM) nu contin functia de scop a Prob-
lemei (PVG) in functia lor de scop. Dualele noi mogtenesc toate restrictiile dualelor
vectoriale date de R.I. Bot, i S.-M. Grad [20], avand si una suplimentara ce implica
vectorul ce actioneaza ca si functie de scop. Mai mult, imaginile multimilor introduse
aici sunt mai mari in sensul incluziunii decat cele date de R.I. Bot si S.-M. Grad [20].
Teorema 2.1.4 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Avem h$,(BG,) € W% (BY) si h§, (BS;)
< hef (BE).

Observatia 2.1.5 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Incluziunile din Teorema 2.1.4 sunt
in general stricte, asa cum arata Exemplul 2.1.15.

Pentru noile duale avem dualitate slaba.

Teorema 2.1.6 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Nu existd x € X ¢i (v*,y*,v,u,y) €
BY astfel incat F(x) <x h¥ (v*,y*,v,u,y).

Teorema 2.1.7 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Nu ezistd x € X si (v*,y*,v,u) € BY
astfel incat F(z) <gx h¥ (v*,y*,v,u).
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Pentru a formula rezultate de dualitate tare pentru problema de optimizare vecto-
riala (PV Q) si cele doud noi duale vectoriale, avem nevoie de conditii de regularitate
(dupa R.I. Bot [14], R.I. Bot si S.-M. Grad [20], R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25]).
Noi am folosit urmatoarele: cea care implica continuitatea

(RCV') | 32’ € X astfel incat (2/,0) € dom ® si ®(2/,-) este continud in 0;
urmata de cea care se aplica pentru X gi Y spatii Frechét

(RCV?) X §1 Y sunt spatii Fréchet, ® este K—inferior semicontinua si
0 € sqri(Pry (dom ®));

apoi 1n cazul finit dimensional
(RCV?) | dim(lin(Pry (dom ®))) < +oc0 si 0 € ri(Pry (dom ®));
si conditia de regularitate de tip inchidere

(RCV*) | @ este K—inferior semicontinud si Pry«xr(epi(v*®)*) este inchisa in
topologia w(X*, X) x R, pentru toti v* € K*°.

Teorema 2.1.8 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Presupunem cd una din conditiile
de regularitate (RCV'?), i € {1,2,3,4}, este indeplinitd. Dacd T € X este o solutie
propriu eficientd a Problemei (PVG), atunci existd solutii eficiente (v*, 7", 0%, u,7)
pentru Problema (DVGWY) si (v*,*,7,u) pentru Problema (DVGM) astfel incat
F(z) = b (v*,7%,v,u,7) = h¥ (v*,7*,v,7).

Observatia 2.1.9 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Pentru dualitatea tare putem sd
folosim si conditia de regularitate datd de R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka in [25,
Observatia 4.3.2]: pentru toti v* € K*° Problema inf, ¢ x (v*, F(x)) este normald.

Observatia 2.1.10 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) In cazul in care V =R si K = R,
identificind V® cu R U {400} §i oop, cu +oo, pentru functia proprie si converd
F: X = RU{+o0}, redescoperim dualitatea scalard de tip Wolfe si Mond-Weir datd
de R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25], in care Problema (PV G) devine problema
de optimizare scalard (PG) si dualele vectoriale (DVGW) si (DVGM) devin dualele
scalare de tip Wolfe si Mond-Weir atasate Problemei (PG), adica (DGw) si (DGar).

2.1.2 Rezultate de dualitate pentru clase particulare de prob-
leme

Unor probleme de optimizare vectoriala particulare Problemei (PV &), cu restrictii
si fara restrictii, atagsam duale vectoriale care sunt cazuri speciale ale dualelor vec-
toriale (DVGW) si (DVGM), obtinute prin folosirea diferitelor functii perturbatoare
vectoriale.
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Probleme de optimizare vectoriala cu restrictii

Consideram acelasi cadru ca si in Sectiunea 2.1, cu Y partial ordonat de conul convex
nevid C' C Y, si consideram multimea convexa nevida S C X, functia f : X — V*
proprie si K—convexa si functia g : X — Y* proprie si C—convexa indeplinind
dom f NS Ng~1(C) # 0. Problema de optimizare vectoriald cu restrictii de tip geo-
metric si con pe care o folosim este

(PVe) Min f(z),

unde

A={zeS:g(x)e-C}.

In aceasti sectiune aratam ca Problemei (PV() ii putem ataga mai multe duale
vectoriale obtinute in concordanta cu functia perturbatoare aleasd. Astfel, pentru
functia perturbatoare vectoriala Lagrange (I%L : X XY — V*® data de

14 _ f(x)a CCES,Q(QS)EZJ—C7
e, (2,y) = { ook,  altfel,

obtinem duala vectoriald Lagrange de tip Wolfe

DvyW Max RY (v*,y*,v,u
(DVE) M )
unde
BCWL = {(w*,y"v,u) € KO xC*xV x8: W v— f(u) <—(y*g)(u),
0€0((v"f)+ (y"g) + ds)(uw)}
si

hgi(v*ay*aUﬂ*L) =v

si duala vectoriala Lagrange de tip Mond-Weir

(DVC]}{) Max th (v*,y*,v,u)
(v*,y*,v,u)EBgfL
unde
BICV!L = {(w*y"v,u) e KO xC*xV x8:(y*g)(u) >0,9(u) € —C,
(v*,0) < (v f)(u),0 € O((v* f) + (y*g) + ds)(u)}
si

he (v*,y* v u) = 0.

Observam cé in restrictia ultimei dualei putem inlocui (y*g)(u) > 0 cu (y*g)(u) =
0 fara a se modifica ceva deoarece g(u) € —C si y* € C*. La fel ca in R.I. Bot si S.-M.
Grad [20,21], R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25], din duala vectoriald Lagrange de
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tip Mond-Weir putem scoate resctrictia g(u) € —C, obtindnd o altd duald vectoriala
(DVATW) asociati Problemei (PV)

(DVC]VL[W) Max hAC/ILW(v*,y*,U,u)
(v*,y*,v,u)EBgLW
unde
BYW = {(v*,y*v,u) € K x C* xV xS : (y*g)(u) >0, (v*,v) < (v*f)(u),
0€a((v*f)+ (y*g) + ds)(u)}
si

thLW(v*,y*,v,u) = .

Observatia 2.1.11 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Presupunem cd f este o functie
vectoriald K—convexd si g este o functie vectoriala C—convexd. Folosind cd S este o
mutime convexd se poate ardta cd functia perturbatoare vectoriala <I>‘C,L este K —convexa.
Notam Axs = {(x,z,2) : © € X}. Dacd una dintre urmdatoarele conditii (a se vedea
R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25])

(1) [ si g sunt continue intr-un punct din dom f NdomgNS;

(#7) dom fNint(S)Ndomg # O si f sau g este continud intr-un punct din dom f N
dom g;

(7i1) X este un spativ Fréchet, S este inchisd, f este K—inferior semicontinud, g
este C'—inferior semicontinud gi 0 € sqri(dom f X S x domg — Axs);

(tv) dim(lin(dom f x S xdom g—Axs)) < 400 giri(dom f)Nri(S)Nri(dom g) # O;
este indeplinitd, atunci pentru toti v* € K*O si toti y* € C*, are loc

(W™ f) + (y79) + 0s)(x) = (v f)(x) + O(y"g)(x) + Ns(z) Vo € X.

In consecintd, cand una dintre aceste situafii se intampla restrictia ce implica subdife
rengiala in (DVYY), (DVAT) si (DVA'W) se poate modifica.

Observatia 2.1.12 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) O duald vectoriald similard cu
(DVCYZ), dar in raport cu solutiile slab eficiente a fost introdusd de T.Q. Chien [37],
prin folosirea ipotezelor de quasidiferentiabilitate pentru functiile considerate. Mai
tarziu au fost date rezultate de catre T. Weir, B. Mond si B.D. Craven [145], unde
functiile au fost considerate diferentiabile.

In ceea ce urmeazi dam rezultate pentru imaginile multimilor acestor duale vec-
toriale.
Propozitia 2.1.13 (5.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Avem h¥ (BY ) € hW (BEW)
si het (BE) € b (BE).
Observatia 2.1.14 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Incluziunile din Propozitia 2.1.13
sunt in general stricte, asa cum aratd urmatorul exemplu.
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Exemplul 2.1.15 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Fie X = R, Y = R, V = R?,
C=R,, K:Ri, S=R,, f:R—=R2 f(z)=(z,2)T sig: X - RU{+o0},

-z, daca xz >0
glx)y=1«¢ 1, dacda z =0
400, dacaz <O0.

Atunci g(x) # 0 pentru toti x € R obtinem cd (y*g)(u) = 0 si pentru cdtiva u > 0
admisibili cd ar trebui sa avem y* = 0. Pentruu > 0 si v* = (v}, v3)T subdiferentiala
functiei (v*f +0g + ds)(-) = (vf +v3)(-) + or,(-) este multimea {v] + v3}. Atunci
singurul element eligibil pentru BCML ar fiu = 0, deoarece g(u) = +o00 cdnd u < 0. Dar
9(0) =1¢ —C si atunci BCML = (. Mai mult, considerand duala vectoriald Lagrange
de tip Wolfe atasatd Problemei (PVc) din (DVi§) obtinem (dupd R.I. Bot si S.-M.
Grad [20]), cd functia de scop ia valori numai vectori cu componente egale.

Pe de altd parte, pentru v* = (1/2,1/2)T avem 0 € d((v*f) + (y*g) + 05)(0) =
(—00,1], (y*g)(u) = 0 gi pentruv = (0, —1) obtinem ca (v*,v)—(v*f)(u) = —1/2 < 0.
Prin wrmare ((1/2,1/2)7,0,(0,-1),0) € B¥W s ((1/2,1/2)", 0,(0,-1),0) € B .
Deci (0,—1) € hXW(BY¥W)nhdl (BE).

In consecintd, he (BE) # het (BY) si htW (BYEW) # hil (BY) si, in general,
hef (BE) # he (BY) si he (BE) # hii (B).

Relativ la posibilele incluziuni intre dualele vectoriale Lagrange de tip Wolfe si
“M-W” | putem afirma doar cd imaginea primei duale vectoriale nu este o submultime
a celei de a doua.

Pentru a da rezultate de dualitate tare pentru dualele vectoriale Lagrange atagate
Problemei (PV(), avem nevoie de conditii de regularitate. Particularizand (RC'V?),
i €{1,2,3,4} obtinem (RC’VCiL), i € {1,2,3,4}, unde spre exemplu (RCV&L) este

(RCV4,) | 32’ € dom f N S astfel incat g(z') € —int(C).

Particularizand rezultatele din cazul general, obtinem urmaétoarele afirmatii de
dualitate.

Teorema 2.1.16 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) (dualitate slabd si tare pentru (PVe)
si (DVE))

(a) Nu ezistd x € A gi (v*,y*,v,u) € BY astfel incit f(x) <x h{ (v*,y* v, u).

(b) Daca T € A este o solutie propriu eficientd pentru Problema (PVe) si una
dintre conditiile de reqularitate (RCVC@L), i € {1,2,3,4} este indeplinita, atunci existd
(v*,7*,v,u) € B(,WL solutie eficientd pentru Problema (DV(}/I:) astfel incat f(T) =
he (v, 7,0, 1).
Teorema 2.1.17 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) (dualitate slabd si tare pentru (PVe)
si (DVEY))

(a) Nu existi x € A si (v*,y*,v,u) € BY astfel incat f(x) <g hd (v*,y*,v,u).
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(b) Daca T € A este o solutie propriu eficienta a Problemei (PVc) si una din-
tre conditiile de reqularitate (RCVY, ), i € {1,2,3,4}, este indeplinita, atunci evista
(@, 7", 0,u) € B solutie eficienti pentru Problema (DVAT) astfel incat f(T) =
het (vt y* v, ).

Analog se pot da si afirmatiile corespunzatoare pentru (PVe) si (DVC]}{ W),
Observatia 2.1.19 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Conditia de regularitate din Teo-

rema 2.1.19 (b) si 2.1.20 (b) poate sd fie inlocuitd cu orice conditie care garanteazd
stabilitatea problemei de optimizare infoe 4 (T*f)(x) @n raport cu duala Lagrange.
Observatia 2.1.20 (S.-M. Grad gi E.-L. Pop [66]) Daca V =R si K =Ry, atunci
dualele (DVYY), (DVAT) si (DVAT™W) devin dualele scalare Lagrange de tip Wolfe i
Mond-Weir corespunzatoare Problemei (PV¢), considerate de R.1. Bot gi S.-M. Grad
in [21].

O alta functie perturbatoare vectoriala pe care o consideram este functia pertur-
batoare vectoriald Fenchel-Lagrange ®%; : X x X x Y — V* dati de

1% _ f(l‘+t), IESMQ(‘T)Ey*C
86, (@ ty) = { 00K, altfel.

Duala vectoriala Fenchel-Lagrange de tip Wolfe atagatd Problemei (PVe) este

(DVE ) e 1’\21%)650” WY (0", 5", v, u,t)
unde
BY = {(wty vut)GK*OxX*XC’*XVxSXX (v*, vy < (t*,u)
— (WD) — (5" 9) (), 0 € A((v” )(u+1) N (=D((yg) +5)(u))}
si

thFL (v*)t*Vy*7,U7u’t) =v

si duala vectoriala Fenchel-Lagrange de tip Mond-Weir este

(DVCI‘{%) Max héf[FL (v*,y*,v,u)
(v*,y*,v, u)GBCFL
unde
BY = {(wyvu) e KOxC*xV xS:(y*g)(u) >0,9(u) € —C,
(v*,0) < (v f)(w),0 € 0" f)(u) + 9((y*g) + ds)(u)}
si

h’C’FL( *ay*7v7u) = .

Observam cé In restrictiile celei de a doua duale putem inlocui (y*g)(u) > 0 cu
(y*9)(u) = 0 fard a apédrea modificari deoarece g(u) € —C si y* € C*. Ca si in
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cazul anterior, eliminand restrictia g(u) € —C, obtinem alta duald vectoriala atagata
Problemei (PV¢)

(DVCFL ) Max hJ‘C/IFVZ(v*,y*7v7u)
(v*,y*,v,u)GBéﬂl’z
unde
BYW = (v y*v,u) € KO x C* xV xS (y*g)(u) >0,
(v*,v) < (0" f)(u),0 € A(v* f)(u) + I((y*g) + ds)(u)
si

Observatia 2.1.21 Ca gi in Observatia 2.1.11 se pot formula conditii pentru a alta
grupare a functitlor ce apar in subdiferentiala restrictiilor dualelor vectoriale Fenchel-
Lagrange atagate Problemei (PVe) (a se vedea R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25,
Sectiune 3.5]).

Folosind modul in care Problema (DV% ,) a fost construita si aplicind Lema
2.1.2, obtinem urmatoarele incluziuni.

Propozitia 2.1.22 (S -M. Grad i E.-L. Pop [66]) Avem hf (B ) € W (BYW)
st thL (Bg[’FL) CFL (BCFL)

Intrebarea dacd incluziuni similare pot avea loc pentru dualele vectoriale La-
grange de tip Wolfe atagate Problemei (PV¢) are un raspuns negativ, aga cum arata
urmatorul exemplu.

Exemplul 2.1.23 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Fie X = R, Y = R?, V = R?,
C=R%, K=R3, S=R4, f:R— (R?°,

o) = { (1,1)T2, dacd z <0,

OOR2 altfel,

sig:R—R2 g(x)=(v,1—2)T.
Ca si in R.I. Bot si S.-M. Grad [21, Exemplul 2] se poate ardta cd BY 1 =0, iar
pe de altd parte cd((1/2 1/2)T ,(0,0),(0,0)7,0,0) € BY i (0,0)" € hcm (BE ).

MW (
In consecintd, hY (BY. ) ¢ hMW(BMW).

Pentru a obtine dualitatea tare, particularizam conditiile de regularitate (RC'V?),
1€ {1,2,3,4}. Acestea devin (RCVéFL), i €{1,2,3,4}, unde de exemplu (RCV&FL)
este

(RCV{, ) | 32’ €dom f NS astfel incét f este continua in 2’ si g(2') € —int(C)
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si celelalte pot fi obtinute analog (a se vedea R.I. Bot si S.-M. Grad [21]).
Din cazul general obtinem afirmatiile de dualitate slaba si tare.

Teorema 2.1.24 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) (dualitate slaba si tare pentru (PVe)
si (DVZY )

(a) Nu ezxista x € A si(v*,t*,y*,v,u,t) € BCVQ;L astfel incat f(x) <k thFL (v*, t*, y*,
v, U, ).

(b) Daca T € A este o solutie propriu eficientd a Problemei (PVe) si una din-
tre conditiile de regularitate (RC’V&FL), 1 € {1,2,3,4}, este indeplinitda, atunci ex-
istd (U5, ,7°,0,7,t) € BCM‘/FL solutie eficientd pentru Problema (DVC”}/DL) astfel incat
f@) =hg,, @, 1.5,0,5,1).

Teorema 2.1.25 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) (dualitate slabd si tare pentru (PVe)
si (DVE],))

(a) Nu exista x € A gi (v*,y*,v,u) € B(I}/[FL astfel incat f(x) < hg“ (v*,y*,v,u).

(b) Daca T € A este o solutie propriu eficientd pentru Problema (PVe) si una
dintre conditiile de regularitate (RCVY, ), i € {1,2,3,4}, este indeplinitd, atunci
exista (U*,y*,v,u) € BgFL solutie eficienta pentru Problema (DVCJ}I{L) astfel incat
f@) = hel, (77,0, 7).

Analog se pot formula rezultate de dualitate pentru (PVe) si (DVAW).

Observatia 2.1.27 (5.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Conditia de regularitate din Teo-
rema 2.1.24 (b) si 2.1.25 (b) poate fi inlocuitd cu orice altd conditie care garan-
teazd stabilitatea problemei de optimizare inf e 4(T* f) (x) in raport cu duala Fenchel-
Lagrange.

Observatia 2.1.28 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Daca V =R ¢i K = R, atunci
dualele (DVE ), (DVAL ) si (DVAW) devin dualele scalare Fenchel-Lagrange de tip
Wolfe si Mond-Weir atasate Problemei (PV¢) consideratd de R.I. Bot gi S.-M. Grad
in [21].

Probleme de optimizare vectoriala fara restrictii

Folosind acelasi cadru ca si in Sectiunea 2.1, consideram functiile vectoriale f : X —
Vesih:Y — V*® proprii si K—convexe i A : X — Y un operator liniar continuu
astfel incat dom fNA~!(dom h) # (. Problema de optimizare vectoriala fira restrictii

(PVa) Min[f(z) + h(Az)]

este un caz particular al Problemei (PVG) unde F' = f + ho A si consideram functia
perturbatoare vectoriala ®% : X x Y — V'* definitd prin

O} (z,y) = f(z) + h(Az + ).
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Dualele vectoriale atagate Problemei (PV4) sunt

(DVXV) Max hfgv(v*,y*,v,u, Y)
(v*,y*,v,u,y)eBY
unde
BY = {5y vuy) e KOXY*xVxXxY:y* e (A*)’l(*a( ()
NO(v*h)*(Au+y) si (v*,v) < —(v" )" (=A"y") + (v"h)*(y")}
si
hAW(U*7y*’U7u7y) =

si, respectiv,

(DVAT) o Max Ry (v, v, u)
unde
BA = {(v,v,u) € KOxV x X :0€ (A)"L(=0(v* f)(u)) — O(v*h)(Au)
si (v*,0) < (v, f(u) + h(Au))}
si

RA (v* v, u) = v.

Pentru Problema (PVy) si dualele vectoriale de tip Wolfe si Mond-Weir (DV}")
si (DV), dualitatea slabi si tare urmeaza din cazul general.

Teorema 2.1.29 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) (dualitate slabd pentru (PVa) si
(DVY), (PVa) si (DVA")

(a) Nu exista * € X si (v*,y*,v,u,y) € BY astfel incit f(x) + h(Az) <k
hy (0%, " v u,).

(b) Nu existd v € X si (v*,v,u) € BY astfel incat f(z) + h(Az) <x b (v*,v,u).

In formularea dualitatii tari sunt necesare conditii de convexitate care garanteaza
K —convexitatea functiei perturbatoare vectoriale si conditii de regularitate obtinute
prin particularizarea celor clasice date de R.I. Bot, S.-M. Grad si G. Wanka [25],
numite (RC{), i € {1,2,3,4}, unde spre exemplu (RC{') este

(RC) | 32’ € dom f N A~!(dom h) astfel incat h este continud in Az’

Teorema 2.1.30 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) (dualitate tare pentru (PVy4) si
(DVYY), (PVa) si (DV'))

Presupunem ca f si h sunt functii vectoriale K—convexe si una dintre conditiile
de regularitate (RC{"),i € {1,2,3,4}, este indepliniti. Dacd u este o solutie propriu
eficientd a Problemei (PVy), atunci exista v* € K*O, y* € Y* 5iv € V astfel incat
(v*,7*,7,%@,0) este o solutie eficientd a Problemei (DVA ), (T*,7,1) este o solutie
eficientd a Problemei (DVM) si f(u) + h(Au) = Y (v*,5%,7,%,0) = b (v*,7, 7).



16 Capitol 2. Dualitate vectoriala de tip Wolfe si Mond-Weir

Observatia 2.1.31 (S.-M. Grad i E.-L. Pop [66]) In cazul in care V =R i K = R,
ludnd functiile f : X — R si h : Y — R proprii, redescoperim dualitatea Wolfe si
Mond-Weir pentru problema de optimizare scalard corespunzatoare data de R.I. Bot
si S.-M. Grad in [21].

Revenind la (PV¢), si vazdndu-o ca o problemd de optimizare vectoriala fara
restrictii, 1i atagdm doud duale vectoriale generate de (DVGWY) si (DVGM) prin
considerarea functiei perturbatoare vectoriale Fenchel (I%F : X xY — V* data prin

\% _ f(l’ + y)7 HS Aa
e, (@) = { 0K, altfel.

Prima duala obtinuta este duala vectoriala Fenchel de tip Wolfe

DVW MaX hW U*,y*,v,u,y
(DVE,) (v " 0,u,) EBY, O ( )
unde
B, = {5y vuy) € KOXY* xVx X x X :(v*,0) < (y*,u)—
(1) ("), y" € 00 N+ ) N (~Na(u))}
si

hg/]: (’U*, y*avauay) =1

si a doua duala obtinuta este duala vectoriala Fenchel de tip Mond-Weir

(DVAT) Max  h{ (v*,v,u)
(v*,v,u)GBgF
unde
Bgfp = {(v*v,u) € K xV x X : (v*,v) < (0 f)(u),0 € dw*f)(u) + Na(u)}
si

het (v, v,u) = v.

Observatia 2.1.32 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) In definitia dualei vectoriale
Fenchel de tip Mond-Weir (DVC{{), conditia g(u) € —C nu mai apare explicit. Prin
urmare nu mai putem considera o alta duala vectoriala de tip “M-W” atasata Prob-

lemei (PVe).
Din Lema 2.1.2 obtinem urmaéatoarea afirmatie.
Proposition 2.1.33 (S.-M. Grad i E.-L. Pop [66]) Avem h} (B) C hi¥ (BY.).

Conditiile de regularitate (RCV?), i = 1,...,4 pot fi formulate si in acest caz si
apoi din cazul general obtinem teoremele de dualitate slaba si tare.
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2.1.3 Comparatii intre duale

In ceea ce urmeazi comparam imaginile multimilor unor duale vectoriale de tip Wolfe
si Mond-Weir atagate Problemei (PV() in raport cu functiile perturbatoare vectoriale
Lagrange, Fenchel i Fenchel-Lagrange.
Teorema 2.1.37 (S.-M. Grad i E.-L. Pop [66]) Avem hl (B ) € hl (BY) si
heh., (BEL,) € her, (BE)-

In ceea ce priveste dualele vectoriale de tip “M-W” se poate demonstra urmatorul
rezultat.

Teorema 2.1.38 (5.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Avem h}XV (BYW) C hMW (BMW).

Oricum, Intrebarea daca afirmatii similare sunt adevarate gi pentru dualele vecto-
riale de tip Wolfe atagate Problemei (PVy), ca si in cazul scalar (a se vedea R.I. Bot
si S.-M. Grad [21]), are un rspuns negativ, aga cum aratd urméatoarele exemple.
Exemplul 2.1.39 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Fie X = R, Y = R, V = R?,
C=R;, K=R3,S=R, f:R— (R?)* sig: R — R definite prin

[ (,1)Tx,  dacd x>0, . [ —x, dacixz <0,
fla) = { OOR? altfel, g g@)= 0, altfel.

Observam cd pentru toti v* = (vf,v3)” € int(R2) i y* > 0 avem

daca u > 0,

I(*f) + (y*g) + 65)(u) = O(v* f)(u) = { évl Mk altfel.

In consecintd, BE = 0. Pede altd parte se poate ardta cd ((1/2,1/2)",1,1,(0,0)7,0,1)
€ BY, ., deci (0,07 € bl (BE. ). In consecinid, he (BE ) € hiy (BE).

Exemplul 2.1.40 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [66]) Fie X = R?, Y =R, V = R?,
C=R,, K=R2,

3<xzy<4, dacaxy =0

_ T 2.0 < g, < Sz <4 1

8 {(xl’@) €R*:0<2 22, 1 <2y <4, daciz € (0,2] }’
(1, I)TIQ, daca T S 0,

OOR? altfel,

iR (B2, flan,a) = {

si g: R =R, g(x1,22) = 0.

Avem cd((1/2 1/2)T,y*,(3,3)7,(0,3)) € BE, 5i(3,3)T € hi¥ (BE), dar (3,3)" &
her (BE). In consecm;ﬁa he (BE) € he . Bg;L).
Observatia 2.1.43 (S.-M. Grad si E.—L. Pop [66]) Din exemplele date mai sus se

pot construi alte situatii in care sa se demonstreze ca in general nici o incluziune nu
A . . . . . W . W
are loc intre imaginile multimilor (DVe,!) si (DV()).
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2.2 Dualitate vectoriala de tip Wolfe si Mond-Weir
in raport cu solutiile slab eficiente

2.2.1 Rezultate generale de dualitate

Aici introducem duale vectoriale de tip Wolfe si Mond-Weir si stabilim rezultate de
dualitate intre problema de optimizare vectoriala in raport cu solutiile slab eficiente
si aceste duale.

2.2.2 Rezultate de dualitate pentru clase particulare de prob-
leme

Particularizam problema de optimizare vectoriala in raport cu solutiile slab eficiente
sa fie cu restrictii si fara restrictii si construim noi duale vectoriale de tip Wolfe si
Mond-Weir si formulam rezultate de dualitate.



Capitolul 3

Dualitate vectoriala in raport
cu quasi-minimalitatea

3.1 Probleme de optimizare vectoriala in raport cu
quasi-minimalitatea

Definim gi caracterizam elementele quasi-minimale ale unei multimi in raport cu un
con convex. Apoi atagsdm unei probleme de optimizare vectoriala duala sa vectoriala
in raport cu solutiile quasi-eficiente gi stabilim noi rezultate de dualitate. Considerand
cazuri particulare ale problemei de optimizare vectoriala construim duale vectoriale
atasate acesteia in raport cu solutiile quasi-eficiente dam rezultate de dualitate slaba,
tare si reciproca.

O parte din rezultate au fost obtinute de autor in colaborari cu dr. S.-M. Grad si
se gdsesc In [68].

Céateva notiuni prelimiare legate de quasi interiorul unui con urmeaza (a se vedea,
spre exemplu [12,16-18,25]). Fie X un spatiu local convex separat.
Observatia 3.1.2 Fie K C X un con conver.

(a) Dacd K este i cu varf, atunci 0 € qi K.

(b) Avem qiK + K = qi K.
(¢) Multimea qi K U {0} este un con.
(d) Dacd K este gi inchis, atunci qi K* = {a* € K* : (*,2) > 0 Vz € K \ {0}},
acest con se noteazd cu K*O si poartd numele de quasi interiorul conului dual a lui
K.

Fie K € X un con convex. Cand qiK # () notdm = <x y dacid y — 2 € qi K,
extinzand notatia obignuitd considerata in literaturs pentru cazul int K # ().

Definitia 3.1.3 Fie spatiul X partial ordonat de conul convex K, o mulfime nevida

19
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UCX sif:X — R o functie datd. Dacd f este K—-crescatoare pe U, qi K # () si
pentru toti x,y € U indeplinind x <y y urmeazd f(x) < f(y) funclia f se numeste
strict K—crescatoare pe U.

Observatia 3.1.4 In Definitia 3.1.3 extindem notiunea de strict K—crescdatoare pe
U functislor date in literaturd pentru cazul int K # 0 (sau core K # ().

Iustram aceasta definitie in urmatorul exemplu (a se vedea [25]).

Exemplul 3.1.5 Fie 2* € X*. Daca x* € K*, atunci pentru toti x1,x2 € X astfel
incdt x1 Sk w9 avem cd {x*, o — x1) > 0. Prin urmare (x*,x1) < {(x*,12) $i asta
inseamna ca elementele lui K* sunt functii K—crescatoare pe X .

Dacd x* € K*9, atunci pentru toti x1,z2 € X astfel incit v1 <g x2 are loc
(x*, 29 — x1) > 0. Aceasta inseamnd prin definitie ca elementele lui K*° sunt functii
K —crescatoare pe X .

Dacd K C X este un con convex inchis, qi K # (), atunci din Observatia 3.1.2 (d)
g K ={zeX:(z*z)>0Va* € K*\ {0}} si pentru tofi z* € K*\ {0} este strict
K —crescatoare pe X.

3.1.1 Elemente quasi-minimale

Introducem si caracterizam solutiile quasi-minimale ale unei multimi.
Fie V un spatiu local convex separat partial ordonat de conul convex cu varf
K C V avand quasi interiorul nevid si U C V' o multime nevida convexa.

Definitia 3.1.6 Un element T € U se numeste element quasi-minimal a lui U (in
raport cu ordinea partiald indusd de K) dacd (T —qi K)NU = 0.

Observatia 3.1.7 Elemetele quasi-minimale au fost considerate in lucrari ca [65, 71,
128], fiind numite elemente slab-quasi minimale. Am optat pentru denumirea folosita
in Definitia 3.1.6, chiar daca este folista in literaturd pentru alte tipuri de solutii
minimale (a se vedea, spre exemplu [86]). Pentru conditia U + qi K = qi(U + K)
indeplinita, credem ca elementele quasi-minimale ar trebui numite chiar slab mini-
male. Observam de asemenea cd in lucrdrile [5, 6, 71] se pot gdsi si elemente quasi-
relativ minimale.

Notam prin QMin(U, K) multimea tuturor elementelor quasi-minimale ale multimii
U (in raport cu ordinea partiala indusa de K).

Un element T € U se numesgte element minimal al lui U (in raport cu ordinea
partiald indusd de K) daca nu existd x € U care sa satisfacd © <k T.

Relatia (x — qi K) N U = @ din Definitia 3.1.6 poate fi scrisd echivalent ca (U —
T) N (—qgiK) = . Dacd avem conul K netrivial atunci pentru conul de ordine
K =qi K U{0} avem c& T € QMin(U, K) daci si numai daci ( — K) N U = {z}.

Dacd K # V, orice element minimal al lui U este si quasi-minimal deoarece
(z — K)NU = {z} implicd din Observatia 3.1.2 (a) c& (T — qiK)NU = (). Dacd
K =V atunci QMin(U, K) = (.
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In cazul in care core K # ) (sau int K # ()) urmitoarele investigatii dau rezultatele
din [25, Sectiunea 2.4.2, Sectiunea 2.4.4 si Sectiunea 4.3.4], deci ele pot fi vizute ca
si generalizari de mai tarziu.

Lema 3.1.8 (S.-M. Grad gi E.-L. Pop [68]) Are loc QMin(U, K) C QMin(U + K, K).

Observatia 3.1.9 (S.-M. Grad ¢i E.-L. Pop [68)) In Definitia 3.1.6 si Lema 3.1.8
nu este necesar sa presupunem ca U este convez.

Propozitia 3.1.10 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Avem cd qi(U+qi K) = U+qi K C
qi(U + K).

In ceea ce urmeazi presupunem c are loc U+qi K = qi(U+ K) i pastram aceasta
ipoteza suplimentara adaptandu-o corespunzator.

Mai mult, formulam caracterizari necesare si suficiente ale elementelor quasi-
minimale ale multimii U in raport cu K.

Teorema 3.1.11 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Daca T € QMin(U, K) atunci existd
x* € K*\ {0} astfel incat (x*,T) < (z*,x), pentru toti x € U.

Lema 3.1.12 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Fie o functie f : V. — R strict
K —crescdatoare pe U. Dacd existd un element T € U satisfacind f(T) < f(z) pentru
toti x € U, atunci T € QMin(U, K).

Mai mult fie K si inchis. Urmatoarea teorema este o concluzie directa a Lemei
3.1.12 si Exemplului 3.1.5.

Teorema 3.1.13 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Dacd existd 2* € K*\ {0} siT € U
astfel incdt pentru toti x € U are loc (x*,T) < (x*,x), atunci T € QMin(U, K).

Din Teorema 3.1.11 gi Teorema 3.1.13 obtinem o caracterizare echivalenta in raport
cu scalarizarea liniard pentru elementele quasi-minimale ale lui U in raport cu K.
Corolar 3.1.14 (S.-M. Grad gi E.-L. Pop [68]) Fie x € U. Atunci T € QMin(U, K)
daca gt numai daca existd x* € K* \ {0} satisfacind (x*,T) < (x*,x) pentru toti
zeU.

3.1.2 Rezultate generale de dualitate

Aici introducem o duald vectoriala in raport cu solutiile quasi-eficiente atasate unei
probleme de optimizare vectoriala si stabilim rezultate de dualitate slaba, tare si
reciproca.

Consideram problema de optimizare vectoriala

(PVGy) QMin F(x),
rzeX

unde F': X — V* este o functie proprie i K—convexa cu domF = {z € X : F(z) #
(0} si determindm elementele quasi-minimale ale lui F(dom F') in raport cu K. De
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asemenea, presupunem ci F'(dom F) + qi K = qi(F(dom F) + K) si K un con convex
inchis.

Definitia 3.1.5 Un element T € X se numeste solutie quasi-eficientd a problemei de
optimizare vectoriald (PVGy) dacd T € dom F st F(T) € QMin(F(dom F'), K).

Problemele pentru care solutiile quasi-eficiente ale problemei de optimizare vecto-
riala pot sa aiba un rol important pot fi gasite, de exemplu in matematici financiare
(a se vedea [1,63]).

Folosind functia perturbatoare vectoriala ® : X x Y — V*® care satisface 0 €
Pry (dom ®) gi ®(x,0) = F(z) pentru toti € X, problema de optimizare vectoriala
introdusad mai sus se poate reformula echivalent astfel

(PVGy) QMin ®(z,0).
rzeX

Problemei (PVG,) ii atagdm urmétoarea duald vectoriald in raport cu solutiile
quasi-eficiente

(DVG(I) QM&X th ('U*, y*7 U)
(v*,y*,0)EBF
unde
BY {(v*,y%,v) € (K" \{0}) x V" x Vi (v",0) < —(v"®)"(0, —y")}
s

G, % % —
hy (v, y*,v) = v.

Definitia 3.1.16 Un element (v*,y*,v) € B(? se numeste solutie quasi-efficientd a
dualei vectoriale (DV Gy) daca (v*,5*,7) € dom th §1 hf(ﬁ*,y*,@) =€ QMax(th(dom
th)7 K).

In continuare formuldm teoremele de dualitate slabi si tare.
Teorema 3.1.17 (S.-M. Grad gi E.-L. Pop [68]) Nu exista v € X gi (v*,y*,v) € Bf
astfel incdt F(x) <gx hS(v*,y*,v).

Observatia 3.1.18 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) F nu trebuie sd fie K—convexd
st K inchisa pentru a putea formula rezultatul de dualitate slabd.

Pentu dualitatea tare considerdm urmé&toarele conditii de regularitate (dup4 [25])
(RCV') | 32’ € X astfel incat (2/,0) € dom ® si (2/,) este continua 0;
cand X gi Y sunt spatii Fréchet

(RCV?) X 1 Y sunt spatii Fréchet, ® este K—inferior semicontinua si
0 € sqri(Pry (dom ®));
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cazul finit dimensional
(RCV?) | dim(lin(Pry (dom ®))) < +00 si 0 € ri(Pry (dom ®));

(RCV*) | @ este K—inferior semicontinud si Pry-xr(epi(v*®)*) este inchisa in
topologia w(X*, X) x R pentru toti v* € K*\ {0}.

Teorema 3.1.19 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Presupunem cd una dintre conditiile
de regularitate (RCV?), i € {1,...,4}, este indeplinitd. Dacd T € X este o solutie
quasi-eficientd a Problemei (PVGy), atunci existd (U*,7*,7) o solufie quasi-eficientd

a Problemei (DVG,) astfel incit F(T) = h$ (v*,5*,0) = 0.

Observatia 3.1.20 (5.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) In locul conditiilor de regularitate
mentionate mai sus, pentru a obfine dualitatea tare este suficient sa presupunem
ca pentru toti v € K*\ {0} problema de optimizare scalard inf,cx (7" ®)(x,0) este
stabila.

In continuare, dam un rezultat preliminar pentru dualitatea reciproca, urmat de
afirmatia in sine.
Teorema 3.1.21 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Presupunem cd una dintre conditiile
de regularitate (RCV?), i € {1,...,4}, este indeplinitd. Atunci V \ cl(F(dom F) +
K) C core(h$(BY)).
Teorema 3.1.22 (S.-M. Grad gi E.-L. Pop [68]) Presupunem cd una dintre conditiile
de regularitate (RCV?), i € {1,...,4}, este indeplinitd si cd multimea F(dom F)+ K
este inchisa. Atunci pentru toate solutiile quasi-eficiente (U*,y*,v) ale Problemei
(DVG,) avem ca T este un element quasi-minimal al multimii F(dom F) + K.

Observatia 3.1.23 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) In Teorema 3.1.21 i Teorema
3.1.22, conditiile de regularitate (RCV'?), i € {1,...,4}, pot sd fie inlocuite cu afirmatia
mai slabd cd pentru toti v° € K*\ {0} Problema inf,cx (v*, F(x)) este normald (a se
vedea [25, Theorem 4.3.3)).

3.1.3 Rezultate de dualitate pentru clase particulare de prob-
leme

In ceea ce urmeazi considerim probleme de optimizare vectoriald cu restrictii gi fara
restrictii ca si cazuri speciale ale problemei de optimizare vectoriala si deducem pen-
tru ele duale vectoriale in raport cu solutiile quasi-eficiente, urmate de afirmatii de
dualitate slaba, tare si reciproca.

Probleme de optimizare vectoriala cu restrictii

Consideram acelasi cadru ca si In sectiunea anterioara. Fie de asemenea Y partial
ordonat in raport cu, conul convex nevid C' C Y. Mai mult, consideram multimea
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S C X convexa nevida, functia f : X — V* proprie si K-convexa si functia g :
X — Y* proprie si C—convexa satisficand dom f NS N g~ 1(C) # (. Presupunem
cd f(dom fNA)+ qi K = qi(f(dom f N A) + K) si K un con convex inchis. Prob-
lema de optimizare vectoriala cu restrictii de tip geometric si con pe care o folosim este

(PV) QMin f(z),
rzeA
unde ©

A={zeS:g(x)e-C},

fiind un caz special al Problemei (PVG,). Construim diferite duale vectoriale atagate
Problemei (PVqC) in raport cu solutiile quasi-eficiente prin considerarea diferitelor
functii perturbatoare vectoriale si dam rezultate de dualitate slaba, tare si reciproca.

Prima data consideram functia perturbatoare vectoriala Lagrange @gL introdusa
in Capitolul 2 si din (DVGy) obtinem duala vectoriald Lagrange atasata Problemei
(PVqC) in raport cu solutiile quasi-eficiente

(DVEr) QMax  hS™(v*,y*,v),
(v*,y*,v)EBfL
unde

5O = {(v*,y*,w € (K \{0}) x C" x V& (u",0) < inf{(u" ) (u) + <y*g><u>}}

si
C * % _
hyt (0", Y% 0) = v.
Pentru dualitatea tare avem nevoie de conditii de regularitate obtinute prin par-
ticularizarea celor (RCV"), i € {1,2,3,4}. Acestea devin (RCV{) ), i € {1,2,3,4},
de exemplu (RCV{, ) este

(RCVE,) | 3’ € dom f NS astfel incat g(2’) € —int C.

Teoremele de dualitate slaba, tare gi reciproca urmeaza.

Teorema 3.1.24 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68))

(a) Nu ezistd © € X gi (v*,y*,v) € BS" astfel incat f(x) <g hS"(v*, y*,v).

(b) Presupunem cd una dintre conditiile de regularitate (RCV(@L), 1€{1,2,3,4},
este indeplinita. Daca™ € X este o solutie quasi-eficientd a Problemei (PVqC), atunci
existd (U*,5*,v) o solulie quasi-eficientd a Problemei (DV;]CL) astfel incat f(T) =
h$ (0,7, 7) = 1.

(¢) Presupunem ca una dintre conditiile de regularitate (RCV¢, ), i € {1,2,3,4},
este indeplinitd gi ca multimea f(dom f N A) + K este inchisd. Atunci pentru orice
solutie quasi-eficientd (U*,7*,v) a Problemei (DVGqCL) avem ca U este un element
quasi-minimal al multimii f(dom f N A) + K.



Probleme de optimizare vectoriala in raport cu quasi-minimalitatea 25

O alta functie perturbatoare vectoriala pe care o consideram este functia pertur-
batoare vectoriald Fenchel-Lagrange ®%, data in Capitolul 2 si din (DV G,) obtinem
duala vectoriala Fenchel-Lagrange atagata Problemei (PV:IC) in raport cu solutiile
quasi-eficiente

(D‘/qCFL) QMax thFL ('U*7 ™y, 'U)v
(v*7t*,y*,v)€B§FL
unde
BIre = {17, y7v) € (K*\ {0}) x X" x O x V' (v*,0) < —(u"f)"(t") -
(v*9)s(—t")}
si

hGFE (0" 1,y ) = v,

Particularizand (RCV"), i € {1,2,3,4} la acest caz, obtinem (RCV{, ), i €
{1,2,3,4}, unde spre exemplu (RCV{ ) este

(RCV{, ) | 32’ € dom fNS astfel incit f este continud in 2’ si g(2) € —int C.

Rezultatele de dualitate slaba, tare si reciproca urmeaza din cazul general.

Teorema 3.1.25 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68))

(a) Nu exista © € X gi (v*,t*,y*,v) € BSPr astfel incdt f(x) <g hSre(v*,t7,
y*,v). _

(b) Presupunem ca una dintre conditiile de regularitate (RCV(, ), i € {1,...,4},
este indeplinita. Daca T € X este o solutie quasi-eficientd a Problemei (PVqC),
atunci existd (T,t,7*,7) o solutie quasi-eficientd a Problemei (DVqCFL) astfel incat
f(@) = h{re (@1, 5",v) = 0.

(¢) Presupunem cd una dintre conditiile de regularitate (RCVéFL), ieq{l,...,4},
este indeplinita si ca mulfimea f(dom f N A) + K este inchisda. Atunci pentru toate
solutiile quasi-eficiente (T*,t",7*,7) ale Problemei (DVGqCFL) avem cd U este un
element quasi-minimal ol mulfimii f(dom f N A) + K.

Probleme de optimizare vectoriala fara restrictii

In acelagi cadru, consideram functiile vectoriale f : X — V® gi h : Y — V*
proprii si K-convexe si A : X — Y un operator liniar gi continuu astfel incat
dom f N A='(domh) # (. Presupunem din nou ci dom f N A=(domh) + qi K =
gi(dom f N A=*(domh) + K) si K un con convex inchis. Problema de optimizare
vectoriala fara restrictii

(PVh) ng)i(n[f (z) + h(Az)]
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este un caz special al Problemei (PVG,) unde F = f+ ho A.
Consideram functia perturbatoare vectoriala @;‘ : X XY — V* definita prin
A _ . o . .
@ (z,y) = f(z) + h(Ax +y). Folosind aceasta functie perturbatoare obtinem duala
vectoriald atasata Problemei (PVqA) data prin

(DVY) QMax  hf'(v*,y*,v)
(v y* v)EBY
unde
Bt = {(v*,y%,0) € (K*\{0}) x Y* x Vi (v*,0) < —(v* f)* (= A*y*)+

(v"h)*(y™)}

A/ * _
hy (v*,y*,v) = v.

Pentru problema de optimizare vectoriala (PVqA) si duala vectoriala (DV:]A) avem
dualitate slaba, tare si reciproca, obtinute din cazul general. Pentru a garanta duali-
tatea tare folosim conditiile de regularitate obtinute din (RCV?), i € {1,2,3,4}. Spre
exemplu (RCV}) este

(RCV}) | 32’ € dom f N A~ (dom h) astfel incat h este continud in Ax’.

Teorema 3.1.26 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68))

(a) Nu exista x € X gi (v*,y*,v) € B(‘;‘ astfel incat f(z)+h(Ax) <k h(’;‘(v*,y*, v).

(b) Presupunem cd una dintre conditiile de regularitate (RCV}), i € {1,...,4},
este indeplinita. Daca T € X este o solutie quasi-eficientd a Problemei (PVqA),
atunci existd (U°,7*,0) o solutie quasi-eficientd a Problemei (DVqA) astfel incat f(T)+
h(AT) = b (v*, 7", 7) = 0.

(¢) Presupunem cd una dintre conditiile de regularitate (RCV}), i € {1,...,4},
este indeplinitd si cd multimea dom f N A=Y (dom h) + K este inchisd. Atunci pentru
toate solutiile quasi-eficiente (U*,7*,v) ale Problemei (DVG;;‘) avem cd U este un
element quasi-minimal al multimii dom f N A~ (domh) + K.

Intorcandu-ne la (PV:IC) si privindu-o ca o problema de optimizare vectoriala fara
restrictii ii atagdm problema vectoriald duald generatd de (DVG,) prin considerarea
functiei perturbatoare vectoriale Fenchel @gF data in Capitolul 2. Presupunem din
nou ca f(dom fNA) +qi K = qi(f(dom f N A) + K) si K este un con convex inchis.

Prin urmare din (DVG,) obtinem duala vectoriald Fenchel atagatd Problemei
(PVqC) in raport cu solutiile quasi-eficiente

(DVqCF) QMax th (v*, t*,v),
(v*,t*,v)GBfF
unde

BY" = {(v",#",v) € (K*\ {0}) x X* x V1 (v, 0) < —(v* )" (t") — ou(~1")}
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si
thF (v*, t*,v) = v.

Ca gi in Teorema 3.1.26 putem obtine teoremele de dualitate slaba, tare si reciproca
pentru problemele (PV,7) si (DV,CF).

3.1.4 Comparatii intre duale

In aceastd sectiune comparam imaginile multimilor dualelor vectoriale atasate Prob-
lemei (PVqC) in raport cu functiile perturbatoare vectoriale Lagrange, Fenchel si
Fenchel-Lagrange.

Propozitia 3.1.28 (S.-M. Grad i E.-L. Pop [68]) Avem h$rr(BSrr) C hSr(BSY).

Observatia 3.1.28 (S5.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) O situatie cand incluziunile din
Propozitia 3.1.28 nu sunt indeplinite ca si egalitate poate fi gasita in [28, Exemplul

Propozitia 3.1.30 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Avem thFL (BqCFL) C th (BqCF).

Observatia 3.1.31 (S5.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) O situatie cand incluziunile din
Propozitia 3.1.31 nu sunt indeplinite ca si egalitate poate fi gasita in [28, Exemplul
2.1].

In anumite ipoteze, imaginile multimilor dualelor vectoriale atasate Problemei
(PVqC) anterior coincid.

Teorema 3.1.32 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Dacd una dintre conditiile

(a) existd ' € dom f NS Ndomg astfel incdt f este continud in x';

(b) pentru X si Z spatii Fréchet, S inchisd i g C—epi inchisd avem 0 € sqri((dom g
NS) —dom f);

(¢) daca lin((domg N S) —dom f) < 400 avem 0 € ri((domgN S) — dom f);
este indeplinitd, atunci hf“ (BqCFL) = thL (BqCL).

Teorema 3.1.33 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Dacd una dintre conditiile

(a) existd ' € dom f NS Ndomg astfel incit g(x') € —int C;

(b) pentru X ¢i Z spatii Fréchet, S inchisa si g C—epi inchisd avem 0 € sqri
(9(domgnS)+ C);

(¢) daca lin(g(domgn S) 4+ C) < +o0 avem 0 € ri(g(domg N S) + C);
este indeplinitd, atunci hf“ (BqCFL) = thF (BqCF),

Pentru a garanta faptul ca imaginile multimilor dualelor vectoriale atagate Prob-
lemei (PVqC) in raport cu solutiile quasi-eficiente coincid, putem combina ultimele
doua teoreme, sau din Propozitia 3.1.28, Propozitia 3.1.30 si Teorema 3.1.25, putem
formula urmétoarea concluzie.
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Corolar 3.1.34 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [68]) Daca una dintre conditiile de regu-
laritate (RCV(, ), i € {1,...,4}, este indeplinitd, atunci

thFL(BgFL) — thF (B(?F) _ thL (BqCL)
Daca in plus f(dom(f N.A))+ K este inchisd, atunci avem
QMin(f(dom f N A), K) € QMax(h{"* (BS*), K) = QMax(h$* (BS*®), K)

= QMax (RS (BS™), K) € QMin(f(dom f N A) + K, K).

3.2 Cateva observatii pentru problemele de opti-
mizare vectiala in raport cu relativ-minimalitatea

Din pacate, o teorie analoga cu cea din sectiunea precedenta nu se poate obtine si
in cazul quasi-relativ interiorului unui con K. Chiar gi In R, unde qriK = ri K,
avem doar unele din rezultatele similare celor date mai sus, dar nimic care sa asigure
existanta rezultatelor de dualitate.



Capitolul 4

Conditii de optim pentru
probleme de optimizare
vectoriala

4.1 Conditii de optim pentru probleme de optimiza
re vectoriala in sensul diferitelor scalarizari

In literaturd sunt prezentate diverse metode de scalarizare ce folosesc functii liniare,
norme gi alte constructii (a se vedea, spre exemplu [28,35,55,58,72,78,83,87,88,95,115,
118,121-123,130,132,134]). Unei probleme de optimizare vectoriald ii atagdm duale
vectoriale folosind diverse scalarizari (dupa [22, 25,70, 83]). Functiile folosite sunt
tare K —crescatoare sau strict K —crescatoare. Ele se numesc functii de scalarizare si
corespunzator avem multimea functiilor de scalarizare.

In acest capitol formulam conditii de optim pentru problema de optimizare vec-
toriala cu restrictii de tip geometric gi con careia i se asociaza solutii propriu eficiente si
dualele vectoriale construite folosind scalarizarea liniara, scalarizarea maxim(—liniara),
scalarizarea multime, scalarizarea (semi)norma si scalarizarea distantd carora li se
asociaza solutii eficiente sau slab eficiente (dupa [40,94]) cdrora li se atageaza solutii
eficiente sau slab eficiente. Majoritatea rezultatelor au fost obtinute de autor in co-
laborari cu dr. S.-M. Grad si se gésesc In [67].

Fie X,Y gi V spatii local convexe Hausdorff si presupunem ca Y este partial or-
donat de conul convex C' C Y, in timp ce V este partial ordonat de conul convex
netrivial cu varf K C V. Mai mult, fie § C X o multime convexa nevida, f : X —
V® = VU {400k} o functi proprie gsi K—convexd si g : X — Y* =Y U {+oo¢c}
o functie proprie i C—convexa astfel incat dom f NS N g=*(C) # (. Problema de

29
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optimizare vectoriala cu restrictii de tip geometric si con pe care o folosim este

(PVe) Min f(x),
unde

A={z€S:g(x)e-C}.

Definitia 4.1.1 Fie X un spatiu vectorial partial ordonat de conul convex K iU C X
o multime nevidd in raport cu ordinea partiald “<g ” indusd de K. Un element® € U
se numeste

(a) element minimal al lui U (in raport cu ordinea partiald indusd de K) dacd nu
exista nici un x € U satisfacand x <y T.

(b) element slab minimal al lui U (in raport cu ordinea partiald indusd de K) daca
(T —int K)NU = 0.

Observatia 4.1.2 Din Definitia 4.1.1 (b) elementele slab minimale pot fi considerate
gl in raport cu interiorul algebric (core) sau quasi-interiorul (qi) in locul interiorului
(int), facdnd doar inlocuirea corespunzatoare. Ipotezele fiecirei subsectiuni vor stabili
tipul de element slab minimal folosit (de exemplu atunci cind int K # @) lucram exact
cu Definitia 4.1.1 (b)).

4.1.1 Scalarizarea generala

Scalarizarea generald folosegte functii monotone de tip con (dupa [22,25]). Fie S
o multime arbitrara de functii proprii si convexe s : V U {+oox} — R indeplinind
s(+o0k) = 400, f(dom fNA)+ K C dom s gi mai mult s este tare K —crescatoare pe
multimea f(dom fN.A)+ K. Elementele multimii S se numesc funciii de scalarizare.

Definitia 4.1.3 Un element T € A se numeste solutie S—propriu eficientd pentru
Problema (PV¢) dacd @ € dom f i dacd exista un s € S astfel incdt s(f(T)) < s(f(z))
pentru tofi x € A.

In [25, Sectiune 4.4] sunt date afirmatii pentru problema de optimizare vectoriala
cu restrictii de tip geometric si con (PV¢) si cea duald vectoriald atagatd acesteia.
Ne referim la dualitatea slaba si tare si la conditiile de optim. Pentru dualitatea tare
folosim spre exemplu urmatoarea conditie de regularitate:

(RCVey,) | 32’ € dom f NS astfel dincat f este continud in 2’ si g(a’) € —int(C).

Fie qi K # (), T o multime arbitrard de functii proprii si convexe s : V* — R
indeplinind s(4+o00k) = +00, f(dom fNA)+ K C dom s si s este strict K —crescitoare
pe multimea f(dom f N A) + K.

Definitia 4.1.7 Un element T € A se numeste solutie T —propriu eficienta a Prob-
lemei (PVe) daca T € dom f gi dacd exista un s € T astfel incdt s(f(T)) < s(f(z))
pentru toti x € A.
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O duala vectoriala a fost atagata Problemei (PV() in raport cu multimea functilor
de scalarizare T inlocuind & cu T in definitia dualei vectoriale data in raport cu
multimea functiilor de scalarizare S si au fost obtinute rezultate de dualitate si conditii
de optim.

Pornind de la scalarizarea generald existd sgi alte scalariziri: liniard, maxim(-
liniard), multime, (semi)norm&, quadratica, distanta (a se vedea, spre exemplu, [19,
22,25,78,80,83,92,93]).

4.1.2 Scalarizarea liniara

Consideram multimea functiilor de scalarizare
S ={sp-: V* = R: v* € K* s,:(v) = (v*,v) Yo € V*}.

Pentru s,« € & are loc s,«(+0og) = 400, deoarece (v*,00k) = +o0 Yv* € K*.
Evident, pentru toti v* € K*°, f(dom f N A) + K C V = doms,~ §i s,- este tare
K —crescatoare, liniara, gi continua. In continuare observim ci pentru toti £* € K*
avem s+ (k*) = dpy-3 (k).

Un element T € A se numeste solutie S;—propriu eficientd a Problemei (PV¢)
dacad T € dom f gi dacd existd un s,« € S; astfel Incat s, (f(T)) < s+ (f(x)) pentru
toti x € A.

Problema de optimizare duald atagatd Problemei (PV() este

(DVst) Max REs1 (v*, y*, 2%, v)
(1)*,y*,z*,v)€Bcsl
unde
BCsi = {(v*,y*,2%,0) € K*O x X* x C* x V : (v*,v) < —(v*f)*(y*)—
Z9)s(=y")}
si

hCsi (v*,y*, 2", v) = .

Aceasta problemi duala vectoriald este chiar duala de tip Fenchel-Lagrange (DV ¢Fr)
din [25, Sectiune 4.3]. Dualitatea slaba si tare urmeaza din cazul general.
Propozitia 4.1.11 (Dualitate slabd si tare pentru (PVg) si (DVEst))

(a) Nu ezisti x € A si (v*,y*, 2*,v) € Bt astfel incdt f(x) <g hOs(v*,y*, 2*,v).

(b) Presupunem cd avem conditia de regularitate (RCVe,., ) indeplinitd. Dacd T €
A este solutie S;—propriu eficientd a Problemei (PVe), atunci exista (0*,5*,Z2*,7) €
BYsi o solutie eficientd a Problemei (DVEst), astfel incit f(T) = h9s: (v*,7*,2*,7) =
T.

Teorema 4.1.12 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [67]) (Conditii de optim pentru (PV¢) si
(DVEs))
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(a) FieT € A o solutie §;—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si conditia de reg-
ularitate (RCVe,., ) indeplinitd. Atunci existd (v*,5*,Z%,0) € BYSt o solutie eficientd
a Problemei (DVEst) astfel incat

(b) Presupunem cd T € A si (v°,7",2%,0) € BYSt indeplinesc relatiile (i) — (v).
Atunci T este o solutie S;—propriu eficientd a Problemei (PVe) si (v°,7*,Z*,0) o
solutie eficientd a problemei duale (DVEst).

Daca qi K # () consider8m multimea functiilor de scalarizare
T ={sp:V*—=R: v* e K*\{0},s5,+(v) = (v*,v) Yo € V*}

i urmeaza ca fiecare functie de scalarizare s, € T este strict K —crescatoare, liniara
gl continud, in timp ce domeniul este f(dom f N .A) + K. Mai mult presupunem ca
V+gK=qi(V+K)cuV=f(domfnA).

Un element T € A se numeste solutie 7,—propriu eficientd a Problemei (PV¢)
dacd T € dom f si dacd existd s,« € T astfel incat s,-(f(T)) < sy« (f(x)) pentru toti
xz € A

Duala introdusa in raport cu multimea functiilor de scalarizare 7; este

(DVET) WMax RET (v*, y*, 2%, 0)
(v*,y*,z*,v)EBch
unde
BO = {(v%y",2 ) € (K \{0}) x X* x C° x Vi (u%,0) < —(v* ) (47)—
z79)s(=y")}
si

hc’]—l (v*7 y*, Z*’ U) = .

Pentru aceasta duala vectoriala dualitatea slaba si tare gi conditiile de optim urmeaza
similar ca si In cazul dualei vectoriale in raport cu multimea functiilor de scalarizare
S
Propozitia 4.1.14 (Dualitate slabd si tare pentru (PVg) si (DV 7))

(a) Nu existi x € A si (v*,y*, 2*,v) € BT astfel incdt f(x) <g hT (v*,y*, 2", v).

(b) Presupunem cda avem conditia de reqularitate (RC'Ve,., ) indeplinitd. Dacd T €
A este o solutie Tj—propriu eficientd a Problemei (PV¢), atunci exista (v*,7*,2*,7) €
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BYTi o solutie slab eficientd a Problemei (DV i), astfel incat f(T) = hOsi (7%, 7", 2", )
=7.

Teorema 4.1.15 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [67]) (Conditii de optim pentru (PV¢) si
(DV )

(a) Fie T € A o solutie Tj—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si conditia de
regularitate (RCVg,., ) indeplinitd. Atunci existd (v*,5*,2*,7) € Bt o solutie slab
eficientd a Problemei (DV i) astfel incat conditiile (i) — (v) din Teorema 4.1.11 sunt
indeplinite.

(b) Presupunem ca T € A si (v°,7,2%,0) € BT indeplineste relatiile (i) — (v).
Atunci T este o solutie T—propriu eficientd a Problemei (PVe) si (T*,5*,Z2%,7) o
solutie slab eficientd a problemei duale (DVET).

Observatia 4.1.16 Observam ca (i) — (iii) in Teorema 4.1.15 nu coincid cu cele din
Teorema 4.1.12, deoarece aici v* € K*\ {0}, in timp ce dincolo v* € K*0.

4.1.3 Scalarizarea maxim(-liniara)

Una dintre scalarizarile folosite in optimizarea vectoriala pentru V finit dimensional
este scalarizarea Tchebyshev (maximi). Lucram cu o functie de scalarizare generala
definitd prin combinarea unei functii de maxim de scalarizare (dupa [80,126]) cu
o functie liniard. Scalarizarea maxim(-liniara) a fost studiatd de K. Mitani si H.
Nakayama in [95] (a se vedea, de asemenea si [19,22,25]).

Fie V. =RF V* =RFU {+ooR;jr} =R, K=Risifi:R" >R, i=1,..,k,
functii proprii si convexe astfel incat ﬂfzz dom f;NSNg 1 (-C) # 0. Fie f : X —
(R*)® definita prin

) = (fr(z), .o fe(x)T,  dacd z € 1‘61 dom f;,

+00Ri , altfel,

n>0,w=(w,..,wg)" €int(RY) si a = (a1, ...,ar)” € R*. Consideram functia de
scalarizare
k

Sw,aly) = jzlaxk{wj(yj —aj)} + nzwjyj, y= (1, ux)" €R",
o
cu sw7a(+ooRi) = +oo. Pentru toti w € int(R¥) si a € R*, functia tocmai intro-

dusi este convexd, strict RY —crescitoare si f(N¥_; dom f; N A) + R C R*. Atunci
introducem multimea functiilor de scalarizare

Tt = {Sw,a: (RF)* =R (w,a) € int(RE) x RF}.
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Un element T € A se numeste solutie 7,,;—propriu eficientd a Problemei (PV¢)
_ N .
£ (@) < maxjzrp{w;(fi(x) —a;)} +n 375, w;fi(x) pentru toti z € A.
Pentruw = (wi, ..., w)T € int(RY), a = (ay,...,ar)" € R* fixat si k* = (kf,...,k;)T
€ R*, functia conjugata a lui s, , € T este

ko
R (k* —qw)Ta, dach qw S k*§i Y = kn+ 1,
Sw,a(k ): Jj=1 !
—+00, altfel.

Duala vectoriald corespunzitoare atagata Problemei (PV¢) in raport cu multimea
functiilor de scalarizare T,,; este

(DVCTm1) WMax hETm (w, a, y*, k*, 2%, v)
(w,a,y*,k*,z*,v)GBchl
unde
BOTm = {(w,a,y*,k*,z*,v) € int(RE) x R¥ x X* x RE x C* x R¥ :
kg k
nw < kY, Y0 oL =kn+1, max {w;(v; —aj)}+n Y wjv,
7j=1 J J=1.k j=1
k *
< —(k* —nqw)a — (Zl k‘jfj) (y*) = (Z*g)é(—y*)}
=
si

RETmi (w, a, y*, k*, 2%, v) = v.
Dualitatea slaba gi tare urmeaza din cazul general.
Propozitia 4.1.17 ( [25, Teorema 4.4.8, Teorema 4.4.9]) (Dualitate slabd si tare
pentru (PVg) si (DVETmi))

(a) Nu ezistd x € A si (w,a,y*, k*, 2*,v) € BSTmi astfel incdt f;(x) < thml (w,a,y*,
k*, z*,v).

(b) Presupunem cd avem conditia de regularitate (RCVe,., ) indeplinitd. Dacd T €
A este o solutie Tpy—propriu eficientd a Problemei (PVe), atunci existd (W, a, y*,E*,
Z*,7) o solutie slab eficientd a Problemei (DV S Tmi), astfel incat f;(ZT) = hiCTm (w*,a,
7k L E) =T, i =1,k
Teorema 4.1.18 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [67]) (Conditii de optim pentru (PVe) si
(DV 7))

(a) FieT € A o solutie Tyy—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si condilia de
reqularitate (RCVe,., ) indeplinita. Atunci existd (0, @, y*,?,z*,@) € BSTmi o0 solutie
slab eficientd a Problemei (DVCTm) cuw = (Wy, ..., wk)T si k = (ky,....ky)T astfel
incat
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(1) max {w;(f;(T) —a;)} +n i:lefj(x) + (& = nw)"a + o_py (o — k) =

(b) Presupunem ca T € A si ca (w, E*,y*,ﬁ*,i*ﬂ) € BCTmi indeplineste relatiile
(1)—(v). AtunciT este o solutie Ty, —propriu eficientd a Problemei (PVe) si (w*,a*, ",
k", 75,0) o solutie slab eficientd a problemei duale (DVCTmi).

In cazul in care n=0,w; = 1sia; =0 pentru toti j = 1, ..., k, multimea functiilor
de scalarizare 7, este data prin

T = {5 C(RF)* - R: s(y) = jmax y; Vy € Rk,s(ooR;i) = +oo}.
Un element T € A se numeste solutie 7T, —propriu eficientd a Problemei (PV()
daca max;—1 . x{f;(T)} < maxj—1,  k{fj(x)} pentru toti z € A.
Corespunzator, obtinem duala vectoriald atagatd Problemei (PV¢) in raport cu
multimea functiilor de scalarizare 7,,, dualitatea slaba si tare si putem formula
conditiile de optim.

4.1.4 Scalarizarea multime

Aici includem acele scalarizari pentru care functiile de scalarizare sunt definite prin
intermediul unor multimi. Consideram o functie de scalarizare generala aflata in
legiturd cu una datd de C. Gerth si P. Weidner (dupd [62]). Aceastd functie de
scalarizare a fost studiatd si in [22,25,122,123,134].

Fie core K # () si considerdm o multime convexa nevidi E C V care satisface
cl(E) + int(K) C core(E). Pentru toti u € core(K) definim s, : V* — R prin

sp(v) =mf{t e R:v e tp—cl(E)}

functia de scalarizare. Atunci s,(+00x) = +00. Pentru p € core(K) functia s, este
convex4, strict K —crescatoare gi ia doar valori reale pe V i deci f(dom fN.A)+ K C
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V = doms,. Daca core K # () consideram multimea functiilor de scalarizare
Ts={s,:V* =R, p € core(K)}.

Un element T € A se numeste solutie T;—propriu eficientd a Problemei (PV¢)
daca exista p € core K astfel incat s, (f(Z) < s,(f(z)) pentru toti z € A. B
Cand p € core(K) este fixat, conjugata functiei de scalarizare s, V" — R este
definita prin
*(k'*) _ U—CI(E)(k*)7 daca <k*7/14> =1,
400, altfel.

Problema duald vectoriala atagatd Problemei (PV¢) in sensul scalarizarii multime
este data prin

(DVETs) WMax RETs (u,y*, k*, 2%, v)
d (“,y*,k*,z*,v)EBcTS
unde
BCT: = {(,u,y*,k*,z*,v) ecore(K) x X* x K*xC* xV : (k*,u) = 1,inf{t e R :
vE = AB) £ o)~ (1)) - ()s(-v)
si

ROTs (u, y*, k™, 2%, v) = v.

Dualitatea slaba si tare urmeaza din cazul general si apoi si conditiile de optim.
Propozitia 4.1.22 ( /25, Teorema 4.4.10, Teorema 4.4.11]) (Dualitate slaba i tare
pentru (PVg) si (DVET:))

(a) Nu existd x € A si (p,y*, k*, 2*,v) € BETs astfel incdt f(x) <gx hST (u,y*, k*,
2%, ).

(b) Presupunem cda avem conditia de reqularitate (RCVe,., ) indeplinitd. Dacd @ €
A este o solutie Ts—propriu eficientd a Problemei (PV¢), atunci existd (1, y*,E*, zZ*,0)
o solutie slab eficientd a Problemei (DVCT), astfel incat f(z) = hC (u*, 5", k ,Zz*,7)
= 7.
Teorema 4.1.23 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [67]) (Conditii de optim pentru (PVe) si
(DVE))

(a) Fie T € A o solutie Ts—propriu eficientd pentru Problema (PV¢) si condifia
de regularitate (RCVe,., ) indeplinita. Atunci existd (@, y*,?,?*,@) € BE7 o solutie
slab eficientd a problemei duale (DVC7) astfel incat

(i) £(@) =7;
(i6) f{t € R: f(Z) € tp — l(E)} + 0 am)(®) = (K 1)(@);
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(i) (&",m) =1;

(iii) (& )" @) + & )@ = 7.7);
() Z"9)s(=y") =—({F".,7);

(v) (z79)(@) = 0.

(b) Presupunem ca T € A si (T, y*,?ﬁ*,ﬁ) € BT indeplineste relatiile (i) — (v).
Atunci T este o solutie Ts—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si (ﬁ*,y*%*,f*,@) 0
solutie slab eficientd a problemei duale (DV7s).

De asemenea, se poate considera gi scalarizarea pentru o multime conica si cea cu
multimi generate de norme (dupa [22]) si conditiile de optim urmeazi.

4.1.5 Scalarizarea (semi)norma

In aceast# parte avem ca si punct de plecare faptul ci In anumite circumstante
(semi)normele pe V devin functii tare K —crescatoare (a se vedea, spre exemplu
[80,118,147]). Acest tip de functii de scalarizare a fost folosit pentru probleme lo-
cale in [35]. In ceea ce urmeazi vom cerceta functiile de scalarizare bazate pe functii
Minkovski tare K —crescitoare (dupd [22,25]).

Consideram b € V astfel incat f(dom fN.A) Cb+ K, E CV o multime convexa
cu 0 € int(F) si functia Minkovski vg tare K —crescitoare pe K. Deoarece 0 € int(F)
avem g (v) € R pentru toti v € V. Pentru a € b — K definim s, : V* — R prin

5a(v) = { ve(v —a), daciveb+ K,
@ 400, altfel,

cu Sq(+00K) = 400. Pentru a € b — K fixat, functia s, este convexa cu f(dom f N
A) Cb+ K = doms, si s, este tare K —crescatoare pe f(dom f N .A). Consideram
urmatoarea familie de functii de scalarizare

Sg:{sa:V°—>R: acb—K}.

Un element T € A se numeste solutie Sy—propriu eficientd a Problemei (PV¢)
daca exista a € b — K astfel incat s,(f(T)) < sq(f(x)) pentru toti = € A.
Pentru a € b — K fixat si k* € V*, functia conjugati s* : V* — R este

sa(k*) = (k*,a) + min (w*,b— a),
w*e—K*
op(k™—w*)<1
unde o defineste duala functiei Minkovski v si dacd g este o norma a ei devine
chiar duala normei.
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Duala vectoriald atagatd Problemei (PV¢) in sensul scalarizarii (semi)norma este
data de

(DVCSQ) Max thg (a,y*,k*,Z*7W*a”)
(a,y*,k*,z*,w*,v)GBcsg
unde
BCss = {(a,y*7k*,z*,w*,v) EB-—K)XxX*xXK*xC*x (-K*)x (b+ K):
op(k —w*) <1, 1p(v - a) < (w0 — b) — (k*,a)
(1)) = )5
si

hESa (a,y*, k*, 2%, w*,v) = v.

Dualitatea slaba si tare urmeaza din cazul general gi apoi conditiile de optim.
Proposition 4.1.32 ( [25, Teorema 4.4.12, Teorema 4.4.13]) (Dualitate slabd si tare
pentru (PVg) si (DVSe))

(a) Nu ezistd x € A i (a,y*, k*, 2%, w*,v) € BYSs astfel incat f(z) <x h%Ss(a,y*,
k*, 2%, w*,v).

(b) Presupunem cd avem conditia de reqularitate (RC'Ve,., ) indeplinitd. Dacd T €
A este o solutie Sg—propriu eficientd a Problemei (PVe), atunci exista (@, y*,?,z*,w*,
T) o solutie eficientd a Problemei (DV ©Ss), astfel incit f(T) = hOSs (6*,@*,?,2*,@*,@
= 7.
Teorema 4.1.33 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [67]) (Conditii de optim pentru (PVe) si
(DVCs0))

(a) Fie T € A o solutie Sg—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si conditia de
reqularitate (RC'Ve,., ) indeplinita. Atunci existd (a, @*,E*,i*,ﬁ*,i) € BYSs o solutie
eficientd a Problemei (DV©Ss) astfel incdt
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(b) Presupunem ca T € A gi (a, @*,E*,Z*,E*,f) € BYss indeplinesc relatiile (i) —
(v). Atunci T este o solutie Sq—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si (a*,y*,E*,z*,
wW*,T) este solutie eficientd a problemei duale (DVESa).

Observatia 4.1.35 Rezultatele date in aceasta parte pot fi considerate si in cazul

particular cand vg este o norma avand bila unitate E. Conditiile care asigurd cd o
normd este tare K —crescdtoare pe o mulfime datd au fost studiate in [78, 80, 147]

4.1.6 Scalarizarea distanta

Problematica din aceasta scalarizare nu a mai fost consideratd pana acum pentru
dualitate vectoriala conjugata, din cauza dificultatii de calculare a conjugatei. In [40]
a fost obtinuta in cazul V = R*, deci putem si consideram aceast# scalarizare in
acelasgi cadru.

Pentru multimea U C R"™ fie Ay : R™® — R™ datd prin Ay(z) = sup [(z*,2) —

aj* ERTI

oy(x*) : ||z*|| = 1] ¢l multimea B = {z* € R™ : ||z*|| = 1}. Deci, Ay poate fi scrisa
echivalent astfel Ay (z) = sup,.cp[(z*,z) — oy(z*)]. Aceasta functie este finita si
convexa pe tot spatiul R™ si coincide cu functia distantd dy (x) = sup[(z*, ) —opy (z*) :
[|z*|| < 1] infara lui K (dupa [94]). Mai mult, A_g este strict K —crescatoare pe R}.

Consideram functia de scalarizare s4 : (R*)* — (R)® data prin

_ [ A_k(y), daciyeR*
sa(y) = { +00, else.

Aceasta functie este proprie, convexa si strict K —crescatoare. Multimea functiilor de
scalarizare este data in acest caz de

Ta={A_x :R" - R"}.

Un element T € A se numegte solutie T;—propriu eficientd a Problemei (PV¢)
dacd A_g(f(T)) < A_k(f(z)) pentru toti z € A.
Functia conjugata a lui sq € 74 este (dupa [40])

l l l
si(k®) = A" (k") =inf ¢ Y “dke(2}): 1<I<n+2, k"= a5, > |[l}[| =1
j=1 j=1 j=1

si pentru a scrie duala folosim urmatoarea formula
Su%[<w*,v> — ok (z")] < =(K"f)"(y") — (z"9)s(=y"),
r*e

cand 1<I1<n+2, k=" a7, Y ||a}]|=1sia} € K"
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Duala vectoriala a Problemei (PV¢) in raport cu multimea functiilor de scalarizare
Taq este

(DV7a) WDMax RTa(y* k*, x*, 2 v)
(y*,k*,x*,2* v)eBTd

unde

BT: = {(y*,k*,:z:*,z*,v) EX*x K*x (K*)!' x C* xR": A_g(v) < —(k*f)*(v*)
l l

—(z"g)5(=y*), for L <1 <n+2, k*= Y xf, > |[lzj]| =1
j=1 j=1

six* = (27,..27)}

si

WAy k7, ) = v.
Pentru aceasta duala avem dualitate slaba gi tare si conditii de optim.

Propozitia 4.1.36 (Dualitate slabd si tare pentru (PVe) si (DV74))

(a) Nu existd x € A si (y*, k*, 2%, 2*,v) € BT astfel incat f(x) < h7a(y*, k*, x*, 2%, v).

(b) Presupunem cd avem conditia de reqularitate (RC'Ve,., ) indeplinitd. Dacd T €
A este o solutie Tg—propriu efiicentd a Problemei (PV¢), atunci existd (@*,E*7f*, zZ*,0)
o solutie slab eficientd Problemei (DV74), astfel incat f(z) = h7¢(y*, k*, 7%, 2%,0) =
T.
Teorema 4.1.37 (S.-M. Grad si E.-L. Pop [67]) (Conditii de optim pentru (PVe) si
(DVT4))

(a) FieT € A o solutie Tg—propriu eficientd a Problemei (PV¢) si conditia de
regularitate (RCVg,.,) indeplinitd. Atunci existd (g*,k*,z*,2*,7) € B4 o solutie
slab eficientd a Problemei (DV74) astfel incat

(1) f(z) =7;

(b) Presupunem cd T € A si (7*,k*,7*,2*,7) € B¢ ideplinesc relatiile (i) — (v).
Atunci T este o solutie Tg—propriu eficientd a Problemei (PVe) si (g*,k*,T*,Z%,0)
este o solutie slab eficientd a problemei duale (DV74).



Capitolul 5

Cateva aplicatii

In acest capitol unei probleme de optimizare ii atagdm problema de optimizare (0,1)—
7 care o aproximeaza si dam legaturi intre solutiile optime si punctele sa ale Lagrang-
ienilor acestor doud probleme (a se vedea E.-L. Pop si D.I. Duca [108-110]). Pornind
de la lucrarea [47], s-au formulat discutii similare de citre H. Boncea gi D.I. Duca
in [10] si L. Cioban si D.I. Duca in [38]. In cea de a doua parte a acestui capitol
problemele considerate au fost extinse la cazul vectorial (a se vedea E.-L. Pop si D.I.
Duca [111]).

5.1 Legaturiintre problemele de optimizare si prob-
lemele de optimizare care le aproximeaza

Problemei de optimizare (P,) i se atageaza problema de optimizare (AP, ) ce o aprox-
imeaza gi se stabilesc legaturi intre solutiile optime ale celor doua probleme si punctele
sa ale Lagrangienilor problemelor. Mai mult, Problemei (P,) i se poate atasa si duala,
obtinandu-se anumite legaturi. De asemenea sunt prezentate si exemple.

5.1.1 Probleme de optimizare si probleme de optimizare care
le aproximeaza

In acest paragraf unei probleme de optimizare 1i atagam problema de optimizare care o

aproximeaza gi stabilim legaturi intre solutiile optime si punctele sa ale Lagrangienilor
problemelor considerate (a se vedea [109]).

41
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5.1.2 Legaturi intre solutiile optime si punctele sa ale Lagrang-
ienilor Problemei (P,) si Problemei (AP,)

Cateva legaturi intre solutiile admisibile ale Problemei (P,) si ale Problemei (AP,)
sunt date. Apoi cercetam legaturi intre solutiile optime si punctele sa ale Lagrangie-
nilor celor doud probleme (a se vedea [109]).

5.1.3 Legaturi intre problemele de optimizare si dualele lor

Pentru a rezolva Problem (P,), exista diferite moduri de abordare. Unul din aceste
moduri presupune s ii atagdm Problemei (P,) o altd problemé de optimizare, duala ei,
pentru a obtine informatii legate de solutiile optime si punctele sa ale Lagrangienilor
problemei initiale (a se vedea [110]).

5.2 Legaturi intre probleme de optimizare vecto-
riala, solutiile lor eficiente si punctele gsa ale La-
grangienilor

In aceasts sectiune consideram cazul vectorial pentru problema de optimizare (P,) si

problema de optimizare (0,1) —n ce o aproximeaza gi studiem legaturi intre solutiile

eficiente i punctele ga ale Lagrangienilor acestor probleme (dupd D.I. Duca [47]).
Consideram problema de optimizare vectoriala

(Po) min f(x)

s. t. reX
g(xr) =0
h(z) =0,

unde X este o submultime a lui R”, f: X - RP, g: X - R™ gi h: X — R? sunt
trei functii. Fie F(P,) := {x € X : g(x) £ 0, h(r) = 0} multimea tuturor solutiilor
admisibile ale Problemei (P,).

Definitia 5.2.1 Spunem ca T € F(P,) este o solutie eficientd pentru Problema (P,)
dacd nu existd nict un x € F(P,) astfel incat f(z) < f(T).

Teorema 5.2.2 Fie X o submulfime a lui R™, T un punct interior al lui X si [ :
X —oRP g: X -5 R"™gih: X — RY trei funciii diferentiabile in T si fie T o solutie
eficienta a Problemei (P,).

(a) (Teorema Fritz-John) Atunci existd (u,v,w) € R xR x R7\{(0,0,0)} astfel
incat

(5.1) V@) @) + [Vg@)]" (@) + [VA@)]" (@) =0,
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(5.2) (©,9(F)) =0

sunt indeplinite.

(b) (Teorema Karush-Kuhn-Tucker) Dacd o conditie de regularitate pentru Prob-
lema (P,) este ideplinitd in T, atunci exista (4,7, w) € R xRT x R? cu @ # 0 astfel
incdt (5.1) si (5.2) sunt indeplinite.

Daca T este o solutie eficienta pentru Problema (P,) si f, g si h sunt diferentiabile
in T, atunci exista (7,7, w) € R} x R x R?\ {(0,0,0)} pentru care avem (5.1)
si (5.2) indeplinite (dupd Teorema Fritz-John). Urmeazid ca solutiile eficiente ale
Problemei (P, ), T, se pot gisi intre componentele T ale solutiilor (Z, @, 7, w) sistemului
(5.1) — (5.2). Daca acest sistem are doar solutii cu @ = 0, atunci (%, 0,7, w) raméane
solutia sistemului (5.1) — (5.2) pentru orice functie f; in acest caz Teorema Fritz-John
nu mai este utila. Ipotezele care adaugate asigura existenta uneia dintre solutiile
(T,w,v,w) cu w # 0 se numesc condifii de reqularitate. In literaturd existd multe
tipuri de astfel de conditii de regularitate (a se vedea [89,96]): Slater, Karlin, Kuhn-
Tucker, Arrow-Hurwicz-Uzawa, strict, reciproc convexa si altele. In ceea ce urmeaza,
printr-o conditie de regularitate, intelegem una dintre conditiile mai sus enumerate.

Fie Lp, : X x R} x R? — RP definit prin

q
Lp, (z,v,w) —&—Zgl vm—!—th(aj)wke,

pentru toti (z,v,w) € X x R} x R?, unde e = (1,1,..,1) € RP, numit Lagrangianul
vectorial al Problemei (P,).
Fie acum u € R\ {0}. Atunci functia L : X x R} x R? — R definitd prin

m q
Ly (z,v,w) Zu]fj +Zvigi(x)+2wkhk(x)
i=1 k=1

pentru toti (z,v,w) € X x R} x R?, se numeste Lagrangianul scalar al Problemei
(P)-

Definitia 5.2.3 (i) Un punct (7,7,w) € X x R} x R? se numeste punct sa al
Lagrangianul vectorial Lp, al Problemei (P,) dacd
(a) nu exista nici un (v,w) € R xR? astfel incat Lp, (T, v, w) < Lp, (T, v, w);
(b) nu exista nici un x € X astfel incat Lp, (T,v,w) > Lp, (z,7,W).
(i1) Fiew € R\ {0}. Un punct (7,7, W) € X x R} x R? se numeste punct sa al
Lagrangianului scalar L, al Problemei (P,) dacad

Ly, (@, v,w) < Lp (7,9,W) < L, (2,7,W),

pentru toti (x,v,w) € X x R} x RY.
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Pentru problema de optimizare (0,1) — 7 ce aproximeaza Problema (P,),

(AP,) min f(z)

s.t. zeX
9(@) + [V9(@)] (n(2,7)) =
h@) + [VA(@)] (n(z, 7)) =
notdm prin F(APR,) := {z € X : g(T)+[Vg(@)] (n(x, 7)) £ 0, h(Z)+[Vh(Z)] (n(x,Z)) =
0} multimea solutiilor admisibile ale Problemei (AP,).

Lagrangianul vectorial al Problemei (AP,) si Lagrangianul scalar al Problemei
(AP,) se pot defini analog cu cei pentru Problema (P,).

In continuare dam notiuni pe care le folosim in ceea ce urmeaza.

Definitia 5.1.4 (a se vedea [96]) Fie X o submultime nevidd a lui R™, T un punct
interior al lui X, f : X — R o functie diferentiabild inT sin : X x X — R" o functie.
Spunem ca functia f este

(i) invexd tn T in raport cu n dacd

f(x) = f(@) 2 (Vf(@),n(z,T)), pentru toti x € X.

oA — A

(#i) incava in T in raport cu n dacd (—f) este invexd in T in raport cu 7).
(#i1) avexd in T in raport cu n dacd [ este si invexd gi incavd in T in raport cu 1,
sau echivalent

f@)— f(@) =[Vf@)] (n(z,T)), pentru toti x € X.

(tv) avexd pe X in raport cu n dacd X este deschis, [ este diferentiabild pe X gi
avezd in orice T € X in raport cu 1.

Pentru f = (f1,..., fp) : X — RP o functie vectoriald, spunem cé f este invexd
(respectiv incavi, avexa) dacd fiecare functie components este invexi (respectiv in-
cava, avexa).

Observatia 5.1.5 (E.-L. Pop si D.I. Duca [109]) In general, nu existd o singurd
functie n astfel incat functia f este invezd in punctul T € X in raport cu 7.

In continuare, prezentdm pentru problema de optimizare vectoriald (P,) un rezul-
tat referitor la legaturile intre solutiile eficiente si punctele sa ale Lagrangienilor
(dupa [89]).

Teorema 5.2.4 (E.-L. Pop $i D.I. Duca [111]) Fie X o submultime a lui R™ gi
f: X—>RP, g: X >R™ st h: X — R? functii.

Daca (7,7, w) € X x R x RY este un punct sa al Lagrangianului vectorial Lp, al
Problemei (P,), atunci T este o solutie eficientd a Problemei (P,).
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Teorema 5.2.8 (E.-L. Pop si D.I. Duca [111]) Fie X o submultime a lui R™, T un
punct interior al lui X, n: X x X — X o functie, f : X - RP, g: X — R™ g
h: X — R? alte functii. Presupunem ca:

(i) functiile f, g si h sunt diferentiabile in T;

(it) functiile f si g sunt inveze in T in raport cu n;

(#i1) funclia h este avexd in T in raport cu n;

(iv) o conditie de regularitate pentru Problema (P,) este indeplinitd in T.
Dacd @ este o solutie eficientd pentru Problema (P,), atunci existd un punct (U, v, W) €
(RE N\ {0}) x R} x RY astfel incat (T,v,w) este un punct sa al Lagrangianului scalar
L%, al Problemei (P,).

O legaturd intre solutiile admisibile ale Problemei (P,) si ale Problemei (AP,)
(dupa [111]) urmeaz.

Lema 5.2.10 (E.-L. Pop si D.I. Duca [111]) Fie X o submulfime a lui R™, T un
punct interior al luwi X, n: X x X = X o functie, f : X - RP, g: X - R™ g
h:X — R?. Daca:

(1) functia g este diferentiabild in T $i incavd in T in raport cu n;

(#1) functia h este diferentiabild in T $i avexd in T in raport cu n;
atunci F(AP,) C F(Py).

Teorema 5.2.12 (E.-L. Pop gi D.I. Duca [111]) Fie X o submulfime a lui R™, T un
punct interior al lui X, n: X xX - X, f: X >RP, g: X > R™ sih: X - R?
functii. Presupunem ca:

(1) functiile g si h sunt diferentiabile in T;

(#9) functia g este invexd in T in raport cu n;

(#i7) functia h este avexd in T in raport cu n;

() n(z,7) =0.

a) Daca (Z,7,w) este un punct sa al Lagrangianului vectorial Lap, al Problemei
P,), atunci (T,7,W) este un punct sa al Lagrangianului vectorial Lp, al Problemei

b) Daca (Z,v,W) este un punct sa al Lagrangianului scalar LZPU al Problemei (AP,),
atunci T este o solutie eficientd a Problemei (P,).
Teorema 5.2.14 (E.-L. Pop ¢i D.I. Duca [111]) Fie X o submulfime a lui R™, T un
punct interior al lui X, n: X x X — X o functie, si f : X - RP, g: X — R™ gi
h: X — R? alte functii. Presupunem ca:

(1) functia f este diferentiabild in T;

(#1) functia g este diferentiabild in T si incavd in T in raport cu 1;

(#it) functia h este diferentiabild in T si avexd in T in raport cu 1;

(iv) T € F(AP,).
Daca T este o solutie eficientd pentru Problemd (P,), atunci T este o solutie eficientd
a Problemei (AP,).

Alte legaturi intre solutiile eficiente si punctele sa ale Lagrangienilor Problemei
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(P,) si Problemei (APR,) se pot formula, de asemenea.
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