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imează . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.1.2 Legături ı̂ntre soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrangienilor
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Introducere

Un loc important in matematică revine teoriei optimizării. Idea principală este de a
obţine noi rezultate de dualitate ı̂n optimizarea vectorială. Există multe lucrări ce
abordează acest domeniu, ca [80], D.T. Luc [87], R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka
[25], C. Zălinescu [151], T. Antczak [4], G. Cristescu şi L. Lupşa [43], R.I. Boţ [15],
R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [22], R.I. Boţ şi G. Wanka [28, 29], R. Cambini
şi L. Carosi [33], R.R. Egudo [49, 50], R.R. Egudo, T. Weir şi B. Mond [51], M.
Ehrgott [52], A. Göpfert [60], D. Inoan [75], D. Inoan şi J. Kolumán [76], M.A.
Islam [74], H. Kawasaki [82], D.S. Kim, K.M. Miettinen [91], N. Popovici [112], Y.
Sawaragi, H. Nakayama şi T. Tanino [116], T. Tanino şi H. Kuk [126], T. Tanino
şi Y. Sawaragi [127], G. Wanka şi R.I. Boţ [129–131], X.M. Yang, K.L. Teo şi X.Q.
Yang [149] şi M. Zeleny [152].

Unei probleme de optimizare vectorială i se ataşează diferite duale vectoriale şi se
pot obţine legături ı̂ntre aceste probleme ı̂n ceea ce priveşte soluţiile lor. De asemenea
unei probleme de optimizare vectorială i se pot ataşa şi alte probleme, cum ar fi
cele care aproximează problema dată. Când unei probleme de minim de optimizare
vectorială i se ataşează probleme de maxim de optimizare vectorială (sau duale) şi sunt
formulate rezultate de dualitate facem referire la dualitatea vectorială. Rezultatele
de dualitate folosite sunt cele de dualitate slabă, tare şi reciprocă. Pentru dualitatea
tare şi reciprocă sunt necesare ipoteze suplimentare numite condiţii de regularitate (a
se vedea, spre exemplu, R.I. Boţ [14], R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [22, 23, 25],
E.R. Csetnek [44], J. Jahn [77], D.T. Luc [87], B.S. Mordukhovich [103, 104], H.
Nakayamma [105], R.T. Rockafellar [114], C. Tammer, A. Göpfert [122], T. Tanino
[125], C. Zălinescu [150]). Există multe condiţii de regularitate care pot fi folosite, dar
aici vom lucra ı̂n special cu cea clasică ce implică continuitatea, cea care funcţionează
ı̂n spaţii Frechét, cea din cazul finit dimensional şi cea de tip ı̂nchidere (a se vedea
R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25]).

Soluţiile folosite ı̂n rezultatele de dualitate pot fi soluţii optime, soluţii eficiente,
soluţii slab eficiente şi soluţii propriu eficiente (̂ın cazul nostru, ı̂n sensul scalarizării
liniare) (a se vedea, spre exemplu, R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25], A.M.
Geoffrion [57], A. Guerraggio, E. Molho şi A. Zaffaroni [69], I. Kaliszewski [81]).
Diferitele tipuri de soluţii ce se consideră pentru o problemă de optimizare vectorială
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pot da diferite duale ataşate primalei. Mai mult, pentru o problemă de optimizare
vectorială şi dualele ataşate ei se pot studia şi condiţii de optim (a se vedea, spre
exemplu R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25], A. Ben-Israel, A. Ben-Tal şi S.
Zlobec [8]).

Vom lucra ı̂n special ı̂n infinit dimensional, dar la final vom prezenta şi câteva
rezultate ı̂n finit dimensional, pentru care vom considera alte condiţii de regularitate.

În această teză prezentăm diferite direcţii şi interpretări pentru dualitatea vecto-
rială. Unei probleme primale de optimizare vectorială i se pot ataşa diferite duale
vectoriale folosind diferite funcţii vectoriale perturbatoare, ca Lagrange, Fenchel sau
Fenchel-Lagrange. Includem concepte şi rezultate de dualitate generală prezentate de
numeroşi autori, ca R.T. Rockafellar [113], C. Zălinescu [151], R.I. Boţ, S.-M. Grad
şi G. Wanka [14, 25], J. Jahn [77–80], C.R. Chen şi S.J. Li [36], W. Breckner şi I.
Kolumbán [31, 32]. O foarte importantă parte a acestei teze se referă la dualitatea
vectorială de tip Wolfe şi Mond-Weir, subiect studiat de asemenea de mulţi autori (a
se vedea, spre exemplu R.I. Boţ şi S.-M. Grad [20,21]). Pentru concepte de dualitate
vectorială de tip Wolfe putem face referire la B.D. Craven [41], M. Schechter [119] şi
P. Wolfe [148] şi ı̂n cazul dualităţii vectoriale de tip Mond-Weir la B. Monde [98], B.
Mond şi M.A. Hanson [99], B. Mond şi S. Zlobec [102], T. Weir [135–140], T. Weir şi
B. Mond [100,101,141–144], T. Weir, B. Mond şi B.D. Craven [145,146]. Câteva car-
acterizări ale problemelor de optimizare vectorială ı̂n raport cu soluţiile lor (eficiente,
slab eficiente, propriu eficiente ı̂n sensul scalarizării liniare, quasi-eficiente) şi câteva
rezultate de dualitate sunt presentate. De asemenea sunt formulate comparaţii ı̂ntre
imaginile mulţimilor diferitelor duale vectoriale ataşate aceleaşi probleme de opti-
mizare vectorială, obţinându-se relaţii de incluziune ı̂ntre ele sau contraexemple atunci
când niciuna dintre ele nu e submulţime a celeilalte. Mai studiem şi condiţiile de optim
dintre problema de optimizare vectorială şi dualele vectoriale ataşate ei obţinute prin
folosirea diferitelor scalarizări (scalarizarea liniară, scalarizarea maximă(−liniară),
scalarizarea mulţime, scalarizarea (semi)normă, scalarizarea distanţă).

Vom include rezultatele autorului obţinute ı̂n colaborări şi care fac referire la
diferite probleme din optimizarea vectorială. Afirmaţiile teoretice sunt ı̂nsoţite de
demonstraţii şi urmate de exemple. Rezultatele sunt parţial incluse ı̂n următoarele
lucrări: S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66–68], E.-L. Pop [107], E.-L. Pop şi D.I. Duca
[108–111].

Teza este ı̂mpărţită ı̂n cinci capitole, precedate de o introducere şi urmate de
bibliografie.

Primul capitol prezintă cele mai importante noţiuni şi rezultate din literatura de
specialitate (după [14,25,39,46,54,77,80,103–105,113,114,151]) folosite ı̂n următoarele
capitole şi ı̂n rezultatele autorului. Lucrăm ı̂n special cu noţiunile de bază şi rezul-
tatele din analiza convexă (după J.M. Borwein şi A.S. Lewis [13], J.-B. Hiriart-Urruty
şi C. Lamaréchal [73], D.T. Luc [87], S.K. Mishra, S. Wang şi K.K. Lai [97], C. Tam-
mer şi A. Göpfert [122], R.T. Rockafellar [113], T. Tanino [125], P. Weidner [134],
C. Zălinescu [151], spre exemplu). În prima secţiune introducem câteva submulţimi
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ale spaţiilor vectoriale, ca mulţimile convexe; dăm definiţiile pentru conuri, noţiuni
de interior şi de interioare generalizate pentru mulţimile convexe care sunt folosite ı̂n
special ı̂n formularea condiţiilor de regularitate, ordine parţiale, teoreme de separare
şi proprietăţi. Următoarea parte conţine noţiuni şi rezultate pentru funcţiile reale
extinse şi pentru funcţiile vectoriale. Reamintim defniţiile pentru funcţie convexă,
funcţie indicator şi suport a unui mulţimi, domeniul şi epigraficul unei funcţii, funcţia
conjugată, inegalitatea Young-Fenchel şi subdiferenţiala. În a doua parte a acestui
capitol este introdusă teoria conjugării pentru o problemă de optimizare scalară şi
sunt date legături ı̂ntre problema de optimizare vectorială şi câteva duale ataşate ei şi
obţinute prin folosirea teoriei perturbării. Lucrăm cu o problemă fără restricţii care
are ca şi funcţie de scop compunerea cu un operator liniar continuu şi căreia ı̂i sunt
asociate soluţii propriu eficiente ı̂n sensul scalarizării liniare şi soluţii slab eficiente.
Folosind ideea dată de R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25] particularizăm cazul
dualităţii Fenchel pentru această problemă de optimizare vectorială fără restricţii ı̂n
care operatorul liniar şi continuu este şi inversabil şi dualele obţinute sunt rescrieri
echivalente a celora deja cunoscute. De asemenea, câteva legături ı̂ntre soluţiile pro-
priu eficiente ale problemei de optimizare primală şi soluţiile eficiente ale dualelor
vectoriale de tip Wolfe şi Mond-Weir ataşate primalei urmează ca şi un caz particu-
lar.

În capitolul doi ataşăm unei probleme de optimizare vectorială două noi duale
folosind teoria perturbării. Aceste duale sunt construite pornind de la dualele scalare
de tip Wolfe şi Mond-Weir ataşate unei probleme de optimizare introduse de R.I. Boţ
şi S.-M. Grad [21] folosind idea dată de W. Breckner şi I. Kolumbán [31, 32]. Apoi
formulăm rezultate de dualitate (a se vedea [66]). Particularizăm problema iniţială
de optimizare vectorială la una cu restricţii (o problemă de optimizare vectorială cu
restricţii de tip geometric şi con) şi apoi la una fără restricţii (o problemă de optimizare
vectorială având ca şi funcţie de scop compunerea cu un operator liniar continuu) şi din
cazul general obţinem dualele vectoriale de tip Wolfe şi Mond-Weir corespunzătoare
diferitelor funcţii perturbatoare vectoriale considerate (Lagrange, Fenchel, Fenchel-
Lagrange). Apoi formulăm comparaţii ı̂ntre duale. În a doua parte a acestui capitol
introducem duale vectoriale de tip Wolfe type şi Mond-Weir ı̂n raport cu soluţiile slab
eficiente.

Contribuţiile autorului se găsesc ı̂n următoarele teoreme: 2.1.4, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.8,
2.1.16, 2.1.17, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.29, 2.1.30, 2.1.37 şi 2.1.38; observaţii: 2.1.3, 2.1.5,
2.1.9, 2.1.10, 2.1.11, 2.1.12, 2.1.14, 2.1.19, 2.1.20, 2.1.21, 2.1.27, 2.1.28, 2.1.31, 2.1.32
şi 2.1.43; leme: 2.1.2; propoziţii: 2.1.13, 2.1.22 şi 2.1.33; exemple: 2.1.15, 2.1.23,
2.1.39 şi 2.1.40; şi o parte din acestea pot fi găsite ı̂n [66].

Capitolul trei prezintă rezultate de dualitate ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente.
Acest subiect a fost studiat de J.M. Borwein şi A.S. Lewis [12], R.I. Boţ şi E.R.
Csetnek [16], R.I. Boţ, E.R. Csetnek şi A. Moldovan [17], R.I. Boţ, E.R. Csetnek
şi G. Wanka [18], E.R. Csetnek [44], B.D. Craven [42]. Pornind de la cazul gen-
eral considerăm problema de optimizare vectorială cu restricţii dar şi fără restricţii
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obţinând diferite duale vectoriale ı̂n funcţie de funcţia perturbatoare vectorială con-
siderată. Sunt folosite rezultate preliminare, mai precis teoreme de separare (a se
vedea, spre exemplu, J.M. Borwein, A.S. Lewis [12], R.I. Boţ, E.R. Csetnek şi A.
Moldovan [17], R.I. Boţ, E.R. Csetnek şi G. Wanka [18], C. Gerth şi P. Weidner [62]).
Rezultatele de dualitate se referă la dualitatea slabă, tare şi reciprocă şi s-au stabilit
legături ı̂ntre imaginile mulţimilor diferitelor duale vectoriale ataşate aceleiaşi prob-
leme de optimizare vectorială. În a doua parte a acestui capitol formulăm observaţii
ı̂n cazul ı̂n care considerăm relativ interiorul ı̂n locul quasi-interiorului şi soluţiile
corespunzătoare, după J.M. Borwein, R. Goebel [11].

Contribuţiile autorului se găsesc ı̂n următoarele teoreme: 3.1.11, 3.1.13, 3.1.17,
3.1.19, 3.1.21, 3.1.22, 3.1.24, 3.1.25, 3.1.26, 3.1.32 şi 3.1.33; observaţii: 3.1.4, 3.1.7,
3.1.9, 3.1.18, 3.1.20, 3.1.23, 3.1.29 şi 3.1.31; leme: 3.1.8 şi 3.1.12; propoziţii: 3.1.10,
3.1.28 şi 3.1.30; corolarii: 3.1.14 şi 3.1.34; definiţii: 3.1.3, 3.1.6, 3.1.15 şi 3.1.16;
exemple: 3.1.5; şi o parte din acestea pot fi găsite ı̂n [68].

În capitolul patru ne ı̂ndreptăm atenţia spre formularea condiţiilor de optim
pentru o problemă de optimizare vectorială cu restricţii de tip geometric şi con şi
câteva duale ataşate ei obţinute folosind diferite scalarizări (ca şi scalarizarea liniară,
scalarizarea maximum(−liniară), scalarizarea mulţime, scalarizarea (semi)normă, scala
rizarea distanţă). În construcţia dualelor sunt folosite funcţiile scalarizatoare şi mulţimea
funcţiilor scalarizatoare ı̂n construirea dualelor ( a se vedea, spre exemplu R.I. Boţ,
S.-M. Grad şi G. Wanka [22, 25], E. Carrizosa şi J. Fliege [35], J. Fliege [55], S. Hel-
big [72], J, Jahn [78,80], P.Q. Khanh [83], D.T. Luc [87], E. Miglierina şi E. Molho [93],
C. Tammer şi K. Winkler [123], P. Weidner [134]).

Contribuţiile autorului se găsesc ı̂n următoarele teoreme: 4.1.11, 4.1.14, 4.1.17,
4.1.22, 4.1.32 şi 4.1.36; şi o parte din acestea pot fi găsite ı̂n [67].

Capitolul cinci prezintă câteva aplicaţii. Prima dată studiem legăturile ı̂ntre
soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrangianului problemei de optimizare care o
aproximează 

min f(x)
s. t. x ∈ X

g(x) 5 0
h(x) = 0,

unde X este o submulţime a lui Rn, f : X → R, g = (g1, ..., gm) : X → Rm şi
h = (h1, ..., hq) : X → Rq sunt trei funcţii, şi problema de optimizare considerată.
Aici prezentăm câteva rezultate şi legături referitoare la soluţiile optime şi punctele
şa ale Lagrangianului problemei de optimizare primală şi cele ale problemei de opti-
mizare (0, 1)−η care o aproximează (după [108–110]). Încheiem extinzând problemele
considerate ı̂n cazul vectorial şi dăm legături ı̂ntre soluţiile eficiente şi punctele şa ale
Lagrangienilor acestor probleme (după [111]). Altă aplicaţie poate să fie dată şi
pentru multifuncţii. Spre exemplu, considerând noţiunea de relativ interior putem
să formulăm noi relaţii de tip mulţime cu ajutorul unui con convex introdus de D.
Kuroiwa [124]. Apoi folosind ideea lui A. Grad [64, 65] putem obţine rezultate de
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dualitate şi condiţii de optim pentru probleme de tip mulţime (a se vedea de exem-
plu [107]).

Contribuţiile autorului se găsesc ı̂n următoarele teoreme: 5.2.4, 5.2.8, 5.2.12 şi
5.2.14; observaţii: 5.1.5; leme: 5.2.10; şi o parte din acestea pot fi găsite ı̂n [109,111].

Cuvinte cheie
problemă de optimizare vectorială, problemă de optimizare duală vectorială, funcţie
perturbatoare, funcţie conjugată, subdiferenţială (convexă), condiţie de regularitate,
dualitate vectorială, dualitate slabă/ tare/ reciprocă, dualitate Wolfe, dualitate Mond-
Weir, soluţie eficientă, soluţie propriu eficientă, soluţie slab eficientă, funcţie perturba-
toare de tip Lagrange, funcţie perturbatoare de tip Fenchel-Lagrange, funcţie pertur-
batoare de tip Fenchel, quasi interior, element quasi-minimal, soluţie quasi-eficientă,
relativ interior, scalarizare generală, scalarizare liniară, scalarizare maxim (−liniară),
scalarizare mulţime, scalarizare (semi)normă scalarization, scalarizare distanţă, condi
ţie de optim, soluţie optimă, punct şa al Lagrangianului, problemă de optimizare,
problemă de optimizare aproximantă (0, 1)− η, duală.
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Aş dori să mulţumesc dl. Dr. SORIN-MIHAI GRAD pentru o ı̂ndrumare continuă
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Capitolul 1

Probleme de optimizare
vectorială

1.1 Preliminarii

Începem prin a prezenta noţiunile de bază şi rezultatele principale din analiza convexă
şi de asemenea cele referitoare la funcţii reale extinse şi la funcţii vectoriale (după J.M.
Borwein, A.S. Lewis [12], R.I. Boţ [14], R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25], P.
Daniele, S. Giuffré, G. Idone, A. Maugeri [46], R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [23],
J. Jahn [80], R.T. Rockafellar [113], C. Zălinescu [151], etc).

1.1.1 Mulţimi şi interioare de mulţimi

Mulţimi convexe, mulţimi afine şi conuri

Fie X un spaţiu vectorial. O mulţime U ⊆ X se numeşte convexă dacă (1−λ)x+λy ∈
U pentru toţi x, y ∈ U şi toţi λ ∈ [0, 1].

Un con K ⊆ X este o mulţime nevidă care satisface λK ⊆ K pentru toţi λ ≥ 0.
Un con convex este un con care este o mulţime convexă. Un con K ⊆ X se numeşte
netrivial dacă K 6= {0} şi K 6= X şi cu vârf dacă K ∩ (−K) = {0}.

Pe X considerăm ordinea parţială “5K” intusă de conul convex K ⊆ X, şi definită
prin x 5K y ⇔ y − x ∈ K când x, y ∈ X. Notaţia x ≤K y este folosită pentru a scrie
mai compact că x 5K y şi x 6= y, unde x, y ∈ X. Un con convex care induce o ordine
parţială pe X se numeşte con de ordine. Dacă K 6= {0}, atunci vom nota cu “5K”,
cel mai mare element ı̂n raport ce nu aparţine lui X notat prin ∞K este ataşat lui
X, şi fie X• = X ∪ {∞K}.
Pentru U ⊆ X o mulţime nevidă considerăm

1
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• ı̂nvelitoarea liniară a lui U linU = {
∑n
i=1 λixi : n ∈ N, xi ∈ U, λi ∈ R, i =

1, ..., n};

• ı̂nvelitoarea convexă a lui U coU = {
∑n
i=1 λixi : n ∈ N, xi ∈ U, λi ≥ 0, i =

1, ..., n,
∑n
i=1 λi = 1};

• ı̂nvelitoarea conică a lui U coneU = {λx : λ ≥ 0, x ∈ U}.

De asemenea, notăm cu intU , clU şi dimU interiorul, ı̂nchiderea şi dimensiunea
mulţimii U . Pentru U ⊆ X × Y , unde X şi Y sunt spaţii reale vectoriale netriviale,
funcţia proiecţie a lui U pe X, PrX : X × Y → X este definită prin PrX(U) = {x ∈
X : ∃y ∈ Y astfel ı̂ncât (x, y) ∈ U}. Funcţia identică pe X este o funcţie liniară
specială, idX : X → X definită prin idX(x) = x pentru toţi x ∈ X.

Fie X un spaţiu topologic vectorial şi X∗ spaţiul său dual topologic ı̂nzestrat cu
topologia slabă∗ şi notăm prin 〈x∗, x〉 = x∗(x) valoare ı̂n x ∈ X a funcţionalei liniare
continue x∗ ∈ X∗.

Conul dual a lui K este K∗ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ K}, quasi interiorul
conului dual a lui K este dat de K∗0 = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 > 0 ∀x ∈ K \ {0}} şi
conul normal asociat unei mulţimi U ⊆ X este definit prin NU (x) = {x∗ ∈ X∗ :
〈x∗, y − x〉 ≤ 0 pentru toţi y ∈ U}.

Prin R = R ∪ {±∞} notăm spaţiul real extins care are aceleaşi operaţii ca şi R şi
câteva noi.

Interioare de mulţimi

În ceea ce urmează amintim câteva interioare generalizate ale unei mulţimi şi legături
ı̂ntre ele care sunt utile ı̂n formularea condiţiilor de regularitate.

Pentru X un spaţiu vectorial netrivial şi U ⊆ X o mulţime avem interiorul algebric
a lui U coreU = {x ∈ X : pentru toţi y ∈ X ∃δ > 0 astfel ı̂ncât x + λy ∈ U∀λ ∈
[0, δ]}.

Câteva noţiuni de topologie legate de interioare generalizate ale lui U ⊆ X, unde
X este un spaţiu local convex Hausdorff şi X∗ este spaţiul său dual topologic ı̂nzestrat
cu topologia slabă∗, urmează.

• Quasi interiorul lui U este mulţimea qiU = {x ∈ U : cl(cone(U − x)) = X};

• Quasi relativ interiorul lui U este mulţimea qriU = {x ∈ U : cl(cone(U −
x)) este un subspaţiu liniar};

• Quasi relativ interiorul tare a lui U este mulţimea sqriU = {x ∈ U : cone(U −
x) este un subspaţiu liniar ı̂nchis}.

În cazul ı̂n care X = Rn şi U ⊆ Rn este o mulţime, avem relativ interiorul lui U
definit prin riU = {x ∈ aff U : ∃ε > 0 astfel ı̂ncât B(x, ε) ∩ aff U ⊆ U}, unde B(x, ε)
este bila ı̂nchisă cu centrul ı̂n x şi de rază ε şi aff U este ı̂nvelitoarea afină a lui U .
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Teoreme de separare

O teoremă de separare pentru mulţimi convexe ı̂n raport cu quasi-relativ interiorul
urmează.

Teorema 1.1.17 ( [18, Theorem 2.7]) Fie U o mulţime convexă nevidă a unui spaţiu
local convex separat X şi x ∈ U . Dacă x 6∈ qriU , atunci există un x∗ ∈ X∗ \ {0}
astfel ı̂ncât 〈x∗, x〉 ≤ 〈x∗, x〉 pentru toţi x ∈ U .

1.1.2 Câteva funcţii şi proprietăţile lor

Funcţii reale extinse

Fie X un spaţiu local convex, X∗ spaţiul său dual topologic ı̂nzestrat cu topologia
slabă∗ şi U ⊆ X o submulţime nevidă.

Funcţia indicator δU : X → R este definită prin 0 dacă x ∈ U şi prin +∞, altfel,
iar funcţia suport σU : X∗ → R prin σU (x∗) = sup{〈x∗, x〉 : x ∈ U}. Pentru U ⊆ X o
mulţime convexă absorbantă funcţia Minkowski asociată ei γU : X → R este definită
prin γU (x) = inf{λ ≥ 0 : x ∈ λU}.

Funcţia f : X → R se numeşte convexă dacă pentru toţi x, y ∈ X şi toţi λ ∈ [0, 1]
avem f(λx+ (1−λ)y) ≤ λf(x) + (1−λ)f(y). Funcţia f : X → R se numeşte concavă
dacă (−f) este convexă. Notăm prin dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞} domeniul său şi
prin epi f = {(x, r) ∈ X×R : f(x) ≤ r} epigraficul său. Reamintim că f este inferior
semicontinuă dacă şi numai dacă epi f este o mulţime ı̂nchisă. Funcţia f este proprie
dacă f(x) > −∞ pentru toţi x ∈ X şi dom f 6= ∅.

Fie x ∈ X un punct arbitrar astfel ı̂ncât f(x) ∈ R. Mulţimea ∂f(x) = {x∗ ∈ X∗ :
f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉 ∀y ∈ X} se numeşte subdiferenţială (convexă) a lui f ı̂n x.
Elementele sale se numesc subgradienţi a lui f ı̂n x. Dacă ∂f(x) 6= ∅ atunci funcţia f
se numeşte subdiferenţiabilă ı̂n x. Dacă f(x) 6∈ R atunci considerăm ∂f(x) = ∅.

Funcţia f∗ : X∗ → R definită prin f∗(x∗) = sup
x∈X
{〈x∗, x〉 − f(x)} se numeşte

funcţie conjugată (Fenchel) a lui f şi f∗U : X∗ → R definită prin f∗U (x∗) = (f +
δU )∗(x∗) = supx∈U{〈x∗, x〉 − f(x)} se numeşte conjugata funcţiei f ı̂n raport cu

mulţimea nevidă U ⊆ X. Între o funcţie şi conjugata sa există inegalitate Young-
Fenchel f∗(x∗) + f(x) ≥ 〈x∗, x〉 pentru toţi x ∈ X şi x∗ ∈ X∗. Această inegalitate
devine egalitate dacă şi numai dacă x∗ ∈ ∂f(x).

Fie X şi Y două spaţii vectoriale topologice. Pentru un operator liniar con-
tinuu A : X → Y operatorul adjunct A∗ : Y ∗ → X∗ este dat de 〈A∗y∗, x〉 =
〈y∗, Ax〉 pentru orice (x, y∗) ∈ X × Y ∗.
Definiţia 1.1.24 Fie X un spaţiu vectorial parţial ordonat de conul convex K, U ⊆ X
şi f : X → R o funcţie dată.

(a) Dacă f(x) ≤ f(y) pentru toţi x, y ∈ U astfel ı̂ncât x 5K y, funcţia f se
numeşte K−crescătoare pe U .
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(b) Dacă f(x) < f(y) pentru toţi x, y ∈ U astfel ı̂ncât x ≤K y, funcţia f se
numeşte tare K−crescătoare pe U .

(c) Dacă f este K−crescătoare pe U , coreK 6= ∅ şi pentru toţi x, y ∈ U ı̂ndeplinind
x <K y urmează f(x) < f(y), funcţia f se numeşte strict K−crescătoare pe U .

(d) Dacă X = U aceste clase de funcţii se numesc K−crescătoare, tare K−crescă
toare şi strict K−crescătoare.

Funcţii vectoriale extinse

Fie X un spaţiu vectorial şi fie V un spaţiu local convex parţial ordonat de conul
convex nevid K şi V • = V ∪ {±∞K}.

Pentru funcţia vectorială F : X → V • vom nota cu domF = {x ∈ X : F (x) ∈ V }
domeniul său şi cu epiK F = {(x, v) ∈ X × V : F (x) 5K v} K−epigraficul său.
Funcţia F se numeşte proprie dacă domF este nevid; K−convexă dacă F (λx+ (1−
λ)y) 5K λF (x) + (1− λ)F (y) pentru toţi x, y ∈ X şi toţi λ ∈ [0, 1]; K − epi−ı̂nchisă
dacă K este ı̂nchis şi K−epigrafi cul său este ı̂nchis; K−semicontinuă dacă pentru
toţi x ∈ X, fiecare vecinătate W a lui zero ı̂n V şi pentru orice b ∈ V satisfăcând
b 5K F (x), există o vecinătate U a lui x ı̂n X astfel ı̂ncât F (U) ⊆ b+W+K∪{+∞K}.

Pentru v∗ ∈ K∗ funcţia (v∗F ) : X → R este definită prin (v∗F )(x) = 〈v∗, F (x)〉
pentru toţi x ∈ X.

1.2 Probleme de optimizare

În această secţiune prezentăm teoria conjugării pentru o problemă de optimizare
scalară. Apoi considerăm o problemă de optimizare vectorială având ca şi funcţie
de scop compunerea cu un operator liniar continuu şi inversabil şi dăm rezultate
de dualitate ı̂n raport cu soluţiile propriu eficiente ı̂n sensul scalarizării liniare şi cu
soluţiile slab eficiente. Pentru această problema introducem duale de tip Wolfe şi
Mond-Weir obţinând rezultate de dualitate slabă şi tare (ca şi ı̂n [21, 139, 140, 143]).
Această parte este un caz particular al dualităţii de tip Fenchel unde operatorul este
considerat şi inversabil, iar dualele sunt doar rescrieri echivalente ale celor din [25].

1.2.1 Probleme de optimizare scalară

Aici prezentăm câteva rezultate de dualitate pentru duale utilizând teoria perturbării.

1.2.2 Probleme de optimizare vectorială

Unei probleme de optimizare vectorială fără restricţii cu funcţia de scop compunerea
unei funcţii cu un operator liniar continuu şi inversabil i se ataşează duale vectoriale
(ce sunt formulări echivalente a celor introduse ı̂n [25]) şi se dau rezultate de dualitate.



Capitolul 2

Dualitate vectorială de tip
Wolfe şi Mond-Weir

Dualitatea de tip Wolfe şi Mond-Weir utilizată ı̂n acest capitol a fost considerată iniţial
pentru probleme de optimizare cu restricţii (a se vedea, spre exemplu R.I. Boţ şi S.-
M. Grad [21]) dar a fost rapid generalizată pentru probleme de optimizare vectorială.
Pentru o problemă de minimizare vectorială T.Q. Chien [37] a dat rezultate, ı̂n care
funcţiile folosite au fost considerate quasidiferenţiabile.

2.1 Dualitate vectorială de tip Wolfe şi Mond-Weir

Folosind ideea lui W. Breckner şi I. Kolumbán [31,32] şi J. Jahn [80] introducem noi
duale de tip Wolfe şi Mond-Weir ataşate unei probleme vectoriale de minimizare.
Comparăm aceste duale noi cu cele introduse de R.I. Boţ şi S.-M. Grad [20] şi
dăm rezultate de dualitate slabă şi tare. Apoi sunt considerate câteva cazuri par-
ticulare ale problemei de optimizare luând diverse funcţii perturbatoare şi obţinând
noi duale de tip Wolfe şi Mond-Weir ataşate acestor primale. Se compară imaginile
mulţimilor acestor duale vectoriale ataşate aceleaşi probleme de optimizare vectorială,
obţinând incluziuni sau contraexemple atunci când niciuna dintre ele nu e submulţime
a celeilalte.

O parte din rezultate au fost obţinute de autor ı̂n colaborări cu dr. S.-M. Grad şi
se găsesc ı̂n [66].

2.1.1 Rezultate generale de dualitate

Fie X,Y şi V spaţii local convexe separate, cu V parţial ordonat de conul convex
nevid cu vârf K ⊆ V . Fie F : X → V • o funcţie proprie şi K−convexă şi considerăm

5
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următoarea problemă de optimizare vectorială

(PV G) Min
x∈X

F (x).

Pentru această problemă de optimizare vectorială considerăm următoarele tipuri
de soluţii.

(i) Un element x ∈ X se numeşte soluţie eficientă a problemei de optimizare
vectorială (PV G) dacă x ∈ domF şi pentru toţi x ∈ domF din F (x) 5K F (x)
urmează F (x) = F (x).

(ii) Un element x ∈ X se numeşte soluţie propriu eficientă a problemei de op-
timizare vectorială (PV G) dacă există v∗ ∈ K∗0 astfel ı̂ncât (v∗F )(x) ≤ (v∗F )(x)
pentru toţi x ∈ X.

În cele ce urmează vom numi funcţie perturbatoare pentru Problema (PV G), orice
funcţie Φ : X × Y → V • care ı̂ndeplineşte 0 ∈ PrY (dom Φ) şi Φ(x, 0) = F (x) pentru
toţi x ∈ X. Atunci, dacă Φ : X × Y → V • este o funcţie perturbatoare K−convexă,
problema de optimizare vectorială (PV G) se poate reformula astfel

(PV G) Min
x∈X

Φ(x, 0).

Problemei (PV G) ı̂i ataşăm două duale vectoriale. Pentru obţinerea lor am folosit
dualele scalare de tip Wolfe şi Mond-Weir introduse de R.I. Boţ şi S.-M. Grad ı̂n [21]
şi idea dată de J. Jahn [80] şi W. Breckner şi I. Kolumbán [31,32].

Duala vectorială de tip Wolfe ataşată Problemei (PV G) este

(DVGW ) Max
(v∗,y∗,v,u,y)∈BW

G

hWG (v∗, y∗, v, u, y)

unde

BWG = {(v∗, y∗, v, u, y) ∈ K∗0 × Y ∗ × V ×X × Y : (0, y∗) ∈ ∂(v∗Φ)(u, y),
〈v∗, v〉 ≤ −(v∗Φ)∗(0, y∗)}

şi
hWG (v∗, y∗, v, u, y) = v,

ı̂n timp ce duala vectorială de tip Mond-Weir este

(DVGM ) Max
(v∗,y∗,v,u)∈BM

G

hMG (v∗, y∗, v, u)

unde

BMG = {(v∗, y∗, v, u) ∈ K∗0 × Y ∗ × V ×X : (0, y∗) ∈ ∂(v∗Φ)(u, 0),
〈v∗, v〉 ≤ 〈v∗,Φ(u, 0)〉}

şi
hMG (v∗, y∗, v, u) = v.
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Lema 2.1.2 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hMG (BMG ) ⊆ hWG (BWG ).

Observaţia 2.1.3 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Mulţimile hMG (BMG ) şi hWG (BWG ) nu
coincid ı̂n general. O astfel de situaţie este dată ı̂n Exemplul 2.1.15.

Legături ı̂ntre dualele (DVGW ) şi (DVGM ) ataşate Problemei (PV G) şi cele de
tip Wolfe şi Mond-Weir introduse de R.I. Boţ şi S.-M. Grad ı̂n [20] şi ataşate aceleaşi
probleme primale, care sunt

(DVGW ) Max
(v∗,y∗,u,y,r)∈BG

W

hGW (v∗, y∗, u, y, r)

unde

BGW = {(v∗, y∗, u, y, r) ∈ K∗0 × Y ∗ ×X × Y × (K \ {0}) : (0, y∗) ∈ ∂(v∗Φ)(u, y)}

şi

hGW (v∗, y∗, u, y, r) = Φ(u, y)− 〈y
∗, y〉
〈v∗, r〉

r

şi,

(DVGM ) Max
(v∗,y∗,u)∈BG

M

hGM (v∗, y∗, u)

unde

BGM = {(v∗, y∗, u) ∈ K∗0 × Y ∗ ×X : (0, y∗) ∈ ∂(v∗Φ)(u, 0)}

şi

hGM (v∗, y∗, u) = Φ(u, 0).

Să observăm că dualele (DVGW ) şi (DVGM ) nu conţin funcţia de scop a Prob-
lemei (PV G) ı̂n funcţia lor de scop. Dualele noi moştenesc toate restricţiile dualelor
vectoriale date de R.I. Boţ şi S.-M. Grad [20], având şi una suplimentară ce implică
vectorul ce acţionează ca şi funcţie de scop. Mai mult, imaginile mulţimilor introduse
aici sunt mai mari ı̂n sensul incluziunii decât cele date de R.I. Boţ şi S.-M. Grad [20].

Teorema 2.1.4 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hGW (BGW ) ⊆ hWG (BWG ) şi hGM (BGM )
⊆ hMG (BMG ).

Observaţia 2.1.5 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Incluziunile din Teorema 2.1.4 sunt
ı̂n general stricte, aşa cum arată Exemplul 2.1.15.

Pentru noile duale avem dualitate slabă.

Teorema 2.1.6 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Nu există x ∈ X şi (v∗, y∗, v, u, y) ∈
BWG astfel ı̂ncât F (x) ≤K hWG (v∗, y∗, v, u, y).

Teorema 2.1.7 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Nu există x ∈ X şi (v∗, y∗, v, u) ∈ BMG
astfel ı̂ncât F (x) ≤K hMG (v∗, y∗, v, u).
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Pentru a formula rezultate de dualitate tare pentru problema de optimizare vecto-
rială (PV G) şi cele două noi duale vectoriale, avem nevoie de condiţii de regularitate
(după R.I. Boţ [14], R.I. Boţ şi S.-M. Grad [20], R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25]).
Noi am folosit următoarele: cea care implică continuitatea

(RCV 1) ∃x′ ∈ X astfel ı̂ncât (x′, 0) ∈ dom Φ şi Φ(x′, ·) este continuă ı̂n 0;

urmată de cea care se aplică pentru X şi Y spaţii Frechét

(RCV 2) X şi Y sunt spaţii Fréchet, Φ este K−inferior semicontinuă şi
0 ∈ sqri(PrY (dom Φ));

apoi ı̂n cazul finit dimensional

(RCV 3) dim(lin(PrY (dom Φ))) < +∞ şi 0 ∈ ri(PrY (dom Φ));

şi condiţia de regularitate de tip ı̂nchidere

(RCV 4) Φ este K−inferior semicontinuă şi PrX∗×R(epi(v∗Φ)∗) este ı̂nchisă ı̂n
topologia w(X∗, X)× R, pentru toţi v∗ ∈ K∗0.

Teorema 2.1.8 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Presupunem că una din condiţiile
de regularitate (RCV i), i ∈ {1, 2, 3, 4}, este ı̂ndeplinită. Dacă x ∈ X este o soluţie
propriu eficientă a Problemei (PV G), atunci există soluţii eficiente (v∗, y∗, v∗, u, y)
pentru Problema (DVGW ) şi (v∗, y∗, v, u) pentru Problema (DVGM ) astfel ı̂ncât
F (x) = hWG (v∗, y∗, v, u, y) = hMG (v∗, y∗, v, u).

Observaţia 2.1.9 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Pentru dualitatea tare putem să
folosim şi condiţia de regularitate dată de R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka ı̂n [25,
Observaţia 4.3.2]: pentru toţi v∗ ∈ K∗0 Problema infx∈X〈v∗, F (x)〉 este normală.

Observaţia 2.1.10 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) În cazul ı̂n care V = R şi K = R+,
identificând V • cu R ∪ {+∞} şi ∞R+

cu +∞, pentru funcţia proprie şi convexă
F : X → R∪ {+∞}, redescoperim dualitatea scalară de tip Wolfe şi Mond-Weir dată
de R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25], ı̂n care Problema (PV G) devine problema
de optimizare scalară (PG) şi dualele vectoriale (DVGW ) şi (DVGM ) devin dualele
scalare de tip Wolfe şi Mond-Weir ataşate Problemei (PG), adică (DGW ) şi (DGM ).

2.1.2 Rezultate de dualitate pentru clase particulare de prob-
leme

Unor probleme de optimizare vectorială particulare Problemei (PV G), cu restricţii
şi fără restricţii, ataşam duale vectoriale care sunt cazuri speciale ale dualelor vec-
toriale (DVGW ) şi (DVGM ), obţinute prin folosirea diferitelor funcţii perturbatoare
vectoriale.



Dualitate vectorială de tip Wolfe şi Mond-Weir 9

Probleme de optimizare vectorială cu restricţii

Considerăm acelaşi cadru ca şi ı̂n Secţiunea 2.1, cu Y parţial ordonat de conul convex
nevid C ⊆ Y , şi considerăm mulţimea convexă nevidă S ⊆ X, funcţia f : X → V •

proprie şi K−convexă şi funcţia g : X → Y • proprie şi C−convexă ı̂ndeplinind
dom f ∩ S ∩ g−1(C) 6= ∅. Problema de optimizare vectorială cu restricţii de tip geo-
metric şi con pe care o folosim este

(PVC) Min
x∈A

f(x),

unde
A =

{
x ∈ S : g(x) ∈ −C

}
.

În această secţiune arătăm că Problemei (PVC) ı̂i putem ataşa mai multe duale
vectoriale obţinute ı̂n concordanţă cu funcţia perturbatoare aleasă. Astfel, pentru
funcţia perturbatoare vectorială Lagrange ΦVCL

: X × Y → V • dată de

ΦVCL
(x, y) =

{
f(x), x ∈ S, g(x) ∈ y − C,
∞K , altfel,

obţinem duala vectorială Lagrange de tip Wolfe

(DVWCL
) Max

(v∗,y∗,v,u)∈BW
CL

hWCL
(v∗, y∗, v, u)

unde

BWCL
= {(v∗, y∗, v, u) ∈ K∗0 × C∗ × V × S : 〈v∗, v − f(u)〉 ≤ −(y∗g)(u),

0 ∈ ∂((v∗f) + (y∗g) + δS)(u)}

şi
hWCL

(v∗, y∗, v, u) = v

şi duala vectorială Lagrange de tip Mond-Weir

(DVMCL
) Max

(v∗,y∗,v,u)∈BM
CL

hMCL
(v∗, y∗, v, u)

unde

BMCL
= {(v∗, y∗, v, u) ∈ K∗0 × C∗ × V × S : (y∗g)(u) ≥ 0, g(u) ∈ −C,

〈v∗, v〉 ≤ (v∗f)(u), 0 ∈ ∂((v∗f) + (y∗g) + δS)(u)}

şi
hMCL

(v∗, y∗, v, u) = v.

Observăm că ı̂n restricţia ultimei dualei putem ı̂nlocui (y∗g)(u) ≥ 0 cu (y∗g)(u) =
0 fără a se modifica ceva deoarece g(u) ∈ −C şi y∗ ∈ C∗. La fel ca ı̂n R.I. Boţ şi S.-M.
Grad [20,21], R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25], din duala vectorială Lagrange de
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tip Mond-Weir putem scoate resctricţia g(u) ∈ −C, obţinând o altă duală vectorială
(DVMW

CL
) asociată Problemei (PVC)

(DVMW
CL

) Max
(v∗,y∗,v,u)∈BMW

CL

hMW
CL

(v∗, y∗, v, u)

unde

BMW
CL

= {(v∗, y∗, v, u) ∈ K∗0 × C∗ × V × S : (y∗g)(u) ≥ 0, 〈v∗, v〉 ≤ (v∗f)(u),
0 ∈ ∂((v∗f) + (y∗g) + δS)(u)}

şi

hMW
CL

(v∗, y∗, v, u) = v.

Observaţia 2.1.11 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Presupunem că f este o funcţie
vectorială K−convexă şi g este o funcţie vectorială C−convexă. Folosind că S este o
muţime convexă se poate arăta că funcţia perturbatoare vectorială ΦCL

V este K−convexă.
Notăm ∆X3 = {(x, x, x) : x ∈ X}. Dacă una dintre următoarele condiţii (a se vedea
R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25])

(i) f şi g sunt continue ı̂ntr-un punct din dom f ∩ dom g ∩ S;

(ii) dom f ∩ int(S)∩dom g 6= ∅ şi f sau g este continuă ı̂ntr-un punct din dom f ∩
dom g;

(iii) X este un spaţiu Fréchet, S este ı̂nchisă, f este K−inferior semicontinuă, g
este C−inferior semicontinuă şi 0 ∈ sqri(dom f × S × dom g −∆X3);

(iv) dim(lin(dom f×S×dom g−∆X3)) < +∞ şi ri(dom f)∩ri(S)∩ri(dom g) 6= ∅;
este ı̂ndeplinită, atunci pentru toţi v∗ ∈ K∗0 şi toţi y∗ ∈ C∗, are loc

∂((v∗f) + (y∗g) + δS)(x) = ∂(v∗f)(x) + ∂(y∗g)(x) +NS(x) ∀x ∈ X.

În consecinţă, când una dintre aceste situaţii se ı̂ntâmplă restricţia ce implică subdife
renţiala ı̂n (DVWCL

), (DVMCL
) şi (DVMW

CL
) se poate modifica.

Observaţia 2.1.12 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) O duală vectorială similară cu
(DVWCL

), dar ı̂n raport cu soluţiile slab eficiente a fost introdusă de T.Q. Chien [37],
prin folosirea ipotezelor de quasidiferenţiabilitate pentru funcţiile considerate. Mai
târziu au fost date rezultate de către T. Weir, B. Mond şi B.D. Craven [145], unde
funcţiile au fost considerate diferenţiabile.

În ceea ce urmează dăm rezultate pentru imaginile mulţimilor acestor duale vec-
toriale.

Propoziţia 2.1.13 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hMCL
(BMCL

) ⊆ hMW
CL

(BMW
CL

)

şi hMCL
(BMCL

) ⊆ hWCL
(BWCL

).

Observaţia 2.1.14 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Incluziunile din Propoziţia 2.1.13
sunt ı̂n general stricte, aşa cum arată următorul exemplu.
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Exemplul 2.1.15 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Fie X = R, Y = R, V = R2,
C = R+, K = R2

+, S = R+, f : R→ R2, f(x) = (x, x)T şi g : X → R ∪ {+∞},

g(x) =

 −x, dacă x > 0
1, dacă x = 0
+∞, dacă x < 0.

Atunci g(x) 6= 0 pentru toţi x ∈ R obţinem că (y∗g)(u) = 0 şi pentru câtiva u ≥ 0
admisibili că ar trebui să avem y∗ = 0. Pentru u > 0 şi v∗ = (v∗1 , v

∗
2)T subdiferenţiala

funcţiei (v∗f + 0g + δS)(·) = (v∗1 + v∗2)(·) + δR+
(·) este mulţimea {v∗1 + v∗2}. Atunci

singurul element eligibil pentru BMCL
ar fi u = 0, deoarece g(u) = +∞ când u < 0. Dar

g(0) = 1 6∈ −C şi atunci BMCL
= ∅. Mai mult, considerând duala vectorială Lagrange

de tip Wolfe ataşată Problemei (PVC) din (DV GW ) obţinem (după R.I. Boţ şi S.-M.
Grad [20]), că funcţia de scop ia valori numai vectori cu componente egale.

Pe de altă parte, pentru v∗ = (1/2, 1/2)T avem 0 ∈ ∂((v∗f) + (y∗g) + δS)(0) =
(−∞, 1], (y∗g)(u) = 0 şi pentru v = (0,−1) obţinem că 〈v∗, v〉−(v∗f)(u) = −1/2 < 0.
Prin urmare ((1/2, 1/2)T , 0, (0,−1), 0) ∈ BMW

CL
şi ((1/2, 1/2)T , 0, (0,−1), 0) ∈ BWCL

.

Deci (0,−1) ∈ hMW
CL

(BMW
CL

) ∩ hWCL
(BWCL

).

În consecinţă, hWCL
(BWCL

) 6= hMCL
(BMCL

) şi hMW
CL

(BMW
CL

) 6= hMCL
(BMCL

) şi, ı̂n general,

hMG (BMG ) 6= hWG (BWG ) şi hWG (BWG ) 6= hGW (BGW ).

Relativ la posibilele incluziuni ı̂ntre dualele vectoriale Lagrange de tip Wolfe şi
“M-W”, putem afirma doar că imaginea primei duale vectoriale nu este o submulţime
a celei de a doua.

Pentru a da rezultate de dualitate tare pentru dualele vectoriale Lagrange ataşate
Problemei (PVC), avem nevoie de condiţii de regularitate. Particularizând (RCV i),
i ∈ {1, 2, 3, 4} obţinem (RCV iCL

), i ∈ {1, 2, 3, 4}, unde spre exemplu (RCV 1
CL

) este

(RCV 1
CL

) ∃x′ ∈ dom f ∩ S astfel ı̂ncât g(x′) ∈ − int(C).

Particularizând rezultatele din cazul general, obţinem următoarele afirmaţii de
dualitate.

Teorema 2.1.16 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) (dualitate slabă şi tare pentru (PVC)
şi (DVWCL

))

(a) Nu există x ∈ A şi (v∗, y∗, v, u) ∈ BWCL
astfel ı̂ncât f(x) ≤K hWCL

(v∗, y∗, v, u).

(b) Dacă x ∈ A este o soluţie propriu eficientă pentru Problema (PVC) şi una
dintre condiţiile de regularitate (RCV iCL

), i ∈ {1, 2, 3, 4} este ı̂ndeplinită, atunci există

(v∗, y∗, v, u) ∈ BWCL
soluţie eficientă pentru Problema (DVWCL

) astfel ı̂ncât f(x) =

hWCL
(v∗, y∗, v, u).

Teorema 2.1.17 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) (dualitate slabă şi tare pentru (PVC)
şi (DVMCL

))

(a) Nu există x ∈ A şi (v∗, y∗, v, u) ∈ BMCL
astfel ı̂ncât f(x) ≤K hMCL

(v∗, y∗, v, u).
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(b) Dacă x ∈ A este o soluţie propriu eficientă a Problemei (PVC) şi una din-
tre condiţiile de regularitate (RCV iCL

), i ∈ {1, 2, 3, 4}, este ı̂ndeplinită, atunci există

(v∗, y∗, v, u) ∈ BMCL
soluţie eficientă pentru Problema (DVMCL

) astfel ı̂ncât f(x) =

hMCL
(v∗, y∗, v, u).

Analog se pot da şi afirmaţiile corespunzătoare pentru (PVC) şi (DVMW
CL

).

Observaţia 2.1.19 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Condiţia de regularitate din Teo-
rema 2.1.19 (b) şi 2.1.20 (b) poate să fie ı̂nlocuită cu orice condiţie care garantează
stabilitatea problemei de optimizare infx∈A (v∗f)(x) ı̂n raport cu duala Lagrange.

Observaţia 2.1.20 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Dacă V = R şi K = R+, atunci
dualele (DVWCL

), (DVMCL
) şi (DVMW

CL
) devin dualele scalare Lagrange de tip Wolfe şi

Mond-Weir corespunzătoare Problemei (PVC), considerate de R.I. Boţ şi S.-M. Grad
ı̂n [21].

O altă funcţie perturbatoare vectorială pe care o considerăm este funcţia pertur-
batoare vectorială Fenchel-Lagrange ΦVFL : X ×X × Y → V • dată de

ΦVCFL
(x, t, y) =

{
f(x+ t), x ∈ S, g(x) ∈ y − C
∞K , altfel.

Duala vectorială Fenchel-Lagrange de tip Wolfe ataşată Problemei (PVC) este

(DVWCFL
) Max

(v∗,t∗,y∗,v,u,t)∈BW
CFL

hWCFL
(v∗, t∗, y∗, v, u, t)

unde

BWCFL
= {(v∗, t∗, y∗, v, u, t) ∈ K∗0 ×X∗ × C∗ × V × S ×X : 〈v∗, v〉 ≤ 〈t∗, u〉

−(v∗f)∗(t∗)− (y∗g)(u), 0 ∈ ∂((v∗f)(u+ t) ∩ (−∂((y∗g) + δS)(u))}

şi
hWCFL

(v∗, t∗, y∗, v, u, t) = v

şi duala vectorială Fenchel-Lagrange de tip Mond-Weir este

(DVMCFL
) Max

(v∗,y∗,v,u)∈BM
CFL

hMCFL
(v∗, y∗, v, u)

unde

BMCFL
= {(v∗, y∗, v, u) ∈ K∗0 × C∗ × V × S : (y∗g)(u) ≥ 0, g(u) ∈ −C,

〈v∗, v〉 ≤ (v∗f)(u), 0 ∈ ∂(v∗f)(u) + ∂((y∗g) + δS)(u)}

şi
hMCFL

(v∗, y∗, v, u) = v.

Observăm că ı̂n restricţiile celei de a doua duale putem ı̂nlocui (y∗g)(u) ≥ 0 cu
(y∗g)(u) = 0 fără a apărea modificări deoarece g(u) ∈ −C şi y∗ ∈ C∗. Ca şi ı̂n
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cazul anterior, eliminând restricţia g(u) ∈ −C, obţinem altă duală vectorială ataşată
Problemei (PVC)

(DVMW
CFL

) Max
(v∗,y∗,v,u)∈BMW

CFL

hMW
CFL

(v∗, y∗, v, u)

unde

BMW
CFL

= {(v∗, y∗, v, u) ∈ K∗0 × C∗ × V × S : (y∗g)(u) ≥ 0,
〈v∗, v〉 ≤ (v∗f)(u), 0 ∈ ∂(v∗f)(u) + ∂((y∗g) + δS)(u)}

şi

hMW
CFL

(v∗, y∗, v, u) = v.

Observaţia 2.1.21 Ca şi ı̂n Observaţia 2.1.11 se pot formula condiţii pentru a altă
grupare a funcţiilor ce apar ı̂n subdiferenţiala restricţiilor dualelor vectoriale Fenchel-
Lagrange ataşate Problemei (PVC) (a se vedea R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25,
Secţiune 3.5]).

Folosind modul ı̂n care Problema (DVMCFL
) a fost construită şi aplicând Lema

2.1.2, obţinem următoarele incluziuni.

Propoziţia 2.1.22 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hMCFL
(BMCFL

) ⊆ hMW
CFL

(BMW
CFL

)

şi hMCFL
(BMCFL

) ⊆ hWCFL
(BWCFL

).

Întrebarea dacă incluziuni similare pot avea loc pentru dualele vectoriale La-
grange de tip Wolfe ataşate Problemei (PVC) are un răspuns negativ, aşa cum arată
următorul exemplu.

Exemplul 2.1.23 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Fie X = R, Y = R2, V = R2,
C = R2

+, K = R2
+, S = R+, f : R→ (R2)•,

f(x) =

{
(1, 1)Tx, dacă x ≤ 0,
∞R2

+
, altfel,

şi g : R→ R2, g(x) = (x, 1− x)T .

Ca şi ı̂n R.I. Boţ şi S.-M. Grad [21, Exemplul 2] se poate arăta că BMW
CFL

= ∅, iar

pe de altă parte că ((1/2, 1/2)T , 0, (0, 0), (0, 0)T , 0, 0) ∈ BWCFL
şi (0, 0)T ∈ hWCFL

(BWCFL
).

În consecinţă, hWCFL
(BWCFL

) * hMW
CFL

(BMW
CFL

).

Pentru a obţine dualitatea tare, particularizăm condiţiile de regularitate (RCV i),
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Acestea devin (RCV iCFL

), i ∈ {1, 2, 3, 4}, unde de exemplu (RCV 1
CFL

)
este

(RCV 1
CFL

) ∃x′ ∈ dom f ∩ S astfel ı̂ncât f este continuă ı̂n x′ şi g(x′) ∈ − int(C)
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şi celelalte pot fi obţinute analog (a se vedea R.I. Boţ şi S.-M. Grad [21]).

Din cazul general obţinem afirmaţiile de dualitate slabă şi tare.

Teorema 2.1.24 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) (dualitate slabă şi tare pentru (PVC)
şi (DVWCFL

))

(a) Nu există x ∈ A şi(v∗, t∗, y∗, v, u, t) ∈ BWCFL
astfel ı̂ncât f(x) ≤K hWCFL

(v∗, t∗, y∗,
v, u, t).

(b) Dacă x ∈ A este o soluţie propriu eficientă a Problemei (PVC) şi una din-
tre condiţiile de regularitate (RCV iCFL

), i ∈ {1, 2, 3, 4}, este ı̂ndeplinită, atunci ex-

istă (v∗, t
∗
, y∗, v, u, t) ∈ BWCFL

soluţie eficientă pentru Problema (DVWCFL
) astfel ı̂ncât

f(x) = hWCFL
(v∗, t

∗
, y∗, v, u, t).

Teorema 2.1.25 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) (dualitate slabă şi tare pentru (PVC)
şi (DVMCFL

))

(a) Nu există x ∈ A şi (v∗, y∗, v, u) ∈ BMCFL
astfel ı̂ncât f(x) ≤K hMCFL

(v∗, y∗, v, u).

(b) Dacă x ∈ A este o soluţie propriu eficientă pentru Problema (PVC) şi una
dintre condiţiile de regularitate (RCV iCFL

), i ∈ {1, 2, 3, 4}, este ı̂ndeplinită, atunci

există (v∗, y∗, v, u) ∈ BMCFL
soluţie eficientă pentru Problema (DVMCFL

) astfel ı̂ncât

f(x) = hMCFL
(v∗, y∗, v, u).

Analog se pot formula rezultate de dualitate pentru (PVC) şi (DVMW
CFL

).

Observaţia 2.1.27 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Condiţia de regularitate din Teo-
rema 2.1.24 (b) şi 2.1.25 (b) poate fi ı̂nlocuită cu orice altă condiţie care garan-
tează stabilitatea problemei de optimizare infx∈A(v∗f) (x) ı̂n raport cu duala Fenchel-
Lagrange.

Observaţia 2.1.28 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Dacă V = R şi K = R+, atunci
dualele (DVWCFL

), (DVMCFL
) şi (DVMW

CFL
) devin dualele scalare Fenchel-Lagrange de tip

Wolfe şi Mond-Weir ataşate Problemei (PVC) considerată de R.I. Boţ şi S.-M. Grad
ı̂n [21].

Probleme de optimizare vectorială fără restricţii

Folosind acelaşi cadru ca şi ı̂n Secţiunea 2.1, considerăm funcţiile vectoriale f : X →
V • şi h : Y → V • proprii şi K−convexe şi A : X → Y un operator liniar continuu
astfel ı̂ncât dom f∩A−1(domh) 6= ∅. Problema de optimizare vectorială fără restricţii

(PVA) Min
x∈X

[f(x) + h(Ax)]

este un caz particular al Problemei (PV G) unde F = f + h ◦A şi considerăm funcţia
perturbatoare vectorială ΦVA : X × Y → V • definită prin

ΦVA(x, y) = f(x) + h(Ax+ y).
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Dualele vectoriale ataşate Problemei (PVA) sunt

(DVWA ) Max
(v∗,y∗,v,u,y)∈BW

A

hWA (v∗, y∗, v, u, y)

unde

BWA = {(v∗, y∗, v, u, y) ∈ K∗0 × Y ∗ × V ×X × Y : y∗ ∈ (A∗)−1(−∂(v∗f)(u))
∩∂(v∗h)∗(Au+ y) şi 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗f)∗(−A∗y∗) + (v∗h)∗(y∗)}

şi
hWA (v∗, y∗, v, u, y) = v

şi, respectiv,

(DVMA ) Max
(v∗,v,u)∈BM

A

hMA (v∗, v, u)

unde

BMA = {(v∗, v, u) ∈ K∗0 × V ×X : 0 ∈ (A∗)−1(−∂(v∗f)(u))− ∂(v∗h)(Au)
şi 〈v∗, v〉 ≤ 〈v∗, f(u) + h(Au)〉}

şi
hMA (v∗, v, u) = v.

Pentru Problema (PVA) şi dualele vectoriale de tip Wolfe şi Mond-Weir (DVWA )
şi (DVMA ), dualitatea slabă şi tare urmează din cazul general.

Teorema 2.1.29 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) (dualitate slabă pentru (PVA) şi
(DVWA ), (PVA) şi (DVMA ))

(a) Nu există x ∈ X şi (v∗, y∗, v, u, y) ∈ BWA astfel ı̂ncât f(x) + h(Ax) ≤K
hWA (v∗, y∗, v, u, y).

(b) Nu există x ∈ X şi (v∗, v, u) ∈ BMA astfel ı̂ncât f(x) + h(Ax) ≤K hMA (v∗, v, u).

În formularea dualităţii tari sunt necesare condiţii de convexitate care garantează
K−convexitatea funcţiei perturbatoare vectoriale şi condiţii de regularitate obţinute
prin particularizarea celor clasice date de R.I. Boţ, S.-M. Grad şi G. Wanka [25],
numite (RCAi ), i ∈ {1, 2, 3, 4}, unde spre exemplu (RCA1 ) este

(RCA1 ) ∃x′ ∈ dom f ∩A−1(domh) astfel ı̂ncât h este continuă ı̂n Ax′.

Teorema 2.1.30 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) (dualitate tare pentru (PVA) şi
(DVWA ), (PVA) şi (DVMA ))

Presupunem că f şi h sunt funcţii vectoriale K−convexe şi una dintre condiţiile
de regularitate (RCAi ), i ∈ {1, 2, 3, 4}, este ı̂ndeplinită. Dacă u este o soluţie propriu
eficientă a Problemei (PVA), atunci există v∗ ∈ K∗0, y∗ ∈ Y ∗ şi v ∈ V astfel ı̂ncât
(v∗, y∗, v, u, 0) este o soluţie eficientă a Problemei (DVWA ), (v∗, v, u) este o soluţie
eficientă a Problemei (DVMA ) şi f(u) + h(Au) = hWA (v∗, y∗, v, u, 0) = hMA (v∗, v, u).
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Observaţia 2.1.31 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) În cazul ı̂n care V = R şi K = R+,
luând funcţiile f : X → R şi h : Y → R proprii, redescoperim dualitatea Wolfe şi
Mond-Weir pentru problema de optimizare scalară corespunzătoare dată de R.I. Boţ
şi S.-M. Grad ı̂n [21].

Revenind la (PVC), şi văzându-o ca o problemă de optimizare vectorială fără
restricţii, ı̂i ataşăm două duale vectoriale generate de (DVGW ) şi (DVGM ) prin
considerarea funcţiei perturbatoare vectoriale Fenchel ΦVCF

: X × Y → V • dată prin

ΦVCF
(x, y) =

{
f(x+ y), x ∈ A,
∞K , altfel.

Prima duală obţinută este duala vectorială Fenchel de tip Wolfe

(DVWCF
) Max

(v∗,y∗,v,u,y)∈BW
CF

hWCF
(v∗, y∗, v, u, y)

unde

BWCF
= {(v∗, y∗, v, u, y) ∈ K∗0 × Y ∗ × V ×X ×X : 〈v∗, v〉 ≤ 〈y∗, u〉−

(v∗f)∗(y∗), y∗ ∈ ∂(v∗f)(u+ y) ∩ (−NA(u))}

şi
hWCF

(v∗, y∗, v, u, y) = v;

şi a doua duală obţinută este duala vectorială Fenchel de tip Mond-Weir

(DVMCF
) Max

(v∗,v,u)∈BM
CF

hMCF
(v∗, v, u)

unde

BMCF
= {(v∗, v, u) ∈ K∗0 × V ×X : 〈v∗, v〉 ≤ (v∗f)(u), 0 ∈ ∂(v∗f)(u) +NA(u)}

şi
hMCF

(v∗, v, u) = v.

Observaţia 2.1.32 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) În definiţia dualei vectoriale
Fenchel de tip Mond-Weir (DVMCF

), condiţia g(u) ∈ −C nu mai apare explicit. Prin
urmare nu mai putem considera o altă duală vectorială de tip “M-W” ataşată Prob-
lemei (PVC).

Din Lema 2.1.2 obţinem următoarea afirmaţie.

Proposition 2.1.33 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hMCF
(BMCF

) ⊆ hWCF
(BWCF

).

Condiţiile de regularitate (RCV i), i = 1, ..., 4 pot fi formulate şi ı̂n acest caz şi
apoi din cazul general obţinem teoremele de dualitate slabă şi tare.
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2.1.3 Comparaţii ı̂ntre duale

În ceea ce urmează comparăm imaginile mulţimilor unor duale vectoriale de tip Wolfe
şi Mond-Weir ataşate Problemei (PVC) ı̂n raport cu funcţiile perturbatoare vectoriale
Lagrange, Fenchel şi Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.1.37 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hMCFL
(BMCFL

) ⊆ hMCL
(BMCL

) şi

hMCFL
(BMCFL

) ⊆ hMCF
(BMCF

).

În ceea ce priveşte dualele vectoriale de tip “M-W” se poate demonstra următorul
rezultat.

Teorema 2.1.38 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Avem hMW
CFL

(BMW
CFL

) ⊆ hMW
CL

(BMW
CL

).

Oricum, ı̂ntrebarea dacă afirmaţii similare sunt adevărate şi pentru dualele vecto-
riale de tip Wolfe ataşate Problemei (PVC), ca şi ı̂n cazul scalar (a se vedea R.I. Boţ
şi S.-M. Grad [21]), are un răspuns negativ, aşa cum arată următoarele exemple.

Exemplul 2.1.39 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Fie X = R, Y = R, V = R2,
C = R+, K = R2

+, S = R, f : R→ (R2)• şi g : R→ R definite prin

f(x) =

{
(1, 1)Tx, dacă x > 0,
∞R2

+
, altfel,

şi g(x) =

{
−x, dacă x ≤ 0,
0, altfel.

Observăm că pentru toţi v∗ = (v∗1 , v
∗
2)T ∈ int(R2

+) şi y∗ ≥ 0 avem

∂((v∗f) + (y∗g) + δS)(u) = ∂(v∗f)(u) =

{
{v∗1 + v∗2}, dacă u > 0,
∅, altfel.

În consecinţă, BWCL
= ∅. Pe de altă parte se poate arăta că ((1/2, 1/2)T , 1, 1, (0, 0)T , 0, 1)

∈ BWCFL
, deci (0, 0)T ∈ hWCFL

(BWCFL
). În consecinţă, hWCFL

(BWCFL
) * hWCL

(BWCL
).

Exemplul 2.1.40 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Fie X = R2, Y = R, V = R2,
C = R+, K = R2

+,

S =

{
(x1, x2)T ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ 2,

3 ≤ x2 ≤ 4, dacă x1 = 0
1 ≤ x2 ≤ 4, dacăx1 ∈ (0, 2]

}
,

f : R2 → (R2)•, f(x1, x2) =

{
(1, 1)Tx2, dacă x1 ≤ 0,
∞R2

+
, altfel,

şi g : R2 → R, g(x1, x2) = 0.

Avem că ((1/2, 1/2)T , y∗, (3, 3)T , (0, 3)) ∈ BWCL
şi (3, 3)T ∈ hWCL

(BWCL
), dar (3, 3)T 6∈

hWCFL
(BWCFL

). În consecinţă, hWCL
(BWCL

) * hWCFL
(BWCFL

).

Observaţia 2.1.43 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [66]) Din exemplele date mai sus se
pot construi alte situaţii ı̂n care să se demonstreze că ı̂n general nici o incluziune nu
are loc ı̂ntre imaginile mulţimilor (DVWCL

) şi (DVWCF
).
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2.2 Dualitate vectorială de tip Wolfe şi Mond-Weir
ı̂n raport cu soluţiile slab eficiente

2.2.1 Rezultate generale de dualitate

Aici introducem duale vectoriale de tip Wolfe şi Mond-Weir şi stabilim rezultate de
dualitate ı̂ntre problema de optimizare vectorială ı̂n raport cu soluţiile slab eficiente
şi aceste duale.

2.2.2 Rezultate de dualitate pentru clase particulare de prob-
leme

Particularizăm problema de optimizare vectorială ı̂n raport cu soluţiile slab eficiente
să fie cu restricţii şi fără restricţii şi construim noi duale vectoriale de tip Wolfe şi
Mond-Weir şi formulăm rezultate de dualitate.



Capitolul 3

Dualitate vectorială ı̂n raport
cu quasi-minimalitatea

3.1 Probleme de optimizare vectorială ı̂n raport cu
quasi-minimalitatea

Definim şi caracterizăm elementele quasi-minimale ale unei mulţimi ı̂n raport cu un
con convex. Apoi ataşăm unei probleme de optimizare vectorială duala sa vectorială
ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente şi stabilim noi rezultate de dualitate. Considerând
cazuri particulare ale problemei de optimizare vectorială construim duale vectoriale
ataşate acesteia ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente dăm rezultate de dualitate slabă,
tare şi reciprocă.

O parte din rezultate au fost obţinute de autor ı̂n colaborări cu dr. S.-M. Grad şi
se găsesc ı̂n [68].

Câteva noţiuni prelimiare legate de quasi interiorul unui con urmează (a se vedea,
spre exemplu [12,16–18,25]). Fie X un spaţiu local convex separat.

Observaţia 3.1.2 Fie K ⊆ X un con convex.

(a) Dacă K este şi cu vârf, atunci 0 6∈ qiK.

(b) Avem qiK +K = qiK.

(c) Mulţimea qiK ∪ {0} este un con.

(d) Dacă K este şi ı̂nchis, atunci qiK∗ = {x∗ ∈ K∗ : 〈x∗, x〉 > 0 ∀x ∈ K \ {0}},
acest con se notează cu K∗0 şi poartă numele de quasi interiorul conului dual a lui
K.

Fie K ⊆ X un con convex. Când qiK 6= ∅ notăm x <K y dacă y − x ∈ qiK,
extinzând notaţia obişnuită considerată ı̂n literatură pentru cazul intK 6= ∅.
Definiţia 3.1.3 Fie spaţiul X parţial ordonat de conul convex K, o mulţime nevidă

19
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U ⊆ X şi f : X → R o funcţie dată. Dacă f este K−crescătoare pe U , qiK 6= ∅ şi
pentru toţi x, y ∈ U ı̂ndeplinind x <K y urmează f(x) < f(y) funcţia f se numeşte
strict K−crescătoare pe U .

Observaţia 3.1.4 În Definiţia 3.1.3 extindem noţiunea de strict K−crescătoare pe
U funcţiilor date ı̂n literatură pentru cazul intK 6= ∅ (sau coreK 6= ∅).

Ilustrăm această definiţie ı̂n următorul exemplu (a se vedea [25]).

Exemplul 3.1.5 Fie x∗ ∈ X∗. Dacă x∗ ∈ K∗, atunci pentru toţi x1, x2 ∈ X astfel
ı̂ncât x1 5K x2 avem că 〈x∗, x2 − x1〉 ≥ 0. Prin urmare 〈x∗, x1〉 ≤ 〈x∗, x2〉 şi asta
ı̂nseamna că elementele lui K∗ sunt funcţii K−crescătoare pe X.

Dacă x∗ ∈ K∗0, atunci pentru toţi x1, x2 ∈ X astfel ı̂ncât x1 ≤K x2 are loc
〈x∗, x2 − x1〉 > 0. Aceasta ı̂nseamnă prin definiţie că elementele lui K∗0 sunt funcţii
K−crescătoare pe X.

Dacă K ⊆ X este un con convex ı̂nchis, qiK 6= ∅, atunci din Observaţia 3.1.2 (d)
qiK = {x ∈ X : 〈x∗, x〉 > 0 ∀x∗ ∈ K∗ \ {0}} şi pentru toţi x∗ ∈ K∗ \ {0} este strict
K−crescătoare pe X.

3.1.1 Elemente quasi-minimale

Introducem şi caracterizăm soluţiile quasi-minimale ale unei mulţimi.

Fie V un spaţiu local convex separat parţial ordonat de conul convex cu vârf
K ⊆ V având quasi interiorul nevid şi U ⊆ V o mulţime nevidă convexă.

Definiţia 3.1.6 Un element x ∈ U se numeşte element quasi-minimal a lui U (̂ın
raport cu ordinea parţială indusă de K) dacă (x− qiK) ∩ U = ∅.
Observaţia 3.1.7 Elemetele quasi-minimale au fost considerate ı̂n lucrări ca [65,71,
128], fiind numite elemente slab-quasi minimale. Am optat pentru denumirea folosită
ı̂n Definiţia 3.1.6, chiar dacă este folistă ı̂n literatură pentru alte tipuri de soluţii
minimale (a se vedea, spre exemplu [86]). Pentru condiţia U + qiK = qi(U + K)
ı̂ndeplinită, credem că elementele quasi-minimale ar trebui numite chiar slab mini-
male. Observăm de asemenea că ı̂n lucrările [5, 6, 71] se pot găsi şi elemente quasi-
relativ minimale.

Notăm prin QMin(U,K) mulţimea tuturor elementelor quasi-minimale ale mulţimii
U (̂ın raport cu ordinea parţială indusă de K).

Un element x ∈ U se numeşte element minimal al lui U (̂ın raport cu ordinea
parţială indusă de K) dacă nu există x ∈ U care să satisfacă x ≤K x.

Relaţia (x − qiK) ∩ U = ∅ din Definiţia 3.1.6 poate fi scrisă echivalent ca (U −
x) ∩ (− qiK) = ∅. Dacă avem conul K netrivial atunci pentru conul de ordine

K̂ = qiK ∪ {0} avem că x ∈ QMin(U,K) dacă şi numai dacă (x− K̂) ∩ U = {x}.
Dacă K 6= V , orice element minimal al lui U este şi quasi-minimal deoarece

(x − K) ∩ U = {x} implică din Observaţia 3.1.2 (a) că (x − qiK) ∩ U = ∅. Dacă
K = V atunci QMin(U,K) = ∅.
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În cazul ı̂n care coreK 6= ∅ (sau intK 6= ∅) următoarele investigaţii dau rezultatele
din [25, Secţiunea 2.4.2, Secţiunea 2.4.4 şi Secţiunea 4.3.4], deci ele pot fi văzute ca
şi generalizări de mai târziu.

Lema 3.1.8 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Are loc QMin(U,K) ⊆ QMin(U +K,K).

Observaţia 3.1.9 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) În Definiţia 3.1.6 şi Lema 3.1.8
nu este necesar să presupunem că U este convex.

Propoziţia 3.1.10 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Avem că qi(U+qiK) = U+qiK ⊆
qi(U +K).

În ceea ce urmează presupunem că are loc U+qiK = qi(U+K) şi păstrăm această
ipoteză suplimentară adaptându-o corespunzător.

Mai mult, formulăm caracterizări necesare şi suficiente ale elementelor quasi-
minimale ale mulţimii U ı̂n raport cu K.

Teorema 3.1.11 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Dacă x ∈ QMin(U,K) atunci există
x∗ ∈ K∗ \ {0} astfel ı̂ncât 〈x∗, x〉 ≤ 〈x∗, x〉, pentru toţi x ∈ U .

Lema 3.1.12 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Fie o funcţie f : V → R strict
K−crescătoare pe U . Dacă există un element x ∈ U satisfăcând f(x) ≤ f(x) pentru
toţi x ∈ U , atunci x ∈ QMin(U,K).

Mai mult fie K şi ı̂nchis. Următoarea teoremă este o concluzie directă a Lemei
3.1.12 şi Exemplului 3.1.5.

Teorema 3.1.13 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Dacă există x∗ ∈ K∗ \ {0} şi x ∈ U
astfel ı̂ncât pentru toţi x ∈ U are loc 〈x∗, x〉 ≤ 〈x∗, x〉, atunci x ∈ QMin(U,K).

Din Teorema 3.1.11 şi Teorema 3.1.13 obţinem o caracterizare echivalentă ı̂n raport
cu scalarizarea liniară pentru elementele quasi-minimale ale lui U ı̂n raport cu K.

Corolar 3.1.14 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Fie x ∈ U . Atunci x ∈ QMin(U,K)
dacă şi numai dacă există x∗ ∈ K∗ \ {0} satisfăcând 〈x∗, x〉 ≤ 〈x∗, x〉 pentru toţi
x ∈ U .

3.1.2 Rezultate generale de dualitate

Aici introducem o duală vectorială ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente ataşate unei
probleme de optimizare vectorială şi stabilim rezultate de dualitate slabă, tare şi
reciprocă.

Considerăm problema de optimizare vectorială

(PV Gq) QMin
x∈X

F (x),

unde F : X → V • este o funcţie proprie şi K−convexă cu domF = {x ∈ X : F (x) 6=
∅} şi determinăm elementele quasi-minimale ale lui F (domF ) ı̂n raport cu K. De



22 Capitol 3. Dualitate vectorială ı̂n raport cu quasi-minimalitatea

asemenea, presupunem că F (domF ) + qiK = qi(F (domF ) +K) şi K un con convex
ı̂nchis.

Definiţia 3.1.5 Un element x ∈ X se numeşte soluţie quasi-eficientă a problemei de
optimizare vectorială (PV Gq) dacă x ∈ domF şi F (x) ∈ QMin(F (domF ),K).

Problemele pentru care soluţiile quasi-eficiente ale problemei de optimizare vecto-
rială pot să aibă un rol important pot fi găsite, de exemplu ı̂n matematici financiare
(a se vedea [1, 63]).

Folosind funcţia perturbatoare vectorială Φ : X × Y → V • care satisface 0 ∈
PrY (dom Φ) şi Φ(x, 0) = F (x) pentru toţi x ∈ X, problema de optimizare vectorială
introdusă mai sus se poate reformula echivalent astfel

(PV Gq) QMin
x∈X

Φ(x, 0).

Problemei (PV Gq) ı̂i ataşăm următoarea duală vectorială ı̂n raport cu soluţiile
quasi-eficiente

(DVGq) QMax
(v∗,y∗,v)∈BG

q

hGq (v∗, y∗, v)

unde

BGq = {(v∗, y∗, v) ∈ (K∗ \ {0})× Y ∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗Φ)∗(0,−y∗)}

şi
hGq (v∗, y∗, v) = v.

Definiţia 3.1.16 Un element (v∗, y∗, v) ∈ BGq se numeşte soluţie quasi-efficientă a

dualei vectoriale (DVGq) dacă (v∗, y∗, v) ∈ domhGq şi hGq (v∗, y∗, v) = v ∈ QMax(hGq (dom

hGq ),K).

În continuare formulăm teoremele de dualitate slabă şi tare.

Teorema 3.1.17 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Nu există x ∈ X şi (v∗, y∗, v) ∈ BGq
astfel ı̂ncât F (x) <K hGq (v∗, y∗, v).

Observaţia 3.1.18 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) F nu trebuie să fie K−convexă
şi K ı̂nchisă pentru a putea formula rezultatul de dualitate slabă.

Pentu dualitatea tare considerăm următoarele condiţii de regularitate (după [25])

(RCV 1) ∃x′ ∈ X astfel ı̂ncât (x′, 0) ∈ dom Φ şi Φ(x′, ·) este continuă 0;

când X şi Y sunt spaţii Fréchet

(RCV 2) X şi Y sunt spaţii Fréchet, Φ este K−inferior semicontinuă şi
0 ∈ sqri(PrY (dom Φ));
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cazul finit dimensional

(RCV 3) dim(lin(PrY (dom Φ))) < +∞ şi 0 ∈ ri(PrY (dom Φ));

(RCV 4) Φ este K−inferior semicontinuă şi PrX∗×R(epi(v∗Φ)∗) este ı̂nchisă ı̂n
topologia w(X∗, X)× R pentru toţi v∗ ∈ K∗ \ {0}.

Teorema 3.1.19 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Presupunem că una dintre condiţiile
de regularitate (RCV i), i ∈ {1, . . . , 4}, este ı̂ndeplinită. Dacă x ∈ X este o soluţie
quasi-eficientă a Problemei (PV Gq), atunci există (v∗, y∗, v) o soluţie quasi-eficientă
a Problemei (DVGq) astfel ı̂ncât F (x) = hGq (v∗, y∗, v) = v.

Observaţia 3.1.20 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) În locul condiţiilor de regularitate
menţionate mai sus, pentru a obţine dualitatea tare este suficient să presupunem
că pentru toţi v∗ ∈ K∗ \ {0} problema de optimizare scalară infx∈X(v∗Φ)(x, 0) este
stabilă.

În continuare, dăm un rezultat preliminar pentru dualitatea reciprocă, urmat de
afirmaţia ı̂n sine.

Teorema 3.1.21 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Presupunem că una dintre condiţiile
de regularitate (RCV i), i ∈ {1, . . . , 4}, este ı̂ndeplinită. Atunci V \ cl(F (domF ) +
K) ⊆ core(hGq (BGq )).

Teorema 3.1.22 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Presupunem că una dintre condiţiile
de regularitate (RCV i), i ∈ {1, . . . , 4}, este ı̂ndeplinită şi că mulţimea F (domF ) +K
este ı̂nchisă. Atunci pentru toate soluţiile quasi-eficiente (v∗, y∗, v) ale Problemei
(DVGq) avem că v este un element quasi-minimal al mulţimii F (domF ) +K.

Observaţia 3.1.23 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) În Teorema 3.1.21 şi Teorema
3.1.22, condiţiile de regularitate (RCV i), i ∈ {1, . . . , 4}, pot să fie ı̂nlocuite cu afirmaţia
mai slabă că pentru toţi v∗ ∈ K∗ \ {0} Problema infx∈X〈v∗, F (x)〉 este normală (a se
vedea [25, Theorem 4.3.3]).

3.1.3 Rezultate de dualitate pentru clase particulare de prob-
leme

În ceea ce urmează considerăm probleme de optimizare vectorială cu restricţii şi fără
restricţii ca şi cazuri speciale ale problemei de optimizare vectorială şi deducem pen-
tru ele duale vectoriale ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente, urmate de afirmaţii de
dualitate slabă, tare şi reciprocă.

Probleme de optimizare vectorială cu restricţii

Considerăm acelaşi cadru ca şi ı̂n secţiunea anterioară. Fie de asemenea Y parţial
ordonat ı̂n raport cu, conul convex nevid C ⊆ Y . Mai mult, considerăm mulţimea
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S ⊆ X convexă nevidă, funcţia f : X → V • proprie şi K-convexă şi funcţia g :
X → Y • proprie şi C−convexă satisfăcând dom f ∩ S ∩ g−1(C) 6= ∅. Presupunem
că f(dom f ∩ A) + qiK = qi(f(dom f ∩ A) + K) şi K un con convex ı̂nchis. Prob-
lema de optimizare vectorială cu restricţii de tip geometric şi con pe care o folosim este

(PV Cq ) QMin
x∈A

f(x),

unde
A =

{
x ∈ S : g(x) ∈ −C

}
,

fiind un caz special al Problemei (PV Gq). Construim diferite duale vectoriale ataşate
Problemei (PV Cq ) ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente prin considerarea diferitelor
funcţii perturbatoare vectoriale şi dăm rezultate de dualitate slabă, tare şi reciprocă.

Prima dată considerăm funcţia perturbatoare vectorială Lagrange ΦVCL
introdusă

ı̂n Capitolul 2 şi din (DVGq) obţinem duala vectorială Lagrange ataşată Problemei
(PV Cq ) ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente

(DV CL
q ) QMax

(v∗,y∗,v)∈BCL
q

hCL
q (v∗, y∗, v),

unde

BCL
q =

{
(v∗, y∗, v) ∈ (K∗ \ {0})× C∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ inf

u∈S
{(v∗f)(u) + (y∗g)(u)}

}
şi

hCL
q (v∗, y∗, v) = v.

Pentru dualitatea tare avem nevoie de condiţii de regularitate obţinute prin par-
ticularizarea celor (RCV i), i ∈ {1, 2, 3, 4}. Acestea devin (RCV iCL

), i ∈ {1, 2, 3, 4},
de exemplu (RCV 1

CL
) este

(RCV 1
CL

) ∃x′ ∈ dom f ∩ S astfel ı̂ncât g(x′) ∈ − intC.

Teoremele de dualitate slabă, tare şi reciprocă urmează.

Teorema 3.1.24 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68])

(a) Nu există x ∈ X şi (v∗, y∗, v) ∈ BCL
q astfel ı̂ncât f(x) <K hCL

q (v∗, y∗, v).

(b) Presupunem că una dintre condiţiile de regularitate (RCV iCL
), i ∈ {1, 2, 3, 4},

este ı̂ndeplinită. Dacă x ∈ X este o soluţie quasi-eficientă a Problemei (PV Cq ), atunci

există (v∗, y∗, v) o soluţie quasi-eficientă a Problemei (DV CL
q ) astfel ı̂ncât f(x) =

hCL
q (v∗, y∗, v) = v.

(c) Presupunem că una dintre condiţiile de regularitate (RCV iCL
), i ∈ {1, 2, 3, 4},

este ı̂ndeplinită şi că mulţimea f(dom f ∩ A) + K este ı̂nchisă. Atunci pentru orice
soluţie quasi-eficientă (v∗, y∗, v) a Problemei (DVGCL

q ) avem că v este un element
quasi-minimal al mulţimii f(dom f ∩ A) +K.
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O altă funcţie perturbatoare vectorială pe care o considerăm este funcţia pertur-
batoare vectorială Fenchel-Lagrange ΦVFL dată ı̂n Capitolul 2 şi din (DVGq) obţinem
duala vectorială Fenchel-Lagrange ataşată Problemei (PV Cq ) ı̂n raport cu soluţiile
quasi-eficiente

(DV CFL
q ) QMax

(v∗,t∗,y∗,v)∈BCFL
q

hCFL
q (v∗, t∗, y∗, v),

unde

BCFL
q = {(v∗, t∗, y∗, v) ∈ (K∗ \ {0})×X∗ × C∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗f)∗(t∗)−

(y∗g)∗S(−t∗)}

şi
hCFL
q (v∗, t∗, y∗, v) = v.

Particularizând (RCV i), i ∈ {1, 2, 3, 4} la acest caz, obţinem (RCV iCFL
), i ∈

{1, 2, 3, 4}, unde spre exemplu (RCV 1
CFL

) este

(RCV 1
CFL

) ∃x′ ∈ dom f ∩ S astfel ı̂ncât f este continuă ı̂n x′ şi g(x′) ∈ − intC.

Rezultatele de dualitate slabă, tare şi reciprocă urmează din cazul general.

Teorema 3.1.25 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68])

(a) Nu există x ∈ X şi (v∗, t∗, y∗, v) ∈ BCFL
q astfel ı̂ncât f(x) <K hCFL

q (v∗, t∗,
y∗, v).

(b) Presupunem că una dintre condiţiile de regularitate (RCV iCFL
), i ∈ {1, . . . , 4},

este ı̂ndeplinită. Dacă x ∈ X este o soluţie quasi-eficientă a Problemei (PV Cq ),

atunci există (v∗, t
∗
, y∗, v) o soluţie quasi-eficientă a Problemei (DV CFL

q ) astfel ı̂ncât

f(x) = hCFL
q (v∗, t

∗
, y∗, v) = v.

(c) Presupunem că una dintre condiţiile de regularitate (RCV iCFL
), i ∈ {1, . . . , 4},

este ı̂ndeplinită şi că mulţimea f(dom f ∩ A) + K este ı̂nchisă. Atunci pentru toate
soluţiile quasi-eficiente (v∗, t

∗
, y∗, v) ale Problemei (DVGCFL

q ) avem că v este un
element quasi-minimal al mulţimii f(dom f ∩ A) +K.

Probleme de optimizare vectorială fără restricţii

În acelaşi cadru, considerăm funcţiile vectoriale f : X → V • şi h : Y → V •

proprii şi K-convexe şi A : X → Y un operator liniar şi continuu astfel ı̂ncât
dom f ∩ A−1(domh) 6= ∅. Presupunem din nou că dom f ∩ A−1(domh) + qiK =
qi(dom f ∩ A−1(domh) + K) şi K un con convex ı̂nchis. Problema de optimizare
vectorială fără restricţii

(PV Aq ) QMin
x∈X

[f(x) + h(Ax)]
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este un caz special al Problemei (PV Gq) unde F = f + h ◦A.

Considerăm funcţia perturbatoare vectorială ΦAq : X × Y → V • definită prin

ΦAq (x, y) = f(x) + h(Ax + y). Folosind această funcţie perturbatoare obţinem duala

vectorială ataşată Problemei (PV Aq ) dată prin

(DV Aq ) QMax
(v∗,y∗,v)∈BA

q

hAq (v∗, y∗, v)

unde

BAq = {(v∗, y∗, v) ∈ (K∗ \ {0})× Y ∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗f)∗(−A∗y∗)+
(v∗h)∗(y∗)}

şi
hAq (v∗, y∗, v) = v.

Pentru problema de optimizare vectorială (PV Aq ) şi duala vectorială (DV Aq ) avem
dualitate slabă, tare şi reciprocă, obţinute din cazul general. Pentru a garanta duali-
tatea tare folosim condiţiile de regularitate obţinute din (RCV i), i ∈ {1, 2, 3, 4}. Spre
exemplu (RCV 1

A) este

(RCV 1
A) ∃x′ ∈ dom f ∩A−1(domh) astfel ı̂ncât h este continuă ı̂n Ax′.

Teorema 3.1.26 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68])

(a) Nu există x ∈ X şi (v∗, y∗, v) ∈ BAq astfel ı̂ncât f(x)+h(Ax) <K hAq (v∗, y∗, v).

(b) Presupunem că una dintre condiţiile de regularitate (RCV iA), i ∈ {1, . . . , 4},
este ı̂ndeplinită. Dacă x ∈ X este o soluţie quasi-eficientă a Problemei (PV Aq ),

atunci există (v∗, y∗, v) o soluţie quasi-eficientă a Problemei (DV Aq ) astfel ı̂ncât f(x)+

h(Ax) = hAq (v∗, y∗, v) = v.

(c) Presupunem că una dintre condiţiile de regularitate (RCV iA), i ∈ {1, . . . , 4},
este ı̂ndeplinită şi că mulţimea dom f ∩A−1(domh) +K este ı̂nchisă. Atunci pentru
toate soluţiile quasi-eficiente (v∗, y∗, v) ale Problemei (DVGAq ) avem că v este un
element quasi-minimal al mulţimii dom f ∩A−1(domh) +K.

Întorcându-ne la (PV Cq ) şi privindu-o ca o problemă de optimizare vectorială fără
restricţii ı̂i ataşăm problema vectorială duală generată de (DVGq) prin considerarea
funcţiei perturbatoare vectoriale Fenchel ΦVCF

dată ı̂n Capitolul 2. Presupunem din
nou că f(dom f ∩A) + qiK = qi(f(dom f ∩A) +K) şi K este un con convex ı̂nchis.

Prin urmare din (DVGq) obţinem duala vectorială Fenchel ataşată Problemei
(PV Cq ) ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente

(DV CF
q ) QMax

(v∗,t∗,v)∈BCF
q

hCF
q (v∗, t∗, v),

unde

BCF
q = {(v∗, t∗, v) ∈ (K∗ \ {0})×X∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗f)∗(t∗)− σA(−t∗)}
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şi

hCF
q (v∗, t∗, v) = v.

Ca şi ı̂n Teorema 3.1.26 putem obţine teoremele de dualitate slabă, tare şi reciprocă
pentru problemele (PV Cq ) şi (DV CF

q ).

3.1.4 Comparaţii ı̂ntre duale

În această secţiune comparăm imaginile mulţimilor dualelor vectoriale ataşate Prob-
lemei (PV Cq ) ı̂n raport cu funcţiile perturbatoare vectoriale Lagrange, Fenchel şi
Fenchel-Lagrange.

Propoziţia 3.1.28 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Avem hCFL
q (BCFL

q ) ⊆ hCL
q (BCL

q ).

Observaţia 3.1.28 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) O situaţie când incluziunile din
Propoziţia 3.1.28 nu sunt ı̂ndeplinite ca şi egalitate poate fi găsită ı̂n [28, Exemplul
2.2].

Propoziţia 3.1.30 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Avem hCFL
q (BCFL

q ) ⊆ hCF
q (BCF

q ).

Observaţia 3.1.31 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) O situaţie când incluziunile din
Propoziţia 3.1.31 nu sunt ı̂ndeplinite ca şi egalitate poate fi găsită ı̂n [28, Exemplul
2.1].

În anumite ipoteze, imaginile mulţimilor dualelor vectoriale ataşate Problemei
(PV Cq ) anterior coincid.

Teorema 3.1.32 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Dacă una dintre condiţiile

(a) există x′ ∈ dom f ∩ S ∩ dom g astfel ı̂ncât f este continuă ı̂n x′;

(b) pentru X şi Z spaţii Fréchet, S ı̂nchisă şi g C−epi ı̂nchisă avem 0 ∈ sqri((dom g
∩S)− dom f);

(c) dacă lin((dom g ∩ S)− dom f) < +∞ avem 0 ∈ ri((dom g ∩ S)− dom f);

este ı̂ndeplinită, atunci hCFL
q (BCFL

q ) = hCL
q (BCL

q ).

Teorema 3.1.33 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Dacă una dintre condiţiile

(a) există x′ ∈ dom f ∩ S ∩ dom g astfel ı̂ncât g(x′) ∈ − intC;

(b) pentru X şi Z spaţii Fréchet, S ı̂nchisă şi g C−epi ı̂nchisă avem 0 ∈ sqri
(g(dom g ∩ S) + C);

(c) dacă lin(g(dom g ∩ S) + C) < +∞ avem 0 ∈ ri(g(dom g ∩ S) + C);

este ı̂ndeplinită, atunci hCFL
q (BCFL

q ) = hCF
q (BCF

q ).

Pentru a garanta faptul că imaginile mulţimilor dualelor vectoriale ataşate Prob-
lemei (PV Cq ) ı̂n raport cu soluţiile quasi-eficiente coincid, putem combina ultimele
două teoreme, sau din Propoziţia 3.1.28, Propoziţia 3.1.30 şi Teorema 3.1.25, putem
formula următoarea concluzie.
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Corolar 3.1.34 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [68]) Dacă una dintre condiţiile de regu-
laritate (RCV iCFL

), i ∈ {1, . . . , 4}, este ı̂ndeplinită, atunci

hCFL
q (BCFL

q ) = hCF
q (BCF

q ) = hCL
q (BCL

q ).

Dacă ı̂n plus f(dom(f ∩ A)) +K este ı̂nchisă, atunci avem

QMin(f(dom f ∩ A),K) ⊆ QMax(hCFL
q (BCFL

q ),K) = QMax(hCL
q (BCL

q ),K)

= QMax(hCF
q (BCF

q ),K) ⊆ QMin(f(dom f ∩ A) +K,K).

3.2 Câteva observaţii pentru problemele de opti-
mizare vectială ı̂n raport cu relativ-minimalitatea

Din păcate, o teorie analogă cu cea din secţiunea precedentă nu se poate obţine şi
ı̂n cazul quasi-relativ interiorului unui con K. Chiar şi ı̂n Rn, unde qriK = riK,
avem doar unele din rezultatele similare celor date mai sus, dar nimic care să asigure
existanţa rezultatelor de dualitate.



Capitolul 4

Condiţii de optim pentru
probleme de optimizare
vectorială

4.1 Condiţii de optim pentru probleme de optimiza
re vectorială ı̂n sensul diferitelor scalarizări

În literatură sunt prezentate diverse metode de scalarizare ce folosesc funcţii liniare,
norme şi alte construcţii (a se vedea, spre exemplu [28,35,55,58,72,78,83,87,88,95,115,
118, 121–123, 130, 132, 134]). Unei probleme de optimizare vectorială ı̂i ataşăm duale
vectoriale folosind diverse scalarizări (după [22, 25, 70, 83]). Funcţiile folosite sunt
tare K−crescătoare sau strict K−crescătoare. Ele se numesc funcţii de scalarizare şi
corespunzător avem mulţimea funcţiilor de scalarizare.

În acest capitol formulăm condiţii de optim pentru problema de optimizare vec-
torială cu restricţii de tip geometric şi con căreia i se asociază soluţii propriu eficiente şi
dualele vectoriale construite folosind scalarizarea liniară, scalarizarea maxim(−liniară),
scalarizarea mulţime, scalarizarea (semi)normă şi scalarizarea distanţă cărora li se
asociază soluţii eficiente sau slab eficiente (după [40, 94]) cărora li se ataşează soluţii
eficiente sau slab eficiente. Majoritatea rezultatelor au fost obţinute de autor ı̂n co-
laborări cu dr. S.-M. Grad şi se găsesc ı̂n [67].

Fie X,Y şi V spaţii local convexe Hausdorff şi presupunem că Y este parţial or-
donat de conul convex C ⊆ Y , ı̂n timp ce V este parţial ordonat de conul convex
netrivial cu vârf K ⊆ V . Mai mult, fie S ⊆ X o mulţime convexă nevidă, f : X →
V • = V ∪ {+∞K} o funcţi proprie şi K−convexă şi g : X → Y • = Y ∪ {+∞C}
o funcţie proprie şi C−convexă astfel ı̂ncât dom f ∩ S ∩ g−1(C) 6= ∅. Problema de

29
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optimizare vectorială cu restricţii de tip geometric şi con pe care o folosim este

(PVC) Min
x∈A

f(x),

unde
A =

{
x ∈ S : g(x) ∈ −C

}
.

Definiţia 4.1.1 Fie X un spaţiu vectorial parţial ordonat de conul convex K şi U ⊆ X
o mulţime nevidă ı̂n raport cu ordinea parţială “5K” indusă de K. Un element x ∈ U
se numeşte

(a) element minimal al lui U (̂ın raport cu ordinea parţială indusă de K) dacă nu
există nici un x ∈ U satisfăcând x ≤K x.

(b) element slab minimal al lui U (̂ın raport cu ordinea parţială indusă de K) dacă
(x− intK) ∩ U = ∅.

Observaţia 4.1.2 Din Definiţia 4.1.1 (b) elementele slab minimale pot fi considerate
şi ı̂n raport cu interiorul algebric (core) sau quasi-interiorul (qi) ı̂n locul interiorului
(int), făcând doar ı̂nlocuirea corespunzătoare. Ipotezele fiecărei subsecţiuni vor stabili
tipul de element slab minimal folosit (de exemplu atunci când intK 6= ∅ lucrăm exact
cu Definiţia 4.1.1 (b)).

4.1.1 Scalarizarea generală

Scalarizarea generală foloseşte funcţii monotone de tip con (după [22, 25]). Fie S
o mulţime arbitrară de funcţii proprii şi convexe s : V ∪ {+∞K} → R ı̂ndeplinind
s(+∞K) = +∞, f(dom f ∩A)+K ⊆ dom s şi mai mult s este tare K−crescătoare pe
mulţimea f(dom f ∩A) +K. Elementele mulţimii S se numesc funcţii de scalarizare.

Definiţia 4.1.3 Un element x ∈ A se numeşte soluţie S−propriu eficientă pentru
Problema (PVC) dacă x ∈ dom f şi dacă există un s ∈ S astfel ı̂ncât s(f(x)) ≤ s(f(x))
pentru toţi x ∈ A.

În [25, Secţiune 4.4] sunt date afirmaţii pentru problema de optimizare vectorială
cu restricţii de tip geometric şi con (PVC) şi cea duală vectorială ataşată acesteia.
Ne referim la dualitatea slabă şi tare şi la condiţiile de optim. Pentru dualitatea tare
folosim spre exemplu următoarea condiţie de regularitate:

(RCVCFL
) ∃x′ ∈ dom f ∩ S astfel âincât f este continuă ı̂n x′ şi g(x′) ∈ − int(C).

Fie qiK 6= ∅, T o mulţime arbitrară de funcţii proprii şi convexe s : V • → R
ı̂ndeplinind s(+∞K) = +∞, f(dom f∩A)+K ⊆ dom s şi s este strict K−crescătoare
pe mulţimea f(dom f ∩ A) +K.

Definiţia 4.1.7 Un element x ∈ A se numeşte soluţie T −propriu eficientă a Prob-
lemei (PVC) dacă x ∈ dom f şi dacă există un s ∈ T astfel ı̂ncât s(f(x)) ≤ s(f(x))
pentru toţi x ∈ A.
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O duală vectorială a fost ataşată Problemei (PVC) ı̂n raport cu mulţimea funcţilor
de scalarizare T ı̂nlocuind S cu T ı̂n definiţia dualei vectoriale dată ı̂n raport cu
mulţimea funcţiilor de scalarizare S şi au fost obţinute rezultate de dualitate şi condiţii
de optim.

Pornind de la scalarizarea generală există şi alte scalarizări: liniară, maxim(-
liniară), mulţime, (semi)normă, quadratică, distanţă (a se vedea, spre exemplu, [19,
22,25,78,80,83,92,93]).

4.1.2 Scalarizarea liniară

Considerăm mulţimea funcţiilor de scalarizare

Sl = {sv∗ : V • → R : v∗ ∈ K∗0, sv∗(v) = 〈v∗, v〉 ∀v ∈ V •}.

Pentru sv∗ ∈ Sl are loc sv∗(+∞K) = +∞, deoarece 〈v∗,∞K〉 = +∞ ∀v∗ ∈ K∗.
Evident, pentru toţi v∗ ∈ K∗0, f(dom f ∩ A) + K ⊆ V = dom sv∗ şi sv∗ este tare
K−crescătoare, liniară, şi continuă. În continuare observăm că pentru toţi k∗ ∈ K∗
avem sv∗(k

∗) = δ{v∗}(k
∗).

Un element x ∈ A se numeşte soluţie Sl−propriu eficientă a Problemei (PVC)
dacă x ∈ dom f şi dacă există un sv∗ ∈ Sl astfel ı̂ncât sv∗(f(x)) ≤ sv∗(f(x)) pentru
toţi x ∈ A.

Problema de optimizare duală ataşată Problemei (PVC) este

(DV CSl ) Max
(v∗,y∗,z∗,v)∈BCSl

hCSl (v∗, y∗, z∗, v)

unde

BCSl = {(v∗, y∗, z∗, v) ∈ K∗0 ×X∗ × C∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗f)∗(y∗)−
(z∗g)∗S(−y∗)}

şi

hCSl (v∗, y∗, z∗, v) = v.

Această problemă duală vectorială este chiar duala de tip Fenchel-Lagrange (DV CFL)
din [25, Secţiune 4.3]. Dualitatea slabă şi tare urmează din cazul general.

Propoziţia 4.1.11 (Dualitate slabă şi tare pentru (PVC) şi (DV CSl ))

(a) Nu există x ∈ A şi (v∗, y∗, z∗, v) ∈ BCSl astfel ı̂ncât f(x) ≤K hCSl (v∗, y∗, z∗, v).

(b) Presupunem că avem condiţia de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Dacă x ∈

A este soluţie Sl−propriu eficientă a Problemei (PVC), atunci există (v∗, y∗, z∗, v) ∈
BCSl o soluţie eficientă a Problemei (DV CSl ), astfel ı̂ncât f(x) = hCSl (v∗, y∗, z∗, v) =
v.

Teorema 4.1.12 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [67]) (Condiţii de optim pentru (PVC) şi
(DV CSl ))
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(a) Fie x ∈ A o soluţie Sl−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi condiţia de reg-
ularitate (RCVCFL

) ı̂ndeplinită. Atunci există (v∗, y∗, z∗, v) ∈ BCSl o soluţie eficientă
a Problemei (DV CSl ) astfel ı̂ncât

(i) f(x) = v;

(ii) v∗ = k
∗
;

(iii) (v∗f)∗(y∗) + (v∗f)(x) = 〈y∗, x〉;

(iv) (z∗g)∗S(−y∗) = −〈y∗, x〉;

(v) (z∗g)(x) = 0.

(b) Presupunem că x ∈ A şi (v∗, y∗, z∗, v) ∈ BCSl ı̂ndeplinesc relaţiile (i) − (v).
Atunci x este o soluţie Sl−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi (v∗, y∗, z∗, v) o
soluţie eficientă a problemei duale (DV CSl ).

Dacă qiK 6= ∅ considerăm mulţimea funcţiilor de scalarizare

Tl = {sv∗ : V • → R : v∗ ∈ K∗ \ {0}, sv∗(v) = 〈v∗, v〉 ∀v ∈ V •}

şi urmează că fiecare funcţie de scalarizare sv∗ ∈ T este strict K−crescătoare, liniară
şi continuă, ı̂n timp ce domeniul este f(dom f ∩ A) + K. Mai mult presupunem că
V + qiK = qi(V +K) cu V = f(dom f ∩ A).

Un element x ∈ A se numeşte soluţie Tl−propriu eficientă a Problemei (PVC)
dacă x ∈ dom f şi dacă există sv∗ ∈ Tl astfel ı̂ncât sv∗(f(x)) ≤ sv∗(f(x)) pentru toţi
x ∈ A.

Duala introdusă ı̂n raport cu mulţimea funcţiilor de scalarizare Tl este

(DV CTl ) WMax
(v∗,y∗,z∗,v)∈BCTl

hCTl (v∗, y∗, z∗, v)

unde

BCTl = {(v∗, y∗, z∗, v) ∈ (K∗ \ {0})×X∗ × C∗ × V : 〈v∗, v〉 ≤ −(v∗f)∗(y∗)−
(z∗g)∗S(−y∗)}

şi
hCTl (v∗, y∗, z∗, v) = v.

Pentru această duală vectorială dualitatea slabă şi tare şi condiţiile de optim urmează
similar ca şi ı̂n cazul dualei vectoriale ı̂n raport cu mulţimea funcţiilor de scalarizare
Sl.
Propoziţia 4.1.14 (Dualitate slabă şi tare pentru (PVC) şi (DV CTl ))

(a) Nu există x ∈ A şi (v∗, y∗, z∗, v) ∈ BCTl astfel ı̂ncât f(x) ≤K hCTl (v∗, y∗, z∗, v).

(b) Presupunem că avem condiţia de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Dacă x ∈

A este o soluţie Tl−propriu eficientă a Problemei (PVC), atunci există (v∗, y∗, z∗, v) ∈
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BCTl o soluţie slab eficientă a Problemei (DV CTl ), astfel ı̂ncât f(x) = hCSl (v∗, y∗, z∗, v)
= v.

Teorema 4.1.15 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [67]) (Condiţii de optim pentru (PVC) şi
(DV CTl ))

(a) Fie x ∈ A o soluţie Tl−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi condiţia de
regularitate (RCVCFL

) ı̂ndeplinită. Atunci există (v∗, y∗, z∗, v) ∈ BCSl o soluţie slab
eficientă a Problemei (DV CTl ) astfel ı̂ncât condiţiile (i)−(v) din Teorema 4.1.11 sunt
ı̂ndeplinite.

(b) Presupunem că x ∈ A şi (v∗, y∗, z∗, v) ∈ BCTl ı̂ndeplineşte relaţiile (i) − (v).
Atunci x este o soluţie Tl−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi (v∗, y∗, z∗, v) o
soluţie slab eficientă a problemei duale (DV CTl ).

Observaţia 4.1.16 Observăm că (i)− (iii) ı̂n Teorema 4.1.15 nu coincid cu cele din
Teorema 4.1.12, deoarece aici v∗ ∈ K∗ \ {0}, ı̂n timp ce dincolo v∗ ∈ K∗0.

4.1.3 Scalarizarea maxim(-liniară)

Una dintre scalarizările folosite ı̂n optimizarea vectorială pentru V finit dimensional
este scalarizarea Tchebyshev (maximă). Lucrăm cu o funcţie de scalarizare generală
definită prin combinarea unei funcţii de maxim de scalarizare (după [80, 126]) cu
o funcţie liniară. Scalarizarea maxim(-liniară) a fost studiată de K. Mitani şi H.
Nakayama ı̂n [95] (a se vedea, de asemenea şi [19, 22,25]).

Fie V = Rk, V • = Rk ∪ {+∞Rk
+
} = (Rk)•, K = Rk+ şi fi : Rn → R, i = 1, ..., k,

funcţii proprii şi convexe astfel ı̂ncât
⋂k
i=i dom fi ∩ S ∩ g−1(−C) 6= ∅. Fie f : X →

(Rk)• definită prin

f(x) =

 (f1(x), ..., fk(x))T , dacă x ∈
k⋂
i=1

dom fi,

+∞Rk
+
, altfel,

η ≥ 0, w = (w1, ..., wk)T ∈ int(Rk+) şi a = (a1, ..., ak)T ∈ Rk. Considerăm funcţia de
scalarizare

sw,a(y) = max
j=1,...,k

{wj(yj − aj)}+ η

k∑
j=1

wjyj , y = (y1, ..., yk)T ∈ Rk,

cu sw,a(+∞Rk
+

) = +∞. Pentru toţi w ∈ int(Rk+) şi a ∈ Rk, funcţia tocmai intro-

dusă este convexă, strict Rk+−crescătoare şi f(∩ki=1 dom fi ∩ A) + Rk+ ⊆ Rk. Atunci
introducem mulţimea funcţiilor de scalarizare

Tml = {sw,a : (Rk)• → R : (w, a) ∈ int(Rk+)× Rk}.
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Un element x ∈ A se numeşte soluţie Tml−propriu eficientă a Problemei (PVC)

dacă există w ∈ int(Rk+) şi a ∈ Rk astfel ı̂ncât maxj=1,...,k{wj(fj(x)−aj)}+η
∑k
j=1 wj

fj(x) ≤ maxj=1,...,k{wj(fj(x)− aj)}+ η
∑k
j=1 wjfj(x) pentru toţi x ∈ A.

Pentru w = (w1, ..., wk)T ∈ int(Rk+), a = (a1, ..., ak)T ∈ Rk fixat şi k∗ = (k∗1 , ..., k
∗
k)T

∈ Rk, funcţia conjugată a lui sw,a ∈ Tml este

s∗w,a(k∗) =

 (k∗ − ηw)Ta, dacă ηw 5 k∗ şi
k∑
j=1

k∗j
wj

= kη + 1,

+∞, altfel.

Duala vectorială corespunzătoare ataşată Problemei (PVC) ı̂n raport cu mulţimea
funcţiilor de scalarizare Tml este

(DV CTml ) WMax
(w,a,y∗,k∗,z∗,v)∈BCTml

hCTml (w, a, y∗, k∗, z∗, v)

unde

BCTml =

{
(w, a, y∗, k∗, z∗, v) ∈ int(Rk+)× Rk ×X∗ × Rk+ × C∗ × Rk :

ηw 5 k∗,
k∑
j=1

k∗j
wj

= kη + 1, max
j=1,...,k

{wj(vj − aj)}+ η
k∑
j=1

wjvj

≤ −(k∗ − ηw)Ta−

(
k∑
j=1

k∗j fj

)∗
(y∗)− (z∗g)∗S(−y∗)

}
şi

hCTml (w, a, y∗, k∗, z∗, v) = v.

Dualitatea slabă şi tare urmează din cazul general.

Propoziţia 4.1.17 ( [25, Teorema 4.4.8, Teorema 4.4.9]) (Dualitate slabă şi tare
pentru (PVC) şi (DV CTml ))

(a) Nu există x ∈ A şi (w, a, y∗, k∗, z∗, v) ∈ BCTml astfel ı̂ncât fi(x) < h
CTml
i (w, a, y∗,

k∗, z∗, v).

(b) Presupunem că avem condiţia de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Dacă x ∈

A este o soluţie Tml−propriu eficientă a Problemei (PVC), atunci există (w, a, y∗, k
∗
,

z∗, v) o soluţie slab eficientă a Problemei (DV CTml ), astfel ı̂ncât fi(x) = h
CTml
i (w∗, a,

y∗, k
∗
, z∗, v) = vi, i = 1, ..., k.

Teorema 4.1.18 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [67]) (Condiţii de optim pentru (PVC) şi
(DV CTml ))

(a) Fie x ∈ A o soluţie Tml−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi condiţia de

regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Atunci există (w, a, y∗, k

∗
, z∗, v) ∈ BCTml o soluţie

slab eficientă a Problemei (DV CTml ) cu w = (w1, ..., wk)T şi k
∗

= (k
∗
1, ..., k

∗
k)T astfel

ı̂ncât
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(i) f(x) = v;

(ii) max
j=1,...,k

{wj(fj(x) − aj)} + η
k∑
j=1

wjfj(x) + (k
∗ − ηw)Ta + δ−Rk

+
(ηw − k

∗
) =(

k
∗T
f
)

(x);

(ii′)
k∑
j=1

k
∗
j

wj
= kη + 1;

(iii)
(
k
∗T
f
)∗

(y∗) +
(
k
∗T
f
)

(x) = 〈y∗, x〉;

(iv) (z∗g)∗S(−y∗) = −〈y∗, x〉;

(v) (z∗g)(x) = 0.

(b) Presupunem că x ∈ A şi că (w, a∗, y∗, k
∗
, z∗, v) ∈ BCTml ı̂ndeplineşte relaţiile

(i)−(v). Atunci x este o soluţie Tml−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi (w∗, a∗, y∗,

k
∗
, z∗, v) o soluţie slab eficientă a problemei duale (DV CTml ).

În cazul ı̂n care η = 0, wj = 1 şi aj = 0 pentru toţi j = 1, ..., k, mulţimea funcţiilor
de scalarizare Tm este dată prin

Tm =

{
s : (Rk)• → R : s(y) = max

j=1,...,k
yj ∀y ∈ Rk, s(∞Rk

+
) = +∞

}
.

Un element x ∈ A se numeşte soluţie Tm−propriu eficientă a Problemei (PVC)
dacă maxj=1,...,k{fj(x)} ≤ maxj=1,...,k{fj(x)} pentru toţi x ∈ A.

Corespunzător, obţinem duala vectorială ataşată Problemei (PVC) ı̂n raport cu
mulţimea funcţiilor de scalarizare Tm, dualitatea slabă şi tare şi putem formula
condiţiile de optim.

4.1.4 Scalarizarea mulţime

Aici includem acele scalarizări pentru care funcţiile de scalarizare sunt definite prin
intermediul unor mulţimi. Considerăm o funcţie de scalarizare generală aflată ı̂n
legătură cu una dată de C. Gerth şi P. Weidner (după [62]). Această funcţie de
scalarizare a fost studiată şi ı̂n [22,25,122,123,134].

Fie coreK 6= ∅ şi considerăm o mulţime convexă nevidă E ⊆ V care satisface
cl(E) + int(K) ⊆ core(E). Pentru toţi µ ∈ core(K) definim sµ : V • → R prin

sµ(v) = inf{t ∈ R : v ∈ tµ− cl(E)}

funcţia de scalarizare. Atunci sµ(+∞K) = +∞. Pentru µ ∈ core(K) funcţia sµ este
convexă, strict K−crescătoare şi ia doar valori reale pe V şi deci f(dom f ∩A) +K ⊆
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V = dom sµ. Dacă coreK 6= ∅ considerăm mulţimea funcţiilor de scalarizare

Ts = {sµ : V • → R, µ ∈ core(K)}.

Un element x ∈ A se numeşte soluţie Ts−propriu eficientă a Problemei (PVC)
dacă există µ ∈ coreK astfel ı̂ncât sµ(f(x) ≤ sµ(f(x)) pentru toţi x ∈ A.

Când µ ∈ core(K) este fixat, conjugata funcţiei de scalarizare s∗µ : V ∗ → R este
definită prin

s∗µ(k∗) =

{
σ− cl(E)(k

∗), dacă 〈k∗, µ〉 = 1,
+∞, altfel.

Problema duală vectorială ataşată Problemei (PVC) ı̂n sensul scalarizării mulţime
este dată prin

(DV CTs ) WMax
(µ,y∗,k∗,z∗,v)∈BCTs

hCTs (µ, y∗, k∗, z∗, v)

unde

BCTs =

{
(µ, y∗, k∗, z∗, v) ∈ core(K)×X∗ ×K∗ × C∗ × V : 〈k∗, µ〉 = 1, inf{t ∈ R :

v ∈ tµ− cl(E)} ≤ −σ− cl(E)(k
∗)− (k∗f)∗(y∗)− (z∗g)∗S(−y∗)

}
şi

hCTs (µ, y∗, k∗, z∗, v) = v.

Dualitatea slabă şi tare urmează din cazul general şi apoi şi condiţiile de optim.

Propoziţia 4.1.22 ( [25, Teorema 4.4.10, Teorema 4.4.11]) (Dualitate slabă şi tare
pentru (PVC) şi (DV CTs ))

(a) Nu există x ∈ A şi (µ, y∗, k∗, z∗, v) ∈ BCTs astfel ı̂ncât f(x) <K hCTs (µ, y∗, k∗,
z∗, v).

(b) Presupunem că avem condiţia de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Dacă x ∈

A este o soluţie Ts−propriu eficientă a Problemei (PVC), atunci există (µ, y∗, k
∗
, z∗, v)

o soluţie slab eficientă a Problemei (DV CTs ), astfel ı̂ncât f(x) = hCTs (µ∗, y∗, k
∗
, z∗, v)

= v.

Teorema 4.1.23 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [67]) (Condiţii de optim pentru (PVC) şi
(DV CTs ))

(a) Fie x ∈ A o soluţie Ts−propriu eficientă pentru Problema (PVC) şi condiţia

de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Atunci există (µ, y∗, k

∗
, z∗, v) ∈ BCTs o soluţie

slab eficientă a problemei duale (DV CTs ) astfel ı̂ncât

(i) f(x) = v;

(ii) inf{t ∈ R : f(x) ∈ tµ− cl(E)}+ σ− cl(E)(k
∗
) = (k

∗
f)(x);
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(ii′) 〈k∗, µ〉 = 1;

(iii) (k
∗
f)∗(y∗) + (k

∗
f)(x) = 〈y∗, x〉;

(iv) (z∗g)∗S(−y∗) = −〈y∗, x〉;

(v) (z∗g)(x) = 0.

(b) Presupunem că x ∈ A şi (µ, y∗, k
∗
, z∗, v) ∈ BCTs ı̂ndeplineşte relaţiile (i)− (v).

Atunci x este o soluţie Ts−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi (µ∗, y∗, k
∗
, z∗, v) o

soluţie slab eficientă a problemei duale (DV CTs ).

De asemenea, se poate considera şi scalarizarea pentru o mulţime conică şi cea cu
mulţimi generate de norme (după [22]) şi condiţiile de optim urmează.

4.1.5 Scalarizarea (semi)normă

În această parte avem ca şi punct de plecare faptul că ı̂n anumite circumstanţe
(semi)normele pe V devin funcţii tare K−crescătoare (a se vedea, spre exemplu
[80, 118, 147]). Acest tip de funcţii de scalarizare a fost folosit pentru probleme lo-
cale ı̂n [35]. În ceea ce urmează vom cerceta funcţiile de scalarizare bazate pe funcţii
Minkovski tare K−crescătoare (după [22,25]).

Considerăm b ∈ V astfel ı̂ncât f(dom f ∩ A) ⊆ b+K, E ⊆ V o mulţime convexă
cu 0 ∈ int(E) şi funcţia Minkovski γE tare K−crescătoare pe K. Deoarece 0 ∈ int(E)
avem γE(v) ∈ R pentru toţi v ∈ V . Pentru a ∈ b−K definim sa : V • → R prin

sa(v) =

{
γE(v − a), dacă v ∈ b+K,
+∞, altfel,

cu sa(+∞K) = +∞. Pentru a ∈ b −K fixat, funcţia sa este convexă cu f(dom f ∩
A) ⊆ b + K = dom sa şi sa este tare K−crescătoare pe f(dom f ∩ A). Considerăm
următoarea familie de funcţii de scalarizare

Sg = {sa : V • → R : a ∈ b−K}.

Un element x ∈ A se numeşte soluţie Sg−propriu eficientă a Problemei (PVC)
dacă există a ∈ b−K astfel ı̂ncât sa(f(x)) ≤ sa(f(x)) pentru toţi x ∈ A.

Pentru a ∈ b−K fixat şi k∗ ∈ V ∗, funcţia conjugată s∗a : V ∗ → R este

s∗a(k∗) = 〈k∗, a〉+ min
w∗∈−K∗

σE(k∗−w∗)≤1

〈w∗, b− a〉,

unde σE defineşte duala funcţiei Minkovski γE şi dacă γE este o normă a ei devine
chiar duala normei.
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Duala vectorială ataşată Problemei (PVC) ı̂n sensul scalarizării (semi)normă este
dată de

(DV CSg ) Max
(a,y∗,k∗,z∗,w∗,v)∈BCSg

hCSg (a, y∗, k∗, z∗, w∗, v)

unde

BCSg =

{
(a, y∗, k∗, z∗, w∗, v) ∈ (b−K)×X∗ ×K∗ × C∗ × (−K∗)× (b+K) :

σE(k∗ − w∗) ≤ 1, γE(v − a) ≤ 〈w∗, a− b〉 − 〈k∗, a〉−

(k∗f)∗(y∗)− (z∗g)∗S(−y∗)
}

şi
hCSg (a, y∗, k∗, z∗, w∗, v) = v.

Dualitatea slabă şi tare urmează din cazul general şi apoi condiţiile de optim.

Proposition 4.1.32 ( [25, Teorema 4.4.12, Teorema 4.4.13]) (Dualitate slabă şi tare
pentru (PVC) şi (DV CSg ))

(a) Nu există x ∈ A şi (a, y∗, k∗, z∗, w∗, v) ∈ BCSg astfel ı̂ncât f(x) <K hCSg (a, y∗,
k∗, z∗, w∗, v).

(b) Presupunem că avem condiţia de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Dacă x ∈

A este o soluţie Sg−propriu eficientă a Problemei (PVC), atunci există (a, y∗, k
∗
, z∗, w∗,

v) o soluţie eficientă a Problemei (DV CSg ), astfel ı̂ncât f(x) = hCSg (a∗, y∗, k
∗
, z∗, w∗, v)

= v.

Teorema 4.1.33 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [67]) (Condiţii de optim pentru (PVC) şi
(DV CSg ))

(a) Fie x ∈ A o soluţie Sg−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi condiţia de

regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Atunci există (a, y∗, k

∗
, z∗, w∗, v) ∈ BCSg o soluţie

eficientă a Problemei (DV CSg ) astfel ı̂ncât

(i) f(x) = v;

(ii) γE(f(x)− a) + 〈w∗, b− a〉+ 〈k∗, a〉 = (k
∗
f)(x);

(ii′) σE(k
∗ − w∗) ≤ 1;

(ii′′) 〈w∗, b− a〉 = min
w∗∈−K∗

σE(k∗−w∗)≤1

〈w∗, b− a〉;

(iii) (k
∗
f)∗(y∗) + (k

∗
f)(x) = 〈y∗, x〉;

(iv) (z∗g)∗S(−y∗) = −〈y∗, x〉;

(v) (z∗g)(x) = 0.
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(b) Presupunem că x ∈ A şi (a, y∗, k
∗
, z∗, w∗, v) ∈ BCSg ı̂ndeplinesc relaţiile (i)−

(v). Atunci x este o soluţie Sg−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi (a∗, y∗, k
∗
, z∗,

w∗, v) este soluţie eficientă a problemei duale (DV CSg ).

Observaţia 4.1.35 Rezultatele date ı̂n această parte pot fi considerate şi ı̂n cazul
particular când γE este o normă având bila unitate E. Condiţiile care asigură că o
normă este tare K−crescătoare pe o mulţime dată au fost studiate ı̂n [78, 80, 147]

4.1.6 Scalarizarea distanţă

Problematica din această scalarizare nu a mai fost considerată până acum pentru
dualitate vectorială conjugată, din cauza dificultăţii de calculare a conjugatei. În [40]
a fost obţinută ı̂n cazul V = Rk, deci putem să considerăm această scalarizare ı̂n
acelaşi cadru.

Pentru mulţimea U ⊆ Rn fie ∆U : Rn → Rn dată prin ∆U (x) = sup
x∗∈Rn

[〈x∗, x〉 −

σU (x∗) : ||x∗|| = 1] şi mulţimea B = {x∗ ∈ Rn : ||x∗|| = 1}. Deci, ∆U poate fi scrisă
echivalent astfel ∆U (x) = supx∗∈B[〈x∗, x〉 − σU (x∗)]. Această funcţie este finită şi
convexă pe tot spaţiul Rn şi coincide cu funcţia distanţă dU (x) = sup[〈x∗, x〉−σU (x∗) :
||x∗|| ≤ 1] ı̂nfara lui K (după [94]). Mai mult, ∆−K este strict K−crescătoare pe Rn+.

Considerăm funcţia de scalarizare sd : (Rk)• → (R)• dată prin

sd(y) =

{
∆−K(y), dacă y ∈ Rk
+∞, else.

Această funcţie este proprie, convexă şi strict K−crescătoare. Mulţimea funcţiilor de
scalarizare este dată ı̂n acest caz de

Td = {∆−K : Rn → Rn}.

Un element x ∈ A se numeşte soluţie Td−propriu eficientă a Problemei (PVC)
dacă ∆−K(f(x)) ≤ ∆−K(f(x)) pentru toţi x ∈ A.

Funcţia conjugată a lui sd ∈ Td este (după [40])

s∗d(k
∗) = ∆∗−K(k∗) = inf


l∑

j=1

δK∗(x
∗
j ) : 1 ≤ l ≤ n+ 2, k∗ =

l∑
j=1

x∗j ,

l∑
j=1

||x∗j || = 1


şi pentru a scrie duala folosim următoarea formulă

sup
x∗∈U

[〈x∗, v〉 − σ−K(x∗)] ≤ −(k∗f)∗(y∗)− (z∗g)∗S(−y∗),

când 1 ≤ l ≤ n+ 2, k∗ =
∑l
j=1 x

∗
j ,
∑l
j=1 ||x∗j || = 1 şi x∗j ∈ K∗.
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Duala vectorială a Problemei (PVC) ı̂n raport cu mulţimea funcţiilor de scalarizare
Td este

(DV Td) WMax
(y∗,k∗,x∗,z∗,v)∈BTd

hTd(y∗, k∗, x∗, z∗, v)

unde

BTd =

{
(y∗, k∗, x∗, z∗, v) ∈ X∗ ×K∗ × (K∗)l × C∗ × Rn : ∆−K(v) ≤ −(k∗f)∗(y∗)

−(z∗g)∗S(−y∗), for 1 ≤ l ≤ n+ 2, k∗ =
l∑

j=1

x∗j ,
l∑

j=1

||x∗j || = 1

şi x∗ = (x∗1, ...x
∗
l )}

şi
hTd(y∗, k∗, x∗, z∗, v) = v.

Pentru această duală avem dualitate slabă şi tare şi condiţii de optim.

Propoziţia 4.1.36 (Dualitate slabă şi tare pentru (PVC) şi (DV Td))

(a) Nu există x ∈ A şi (y∗, k∗, x∗, z∗, v) ∈ BTd astfel ı̂ncât f(x) < hTd(y∗, k∗, x∗, z∗, v).

(b) Presupunem că avem condiţia de regularitate (RCVCFL
) ı̂ndeplinită. Dacă x ∈

A este o soluţie Td−propriu efiicentă a Problemei (PVC), atunci există (y∗, k
∗
, x∗, z∗, v)

o soluţie slab eficientă Problemei (DV Td), astfel ı̂ncât f(x) = hTd(y∗, k∗, x∗, z∗, v) =
v.

Teorema 4.1.37 (S.-M. Grad şi E.-L. Pop [67]) (Condiţii de optim pentru (PVC) şi
(DV Td))

(a) Fie x ∈ A o soluţie Td−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi condiţia de
regularitate (RCVCFL

) ı̂ndeplinită. Atunci există (y∗, k∗, x∗, z∗, v) ∈ BTd o soluţie
slab eficientă a Problemei (DV Td) astfel ı̂ncât

(i) f(x) = v;

(ii) ∆−K(f(x)) = (k
∗
f)(x);

(ii′) k
∗

=
l∑

j=1

x∗j şi
l∑

j=1

||x∗j || = 1;

(iii) (k
∗
f)∗(y∗) + (k

∗
f)(x) = 〈y∗, x〉;

(iv) (z∗g)∗S(−y∗) = −〈y∗, x〉;

(v) (z∗g)(x) = 0.

(b) Presupunem că x ∈ A şi (y∗, k∗, x∗, z∗, v) ∈ BTd ı̂deplinesc relaţiile (i) − (v).
Atunci x este o soluţie Td−propriu eficientă a Problemei (PVC) şi (y∗, k∗, x∗, z∗, v)
este o soluţie slab eficientă a problemei duale (DV Td).
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Câteva aplicaţii

În acest capitol unei probleme de optimizare ı̂i ataşăm problema de optimizare (0, 1)−
η care o aproximează şi dăm legături ı̂ntre soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrang-
ienilor acestor două probleme (a se vedea E.-L. Pop şi D.I. Duca [108–110]). Pornind
de la lucrarea [47], s-au formulat discuţii similare de către H. Boncea şi D.I. Duca
ı̂n [10] şi L. Cioban şi D.I. Duca ı̂n [38]. În cea de a doua parte a acestui capitol
problemele considerate au fost extinse la cazul vectorial (a se vedea E.-L. Pop şi D.I.
Duca [111]).

5.1 Legături ı̂ntre problemele de optimizare şi prob-
lemele de optimizare care le aproximează

Problemei de optimizare (Pv) i se ataşează problema de optimizare (APv) ce o aprox-
imează şi se stabilesc legături ı̂ntre soluţiile optime ale celor două probleme şi punctele
şa ale Lagrangienilor problemelor. Mai mult, Problemei (Pv) i se poate ataşa şi duala,
obţinându-se anumite legături. De asemenea sunt prezentate şi exemple.

5.1.1 Probleme de optimizare şi probleme de optimizare care
le aproximează

În acest paragraf unei probleme de optimizare ı̂i ataşăm problema de optimizare care o
aproximează şi stabilim legături ı̂ntre soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrangienilor
problemelor considerate (a se vedea [109]).

41
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5.1.2 Legături ı̂ntre soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrang-
ienilor Problemei (Pv) şi Problemei (APv)

Câteva legături ı̂ntre soluţiile admisibile ale Problemei (Pv) si ale Problemei (APv)
sunt date. Apoi cercetăm legături ı̂ntre soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrangie-
nilor celor două probleme (a se vedea [109]).

5.1.3 Legături ı̂ntre problemele de optimizare şi dualele lor

Pentru a rezolva Problem (Pv), există diferite moduri de abordare. Unul din aceste
moduri presupune să ı̂i ataşăm Problemei (Pv) o altă problemă de optimizare, duala ei,
pentru a obţine informaţii legate de soluţiile optime şi punctele şa ale Lagrangienilor
problemei iniţiale (a se vedea [110]).

5.2 Legături ı̂ntre probleme de optimizare vecto-
rială, soluţiile lor eficiente şi punctele şa ale La-
grangienilor

În această secţiune considerăm cazul vectorial pentru problema de optimizare (Pv) şi
problema de optimizare (0, 1)− η ce o aproximează şi studiem legături ı̂ntre soluţiile
eficiente şi punctele şa ale Lagrangienilor acestor probleme (după D.I. Duca [47]).

Considerăm problema de optimizare vectorială

(Pv) min f(x)

s. t. x ∈ X
g(x) 5 0
h(x) = 0,

unde X este o submulţime a lui Rn, f : X → Rp, g : X → Rm şi h : X → Rq sunt
trei funcţii. Fie F(Pv) := {x ∈ X : g(x) 5 0, h(x) = 0} mulţimea tuturor soluţiilor
admisibile ale Problemei (Pv).

Definiţia 5.2.1 Spunem că x ∈ F(Pv) este o soluţie eficientă pentru Problema (Pv)
dacă nu există nici un x ∈ F(Pv) astfel ı̂ncât f(x) ≤ f(x).

Teorema 5.2.2 Fie X o submulţime a lui Rn, x un punct interior al lui X şi f :
X → Rp, g : X → Rm şi h : X → Rq trei funcţii diferenţiabile ı̂n x şi fie x o soluţie
eficientă a Problemei (Pv).

(a) (Teorema Fritz-John) Atunci există (u, v, w) ∈ Rp+×Rm+ ×Rq \{(0, 0, 0)} astfel
ı̂ncât

(5.1) [∇f(x)]T (u) + [∇g(x)]
T

(v) + [∇h(x)]
T

(w) = 0,
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(5.2) 〈v, g(x)〉 = 0

sunt ı̂ndeplinite.

(b) (Teorema Karush-Kuhn-Tucker) Dacă o condiţie de regularitate pentru Prob-
lema (Pv) este ı̂deplinită ı̂n x, atunci există (u, v, w) ∈ Rp+×Rm+ ×Rq cu u 6= ∅ astfel
ı̂ncât (5.1) şi (5.2) sunt ı̂ndeplinite.

Dacă x este o soluţie eficientă pentru Problema (Pv) şi f , g şi h sunt diferenţiabile
ı̂n x, atunci există (u, v, w) ∈ Rp+ × Rm+ × Rq \ {(0, 0, 0)} pentru care avem (5.1)
şi (5.2) ı̂ndeplinite (după Teorema Fritz-John). Urmează că soluţiile eficiente ale
Problemei (Pv), x, se pot găsi ı̂ntre componentele x ale soluţiilor (x, u, v, w) sistemului
(5.1) − (5.2). Dacă acest sistem are doar soluţii cu u = 0, atunci (x, 0, v, w) rămâne
soluţia sistemului (5.1)− (5.2) pentru orice funcţie f ; ı̂n acest caz Teorema Fritz-John
nu mai este utilă. Ipotezele care adăugate asigură existenţa uneia dintre soluţiile
(x, u, v, w) cu u 6= 0 se numesc condiţii de regularitate. În literatură există multe
tipuri de astfel de condiţii de regularitate (a se vedea [89,96]): Slater, Karlin, Kuhn-
Tucker, Arrow-Hurwicz-Uzawa, strict, reciproc convexă şi altele. În ceea ce urmează,
printr-o condiţie de regularitate, ı̂nţelegem una dintre condiţiile mai sus enumerate.

Fie LPv
: X × Rm+ × Rq → Rp definit prin

LPv
(x, v, w) = f(x) +

m∑
i=1

gi(x)vie+

q∑
k=1

hk(x)wke,

pentru toţi (x, v, w) ∈ X × Rm+ × Rq, unde e = (1, 1, .., 1) ∈ Rp, numit Lagrangianul
vectorial al Problemei (Pv).

Fie acum u ∈ Rp+ \ {0}. Atunci funcţia LuPv
: X × Rm+ × Rq → R definită prin

LuPv
(x, v, w) =

p∑
j=1

ujfj(x) +

m∑
i=1

vigi(x) +

q∑
k=1

wkhk(x),

pentru toţi (x, v, w) ∈ X × Rm+ × Rq, se numeşte Lagrangianul scalar al Problemei
(Pv).

Definiţia 5.2.3 (i) Un punct (x, v, w) ∈ X × Rm+ × Rq se numeşte punct şa al
Lagrangianul vectorial LPv al Problemei (Pv) dacă

(a) nu există nici un (v, w) ∈ Rm+ ×Rq astfel ı̂ncât LPv
(x, v, w) ≤ LPv

(x, v, w);

(b) nu există nici un x ∈ X astfel ı̂ncât LPv (x, v, w) ≥ LPv (x, v, w).

(ii) Fie u ∈ Rp+ \ {0}. Un punct (x, v, w) ∈ X × Rm+ × Rq se numeşte punct şa al
Lagrangianului scalar LuPv

al Problemei (Pv) dacă

LuPv
(x, v, w) 5 LuPv

(x, v, w) 5 LuPv
(x, v, w),

pentru toţi (x, v, w) ∈ X × Rm+ × Rq.
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Pentru problema de optimizare (0, 1)− η ce aproximează Problema (Pv),

(APv) min f(x)

s. t. x ∈ X
g(x) + [∇g(x)] (η(x, x)) 5 0
h(x) + [∇h(x)] (η(x, x)) = 0,

notăm prin F(APv) := {x ∈ X : g(x)+[∇g(x)] (η(x, x)) 5 0, h(x)+[∇h(x)] (η(x, x)) =
0} mulţimea soluţiilor admisibile ale Problemei (APv).

Lagrangianul vectorial al Problemei (APv) şi Lagrangianul scalar al Problemei
(APv) se pot defini analog cu cei pentru Problema (Pv).

În continuare dăm noţiuni pe care le folosim ı̂n ceea ce urmează.

Definiţia 5.1.4 (a se vedea [96]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x un punct
interior al lui X, f : X → R o funcţie diferenţiabilă ı̂n x şi η : X×X → Rn o funcţie.
Spunem că funcţia f este

(i) invexă ı̂n x ı̂n raport cu η dacă

f(x)− f(x) = 〈∇f(x), η(x, x)〉 , pentru toţi x ∈ X.

(ii) incavă ı̂n x ı̂n raport cu η dacă (−f) este invexă ı̂n x ı̂n raport cu η.

(iii) avexă ı̂n x ı̂n raport cu η dacă f este şi invexă şi incavă ı̂n x ı̂n raport cu η,
sau echivalent

f(x)− f(x) = [∇f(x)] (η(x, x)) , pentru toţi x ∈ X.

(iv) avexă pe X ı̂n raport cu η dacă X este deschis, f este diferenţiabilă pe X şi
avexă ı̂n orice x ∈ X ı̂n raport cu η.

Pentru f = (f1, ..., fp) : X → Rp o funcţie vectorială, spunem că f este invexă
(respectiv incavă, avexă) dacă fiecare funcţie componentă este invexă (respectiv in-
cavă, avexă).

Observaţia 5.1.5 (E.-L. Pop şi D.I. Duca [109]) În general, nu există o singură
funcţie η astfel ı̂ncât funcţia f este invexă ı̂n punctul x ∈ X ı̂n raport cu η.

În continuare, prezentăm pentru problema de optimizare vectorială (Pv) un rezul-
tat referitor la legăturile ı̂ntre soluţiile eficiente şi punctele şa ale Lagrangienilor
(după [89]).

Teorema 5.2.4 (E.-L. Pop şi D.I. Duca [111]) Fie X o submulţime a lui Rn şi
f : X → Rp, g : X → Rm şi h : X → Rq funcţii.

Dacă (x, v, w) ∈ X × Rm+ × Rq este un punct şa al Lagrangianului vectorial LPv
al

Problemei (Pv), atunci x este o soluţie eficientă a Problemei (Pv).
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Teorema 5.2.8 (E.-L. Pop şi D.I. Duca [111]) Fie X o submulţime a lui Rn, x un
punct interior al lui X, η : X × X → X o funcţie, f : X → Rp, g : X → Rm şi
h : X → Rq alte funcţii. Presupunem că:

(i) funcţiile f , g şi h sunt diferenţiabile ı̂n x;

(ii) funcţiile f şi g sunt invexe ı̂n x ı̂n raport cu η;

(iii) funcţia h este avexă ı̂n x ı̂n raport cu η;

(iv) o condiţie de regularitate pentru Problema (Pv) este ı̂ndeplinită ı̂n x.

Dacă x este o soluţie eficientă pentru Problema (Pv), atunci există un punct (u, v, w) ∈
(Rp+ \ {0})×Rm+ ×Rq astfel ı̂ncât (x, v, w) este un punct şa al Lagrangianului scalar
LuPv

al Problemei (Pv).

O legătură ı̂ntre soluţiile admisibile ale Problemei (Pv) şi ale Problemei (APv)
(după [111]) urmează.

Lema 5.2.10 (E.-L. Pop şi D.I. Duca [111]) Fie X o submulţime a lui Rn, x un
punct interior al lui X, η : X × X → X o funcţie, f : X → Rp, g : X → Rm şi
h : X → Rq. Dacă:

(i) funcţia g este diferenţiabilă ı̂n x şi incavă ı̂n x ı̂n raport cu η;

(ii) funcţia h este diferenţiabilă ı̂n x şi avexă ı̂n x ı̂n raport cu η;

atunci F(APv) ⊆ F(Pv).

Teorema 5.2.12 (E.-L. Pop şi D.I. Duca [111]) Fie X o submulţime a lui Rn, x un
punct interior al lui X, η : X ×X → X, f : X → Rp, g : X → Rm şi h : X → Rq
funcţii. Presupunem că:

(i) funcţiile g şi h sunt diferenţiabile ı̂n x;

(ii) funcţia g este invexă ı̂n x ı̂n raport cu η;

(iii) funcţia h este avexă ı̂n x ı̂n raport cu η;

(iv) η(x, x) = 0.

(a) Dacă (x, v, w) este un punct şa al Lagrangianului vectorial LAPv
al Problemei

(APv), atunci (x, v, w) este un punct şa al Lagrangianului vectorial LPv
al Problemei

(Pv).

(b) Dacă (x, v, w) este un punct şa al Lagrangianului scalar LuAPv
al Problemei (APv),

atunci x este o soluţie eficientă a Problemei (Pv).

Teorema 5.2.14 (E.-L. Pop şi D.I. Duca [111]) Fie X o submulţime a lui Rn, x un
punct interior al lui X, η : X × X → X o funcţie, şi f : X → Rp, g : X → Rm şi
h : X → Rq alte funcţii. Presupunem că:

(i) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x;

(ii) funcţia g este diferenţiabilă ı̂n x şi incavă ı̂n x ı̂n raport cu η;

(iii) funcţia h este diferenţiabilă ı̂n x şi avexă ı̂n x ı̂n raport cu η;

(iv) x ∈ F(APv).

Dacă x este o soluţie eficientă pentru Problemă (Pv), atunci x este o soluţie eficientă
a Problemei (APv).

Alte legături ı̂ntre soluţiile eficiente şi punctele şa ale Lagrangienilor Problemei
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(Pv) şi Problemei (APv) se pot formula, de asemenea.
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