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3.1 Probleme cu valori pe frontieră pentru sistemul Brinkman ı̂n domenii Lipschitz

din Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Introducere

Scopul prezentei teze este studierea problemelor cu valori pe frontieră de tip mixt (Dirichlet-
Neumann, Dirichlet-Robin) pentru diverse sisteme eliptice ı̂n mecanica fluidelor s, i teoria medi-
ilor poroase. Pentru a face acest lucru, sunt examinate s, i alte tipuri de probleme cu valori pe
frontieră, precum condit, ii la limită de tip Dirichlet, Neumann s, i Robin.

Fie D ⊂ Rn, n ≥ 2 un domeniu Lipschitz, ı̂n care se află un fluid vâscos incompresibil s, i fie
Γ frontiera acestuia, Γ := ∂D. Pentru o constantă α > 0 dată, sistemul normalizat Brinkman
constă ı̂n următoarele ecuat, ii

4u− αu−∇π = f , div u = 0, ı̂n D (0.0.1)

unde u este câmpul viteză s, i π este câmpul presiune al fluidului considerat. Mai mult, f este
numit fort,a motrice, care act, ionează asupra curgerii fluidului. Pentru α = 0, sistemul (0.0.1) se
reduce la sistemul normalizat Stokes care constă ı̂n următoarele ecuat, ii

4u−∇π = f , div u = 0, ı̂n D. (0.0.2)

Pentru problema ı̂n care inert, ia fluidului nu este neglijabilă, trebuie luat ı̂n considerare
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, dat de

4u− αu− κ|u|u− β(u · ∇)u−∇π = f , div u = 0, ı̂n D. (0.0.3)

Ment, ionăm că proprietăt, ile fluidului s, i ale mediului poros ı̂n care se află fluidul sunt descrise
de parametrii α, κ, β > 0 (a se vedea Capitolul 9 pentru o discut, ie a rezultatelor numerice sau
[87, p. 17]).

Când termenul neliniar nu apare ı̂n expresia sistemului (0.0.3), i.e., constanta β = 0,
spunem că considerăm sistemul semilinear Darcy-Forchheimer-Brinkman. Similar, ı̂n cazul
κ = 0, subliniem absent,a termenului semiliniar numindu-l sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman. Un alt caz special al sistemului (0.0.3) este bine-cunoscutul sistem Navier-Stokes
obt, inut când α = 0 s, i κ = 0, i.e.,

4u− β(u · ∇)u−∇π = f , div u = 0, ı̂n D. (0.0.4)

Mai mult, condit, iile la frontieră asociate sistemelor de mai jos pot fi de tipul Dirichlet,
Neumann sau Robin pe toată frontiera

γ+u = h, t+
α (u, π) = g, t+

α (u, π) + λγ+u = l pe Γ, (0.0.5)

unde operatorul urmă γ+, operatorul de derivare conormal t+
α s, i o funct, ie cu valori matriciale

λ sunt definite ı̂n ceea ce urmează. Ment, ionăm acum că ”sensul” ı̂n care acesti operatori sunt
considerat, i, joacă un rol important ı̂n ı̂nt,elegerea diferitelor probleme cu valori pe frontieră
pe parcursul acestei teze. Pe de altă parte, pentru a putea formula probleme mixte la limită,
frontiera Γ a unui domeniu Lipschitz D trebuie să fie descompusă ı̂n două părt, i ΓD s, i ΓN .
Definit, iile precise sunt date ı̂n Capitolele 3 s, i 4, depinzând de regularitatea datelor pe frontieră.

Începem cu o scurtă privire istorică de ansamblu a literaturii s,tiint, ifice legate de astfel de
probleme cu valori pe frontieră, să ment, ionăm important,a acestor probleme pe frontieră ı̂n
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Introducere 4

ceea ce prives,te condit, iile speciale de frontieră. În prezent, multe probleme de inginerie se
ocupă din punct de vedere matematic cu astfel de probleme de frontieră (a se vedea, de ex.,
[5, 6, 11, 77, 85, 86, 7]). Fluxul unui fluid ı̂ntr-o conductă este modelat deseori de ecuat, iile
Navier-Stokes s, i condit, iile de tip Dirichlet sunt impuse pe peret, ii t,eviilor, ı̂n timp ce intrarea
fluidului este dată de condit, iile Dirichlet sau Neumann, ı̂n funct, ie de datele cunoscute, iar
evacuarea este ı̂n cea mai mare parte simulată de condit, iile limită Neumann bazate pe presiunea
fluidului. În funct, ie de tensiunea de suprafat, ă dintre fluid s, i peretele conductei, se poate impune
un parametru suplimentar de alunecare, care duce la condit, iile pe frontieră de tip Robin. Alte
aplicat, ii practice interesante, care sunt direct legate de problemele analizate ı̂n această teză,
pot fi consultate ı̂n [46], [76], [109], [31, 87].

Au fost utilizate diferite metode pentru a studia probleme cu valori la frontieră ı̂n mecanica
fluidelor, cum ar fi abordarea variat, ională [61], metodele teoriei potent, iale s, i metodele integrale
de tip domeniu-frontieră bazate pe parametrix (sau funct, ia Levi). Începem prin ment, ionarea
lucrării lui Fabes, Kenig s, i Verchota [30], care reduce studiul problemelor Dirichlet s, i Neumann
pentru sistemul Stokes la analiza unor ecuat, ii integrale de frontieră (BIE). Acestea au dovedit
bine-punerea problemelor de regularitate s, i Neumann atunci când datele la frontieră apart, in
spat, iilor cu baza ı̂n Lp, cu p aproape de 2. Interpolând rezultatul maximal slab obt, inut de
Dahlberg s, i Kenig ı̂n [24] cu rezultatul din [30], Shen a obt, inut ı̂n [101] rezultatul de bine-
punere a problemei Dirichlet pentru sistemul Stokes cu date ı̂n Lp ori de câte ori 2 < p < ∞.
Mitrea s, i Wright [86] au obt, inut mai multe rezultate de solvabilitate pentru un spectru mare
de probleme la frontieră pentru sistemul Stokes ı̂n domeniile Lipschitz, cu datele la frontieră ı̂n
diverse spat, ii.

În ceea ce prives,te sistemul Laplace, I. Mitrea s, i M. Mitrea au furnizat rezultate de bine-
punere ı̂n [83] pentru problema Poisson cu condit, ii la frontieră mixte Dirichlet-Neumann pe
domenii Lipschitz mărginite ı̂n R3, unde frontiera satisface o condit, ie geometrică specială (legată
de not, iunea de domeniu Lipschitz ı̂ncret, it) s, i unde datele apart, in spat, iilor Sobolev s, i Besov.
Pipher s, i Verchota [90] s, i Dahlberg s, i Kenig [22] au construit funct, ia Green pentru sistemul
biarmonic cu condit, ii Dirichlet-Neumann ı̂n domeniile Lipschitz ı̂n cadrul spat, iului Euclidian
tridimensional. Taylor, Ott s, i Brown ı̂n [106] au studiat problema mixtă Dirichlet-Neumann ı̂n
spat, iile Sobolev cu bază ı̂n Lp pentru ecuat, ia Laplace ı̂ntr-un domeniu Lipschitz mărginit ı̂n
Rn cu o descompunere generală a frontierei. Costabel s, i Stephan ı̂n [21] au analizat problemele
mixte cu valori la frontieră pentru laplacian ı̂n domenii poligonale, folosind o abordare integrală
la frontieră. Precup [93] a obt, inut rezultate de existent, ă s, i localizare a solut, iilor nontriviale
pozitive pentru sisteme variat, ionale eliptice semiliniare bazate pe ecuat, ia Laplace.

Mai mult, să ment, ionăm că rezultate similare de bine-punere au fost obt, inute pentru sistemul
Lamé de Dahlberg s, i Kenig ı̂n [24]. Utilizând rezultatul de solvabilitate pentru problema cu
valori pe frontieră mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Lamé obt, inut de Brown s, i Mitrea
[12], Brown s, i colab. [13] au furnizat rezultate de bine-punere pentru problema mixtă Dirichlet-
Neumann pentru sistemul Stokes pe domeniile Lipschitz ı̂ncret, ite ı̂n R3, prin reducerea studiului
său la cel al unei familii de operatori Fredholm ı̂n legătură cu sistemul Lamé s, i la unele estimări
utile de tip Rellich.

Solvabilitatea problemei mixte Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman dintr-un domeniu
ı̂ncret, it cu date pe frontieră ı̂n spat, iile cu baza ı̂n L2 a fost asigurată de Kohr, Lanza de
Cristoforis s, i Wendland ı̂n [51, Teorema 6.1]. Ott, Kim s, i Brown [88] au construit funct, ia
Green pentru sistemul liniar Stokes ı̂ntr-un domeniu Lipschitz ı̂n R2, prin impunerea unor
condit, ii privind descompunerea frontierei. De asemenea, ment, ionăm că sistemul Laplace pe un
domeniu Lipschitz cu o descompunere generală a frontierei a fost tratat ı̂n [106]. Cakoni, Hsiao
s, i Wendland au dezvoltat ecuat, ii integrale pe frontieră pentru o problemă cu valori pe frontieră
mixtă pentru ecuat, ia biarmonică [15] (a se vedea s, i [23]).

Metodele combinate, cum ar fi metodele integrale pe frontieră s, i teoremele de punct fix au
fost folosite cu succes ı̂n analiza problemelor cu valori pe frontieră pentru sistemele eliptice
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Introducere 5

liniare cu condit, ii la frontieră neliniare s, i pentru sisteme eliptice neliniare. Recent, Kohr, Lanza
de Cristoforis s, i Wendland [50] au aplicat o metodă integrală pentru a obt, ine rezultate de
existent, ă a tipului de transmisie Neumann neliniar pentru sistemele Stokes s, i Brinkman pe
domeniile Lipschitz s, i cu date la frontieră ı̂n diverse spat, ii Lp , Sobolev sau Besov. Tehnicile
potent, iale de strat au fost utilizate pentru sistemele Stokes s, i Brinkman ı̂n [53] pentru a analiza
problemele Poisson pentru sistemele Brinkman semilineare pe domenii Lipschitz ı̂n domenii Rn
cu condit, ii la limită Dirichlet sau Robin ı̂n diferite spat, ii Sobolev s, i Besov. O metodă potent, ială
integrală pentru probleme de transmisie la interfat,a Lipschitz ı̂n R3 pentru sistemele Stokes s, i
Darcy-Forchheimer-Brinkman s, i datele de frontieră ı̂n spat, iile Sobolev ponderate, a fost dovedită
ı̂n [49].

În [18, 19], Chkadua, Mikhailov s, i Natroshvili au analizat sisteme directe segregate de ecuat, ii
integrale de tipul domeniu-frontieră, care sunt echivalente cu problema Dirichlet-Neumann
mixtă pentru o ecuat, ie diferent, ială divergentă eliptică cu derivate part, iale (PDE) s, i cu un
coeficient variabil ı̂n domeniile interioare s, i exterioare ı̂n R3 (a se vedea, de asemenea, [17]
pentru problemele amestecate cu fisuri s, i [80] pentru ecuat, ii integrale de domeniu-frontieră).
Mai mult, Kohr, Mikhailov s, i Wendland [56] au obt, inut bine- punerea problemelor de trans-
misie ı̂n spat, ii Sobolev ponderate cu baza ı̂n Lp pentru sistemele Stokes s, i Navier-Stokes cu
coeficient, i anisotropici puternic eliptici din L∞, localizat, i ı̂n domenii complementare Lipschitz
de Rn, (n ≥ 3), prin utilizarea unei abordări variat, ionale.

Teza este structurată ı̂n trei părt, i. Scopul primei părt, i este studierea problemelor mixte cu
valori pe frontieră pentru sistemele Brinkman s, i Darcy-Forchheimer-Brinkman pe un domeniu
Lipschitz din cadrul Euclidian. În acest scop, avem nevoie de câteva rezultate de solvabilitate
pentru unele dintre principalele probleme la frontieră, cum ar fi problemele Dirichlet, Neumann
sau Robin pentru sistemele ment, ionate. În cea de-a doua parte, extindem rezultatele anterioare
la varietăt, i Riemanniene compacte. Analizăm rezultatele de bine-punere pentru problemele
mixte la frontieră de tip Dirichlet-Neumann pentru sistemele Stokes, Oseen s, i Navier-Stokes
din domeniile Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene compacte. Ultima parte se referă la rezultate
numerice legate de rezultatele de bine-punere a problemelor obt, inute ı̂n părt, ile anterioare.
Studiem cazul special al problemei cavităt, ii antrenate de un perete mis,cător pentru o cavitate
dreptunghiulară ı̂n două dimensiuni s, i analizăm dependent,a parametrilor fizici principali
pentru mis,carea de fluid.

Partea I este ı̂mpărt, ită ı̂n patru capitole referitoare la probleme cu valori pe frontieră ı̂n
cadrul Euclidian.

• Capitolul 1 este o introducere a principalelor definit, ii, notat, ii, spat, ii s, i a operatorilor
necesari ı̂n această teză. Începem cu definit, iile domeniului Lipschitz, ale domeniului Lips-
chitz ı̂ncret, it s, i disect, ia frontierei necesare pentru problemele cu valori la frontieră mixte.
Continuăm cu o scurtă prezentare a spat, iilor Lebesgue, Sobolev s, i, de asemenea, Besov,
definite pe Rn, pe domenii Lipschitz, pe frontiere Lipschitz sau pe suprafet,e admisibile.
În continuare, introducem operatorii urmă s, i operatorii de derivare conormali legat, i de
sistemele Brinkman s, i Stokes. Să remarcăm faptul că teorema de echivalent, ă ı̂ntre ope-
ratorii urmă netangent, ial s, i Gagliardo, precum s, i echivalent,a ı̂ntre operatorii de derivare
conormali netangent, iali, canonici s, i clasici s-au obt, inut ı̂n [41, Teorema 2.5 s, i 2.13].

• Capitolul 2 ı̂ncepe cu introducerea solut, iei fundamentale pentru sistemul Brinkman, care
permite definirea operatorilor potent, iali, cum ar fi cel Newtonian, operatorii de simplu
strat s, i de dublu strat. Cercetăm proprietăt, ile de mapare ai acestor operatori potent, iali
de strat ı̂n diverse spat, ii, relat, iile de salt la frontiera domeniului Lipschitz s, i formula de
reprezentare Green a solut, iei pentru sistemul Brinkman, as,a cum au fost obt, inute ı̂n [41,
Sect, iunea 3].
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Introducere 6

• Capitolul 3 este referă la probleme cu valori pe frontieră de tipul Dirichlet-Neumann
mixt pentru sistemul Brinkman liniar s, i sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman
pe domeniile Lipschitz ı̂ncret, ite ı̂n Rn, n ≥ 3, când datele la frontieră apart, in spat, iilor
Sobolev cu baza ı̂n Lp cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2, as,a cum au fost obt, inute de noi ı̂n [41,
Sect, iunile 5 s, i 6]. Pentru a obt, ine rezultate de bine-punere pentru cele două sisteme luate
ı̂n considerare, avem nevoie de rezultate de solvabilitate pentru problemele de frontieră
Dirichlet s, i Neumann pentru sistemul Brinkman cu date la limită ı̂n Lp (pentru rezultate
corelate, ne referim la [100, Teorema 5.5], [86, Corolarul 9.1.5, Teoremele 9.1.4, 9.2.2 s, i
9.2.5] s, i [85, Teorema 7.1] ). O atent, ie deosebită este acordată ”sensului” operatorului
urmă s, i a operatorului de derivare conormal, adică ment, ionăm cazurile ı̂n care operatorii
sunt considerat, i ı̂n sensul non-tangent, ial sau ı̂n sensul Gagliadro (ne referim la Sect, iunile
1.5 s, i 1.6 din Capitolul 1 sau la [41, Sect, iunile 2.1 s, i 2.2]).

• În Capitolul 4 ne concentrăm atent, ia asupra solut, iei slabe a problemelor cu valori la
frontieră pentru sistemul Brinkman pe domeniile Lipschitz situate ı̂n R2. Astfel, putem
lua ı̂n considerare o formulare variat, ională pentru ecuat, iile integrale pe frontieră directă
derivate din problemele pe frontieră mixtă. Sursele principale pentru acest capitol sunt
[37] s, i [40], dar referim cititorul s, i la [61], [76]. Mai mult, ipoteza că datele la frontieră
apart, in unor spat, ii Sobolev fract, ionale, ne permite să studiem problemele mixte pe fron-
tieră Dirichlet-Robin pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman (a se vedea,
de ex., [37, Teorema 2.9], vezi s, i [40, Teorema 3.2] pentru problema Robin).

Part II este structurată ı̂n două capitole s, i prezintă probleme cu valori pe frontieră ı̂n
mecanica fluidelor pe varietăt, i Riemanniene compacte. Studiem problemele mixte pe frontieră
Dirichlet-Neumann pentru sistemele Stokes, Oseen s, i Navier-Stokes pe o varietate Riemanniană
infinit de netedă, compactă, fără frontieră, cu o dimensiune de M ≥ 2. Cu toate acestea, suntem
limitat, i la dimensiunea m = 2 sau 3, ori de câte ori este implicat sistemul Navier-Stokes, din
cauza unor rezultate de incluziune compactă care sunt necesare ı̂n analiza noastră.

Principalul operator eliptic care apare ı̂n structura sistemului Stokes pe varietăt, i Rieman-
niene compacte este

L := Def∗Def = −∆ + dδ − 2Ric, (0.0.6)
unde Def este operatorul de deformare, ∆ := −(dδ+δd) este Laplacianul Hodge, care este definit
in termeni operatorului de derivare exterior d s, i a operatorului de derivare co-exterior δ s, i Ric
este tensolul Ricci pe M . Atunci sistemul ”incompresibil” Stokes pe o varietate Riemanniană
netedă s, i compactă este dat de sistemul liniar cu derivate part, iale

Lu + dπ = 0, δu = 0 ı̂n D, (0.0.7)

unde necunoscutele u s, i π pot fi considerate câmpul viteză s, i presiune a curgerii fluidului ı̂ntr-
un domeniu Lipschitz D ⊂ M . Similar, pentru α > 0, sistemul Brinkman este descris de
următoarele ecuat, ii

Lu + αu + dπ = 0, δu = 0, ı̂n D. (0.0.8)
Pentru un câmp vertorial fixat ω fără divergent, ă, sistemul neomogen Oseen system constă

ı̂n următoarele
Lu +∇ωu + dπ = f , δu = 0, ı̂n D, (0.0.9)

unde ∇ este conexiunea Levi-Civita pe M (pentru mai multe detalii pentru acesti operatori, vă
referim la Capitolul 5). Pentru β > 0, sistemul neliniar

Lu + β∇uu + dπ = f , δu = 0, ı̂n D, (0.0.10)

este numit sistemul Navier-Stokes. Aici ∇uu este derivata covariantă a lui u ı̂n raport cu u.
Ca s, i ı̂n cazul Euclidean, proprietăt, iile fizice ale fluidului sunt modelate de constantele α and
β.
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Studiul curgerii fluidelor pe varietăt, i Riemanniene compacte s, i netede joacă un rol important
ı̂n analiza ecuat, iilor fundamentale ale meteorologiei s, i oceanografiei, as,a cum este indicat ı̂n [109,
71] (a se vedea s, i [108, 26]). De asemenea, alte tipuri de ecuat, ii de curgere, de ex., sistemul Stokes
sau sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, pot fi luate ı̂n considerare pe suprafet,e compacte
(de exemplu, pe sfera S2) s, i modelează curgerea apei sau a altui fluid vâscos, care trece prin roci
poroase sau sol poros (a se vedea, de exemplu, [55]). Condit, iile la frontieră mixte descriu ı̂ntr-un
mod cât mai intuitiv comportamentul unui ocean superficial, unde t, ărmul este reprezentat de
condit, ii omogene Dirichlet, fluxurile de intrare prin condit, ii Dirichlet sau Neumann s, i fluxul
de ies, ire de condit, iile de limită Neumann, deoarece acestea sunt descrise ı̂n mod normal prin
presiunea la suprafat, ă.

Metodele integrale la frontieră au fost, de asemenea, utilizate pentru studiul problemelor cu
valori pe frontieră pentru sistemele eliptice pe varietăt, ii Riemanniene compacte. Mentionăm că
problema Dirichlet pentru sistemul Stokes pe domenii Lipschitz arbitrare, cu date la frontieră ı̂n
spat, ii cu baza ı̂n L2 a fost studiată de Mitrea s, i Taylor [85]. Mai mult, Dindós s, i Mitrea [25] au
studiat bine-punerea problemei Poisson pentru sistemele Stokes s, i Navier-Stokes pe domeniile
C1 s, i Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene compacte folosind metode integrale la frontieră.

Mitrea s, i Taylor [85] s, i Dindos s, i Mitrea [25] au utilizat teoria operatorilor pseudodiferent, iali
pentru a arăta existent,a solut, iei fundamentale pentru sistemul Stokes pe varietăt, i Riemanniene
compacte. Una dintre principalele ipoteze necesare pentru a construi solut, ia fundamentală
pentru sistemul Stokes, este presupunerea că varietatea nu are câmpuri Killing netriviale (a
se vedea Definit, ia 5.1.3), ceea ce garantează că operatorul de deformare Def dat ı̂n (5.1.14)
este inversabil. Presupunerea că varietatea Riemanniană nu are câmpuri Killing netriviale nu
impune restrict, ii, deoarece varietatea poate fi modificată pentru a satisface această condit, ie. O
dovadă a acestui fapt poate fi găsită la ı̂nceputul Sect, iunii 3 ı̂n [85]

Kohr, Pintea s, i Wendland [57, Sect, iunea 3] (a se vedea, de ex., [58]) au dezvoltat o tehnică
alternativă la cea utilizată de Mitrea s, i Taylor [85] pentru a obt, ine solut, ia fundamentală ı̂n caz
general al operatorilor eliptici Agmon-Douglis-Niremberg pe variatăt, i Riemanniene compacte.

În lucrarea lor recentă, Kohr s, i Wendland [63] au dezvoltat teoria potent, ialelor pentru
sistemul Stokes cu coeficient, i netezi de clasa L∞ pe varietăt, ii Riemanniene compacte, pornind
de la o metodă variat, ională. În cazul particular al coeficient, ilor netezi, autorii au găsit multe
dintre rezultatele obt, inute anterior de Mitrea, Taylor [85]. Kohr s, i Wendland [62, Teorema
7.9] au obt, inut rezultate de bine-punerea problemei pe varietăt, i Riemanniene compacte pentru
problema Poisson neomogenă de tip mixt pentru sistemul Brinkman cu coeficient, i netezi, când
solut, ia apart, ine unor spat, ii cu baza ı̂n Lp cu p ı̂ntr-o vecinătatea a lui 2. Kohr s, i Wendland
[63] au obt, inut recent echivalent,a ı̂ntre unele probleme de transmisie pentru sistemul Stokes cu
coeficient, i nenetezi ı̂n domeniile Lipschitz complementare pe varietăt, i Riemanniene compacte,
prin utilizarea remarcabilei tehnici Nec̆as-Babus̆ca-Brezzi s, i prin justificarea unui rezultat de
solvabilitate al formulărilor omologe variat, ionale mixte.

Să ment, ionăm, că studiul din această a doua parte este o abordare puternică bazată pe
teoria potent, ialelor de strat s, i pe metode variat, ionale indirecte pentru a obt, ine rezultate de
bine-punere pentru diverse probleme cu valori pe frontieră.

Această parte este structurată ı̂n două părt, i precum urmează

• Capitolul 5 ı̂ncepe cu principalele concepte s, i definit, ii geometrice care sunt necesare ı̂n
studiul problemelor cu valori la frontieră pe varietăt, i Riemanniene compacte. O parte
importantă sunt definit, iile conexiunii Levi-Civita ∇, a operatorului de deformare Def s, i
a operatorului diferent, ial eliptic de ordinul doi L (a se vedea s, i (0.0.7)). În continuare,
vom introduce solut, ia fundamentală pentru sistemul Stokes s, i operatorii potent, iali de
strat asociat, i. Capitolul se ı̂ncheie cu câteva rezultate originale privind inversabilitatea
operatorului potent, ial de simplu strat s, i a operatorului potent, ial hipersingular obt, inut
ı̂n [38, Teorema 4.2], precum s, i cu câteva proprietăt, i de compactitate ale operatorilor
potent, iali de dublu strat (cf. [38, Teorema 4.3]) legată de o parte din descompunerea
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frontierei.

• Capitolul 6 este preocupat de problemele cu valorii pe frontieră pentru sistemele Stokes,
Oseen s, i Navier-Stokes pe varietăt, i Riemanniene compacte. În acest rezumat, studiem
problemele pe frontieră cu condit, ii la limită mixte Dirichlet-Neumann pentru Stokes (cf.
[38, Teorema 4.1] s, i pentru sistemul Oseen [39]. Pe baza rezultatului de bine-puneare a
problemei pentru sistemul Oseen, continuăm cu analiza sistemului neliniar Navier-Stokes
prin utilizarea unei teoreme de punct fix s, i a rezultatului de solvabilitate pentru sistemul
Oseen. Aceste rezultate sunt incluse ı̂n lucrarea noastră [39].

Partea III cont, ine ultimul capitol al acestei teze. Scopul acestei părt, i este de a da câteva
exemple numerice s, i de a descrie comportamentul fizic al curgerii unui fluid modelat de o
problemă cu valori pe frontieră pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, pentru
care a fost obt, inut un rezultat de bine-punere ı̂n Capitolul 4. Prin urmare, analiza descrisă
ı̂n Capitolul 4 reprezintă un fundament matematic al problemei practice luate ı̂n considerare.
Problema analizată ı̂n capitolul 7 constă ı̂ntr-o cavitate pătratică umplută cu un fluid cu trei
peret, i rigizi pe care sunt impuse condit, ii de alunecare antiderapantă s, i un perete ı̂n mis,care
tangent, ial cu viteza unitară. Această problemă este cunoscută ı̂n literatura de specialitate sub
denumirea de lid driven cavity flow problem, tradusă ca fiind problema cavităt,ii antrenate de un
perete mis, cător ı̂n această teză.

Mai ı̂ntâi, oferim o scurtă descriere a celor două metode numerice utilizate pentru a analiza
unele probleme cu valori la frontieră ı̂n această teză: metoda diferent,elor centrale s, i metoda
elementului de frontieră dual reciproc. Apoi ne concentrăm atent, ia asupra unei probleme spe-
ciale bidimensionale, care constă ı̂ntr-o cavitate dreptunghiulară umplută cu un domeniu poros
ı̂n care fluidul este condus de mis,carea peretelui superior.

Problema cavităt, ii antrenate a făcut obiectul multor studii fizice, teoretice s, i numerice,
deoarece această problemă are o geometrie simplă s, i conectează aspectele fizice relevante la
modele matematice s, i metode de calcul. Lucrarea lui U. Ghia, K. Ghia s, i Shin [31], care a
devenit o analiză numerică de referint, ă de-a lungul anilor, foloses,te o metodă multigridă cuplată
puternic implicită.

Cu sigurant, ă, de departe cea mai utilizată tehnică numerică este metoda diferent,elor finite,
datorită geometriei speciale a cavităt, ii pătrate examinate, ceea ce face această metodă ideală
pentru această problemă ([14], [36], [99], [98]). În activitatea lor, Erturk, Corke s, i Gokcol [28] au
calculat solut, ii constante pentru problema cavităt, ii antrenate ı̂n cazul sistemului Navier-Stokes
cu un număr Reynolds până la Re = 20000. Des, i au fost făcute multe studii numerice, foarte
put, ine studii experimentale legate aceste probleme sunt disponibile ı̂n literatură s, i le ment, ionăm
pe cele ale lui Koseff s, i Street [67], [66].

Metodele elementelor de frontieră au fost utilizate pe scară largă pentru a rezolva diferite
probleme de inginerie, legate de mecanica fluidelor s, i alte domenii de interes. Să ment, ionăm
cărt, i relevante ale lui Brebbia s, i Telles [9], Brebbia s, i Wroble [89] s, i Katsikadelis [48], legate de
metodele elementelor de frontieră, precum s, i de elementul de frontieră dual reciproc (metoda
DRBEM).

Cont, inutul acestui capitol este următorul:

• Capitolul 7 prezintă metodele numerice ment, ionate mai sus utilizate pentru a studia
unele probleme particulare legate de problemele cu valori pe frontieră mixte ı̂n mecanica
fluidelor. Începem cu o scurtă descriere a formei nedimensionale a ecuat, iilor Navier-Stokes
s, i a continuităt, ii (a se vedea, de ex., [44]) s, i formularea funct, ie de curent-vorticitate (a se
vedea, de ex., [60]) pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, care simplifică
tratarea numerică a ecuat, iilor ı̂n două dimensiuni. De asemenea, discutăm relat, iile din-
tre proprietăt, ile fizice legate de fluid s, i domeniul poros [87]. Pentru a valida rezultatele
obt, inute prin două metode numerice utilizate, considerăm că mis,carea fluidului este guver-
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nată de sistemul Navier-Stokes. În plus, comparăm rezultatele obt, inute prin ambele me-
tode cu rezultatele clasice din literatură. În continuare, vom descrie câteva rezultate nume-
rice pentru problema cavităt, ii antrenate pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n
două dimensiuni. Se consideră condit, iile la frontieră Dirichlet s, i Robin-Dirichlet, descrise
prin semnificat, ia fizică a unui parametru de alunecare (vezi, de ex., [44], [43]). Cont, inutul
acestui capitol se bazează pe rezultatele obt, inute ı̂n [40, Sect, iunea 4] s, i [37, Sect, iunea 3].

Rezultatele originale din această teză sunt incluse ı̂n următoarele lucrări:

• R. Gutt, M. Kohr, S.E. Mikhailov, W.L. Wendland, On the mixed problem for the se-
milinear Darcy-Forchheimer-Brinkman PDE system in Besov spaces on creased Lipschitz
domains, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 40 (18), 7780-7829, 2017, (ISI),
DOI: 10.1002/mma.4562.

• R. Gutt, M. Kohr, C. Pintea, W.L. Wendland, On the transmission problem for the
Oseen and Brinkman systems on Lipschitz domains in compact Riemannian manifolds,
Mathematische Nachrichten, 289 (4), 2015, (ISI), DOI: 10.1002/mana.201400365

• R. Gutt, T. Groşan, On the lid-driven problem in a porous cavity. A theoretical and
numerical approach, Applied Mathematics and Computation, 266:1070-1082, 2015, (ISI),
DOI: 10.1016/j.amc.2015.06.038.

• R. Gutt, Mixed boundary value problems for the Stokes system on compact Riemannian
manifolds, Mathematica Cluj, 60 (83):152-165 2018.

• R. Gutt, BIE and BEM approach for the mixed Dirichlet-Robin boundary value problem
for the nonlinear Darcy-Forchheimer-Brinkman system, submitted, arXiv:1810.09543.

• R. Gutt, Mixed boundary value problems for the Navier-Stokes system on compact Rie-
mannian manifolds, submitted.

Keywords: Mecanica fluidelor, medii poroase, probleme cu valori pe frontieră eliptice,
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Partea I

Probleme cu valori pe frontieră
pentru sistemele Brinkman s, i

Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n
cadrul Euclidean
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Capitolul 1

Concepte geometrice s, i funct, ionale

În acest capitol ment, ionăm principalele definit, ii, notat, ii s, i proprietăt, i fundamentale care
sunt necesare pentru a defini s, i trata problemele cu valori pe frontieră pentru sistemele Stokes,
Brinkman s, i Darcy-Forchheimer-Brinkman din cadrul Euclidian, care sunt studiate ı̂n prima
parte a acestei teza.

Începem cu conceptele s, i definit, iile geometrice ale domeniului Lipschitz mărginit s, i ale do-
meniului Lipschitz mărginit s, i ı̂ncret, it ı̂n Rn, pe care sunt luate ı̂n considerare problemele cu
valori pe fronteră. Ret, inet, i că proprietatea domeniului Lipschitz ı̂ncret, it este necesară atunci
când avem ı̂n vedere probleme pe frontieră a căror solut, ie ar trebui să aibă o regularitate ridicată
[11], ı̂n timp ce la problemele de regularitate mai slabă pot fi considerate ı̂n domeniile Lips-
chitz mărginite. În continuare, reamintim definit, iile spat, iilor Sobolev, Bessel-potent, ial s, i Besov
urmând prezentările [110], [113], [8, Sect, iunile 2-3]. O atent, ie specială este acordată teoremelor
de incluziune s, i rezultatelor de interpolare, care sunt esent, iale pentru studiul următor.

Următoarele sect, iuni cont, in rezultate cunoscute, dar s, i rezultate originale obt, inute ı̂n [41,
Sect, iunea 1.1], care se referă la cele două tipuri diferite de operatori urmă, s, i anume, operatorii
urmă netangent, ial s, i Gagliardo, precum s, i conexiunile dintre aces,tia. Echivalent,a dintre aces,ti
operatori a fost obt, inută ı̂n [41, Teorema 2.5]. Mai mult, introducem operatorii Stokes s, i Brin-
kman urmând [50, Sect, iunea 2.2], apoi definim operatorii de derivare conormali corespunzători.
Diferent,ele dintre operatorii de derivare cononic, generalizat s, i netangent, ial sunt explicate ı̂n
subsect, iunea următoare, cu accent pe cazurile ı̂n care aces,tia sunt echivalent, i (Teorema 1.3.3).
O parte din aceste rezultate au fost obt, inut ı̂n colaborare cu M. Kohr, S. E. Mikhailov and W.
L. Wendland ı̂n [41, Section 1.2].

1.1 Domenii Lipschitz ı̂n Rn

Scopul acestei sect, iuni este de a introduce conceptul de domeniu Lipschitz mărginit, pentru
principalele probleme cu valori pe frontieră ale acestei teze. Reamintim, de asemenea, definit, ia
unui domeniu Lipschitz ı̂ncret, it ca ı̂n, de ex., [13, 83], care joacă un rol fundamental pentru
problemele la frontieră a căror solut, ie ar trebui să aibă o regularitate ridicată.

1.1.1 Domenii Lipschitz mărginite ı̂n Rn

Mai ı̂ntâi, reamintim definit, ia unui domeniu Lipschitz mărginit s, i descriem principalele pro-
prietăt, ii (cf. [83, Definit, ia 2.1]). Orice punct x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn poate fi scris ı̂n forma
simplificată ca s, i x = (x′, xn), unde x′ := (x1, x

′′) ∈ Rn−1 s, i x′′ := (x2, . . . , xn−1) ∈ Rn−2.

Definit, ia 1.1.1. [25] Fie D ⊂ Rn (n ≥ 2) o mult, ime deschisă, conexă s, i mărginită s, i fie
Γ = ∂D. Spunem că D este un domeniu Lipschitz, dacă există M > 0 astfel ı̂ncât pentru orice
x ∈ Γ să existe un sistem de coordonate Rn (isometric cu cel canonic), (x′, xn) ∈ Rn−1 × R, o
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rază r > 0, un cilidru Cr(x) := {(y′, yn) : |y′ − x′| < r, |yn − xn| < 2Mr}, s, i o funct, ie Lipschitz
φ : Rn−1 → R cu proprietatea ‖∇φ‖L∞(Rn−1) ≤M , astfel ı̂ncât

Cr(x) ∩D = {(y′, yn) : yn > φ(y′)} ∩ Cr(x),
Cr(x) ∩ Γ = {(y′, yn) : yn = φ(y′)} ∩ Cr(x).

(1.1.1)

În ceea ce urmează, fie D ⊂ Rn (n ≥ 3) un domeniu Lipschitz mărginit cu frontiera conexă
Γ = ∂D, s, i fie D+ := D s, i D− := Rn \D.

Fie κ = κ(Γ) > 1 o constantă suficient de mare (a se vedea, de ex., [33]). Atunci mult, imea

C±(x) := {y ∈ D± : dist(x, y) < κdist(y,Γ), x ∈ Γ}, (1.1.2)

sunt regiuni conice netangentiale aflate ı̂n D+ s, i resprectiv D−, (a se vedea, de ex., [86]).
Ment, ionăm că aceste concepte sunt necesare ı̂n definit, ia operarotului urmă netangent, ial.

1.1.2 Disect, ia frontierei a unui domeniu Lipschitz

Una dintre problemele de interes ale acestei teze sunt probleme cu valori pe frontieră de tipul
mixt pentru sisteme eliptice. Pentru aceasta definim not, iunea de disect,ie a frontierei pentru
astfel de probleme pe frontieră.

Întrucât lucrăm cu această not, iune ı̂n R2, afirmăm definit, ia unei disect, ii a frontierei doar
pentru un domeniu Lipschitz bidimensional, deoarece analizăm acest caz particular ı̂n Capitolul
4.

Definit, ia 1.1.2. Fie D := D+ ⊂ R2 un domeniu Lipschitz mărginit cu frontiera conexă Γ, care
este decompus ı̂n părt, ile ΓD, Λ s, i ΓN , astfel ı̂ncât Γ = ΓD ∪ Λ ∪ ΓN . Mai mult, considerăm că
ΓD s, i ΓN sunt submult, imi disjunte s, i relativ deschise la Γ, având Λ ca frontieră comună. Pentru
fiecare x ∈ Λ, trebuie să există un sistem de coordonate (x′, x′′), un cilindru Cr(x) centrat ı̂n x,
o funct, ie Lipschitz φ s, i o constantă M1 astfel ı̂ncât

Cr(x) ∩ ΓD = {(y′, y′′) : y′ > M1, y
′′ = φ(y′)} ∩ Cr(x),

Cr(x) ∩ ΓN = {(y′, y′′) : y′ < M1, y
′′ = φ(y′)} ∩ Cr(x),

(1.1.3)

(a se vedea de asemenea [88], [62] pentru cazul unui domeniu Lipschitz bidimensional cu o
decompunere specială a frontierei, ı̂n care o parte este o mult, ime Ahlfors regulară). Spunem că
ΓD s, i ΓN determină o disect,ie a frontierei Γ.

1.1.3 Domenii Lipschitz ı̂ncret, ite ı̂n Rn

Începem cu definit, ia unor suprafet,e speciale a frontierei Γ, pentru a defini not, iunea de
domeniu Lipschitz ı̂ncret, it (cf. [83, Section 2]). Condit, ia (1.1.5) de mai jos pentru un domeniu
Lipschitz ı̂ncret, it joacă un rol important când lucrăm cu probleme cu valori pe frontieră mixte
a căror date au o regularitate ridicată, adică data Dirichlet apart, ine spat, iului H1

p (S,Rn). R.
M. Brown discută această idee ı̂n [11] pentru probleme mixte a ecuat, iei Laplace.

Introducem acum definit, ia unui domeniu Lipschitz ı̂ncret, it (cf. [83, Definit, ia 2.3], [41,
Definit, ia 6.2]).

Definit, ia 1.1.3. Fie D ⊂ Rn un domeniu Lipschitz mărginit cu frontiera conexă Γ, s, i fie
ΓD,ΓN ⊂ Γ două suprafet,e admisibile nevide, disjunte astfel ı̂ncât ΓD ∩ ΓN = ∂ΓD = ∂ΓN s, i
ΓD ∪ ΓN = Γ. Atunci D este ı̂ncret,it dacă

(a) Există m ∈ N, a > 0 s, i zi ∈ Γ, i = 1, . . . ,m, astfel ı̂ncât ∂D ⊂ ∪mi=1 Ba(zi), unde Ba(zi)
este o bilă de rază a s, i centrată ı̂n zi.
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1.2. Spat,ii Sobolev s, i Besov ı̂n Rn s, i pe domenii Lipschitz 13

(b) Pentru fiecare punct zi, i = 1, . . . ,m, să existe un sistem de coordonate {x1, . . . , xn}
cu originea ı̂n zi s, i o funct, ie Lipschitz φi de la Rn−1 la R astfel ı̂ncât mult, imea Di :=
{(x′, xn) ∈ Rn : xn > φi(x′)}, a cărei frontieră Γi admite o descompunere Γi = ΓDi ∪ ΓNi ,
să fie un domeniu Lipschitz de graf s, i ı̂ncret, it ı̂n sensul Definit, iei 6.2 din [41], s, i

D∩B2a(zi) = Di ∩B2a(zi), ΓD ∩B2a(zi) = ΓDi ∩B2a(zi), ΓN ∩B2a(zi) = ΓNi ∩B2a(zi).
(1.1.4)

Interpretarea geometrică a definit, iei de mai sus este aceea că suprafet,e admisibile ΓD s, i ΓN
sunt separate de o interfat, ă Lipschitz (ΓD ∩ ΓN care este o varietate ı̂ncret,ită pentru D) s, i că
ΓD s, i ΓN se ı̂ntâlnesc la un unghi strict mai mic decât π (cf. [11, 83]).

O proprietate fundamentală a unui domeniu Lipschitz mărginit s, i ı̂ncret, it este existent,a unei
funct, ii ϕ ∈ C∞(D) s, i a unei constante δ > 0 pentru care are loc

ϕ · ν > δ pe ΓN , ϕ · ν < −δ pe ΓD, (1.1.5)

i.e., produsul scalar ϕ · ν, ı̂ntre ϕ s, i vectorul unitate normal ν, schimbă semnul la trecerea de
la ΓD la ΓN (cf. [12, (1.122)]). Pentru mai multe detalii legate de proprietăt, iile domeniilor
Lipschitz vă referim la [76], [41], [25].

1.2 Spat, ii Sobolev s, i Besov ı̂n Rn s, i pe domenii Lipschitz

În această sect, iune oferim o scurtă trecere ı̂n revistă a unor notat, ii s, i definit, ii de bază
referitoare la spat, iile Sobolev, Bessel-potent, iale, Sobolev-Slobodeckij s, i Besov, cu accent pe
relat, iile dintre aceste spat, ii. Sursele principale utilizate la pregătirea acestor sect, iuni sunt [2],
[4], [8], [94], [76], [113].

1.2.1 Spat, ii Sobolev s, i Besov ı̂n Rn

Fie k ∈ N0 s, i p, p′ ∈ (1,∞) astfel ı̂ncât 1
p + 1

p′ = 1. Atunci spat,iul Sobolev W k
p (Rn) este

definit prin (a se vedea, de ex., [94, Section 7.1]

W k
p (Rn) :=

f ∈ Lp(Rn) : ‖f‖Wk
p (Rn) :=

∑
ν≤k
‖∂νf‖Lp(Rn) <∞

 . (1.2.1)

Spat, iul Sobolev W−kp (Rn) este definit ca fiind dualul lui W k
p′(Rn). Este bine cunoscut faptul

că C∞0 (Rn) este dens ı̂n W k
p (Rn), s, i că W k

p (Rn) poate fi definit echivalent ca completitudinea
spat, iului de funct, ii netede cu suport compact ı̂n raport cu norma ‖ · ‖W s

p (Rn) dată ı̂n (1.2.1).
Pentru s ∈ R, spat,iul Bessel potent,ial cu baza ı̂n Lp, Hs

p(Rn) s, i Hs
p(Rn,Rn) este definit ca

Hs
p(Rn) := {f ∈ S ′(Rn) : (I−4)

s
2 f ∈Lp(Rn)} = {f : Jsf ∈Lp(Rn)}, (1.2.2)

Hs
p(Rn,Rn) :=

{
f = (f1, f2, . . . , fn) : fi ∈ Hs

p(Rn), j = 1, . . . , n
}
, (1.2.3)

unde Js : S ′(Rn) → S ′(Rn) este operatorul Bessel potent,ial de ordin s definit de (a se vedea,
de ex., [76, Capitolul 3])

Jsf := F−1(ρsFf), ρs = (1 + |ξ|2)
s
2 . (1.2.4)

Ment, ionăm că Hs
p(Rn) este un spat, iu Banach ı̂n raport cu norma (a se vedea, de ex., [4])

‖f‖Hs
p(Rn)= ‖Jsf‖Lp(Rn) = ‖F−1(ρsFf)‖Lp(Rn). (1.2.5)
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1.2.2 Spat, ii Sobolev s, i Besov ı̂n domenii Lipschitz

Acum, definim spat, iile Sobolev s, i Bessel-potentiale pe domenii Lipschitz. Pentru aceasta,
fie D ⊂ Rn (n ≥ 2) un domeniu Lipschitz mărginit, s, i fie D+ := D s, i D− := Rn \D.

Fie D(D±) := C∞0 (D±) spat, iul funct, iilor infinit diferent, iabile cu support compact ı̂n D±,
echipat cu topologia indusă. Spat, iul D′(D±) este spat, iul distribut, iilor definit ca dualul topologic
a lui D(D±). În aceasta teză folosim notat, ia (·)|X pentru operatorul de restrict, ie la X ⊂ Rn.
Aceast operator este evident, iat s, i câteodată prin rX .

Spat, iul Bessel potential Hs
p(D±) s, i H̃s

p(D±) este definit prin

Hs
p(D±) := {f ∈ D′(D±) : ∃ F ∈ Hs

p(Rn) astfel ı̂ncât F |D± = f}, (1.2.6)

H̃s
p(D±) :=

{
f ∈ Hs

p(Rn) : supp f ⊆ D±
}
. (1.2.7)

Spat, iile Bessel potentialeHs
p(D±,Rn) s, i H̃s

p(D±,Rn) sunt definite ca spat, iile de funct, ii vectoriale
(distribut, ii) a căror componente apat, in spat, iilor Hs

p(D±) s, i H̃s
p(D±) (a se vedea, de ex., [76]).

Pentru orice s ∈ R, C∞(D±) este dens ı̂n Hs
p(D±) s, i următoarele relat, ii de dualitate au loc

(cf. [47, Proposit, ia 2.9], [29, (1.9)], [84, (4.14)])(
Hs
p(D±)

)′
= H̃−sp′ (D±), H−sp′ (D±) =

(
H̃s
p(D±)

)′
. (1.2.8)

În ceea ce urmează, pentru p ∈ (1,∞) dat, p′ reprezintă exponentul conjugat dat de relat, ia

1
p

+ 1
p′

= 1. (1.2.9)

Similar cu (1.2.6) s, i (1.2.7), pentru s ∈ R s, i p, q ∈ (1,∞) spat, iul Besov Bs
p,q(D±) s, i

Bs
p,q(D±,Rn) sunt definite de

Bs
p,q(D±) := {f ∈ D′(D±) : ∃ F ∈ Bs

p,q(Rn) such that F |D± = f}, (1.2.10)
Bs
p,q(D±,Rn) :=

{
f = (f1, f2, . . . , fn) : fi ∈ Bs

p,q(D±), j = 1, . . . , n
}
, (1.2.11)

B̃s
p,q(D±,Rn) :=

{
f̃ ∈ Bs

p,q(Rn,Rn) : supp f̃ ⊆ D±
}
. (1.2.12)

1.2.3 Spat, ii Sobolev s, i Besov pe frontiere Lipschitz

Principalele surse ı̂n pregătirea acestei părt, i sunt [46, Sect, iunea 4.3], [113].
Pentru s ∈ (0, 1), se defines,te spat, iul Hs

p(Γ) ca fiind completitudinea spat, iului

C0
s =

{
f ∈ C0(Γ) : ‖f‖Hs

p(Γ) <∞
}

(1.2.13)

ı̂n raport cu norma

‖f‖Hs
p(Γ) :=

{
‖f‖pLp(Γ) +

∫
Γ

∫
Γ

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N−1+ps dσxdσy

} 1
p

. (1.2.14)

Pentru p ∈ (1,∞) s, i s ∈ (−1, 0), avem H−sp′ (Γ) =
(
Hs
p(Γ)

)′
. De asemenea, ment, ionăm că

H0
p (Γ) = Lp(Γ).

Fie ν = (ν1, . . . , νn) vectorul unitate exterior la D, care este definit aproape peste tot ı̂n
raport cu măsura dσ pe Γ.

Fie p ∈ (1,∞), q ∈ (1,∞] s, i s ∈ (0, 1]. În ceea ce urmează, avem nevoie de următoarele
spat, ii.

Lpν(Γ,Rn) :=
{

v ∈ Lp(Γ,Rn) :
∫
∂Ω

v · νdσ = 0
}
,
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Hs
p;ν(Γ,Rn) :=

{
v ∈ Hs

p(Γ,Rn) :
∫

Γ
v · νdσ = 0

}
,

Bs
p,q;ν(Γ,Rn) :=

{
v ∈ Bs

p,q(Γ,Rn) :
∫

Γ
v · νdσ = 0

}
. (1.2.15)

Mai mult, considerăm s, i următoarele subspat, ii.

Hs
p;div(D,Rn) :=

{
v ∈ Hs

p(D,Rn) : div v = 0
}
,

Bs
p,q;div(D,Rn) :=

{
v ∈ Bs

p,q(D,Rn) : div v = 0
}
. (1.2.16)

În cele din urmă, introducem subspat, iiile de funct, ii local integrabile. Fie Ω o mult, ime
deschisă (̂ın particular Ω ∈ {Rn,D,Γ}). Spat, iiile de funct, ii local integrabile Lploc(Ω),Hs

p;loc(Ω)
s, i Bs

p,q;loc(Ω) sunt definite ca

Lploc(Ω,R
n) := {v ∈ Lp(Ω,Rn) : v|K ∈ Lp(K,Rn),∀K ⊂ Ω,K is compact} ,

Hs
p;loc(Ω,Rn) :=

{
v ∈ Hs

p(Ω,Rn) : v|K ∈ Hs
p(K,Rn),∀K ⊂ Ω,K is compact

}
,

Bs
p,q;loc(Ω,Rn) :=

{
v ∈ Bs

p,q(Ω,Rn) : v|K ∈ Bs
p,q(K,Rn),∀K ⊂ Ω,K is compact

}
. (1.2.17)

1.3 Operatorii urmă

Ca s, i ı̂n sect, iunea precedentă, considerăm D ⊂ Rn (n ≥ 3) un domeniu Lipschitz mărginit
cu frontiera conexă Γ, s, i fie D+ := D s, i D− := Rn \D. Fie κ = κ(Γ) > 1 o constantă suficient
de mare. Atunci operatorul maximal netangent,ial pentru o funct, ie arbitrară u : D± → R este
definit prin (a se vedea, de ex., [41, Sect, iunea 2.1], [50])

M(u)(x) := {sup |u(y)| : y ∈ C±(x), x ∈ Γ}, (1.3.1)

unde C± sunt conurile de apropriere netangent, iale (1.1.2) din D+ s, i respectiv D− (a se vedea,
de ex., [86]). Mai mult,

u±nt(x) := lim
C±3y→x

u(y) (1.3.2)

sunt limitele netangent,iale a lui u ı̂n raport cu D± ı̂n x ∈ Γ. Dacă M(u) ∈ Lp(Γ) pentru o
alegerea a lui κ, atunci proprietatea este valabilă pentru orice κ (a se vedea, de ex., [78, p 63.]).
O să folosim notat, ia C± ı̂n loc de Cκ;±.

Un rezultat util pentru problemele care urmează să le investigăm ı̂n această teză este Lema
lui Gagliardo ment, ionată mai jos (see [20], [47, Propozit, ia 3.3], [81, Teorema 2.3, Lema 2.6],
[79], [86, Teorema 2.5.2]).

Lema 1.3.1. Fie p ∈ (1,∞) s, i s ∈ (0, 1) constante date. Atunci, există operatori urmă Ga-

gliardo liniari s, i continui γ± : H
s+ 1

p
p (D±) → Bs

p,p(Γ) astfel ı̂ncât γ±g = g|Γ pentru orice
g ∈ C∞(D±). Aces, ti operatori sunt surjectivi s, i au inverse la dreapta neunice, liniare s, i conti-
nue

(γ±)−1 : Bs
p,p(Γ)→ H

s+ 1
p

p (D±). (1.3.3)

Rezultă imediat că Lema 1.3.1 rămâne valalibă s, i pentru funct, ii vectoriale sau matriciale.
Rezultatul de mai jos este o versiune a Lemei 1.3.1 pentru spat, ii Besov definite pe frontiere
Lipschitz (a se vedea, de ex., [86, Teorema 2.5.2]).

Lema 1.3.2. Fie p, q ∈ (1,∞) s, i s ∈ (0, 1) constante date. Atunci există operatorii urmă

Gagliadro liniari s, i continui γ± : B
s+ 1

p
p,q (D±) → Bs

p,q(Γ) astfel ı̂ncât γ±g = g|Γ pentru orice
g ∈ C∞(D±). Aces, ti operatori sunt surjectivi s, i au inverse la dreapta neunice, liniare s, i continue

(γ±)−1 : Bs
p,q(Γ)→ B

s+ 1
p

p,q (D±).
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Rezultatul următor răspunde la ı̂ntrebarea firească când operatorul urmă netangent, ial co-
incide cu operatorul urmă Gagliardo [41, Teorema 2.5].

Teorema 1.3.3. Fie D un domeniu Lipschitz ı̂n Rn, n ≥ 2. Fie p, q ∈ (1,∞).

(i) Dacă există o constantă s > 0 cu proprietatea că u ∈ B
s+ 1

p
p,q (D,Rn) s, i urma netangent,ială

punct cu punct u+
nt există aproape peste tot pe Γ, atunci urma Gagliardo γ+u este definită

pe Γ s, i γ+u = u+
nt. Dacă s ∈ (0, 1), atunci γ+u = u+

nt ∈ Bs
p,q(Γ,Rn).

(ii) Mai mult, dacă u+
nt ∈ H

s+ 1
p

p (Γ,Rn) pentru s ∈ (0, 1], atunci γ+u ∈ Hs
p(Γ,Rn).

1.4 Operatorul Stokes s, i Brinkman

Acum, definim operatorul Brinkman care joacă un rol cheie ı̂n această teză. Reamintim că
S (Rn,Rn) este spat, iul funct, iilor Schwarz s, i S ′(Rn,Rn) este spat, iul distribut, iilor temperate.

Fie α > 0 o constantă dată. Fie Bα operatorul Brinkman definit ı̂n as,a fel ı̂ncât (a se vedea,
de ex., [50, Sect, iunea 2.2])

Bα :=
(

(∆− αI) −∇
div 0

)
: S (Rn,Rn)×S (Rn)→ S (Rn,Rn)×S (Rn) (1.4.1)

s, i operatorul asociat Lα definit prin

Lα(u, π) := (∆− αI)u−∇π : S (Rn,Rn)×S (Rn,Rn)→ S (Rn,Rn). (1.4.2)

Pentru α = 0, se obt, ine operatorul Stokes. Operatorii Bα s, i B0 (i.e., α = 0) definit, i ı̂n (1.4.1)
sunt eliptici ı̂n sensul lui Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. [50, Lemma 2.1], [46, p. 330-331]), În
consecint, ă, pentru α > 0, p, q ∈ (1,∞) s, i s ∈ (0, 1), aces,ti operatori se extind la operatori liniari
s, i mărginit, i pe spat, ii Sobolev (Bessel potent, iale), după cum urmează

Bα : H
s+ 1

p
p (Rn,Rn)×H

s+ 1
p
−1

p (Rn)→ H
s+ 1

p
−2

p (Rn,Rn)×H
s+ 1

p
−1

p (Rn), (1.4.3)

Lα : H
s+ 1

p
p (Rn,Rn)×H

s+ 1
p
−1

p (Rn)→ H
s+ 1

p
−2

p (Rn,Rn), (1.4.4)

sau cu definit, ii asemănătoare pe spat, ii Besov.
Un alt operator care joacă un rol important ı̂n definirea diferitelor probleme cu valori pe

frontieră de tip Neumann, mixt sau de transmisie este operatorul de derivare conormal. Pentru
a defini acest operator, introducem următoarele spat, ii. Fie s ∈ R, p, q ∈ (1,∞) s, i t ≥ −1/p′,
unde p′ este exponentul conjugat a lui p. Avem ı̂n vedere următoarele spat, ii (cf. [81, Definit, ia
3.3])

H
s+ 1

p
,t

p,div (D,Lα) :=
{

(u, π) ∈ H
s+ 1

p
p (D,Rn)×H

s+ 1
p
−1

p (D) : Lα(u, π) = f̃ |D, f̃ ∈ H̃t
p(D,Rn)

and div u = 0 in D
}
.

De asemenea, fie

B
s+ 1

p
,t

p,q,div(D,Lα) :=
{

(u, π) ∈ B
s+ 1

p
p,q (D,Rn)×B

s+ 1
p
−1

p,q (D) : Lα(u, π) = f̃ |D, f̃ ∈ B̃t
p,q(D,Rn)

and div u = 0 in D
}
,

unde Lα(u, π) este definit ı̂n (1.4.2).
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Similar cu Teorema 2.16 ı̂n [81], pentru p, q ∈ (1,∞) introducem operatorul E̊± extensie la
zero pentru funct, iile din Ht

p(D±) pe Rn \D±. Pentru 0 ≤ t < 1
p , fie Ẽ± operatorul definit pe

Ht
p(D±) prin Ẽ± := E̊±,. Dacă − 1

p′ < t < 0, atunci Ẽ± este definit ca

〈Ẽ±h, v〉D± := 〈h, Ẽ±v〉D± = 〈h, E̊±v〉D± , h ∈ Ht
p(D±), v ∈ H−tp′ (D±), (1.4.5)

unde h ∈ Ht
p(D±), v ∈ H−tp′ (D±) sau h ∈ Bt

p,q(D±), v ∈ B−tp′,q′(D±).
Atunci, pentru −1/p′ < t < 1/p, operatorii

Ẽ± : Ht
p(D±)→ H̃t

p(D±), Ẽ± : Bt
p,q(D±)→ B̃t

p,q(D±) (1.4.6)

sunt operatori liniari de extensie. Aceste proprietăt, i se extind s, i la spat, iile corespunzătoare de
funct, ii sau distribut, ii cu valori vectoriale.

Ca ı̂n cazul Definit, iei 3.6 din [81], introducem operatorul de extensie canonic L̃α după cum
urmează (cf. Definit, ia 2.8 ı̂n [41]).

Definit, ia 1.4.1. Fie p, q ∈ (1,∞), s ∈ R s, i t ≥ −1/p′. Operatorul L̃α, care atribuie

(i) funct, iile (u, π) ∈ H
s+ 1

p
,t

p,div (D,Lα) la extensia distribut, iei Lα(u, π) ∈ Ht
p(D,Rn) la H̃t

p(D,Rn)

(ii) funct, iile (u, π) ∈ B
s+ 1

p
,t

p,q,div(D;Lα) la extensia distribut, iei Lα(u, π) ∈ Bt
p,q(D,Rn) la

B̃t
p,q(D,Rn),

este numit operatorul de extensie canonic.

1.5 Operatorul de derivare conormal pentru sistemul Brinkman

În această sect, iune, introducem operatorii de derivare conormali care sunt utilizat, i de-
a lungul acestei teze, adică, operatorul de derivare clasic, operatorii de derivare conormală
netangent,ial, canonici s, i generalizat,i s, i descriem relat, iile dintre ei.

În acest scop, fie D ⊂ Rn un domeniu Lipschitz mărginit cu frontieră Gamma.

1.5.1 Operatorul clasic de derivare conormal

Dacă (u, π) ∈ C1(D±,Rn)× C0(D±), astfel ı̂ncât div u = 0 ı̂n D±, atunci operatorul clasic
de derivare pentru operatorul Stokes (sau Brinkman) sunt definite prin formula bine cunoscută
(i.e., ecuat, iile constitutive a unui fluid vâscos incompresibil)

tc±
α (u, π) := γ±σ(u, π)ν, (1.5.1)

unde
σ(u, π) := (−πI + 2E(u)) (1.5.2)

este tensorul de stres, s, i ν= ν+ este vectorul unitate exterior la D+, definit aproape peste tot
pe Γ. Pentru orice funct, ie ϕ ∈ D(Rn,Rn), următoarea formulă Green are loc

±
〈
tc±
α (u, π),ϕ

〉
Γ =2〈E(u),E(ϕ)〉D± + α〈u,ϕ〉D± − 〈π,div ϕ〉D± + 〈Lα(u, π),ϕ〉D± . (1.5.3)

Formula (1.5.3) urmează dintr-un argument de integrare prin părt, i.

1.5.2 Operatorul de derivare conormal netangent, ial

Dacă ı̂n orice punct al frontierei Γ există urmele netangent, iale t±nt(u, π), s, i vecotrul unitate
ν este definit ı̂n orice punct, atunci operatorul de derivare conormal netangent, ial este definit ı̂n
acel punct de

t±nt(u, π) := σ±nt ν. (1.5.4)

17
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1.5.3 Operatorul de derivare conormal generalizat

Formula (1.5.3) sugerează următoarea definit, ie a operatorului de derivare conormal genera-
lizat definit pe spat, ii Besov, (cf., Lema 3.2 ı̂n [20], Lema 2.2 ı̂n [53], Definit, ia 3.8, Teorema 3.9
ı̂n [81], Definit, ia 6.5, Teorema 6.6 ı̂n [82], Propozit, ia 10.2.1 ı̂n [86]).

Definit, ia 1.5.1. Fie α ≥ 0, s ∈ (0, 1), p, q ∈ (1,∞). Atunci operatorul de derivare conormal

generalizat t+
α este definit pentri orice (u, π) ∈ H

s+ 1
p

p,div(D,Lα) sau (u, π) ∈ B
s+ 1

p

p,q,div(D,Lα), ı̂n
sensul slab de formula

±
〈
t+
α (u, p; f), ϕ

〉
= 2〈Ẽ+E(u),E((γ+)−1ϕ)〉D + α〈Ẽ+u, (γ+)−1ϕ〉D (1.5.5)

− 〈Ẽ+π,div (γ+)−1ϕ〉D +
〈
f̃ , (γ+)−1ϕ

〉
D
, ∀ϕ ∈ B1−s

p′,p′(Γ,R
n) or ϕ ∈ B1−s

p′,q′(Γ,R
n).

Lema 1.5.2. În ipotezele Definit,iei 1.5.1, operatorul de derivare conormal generalizat

t+
α : H

s+ 1
p

p,div(D,Lα)→ Bs−1
p,p (Γ,Rn), t+

α : B
s+ 1

p

p,q,div(D,Lα)→ Bs−1
p,q (Γ,Rn),

este liniar s, i mărginit. Mai mult, următoarea identitate de tip Green are loc

〈t+
α (u, π), γ+w〉Γ = 2

〈
Ẽ+E(u),E(w)

〉
D

+ α
〈
Ẽ+u,w

〉
D
−
〈
Ẽ+π,div w

〉
D

+
〈
f̃ ,w

〉
D

(1.5.6)

pentru orice (u, π) ∈ H
s+ 1

p
,− 1

p′
p,div (D,Lα), w ∈ H

1+ 1
p′−s

p′ (D,Rn) s, i orice (u, π) ∈ B
s+ 1

p
,− 1

p′
p,q,div (D,Lα),

w ∈ B
1+ 1

p′−s
p′,q′ (D,Rn).

Ment, ionăm că operaotrul de derivare conormal canonic din Definit, ia 1.5.3 este diferit de
cel generalized dat ı̂n următoarea lemă, precum urmează (cf. [53, Lema 2.2], [81, Definit, ia 3.1,
Teorema 3.2], [82, Definit, ia 5.2, Teorema 5.3].)

1.5.4 Operatorul de derivare conormal canonic

Operatorul de derivare conormal generalizat definit de formula (1.5.5) este legat de o exten-
sie a operatorului Brinkman din domeniul D, unde Lα nu are un nivel ridicat de regularitate (a
se vedea [81]). Deoarece extensiile operatorului Lα de la D la Rn nu sunt unice, pentru unele
regularităt, i ale spat, iilor corespunzătoare, se pare că operatorul de derivare conormal generali-
zat este neunic s, i neliniar, cu except, ia cazului ı̂n care se impune o relat, ie liniară ı̂ntre solut, ia
ecuat, iilor cu derivate part, iale s, i extensia părt, ii dreapte a ecuat, iei. Astfel, pentru problemele cu
valori pe frontieră a căror solut, ie ar trebui să aibă o regularitate ridicată, trebuie să revizuim
condit, iile problemelei pentru a face operatorul de derivare conormal nesensibil la această neu-
nicitate, adică folosim unicitatea operatorului de extensii dat ı̂n (1.4.6) pentru 1/p′ < t < 1/p,
as,a cum am făcut-o ı̂n [41].

Având ı̂n vedere formula (1.5.3) din cazul clasic, introducem operatorul de derivare conormal
canonic pe spat, ii Besov prin următoarea Definit, ie [41, Definit, ia 2.10], [20, Lema 3.2], [53, Lema
2.2], [81, Definit, ia 3.8, Teorema 3.9], [82, Definit, ia 6.5, Teorema 6.6], [86, Propozit, ia 10.2.1]).

Definit, ia 1.5.3. Fie α ≥ 0, s ∈ (0, 1), p, q ∈ (1,∞). Atunci operatorul de derivare conormal

canonic t+
α (u, π) este este definit pentru orice (u, π) ∈ H

s+ 1
p
,− 1

p′
p,div (D,Lα), sau orice (u, π) ∈

B
s+ 1

p
,− 1

p′
p,q,div (D,Lα), ı̂n sensul slab de formula

〈t+
α (u, π),ϕ〉Γ := 2

〈
Ẽ+E(u),E((γ+)−1ϕ)

〉
D

+ α〈Ẽ+u, (γ+)−1ϕ〉D −
〈
Ẽ+π,div((γ+)−1ϕ)

〉
D

(1.5.7)
+〈L̃α(u, π), (γ+)−1ϕ〉D, ∀ ϕ ∈ B1−s

p′,p′(Γ,R
n), or ∀ ϕ ∈ B1−s

p′,q′(Γ,R
n), respectively.

(1.5.8)
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Având ı̂n vedere Definit, ia 1.5.3, obt, inem următoarea formula Green conform rezultatului
nostru din [41, Lema 2.11].

Lema 1.5.4. În ipotezele Definit,iei 1.5.3, operatorul de derivare conormal canonic

t+
α : H

s+ 1
p
,− 1

p′
p,div (D,Lα)→ Bs−1

p,p (Γ,Rn), t+
α : B

s+ 1
p
,− 1

p′
p,q,div (D,Lα)→ Bs−1

p,q (Γ,Rn),

este liniar s, i mărginit. Mai mult, are loc prima formula Green

〈t+
α (u, π), γ+w〉Γ =2

〈
Ẽ+E(u),E(w)

〉
D

+α
〈
Ẽ+u,w

〉
D
−
〈
Ẽ+π,div w

〉
D

+
〈
Ẽ+Lα,w

〉
D

(1.5.9)

pentru orice (u, π) ∈ H
s+ 1

p
,− 1

p′
p,div (D,Lα), w ∈ H

1+ 1
p′−s

p′ (D,Rn) s, i orice (u, π) ∈ B
s+ 1

p
,− 1

p′
p,q,div (D,Lα),

w ∈ B
1+ 1

p′−s
p′,q′ (D,Rn) s, i a doua formula de tip Green

±
(
〈t±α (u, π), γ+v〉Γ − 〈t±α (v, q), γ+u〉Γ

)
=
〈
L̃α(u, π),v

〉
D±
−
〈
L̃α(v, q),u

〉
D±

(1.5.10)

pentru orice (u, π) ∈ H
s+ 1

p
,− 1

p′
p,div (D±,Lα), (v, q) ∈ H

1+ 1
p′−s,−

1
p

p′,div (D±,Rn), s, i respectiv orice (u, π) ∈

B
s+ 1

p
,− 1

p′
p,q,div (D±,Lα), (v, q) ∈ B

1+ 1
p′−s,−

1
p

p′,q′ (D±,Rn).

Următorul rezultat arată echivalent,a dintre derivatele conromale canonice, netangent, iale s, i
conormale clasice. Acest rezultat a fost obt, inut ı̂n Theorem 2.13 din [41].

Teorema 1.5.5. Fie D+ un domeniu Lipschitz cu frontiera Γ ı̂n Rn, n ≥ 2 s, i fie D− = Rn\D+.
Fie α ≥ 0, s, i p, q ∈ (1,∞). Atunci următoarele afrimat,ii sunt adevărate.

(i) Dacă s > 1 s, i (u, π) ∈ B
s+ 1

p

p,q,div(D±,Rn)× B
s−1+ 1

p
p,q (D±), atunci tc+

α (u, π) s, i t+
α (u, π) sunt

bine definite s, i are loc t+
α (u, π) = tc+

α (u, π) ∈ Lp(Γ,Rn).
Mai mult, dacă urma netangent,ială a tensorului de stress, σ+

nt(u, π), există aproape peste
tot pe Γ, atunci există s, i derivata conormală netangent,ială aproape peste tot pe Γ s, i este
egală cu t+

nt,α(u, π) = t+
α (u, π) = tc+

α (u, π) ∈ Lp(Γ,Rn).

(ii) Fie 0 < s ≤ 1 s, i (u, π) ∈ B
s+ 1

p
,t

p,q,div(D±,Lα), pentru t > − 1
p′ . Dacă funct,ia maximală

netangent,ială există M(σ(u, π)) s, i urma netangentială a tensorului de stres, σ+
nt(u, π),

există aproape peste tot pe Γ s, i apart,ine lui Lp(Γ,Rn×n), atunci t+
α (u, π) = t+

nt,α(u, π) ∈
Lp(Γ,Rn).
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Capitolul 2

Teoria potent, ialelor de strat pentru
sistemele Stokes s, i Brinkman pe
domenii Lipschitz ı̂n Rn

Teoria potent, ialelor de strat este un instrument puternic ı̂n studiul problemelor eliptice cu
valorilor pe frontieră (a se vedea, de ex., [4], [20], [46], [60], [76], [86], [111]). În această sect, iune
reamintim definit, ia s, i unele proprietăt, i ale operatorilor potent, iali pentru sistemele Stokes s, i
Brinkman, adică, operatorul potent, ial Newtonian s, i operatorii potent, iali de simplu s, i duplu
strat.

Teoria potent, ială se bazează pe existent,a unei solut, ii fundamentale pentru sistemul ana-
lizat. Prin urmare, ı̂ncepem prin introducerea solut, iei fundamentale pentru operatorul Brin-
kman urmând principalele idei din [50], dar s, i pentru sistemul Stokes. Multe proprietăt, i ale
potent, ialelor se bazează pe expresia tensorului viteză fundamental s, i tensiunea fundamentală,
as,a cum se arată ı̂n toată această sect, iune. În continuare, introducem operatorul potent, ial
Newtonian care defines,te o solut, ie pentru sistemul ı̂n cauză condus de o fort, ă de act, iune. Pro-
prietăt, ile de mapare ale potent, ialului Newtonian care apar ı̂n această teză au fost publicate ı̂n
[41].

Următoarea sect, iune se referă la operatorii potent, iali de strat s, i la principalele proprietăt, i
ale acestora. În primul rând, introducem operatorul potent, ial Brinkman de simplu strat s, i
discutăm despre proprietăt, ile sale de mapare. O atent, ie specială este acordată operatorului
maximal netangent, ial. În al doilea rând, este introdus operatorul potent, ial de dublu strat,
urmând o structură analogă cu cea pentru operatorul de simplu strat. După aceea, vom lua ı̂n
considerare relat, ia de salt la frontieră pentru operatorii potent, iali de strat subliniind diferent,a
dintre abordarea netangent, ială s, i cea canonică. Încheiem această sect, iune cu câteva rezultate
utile ale inversabilităt, ii.

Ret, inet, i că rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune reprezintă o colect, ie de rezultate cu-
noscute, dar s, i multe rezultate noi obt, inute ı̂n colaborare cu M. Kohr, S. E. Mikhailov s, i W. L.
Wendland ı̂n [41].

2.1 Solut, ia fundamentală pentru sistemele Stokes and Brink-
man ı̂n Rn

În această sect, iune prezentăm solut, iile fundamentale pentru cele două sisteme considerate,
adică solut, iile fundamentale pentru sistemul Stokes s, i sistemul Brinkman din spat, iul Euclidian
n dimensional Rn. Aceste solut, ii fundamentale joacă un rol cheie ı̂n definirea operatorilor de
strat, care au un rol esent, ial ı̂n dezvoltarea teoriei potent, iale pentru aceste sisteme. Sursele
principale utilizate la pregătirea acestui capitol sunt [50] s, i [51].
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2.2. Proprietăt,ile de mapare a potent,ialului Newtonian pentru sistemul Brinkman 21

Solut, ia fundamentală pentru sistemul Brinkman ı̂n Rn

Fie Gα(x,y) ∈ S ′(Rn × Rn,Rn ⊗ Rn) s, i Πα(x,y) ∈ S ′(Rn × Rn,Rn) tensorul viteză fun-
damental s, i vectorul presiune fundamental pentru sistemul Brinkman ı̂n Rn (n ≥ 2). Perechea
(Gα(x,y),Πα(x,y)) este solut, ia fundamentală a sistemului Brinkman s, i satisface ecuat, ia

(4x − αI)Gα(x,y)−∇xΠ(x,y) = δy(x)I, divxGα(x,y) = 0, (2.1.1)

unde δy este distribut, ia Dirac cu masa ı̂n y ∈ Rn, ı̂n timp ce subscriptul x adăugat unui operator
diferent, ial se referă la act, iunea acestiua asupra variabliei x.

Componentele tensorului viteză fundamental s, i a vectorului presiune fundamental sunt date
de (a se vedea, de ex., [75, (3.6)], [60, Sect, iunea 3.2.1])

Gαjk(x,y) = 1
ωn

{
δjk

|y−x|n−2A1(α|y−x|) + xjxk
|y−x|nA2(α|y−x|)

}
, Πk(x) = 1

ωn

xk
|y−x|n (2.1.2)

unde A1(z) s, i A2(z) sunt definite de

A1(z) :=
(
z
2
)n

2−1
Kn

2−1(z)
Γ
(
n
2
) + 2

(
z
2
)n

2Kn
2
(z)

Γ
(
n
2
)
z2 − 1

z2 , A2(z) := n

z2 − 4
(
z
2
)n

2 +1
Kn

2 +1(z)
Γ
(
n
2
)
z2 , (2.1.3)

Kκ este funct, ia Bessel de al doilea fel s, i ordinul κ ≥ 0, Γ este funct, ia Gamma, s, i ωn este măsura
de suprafat, ă pe sfera unitate Sn−1 ı̂n Rn. Ecuat, iile (2.1.2) s, i (2.1.3) arată că tensorul viteză
fundamental este simetric, i.e., (Gα(x,y))> = Gα(y,x).

În ceea ce urmează, folosim convent, ia de adunare a indexului repetat pentru a simplifica
prezentarea. Tensorul de stress fundamental Sα(·, ·) are componentele

Sαij`(x,y) = −Πj(x,y)δi` +
∂Gαij(x,y)

∂x`
+
∂Gα`j(x,y)

∂xi
, (2.1.4)

unde δjk este simbolul Kronecker, Πj(x,y) sunt componentele lui Π, s, i Gαij(x,y) sunt compo-
nentele lui Gα(x,y) (a se vedea, de ex., [50, Section 2.3]).

2.2 Proprietăt, ile de mapare a potent, ialului Newtonian pentru
sistemul Brinkman

Notăm cu ∗ produsul de convolut, ie. Prin urmare, potent, ialele Newtoniene de viteză s, i
presiune asociat, i cu sistemul Brinkman sunt date de

(Nα;Rnϕ) (x) := − (Gα ∗ϕ) (x) = −
〈
Gα(x, ·),ϕ

〉
Rn
, (2.2.1)

(Qα;Rnϕ) (x) = (QRnϕ) (x) := − (Π ∗ϕ) (x) = −
〈
Π(x, ·),ϕ

〉
Rn
, (2.2.2)

unde ϕ ∈ D(Rn,Rn) s, i Gα este tensorul fundamental reprezentat prin componentele sale din
(2.1.2).

Utiliẑınd expresia (2.2.1), deducem următoarea proprietate (cf. [41, Lema 3.1] precum s, i
Teorema 3.10 ı̂n [75]).

Lema 2.2.1. Fie α > 0. Atunci pentru orice p, q ∈ (1,∞) s, i s ∈ R următorii operatori

Nα;Rn : Hs
p(Rn,Rn)→ Hs+2

p (Rn,Rn), (2.2.3)
Nα;Rn : Bs

p,q(Rn,Rn)→ Bs+2
p,q (Rn,Rn), (2.2.4)

QRn : Hs
p(Rn,Rn)→ Hs+1

p,loc(R
n), (2.2.5)

QRn : Bs
p,q(Rn,Rn)→ Bs+1

p,q,loc(R
n), (2.2.6)

sunt liniari s, i continui.
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În consecint, ă, obt, imen următorul rezultat.

Corolarul 2.2.2. Presupumen că D+ ⊂ Rn (n ≥ 2) este un domeniu Lipschitz s, i fie D− =
Rn\D+. Fie α > 0, p ∈ (1,∞), s, i p∗ = max{2, p}. Atunci potent,ialul viteză Newtonian s, i
potent,ialul presiune satisfac ecuat,iile sistemului Brinkman s, i următorii operatori

(Nα;D+ ,QD+) : Lp(D+,Rn)→ H2,0
p,div(D+,Lα), (2.2.7)

(Nα;D− ,QD−) : Lp(D−,Rn)→ H2,0
p,div,loc(D−,Lα), (2.2.8)

(Nα;D+ ,QD+) : Lp(D+,Rn)→ B2,0
p,p∗,div(D+,Lα), (2.2.9)

(Nα;D− ,QD−) : Lp(D−,Rn)→ B2,0
p,p∗,div,loc(D−,Lα), (2.2.10)

sunt continui.

2.3 Proprietăt, i de mapare a potent, ialelor de strat Brinkman ı̂n
spat, ii Sobolev s, i Besov

În această sect, iune, introducem operatorii de simplu s, i dublu strat pentru sistemul Brink-
man s, i oferim principalele proprietăt, i care sunt necesare ı̂n studiul problemelor la frontieră ı̂n
sect, iunile următoare. În primul rând, ne preocupăm de proprietăt, ile de mapare a potent, ialelor
de strat definite pe spat, iile Sobolev s, i Besov cu baza ı̂n Lp, cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2. Aceste
proprietăt, i joacă un rol cheie ı̂n analiza problemelor la limită pe domenii Lipschitz ı̂ncret, ite,
mărginite, tratate ı̂n capitolul 3. Apoi, vom extinde aceste proprietăt, i ı̂n spat, iile Sobolev s, i
Besov cu un indice s ∈ (0, 1). O astfel de extensie este foarte utilă ı̂n analiza unor probleme la
frontieră, care este dezvoltată ı̂n capitolul 4. O atent, ie deosebită se acordă relat, iilor de salt la
frontieră pentru operatorii potent, iali de simpu strat s, i dublu strat, cu accent pe diferent,a dintre
urma netangent, ială s, i Gagliardo, precum s, i dintre operatorii de derivare conormali netangent, iali
s, i canonici. Mai mult, oferim formula de reprezentare a câmpului de viteză s, i presiune ı̂n ceea ce
prives,te potent, ialele de strat, prin utilizarea atât a abordării netangent, iale, cât s, i a celei cano-
nice. Încheiem această sect, iune cu câteva rezultate utile de inversabilitate pentru potent, ialele
de strat. Rezultatele acestei sect, iuni sunt contribut, ii originale obt, inute ı̂n [41].

2.3.1 Potent, ialul de simplu strat Brinkman s, i propietăt, i de mapare cores-
punzătoare

De acum ı̂nainte, ı̂n acest capitol vom lua ı̂n considerare următoarea ipoteză, dacă nu se
specifică altfel.

Ipoteza 2.3.1. Fie D+ ⊂ Rn (n ≥ 2) un domeniu Lipschitz mărginit cu frontiera conexă Γ s, i
fie D− := Rn \D+.

Fie α > 0, s ∈ [0, 1] s, i p ∈ (1,∞). Pentru o denistate dată g ∈ Hs−1
p (Γ,Rn), potent,ialul

Brinkman viteză de simplu strat, Vαg, s, i potet,ialul presiune corespunzător, Qsαg, sunt date de

(Vαg)(x) := 〈Gα(x, ·)|Γ,g〉Γ, (Qsαg)(x) := 〈Π(x, ·)|Γ,g〉Γ, x ∈ Rn \ Γ. (2.3.1)

Datorită (2.3.1), perechea (Vαg, Qsαg) satisface sistemul omogen Brinkman ı̂n D±,

(4− αI)Vαg−∇Qsαg = 0, divVαg = 0 in Rn \ Γ. (2.3.2)

Potent, ialul de simplu strat pentru sistemul Brinkman pe spat, ii Besov poate fi definit similar
pentru g ∈ Bs−1

p,q (Γ,Rn), unde s ∈ (0, 1) s, i p, q ∈ (1,∞). În cazul sistemului Stokes, i.e., pentru
α = 0, utilizăm notat, iile Vg s, i Qsg, i.e.,

V0g ≡ Vg, Qs0g ≡ Qsg. (2.3.3)
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În continuare, descriem act, iunea operatorului maximal netanget, ial aplicat potent, ialului de
simplu strat Vαg, când g ∈ Lp(Γ,Rn) s, i respectiv g ∈ H−1

p (Γ,Rn). Mai mult, arătăm că
limitele netangent, iale există aproape peste tot pe frontieră ı̂n ambele cazuri. Urmărim pentru
aceasta argumentele principale din Lema 3.4 din lucrarea noastă [41].
Lema 2.3.2. În ipoteza 2.3.1 s, i pentru α ≥ 0 s, i p ∈ (1,∞), avem

(i) Există două constante Ci=Ci(Γ, p, α)>0, i = 1, . . . , 2, astfel ı̂ncât
‖M (∇Vαg) ‖Lp(Γ) + ‖M (Vαg) ‖Lp(Γ) + ‖M (Qsg) ‖Lp(Γ) ≤ C1‖g‖Lp(Γ,Rn), (2.3.4)

pentru toate g ∈ Lp(Γ,Rn) s, i
‖M (Vαg) ‖Lp(Γ) ≤ C2‖g‖H−1

p (Γ,Rn), (2.3.5)

pentru orice g ∈ H−1
p (Γ,Rn).

(ii) Pentru orice g ∈ Lp(Γ,Rn), există limitele netangent,iale pentru Vαg, ∇Vαg s, i Qsg
aproape peste tot pe Γ s, i
‖(Vαg)±nt‖Lp(Γ,Rn), ‖(∇Vαg)±nt‖Lp(Γ,Rn), ‖(Qsg)±nt‖Lp(Γ,Rn) ≤ C1‖g‖Lp(Γ,Rn). (2.3.6)

(iii) Pentru orice g ∈ H−1
p (Γ,Rn), există limitele netangent,iale pentru Vαg aproape peste tot

pe Γ, s, i
‖(Vαg)±nt‖Lp(Γ) ≤ C2‖g‖H−1

p (Γ,Rn). (2.3.7)

Proprietăt, ile de mapare a potent, ialelor Stokes de simplu strat ı̂n spat, iile Bessel potent, iale
s, i Besov pe domeniile Lipschitz mărginite, sunt bine cunoscute s, i ne referim la, de ex., [30], [46],
[86, Teorema 10.5.3], [85, Teorema 3.1, Propozit, ia 3.3].

Următoarea teoremă colectează principalele proprietăt, i ale operatorilor potent, iali viteză s, i
presiune de simplu strat Brinkman. Le-am obt, inut ı̂n [41, Teorema 3.5]. Ment, ionăm faptul că
anumite proprietăt, i au fost obt, inute ı̂n [25, Propozit, ia 3.4], [49, Lema 3.4], [50, Lema 3.1], [85,
Teorema 3.1], [100, Teoremele 3.4 s, i 3.5]).
Teorema 2.3.3. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Fie p, q ∈ (1,∞), α > 0, s, i p∗ := max{2, p}.
Fie t ≥ − 1

p′ arbitrar, unde 1
p + 1

p′ = 1. Atunci următoarele afirmat,ii au loc.
(i) Operatorii

Vα|D+ : Lp(Γ,Rn)→ B
1+ 1

p

p,p∗;div(D+,Rn), Qs|D+ : Lp(Γ,Rn)→ B
1
p

p,p∗(D+), (2.3.8)(
Vα|D+ ,Qs|D+

)
: Lp(Γ,Rn)→ B

1+ 1
p
,t

p,p∗;div(D+,Lα), (2.3.9)

Vα|D+ : H−1
p (Γ,Rn)→ B

1
p

p,p∗;div(D+,Rn), Qs|D+ : H−1
p (Γ,Rn)→ B

−1+ 1
p

p,p∗ (D+), (2.3.10)(
Vα|D+ ,Qs|D+

)
: H−1

p (Γ,Rn)→ B
1
p
,t

p,p∗;div(D+,Lα), (2.3.11)
sunt liniari s, i continui.

(ii) Pentru orice s ∈ (0, 1), următorii operatori

Vα : Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ B

s+ 1
p

p,q;div(Rn,Rn), Qs : Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ B

s+ 1
p
−1

p,q;loc (Rn), (2.3.12)

Vα|D+ : Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ B

s+ 1
p

p,q;div(D+,Rn), (Qs) |D+ :Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ B

s+ 1
p
−1

p,q (D+), (2.3.13)(
Vα|D+ , Q

s|D+

)
: Bs−1

p,q (Γ,Rn)→ B
s+ 1

p
,t

p,q,div(D+,Lα), (2.3.14)

Vα|D− : Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ B

s+ 1
p

p,q;div(D−,Rn), Qs|D− : Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ B

s+ 1
p
−1

p,q;loc (D−), (2.3.15)(
Vα|D− , Qs|D−

)
: Bs−1

p,q (Γ,Rn)→ B
s+ 1

p
,t

p,q;div;loc(D−,Lα), (2.3.16)
sunt liniar s, i continui.
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2.3.2 Potent, ialul de dublu strat Brinkman s, i proprietăt, i de mapare cores-
punzătoare

Pentru o densitate dată h ∈ Hs
p(Γ,Rn), potent,ialul de dublu strat viteză s, i presiune, Wαh

s, i Qdαh, sunt definite de reprezentarea integrală

(Wαh)j(x) :=
∫

Γ
Sαij`(x,y)ν`(y)hi(y)dσy, ∀ x ∈ Rn \ Γ, (2.3.17)

(Qdαh)(x) :=
∫

Γ
Λαj`(x,y)ν`(y)hj(y)dσy, ∀ x ∈ Rn \ Γ, (2.3.18)

unde ν`, ` = 1, . . . , n, sunt componentele vectorului unitate normal ν pe D, care este definit
aproape peste tot pe Γ.

Definit, ii similare pentru potent, ialul de dublu strat viteză s, i potent, ialul presiune cores-
punzător se aplică s, i ı̂n cazul spat, iilor Besov pentru h ∈ Bs

p,q(Γ,Rn), unde s ∈ (0, 1) s, i
p, q ∈ (1,∞).

Pentru α = 0, utilizăm notat, iile Wh s, i Qdh pentru potent, ialele de dublu strat cores-
punzătoare, i.e.,

W0h ≡Wh, Qd0h ≡ Qdh. (2.3.19)

T, inând cont de relat, ia (2.1.1), perechea (Ws
αh, Qdαh) satisface sistemul Brinkman ı̂n ambele

domenii D+ s, i respectiv D−, i.e.,

(4− αI)Wαh−∇QsΓh = 0, divWα;Γh = 0 in Rn \ Γ. (2.3.20)

Valuarea directă a potent, ialului de dublu strat Wαh pe frontieră este definit prin valuarea
principală Cauchy ca fiind

(Kαh)k(x) := p.v.
∫
Γ

Sαjk`(y,x)ν`(y)hj(x)dσy (2.3.21)

= lim
ε→0

∫
Γ\Bε(x)

Sαjk`(y,x)ν`(y)hj(x)dσy a.e. x ∈ Γ. (2.3.22)

unde Bε(x) reprezintă o vecinătate deschisă s, i centrată ı̂n x cu raza ε (a se vedea, de ex.,
Hsiao-Wendland, [46], sau Mitrea-Wright, [86]).

Asemănător proprietăt, ilor potent, ialului de simplu strat, următoarea lemă descrie act, iunea
operatorului maximal netangent, ial asupra operatorului potent, ial de dublu strat s, i afirmă că
limitele netangent, iale există aproape peste tot pentru potent, ialul de dublu strat cu densitatea
h ı̂n Lp(Γ,Rn) s, i respectiv H1

p (Γ,Rn) (cf. [41, Lema 3.4]).

Lema 2.3.4. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Fie α ≥ 0 s, i p ∈ (1,∞) constante date. Atunci
avem

(i) Există două constante Ci=Ci(Γ, p, α)>0, i = 1, 2, astfel ı̂ncât

‖M (∇Wαh) ‖Lp(Γ) + ‖M (Wαh) ‖Lp(Γ) + ‖M
(
Qdαh

)
‖Lp(Γ) ≤ C1‖h‖H1

p(Γ,Rn), (2.3.23)

pentru orice h ∈ H1
p (Γ,Rn) s, i

‖M (Wαh) ‖Lp(Γ) ≤ C2‖h‖Lp(Γ,Rn). (2.3.24)

pentru toate h ∈ Lp(Γ,Rn).

(ii) Pentru orice h ∈ Lp(Γ,Rn), există limitele netangent,iale a lui Wαh aproape peste tot pe
Γ s, i

‖(Wαg)±nt‖Lp(Γ,Rn) ≤ C1‖h‖Lp(Γ,Rn). (2.3.25)
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2.4. Proprietăt,i ale potent,ialelor de strat Brinkman ı̂n spat,ii Sobolev s, i Besov 25

(iii) Fie h ∈ H1
p (Γ,Rn). Atunci există limitele netangent,iele pentru Wαh, ∇Wαh s, i Qdαh

aproape peste tot pe Γ s, i

‖(Wαh)±nt‖Lp(Γ,Rn), ‖(∇Wαh)±nt‖Lp(Γ,Rn), ‖(Qdαh)±nt‖Lp(Γ,Rn) ≤ C2‖h‖H1
p(Γ,Rn). (2.3.26)

Pentru proprietăt, iile de mapare ale potent, ialului de dublu strat pentru sistemul Stokes (i.e.,
pentru α = 0) pe domenii Lipschitz mărginite referim cititorul la, de ex., [30], [46], [86, Teorema
10.5.3], [85, Teorema 3.1, Propozit, ia 3.3].

Principalele proprietăt, ii ale operatorului potent, ial de dublu strat sunt rezumate mai jos. Ele
se găsesc demonstrate ı̂n [41, Teorema 3.5] (undele dintre ele au fost obt, inute ı̂n [25, Propozit, ia
3.4], [49, Lema 3.4], [50, Lema 3.1], [85, Teorema 3.1], [100, Teorema 3.4 s, i 3.5]).
Teorema 2.3.5. Fie ipoteza 2.3.1 adevărată. Fie p, q ∈ (1,∞), α > 0, s, i p∗ := max{2, p}. Fie
t ≥ − 1

p′ arbitrar, unde 1
p + 1

p′ = 1. Atunci următoarele afirmat,ii au loc.
(i) Următorii operatori sunt liniari s, i continui

Wα|D+ :H1
p (Γ,Rn)→ B

1+ 1
p

p,p∗;div(D+,Rn), Qdα
∣∣
D+

:H1
p (Γ,Rn)→ B

1
p

p,p∗(D+), (2.3.27)(
Wα|D+ , Q

d
α|D+

)
: H1

p (Γ,Rn)→ B
1+ 1

p
,t

p,p∗;div(D+,Lα). (2.3.28)

Wα|D+ :Lp(Γ,Rn)→ B
1
p

p,p∗;div(D+,Rn), Qdα
∣∣
D+

:Lp(Γ,Rn)→ B
1
p
−1

p,p∗ (D+), (2.3.29)(
Wα|D+ , Q

d
α|D+

)
: Lp(Γ,Rn)→ B

1
p
,t

p,p∗;div(D+,Lα). (2.3.30)

(ii) Pentru orice s ∈ (0, 1) următorii operatori

Wα|D+ : Bs
p,q(Γ,Rn)→ B

s+ 1
p

p,q;div(D+,Rn), Qdα|D+ :Bs
p,q(Γ,Rn)→ B

s+ 1
p
−1

p,q (D+), (2.3.31)(
Wα|D+ , Q

d
α|D+

)
: Bs

p,q(Γ,Rn)→ B
s+ 1

p
,t

p,q;div(D+,Lα), (2.3.32)

Wα|D− : Bs
p,q(Γ,Rn)→ B

s+ 1
p

p,q;div;loc(D−,R
n), Qd|D− : Bs

p,q(Γ,Rn)→ B
s+ 1

p
−1

p,q;loc (D−),
(2.3.33)(

Wα|D− , Qdα|D−
)

: Bs
p,q(Γ,Rn)→ B

s+ 1
p
,t

p,q,div;loc(D−,Lα). (2.3.34)

sunt liniari s, i continui.

2.4 Proprietăt, i ale potent, ialelor de strat Brinkman ı̂n spat, ii
Sobolev s, i Besov

În sect, iunea următoare, obt, inem relat, iile de salt satisfăcute de potent, ialele de strat pentru
sistemul Brinkman ı̂n cazul ı̂n care operatorul urmă s, i operatorul de derivare conormal sunt
considerat, i ı̂n sensul netangent, ial, precum s, i ı̂n sensul Gagliardo sau canonic. Mai mult, acordăm
o atent, ie specială situat, iilor ı̂n care aceste not, iuni sunt echivalente.

2.4.1 Relat, iile de salt a potent, ialelor de simplu s, i dublu strat

Ne concentrăm atent, ia asupra relat, iilor de salt peste o frontieră Lipschitz pentru potent, ialele
de strat Brinkman ı̂n spat, iile Sobolev, dar s, i ı̂n spat, iile Besov. Pentru cazul potent, ialelor de
strat Stokes facem referire la, de ex., [30], [46], [86, Teorema 10.5.3], [85, Teorema 3.1, Propozit, ia
3.3]. Am obt, inut aceste rezultate ı̂n [41, Teorema 3.5].

Mai ı̂ntâi, ne concentrăm atent, ia asupra cazului netangent, ial, cf. [41, Teorema 3.5] (s, i
ment, ionăm s, i următoarele rezultate [25, Propozit, ia 3.4], [49, Lema 3.4], [50, Lema 3.1], [85,
Teorema 3.1], [100, Teoremele 3.4 s, i 3.5]).
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Teorema 2.4.1. Presupumen că D+ este un domeniu Lipschitz mărginit ı̂n Rn (n ≥ 2) cu
frontiera conexă Γ s, i D− = Rn\D+. Fie p, q ∈ (1,∞), α > 0, s, i p∗ := max{2, p}. Fie t ≥ − 1

p′

arbitrar, unde 1
p + 1

p′ = 1. Fie h ∈ H1
p (Γ,Rn) s, i g ∈ Lp(Γ,Rn). Atunci următoarele proprietăt,ii

sunt valabile aproape peste tot pe Γ,(
Vαg

)+
nt =

(
Vαg

)−
nt =: Vαg, ∀ g ∈ H−1

p (Γ,Rn); (2.4.1)
1
2h + (Wαh)+

nt = −1
2h + (Wαh)−nt =: Kαh, ∀ h ∈ Lp(Γ,Rn); (2.4.2)

−1
2g + t+

nt (Vαg, Qsg) = 1
2g + t−nt (Vαg, Qsg) =: K∗αg, ∀ g ∈ Lp(Γ,Rn); (2.4.3)

t+
nt
(
Wαh, Qdαh

)
= t−nt

(
Wαh, Qdαh

)
=: Dαh, ∀ h ∈ H1

p (Γ,Rn); (2.4.4)

unde K∗α este transpusa lui Kα. Mai mult, următorii operatori integrali

Vα : Lp(Γ,Rn)→ H1
p (Γ,Rn), Kα : H1

p (Γ,Rn)→ H1
p (Γ,Rn), (2.4.5)

Vα : H−1
p (Γ,Rn)→ Lp(Γ,Rn), Kα : Lp(Γ,Rn)→ Lp(Γ,Rn), (2.4.6)

K∗α : Lp(Γ,Rn)→ Lp(Γ,Rn), Dα : H1
p (Γ,Rn)→ Lp(Γ,Rn). (2.4.7)

sunt liniari s, i continui.

Următoarea teoremă este o versiune a Teoremei 2.4.1 ı̂n cazul ı̂n care relat, iile de salt sunt
considerate ı̂n sens Gagliardo s, i ı̂n cel canonic (cf. [41, Theorem 3.5]).

Teorema 2.4.2. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Fie p, q ∈ (1,∞), α > 0, s, i p∗ := max{2, p}.
Fie t ≥ − 1

p′ arbitrar, unde 1
p + 1

p′ = 1. Atunci, pentru h ∈ Bs
p,q(Γ,Rn) s, i g ∈ Bs−1

p,q (Γ,Rn),
s ∈ (0, 1), următoarele relat,ii au loc aproape peste tot pe Γ,

γ+(Vαg
)

= γ−
(
Vαg

)
=: Vαg, (2.4.8)

1
2h + γ+(Wαh) = −1

2h + γ−(Wαh) =: Kαh, (2.4.9)

−1
2g + t+

α (Vαg, Qsg) = 1
2g + t−α (Vαg, Qsg) =: K∗αg, (2.4.10)

t+
α

(
Wαh, Qdαh

)
= t−α

(
Wαh, Qdαh

)
=: Dαh. (2.4.11)

În plus, următorii operatori

Vα : Bs−1
p,q (Γ,Rn)→ Bs

p,q(Γ,Rn), Kα : Bs
p,q(Γ,Rn)→ Bs

p,q(Γ,Rn), (2.4.12)
K∗α : Bs−1

p,q (Γ,Rn)→ Bs−1
p,q (Γ,Rn), Dα : Bs

p,q(Γ,Rn)→ Bs−1
p,q (Γ,Rn). (2.4.13)

sunt liniari s, i continui.

Acum dăm răspunsul la ı̂ntrebarea firească dacă urmele Gagliardo s, i operatorii urmă
netangent, iale aplicate potent, ialelor de strat sunt identici. Am dovedit următorul rezultat ı̂n
[41, Lema 3.6].

Lema 2.4.3. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Atunci următoarele prorpietăt,ii sunt adevărate.

(i) Dacă p ∈ (1,∞), α ∈ (0,∞), g ∈ Lp(Γ,Rn) s, i h ∈ H1
p (Γ,Rn), atunci următoarele egalităt,i

au loc

γ±(Vαg) = (Vαg)±nt ∈ H1
p;ν(Γ,Rn), (2.4.14)

γ±(Wαh) = (Wαh)±nt ∈ H1
p;ν(Γ,Rn), (2.4.15)

t±α (Vαg, Qsg) = t±nt (Vαg, Qsg) ∈ Lp(Γ,Rn), (2.4.16)
t±α
(
Wαh, Qdαh

)
= t±nt

(
Wαh, Qdαh

)
∈ Lp(Γ,Rn) (2.4.17)

cu estimările ı̂n normă corespunzătoare.
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(ii) Dacă p, q ∈ (1,∞), s ∈ (0, 1), α ∈ (0,∞), g ∈ Bs−1
p,q (Γ,Rn) s, i h ∈ Bs

p,q(Γ,Rn), atunci
următoarele egalităt,i au loc

γ±(Vαg) = (Vαg)±nt ∈ Bs
p,q;ν(Γ,Rn), (2.4.18)

γ±(Wαh) = (Wαh)±nt ∈ Bs
p,q;ν(Γ,Rn) (2.4.19)

cu estimările ı̂n normă corespunzătoare.
În continuare, vom avea nevoie de următoarea formulă de reprezentare integrală pentru

solut, ia sistemului Brinkman omogen, ı̂n termenii operatorului urmă Gagliardo s, i a operatorului
de derivare conormal canonic (a se vedea, de ex., [41, Lemma 3.7]).
Lema 2.4.4. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Fie α ∈ (0,∞), p, q ∈ (1,∞) s, i s ∈ (0, 1). Dacă

(u, π) ∈ H
s+ 1

p
p (D+,Rn)×H

s−1− 1
p

p (D+), sau (u, π) ∈ B
s+ 1

p
p,q (D+,Rn)×B

s−1− 1
p

p,q (D+) s, i perechea
(u, π) satisfac sistemul Brinkman

4u− αu−∇π = 0, div u = 0 in D+ , (2.4.20)

atunci

u(x) = Vα

(
t+
α (u, π)

)
(x)−Wα

(
γ+u

)
(x), ∀ x ∈ D+, (2.4.21)

π(x) = Qs
(
t+
α (u, π)

)
(x)−Qdα

(
γ+u

)
(x), ∀ x ∈ D+. (2.4.22)

Apoi, obt, inem formula de reprezentare analogă (a treia relat, ie a lui Green) (2.4.21) ı̂n
termeni urmei netangent, iale s, i a derivatei conormale netangent, iale (cf., [41, Lema 3.8]).
Lema 2.4.5. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Fie α > 0 s, i p ∈ (1,∞). Dacă
M(u),M(∇u),M(π) ∈ Lp(Γ), atunci există limitele netangent,iale ale lui u, ∇u s, i π aproape
peste tot pe Γ, s, i perechea (u, π) satisface sistemul Brinkman omogen

4u− αu−∇π = 0, div u = 0 in D+. (2.4.23)

Atunci u satisface următoarea formulă

u(x) = Vα

(
t+

nt(u, π)
)

(x)−Wα

(
u+

nt

)
(x), ∀ x ∈ D+. (2.4.24)

2.4.2 Proprietăt, i de inversabilitate ale operatorilor potent, iali de strat

De-a lungul acestei teze, avem nevoie de rezultate ale inversabilităt, ii operatorilor potent, ialii
de dublu strat. Ret, inet, i că, majoritatea rezultatelor următoare se bazează pe proprietăt, ile
generale ale operatorilor Fredholm s, i au fost obt, inute ı̂n [41, Sect, iunea 4]. Reamintim faptul că
spat, iile Sobolev (Bessel-potentiale) cu baza ı̂n L2, Hs

2(D,Rn) sunt notate pentru simplitate cu
Hs(D,Rn).

Pentru a simplifica notat, iile pentru următoarele teoreme s, i pentru sect, iunea următoare a
proprietăt, ilor de izomorfism pentru anumit, i operatori pe spat, ii Sobolev cu baza ı̂n Lp, introdu-
cem următoarele două intervale ca ı̂n [41, Relat, iile (166) s, i (167)],

R0(n, ε) =
(2(n− 1)

n+ 1 − ε, 2 + ε

)
∩ (1,+∞), R1(n, ε) =

(2− ε,+∞) if n = 3,(
2− ε, 2(n−1)

n−3 + ε
)

if n > 3
.

(2.4.25)

Aceste două mult, imi sunt cazuri particulare a următoarei mult, imi

Rθ(n, ε) =

(2− ε,+∞) if n = 3 and θ = 1,(
2(n−1)
n+1−2θ − ε,

2(n−1)
n−1−2θ + ε

)
∩ (1,+∞) if n > 3 and 0 ≤ θ ≤ 1

. (2.4.26)

Lemele [41, Lema 4.2] s, i [41, Lemele A.1 s, i B.1(ii)] implică următoarea afirmat, ie (cf. [41,
Corolarul 4.3]).
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Corolarul 2.4.6. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Atunci pentru α ∈ (0,∞), există ε = ε(Γ) > 0
astfel ı̂ncât pentru orice p ∈ Rs(n, ε) s, i p′ ∈ R1−s(n, ε) (cf. (2.4.26)), operatorii

1
2I + Kα : Hs

p′(Γ,Rn)→ Hs
p′(Γ,Rn), s ∈ [0, 1], (2.4.27)

1
2I + K∗α : H−sp (Γ,Rn)→ H−sp (Γ,Rn), s ∈ [0, 1], (2.4.28)
1
2I + Kα : Bs

p′,q(Γ,Rn)→ Bs
p′,q(Γ,Rn), s ∈ (0, 1), q ∈ (1,∞), (2.4.29)

1
2I + K∗α : B−sp,q(Γ,Rn)→ B−sp,q(Γ,Rn), s ∈ (0, 1), q ∈ (1,∞). (2.4.30)

sunt isomorfisme. Dacă D+ este de clasă C1, atunci proprietăt,ile sunt valabile pentru orice
p, p′ ∈ (1,∞).

Lemele [41, Lema 4.4] s, i [41, Lemele A.1 s, i B.1(ii)] implică prin interpolare următoarea
afirmat, ie [40, Corolarul 4.5].

Corolarul 2.4.7. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Atunci pentru α ∈ (0,∞), există ε = ε(Γ) > 0
astfel ı̂ncât pentru orice p ∈ Rs(n, ε)s, i p′ ∈ R1−s(n, ε), cf. (2.4.26), următorii operatori sunt
izomorfisme,

− 1
2I + Kα : Hs

p′;ν(Γ,Rn)→ Hs
p′;ν(Γ,Rn), s ∈ [0, 1], (2.4.31)

− 1
2I + K∗α : H−sp (Γ,Rn)/Rν → H−sp (Γ,Rn)/Rν, s ∈ [0, 1], (2.4.32)

− 1
2I + Kα : Bs

p′,q;ν(Γ,Rn)→ Bs
p′,q;ν(Γ,Rn), s ∈ (0, 1), q ∈ (1,∞), (2.4.33)

− 1
2I + K∗α : B−sp,q(Γ,Rn)/Rν → B−sp,q(Γ,Rn)/Rν, s ∈ (0, 1), q ∈ (1,∞). (2.4.34)

Dacă D+ este de clasă C1, atunci proprietăt,ile sunt valabile pentru orice p, p′ ∈ (1,∞).

În cazul α = 0, afirmat, ia din lema de mai jos a fost obt, inută ı̂n [86, Teorema 9.1.4, Corolarul
9.1.5] (a se vedea s, i [85, Teorema 6.1]).

În final, print-un argument de interpolare [41, Lemele A.1 s, i B.1] s, i Lema [41, Lema 4.6],
obt, inem următoarea proprietate (a se vedea, de ex., [41, Corolarul 4.7]).

Corolarul 2.4.8. Fie ipoteza 2.3.1 satisfăcută. Atunci pentru α ∈ (0,∞) s, i p ∈ Rs(n, ε), există
ε = ε(Γ) > 0 astfel ı̂ncât următorii operatori

Vα : H−sp (Γ,Rn)/Rν → H1−s
p;ν (Γ,Rn), s ∈ [0, 1], (2.4.35)

Vα : B−sp,q(Γ,Rn)/Rν → B1−s
p,q;ν(Γ,Rn), s ∈ (0, 1), q ∈ (1,∞). (2.4.36)

sunt izomorfisme. Dacă, ı̂n plus, D+ este de clasă C1, atunci proprietatea este valabilă pentru
orice p ∈ (1,∞).
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Capitolul 3

Probleme mixte pentru sistemele
Brinkman s, i
Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n
spat, ii Besov pe domenii Lipschitz
mărginite s, i ı̂ncret, ite din Rn, n ≥ 3

Acest capitol se referă la probleme cu valori pe frontieră de tipul mixt Dirichlet-Neumann
pentru sistemul Brinkman liniar s, i sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman pe dome-
niile Lipschitz ı̂ncret, ite ı̂n Rn, unde n ≥ 3, presupunând că datele la frontieră apart, in spat, iilor
Sobolev cu bază ı̂n Lp cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2, as,a cum au fost obt, inute ı̂n coloborare cu
M. Kohr, S. E. Mikhailov s, i W. L. Wendland ı̂n [41, Sect, iunile 5 s, i 6]. Pentru a obt, ine rezulta-
tele de bine-punere pentru cele două sisteme luate ı̂n considerare, avem nevoie de solvabilitatea
problemelor de frontieră Dirichlet s, i Neumann pentru sistemul Brinkman cu date la frontieră ı̂n
Lp (pentru rezultate corelate, referim cititorul la [100, Teorema 5.5], [86, Corolarul 9.1.5, Teo-
rema 9.1.4, 9.2.2 s, i 9.2.5] s, i [85, Teorema 7.1]). O atent, ie deosebită se acordă cazurilor speciale
legate de diferite tipuri de operatori umră s, i operatori de derivare conormală, adică ı̂n cazurile
ı̂n care operatorii sunt considerat, i ı̂n cazul netangent, ial sau ı̂n sensul Gagliardo s, i canonic (ne
referim la Sect, iunile 1.5 s, i 1.6 din Capitolul 1, precum s, i la [41, Sect, iunile 2.1 s, i 2.2]). Mai mult,
subliniem cerint,a domeniului special Lipschitz ı̂ncret, it pentru probleme la frontieră de tip mixt,
deoarece datele limită luate ı̂n considerare au o regularitate ridicată.

Brown s, i colab. ı̂n [13, Teorema 1.1] au obt, inut rezultatul de solvabilitate pentru problema
Dirichlet-Neumann mixtă pentru sistemul Stokes, cu date la frontieră ı̂n spat, ii L2 pe domenii
Lipschitz ı̂ncret, ite ı̂n Rn (n ≥ 3), prin reducerea unei astfel de probleme la limită la analiza
ecuat, iilor integrale de frontieră. Mai mult decât atât, ı̂n [51, Teorema 6.1] s-a dovedit bine-
punerea problemei mixte Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman ı̂ntr-un domeniu Lipschitz
ı̂ncret, it, cu date la limită ı̂n spat, ii Sobolev cu bază ı̂n Lp, cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2. Având
ı̂n vedere rezultatele ı̂n [13], vom arăta ı̂n această sect, iune bine-punerea problemei la frontieră
mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman spat, ii Bessel potent, iale definite pe un
domeniu Lipschitz mărginit D ı̂n Rn (n ≥ 3) s, i extinzându-le ı̂n final ı̂n spat, ii Lp pentru p
ı̂n vecinătatea a lui 2, folosind teoria complexă a interpolării s, i a rezultatelor de incluziune a
spat, iilor Sobolev.
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3.1 Probleme cu valori pe frontieră pentru sistemul Brinkman
ı̂n domenii Lipschitz din Rn

În această sect, iune analizăm problemele pe frontieră de tipul Dirichlet, Neumann s, i tipul
mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman. Reamintim că printr-un domeniu Lipschitz
ı̂ncret, it ne referim la un domeniu care ı̂ndeplines,te condit, iile din Definit, ia 1.1.3. Problemele la
frontieră din această sect, iune sunt analizate pentru ambele cazuri atunci când limita la froniteră
este considerată ı̂n sensul netangent, ial s, i Gagliadro.

3.1.1 Problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman cu date
ı̂n spat, ii cu baza ı̂n L2

În acest rezumat ne referim direct la problema mixtă pentru concizia expunerii. Începem
prin a preciza versiunea analogică a presupunerii 2.3.1 pentru probleme la frontieră mixte.

Ipoteza 3.1.1. Fie D ⊂ Rn (n ≥ 3) un domeniu Lipschitz mătginit s, i incret, it cu frontiera
conexă Γ, care este descompusă suprafet,e admissibile ΓD s, i ΓN (a se vedea Definit, ia 1.1.3).

Aceasta ı̂nseamnă că ΓD s, i ΓN nu se ı̂ntâlnesc tangent, ial s, i mai mult că ΓD s, i ΓN sunt sepa-
rate de o interfat, ă Lipschitz, iar unghiul sub care se ı̂ntâlnesc este mai mic decât π. Fie (·)|ΓD

,
(·)|ΓN

operatorii de restrict, ie de la spat, iul Hs
p(Γ,Rn) la Hs

p(ΓD,Rn) s, i respectiv la Hs
p(ΓN ,Rn).

În această sect, iune aratăm bine-punerea problemei mixte Dirichlet-Neumann pentru siste-
mul Brinkman, 

4u− αu−∇π = 0, div u = 0 in D,
u+

nt|ΓD
= h0,

t+
nt(u, π)|ΓN

= g0,
(3.1.1)

unde condit, iile la limită sunt considerate ı̂n sensul netangent, ial precum s, i problema echivalentă
4u− αu−∇π = 0, div u = 0 in D,
γ+u|ΓD

= h0,
t+
α (u, π)|ΓN

= g0,
(3.1.2)

unde operatorul urmă este considerat ı̂n sens Gagliardo iar operatorul de derivare conormal ı̂n
sensul canonic.

Pentru prima problema (3.1.1), o să aratăm că pentru h0 ∈ H1
p (ΓD,Rn) s, i g0 ∈ Lp(ΓD,Rn)

date ı̂ntr-un interval pentru p, există o unică solut, ie Lp a problemei (3.1.3), i.e., o pereche unică
(u, π) astfel ı̂ncât u s, i π să satisfacă sistemul Brinkman ı̂n D+, să existe limitele netangent, iale
ale u, ∇u s, i π aporape peste tot pe Γ, M(u),M(∇u),M(π) ∈ Lp(Γ), s, i condit, iile la frontieră
ı̂n (3.1.3) să fie satisfăcute ı̂n sensul netangent, ial aproape peste tot pe ΓD s, i respectiv ΓN . Mai

mult, aratăm că (u, π) ∈ B
1+ 1

p

p,p∗ (D,Rn)×B
1
p

p,p∗(D).
În cazul problemei (3.1.2), ı̂n care condit, iile la frontieră sunt ı̂nt,elese ı̂n sensul Gagliardo s, i

cel canonic, o să aratăm că pentru h0 ∈ H1
p (ΓD,Rn) s, i g0 ∈ Lp(ΓD,Rn) date ı̂ntr-un interval

a lui p, atunci există o solut, ie Lp, (u, π) ∈ B
1+ 1

p

p,p∗ (D,Rn)× B
1
p

p,p∗(D) a problemei mixte (3.1.2),
care satisface M(u),M(∇u),M(π) ∈ Lp(Γ).

Să ment, ionăm că, pentru un domeniu Lipschitz mărginit s, i ı̂ncret, it, Brown [11] a dovedit
că problema mixtă pentru ecuat, ia Laplace are o solut, ie unică s, i, ı̂n plus, că gradientul său
apart, ine lui L2(Γ) când data Dirichlet apart, ine lui H1

2 (ΓD) = H1(ΓD) s, i data Neumann la
L2(ΓN ). Pentru aceeas, i clasă de domenii, rezultatele de bine-punere au rezultat ı̂ntr-un interval
pentru p a datelor pe frontiera cu bază ı̂n Lp ı̂n [83].

Pentru a demonstra următorul rezultat obt, inut ı̂n [41, Teorema 6.4], folosim ideile principale
din [51, Teorema 6.1].
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Teorema 3.1.2. Fie α ∈ (0,∞). Atunci ı̂n ipoteza 3.1.1, problema mixtă Dirichlet-Neumann
pentru sistemul Brinkman cu datele (h0,g0) ı̂n spat,iu H1

2 (ΓD,Rn) × L2(ΓN ,Rn) descris de
sistemul 

4u− αu−∇π = 0 in D,
div u = 0 in D,(
u+

nt

)
|ΓD

= h(
t+

nt(u, π)
)
|ΓN

= g,
M(∇u), M(u), M(π) ∈ L2(Γ),

(3.1.3)

are o solut,ie unică (u, π), care satisface condit,iile la frontieră ı̂n sensul netangent,ial aproape
peste tot pe ΓD s, i respectiv ΓN . Mai mult, (u, π) apart,in spat,iilor H

3
2
2 (D,Rn)×H

1
2
2 (D) s, i există

două constante CM s, i C depinzând de ΓD, ΓN , α s, i n astfel ı̂ncât

‖M(∇u)‖L2(Γ) + ‖M(u)‖L2(Γ) + ‖M(π)‖L2(Γ) ≤ CM
(
‖h0‖H1

2 (ΓD,Rn) + ‖g0‖L2(ΓN ,Rn)
)
,

(3.1.4)

‖u‖
H

3
2
2 (D,Rn)

+ ‖π‖
H

1
2
2 (D)

≤ C
(
‖h0‖H1

2 (ΓD,Rn) + ‖g0‖L2(ΓN ,Rn)
)
. (3.1.5)

În subsect, iunea următoare, extindem rezultatul stabilit ı̂n Teorema 3.1.2, la spat, ii Sobolev
cu baza ı̂n Lp cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2, pentru problema mixtă (3.1.3), cu date (h0,g0) ∈
H1
p (ΓD,Rn)× Lp(ΓN ,Rn).

Mai mult, arătăm că solut, ia problemei mixte (3.1.1) apart, ine spat, iului B
1+ 1

p

p,p∗ (D,Rn) ×

B
1
p

p,p∗(D), unde p∗ = max{2, p}.
În ceea ce urmează, avem nevoie de următoarele spat, ii definită pentru un subspat, iu a lui

S0 ⊂ Γ, i.e.,
H̃0
p (S0,Rn) :=

{
Φ ∈ Lp(Γ,Rn) : supp Φ ⊆ S0

}
. (3.1.6)

3.1.2 Operatorul Neumann-to-Dirichlet pentru sistemul Brinkman

Inspirat din lucrarea [83], ı̂n care autorii au studiat problema mixtă Dirichlet-Neumann pen-
tru ecuat, ia Laplace ı̂n domenii Lipschitz ı̂ncret, ite, introducem operatorul Neumann-to-Dirichlet
Υnt;α, care associază data g ∈ Lp(Γ,Rn), cu restict, ia operatorului urmă netangent, ial u+

nt pe
partea ΓD, unde (u, π) este solut, ia unică Lp a problemei Neumann cu derivata conormală
netangent, ială g. Astfel, (u, π) satisface condit, ia Neumann aproape peste tot pe Γ ı̂n sensul
limitei netangent, iale, condit, iile M(u),M(∇u),M(π) ∈ Lp(Γ), s, i

Υnt;αg = u+
nt|ΓD

. (3.1.7)

Similar, considerăm Υα, care associază lui g ∈ Lp(Γ,Rn), data γ+u a part, ii ΓD, unde (u, π)
este solut, ia unică a problemei Neumann cu f = 0 s, i derivata conormală canonică g, i.e.,

Υαg = γ+u|ΓD
. (3.1.8)

Idea cheie aici este proprietatea de inversabilitate a fiecăriu operator Neumann-to-Dirichlet Υnt;α
s, i Υα pe spat, ii Sobolev cu baza ı̂n Lp, care duce la o extensie a rezultatului de bine-punerea
problemei din 3.1.2 pe astfel de spat, ii. Un pas intermediar ı̂n obt, inerea acestiu rezultat este
următoatea teoremă, obt, inută ı̂n [41, Lemma 6.5]. Reamintim că R0(n, ε) este intervalul definit
ı̂n (2.4.25).

Lema 3.1.3. Fie α ∈ (0,∞). Atunci ı̂n ipoteza 3.1.1, există ε = ε(Γ) > 0 astfel ı̂ncât pentru
fiecare p ∈ R0(n, ε), următoarele proprietăt,i au loc.
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(i) Operatorii Υnt;α s, i Υα coincid, sunt continui s, i au expresia

Υnt;α = Υα =
(
Vα ◦

(1
2I + K∗α

)−1
) ∣∣∣∣∣

ΓD

. (3.1.9)

(ii) Problema cu valori pe frontieră mixtă Dirichlet-Neumann (3.1.1) cu data (h0,g0) ∈
H1
p (ΓD,Rn) × Lp(ΓN ,Rn) are o solut,ie unică (u, π) astfel ı̂ncât să existe limitele

netangent,iale u, ∇u s, i π aproape peste tot pe Γ, M(u),M(∇u),M(π) ∈ Lp(Γ), iar u
s, i π satisfac condit,iile Dirichlet s, i Neumann aproape peste tot ı̂n sensul netangent,ial,
dacă s, i numai dacă operatorul

Υnt;α : H̃0
p (ΓD,Rn)→ H1

p (ΓD,Rn) (3.1.10)

este un izomorfism.

(iii) Problema (3.1.2) cu data (h0,g0) ∈ H1
p (ΓD,Rn)×Lp(ΓN ,Rn) are o solut,ie unică (u, π) ∈

B
1+ 1

p

p,p∗ (D,Rn)×B
1
p

p,p∗(D) dacă s, i numai dacă

Υα : H̃0
p (ΓD,Rn)→ H1

p (ΓD,Rn) (3.1.11)

este un isomorfism.

În plus, dacă solut,ia există (u, π), atunci apart,ine spat,iului B
1+ 1

p

p,p∗ (D,Rn) × B
1
p

p,p∗(D) s, i
există constantele CM ≡ CM (α, p,ΓD,ΓN , n) > 0, C ≡ C(α, p,ΓD,ΓN , n) > 0 s, i C ′ ≡
C ′(α, p,ΓD,ΓN , n) > 0 astfel ı̂ncât

‖M(∇u)‖Lp(Γ) + ‖M(u)‖Lp(Γ) + ‖M(π)‖Lp(Γ) ≤ CM
(
‖h0‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g0‖Lp(ΓN ,Rn)
)
,

(3.1.12)

‖u‖
B

1+ 1
p

p,p∗ (D,Rn)
+ ‖π‖

B
1
p
p,p∗ (D)

≤ C
(
‖h0‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g0‖Lp(ΓN ,Rn)
)
, p∗ = max{2, p},

(3.1.13)

‖γ+u‖H1
p(Γ,Rn) + ‖t+(u, π)‖Lp(Γ,Rn)) ≤ C ′

(
‖h0‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g0‖Lp(ΓN ,Rn)
)
. (3.1.14)

3.1.3 Problema mixtă Dirichlet s, i Neumann pentru sistemul Brinkman cu
date ı̂n spat, ii cu baza ı̂n Lp

Acum, formulăm rezultatul principal al acestei sect, iuni, care se referă la bine-punerea pro-
blemei mixte Dirichlet-Neumann (3.1.3) cu datele pe frontieră ı̂n spat, ii Bessel potent, iale cu
baza ı̂n Lp, cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2 s, i când condit, iile la frontieră sunt considerate ı̂n sensul
netangent, ial. Demonstrat, ia acestiu rezultat este o consecintă a Teoremei 3.1.2 s, i a Lemmei
3.1.3, care au fost obt, inute ı̂n lucrarea noastră [41, Teorema 6.6(i)].

Teorema 3.1.4. Fie α ∈ (0,∞) s, i fie ipoteza 3.1.1 satisfăcută. Atunci există un număr ε > 0
astfel ı̂ncât pentru orice p ∈ (2 − ε, 2 + ε) s, i toate datele (h,g) ∈ H1

p (ΓD,Rn) × Lp(ΓN ,Rn)
problema de tipul mixt pentru sistemul Brinkman

4u− αu−∇π = 0 in D,
div u = 0 in D,(
u+

nt

)
|ΓD

= h ∈ H1
p (ΓD,Rn)(

t+
nt(u, π)

)
|ΓN

= g ∈ Lp(ΓN ,Rn),
M(∇u), M(u), M(π) ∈ Lp(Γ),

(3.1.15)
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ı̂n care condit,iile Dirichlet s, i Neumann sunt satisfăcute ı̂n sensul netangent,ial aproape peste tot
pe ΓD s, i respectiv ΓN , are o solut,ie unică (u, π). Mai mult, (u, π) ∈ B

1+ 1
p

p,p∗ (D,Rn)× B
1
p

p,p∗(D),
s, i există constantele Cj ≡ Cj(α, p,ΓD,ΓN , n) > 0, j = 1, . . . , 3 astfel ı̂ncât

‖M(∇u)‖Lp(Γ) + ‖M(u)‖Lp(Γ) + ‖M(π)‖Lp(Γ) ≤ C1
(
‖h‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g‖Lp(ΓN ,Rn)
)
, (3.1.16)

‖u‖
B

1+ 1
p

p,p∗ (D,Rn)
+ ‖π‖

B
1
p
p,p∗ (D)

≤ C2
(
‖h‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g‖Lp(ΓN ,Rn)
)
, (3.1.17)

‖γ+u‖H1
p(Γ,Rn) + ‖t+

α (u, π)‖Lp(Γ,Rn)) ≤ C3
(
‖h‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g‖Lp(ΓN ,Rn)
)
. (3.1.18)

Următoarea teoremă este contrapartida teoremei 3.1.4, când operatorul urmă este considerat
ı̂n sensul Gagliardo s, i derivata conormală ı̂n sensul canonic. Acest rezultat se referă la a doua
parte a Teoremei 6.6 din lucrarea noastră [41].

Teorema 3.1.5. Fie ipoteza 3.1.1 satisfăcută. Atunci pentru orice α ∈ (0,∞), există un
număr ε > 0 astfel ı̂ncât pentru fiecare p ∈ (2 − ε, 2 + ε) s, i pentru toate datele (h,g) ∈
H1
p (ΓD,Rn)× Lp(ΓN ,Rn), problema mixtă Dirichlet-Neumann dată de

4u− αu−∇π = 0 in D,
div u = 0 in D,(
γ+u

)
|ΓD

= h ∈ H1
p (ΓD,Rn)(

t+
α (u, π)

)
|ΓN

= g ∈ Lp(ΓN ,Rn),

(3.1.19)

are o solut,ie unică (u, π), unde condit,iile la frontieră sunt luate ı̂n sensul Gagliadro s, i

cel canonic. Mai mult, (u, π) ∈ B
1+ 1

p

p,p∗ (D,Rn) × B
1
p

p,p∗(D), s, i există constantele Cj ≡
Cj(α, p,ΓD,ΓN , n) > 0, j = 1, 2, 3 astfel ı̂ncât

‖M(∇u)‖Lp(Γ) + ‖M(u)‖Lp(Γ) + ‖M(π)‖Lp(Γ) ≤ C1
(
‖h‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g‖Lp(ΓN ,Rn)
)
, (3.1.20)

‖u‖
B

1+ 1
p

p,p∗ (D,Rn)
+ ‖π‖

B
1
p
p,p∗ (D)

≤ C2
(
‖h‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g‖Lp(ΓN ,Rn)
)
, (3.1.21)

‖γ+u‖H1
p(Γ,Rn) + ‖t+

α (u, π)‖Lp(Γ,Rn)) ≤ C3
(
‖h‖H1

p(ΓD,Rn) + ‖g‖Lp(ΓN ,Rn)
)
. (3.1.22)

3.1.4 Problema Poisson de tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul
Brinkman cu date ı̂n spat, ii cu baza ı̂n Lp

Utilizând Theorema 3.1.4, demonstăm rezultatul de bine-punere a problemei pentru
următoarea problemă Poisson the tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman
ı̂n domenii Lipschitz mărginite s, i ı̂ncret, ite D, s, i cu date ı̂n spat, ii cu baza ı̂n Lp,

4u− αu−∇π = f ∈ Lp(D,R3),
div u = 0 in D(
γ+u

)
|ΓD

= h0 ∈ H1
p (ΓD,R3)(

t+
α (u, π)

)
|ΓN

= g0 ∈ Lp(ΓN ,R3),

(3.1.23)

unde operatorul urmă s, i operatorul de derivare conormal sunt considerat, i ı̂n sensul limitelor
netangent, iale. În primul rând, ment, iomăn următoarea definit, ie.

Definit, ia 3.1.6. Printr-o solut,ie a problemei cu valori pe frontieră (3.1.23) ı̂nt,elegem o pereche

(u, π) ∈ B
1+ 1

p

p,p∗ (D+,Rn) × B
1
p

p,p∗(D+), unde p∗ = max{2, p}, care satisface sistemul neomogen
Brinkman ı̂n D+, condit, iile Dirichlet pe ΓD ı̂n sensul Gagliardo s, i condit, ia Neumann pe ΓN ı̂n
sensul canonic dat ı̂n Definit, ia 1.5.3.
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Teorema 3.1.7. Fie ipoteza 3.1.1 adevărată. Atunci pentru orice α ∈ (0,∞), există un număr
ε > 0 astfel ı̂ncât pentru fiecare p ∈ (2 − ε, 2 + ε) s, i orice date (f ,h0,g0) ∈ Lp(D,Rn) ×
H1
p (ΓD,R3)× Lp(ΓN ,R3) problema cu valori pe frontieră (3.1.23) are o solut,ie unică

(u, π) ∈ B
1+ 1

p

p,p∗ (D,R3)×B
1
p

p,p∗(D), (3.1.24)

unde p∗ = max{2, p}. Solut,ia satisface condit,iile

γ+u ∈ H1
p (Γ,R3), t+

α (u, π) ∈ Lp(Γ,R3), (3.1.25)

s, i există un operator liniar s, i continuu

Ap : Lp(D,R3)×H1
p (ΓD,R3)× Lp(ΓN ,R3)→ B

1+ 1
p

p,p∗ (D,R3)×B
1
p

p,p∗(D)

care livrează solut,ia, ceea ce ı̂nseamnă că Ap(f ,h0,g0) = (u, π).

3.2 Probleme semiliniare pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman

În această sect, iune oferim un rezultat de solvabilitate pentru problema mixtă la frontieră
Dirichlet-Neumann pentru sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman.

3.2.1 Problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul semilinear Darcy-
Forchheimer-Brinkman ı̂n spat, ii Besov

Acum, studiem problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul semiliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman {

4u− αu− β|u|u−∇π = 0 in D,
div u = 0 in D.

(3.2.1)

Acest sistem semiliniar joacă un rol important ı̂n mecanica fluidelor, deoarece descrie cur-
gerea unui fluid ı̂n medii poroase saturate cu lichide Newtoniene incompresibile [87, p. 17].
Constant,ele α, β > 0 sunt legate de proprietăt, ile fizice ale unui astfel de mediu poros s, i descriu
convect, ia fluxului de fluid.

Analiza acestei probleme este limitată la setarea tridimensională, datorită faptului că argu-
mentele noastre se bazează pe unele rezultate de incluziune.

În ceea ce urmează, extindem rezultatul de solvabilitate obt, inut ı̂n [51, Theorem 7.1] pentru
sistemul (3.2.1) cu datele la frontieră ı̂n spat, ii Sobolev cu baza ı̂n L2, la cazul ı̂n care datele
se regăsesc ı̂n spat, ii Bessel potent, iale cu baza Lp, adică la cazul ĉınd datele (h0,g0) apart, in
spat, iilor H1

p (ΓD,R3) × Lp(ΓN ,R3), cu p ∈ (2− ε, 2 + ε) s, i o constantă ε > 0 ca ı̂n Teorema
3.1.7, s, i acesta date sunt suficient de mici. Următoarea teorema a fost obt, inută ı̂n colaborare
cu M. Kohr, S. Mikhailov s, i W. Wendland ı̂n [41, Theorem 7.1].

Teorema 3.2.1. Fie ipoteza 3.1.1 satisfăcută. Atunci pentru orice α, β ∈ (0,∞), există ε > 0
astfel ı̂ncât pentru orice p ∈ (2− ε, 2 + ε) să existe două constante ζp ≡ ζp(D, α, β, p) > 0 s, i ηp ≡
ηp(D, α, β, p) > 0 cu proprietatea cu pentru toate datele la frontieră (h0,g0) ∈ H1

p (ΓD,R3) ×
Lp(ΓN ,R3) care satisfac condit,ia

‖h0‖H1
p(ΓD,R3) + ‖g0‖Lp(ΓN ,R3) ≤ ζp, (3.2.2)
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problema mixtă cu valori pe frontieră pentru sistemul semiliniear Darcy-Forchheimer-Brinkman
4u− αu− β|u|u−∇π = 0 in D,
div u = 0 in D,(
γ+u

)
|ΓD

= h0 on ΓD(
t+
α (u, π)

)
|ΓN

= g0 on ΓN

(3.2.3)

are o solut,ie unică (u, π) ∈ B
1+ 1

p

p,p∗ (D,R3)×B
1
p

p,p∗(D), care satisface estimarea

‖u‖
B

1+ 1
p

p,p∗ (D,R3)
≤ ηp, (3.2.4)

s, i relat,iile γ+u ∈ H1
p (Γ,R3), t+

α (u, π) ∈ Lp(Γ,R3). Mai mult, solut,ia depinde continuu de datele
problemei, ceea ce ı̂nseamnă că există o constantă C ≡ C(D, α, β, p) > 0 astfel ı̂ncât

‖u‖
B

1+ 1
p

p,p∗ (D,R3)
+ ‖π‖

B
1
p
p,p∗ (D)

≤ C
(
‖h0‖H1

p(ΓD,R3) + ‖g0‖Lp(ΓN ,R3)
)
. (3.2.5)
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Capitolul 4

Abordare variat, ională s, i potent, ială
pentru probleme mixte pentru
sistemele Brinkman s, i
Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n R2

În acest capitol, ne concentrăm atent, ia asupra solut, iei slabe a problemelor pe frontieră
pentru sistemului Brinkman pe un domeniul Lipschitz al spat, iului Euclidian bidimensional
R2. Considerăm o formulare variat, ională pentru ecuat, iile integrale de frontieră derivate din
problemele la limită avute ı̂n vedere. Ca s, i ı̂n capitolul anterior, luăm ı̂n considerare problema
Dirichlet, Neumann s, i, de asemenea, problema Robin pentru sistemul Brinkman. Principalele
surse folosite ı̂n pregătirea acestui capitol sunt lucrările [37] s, i [40], bazate pe [61], [76]. În
plus, analizăm s, i problema Dirichlet-Robin mixtă pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman (cf. [37, Teorema 2.9] pentru problema Robin).

Începem cu o prezentare succintă a unor rezultate valoroase legate de problemele eliptice pe
frontieră ı̂n două dimensiuni. Mult, i autori au considerat probleme la frontieră legate de proble-
mele de curgere a fluidului ı̂n două dimensiuni. Problemele bidimensionale sunt de mare interes,
deoarece multe probleme oceanografice s, i meteorologice pot fi reduse la studiul unor astfel de
probleme [26], [71]. Mai mult decât atât, s-au făcut eforturi mari pentru a studia curgerea unui
fluid ı̂n exteriorul sau ı̂n interiorul unui cilindru sau al altui domeniu neregulat ı̂n două dimen-
siuni [64], [92]. În [45], Hsiao s, i Kress au studiat problema externă Dirichlet bidimensională
pentru sistemul Stokes prin reducerea problemei la un sistem de ecuat, ii integrale Fredholm de
al doilea tip. Problemele externe bidimensionale ale fluxului Stokes ı̂n domenii multiplicate au
fost studiate de Power [91] prin utilizarea unei metode integrale de două straturi. O extindere a
principalelor rezultate ı̂n [30], obt, inută ı̂n contextul Euclidian plat ı̂n cazul domeniilor Lipschitz
pe varietăt, i Riemanniane compacte, este obt, inută de Mitrea s, i Taylor ı̂n [85].

Referint,a principală ale acestui capitol este lucrarea publicată de Kohr s, i Wendland [61],
care analizează ecuat, iile directe la frontieră pentru problema Dirichlet, Neumann s, i pentru
problema mixtă a sistemului Stokes ı̂n R3 pe frontiere Lipschitz, prin folosirea formulărilor
variat, ionale. Multe proprietăt, i de coercivitate descrise ı̂n continuare pentru sistemul Brinkman
se bazează pe proprietăt, ile coercivitate dovedite ı̂n [61]. Bazându-ne pe bine-punerea problemei
Dirichlet, construim rezultate de existent, ă s, i unicitate pentru problema mixtă Dirichlet-Robin
pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman. Acest rezultat constituie baza teoretică
a problemelor pe frontieră mixte studiate numeric ı̂n capitolul 9.

36
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4.1 Abordare variat, ională pentru probleme pe frontieră pentru
sistemul Brinkman

Urmărind structura sect, iunii anterioare, ı̂ncepem cu analiza problemei Dirichlet pentru sis-
temul Brinkman ca ı̂n sect, iunea 3 prin utilizarea unei abordări variat, ionale, bazată pe cea din
[37].

4.1.1 Abordare variat, ională pentru problema mixtă Dirichlet-Neumann pen-
tru sistemul Brinkman

Similar cu sect, iunile anterioare, presupunem următoarele.

Ipoteza 4.1.1. Fie D ⊂ R2 un domeniu Lipschitz mărginit cu frontiera conexă Γ = ∂D, care
poate fi descompusă ı̂n ΓD,ΓN ca s, i ı̂n Definit, ia 1.1.2.

Apoi, considerăm problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman
∆u− αu−∇π = 0 in D,
div u = 0 in D,

(γ+ u)|ΓD
= h ∈ H

1
2 (ΓD,R2),

(t+
α (u, π))ΓN

= g ∈ H−
1
2 (ΓN ,R2),

(4.1.1)

unde (·)|ΓD
reprezintă operatorul de restrict, ie din spat, iul Sobolev H

1
2 (Γ,R2) la H

1
2 (ΓD,R2), s, i

(·)|ΓN
este operatorul de restrict, ie de la H−

1
2 (Γ,R2) la H−

1
2 (ΓN ,R2).

Înainte de a preciza o teoremă de echivalent, ă ı̂ntre problema mixtă (4.1.1) s, i un sistem
de ecuat, ii integrale pe frontieră, facem mai ı̂ntâi câteva observat, ii. Reformulăm problema de
frontieră (4.1.1) ca un sistem de ecuat, ii integrale pe frontieră, inspirat de ideile principale din
[61] as,a cum am făcut ı̂n [37] (a se vede s, i Teorema 7.9 ı̂n [76]). Începând cu reprezentarea
Green a unei solut, ii slabe (a se vedea, de ex., [46] s, i [86] pentru α = 0)

u(x) = Vα(t+
α (u, π))−Wα(γ+u), π(x) = Qsα(tα(u, π))−Qdα(γ+ u), (4.1.2)

s, i aplicănd operatorul urmă ı̂n D, obt, inem următoarea relat, ie

Vα(t+
α (u, π))−

(1
2I + Kα

)
γ+u = 0. (4.1.3)

Aplicând acum operatorul conormal de derivare ı̂n (4.1.2) s, i utiliẑınd formulele de salt cores-
punzătoare (Theorema 2.4.2), obt, inem ecuat, ia(

−1
2I + K∗α

)
(t+
α (u, π))−Dαγ

+u = 0. (4.1.4)

Din definit, ia spat, iilor H
1
2 (ΓD,R2) s, i H−

1
2 (ΓN ,R2) rezultă că există h∗ ∈ H

1
2 (Γ,R2) s, i

g∗ ∈ H−
1
2 (Γ,R2) astfel ı̂ncât h∗|ΓD

= h s, i g∗|ΓN
= g. Prin urmare, urma s, i derivata conormală

γ+u s, i t+α (u, π) pentru problema mixtă (4.1.1) pot fi scrise ı̂n forma(
γ+u

)
|Γ = ϕN + h∗,

(
t+
α (u, π)

)
|Γ = ψD + g∗. (4.1.5)

cu necunostutele ϕN ∈ H̃
1
2 (ΓN ,R2) s,e ψD ∈ H̃−

1
2 (ΓD,R2).

Conform condit, iei 〈γ+u,ν〉 = 0 care este satisfăcută de urma γ+u pe Γ, alegem o extensie
h∗D a datei Dirichlet h, Astfel ı̂ncât să fie satisfăcută următoare condit, ie de ortogonalitate
〈h∗D,ν〉 = 0, adică,

h∗D ∈ H
1
2
ν (Γ,R2). (4.1.6)
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Prin urmare, urma u pe Γ poate fi scrisă ca(
γ+u

)
|Γ = ϕN + h∗D (4.1.7)

s, i datorită ecuat, iei de continuitate s, i a teoremei flux-divergent, ă, deducem că densitatea dorită
ϕN satisface condit, ia de ortogonalitate

〈ϕN ,ν〉 = 0, i.e., ϕ ∈ H̃
1
2
ν (Γ,R2). (4.1.8)

Înainte de a ı̂ncepe analiza ecuat, iilor de frontieră (4.1.3), (4.1.4) referitoare la problema
mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman, introducem pentru claritate următoarele
notat, ii. De vreme ce lucrăm cu restrict, ii la frontieră, notăm

VDα ψ := Vαψ|ΓD
, K∗Nα ψ := K∗αϕ|ΓN

, ψ ∈ H̃−
1
2 (ΓD,R2), (4.1.9)

KD
α ϕ := Kαϕ|ΓD

, DN
α ϕ := Dαϕ|ΓN

, ϕ ∈ H̃
1
2 (ΓN ,R2). (4.1.10)

Restrict, ionând (4.1.3) la ΓD s, i ecuat, ia (4.1.4) la ΓN , obt, inem sistemul de ecuat, ii de frontieră
cu necunoscutele ψD ∈ H̃−

1
2 (ΓD,R2) s, i ϕN ∈ H̃

1
2 (ΓN ,R2) de forma{

VDα ψD −KD
α ϕN = f1, x ∈ ΓD

K∗Nα ψD −DN
α ϕN = f2, x ∈ ΓN

(4.1.11)

unde (f1, f2) ∈ H
1
2 (ΓD,R2)×H−

1
2 (ΓN ,R2) sunt date de

f1 = 1
2h∗D + KD

α h∗D − VDα g∗, f2 = DN
α h∗D + 1

2g∗ −K∗Nα g∗. (4.1.12)

Având argumentele de mai sus, ment, ionăm o teoremă de echivalent, ă ı̂ntre problema mixtă
Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman (4.1.1) s, i sistemul de ecuat, ii integrale limită
(4.1.11). De asemenea, ne referim la Teorema 7.9 din [76].

Teorema 4.1.2. Fie ipoteza 4.1.1 satisfăcută s, i fie h ∈ H
1
2 (Γ,R2) s, i g ∈ H−

1
2 (Γ,R2). De

asemenea, fie g∗ s, i h∗D date de (4.1.5) s, i (4.1.6). Atunci, următoarele afirmat,ii sunt adevărate.

(i) Dacă (u, π) ∈ H1(D,R2)×L2(D) este o solut,ie a sistemului (4.1.1), atunci (ψD, ϕN ) date
de

ψD = t+
α (u, π)− g∗, ϕN = γ+u− h∗D, (4.1.13)

sunt o solut,ie pentru (4.1.11). Mai mult, solut,ia (u, π) poate fi reprezentată

u = Vα(ψD + g∗)−Wα(ϕN + h∗D), π = Qsα(ψD + g∗)−Qdα(ϕN + h∗D), (4.1.14)

(ii) Dacă, (ϕN , ψD) ∈ H̃
1
2 (ΓN ,R2) × H̃

1
2 (ΓD,R2) este o solut,ie pentru sistemul integral

(4.1.11), atunci formula (4.1.14) definis, te o solut,ie pentru sistemul (4.1.1).

Pentru simplitate, introducem notat, ia H pentru spat, iul produs

H := H̃
1
2
ν (ΓN ,R2)× H̃−

1
2 (ΓD,R2) ⊂ H

1
2 (Γ,R2)×H−

1
2 (Γ,R2). (4.1.15)

Definim forma biliniară a : H×H → R astfel ı̂ncât

a((ϕN , ψD); (ϕ,ψ)) := 〈VDα ψD, ψ〉 − 〈KD
α ϕN , ψ〉+ 〈K∗Nα ψD, ϕ〉+ 〈−DN

α ϕN , ϕ〉. (4.1.16)

Apoi luăm ı̂n considerare următoarea problemă variat, ională a problemei mixte Dirichlet-
Neumann pentru sistemul Brinkman (4.1.1). Găsit, i (ϕN , ψD) ∈ H astfel ı̂ncât următoarea
ecuat, ie să fie ı̂ndeplinită (a se vedea [61] pentru α = 0)

a((ϕN , ψD); (ϕ,ψ)) = l(ϕ,ψ), ∀(ϕ,ψ) ∈ H, (4.1.17)
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unde

l(ϕ,ψ) =
〈1

2h∗D + KD
α h∗D − VDα g∗, ψ

〉
+
〈

DN
α h∗D + 1

2g∗ −K∗Nα g∗, ϕ
〉
. (4.1.18)

Înainte de a analiza sistemului de ecuat, ii integrale (4.1.11), studiem proprietăt, ile de coerci-
vitate ale operatorilor potent, iali de simplu s, i dublu strat.

Teorema 4.1.3. În ipoteza 4.1.1, avem următoarele proprietăt,ii de coercivitate.

(i) Operatorul de simplu strat

VDα : H̃−
1
2 (ΓD,R2)→ H

1
2 (ΓD,R2), (4.1.19)

este elliptic, adică,

〈VDα ψ,ψ〉 ≥ cV ‖ψ‖H̃− 1
2 (ΓD,R2)

, ∀ ψ ∈ H̃−
1
2 (ΓD,R2). (4.1.20)

(ii) Operatorul hipersingular

DN
α : H̃

1
2
ν (ΓN ,R2)→ H−

1
2 (ΓN ,R2)/Rν, (4.1.21)

este elliptic, adică,

〈−DN
α ϕ,ϕ〉 ≥ cD‖ϕ‖

H̃
1
2

ν (ΓN ,R2)
, ∀ ϕ ∈ H̃

1
2
ν (ΓN ,R2). (4.1.22)

Acum arătam următorul rezultat de bine-punearea problemei pentru problema variat, ională
(4.1.17).

Teorema 4.1.4. În ipoteza 4.1.1 s, i pentru α ∈ (0,∞) problema variat,ională (4.1.17) are o
solut,ie unică.

4.2 Problema Poisson cu condit, ii mixte la frontieră pentru sis-
temul Brinkman

Următoarea subsect, iune este dedicată extinderii rezultatului de solvabilitate pentru pro-
blema Dirichlet-Neumann mixtă pentru sistemul Brinkman omogen la problema Poisson
ı̂nrudită folosind o abordare constructivă cu ajutorul potent, ialul Newtonian ([37, Teorema 3]).
Ulterior, ne concentrăm atent, ia asupra problemei de frontieră Dirichlet-Robin pentru sistemul
Brinkman, care joacă un rol principal ı̂n analiza sistemelor neliniare din ultima parte a acestei
sect, iuni. Rezultatul dorit se bazează pe proprietatea Fredholm a operatorului aferent s, i a fost
obt, inut ı̂n lucrarea noastră [37, Teorema 4].

4.2.1 Problema Poisson pentru sistemul Brinkman cu condit, ii mixte Dirich-
let s, i Neumann

În această subsect, iune vom arăta rezultatul de bine-punere al solut, iei slabe pentru problema
la limită mixtă a tipului Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman ı̂n spat, ii Sobolev cu bază
ı̂n L2 pe un domeniu Lipschtz mărginit D ı̂n R2 cu frontierea conexă. Rezultatul de bine-punere
pentru această problemă se bazează pe proprietatea de bine-punere a problemei obt, inută ı̂n
sect, iunea anterioară s, i urmează argumente similare ca ı̂n [53], unde autorii au studiat problema
Poisson pentru sistemul Stokes s, i Brinkman (a se vedea s, i [65, Sect, iunea 4]).

Pentru simplitatea notat, iilor, să definim spat, iul solut, iei X , spat, iul datelor pe frontieră B s, i
spat, iul Y pentru problema pe frontieră mixtă pentru Brinkman sistem ca

X := H1(D,R2)× L2(D), B := H
1
2 (ΓD,R2)×H−

1
2 (ΓN ,R2), Y := H̃−1(D,R2)× B. (4.2.1)
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Teorema 4.2.1. În ipoteza 4.1.1 s, i pentru datele (h,g) ∈ B, problema pe frontieră de tipul
Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman

4u− αu−∇π = f |D,
div u = 0 in D(
γ+u

)
|ΓD

= h ∈ H
1
2 (ΓD,R2)(

t+
α (u, π)

)
|ΓN

= g ∈ H−
1
2 (ΓN ,R2),

(4.2.2)

are o solut,ie unică (u, p) ∈ X . Mai mult, există un operator liniar s, i coninuu Aα : Y → X care
livrează solut,ia, s, i o constantă C ≡ C(α,ΓD,ΓN ) > 0 astfel ı̂ncât

‖u‖H1(D,R2) + ‖π‖L2(D) ≤ C
(
‖f‖

H̃−1(D,R2) + ‖h‖
H

1
2 (ΓD,R2)

+ ‖g‖
H−

1
2 (ΓN ,R2)

)
.

4.2.2 Problema Poisson pentru sistemul Brinkman cu condit, ii Dirichlet s, i
Robin

În continuare, ne preocupăm de problema mixtă Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman.
Să luăm ı̂n considerare acum că frontiera Γ este ı̂mpărt, ită ı̂n două părt, i care nu se suprapun
ΓD s, i ΓR astfel ı̂ncât ΓD ∪ ΓR = Γ ı̂n analogie cu Definit, ia 1.1.2, adică acum avem B =
H

1
2 (ΓD,R2)×H−

1
2 (ΓR,R2). Atunci, problema mixtă Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman

este 
∆u− αu−∇π = f |D,
div u = 0 in D

(γ+u)|ΓD
= h ∈ H

1
2 (ΓD,R2),

(t+
α (u, π)|ΓR

+ (λγ+u)|ΓR
= g ∈ H−

1
2 (ΓR,R2).

(4.2.3)

unde (·)|ΓR
denotă operatorul de restict, ie de la spat, iul H−

1
2 (Γ,R2) definit pe ı̂ntreaga frontieră

la cel definit pe partea ΓR, s, i λ ∈ L∞(ΓR,R2⊗R2) este o funct, ie cu valori matriciale simetrică,
astfel ı̂ncât (ca ı̂n [52, Teorema 4.1])

〈λv,v〉ΓR
≥ 0, ∀v ∈ L2(ΓR,R2). (4.2.4)

Teorema 4.2.2. Presupunând că D ⊂ R2 este un domeniu Lipschitz cu frontiera conexă Γ, care
este descompusă ı̂n doua părt,i adiacente care nu se suprapun Γ = ΓD∪ΓR ca ı̂n Definit,ia 1.1.2.
Fie α ∈ (0,∞) s, i fie λ ∈ L∞(Γ,R2 ⊗ R2) o funct,ie cu valori maticiale simetrica care satisface
proprietatea (4.2.4). Atunci problema (4.2.3) are o solut,ie unică, care satisface estimarea

‖u‖H1(D,R2) + ‖π‖L2(D,R2) ≤ c
(
‖f‖

H̃−1(D,R2) + ‖h‖
H

1
2 (ΓD,R2)

+ ‖g‖
H−

1
2 (ΓR,R2)

)
. (4.2.5)

4.3 Probleme cu valori pe frontieră pentru sistemul neliniar
Darcy-Forchheimer-Brinkman system ı̂n R2

Această sect, iune este dedicată analizei problemelor cu valori pe front, ieră (probleme pe fron-
tieră) pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman pentru un domeniu Lipschitz din
R2. Sect, iunea ı̂ncepem cu problema Dirichlet s, i precizăm rezultatul de bine-punere a proble-
mei ca un caz particular de probleme la limită din literatura de specialitate. Apoi oferim o
demonstrat, ie constructivă pentru problema Neumann urmând ideile principale din [51, Teo-
rema 4.1] s, i [34, Teorema 4.1]. Rezultatele existent,ei s, i unicităt, ii pentru problema Robin sunt
ment, ionate ca ı̂n lucrarea noastră [34, Teorema 4.2].

În sfârs, it, ajungem la rezultatul principal al acestei sect, iuni, care este problema pe frontieră
mixtă Dirichlet-Robin pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, ca rezultat ori-
ginal publicat ı̂n [37]. Această problemă reprezintă fundamentul teoretic pentru problemele la
frontieră mixte, care sunt studiate numeric ı̂n ultima parte.
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4.3.1 Probleme cu valori pe frontieră de tipul mixt Dirichlet-Robin pentru
sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman

În acest rezumat obt, inem un rezultat de existent, ă s, i unicitate similar cu cel ı̂n [51, Teorema
7.1] pentru solut, ia slabă a problemei mixte Dirichlet-Robin (4.3.2), cu datele pe frontieră (h,g) ∈
B. Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman cu condit, ii la frontieră Robin ı̂n domeniile Lipschitz
din cazul Euclidian a fost cercetat ı̂n [52] (a se vedea, de asemenea, [54] s, i [65] pentru probleme
de transmisie).

Teorema 4.3.1. Presupunând că D ⊂ R2 este un domeniu Lipschitz mărginit cu frontieră
conexă Γ, care este descpompus similar cu (1.1.2) ı̂n două part,i adiacente ΓD s, i ΓR. Fie
α, β > 0 două constante date s, i fie λ ∈ L∞(Γ,R2 ⊗R2) o funct,ie cu valori matriciale simetrică
cu propreitatea (4.2.4). Atunci există două constante Cj ≡ Cj(D, α, β) > 0, j = 1, 2, cu
proprietatea că pentru orice (f ,h,g) ∈ Y, care satisfac condit,ia

‖f‖
H̃−1(D,R2) + ‖h‖

H
1
2 (ΓD,R2)

+ ‖g‖
H−

1
2 (ΓR,R2)

≤ C1, (4.3.1)

problema de tipul mixt Dirichlet-Robin pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman
4u− αu− β(u · ∇)u−∇π = f ,
div u = 0 in D,(
γ+u

)
|ΓD

= h ∈ H
1
2 (ΓD,R2)(

t+
α (u, π)

)
|ΓR

+ λ
(
γ+u

)
|ΓR

= g ∈ H−
1
2 (ΓR,R2)

(4.3.2)

are o solut,ie unică (u, π) ∈ X , cu proprietatea ‖u‖H1(D,R2) ≤ C2.

41



Partea II

Probleme cu valori pe frontieră
pentru sistemele Stokes s, i
Navier-Stokes pe varietăt, i

Riemanniene compacte
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Capitolul 5

Rezultate preliminarii pentru
probleme la frontieră pe varietăt, i
Riemanniene compacte

Acest capitol este dedicat rezultatelor preliminare legate de studiul problemelor cu valori
pe frontieră pe variatăt, i Riemanniene compacte. Prin urmare, ı̂n acest scop, includem definit, ia
varietăt, i Riemanniene netede, compacte, fără frontieră, metrică Riemanniană, spat, iu tangent s, i
cotangent, precum s, i spat, iile funct, iilor vectoriale s, i a formelor diferent, iale, bazate pe [110], [85]
s, i [113, Capitolul 8]. Ulterior, introducem not, iunea de domeniu Lipschitz, principalele spat, ii
Sobolev, operatorul urmă s, i operatorul de derivare conormal necesare ı̂n continuarea tezei. Să
ment, ionăm că o condit, ie importantă care asigură invertibilitatea operatorului de deformare este
condit, ia ca singurul câmp vector Killing să fie cel trivial (vezi Definit, ia 5.1.17).

În continuare, urmând strctura principală a primei părt, i a acestei teze, introducem ı̂n a doua
parte a acestui capitol solut, ia fundamentală pentru sistemul Stokes s, i operatorii potent, iali de
strat asociat, i. În partea finală a acestui capitol, introducem câteva rezultate originale privind
inversabilitatea operatorului potent, ial de simplu strat s, i a operatorului potent, ial hipersingular
legat de problema mixtă la frontieră [38, Teorema 4.2] s, i unele proprietăt, i de compactitate ale
operatorului potent, ial de dublu strat [38, Teorema 4.3] asociat unei părt, i din descompunerea
frontierei.

5.1 Setări funct, ionale s, i rezultate aferente varietăt, ilor Rieman-
niene compacte

În această sect, iune, ı̂ncepem cu o scurtă introducere despre varietăt, i s, i rezultate aferente.
Prin urmare, introducem definit, iile s, i conceptele geometrice principale legate de variatăt, i Ri-
emanniene compacte, cum ar fi definit, iile unei variatăt, ii Riemanniene netede, compacte, fără
frontieră, metrica Riemanniană, fibratele tangente s, i cotangente, precum s, i spat, iile funct, iilor
vectoriale s, i a formelor diferent, iale. Prezentarea acestor concepte se bazează pe cărt, ile [110],
[85] s, i [113, Capitolul 5].

În plus, introducem not, iunea de domeniu Lipschitz, spat, iile Sobolev pe varietăt, ii Rieman-
niene compacte, operatorul urmă s, i operatorul de derivate conormal necesare ı̂n continuare.
O parte importantă este definit, ia conexiunii Levi-Civita, a operatorului de deformare Def s, i a
operatorului diferent, ial eliptic de ordinul doi L, care este principalul operator eliptic ı̂n definit, ia
sistemului Stokes pe varietăt, ii Riemanniene compacte. Ret, inet, i că o condit, ie importantă care
asigură invertibilitatea operatorului de deformare este condit, ia ca varietatea să nu aibă câmpuri
vectoriale Killing netriviale (vezi Definit, ia 5.1.17).
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5.1.1 Concepte geometrice asociate varietăt, ilor Riemanniene compacte

În primul rând, reamintim definit, ia unei varietăt,i Riemanniene netede s, i compacte de di-
mensiune m ≥ 2 fără frontieră (M, 〈·, ·〉) urmărind [113, Capitolul 5], [69, Capitolul 1], [70] s, i
[112].

O metrică Riemanniană pe o varietate netedă M este un tensor de tipul (0, 2)− notat aici cu
g care este simetric, i.e., g(X,Y ) = g(Y,X) s, i este definit pozitiv, i.e., g(X,X) > 0 pentru toate
X 6= 0. Lucrând ı̂n contextul de sistem de coordonate local, metrica Riemannian are forma

g : X(U)× X(U)→ C∞(U), g =
∑
j,k

gjkdxj ⊗ dxk = gjkdxj ⊗ dxk1. (5.1.1)

Astfel, metrica Riemanniană determină un produs scalar pe fiecare spat, iu tangent TpM , astfel
ı̂ncât pentru fiecare p ∈ M , spat, iul cotangent poate fi identificat natural cu spat, iu tangent iar
fibratul cotangent T ∗M cu fibratul tangent TM . Mai mult, spat, iul formelor diferent, iale Λ1TM
este identificat cu spatiul X(M) a câmpurilor vectoriale netede prin izometria ∂j → gjldxl (index
de scădere), sau inversa acesteia dxj → gjl∂l (index de ridicare), unde (gjl) reprezintă inversa
lui (gjl), i.e., gjlglk = δjk. Fie g = det(gjk). Atunci elementul de volum in M , dvol este dat de
tensorul metri a lui M . Asfel, ı̂n coordonete locale avem dvol = √gdx1 . . . dxm.

Prin urmare, operatorul gradient grad : C∞(M) → X(M) devine operatorul exterior de
derivare

d : C∞(M)→ C∞(M,Λ1TM), dat de d = ∂jdx
j , (5.1.2)

s, i operatorul divergent, ă −div : X(M) → C∞(M) se identifică cu operatorul exterior de co-
derivare

δ : C∞(M,Λ1TM)→ C∞(M), δ = d∗. (5.1.3)

Pentru mai multe detalii referitoare la geometrie diferent, ială pe varietăt, i Riemanniene, vă
trimitem la [113, Capitolul 5], [69, Capitolul 1], [70] s, i [112].

Domenii Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene compacte

Reamintim pentru claritate Definit, ia 5.1.4 al domeniului Lipschitz ı̂n cadrul Euclidian, care
constituie baza pentru definirea unui domeniu Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene compacte.

Având definit, ia 5.1.4, oferim acum definit, ia unui domeniu Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene
compacte bazate pe Definit, ia 3.5 din [32].

Definit, ia 5.1.1. Fie M o varietate topologică compactă fără frontieră de dimensiune n echipată
cu un atlas neted A. Un domeniu Lipschtiz pe M este o mult, ime deschisă D ⊂M relativ la A,
dacă pentru fiecare x0 ∈ Γ, există un chart local (U,ϕ) ∈ A cu x0 ∈ U astfel ı̂ncât ϕ(U∩D) ⊂ Rn
este un domeniu Lipschitz ı̂n Rn.

Următoarea definit, ie oferă not, iunea de disect, ie a frontirei ı̂n două părt, i ΓD s, i ΓN , care este
utilizată pentru a formula probleme pe frontieră mixte pe varietăt, i Riemanniene compacte.

Definit, ia 5.1.2. Fie D ⊂ M un domeniu Lipschitz mărginit cu frontiera conexă Γ = ∂D. O
disect, ie a frontierei este o descompunere ı̂n două părt, i adiacente, deschise relativ la Γ, care nu
se suprapun ΓD,ΓN s, i au următoarele proprietăt, ii

Γ = ΓD ∪ ΓN , ∂ΓD = ∂ΓN = ΓD ∩ ΓN , s, i meas ΓD > 0, meas ΓN > 0. (5.1.4)
1În ceea ce urmează folosim convent, ia de adunare a indicelui repetat.
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5.1.2 Spat, ii Sobolev pe varietăt, i Riemanniane compacte

Fie s ∈ R. Spat, iul Sobolev Hs(M) este definit ca fiind spat, iul cu bază ı̂n L2 pe M , care
poate fi obt, inut prin ridicarea (”lifting”) spat, iul Sobolev (sau Bessel potential)

Hs(Rm) := {(I−4)−s/2f : f ∈ L2(Rm)} (5.1.5)

via o partit, ie a unităt, ii pe M s, i ”pullback” pe charturile locale corespunzătoare. De ment, ionat
este faptul că spat, iile Hs(M) s, i H−s(M) sunt reciproc duale.

Fie D := D+ ⊂M un domeniu Lipschitz s, i presupunem că M \D := D− este conex s, i nevid.
Pentru s > 0, spat, iul Sobolev cu bază in L2 pe D este definit ca

Hs(D) := {f |D : f ∈ Hs(M)}, H̃s(D) := {f ∈ Hs(M) : suppf ⊆ D}, (5.1.6)
H̃s(D)|D := {f |D : f ∈ H̃s(D)}. (5.1.7)

Mai mult, H−s(D) este dualul spat, iului H̃s(D). Pentru fiecare s ∈ R (a se vedea [47, Propozit, ia
2.9], [84, (4.14)])

(Hs(D))′ = H̃−s(D), H−s(D) =
(
H̃s(D)

)′
. (5.1.8)

Spat, iul Sobolev cu bază ı̂n L2 a formelor defirent, iale pe D este dat de

Hs(D,Λ1TM) := Hs(D)⊗ Λ1TM |D, H̃s(D,Λ1TM) = H̃s(D)⊗ Λ1TM, (5.1.9)
H̃s(D,Λ1TM)|D = H̃s(D)|D ⊗ Λ1TM |D, (5.1.10)

unde simbolul ⊗ denotă produsul tensorial (a se vedea [105, Capitolul 4, Sect, iunea 3]).
Spat, iile Sobolev frontieră cu bază ı̂n L2: Pentru s ∈ [0, 1], Hs(Γ) s, i Hs(Γ,Λ1TM) denotă

spat, iile Sobolev frontieră a funct, iilor sau a unu-formelor. Pentru s ∈ [−1, 0), spat, iul Hs(Γ) este
spat, iul distribut, iilor definite pe H−s(Γ), i.e., Hs(Γ) = H−s(Γ). Pentru mai multe detalii a se
vedea [110].

Fie ν = (ν1, . . . , νn) vectorul unitate normal spre exteriorul lui Γ, care este definit aproape
peste tot referitor la măsura de suprafat, ă dσ pe Γ. În ceea ce urmează, o să lucrăm cu
spat, iile ı̂nchise H

1
2
ν (Γ,Λ1TM) ale lui H

1
2 (Γ,Λ1TM) s, i cu spat, iul cât H−

1
2 (Γ,Λ1TM)/Rν a

lui H−
1
2 (Γ,Λ1TM), definit prin

H
1
2
ν (Γ,Λ1TM) :=

{
f ∈ H

1
2 (Γ,Λ1TM) : 〈ν, f〉Γ = 0

}
, (5.1.11)

H−
1
2 (Γ,Λ1TM)/Rν :=

{
[g] = g + Rν where g ∈ H−

1
2 (Γ,Λ1TM)

}
. (5.1.12)

Observăm că H−
1
2 (Γ,Λ1TM)/Rν = (H

1
2
ν (Γ,Λ1TM))∗, (cf. [86, 5.118]).

În final, fie spat, iul

H1
δ (D±,Λ1TM) :=

{
u ∈ H1(D±,Λ1TM) : δu = 0 in D±

}
, (5.1.13)

care reprezintă spat, iul câmpurilor vectoriale (sau a unu-formelor) care au divergent,a zero pe
D±.

5.1.3 Operatorul de deformare pe spat, iile Sobolev

O connexiune Levi-Civita pe M este o conexiune afină care este compatibilă cu metrica Rie-
manniană g s, i este ”torsion-free”. Un rezultate cheie a geometriei Riemanniane afirmă ca pentru
fiecare varietate Riemanniană dată (M, g) există o unică conexiune Levi-Civita ∇, definită de
condit, ia de ”torsion-free” (cf. [107, Propozit, ia 11.1, Capitolul 1 §11]).
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Partea simetrică a lui ∇X se numes,te deformarea lui X, s, i se notează cu Def X. Astfel,

(Def X)(Y,Z) = 1
2{〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX,Y 〉}, ∀ Y, Z ∈ X(M). (5.1.14)

Câmpul tensorial Def X poate fi reprezentat global ı̂n forma echivalentă ca s, i 1
2LXg, unde LXg

este derivata Lie a lui g ı̂n direct, ia lui X (a se vedea, de ex., [107]). Reprezentăm prin S2T ∗M
mult, imea câmpurilor tensoriale simetrice de tipul (0, 2), astfel ı̂ncât să avem

Def : X(M)→ C∞(M,S2T ∗M). (5.1.15)

Adjunctul lui Def este definit prin Def∗w = −divw, w ∈ S2T ∗M (a se vedea, de ex., [107]).
Operatorul (5.1.15) admite o extensie liniara s, i mărginită

Def : H1(M,Λ1TM)→ H−1(M,S2T ∗M). (5.1.16)

Definit, ia 5.1.3. Un câmp vectorial X ∈ X(M) care satisface ecuat, ia

Def X = 0 on M, (5.1.17)

este numit câmp Killing.

În continuarea acestiu capitol presupunem că singurul câmp Killing este cel trivial. Prin
modificarea lui M departe de D, această condit, ie poate fi realizată (a se vedea, de ex., [85],
[25]).

5.1.4 Operatorul Stokes s, i Oseen pe varietăt, i Riemanniene compacte

În ceea ce urmează, fie M o varietate Riemanniană, netedă s, i compactă fără frontieră, fie
D+ un domeniu Lipschitz pe M s, i D− = M\D. Considerăm operatorul different, ial eliptic de
ordinul doi

L : X(M)→ X(M), L := 2Def∗Def = −4+ dδ − 2Ric, (5.1.18)

unde 4 := −(dδ+ δd) este Laplacianul Hodge s, i Ric este tensorul Ricci (a se vedea, de ex., [25,
(2.6)]). Pentru orice s ∈ (0, 1), operatorul (5.1.18) se extinde la un operator liniar s, i mărginit
(a se vedea, de ex., [68, p. 177])

L = 2Def∗Def : Hs+ 1
2 (M,Λ1TM)→ Hs− 3

2 (M,Λ1TM). (5.1.19)

Operatorul Oseen este o perturbare de ordinul ı̂ntâi a operatorului Stokes, care este definit prin

Bω : H1(D,Λ1TM)× L2(D)→ H−1(D,Λ1TM)× L2(D),

Bω :=
(
L d
δ 0

)
+
(
∇ω 0
0 0

)
,

(5.1.20)

unde ω ∈ H1(D,Λ1TM) este un câmp vectorial fără divergent, ă, i.e.,

δω = 0 in D. (5.1.21)

De remercat este faptul că dacă ω = 0, se obt, ine opratorul Stokes B0. În partea care
urmează ı̂n această teză, presupunem că M are dimensiune mică, i.e., dim(M) ∈ {2, 3}, oriĉınd
aven de-a face cu operatorul Oseen. Prin urmare, următoarea incluziuni sunt continue (a se
vedea, de ex., [53])

H1(D,Λ1TM) · L2(D,Λ1TM ⊗ Λ1TM) ↪→ L
3
2 (D,Λ1TM) ↪→ H̃−1(D,Λ1TM). (5.1.22)
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Ret, inet, i că (5.1.22) s, i incluziunea H̃−1(D,Λ1TM) ↪→ H−1(D,Λ1TM) arată că operatorul Oseen
(5.1.20) este bine definit.

Datorită unor detalii tehnice, câmpul vectorial fără divergentă ω trebiue să satisfacă condit, ia
de pozitivitate 2

〈∇ωu,u〉
D
≥ 0, ∀ u ∈ H1(D,Λ1TM). (5.1.23)

Relat, ia (5.1.22) arată că ∇ωu ∈ H̃−1(D,Λ1TM) =
(
H1(D,Λ1TM)

)′, s, i prin urmare produsul
dual (5.1.23) este bine definit, pentru orice u ∈ H1(D,Λ1TM).

În versiunea completă a tezei am arătat că gradientul unor funct, ii harmonice pot juca rolul
lui ω, deoarece divergent,a lor este nulă. Deoarece constantele sunt singulele funct, ii harmonice pe
varietăt, ii compacte iar presupunearea noastră necestită câmpuri vectoriale nenule, considerăm
funct, ii harmonice pe varietatea necompactă M \ {x0}. Acest rezultat a fost obt, inut ı̂n articolul
nostru [42, Propozit, ia 5.4.1].

5.1.5 Operatorul urmă s, i operatorul de derivare conormal

Similar cu prima parte a acestei teze, introducem operatorul urmă s, i operatorul de derivate
conormal generalizat, care sunt necesare ı̂n continuare.

Operatorul urmă pe domenii Lipschitz complementare. Fie x ∈ Γ s, i fie C±(x) ⊆ D±
regiunile netangential de apropiere, i.e., regiuni conice cu centrul ı̂n x (a se vedea definit, ia (1.1.2)
dată ı̂n contextul Euclidean). Limitele netangentiale la frontieră a unei funct, ii u pe Γ± sunt
definite ca (a se vedea (1.3.2) pentru cazul Euclidean)

(γ±u)(x) := lim
y∈C±(x)

u(y), x ∈ Γ, (5.1.24)

(a se vedea, de ex., [85, (3.23)]). Aces,ti operatori de extind la spat, ii Sobolev similar cu Lemma
1.3.1. Versiunea următoare a lemei Gagliardo are loc s, i pentru varietăt, i Riemanniene compacte
(a se vedea, de ex., [86, Teorema 2.5.2], [85, 20]).

Lema 5.1.4. Fie s ∈ (0, 1). Atunci există doi operatori liniari s, i continui

γ± : Hs+ 1
2 (D±)→ Hs(Γ), (5.1.25)

astfel ı̂ncât γ±u = u|Γ, ∀ u ∈ C∞(D±), să admită o inversă (neunică) liniară, continuă la
dreapta

(γ±)−1 : Hs(Γ)→ Hs+ 1
2 (D±), γ±((γ±)−1φ) = φ, ∀ φ ∈ Hs(Γ). (5.1.26)

Rezultatul din Lemma 5.1.4 are loc s, i pentru operatorul urmă care act, ionează pe forme
diferent, iale γ± : Hs+ 1

2 (D±,Λ1TM)→ Hs(Γ,Λ1TM). Aces,ti operatori sunt bine definit, i, liniari,
mărginit, ă s, i surjectivi (a se vedea [25, 47, 84]).

Fie α ≥ 0 o constantă dată. În ceea ce urmează, considerăn spat, iile Sobolev spaciale

H1(D) :=
{
(u, π, f) ∈H1(D,Λ1TM)× L2(D)× H̃−1(D,Λ1TM)|D :

(L+ αI)u + dπ = f and δu = 0 in D
}
. (5.1.27)

Reprezentăm cu dσ măsura de suprafat, ă pe Γ s, i prin ν vectorul unitate exterior, care este
definit aproape peste tot pe Γ, relativ la dσ.

Operatorul de derivare conormal pentru sistemul Stokes pe varietăt, i Riemanniene compacte
este definit ı̂n continuare (a se vedea, de ex., [81] [86, Teorema 10.4.1], [59, Lema 2.2] ). Mai mult,
ment, ionăm faptul că definit, ia unui operator eliptic ı̂n cazul general Agmon-Douglis-Niremberg
este dat ı̂n Lema 2.4 din [58].

2Reamintim că notat, ia 〈·, ·〉X reprezintă dualitatea ı̂ntre două spat, ii Sobolev pe X.
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Lema 5.1.5. Fie α ≥ 0 o constantă dată. Fie M o varietate Riemanniană compactă s, i D ⊂M
un domeniu Lipschitz. Operatorul de derivare conormal

t+
α : H1(D)→ H−

1
2 (Γ,Λ1TM),

〈t+
α (u, π)f ,Φ〉Γ : = 2〈Defu,Def((γ+)−1Φ)〉D +

〈
π, δ((γ+)−1Φ)

〉
D

− 〈f , (γ+)−1Φ〉D + α〈u, (γ+)−1Φ〉D, ∀ Φ ∈ H
1
2 (Γ,Λ1TM) (5.1.28)

este bine defined, liniar s, i mărginit, s, i este independent de alegerea inversei la dreapta (γ+)−1 :
H

1
2 (Γ,Λ1TM) → H1(D,Λ1TM) a operatorului urmă netangential γ+ : H1(D,Λ1TM) →

H
1
2 (Γ,Λ1TM). Mai mult, pentru toate (u, π, f) ∈ H1(D) s, i orice w ∈ H1(D,Λ1TM) avem

următoarea formulă de tipul Green

〈t+
α (u, π)f , γ

+w〉Γ = 2〈Defu,Defw〉D + 〈π, δw〉D − 〈f ,w〉D + α〈u,w〉D. (5.1.29)

Lema 5.1.5 este un caz particular cu g = 0 ı̂n [59, Lema 2.2].

5.2 Solut, ia fundamentală s, i teoria potent, ialelor de strat pentru
sistemul Stokes

Mitrea s, i Taylor [85] s, i Dindos s, i Mitrea [25] au folosit teoria operatorilor pseudodiferent, iali
pentru a arăta existent,a solut, iei fundamentale pentru sistemul Stokes pe variatăt, ii Riemanniene
compacte. Una dintre principalele ipoteze necesare pentru a construi solut, ia fundamentală
pentru sistemul Stokes, este presupunerea că variatatea nu are câmpuri de Killing netriviale (a
se vedea Definit, ia 5.1.3), ceea ce garantează că operatorul de deformare Def dat ı̂n (5.1.14) este
inversabil.

Presupunerea că varietatea Riemannienă nu are câmpuri Killing nontriviale nu impune
restrict, ii, deoarece varietatea poate fi modificată astfel ı̂ncât să satisfacă această condit, ie. O
demonstrat, ie a acestui fapt poate fi găsită ı̂n sect, iunea 3 ı̂n [85].

Kohr, Pintea s, i Wendland [57, Sect, iunea 3] (a se vedea, de asemenea, [58]) au dezvoltat o
tehnică alternativă la cea a lor Mitrea s, i Taylor [85] pentru a obt, ine solut, ia fundamentală ı̂n
caz general al operatorilor eliptici Agmon-Douglis-Niremberg pe variatăt, i Riemanniene com-
pacte. În [58], Kohr, Pintea s, i Wendland au furnizat dovada inversibilităt, ii unei matrice a
operatorilor pseudodiferentiali de ordinul I s, i II, s, i pun un accent special pe un operator general
Brinkman. Solut, ia fundamentală a unor astfel de operatori pseudodiferent, iali este furnizată de
nucleul Schwartz. Mai mult, autorii au derivat teoria potent, ialelor de strat pentru un operator
Brinkman pseudodiferent, ial pe domenii Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene.

În lucrarea lor recentă, Kohr s, i Wendland [63], au dezvoltat teoria potent, ialelor pentru
sistemul Stokes cu coeficient, i netezi din clasa L∞ pe variatăt, i Riemanniene compacte, pornind
de la o metodă variat, ională. În cazul particular al coeficient, ilor netezi, autorii au descoperit
ceea ce Mitrea, Taylor [85] au obt, inut anterior.

Această sect, iune este structurată după cum urmează. Începem prin introducerea solut, iei
fundamentale a sistemului Stokes, care ne permite să definim potent, ialele corespunzătoare de
simplu strat s, i dublu strat, bazat pe lucrările [85], [57], [58], [62]. Ulterior, vom oferi unele
proprietăt, i de inversibilitate s, i de compactitate pentru operatorii potent, iali de strat legat, i de
problema mixtă pentru sistemul Stokes, urmând ideile din lucrarea noastră [38]. Să ment, ionăm
s, i faptul că această lucrare este inspirată din lucrări [61], [76], [16].

5.2.1 Solut, ia fundamentală pentru sistemul Stokes pe variatăt, i Riemanniene
compacte

Utilizând teoria operatorilor pseudodiferent, ial s, i descompunerea Hodge, Mitrea and Ta-
ylor [85] au demonstrat existent,a a doi operatori Φ ∈ OPS−2

cl (Λ1TM,Λ1TM) s, i Ψ ∈
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OPS−1
cl (Λ1TM,R) ale căror inverse au nucleele Schwartz G(x, y) s, i Π(x, y) s, i determină solut, ia

fundamentală pentru operatorul Stokes B0 pe M . Prin urmare

LxG(x, y) + dxΠ(x, y) = Diracy(x), δxG(x, y) = 0, (5.2.1)

unde Diracy este distribut, ia lui Dirac centrată ı̂n y. Operatorii diferent, iali cu subscriptul
adăugat ı̂n x se referă la act, iunea operatorului referitor la variabila x. Ment, ionăm că Dindos̆
and Mitrea [25] au demonstrat existent,a operatorului Υ ∈ OPS0

cl(M,R) pentru care următoarea
echivalent, ă are loc

ΨL = Υδ ⇐⇒ LΨ> = dΥ>. (5.2.2)

Reprezentăm cu Ξ nucleul Schwartz a operatorului clasic pseudodiferent, ial Υ>, care este
transpusa lui Υ. Egalitatea (5.2.2) implică

LxΠ>(y, x) = dxΞ(x, y) (5.2.3)

(a se vedea [25, (3.22)]). Mai mult, ment, ionăm ca solut, ia fumdamentală pentru operatorul
pseudodiferent, ial Brinkman a fost obt, inut ı̂n [57].

5.2.2 Operatorii potent, iali de strat Stokes s, i proprietăt, ile corespunzătoare

Fie s ∈ (0, 1). Atunci f ∈ Hs−1(Γ,Λ1TM), Vf reprezintă potent, ialul de simplu strat cu
densitatea f pentru sistemul Stokes, s, i Qsf denotă potent, ialul presiune corespunzător. Atunci,

(Vf)(x) = 〈G(x, ·), f〉Γ, (Qsf)(x) := 〈Π(x, ·), f〉Γ, x ∈M \ Γ. (5.2.4)

Limitele netangent, iale Vf există aproape peste tot pe Γ s, i sunt date de γ±(Vf) (cf. [85, Teorema
3.1]).

Fie h ∈ Hs
ν(Γ,Λ1TM), atunci Wh denotă potent, ialul de dublu strat cu denistatea h pentru

sistemul Stokes, iar Qdh reprezintă potent, ialul presiune corespunzător. Prin urmare,

(Wh)(x) :=
〈
−2Def G(x, ·)ν + Π>(·,x)ν,h

〉
Γ
, x ∈M \ Γ, (5.2.5)

(Qdh)(x) := 〈−2Def Π(x, ·)ν − Ξ(x, ·)ν,h〉Γ , x ∈M \ Γ, (5.2.6)

unde Π>(·,x) este transpusa lui Π(·,x), s, i Ξ(x, )̇ este nucleul Schwartz a operatorului
pseudodiferent, ial Υ (a se vedea (5.2.2) s, i (5.2.3)). Urmele netangent, iale la frontieră Wh există
aproape peste tot pe Γ s, i sunt reprezentate prin γ+(Wh) s, i γ−(Wh). Valuarea principală Wh
este notată cu Kh s, i este definită aproape peste tot ı̂n x ∈ Γ prin

(Kh)(x) := p.v.
∫

Γ

〈
− 2

[
(Defy G(x, ·))ν

]
(y) + Π>(y,x)ν(y),h(y)

〉
dσ(y) (5.2.7)

= lim
ε→0

∫
{y∈Γ: r(x,y)>ε}

〈
− 2

[
(Defy G(x, ·))ν

]
(y) + (Π)>(y,x)ν(y),h(y)

〉
dσ(y),

unde r(x,y) este distant,a geodezică ı̂ntre x s, i y ∈M (cf. [85, Lema 3.2 and Propozit, ia 3.3]).
Având ı̂n vedere (5.2.1), obt, inem relat, iile

L(Vf) + d(Qsf) = 0, δVf = 0

L(Wh) + d(Qdh) = 0, δWh = 0
in M \ Γ. (5.2.8)

Prin urmare, perechile (Vg, Qsg) s, i (Wh, Qdh) satisfac sistemul Stokes ı̂n fiecare domeniu D+
s, i respectiv D−.

Propietăt, iile prezentate mai jos reprezintă vesiunea Riemanniană a Teoremei 2.4.2. Pentru
mai multe detalii, vă sugerăm articolele [86, Propozit, ia 4.2.5, 4.2.9, Corolarul 4.3.2, Teoremele
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5.3.6, 5.4.1, 5.4.3, 10.5.3] pentru sistemul Stokes ı̂n cadrul Euclidean, [25, Teorema 2.1, (3.5),
Propozit, ia 3.5], [85, Teoremele 3.1, 6.1] pentru sistemul Stokes pe varietăt, i Riemanniene com-
pacte, s, i [58, Teoremele 4.3, 4.9, 4.11, (131), (132), (137)] pentru operatorul pseudodiferent, ial
Brinkman pe varietăt, i Riemanniene compacte.
Teorema 5.2.1. Fie D ⊂ M un domeniu Lipschitz s, i fie Γ frontiera lui. Fie s ∈ (0, 1). Se
presupune că f ∈ Hs−1(Γ,Λ1TM) s, i h ∈ Hs

ν(Γ,Λ1TM). Următoarele formule au loc aproape
peste tot pe Γ:

γ+(Vf) = γ−(Vf) := Vf , (5.2.9)

γ+(Wh) =
(1

2I + K
)
h, γ−(Wh) =

(
− 1

2I + K
)
h, (5.2.10)

D+h−D−h ∈ Rν, (5.2.11)

t+(Vf ,Qsf) =
(
− 1

2I + K∗
)
f , t−(Vf ,Qsf) =

(1
2I + K∗

)
h, (5.2.12)

unde D±h := t±(Wh,Qdh), s, i K∗ este transpusa formală a lui K, i.e.,

(K∗f)(x) = p.v.
∫

Γ
〈−2[(Defx G(·,y))ν](x) + Π(x,y)ν(x), f(y)〉dσ(yy). (5.2.13)

Mai mult,
Vν = 0, Qsν = c± ∈ R in D±, (5.2.14)

Ker
(
V : Hs−1(Γ,Λ1TM)→ Hs(Γ,Λ1TM)

)
= Rν. (5.2.15)

5.2.3 Rezultate de inversabilitate pentru operatorii potent, iali de strat
asociat, i problemelor mixte

Înainte de a lua ı̂n considerare problema mixtă la frontieră Dirichlet-Neumann din sect, iunea
următoare, să analizăm câteva proprietăt, i ale operatorilor potent, iali de strat necesari. Aceste
proprietăt, i au fost obt, inute ı̂n lucrarea noastră din Teorema 4.2 ı̂n [38]. Ele sunt versiunile
analogice ale rezultatelor din cazul Euclidian.

În acest scop, să reamintim operatorii VD, KD, K∗N s, i DN au defnit, ii simliare cu cele dată
ı̂n (4.1.9), pentru cazul Euclidean.
Teorema 5.2.2. Fie D ⊂M un domeniu Lipschitz cu frontiera conexă Γ ca in definit,ia 5.1.2.
Atunci următorii operatori sunt inversabili:

(i) Operatorul integral de simplu strat

VD : H̃−
1
2 (ΓD,Λ1TM)→ H

1
2 (ΓD,Λ1TM), (5.2.16)

(ii) Operatorul integral hipersingular

DN : H̃
1
2
ν (ΓN ,Λ1TM)→ H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM)/Rν. (5.2.17)

5.2.4 Operatori compact, i asociat, i problemelor cu valori pe frontieră mixte

Această subsect, iune este dedicată proprietăt, ii de compactitate a unor operatori integrali
speciali cu dublu strat, care joacă un rol important ı̂n analiza problemei la frontieră mixte
Dirichlet-Neumann pentru sistemul Stokes pe variatăt, ii Riemanniene compacte studiate ı̂n ca-
pitolul următor. Acestea rezultate sunt obt, inute ı̂n articolul noastru [38, Teorema 4.3].
Teorema 5.2.3. Fie D ⊂ M un domeniu Lipschitz cu frontiera descompusă ca ı̂n definit,ia
5.1.2. Atunci următorii operatori sunt compact,i:

KD : H̃
1
2 (ΓN ,Λ1TM)→ H

1
2 (ΓD,Λ1TM), dat de KDϕ = Kϕ|ΓD

, (5.2.18)

K∗N : H̃−
1
2 (ΓD,Λ1TM)→ H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM), dat de K∗Nψ = K∗ψ|ΓN

. (5.2.19)
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Capitolul 6

Probleme cu valori pe frontieră
pentru sistemele Stokes, Oseen s, i
Navier-Stokes pe varietăt, i
Riemanniane compacte

Acest capitol este dedicat diferitelor probleme pe frontieră legate de sistemele Stokes, Oseen
s, i Navier-Stokes pe varietăt, i Riemanniene compacte. Studiul curgerii a fluidelor pe o varietate
compactă, netedă Riemanniană, joacă un rol important ı̂n analiza ecuat, iilor fundamentale ale
meteorologiei s, i oceanografiei, as,a cum se arată ı̂n [109, 71], ı̂n care se obt, ine o justificare
matematică pentru ecuat, iile primitive ale atmosferei s, i a oceanului ca un model al ecuat, iilor
Navier-Stokes pe suprafet,e sferice subt, iri (a se vedea s, i [108, 26]). De asemenea, alte tipuri de
ecuat, ii de curgere, de exemplu, ecuat, iile Stokes sau ecuat, iile Darcy-Forchheimer-Brinkman pot
fi luate ı̂n considerare pe suprafet,e compacte (de exemplu, pe sfera S2) care modelează fluxul
de apă sau alte fluide newtoniene, trecând prin roci poroase sau sol poros (a se vedea, de ex.,
[55]).

Versiunea completa a tezei ı̂ncepe cu studiul unei anumite probleme de transmisie pentru
sistemul Stokes pe variatăt, i Riemanniene compacte. Problemele de transmisie au fost intens
studiate ı̂n ultimele decenii, deoarece descriu fluxul ı̂ntr-o particulă stat, ionară ı̂ncorporată ı̂ntr-
un fluid [86], [60]. Mai mult, problemele pe frontieră Dirichlet s, i Neumann pot fi privite ca
cazuri limită ale problemelor de transmitere, as,a cum este explicat ı̂n [86, pp. 1- 10], [58,
Sect, iunea 6].

A doua parte a acestui capitol se referă la probleme la frontieră mixte pentru sistemele
Stokes, Oseen s, i Navier-Stokes. Problemele cu valori pe frontieră de tip mixt Dirichlet-Neumann
pe variatăt, i Riemanniene compacte ar putea decsrie un model matematic pentru fluxul de fluide
ı̂ntr-un ocean superficial.

Kohr s, i Wendland [62, Teorema 7.9] au obt, inut rezultate de bine-punere a problemei pe
varietăt, i Riemanniene compacte pentru condit, iile la frontieră de tip mixt s, i pentru problema
Poisson neomogenă pentru sistemul cu coeficient, i nenetezi Brinkman când solut, ia apart, ine unor
spat, ii Sobolev cu bază ı̂n Lp cu p ı̂ntr-o vecinătatea a lui 2.

Rezultatele principale ale acestui capitol se bazează pe lucrarea [42], obt, inută prin lucrul
comun cu M. Kohr, C. Pintea s, i W. L. Wendland s, i lucrarea [38]. Mai mult, Teorema 6.1.4
este o generalizare a rezultatelor de bine-punere a problemei obt, inute ı̂n lucrarea noastră [38,
Teorema 4.1].
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6.1 Probleme cu valori pe frontieră de tipul mixt ı̂n domenii
Lipschitz pe varietăt, i Riemanniene compacte

Această sect, iune analizează problemele mixte la frontieră Dirichlet-Neumann pentru siste-
mele Stokes, Oseen s, i Navier Stokes. Să ment, ionăm că, recent, Kohr s, i Wendland [62, Teorema
7.9] au obt, inut un rezultat de bine-punere pentru problema Poisson neomogenă cu condit, ii la
frontieră mixte pentru sistemului Brinkman cu coeficient, i variabili ı̂n L∞, când solut, ia apart, ine
spat, iului H1,p

D (D,Λ1TM) × Lp(D), cu p ı̂ntr-o vecinătate a lui 2, unde H1,p
D (D,Λ1TM) este

subspat, iul spat, iului H1,p(D,Λ1TM) (notat de noi H1
p (D,Λ1TM)), ale cărui elemente au urma

la frontieră zero pe o parte a frontierei ΓD (a se vedea, de asemenea, Teorema 7.4 ı̂n [63] s, i
Observat, ia 7.10 ı̂n [62]). În plus, să ment, ionăm lucrările lui I. Mitrea s, i M. Mitrea [83, Teorema
8.2], care studiază probleme la frontieră mixte pentru operatorul Laplace pe spat, iile Besov din
cadrul Euclidian.

Rezultate de bine-punere a problemei pentru sisteme eliptice de ordin mai mare ı̂ntr-un
domeniu (ε, δ) ı̂n Rn cu o parte regulată de tip Ahlfors a frontierei au fost obt, inute ı̂n [10,
Teorema 7.3]. De asemenea, un rezultat general de bine-punere a pentru un operator puternic
eliptic ı̂n domeniile Lipschitz din Rn este dezvoltat ı̂n [76, Teorema 7.9] (a se vedea s, i [3] pentru
cazul Euclidiană). Pentru cazul problemelor la frontieră mixte pe domenii poliedrice vă referim
la [73, Teorema 5.2] s, i [74].

În această sect, iune dezvoltăm o abordare diferită de cele utilizate ı̂n [62] s, i [83], pentru a
analiza problemele mixte Dirichlet-Neumann pentru sistemul Stokes ı̂n domeniile Lipschitz pe
variatăt, ii Riemanniene compacte.

6.1.1 Problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Stokes

Începem din nou cu o presupunere a cadrului geometric cu care lucrăm.

Ipoteza 6.1.1. Fie D ⊂ M un domeniu Lipschitz cu frontiera conexă Γ = ∂D, care este
descompusă ı̂n două părt, i adiacente, disjuncte ΓD,ΓN ca ı̂n Definit, ia 5.1.2.

Ret, inet, i că, măsura pozitivă a ambelor partit, ii este esent, ială pentru cazul nostru, as,a cum
va fi explicat ı̂n continuare. Apoi, avem ı̂n vedere problema mixt cu condit, iile la limită Dirichlet
s, i Neumann pentru sistemul Brinkman

Lu + dπ = 0 in D,
δu = 0 in D,

γ+u|ΓD
= h ∈ H

1
2 (ΓD,Λ1TM),

t+(u, π)|ΓN
= g ∈ H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM),

(6.1.1)

unde (·)|ΓD
, (·)|ΓN

denotă operatorii de restrict, ie de la spat, iile definite pe ı̂ntreaga frontieră Γ
la una dintre părt, ile corespunzătoare ΓD sau respectiv ΓN .

Pentru a potrivi sistemul compus din (4.1.3) s, i (4.1.4) la problema cu valori pe frontiră mixtă
pentru sistemul Stokes (6.1.1), se denotă prin h∗ ∈ H̃

1
2 (Γ,Λ1TM) s, i g∗ ∈ H̃−

1
2 (Γ,Λ1TM),

extensii arbitrare la ı̂ntreaga fontieră Γ a datelor corespunzătoare h, g. Considerând h∗D ∈
H̃

1
2
ν (Γ,Λ1TM) fiind definite ı̂n (4.1.6), rezultă că datele la frontieră sunt date de

γ+u = ϕN + h∗D, t+(u, π) = ψD + g∗. (6.1.2)

Evident ϕN ∈ H̃
1
2
ν (ΓN ,Λ1TM) s, i ψD ∈ H̃−

1
2 (ΓD,Λ1TM), deoarece ϕN = 0 pe ΓD.

Pentru a demonstra bine-punerea problemei la frontieră (6.1.1), vom reformula problema ca
un sistem de ecuat, ii integrale la frontieră, inspirat de ideile principale din [16] pentru ecuat, ia
Laplace s, i [61] pentru sistemul Stokes. Să ment, ionăm s, i Teorema 7.9 ı̂n [76], care se referă la
un sistem general puternic eliptic.
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Teorema 6.1.2. Fie D,ΓD s, i ΓN ca ı̂n ipoteza 6.1.1 s, i fie h ∈ H
1
2 (Γ,Λ1TM) s, i g ∈

H−
1
2 (Γ,Λ1TM). Mai mult, considerăm g∗ s, i h∗D date de (6.1.2). Atunci, următoarele afirmat,ii

sunt adevărate:

(i) Dacă (u, π) ∈ H1(D,Λ1TM)× L2(D) este o solut,ie pentru (6.1.1), atunci (ψD, ϕN ) date
de

ψD = t+(u, π)− g∗, ϕN = γ+u− h∗D, (6.1.3)

sunt o solut,ie pentru ecuat,iile integrale{
−VDψD + KDϕN = f1, x ∈ ΓD
−K∗NψD + DNϕN = f2, x ∈ ΓN

(6.1.4)

unde (f1, f2) sunt date de

f1 = 1
2h−KDh∗D + VDg∗, f2 = −DNh∗D + 1

2g + K∗Ng∗. (6.1.5)

Mai mult, solut,ia (u, π) poate fi reprezentată ı̂n forma

u = W(ϕN + h∗D)−V(ψD + g∗), π = Qd(ϕN + h∗D)−Qs(ψD + g∗), (6.1.6)

(ii) Dacă, (ϕN , ψD) ∈ H̃
1
2 (ΓN ,Λ1TM) × H̃

1
2 (ΓD,Λ1TM) este o solut,ie a sistemului integral

(6.1.4), atunci reprezentarea ı̂n forma de potent,iale (6.1.6) definesc o solut,ie a problemei
Dirichlet-Neumann (6.1.1).

Sistemul de ecuat, ii (6.1.4) poate fi rescrisă ı̂n formă maticială

A
[
ψD
ϕN

]
=
[
−VD KD

−K∗N DN

] [
ψD
ϕN

]
= f , (6.1.7)

unde f = [f1, f2]T . Să descompunem operatorul A ca

A =
[
−VD KD

−K∗N DN

]
=
[
−VD 0

0 DN

]
+
[

0 KD

−KN∗ 0

]
= B + P. (6.1.8)

unde B este un operator matricial inversabil iar P este un operator compact precum a fost
demonstrat ı̂n [38], ceea ce implică utilizând Alternativa Fredholm că operatorul A este un
operator Fredholm de index zero. Acum, suntem pregătit, i să aratăm teorema principală a
acestei sect, iuni.

Teorema 6.1.3. În ipoteza 6.1.1, sistemul de ecuat,ii integrale (6.1.4) are o solut,ie unică ı̂n
spat,iul H̃−

1
2 (ΓD,Λ1TM)× H̃

1
2
ν (ΓN ,Λ1TM).

Teorema 6.1.4. Fie D,ΓD s, i ΓN ca ı̂n ipoteza 6.1.1. Atunci problema mixtă cu condit,ii
Dirichlet s, i Neumann pentru sistemul Stokes omogen (6.1.1) are o solut,ie unică (u, π) ∈
H1(D,Λ1TM)× L2(D). În plus, există o constantă C = C(ΓD,ΓN ) astfel ı̂ncât

‖u‖H1(D,Λ1TM) + ‖π‖L2(D) ≤ C‖(h,g)‖
H

1
2 (ΓD,Λ1TM)×H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM)

. (6.1.9)

Având acest rezultat, putem extinde problema pe frontieră mixtă dată ı̂n teorema 6.1.4 la
problema Poisson pentru sistemul Stokes prin utilizarea potent, ialelor Newtoniene. Ne referim
la [55, Sect, iunea 3.1 s, i 4.2], [42, Teorema 4.1] s, i [50, Sect, iunea 8] pentru operatorul Brinkman.
De asemenea, să introducem pentru simplitate notat, ia pentru datele problemei

B := H̃−1(D,Λ1TM)×H
1
2 (ΓD,Λ1TM)×H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM). (6.1.10)
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Teorema 6.1.5. Fie D,ΓD s, i ΓN ca ı̂n ipoteza 6.1.1. Atunci problema mixtă de tip Dirichlet-
Neumann pentru sistemul Stokes neomogen

Lu + dπ = f ∈ H̃−1(D,Λ1TM),
δu = 0 in D,

γ+u|ΓD
= h ∈ H

1
2 (ΓD,Λ1TM),

t+(u, π)|ΓN
= g ∈ H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM),

(6.1.11)

are o solut,ie unică (u, π) ∈ H1(D,Λ1TM)×L2(D). În plus, există o constantă C = C(ΓD,ΓN )
astfel ı̂ncât

‖u‖H1(D,Λ1TM) + ‖π‖L2(D) ≤ C‖(f ,h,g)‖B. (6.1.12)

6.1.2 Problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Oseen

Înainte de a continua analiza noastră, să ment, ionăm că Russo s, i Simader au arătat ı̂n
[96] rezultatul de bine-punere a sistemului Oseen ı̂n domenii Lipschitz din cadul Euclidian (a
se vedea, de ex., [97]). Mai mult, Tartaglione ı̂n [104] a studiat solut, ii foarte slabe pentru
problemele pe frontieră pentru Stokes s, i Oseen ı̂n domenii mărginite s, i exterioare din Rn, (n =
2, 3) de clasă Ck−1,1 for k ≥ 2.

Teorema 6.1.6. În ipoteza 6.1.1, există o pereche (u, π) ∈ H1(D,Λ1TM)×L2(D), care satis-
face problema cu valori pe frontieră de tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Oseen

Lu +∇ωu + dπ = f in D,
δu = 0 in D,

γ+u|ΓD
= h ∈ H

1
2 (ΓD,Λ1TM),

t+(u, π)|ΓN
= g ∈ H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM),

(6.1.13)

s, i satisface următoarea estimare

‖u‖H1(D,Λ1TM) + ‖π‖L2(D) ≤ C‖(f ,h,g)‖B, (6.1.14)

cu o constantă pozitivă C = C(ΓD,ΓN ).

6.2 Probleme cu valori pe frontieră de tipul mixt pentru sisteme
neliniare pe varietăt, ii Riemanniene compacte

În această sect, iune, vom arăta un rezultat de solvabilitate pentru problemele pe frontieră
mixte Dirichet-Neumann pentru sistemul Navier-Stokes pe variatăt, i Riemanniene compacte.
Oferim o demonstrat, ie alternativă a problemelor mixte Dirichlet-Neumann pentru sistemul
Navier-Stokes din domenii Lipschitz pe variatăt, i Riemanniene compacte, folosind rezultatul
de bine-punere a problemei pentru sistemul Oseen obt, inut ı̂n sect, iunea anterioară din Teorema
6.1.6. Acest rezultat subliniază relat, ia strânsă dintre sistemele Oseen s, i Navier-Stokes [39,
Teoremele 3.6 s, i 4.1].

6.2.1 Problema mixtă Dirichlet-Neumann pentru sistemul Navier-Stokes

Această sect, iune studiază problema mixtă pe frontieră Dirichlet-Neumann pentru sistemul
Navier-Stokes. Obt, inem un rezultat de solvabilitate pentru sistemul Navier-Stokes neliniar care
demonstrează că operatorul solut, ie pentru sistemul Oseen are un punct fix [39, Teorema 4.1].
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Teorema 6.2.1. În ipoteza 6.1.1 s, i pentru o constantă β > 0, există două constante Cj ≡
Cj(ΓD,ΓN , β) > 0, j = 1, 2, cu proprietatea că pentru toate datele (f ,h,g) ∈ B, care satisfac
inegalitatea

‖f‖
H̃−1(D,Λ1TM) + ‖h‖

H
1
2 (ΓD,Λ1TM)

+ ‖g‖
H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM)

≤ C1, (6.2.1)

problema de tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Navier-Stokes
Lu + β∇uu + dπ = f , in D
δu = 0, in D,

γ+u|ΓD
= h ∈ H

1
2 (ΓD,Λ1TM),

t+(u, π)|ΓN
= g ∈ H−

1
2 (ΓN ,Λ1TM),

(6.2.2)

are o solut,ie unică (u, π) ∈ H1(D,Λ1TM)× L2(D), astfel ı̂ncât

‖u‖H1(D,Λ1TM) ≤ C2.
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Partea III

Metode numerice s, i aplicat, ii asociate
problemelor cu valori pe frontieră

mixte
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Capitolul 7

Metode s, i rezultate numerice pentru
problema fluxului cavităt, ii antrenată
de mis,carea unui perete umplută cu
un mediu poros

Rezultatul solvabilităt, ii pentru problema Dirichlet pentru sistemul neliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman dat ı̂n (4.3.2) a fost furnizat ı̂n Teorema 4.3.1. În continuare, ne referim
la un studiu numeric al unei astfel de probleme ı̂ntr-un domeniu Lipschitz special. Astfel, ı̂n acest
capitol vom descrie câteva metode numerice referitoare la binecunoscuta problemă a miscării
unui fluid ı̂ntr-o cavităt, ii antrenată de mis,carea unui perete, cu condit, ii la frontieră Dirichlet
s, i Robin, notate pe scurt ı̂n continuarea ca problemă cavităt, ii antrenate. Problema cavităt, ii
antrenate de un perete mis,cător are ı̂n vedere o cavitate pătrată formată din trei peret, i rigizi
pe care sunt impuse condit, iile de alunecare antiderapante s, i un perete ı̂n mis,care tangent, ial cu
viteza unitară. Considerăm că mis,carea fluidului ı̂n interiorul cavităt, ii pătrate este guvernată
de sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman. De fapt, considerăm doar termenul neliniar βu · ∇u
ı̂n simulările noastre, ceea ce ı̂nseamnă că avem ı̂n vedere κ = 0, α > 0 s, i β > 0 (a se vedea
descrierea din introducere (0.0.3), dar s, i [87]).

Problema cavităt, ii antrenate de mis,carea unui perete a făcut obiectul multor studii fizice,
teoretice s, i numerice, deoarece conectează prin geometria sa simplă toate aspectele fizice rele-
vante cu modele matematice s, i metode numerice. Prin urmare, problema cavităt, ii antrenate
a devenit o problemă de referint, ă pentru mult, i autori care au ı̂ncercat să valideze metodele
numerice studiate (a se vedea, de ex., [1], [31]).

Acest capitol prezintă două metode numerice importante utilizate pentru studiul problemelor
speciale precum mis,carea ı̂ntr-o cavitate antrenată de un perete mis,cător ı̂n mecanica fluidelor,
care sunt descrise matematic de probleme pe frontieră mixte. Începem cu o scurtă descriere a
ecuat, iilor nedimensionale legate de astfel de probleme de flux a fluidor (a se vedea, de ex., [44]),
precum s, i formularea funct, ie de curent-vorticitate (a se vedea, de ex., [60]) pentru sistemul
neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman. O astfel de formulare simplifică tratarea numerică a
ecuat, iilor ı̂n cazul bidimensional. Metoda diferent,ei centrale (CD) s, i Metoda Elementului de
Frontieră Dual Reciproc (DRBEM) luate ı̂n considerare ı̂n acest capitol sunt analizate succint
pentru a evalua stabilitatea ı̂n cazul particular al problemei cavităt, ii antrenate bidimensionale.
În plus, oferim o scurtă comparat, ie a ambelor metode bazate pe [40, Sect, iunea 4] s, i [37, Sect, iunea
3], cu rezultate clasice găsite ı̂n literatura de specialitate asociată sistemului Navier-Stokes.

După aceea, vom discuta câteva rezultate numerice pentru problema fluxului cavităt, ii antre-
nate de un perete mis,cător pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman ı̂n două dimensiuni.
Condit, ii Dirichlet s, i condit, ii mixte Robin-Dirichlet sunt luate ı̂n considerare. Condit, ia Robin
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are semnificat, ia fizică de a descrie un parametru de alunecare (a se vedea, de ex., [44], [43]). Mai
mult, descriem relat, ia dintre geometria liniilor de flux s, i următorii parametri: numărul Rey-
nolds, numărul Darcy s, i parametrul de alunecare [87]. Rezultatele acestui capitol se bazează pe
lucrarea [40, Sect, iunea 4] scrisă ı̂n colaborare cu T. Gros,an s, i [37, Sect, iunea 3].

7.1 Problema fluxului ı̂ntr-o cavitate antenată de un perete
mis, cător. Enunt, s, i observat, ii

Ne referim ı̂n continuare la fluxul unui fluid Newtonian incompresibil ı̂ntr-un mediu poros
saturat, situat ı̂ntr-o cavitate pătrată de lungime L (un domeniu special Lipschitz), unde sunt
impuse anumite condit, ii specifice la limită de tip Dirichlet s, i Robin. Trei dintre peret, ii domeni-
ului sunt fixat, i s, i ultimul se mis,că cu o viteză dată, care este tangent, ială la peretele superioar.
Fie Γ1,Γ2,Γ3 peret, ii fixi s, i fie Γ4 peretele ı̂n mis,care (a se vedea figura 7.1).

Figura 7.1: The geometry of the fluid domain

Devenită o problemă de referint, ă pentru validarea s, i testarea metodelor numerice propuse
de mult, i autori de-a lungul literaturii, fluxul incompresibil laminar ı̂ntr-o cavitate pătrată al
cărui perete superior se mis,că tangent, ial cu o viteză uniformă a fost cunoscut sub numele de
problema cavităt, ii antrenate de mis,carea peretelui superior.

Condit, ia de alunecare zero la peret, ii neporos conduce la anularea câmpului viteză u, precum
s, i a derivatelor normale pe ı̂ntreaga frontieră. După cum se s,tie, nu sunt prevăzute condit, ii la
frontieră directă pentru vorticitatea Ω la peret, i (a se vedea, de ex., [87]). Cu toate acestea, de
cele mai multe ori condit, iile la frontieră pentru vorticitatea Ω sunt derivate din definit, ia dată
ı̂n ecuat, ia (7.2.10) de mai jos.

7.2 Analiza adimensională a sistemului Darcy-Forchheimer-
Brinkman

În scopul rezolvării numerice a problemei noastre fizice, este adesea convenabil să derivăm
un sistem de ecuat, ii adimensionale, astfel ı̂ncât lungimea, ı̂nălt, imea s, i viteza peretelui ı̂n mis,care
să fie scalate la unitate. Următoarea subsect, iune oferă derivarea formulării abstracte a formei
adimensionale a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman bazat pe [44, p. 307-309].

7.2.1 Forma adimensională a sistemului neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman

Sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, adică sistemul neliniar de ecuat, ii cu derivate
part, iale (4.3.2) descrie fluxul unui fluid incompresibil, vâscos situat ı̂ntr-o cavitate pătrată
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umplută cu un mediu poros saturat. Sub mis,carea tangent, ială a peretelui superior, fluidul
din interiorul cavităt, ii se rotes,te până ajunge la o stare de echilibru descrisă de ecuat, iile din
(4.3.2). Pe peretele ı̂n mis,care se impun condit, ii la limitare diferite, care corespund fie condit, iilor
Dirichlet, fie condit, iilor de frontieră mixte Dirichlet-Robin (4.3.2).

Fie u(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) câmpul viteză a curgerii fluidului s, i π = π(x, y) câmpul
presiune corespunzător. Atunci sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman (4.3.2) constă
ı̂n următoarele ecuat, ii scalare cu derivate part, iale

Ox :
(
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

)
− αu− ∂π

∂x
= β

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
,

Oy :
(
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2

)
− αv − ∂π

∂y
= β

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
,

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0. (7.2.1)

Ment, ionăm că constantele α s, i β sunt legate de proprietăt, ile fizice ale fluidului Newtonian s, i
ale mediului poros. O descriere mai detaliată urmează ı̂n subsect, iunea 7.2.3.

Un scop principal al analizei noastre este discretizarea domeniului ı̂n care este considerat
fluidul. Pentru a face acest lucru, avem ı̂n vedere următoarele variabile adimensionale, care
reprezintă o scalare a lungimii cavităt, ii pătrate s, i a vitezei peretelui ı̂n mis,care la unitate, după
cum urmează (see, de ex., [40, Section 4.1])

X = x

L
, Y = y

L
, P = πL

U0
, U = u

U0
, V = v

U0
. (7.2.2)

Atunci primele două ecuat, ii (7.2.1) se reduc la forma lor adimensională

(
∂2U

∂X2 + ∂2U

∂Y 2

)
− αU − ∂P

∂X
= β

(
U
∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y

)
,

(
∂2V

∂X2 + ∂2V

∂Y 2

)
− αV − ∂P

∂Y
= β

(
U
∂V

∂X
+ V

∂V

∂Y

)
.

(7.2.3)

Acestor ecuat, ii se adaugă ecuat, ia de continuitate adimensională

∂U

∂X
+ ∂V

∂Y
= 0. (7.2.4)

Ment, ionăm că parametrii de scalare sunt inclus, i s, i ı̂n constantele α, β din ecuat, ia (7.2.3),
dar folosim aceeas, i notat, ie ca ı̂n (7.2.1) pentru simpitatea prezentării.

Forma adimensională a condit, iilor la frontieră

Având ı̂n vedere definit, ia de mai sus a variabilelor adimensionale (7.2.2), obt, inem condit, iile
la frontieră asociate de tip Dirichlet (fără alunecare) pentru problema noastră sub forma (a se
vedea Figura 7.1)

γ+u = 0 on Γi, i = 1, 2, 3, (7.2.5)
γ+u = U0 on Γ4, (7.2.6)

unde U0 este viteza peretelui mis,cător. Mai mult, considerăm condit, ii la frontieră de tip Robin
pentru peretele mis,cător Γ4, care este exprimat ı̂n terminii parametrului de alunecare S. Astfel,
condit, iile la limită Robin considerate ı̂n continuare au forma

γu = U0 + S
du
dν

on Γ4, (7.2.7)
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care conduc la forma adimensională a condit, iilor pe frontieră mixte Dirichlet-Robin ı̂n termeni
de funct, ie de curent exprimat prin

∂Ψ
∂X

= 0 on Γ1,Γ3,
∂Ψ
∂Y

= 0 on Γ2,
∂Ψ
∂Y

= 1 + S
∂2Ψ
∂Y 2 on Γ4, (7.2.8)

unde Ψ este funct, ia de curent a curgerii fluidului (definit, ia exactă este dată mai jos (7.2.9)).

7.2.2 Formularea funct, ie de curent-vorticitate a sistemului neliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman

Întrucât avem de-a face doar cu două dimensiuni din acest capitol, rescriem ecuat, iile adi-
mensionale folosind formularea funct, ie de curent-vorticitate. Ret, inet, i că această formularea a
fluxului fluidului oferă o modalitate simplă de analiză a problemelor pe frontieră ı̂n mecanica
fluidelor, deoarece funct, ia de curent reprezintă contururile fluxului de fluid cu aceeas, i viteză
(vezi, de ex., [44]). Această abordare nu se limitează la două dimensiuni, dar din moment ce
traiectoriile particulelor de fluid cu aceeas, i viteză nu sunt limitate la un singur plan, formularea
matematică devine mai complexă ı̂n trei dimensiuni (a se vedea, de ex., [60]).

Acum, t, inând cont de ecuat, ia de continuitate (7.2.4), introducem funct, ia de curent Ψ,
definită de următoarele ecuat, ii

∂Ψ
∂Y

= U,
∂Ψ
∂X

= −V. (7.2.9)

Fie Ω câmpul vorticitate, definit de relat, ia

Ω := ∂V

∂X
− ∂U

∂Y
. (7.2.10)

Funct, ia de curent Ψ s, i vorticitatea Ω sunt legate de relat, ia

∂2Ψ
∂X2 + ∂2Ψ

∂Y 2 = −Ω. (7.2.11)

Rearanjând ecuat, ia (7.2.3) s, i utilizând expresia (7.2.9), vorticitatea Ω dată de (7.2.10), s, i
ecuat, ia de continuitate (7.2.4), precum s, i ecuat, ia (7.2.11), obt, inem ecuat, ia de bază a abordării
nostra numerice 

∂2Ω
∂X2 + ∂2Ω

∂Y 2 + αΩ = β

(
∂Ψ
∂Y

∂Ω
∂X
− ∂Ψ
∂X

∂Ω
∂Y

)
,

∂2Ψ
∂X2 + ∂2Ψ

∂Y 2 = −Ω.

(7.2.12)

7.2.3 Proprietăt, i fizice asociate curgerii fluidului

Proprietăt, iile fizice a unui fluid vâscos s, i a unui mediu poros sunt descrise de umătorii
parametrii (a se vedea, de ex., [87, Sect, iunile 1.2, 1.5.2 s, i 1.5.3]):

• Numărul lui Reynolds Re, care este definit de raportul fort,elor inert, iale s, i a fort,elor
vâscoase s, i quantifică astfel important,a celor două fort,e ı̂n curgerea fluidului.

• Numărul lui Darcy Da, care reprezintă efectul relativ a permitivităt, ii mediului ı̂n raport
cu area sect, iunii transversale, s, i este definit ca fiind raportul permitivităt, ii s, i a pătratului
diametrului a particulelor.

• Porositatea ϕ, care este fract, iunea de volum a vidului pe volumul total s, i reprezintă o
măsură a spat, iilor goale ı̂n mediul poros.

• Coeficintul de vâscozitate µ care este legat de porozitatea mediului.
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Constantele α s, i β, care apar ı̂n modelul matematic (4.3.2) sunt legate de parametrii fizici
prin următoarele formule

α = ϕ

µDa
, (7.2.13)

β = Re

ϕµ
, (7.2.14)

unde α este numit coeficientul Darcy, s, i β este coeficientul de convect,ie.

7.3 Metoda diferent, elor centrale (CD) s, i Metoda elementului
de frontieră dual reciproc (DRBEM)

În versiunea completă a acestei teze, sunt descrise două metode numerice, metoda
diferent,elor centrale (CD) s, i Metoda Elementului de Frontieră Dual Reciproc (DRBEM).

Este prezentată o descriere detaliată a discretizării domeniului s, i a stabilităt, ii metodei
diferent,ei centrale combinată cu iterat, ia Gauss-Seidel pentru ecuat, iile diferent, iale part, iale.

A doua metodă numerică considerată ı̂n această teză este Metoda Elementului de Fron-
tieră Dual Reciproc (DRBEM), care poate fi aplicată formei integrale a sistemului Darcy-
Forchheimer-Brinkman. Metoda DRBEM ia ı̂n considerare o serie de extensii a termenului
Poisson pentru Laplacian ı̂n raport cu o funct, ie de bază radială (a se vedea, de ex., [9], [89],
[35]).

7.4 Comparat, ii cu rezultate numerice clasice din literatură

Pentru a valida rezultatele numerice obt, inute prin metoda diferent,elor centrale ı̂n [40] cât
s, i prin metoda DRBEM [37], ı̂ncepem analiza prin a compara rezultatele noastre cu rezultate
clasice din literatura de specialitate.

Astfel ne referim la problema curgerii antrenată de mis,carea unui perete s, i prezentăm câteva
rezultate numerice obt, inute ı̂n [40] s, i ı̂n [37]. Începem cu compararea valorilor absolute maxime
a funct, iei de curent, ı̂n cazul ı̂n care fluidul din interiorul cavităt, ii este descris de ecuat, iile
Navier-Stokes.

Sistemul Navier-Stokes este evaluat prima data pentru a verifica corectitudinea rezultaelor
numerice deoarece ample rezultate sunt disponibile ı̂n literatura de specialitate, ı̂n special pentru
cazul Re = 100. Tabelul 7.1 prezintă rezultatele simulărilor noastre pentru diferite valori a
numărului Reynolds, precum s, i rezultatele obt, inute ı̂n [31], [95], [72] and [27].

|ψmax| Re = 10 Re = 100 Re = 1000
(center)

Gutt [37] 0.1001 0.1036 0.1187
(0.5175, 0.7658) (0.6136, 0.7367) (0.5275, 0.5715)

Gutt and Groşan [40] 0.1000 0.1034 -
(0.51, 0.77) (0.615, 0.74) -

Ghia et al. [31] - 0.1034 0.1179
- (0.6172, 0.7344) (0.5313, 0.5625)

Rek and S̆kerget [95] - - 0.113
- - (0524,0565)

Marchi et al. [72] 0.1001 0.1035 0.1189
(0.516, 0.7646) (0.616, 0.737) (0.531, 0.565)

Erturk et al. [27] - 0.1035 0.1187
- (0.6152, 0.7363) (0.5313, 0.5645)

Tabela 7.1: Comparat, ia rezultatului nostru numeric cu rezultate clasice pentru sistemul Navier-Stokes.
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O doua abordare pentru a valida metodele numerice folosite aici este compararea profile-
lor vitezei u de-a lungul liniei verticale care trece prin centrul cavităt, ii s, i v de-a lungul liniei
orizontale, cu profilele date ı̂n [31] s, i [95].

Ment, ionăm că lucrarea lui U. Ghia, K. Ghia s, i Shin [31] studiază formularea funct, ie de
curent-vorticitatea pentru ecuat, iile Navier-Stokes ı̂n două dimensiuni utilizănd o metodă mul-
tigrid cuplată implicit. Lucrarea lui re referă la problema antrenată de un perete mobil pentru
valori mari ale numărului Reynolds cu valori până la 10.000 s, i a devenit o lucrare de referintă
pentru această problemă.

De asemenea, comparăm rezultatele numerice cu cele ale lucrării lui Rek s, i S̆kerget [95].
Autorii au folosit metoda elementului de frontieră (BEM) ı̂n studiul lor. Această comparat, ie
este importantă, deoarece ı̂n ciuda singularităt, ilor de lacele două colt,uri superiore ale cavităt, ii
care duc inevitabil la erori ı̂n calculul integralelor pe frontieră, rezultatele prezentate aici sunt
ı̂n acord cu cele obt, inute de Rek s, i S̆kerget.

Profilui componentei u a vitezei de-a lungul
liniei verticale

Profilui componentei v a vitezei de-a lungul
liniei orizontale

Figura 7.2: Comparat, ia profilurilor de viteză pentru u s, i v de-a lungul liniei verticale s, i a liniei orizontale
care trec prin centrul geometric al cavităt, ii Re = 1000 cu rezultatele obt, inute de [31] s, i [95].

Re = 10

Profilul vorticităt, ii Ω pentru Re = 1000

Re = 100

Profilul vorticităt, ii Ω pentru Re = 1000

Figura 7.3: Comparat, ia profilurilor vorticităt, ii Ω de-a lungul frontierei ı̂n mis,care a cavităt, ii pentru
Re = 100 s, i Re = 1000 cu rezultatele obt, inute de [31] s, i [95].

Figurile 7.2 arată profilurile de viteză pentru u de-a lungul liniei verticale s, i v de-a lungul
liniei orizontale pentru Re = 1000 care trece prin centrul geometric al cavităt, ii. Putem observa
că pe măsură ce numărul Reynolds cres,te, vortexul primar se deplasează ı̂n sus ı̂n cavitate, ceea
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ce duce la subt, ierea stratului de flux de la frontieră. Pentru aceste valori ale numărului lui
Reynolds, subt, ierea este foarte lentă, dar cres,te mai rapid pentru Re > 5000 (a se vedea, de
ex., [31]).

Precum profilele de viteză din Figura 7.2 sugerează, la numere Reynolds mari, profilul
aproape liniar a vitezei ı̂n ı̂ntreaga cavitate indică regiunea cu vorticităt, ii uniformă (a se vedea,
de ex., [31]). Prin urmare, componenta u a câmpului de viteză se ı̂ndoaie rapid aproape de
y = 1, ı̂n timp ce componenta de viteză v se ı̂ndoaie rapid aproape de x = 1.

Pentru ambele valori Re = 100 s, i Re = 1000, rezultatele obt, inute prin metoda diferent,elor
centrale cât s, i prin metoda elementelor de frontieră sunt de acord cu rezultatele raportate de
U. Ghia, K. Ghia and Shin [31] s, i [95].

a) BEM mesh

• noduri interioare L,
• noduri la frontieră N

b) DRBEM

|ψmax| = 0.1132,
C = (0.5405, 0.5603)

c) iterat, ii Gauss-Seidel

|ψmax| = 0.1139,
C = (0.5450, 0.5950)

Figura 7.4: (a) Discretizarea domeniului, (b)-(c) Comparat, ia linilor de curent a curgerii fluidului ı̂ntr-un
mediu poros pentru problema cavităt, ii antrenate ı̂n cazul Re = 100, Da = 0.25, φ = 0.2.

În al treilea rând, comparăm profilele vorticităt, ii de-a lungul peretelui ı̂n mis,care, cu rezul-
tatele date ı̂n [31] s, i [95]. Rezultatele obt, inute pentru Re = 100 s, i Re = 1000, sunt prezentate
ı̂n Figura 7.3. As,a cum am ment, ionat, singularităt, ile la cele două colt,uri apar clar s, i rezultatele
sunt ı̂n acord. Observat, i că pentru Re = 1000, profilul de vorticitate obt, inut de BEM (atât
pentru simulările prezentate ı̂n această teză, cât s, i pentru cele obt, inute ı̂n [95]) se află peste
profilul vorticităt, ii obt, inut prin metoda diferent,elor centrale.

Ultima metodă de validare pe care o folosim necesită o comparat, ie ı̂ntre rezultatele numerice
obt, inute prin utilizarea metodelor de diferent,e centrale s, i schema iterativă Gauss-Seidel pentru
sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman (a se vedea [44] pentru mai multe detalii), s, i
simulările obt, inut utilizând abordarea DRBEM prezentată ı̂n Figura 7.4. Fluidul s, i mediul poros
pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman sunt ales, i după cum urmează: Re = 100,
Da = 0.25, φ = 0.2 and µ = 1.

Rezultatele obt, inute ı̂n Figurile 7.4 (b) - (c) pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman prin metoda diferent,elor centrale s, i metoda elementelor de frontieră dual reciproce
sunt de acord. Diferent,a valorii maxime absolute a funct, iei de curent are o eroare absolută mai
mică de 10−3, ı̂n timp ce variat, ia centrului de vortex se explică prin faptul că pentru DRBEM
am folosit o procedură de interpolare cu peste 1000× 1000 de puncte, ı̂n timp ce discretizarea
pentru metoda diferent,elor centrale are doar 201× 201 de puncte de discretizare.

7.5 Rezultate numerice s, i discut, ii aferente pentru problema ca-
vităt, ii antrenate de mis, carea unui perete care este umplută
cu un mediu poros

Deoarece am stabilit validarea celor două metode, descriem câteva rezultate numerice refe-
ritoare la sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman pentru problema cavităt, ii antrenate
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de mis,carea unui perete mobil. Analiza ı̂ncepe cu cazul condit, iilor la limită Dirichlet, adică ı̂n
absent,a parametrului de alunecare. Pentru acest caz, discutăm schimbarea fluxurilor cu variat, ia
numărului de Reynolds Re pentru valori de la 10 până la 1000, pentru două cazuri când para-
metrul de porozitate este setat la φ = 0, 2, ca ı̂n [40], s, i φ = 0, 5 ca ı̂n [37]. După aceea, ne vom
concentra asupra influent,ei numărului Darcy Da asupra geometriei fluxului, având Re = 100.

În continuare, impunem un parametru de alunecare pe peretele superior de mis,care, care
duce la o problemă mixtă Dirichlet-Robin pentru problema cavităt, ii antrenate. Sensul fizic
al parametrului de alunecare este acela că nu tot fluidul din vecinătatea peretelui superior
este angajat ı̂n mis,carea fluidului. Prin urmare, pe măsură ce parametrul de alunecare cres,te,
ne as,teptăm ca puterea vortexului primar să scadă, un comportament care este ı̂n acord cu
rezultatele numerice. Cu toate acestea, acest efect este vizibil numai ı̂n cazul ı̂n care se foloses,te
metoda DRBEM, deoarece metoda diferent,elro centrale nu este stabilă pentru valori suficient
de mari a parametrului de alunecare.

7.5.1 Variat, ia parametrilor fizici pentru problema cavităt, ii antrenată de un
perete mobil ı̂n absent, a parametrului de alunecare

În această subsect, iune, analizăm structura fluxurilor pentru cât, iva parametri reprezentativi
de fluid (Re s, i Da) ı̂n absent,a parametrului de alunecare, adică S = 0 corespunzând condit, iilor
pe frontieră Dirichlet, deoarece nu avem nicio alunecare a fluidului din vecinătatea frontierei.

Decrierea fizică a variat, iei numărului Reynolds

Mai ı̂ntâi, analizăm dependent,a liniilor de curent pentru Re = 10, 100, 1000. Parametrul
Darcy este presupus a fi constant s, i egal cu Da = 0.25, precum s, i coeficientul de vâscozitate
µ = 1.

Re = 10

|ψmax| = 0.0984,
C = (0.5315, 0.7667)

Re = 100

|ψmax| = 0.1066,
C = (0.6036, 0.6736)

Re = 1000

|ψmax| = 0.1124,
C = (0.5055, 0.5675)

Figura 7.5: Liniile de curent a curgerii fluidului ı̂ntr-un mediu poros cu φ = 0.5, ı̂n cazul problemei
antrenate de un perete mobil cu Re = 10, 100, 1000, obt, inute prin DRBEM.

Pe măsură ce Re cres,te, deficient,a discretizării grosiere devine treptat aparentă, iar metoda
de diferent, ă centrală de ordinul ı̂ntâi folosită nu mai este convergentă. Prin urmare, metoda
diferent,ei centrale prezentată este doar convergentă pentru numerele Reynolds de până la 200.
Cu toate acestea, ı̂ntrucât parametrul de porozitate φ apare la calculul parametrului convent, iei
β, valoarea φ = 0.5 corespunde valorii β = 1000, similar cu cazul sistemului Navier-Stokes cu
Re = 1000. Prin urmare, comportamentul liinilor de curent a curgerii ı̂n cazul unui mediu poros
este similar cu cel al numerelor Reynolds mai mari.

Contururile funct, iei de curent calculate pentru parametrul de porozitate φ = 0.5 folosind
DRBEM pentru problema cavităt, ii antrenate, cu Re crescând de la 10 la 1000 sunt arătate
ı̂n Figura 7.5. Pentru numere Reynolds mari, valoarea maximă a funct, iei de curent este mai
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mare decât cea ı̂n cazul sistemului Navier-Stokes, deoarece termenul de convect, ie are un rol
semnificativ.

Descrierea fizică a variat, iei numărului Darcy

Acum, alegem Re = 100 s, i µ = 1 s, i analizăm dependent,a geometriei funct, iei de curent de
Da pentru valorile de 0, 25, 0, 025, 0, 0025, care sunt considerate valori relevante precum este
ment, ionat de Nield s, i Bejan [87].

Observat, i că pentru ambele cazuri φ = 0.5 s, i φ = 0.2 din [40], vortexul se deplasează ı̂n
colt,ul din dreapta sus al cavităt, ii pe măsură ce numărul Darcy scade s, i că puterea vortexului
este direct proport, ională cu numărul Darcy. Această dependent, ă a fluxului de fluid este ı̂n
concordant, ă cu comportamentul fizic al fluidului [87].

Pentru φ = 0.5, efectul numărului Darcy este mai vizibil ı̂ncepând cu valori mai mari.
Din Figura 7.6, observăm că vortexul primar este situat la un nivel mai ı̂nalt ı̂n cavitate când
porozitatea este φ = 0.5 ı̂n comparat, ie cu cazul φ = 0.2 din [40] s, i că puterea vortexului este
mai slabă pentru aceeas, i valoare a numărului Darcy. Prin urmare, ı̂n cazul φ = 0.5, considerăm
valorile numărului Darcy numai ı̂n apropierea valorii 0.0025.

Da = 0.25

|ψmax| = 0.1066,
C = (0.6036, 0.6736)

Da = 0.025

|ψmax| = 0.0906,
C = (0.6426, 0.7207)

Da = 0.0025

|ψmax| = 0.0489,
C = (0.692, 0.8548)

Figura 7.6: Liniile de curent a curgerii fluidului ı̂ntr-un mediu poros cu porozitatea φ = 0.5 ı̂n cazul
problemei cavităt, ii antrenate pentru Da = 0.25, 0.025, 0.0025, calculat prin DRBEM.

7.5.2 Problema curgerii unui fluid ı̂ntr-o cavitate antrenată de mis, carea unui
perete ı̂n cazul unui parametru de alunecare

Această subsect, iune este preocupată de problema mixtă la frontieră Dirichlet-Robin, aso-
ciată sistemului neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman. Astfel, avem ı̂n vedere un parametru
de alunecare suplimentar impus peretelui superior ı̂n mis,care. Un studiu numeric al stării de
alunecare Navier poate fi găsit ı̂n [43]. Această condit, ie implică faptul că nu ı̂ntregul fluid situat
ı̂n vecinătatea frontierei este antrenat de peretele ı̂n mis,care.

Să ment, ionăm că acest tip de condit, ii ar putea fi un caz particular al unei condit, ii de
interfat, ă mai generale, care t, ine cont de frecare, aderent, ă s, i contactul cu memorie (a se vedea
[102] s, i [103]).

Ment, ionăm că DRBEM a oferit o convergent, ă mai bună ı̂n comparat, ie cu metoda diferent,elor
centrale folosite ı̂n [40], când porozitatea este considerată a fi φ = 0.5, astfel ı̂ncât valorile mai
mari ale parametrului de alunecare pot fi luate ı̂n considerare pana la valori de S = 0.1. Pentru
astfel de valori ale parametrului de alunecare, o schimbare a fluxului este bine vizibilă.

Figurile 7.7 arată că structura fluxului de fluid se schimbă us,or odată cu cres,terea parame-
trului de alunecare s, i, de asemenea, puterea valorii maxime absolute a funct, iei de curent scade
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S = 0

|ψmax| = 0.1066,
C = (0.6036, 0.6736)

S = 0.01

|ψmax| = 0.1047,
C = (0.6066, 0.6766)

S = 0.1

|ψmax| = 0.0882,
C = (0.596, 0.695)

Figura 7.7: Liniile de curent a curgerii unui fluid ı̂ntr-un mediu poros cu porozitatea φ = 0.5 calculat
prin DRBEM pentru un parametru de alunecare de S = 0, 0.001, 0.01.

pe măsură ce parametrul de alunecare cres,te. Acest comportament este ı̂n acord cu semnificat, ia
fizică a parametrului.
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Concluzii

Această teză studiază problemele cu valori la frontieră de tip mixt (Dirichlet-Neumann,
Dirichlet-Robin) pentru diverse sisteme eliptice ı̂n mecanica fluidelor s, i teoria mediilor poroase,
ı̂ncepând cu analiza ı̂n cadrul Euclidian, continuând studiul pe varietăt, ii Riemanniene compacte
s, i luând ı̂n considerare ı̂n cele din urmă unele rezultate numerice referitoare la o problemă la
frontieră specială cu condit, ii mixte.

Începem cu câteva observat, ii introductive despre setările geometrice s, i funct, ionale de care
avem nevoie ı̂n această teză. Ca unul dintre primele rezultate originale, considerăm conexiunea
(teorema 1.3.3) ı̂ntre operatorii urmă netangent, ial s, i Gagliardo (Lema 1.3.1 s, i Lema 1.3.2). Ulte-
rior, se prezintă conexiunea (Teorema 1.5.5) ı̂ntre operatorul de derivare conormal netangent, ial
(Ecuat, ia 1.5.4), operatorul de derivare generalizat (Definit, ia 1.5.5) s, i operatorul de derivare
canonic (Definit, ia 1.5.3).

În capitolul următor, se definesc operatorii potent, iali asociat, i sistemului Brinkman s, i se obt, in
câteva proprietăt, i de mapare a operatorului potent, ial Newtonian (Lema 2.2.1), al operatorului
potent, ial de simplu strat (Lema 2.3.2 s, i Teorema 2.3.3), al operatorului potent, ial de dublu strat
(Lema 2.3.4 s, i Teorema 2.3.5) s, i relat, iile de salt ı̂ntre ele (teorema 2.4.2).

Având rezultatele ment, ionate mai sus, următorul capitol ı̂ncepe cu analiza anumitor pro-
bleme la frontieră ı̂n cadrul Euclidian Rn, cu n ≥ 3. Pentru a extinde problema la frontieră
mixtă Dirichlet-Neumann la spat, iile Sobolev cu baza ı̂n Lp, considerăm mai ı̂ntâi că datele limită
apart, in spat, iilor Sobolev cu baza ı̂n L2 (Teorema 3.1.2) s, i introducem un operator Dirichlet-
to-Neumann (Lema 3.1.3) care furnisează extensia dorită ı̂n Teorema 3.1.4. În cele din urmă,
putem obt, ine rezultatul de bine-punerea problemei mixte pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman (Teorema 3.2.1).

Capitolul următor consideră o structură similară cu cea anterioară, dar studiază problemele
la frontieră ı̂n două dimensiuni n = 2, bazată ı̂n principal pe o combinat, ie a unei abordări
potent, iale cu o abordare variat, ională. Coercivitatea potent, ialelor de strat asociate duce la
bine-punerea problemei variat, ionale legate de problema Dirichlet-Neumann mixtă pentru sis-
temul Brinkman. Mergând mai departe demonstrăm solvabilitatea sistemul neliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman cu condit, iile mixte Dirichlet-Robin (Teorema 4.3.1).

În a doua parte a acestei teze, avem ı̂n vedere probleme la frontieră pentru sistemele Stokes,
Oseen s, i Navier-Stokes pe varietăt, i Riemanniene compacte. Vă prezentăm câteva rezultate
originale ale invertisailităt, ii s, i compactităt, ii operatorilor potent, iali de strat ı̂n Teorema 5.2.2
s, i Teorema 5.2.3. Pentru a obt, ine un rezultat de bine-punere pentru sistemul Navier-Stokes
pe varietăt, ii Riemanniene compacte (Teorema 6.2.1), considerăm problema Dirichlet-Neumann
mixtă pentru sistemul Stokes (Teorema 6.1.4), trecând la sistemul Oseen (Teorema 6.1.6) s, i, ı̂n
final, aplicând o teoremă a punctului fix, obt, inem rezultatul dorit.

Ultima parte a acestei teze prezintă metode s, i rezultate numerice, care corespund rezultatelor
de bine-punerea problemelor obt, inute ı̂n acestă teză. Rezultatele oferite de metodele folosite
aici sunt comparate cu rezultatele existente ı̂n literatura de specialitate. Mai mult, vom discuta
câteva rezultate numerice pentru problema cavităt, ii antrenate de mis,carea unui perete pentru
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, cu condit, ii la frontieră Dirichlet s, i Dirichlet-Robin.
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[1] T. A. AbdelMigid, K. M. Saqr, M. A. Kotb, and A. A. Aboelfarag. Revisiting the lid-driven cavity flow
problem: Review and new steady state benchmarking results using GPU accelerated code. Alexandria
Engineering Journal, 56(1):123 – 135, 2017. 57

[2] R. A. Adams and J. J. F. Fournier. Sobolev Spaces. Pure Appl. Math. Academic Press, 2 edition, 2003. 13
[3] M. S. Agranovich. Mixed problems in a Lipschitz domain for strongly elliptic second-order systems. Func-

tional Analysis and Its Applications, 45(2):81, Jun 2011. 52
[4] M. S. Agranovich. Sobolev Spaces, their Generalizations and Elliptic Problems in Smooth and Lipschitz

Domains. Springer, 2015. 13, 20
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