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Introducere

Scopul prezentei teze este studierea problemelor cu valori pe frontiera de tip mixt (Dirichlet-
Neumann, Dirichlet-Robin) pentru diverse sisteme eliptice in mecanica fluidelor si teoria medi-
ilor poroase. Pentru a face acest lucru, sunt examinate si alte tipuri de probleme cu valori pe
frontiera, precum conditii la limita de tip Dirichlet, Neumann si Robin.

Fie ® C R",n > 2 un domeniu Lipschitz, in care se afla un fluid vascos incompresibil si fie
I" frontiera acestuia, I' := 0. Pentru o constantd o > 0 data, sistemul normalizat Brinkman
consta in urmatoarele ecuatii

Au—ou—Vr=f divu=0, n® (0.0.1)

unde u este campul vitezd si m este cdmpul presiune al fluidului considerat. Mai mult, f este
numit forta motrice, care actioneaza asupra curgerii fluidului. Pentru o = 0, sistemul ((0.0.1)) se
reduce la sistemul normalizat Stokes care constd In urmatoarele ecuatii

Au—-Vr=f divu=0, InD. (0.0.2)

Pentru problema in care inertia fluidului nu este neglijabila, trebuie luat in considerare
ststemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, dat de

Au—au—klujlu—pu-Vu-Vr=£f divu=0, in®D. (0.0.3)

Mentionam ca proprietatile fluidului si ale mediului poros in care se afla fluidul sunt descrise
de parametrii o, k, 8 > 0 (a se vedea Capitolul 9 pentru o discutie a rezultatelor numerice sau
87, p. 17)).

Cand termenul neliniar nu apare in expresia sistemului , i.e., constanta S = 0,
spunem ca consideram sistemul semilinear Darcy-Forchheimer-Brinkman. Similar, In cazul
x = 0, subliniem absenta termenului semiliniar numindu-1 sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman. Un alt caz special al sistemului este bine-cunoscutul sistem Navier-Stokes
obtinut cand o =0 si kK =0, i.e.,

Au—pu-Viu—-Vr=f£f divu=0, in®. (0.0.4)

Mai mult, conditiile la frontiera asociate sistemelor de mai jos pot fi de tipul Dirichlet,
Neumann sau Robin pe toata frontiera

yfu=h, ti(ur)=g, ti(u,m)+MTu=1 pel, (0.0.5)

unde operatorul urma ", operatorul de derivare conormal t si o functie cu valori matriciale
A sunt definite In ceea ce urmeaza. Mentionam acum ca "sensul” in care acesti operatori sunt
considerati, joaca un rol important in intelegerea diferitelor probleme cu valori pe frontiera
pe parcursul acestei teze. Pe de alta parte, pentru a putea formula probleme mixte la limita,
frontiera I' a unui domeniu Lipschitz © trebuie sa fie descompusa in doua parti I'p si I'y.
Definitiile precise sunt date in Capitolele 3 si 4, depinzand de regularitatea datelor pe frontiera.

Incepem cu o scurtd privire istoricd de ansamblu a literaturii stiintifice legate de astfel de
probleme cu valori pe frontiera, sa mentionam importanta acestor probleme pe frontiera in
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Introducere 4

ceea ce priveste conditiile speciale de frontiera. In prezent, multe probleme de inginerie se
ocupa din punct de vedere matematic cu astfel de probleme de frontiera (a se vedea, de ex.,
[5, 6, 11, [77, 85, 86, [7]). Fluxul unui fluid intr-o conducta este modelat deseori de ecuatiile
Navier-Stokes si conditiile de tip Dirichlet sunt impuse pe peretii teviilor, in timp ce intrarea
fluidului este data de conditiile Dirichlet sau Neumann, in functie de datele cunoscute, iar
evacuarea este In cea mai mare parte simulata de conditiile limitd Neumann bazate pe presiunea
fluidului. In functie de tensiunea de suprafata dintre fluid si peretele conductei, se poate impune
un parametru suplimentar de alunecare, care duce la conditiile pe frontiera de tip Robin. Alte
aplicatii practice interesante, care sunt direct legate de problemele analizate In aceasta teza,
pot fi consultate in [46], [76], [109], [31, 87].

Au fost utilizate diferite metode pentru a studia probleme cu valori la frontiera in mecanica
fluidelor, cum ar fi abordarea variationala [61], metodele teoriei potentiale si metodele integrale
de tip domeniu-frontiera bazate pe parametrix (sau functia Levi). Incepem prin mentionarea
lucrarii lui Fabes, Kenig si Verchota [30], care reduce studiul problemelor Dirichlet si Neumann
pentru sistemul Stokes la analiza unor ecuatii integrale de frontiera (BIE). Acestea au dovedit
bine-punerea problemelor de regularitate si Neumann atunci cdnd datele la frontiera apartin
spatiilor cu baza in LP, cu p aproape de 2. Interpoland rezultatul maximal slab obtinut de
Dahlberg si Kenig in [24] cu rezultatul din [30], Shen a obtinut in [I0I] rezultatul de bine-
punere a problemei Dirichlet pentru sistemul Stokes cu date in LP ori de céte ori 2 < p < o0.
Mitrea si Wright [86] au obtinut mai multe rezultate de solvabilitate pentru un spectru mare
de probleme la frontiera pentru sistemul Stokes in domeniile Lipschitz, cu datele la frontiera in
diverse spatii.

In ceea ce priveste sistemul Laplace, I. Mitrea si M. Mitrea au furnizat rezultate de bine-
punere in [83] pentru problema Poisson cu conditii la frontiera mixte Dirichlet-Neumann pe
domenii Lipschitz marginite in R, unde frontiera satisface o conditie geometrics speciald (legats
de notiunea de domeniu Lipschitz incretit) si unde datele apartin spatiilor Sobolev si Besov.
Pipher si Verchota [90] si Dahlberg si Kenig [22] au construit functia Green pentru sistemul
biarmonic cu conditii Dirichlet-Neumann in domeniile Lipschitz in cadrul spatiului Euclidian
tridimensional. Taylor, Ott si Brown in [106] au studiat problema mixta Dirichlet-Neumann in
spatiile Sobolev cu baza in LP pentru ecuatia Laplace intr-un domeniu Lipschitz marginit in
R™ cu o descompunere generala a frontierei. Costabel si Stephan in [2I] au analizat problemele
mixte cu valori la frontiera pentru laplacian in domenii poligonale, folosind o abordare integrala
la frontiera. Precup [93] a obtinut rezultate de existenta si localizare a solutiilor nontriviale
pozitive pentru sisteme variationale eliptice semiliniare bazate pe ecuatia Laplace.

Mai mult, s& mentionam ca rezultate similare de bine-punere au fost obtinute pentru sistemul
Lamé de Dahlberg si Kenig in [24]. Utilizand rezultatul de solvabilitate pentru problema cu
valori pe frontiera mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Lamé obtinut de Brown si Mitrea
[12], Brown si colab. [13] au furnizat rezultate de bine-punere pentru problema mixta Dirichlet-
Neumann pentru sistemul Stokes pe domeniile Lipschitz incretite in R?, prin reducerea studiului
sau la cel al unei familii de operatori Fredholm in legatura cu sistemul Lamé si la unele estimari
utile de tip Rellich.

Solvabilitatea problemei mixte Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman dintr-un domeniu
incretit cu date pe frontiera in spatiile cu baza in L? a fost asiguratd de Kohr, Lanza de
Cristoforis si Wendland in [51, Teorema 6.1]. Ott, Kim si Brown [88] au construit functia
Green pentru sistemul liniar Stokes intr-un domeniu Lipschitz in R?, prin impunerea unor
conditii privind descompunerea frontierei. De asemenea, mentionam ca sistemul Laplace pe un
domeniu Lipschitz cu o descompunere generala a frontierei a fost tratat in [I06]. Cakoni, Hsiao
si Wendland au dezvoltat ecuatii integrale pe frontiera pentru o problema cu valori pe frontiera
mixtd pentru ecuatia biarmonica [I5] (a se vedea si [23]).

Metodele combinate, cum ar fi metodele integrale pe frontiera si teoremele de punct fix au
fost folosite cu succes in analiza problemelor cu valori pe frontierd pentru sistemele eliptice
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liniare cu conditii la frontiera neliniare si pentru sisteme eliptice neliniare. Recent, Kohr, Lanza
de Cristoforis si Wendland [50] au aplicat o metoda integrald pentru a obtine rezultate de
existenta a tipului de transmisie Neumann neliniar pentru sistemele Stokes si Brinkman pe
domeniile Lipschitz si cu date la frontiera in diverse spatii L” , Sobolev sau Besov. Tehnicile
potentiale de strat au fost utilizate pentru sistemele Stokes si Brinkman in [53] pentru a analiza
problemele Poisson pentru sistemele Brinkman semilineare pe domenii Lipschitz in domenii R"
cu conditii la limita Dirichlet sau Robin in diferite spatii Sobolev si Besov. O metoda potentiala
integrald pentru probleme de transmisie la interfata Lipschitz in R pentru sistemele Stokes si
Darcy-Forchheimer-Brinkman si datele de frontiera in spatiile Sobolev ponderate, a fost dovedita
in [49].

In [18,[19], Chkadua, Mikhailov si Natroshvili au analizat sisteme directe segregate de ecuatii
integrale de tipul domeniu-frontiera, care sunt echivalente cu problema Dirichlet-Neumann
mixta pentru o ecuatie diferentiald divergenta eliptica cu derivate partiale (PDE) si cu un
coeficient variabil in domeniile interioare si exterioare in R? (a se vedea, de asemenea, [L7]
pentru problemele amestecate cu fisuri si [80] pentru ecuatii integrale de domeniu-frontiera).
Mai mult, Kohr, Mikhailov si Wendland [56] au obtinut bine- punerea problemelor de trans-
misie In spatii Sobolev ponderate cu baza in LP pentru sistemele Stokes si Navier-Stokes cu
coeficienti anisotropici puternic eliptici din L*°, localizati In domenii complementare Lipschitz
de R", (n > 3), prin utilizarea unei abordari variationale.

Teza este structurata in trei parti. Scopul primei parti este studierea problemelor mixte cu
valori pe frontierda pentru sistemele Brinkman si Darcy-Forchheimer-Brinkman pe un domeniu
Lipschitz din cadrul Euclidian. In acest scop, avem nevoie de cateva rezultate de solvabilitate
pentru unele dintre principalele probleme la frontierd, cum ar fi problemele Dirichlet, Neumann
sau Robin pentru sistemele mentionate. In cea de-a doua parte, extindem rezultatele anterioare
la varietati Riemanniene compacte. Analizim rezultatele de bine-punere pentru problemele
mixte la frontiera de tip Dirichlet-Neumann pentru sistemele Stokes, Oseen si Navier-Stokes
din domeniile Lipschitz pe varietati Riemanniene compacte. Ultima parte se refera la rezultate
numerice legate de rezultatele de bine-punere a problemelor obtinute in partile anterioare.
Studiem cazul special al problemei cavitatii antrenate de un perete miscator pentru o cavitate
dreptunghiulara in doud dimensiuni si analizam dependenta parametrilor fizici principali
pentru miscarea de fluid.

Partea I este Impartita in patru capitole referitoare la probleme cu valori pe frontiera in
cadrul Euclidian.

e Capitolul 1 este o introducere a principalelor definitii, notatii, spatii si a operatorilor
necesari in aceasta teza. incepem cu definitiile domeniului Lipschitz, ale domeniului Lips-
chitz Incretit si disectia frontierei necesare pentru problemele cu valori la frontiera mixte.
Continuam cu o scurta prezentare a spatiilor Lebesgue, Sobolev si, de asemenea, Besov,
definite pe R™, pe domenii Lipschitz, pe frontiere Lipschitz sau pe suprafete admisibile.
In continuare, introducem operatorii urma si operatorii de derivare conormali legati de
sistemele Brinkman si Stokes. Sa remarcam faptul ca teorema de echivalenta intre ope-
ratorii urma netangential si Gagliardo, precum si echivalenta Intre operatorii de derivare
conormali netangentiali, canonici si clasici s-au obtinut in [41, Teorema 2.5 si 2.13].

e Capitolul 2 incepe cu introducerea solutiei fundamentale pentru sistemul Brinkman, care
permite definirea operatorilor potentiali, cum ar fi cel Newtonian, operatorii de simplu
strat si de dublu strat. Cercetam proprietatile de mapare ai acestor operatori potentiali
de strat in diverse spatii, relatiile de salt la frontiera domeniului Lipschitz si formula de
reprezentare Green a solutiei pentru sistemul Brinkman, asa cum au fost obtinute in [41],
Sectiunea 3].
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e Capitolul 3 este referd la probleme cu valori pe frontierd de tipul Dirichlet-Neumann
mixt pentru sistemul Brinkman liniar si sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman
pe domeniile Lipschitz incretite In R, n > 3, cdnd datele la frontiera apartin spatiilor
Sobolev cu baza in LP cu p intr-o vecinatate a lui 2, asa cum au fost obtinute de noi in [41]
Sectiunile 5 si 6]. Pentru a obtine rezultate de bine-punere pentru cele doua sisteme luate
in considerare, avem nevoie de rezultate de solvabilitate pentru problemele de frontiera
Dirichlet si Neumann pentru sistemul Brinkman cu date la limita in LP (pentru rezultate
corelate, ne referim la [100, Teorema 5.5], [86, Corolarul 9.1.5, Teoremele 9.1.4, 9.2.2 si
9.2.5] si [85 Teorema 7.1] ). O atentie deosebita este acordata ,sensului” operatorului
urma si a operatorului de derivare conormal, adicd mentionam cazurile in care operatorii
sunt considerati in sensul non-tangential sau in sensul Gagliadro (ne referim la Sectiunile
1.5 si 1.6 din Capitolul 1 sau la [41) Sectiunile 2.1 si 2.2]).

e In Capitolul 4 ne concentram atentia asupra solutiei slabe a problemelor cu valori la
frontiers pentru sistemul Brinkman pe domeniile Lipschitz situate in R?. Astfel, putem
lua 1n considerare o formulare variationala pentru ecuatiile integrale pe frontiera directa
derivate din problemele pe frontiera mixtd. Sursele principale pentru acest capitol sunt
[37] si [40], dar referim cititorul si la [61], [76]. Mai mult, ipoteza ca datele la frontiera
apartin unor spatii Sobolev fractionale, ne permite sa studiem problemele mixte pe fron-
tiera Dirichlet-Robin pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman (a se vedea,
de ex., [37, Teorema 2.9], vezi si [40, Teorema 3.2] pentru problema Robin).

Part II este structuratd in doud capitole si prezintd probleme cu valori pe frontiera in
mecanica fluidelor pe varietati Riemanniene compacte. Studiem problemele mixte pe frontiera
Dirichlet-Neumann pentru sistemele Stokes, Oseen si Navier-Stokes pe o varietate Riemanniana
infinit de neteda, compacta, fara frontiera, cu o dimensiune de M > 2. Cu toate acestea, suntem
limitati la dimensiunea m = 2 sau 3, ori de cate ori este implicat sistemul Navier-Stokes, din
cauza unor rezultate de incluziune compacta care sunt necesare in analiza noastra.

Principalul operator eliptic care apare In structura sistemului Stokes pe varietati Rieman-
niene compacte este

L := Def*Def = —A + dj — 2Ric, (0.0.6)

unde Def este operatorul de deformare, A := —(dd+dd) este Laplacianul Hodge, care este definit
in termeni operatorului de derivare exterior d si a operatorului de derivare co-exterior ¢ si Ric
este tensolul Ricci pe M. Atunci sistemul “incompresibil” Stokes pe o varietate Riemanniana
neteda si compacta este dat de sistemul liniar cu derivate partiale

Lu+dr=0, du=01in0D, (0.0.7)

unde necunoscutele u si m pot fi considerate campul viteza si presiune a curgerii fluidului intr-
un domeniu Lipschitz ® C M. Similar, pentru o > 0, sistemul Brinkman este descris de
urmatoarele ecuatii

Lu+aoau+dr=0, du=0, inD. (0.0.8)

Pentru un camp vertorial fixat w fara divergenta, sistemul neomogen Oseen system consta
in urmatoarele

Lu+V,u+drn=f, 6u=0,1n9, (0.0.9)
unde V este conexiunea Levi-Civita pe M (pentru mai multe detalii pentru acesti operatori, va
referim la Capitolul 5). Pentru > 0, sistemul neliniar

Lu+fVequ+dr=f, éu=0,in2, (0.0.10)

este numit sistemul Navier-Stokes. Aici Vyu este derivata covariantd a lui u in raport cu u.
Ca si In cazul Euclidean, proprietétiile fizice ale fluidului sunt modelate de constantele o and
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Introducere 7

Studiul curgerii fluidelor pe varietéti Riemanniene compacte si netede joaca un rol important
in analiza ecuatiilor fundamentale ale meteorologiei si oceanografiei, asa cum este indicat in [109,
71] (a se vedea si [108,[26]). De asemenea, alte tipuri de ecuatii de curgere, de ex., sistemul Stokes
sau sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, pot fi luate in considerare pe suprafete compacte
(de exemplu, pe sfera S?) si modeleazi curgerea apei sau a altui fluid vascos, care trece prin roci
poroase sau sol poros (a se vedea, de exemplu, [55]). Conditiile la frontierd mixte descriu intr-un
mod cat mai intuitiv comportamentul unui ocean superficial, unde tarmul este reprezentat de
conditii omogene Dirichlet, fluxurile de intrare prin conditii Dirichlet sau Neumann si fluxul
de iesire de conditiile de limita Neumann, deoarece acestea sunt descrise in mod normal prin
presiunea la suprafata.

Metodele integrale la frontiera au fost, de asemenea, utilizate pentru studiul problemelor cu
valori pe frontierd pentru sistemele eliptice pe varietatii Riemanniene compacte. Mentiondm ca
problema Dirichlet pentru sistemul Stokes pe domenii Lipschitz arbitrare, cu date la frontiera in
spatii cu baza in L? a fost studiata de Mitrea si Taylor [85]. Mai mult, Dindés si Mitrea [25] au
studiat bine-punerea problemei Poisson pentru sistemele Stokes si Navier-Stokes pe domeniile
C! si Lipschitz pe varietati Riemanniene compacte folosind metode integrale la frontiers.

Mitrea si Taylor [85] si Dindos si Mitrea [25] au utilizat teoria operatorilor pseudodiferentiali
pentru a arata existenta solutiei fundamentale pentru sistemul Stokes pe varietati Riemanniene
compacte. Una dintre principalele ipoteze necesare pentru a construi solutia fundamentala
pentru sistemul Stokes, este presupunerea ca varietatea nu are cAmpuri Killing netriviale (a
se vedea Definitia , ceea ce garanteaza ca operatorul de deformare Def dat in
este inversabil. Presupunerea ca varietatea Riemanniana nu are cAmpuri Killing netriviale nu
impune restrictii, deoarece varietatea poate fi modificata pentru a satisface aceasta conditie. O
dovada a acestui fapt poate fi gasita la inceputul Sectiunii 3 in [85]

Kohr, Pintea si Wendland [57, Sectiunea 3] (a se vedea, de ex., [58]) au dezvoltat o tehnica
alternativa la cea utilizata de Mitrea si Taylor [85] pentru a obtine solutia fundamentala in caz
general al operatorilor eliptici Agmon-Douglis-Niremberg pe variatati Riemanniene compacte.

In lucrarea lor recentd, Kohr si Wendland [63] au dezvoltat teoria potentialelor pentru
sistemul Stokes cu coeficienti netezi de clasa L* pe varietatii Riemanniene compacte, pornind
de la o metoda variationala. In cazul particular al coeficientilor netezi, autorii au gasit multe
dintre rezultatele obtinute anterior de Mitrea, Taylor [85]. Kohr si Wendland [62, Teorema
7.9] au obtinut rezultate de bine-punerea problemei pe varietati Riemanniene compacte pentru
problema Poisson neomogena de tip mixt pentru sistemul Brinkman cu coeficienti netezi, cand
solutia apartine unor spatii cu baza In LP cu p intr-o vecinatatea a lui 2. Kohr si Wendland
[63] au obtinut recent echivalenta intre unele probleme de transmisie pentru sistemul Stokes cu
coeficienti nenetezi in domeniile Lipschitz complementare pe varietati Riemanniene compacte,
prin utilizarea remarcabilei tehnici Necas-Babusca-Brezzi si prin justificarea unui rezultat de
solvabilitate al formularilor omologe variationale mixte.

S& mentionam, ca studiul din aceasta a doua parte este o abordare puternica bazata pe
teoria potentialelor de strat si pe metode variationale indirecte pentru a obtine rezultate de
bine-punere pentru diverse probleme cu valori pe frontiera.

Aceasta parte este structuratd in doua parti precum urmeaza

e Capitolul 5 incepe cu principalele concepte si definitii geometrice care sunt necesare in
studiul problemelor cu valori la frontierda pe varietdti Riemanniene compacte. O parte
importanta sunt definitiile conexiunii Levi-Civita V, a operatorului de deformare Def si
a operatorului diferential eliptic de ordinul doi L (a se vedea si (0.0.7)). In continuare,
vom introduce solutia fundamentala pentru sistemul Stokes si operatorii potentiali de
strat asociati. Capitolul se Incheie cu cateva rezultate originale privind inversabilitatea
operatorului potential de simplu strat si a operatorului potential hipersingular obtinut
n [38, Teorema 4.2], precum si cu citeva proprietati de compactitate ale operatorilor
potentiali de dublu strat (cf. [38, Teorema 4.3]) legatd de o parte din descompunerea

7
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frontierei.

e Capitolul 6 este preocupat de problemele cu valorii pe frontiera pentru sistemele Stokes,
Oseen si Navier-Stokes pe varietati Riemanniene compacte. In acest rezumat, studiem
problemele pe frontiera cu conditii la limita mixte Dirichlet-Neumann pentru Stokes (cf.
[38, Teorema 4.1] si pentru sistemul Oseen [39]. Pe baza rezultatului de bine-puneare a
problemei pentru sistemul Oseen, continuam cu analiza sistemului neliniar Navier-Stokes
prin utilizarea unei teoreme de punct fix si a rezultatului de solvabilitate pentru sistemul
Oseen. Aceste rezultate sunt incluse in lucrarea noastra [39)].

Partea III contine ultimul capitol al acestei teze. Scopul acestei parti este de a da cateva
exemple numerice si de a descrie comportamentul fizic al curgerii unui fluid modelat de o
problemé cu valori pe frontiera pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, pentru
care a fost obtinut un rezultat de bine-punere in Capitolul 4. Prin urmare, analiza descrisa
in Capitolul 4 reprezintd un fundament matematic al problemei practice luate in considerare.
Problema analizata In capitolul 7 constd intr-o cavitate patratica umpluta cu un fluid cu trei
pereti rigizi pe care sunt impuse conditii de alunecare antiderapanta si un perete in miscare
tangential cu viteza unitara. Aceasta problema este cunoscutéa in literatura de specialitate sub
denumirea de lid driven cavity flow problem, tradusa ca fiind problema cavitdtii antrenate de un
perete miscator In aceasta teza.

Mai intai, oferim o scurta descriere a celor doud metode numerice utilizate pentru a analiza
unele probleme cu valori la frontiera in aceasta teza: metoda diferentelor centrale si metoda
elementului de frontiera dual reciproc. Apoi ne concentram atentia asupra unei probleme spe-
ciale bidimensionale, care consta intr-o cavitate dreptunghiulara umpluta cu un domeniu poros
in care fluidul este condus de miscarea peretelui superior.

Problema cavitatii antrenate a facut obiectul multor studii fizice, teoretice si numerice,
deoarece aceastd problema are o geometrie simpla si conecteaza aspectele fizice relevante la
modele matematice si metode de calcul. Lucrarea lui U. Ghia, K. Ghia si Shin [31], care a
devenit o analiza numerica de referinta de-a lungul anilor, foloseste o metoda multigrida cuplata
puternic implicita.

Cu siguranta, de departe cea mai utilizata tehnica numerica este metoda diferentelor finite,
datoritd geometriei speciale a cavitatii patrate examinate, ceea ce face aceasta metoda ideald
pentru aceasti problems ([14], [36], [99], [98]). In activitatea lor, Erturk, Corke si Gokcol [28] au
calculat solutii constante pentru problema cavitatii antrenate in cazul sistemului Navier-Stokes
cu un numar Reynolds pana la Re = 20000. Desi au fost facute multe studii numerice, foarte
putine studii experimentale legate aceste probleme sunt disponibile in literatura si le mentionam
pe cele ale lui Koseff si Street [67], [66].

Metodele elementelor de frontiera au fost utilizate pe scara larga pentru a rezolva diferite
probleme de inginerie, legate de mecanica fluidelor si alte domenii de interes. Sa mentionam
carti relevante ale lui Brebbia si Telles [9], Brebbia si Wroble [89] si Katsikadelis [48], legate de
metodele elementelor de frontierd, precum si de elementul de frontiera dual reciproc (metoda
DRBEM).

Continutul acestui capitol este urmatorul:

e Capitolul 7 prezinta metodele numerice mentionate mai sus utilizate pentru a studia
unele probleme particulare legate de problemele cu valori pe frontiera mixte in mecanica
fluidelor. Incepem cu o scurtd descriere a formei nedimensionale a ecuatiilor Navier-Stokes
si a continuitatii (a se vedea, de ex., [44]) si formularea functie de curent-vorticitate (a se
vedea, de ex., [60]) pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, care simplifica
tratarea numerica a ecuatiilor In douad dimensiuni. De asemenea, discutam relatiile din-
tre proprietatile fizice legate de fluid si domeniul poros [87]. Pentru a valida rezultatele
obtinute prin doua metode numerice utilizate, consideram ca miscarea fluidului este guver-
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natd de sistemul Navier-Stokes. In plus, comparam rezultatele obtinute prin ambele me-
tode cu rezultatele clasice din literaturs. In continuare, vom descrie cateva rezultate nume-
rice pentru problema cavitatii antrenate pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman in
doua dimensiuni. Se considera conditiile la frontiera Dirichlet si Robin-Dirichlet, descrise
prin semnificatia fizicad a unui parametru de alunecare (vezi, de ex., [44], [43]). Continutul
acestui capitol se bazeaza pe rezultatele obtinute in [40, Sectiunea 4] si [37, Sectiunea 3].

Rezultatele originale din aceasta teza sunt incluse in urmatoarele lucrari:

e R. Gutt, M. Kohr, S.E. Mikhailov, W.L. Wendland, On the mized problem for the se-
milinear Darcy-Forchheimer-Brinkman PDE system in Besov spaces on creased Lipschitz
domains, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 40 (18), 7780-7829, 2017, (ISI),
DOI: 10.1002/mma.4562.

e R. Gutt, M. Kohr, C. Pintea, W.L. Wendland, On the transmission problem for the
Oseen and Brinkman systems on Lipschitz domains in compact Riemannian manifolds,
Mathematische Nachrichten, 289 (4), 2015, (ISI), DOI: 10.1002/mana.201400365

e R. Gutt, T. Grosan, On the lid-driven problem in a porous cavity. A theoretical and
numerical approach, Applied Mathematics and Computation, 266:1070-1082, 2015, (ISI),
DOI: 10.1016/j.amc.2015.06.038.

e R. Gutt, Mized boundary value problems for the Stokes system on compact Riemannian
manifolds, Mathematica Cluj, 60 (83):152-165 2018.

e R. Gutt, BIF and BEM approach for the mixed Dirichlet-Robin boundary value problem
for the nonlinear Darcy-Forchheimer-Brinkman system, submitted, arXiv:1810.09543.

e R. Gutt, Mized boundary value problems for the Navier-Stokes system on compact Rie-
mannian manifolds, submitted.

Keywords: Mecanica fluidelor, medii poroase, probleme cu valori pe frontiera eliptice,
teoria potentialului, abordari variationale, teoreme de punct fix, sistemul Stokes, sistemul Brin-
kman, sistemul Oseen, sistemul Navier-Stokes, sistmeul Darcy-Forchheimer-Brinkman, domenii
Lipschitz, varietati Riemanniene compacte, metoda diferentelor centrale, metoda elementului
de frontiera dual reciproc.

MSC: Primary 35J25, 42B20, 46E35; Secondary 76D, 76M.



Partea 1

Probleme cu valori pe frontiera
pentru sistemele Brinkman si
Darcy-Forchheimer-Brinkman in
cadrul Euclidean
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Capitolul 1

Concepte geometrice si functionale

In acest capitol mentionam principalele definitii, notatii si proprietati fundamentale care
sunt necesare pentru a defini si trata problemele cu valori pe frontiera pentru sistemele Stokes,
Brinkman si Darcy-Forchheimer-Brinkman din cadrul Euclidian, care sunt studiate in prima
parte a acestei teza.

Incepem cu conceptele si definitiile geometrice ale domeniului Lipschitz marginit si ale do-
meniului Lipschitz marginit si incretit in R™, pe care sunt luate in considerare problemele cu
valori pe frontera. Retineti ca proprietatea domeniului Lipschitz incretit este necesard atunci
cand avem in vedere probleme pe frontiera a caror solutie ar trebui sa aiba o regularitate ridicata
[11], in timp ce la problemele de regularitate mai slabd pot fi considerate in domeniile Lips-
chitz mérginite. In continuare, reamintim definitiile spatiilor Sobolev, Bessel-potential si Besov
urmand prezentarile [110], [113], [8, Sectiunile 2-3]. O atentie speciald este acordata teoremelor
de incluziune si rezultatelor de interpolare, care sunt esentiale pentru studiul urmator.

Urmatoarele sectiuni contin rezultate cunoscute, dar si rezultate originale obtinute in [41),
Sectiunea 1.1], care se refera la cele doua tipuri diferite de operatori urma, si anume, operatorii
urma netangential si Gagliardo, precum si conexiunile dintre acestia. Echivalenta dintre acesti
operatori a fost obtinuta in [41, Teorema 2.5]. Mai mult, introducem operatorii Stokes si Brin-
kman urméand [50, Sectiunea 2.2|, apoi definim operatorii de derivare conormali corespunzatori.
Diferentele dintre operatorii de derivare cononic, generalizat si netangential sunt explicate in
subsectiunea urmatoare, cu accent pe cazurile in care acestia sunt echivalenti (Teorema |1.3.3)).
O parte din aceste rezultate au fost obtinut in colaborare cu M. Kohr, S. E. Mikhailov and W.
L. Wendland in [41, Section 1.2].

1.1 Domenii Lipschitz in R”

Scopul acestei sectiuni este de a introduce conceptul de domeniu Lipschitz marginit, pentru
principalele probleme cu valori pe frontiera ale acestei teze. Reamintim, de asemenea, definitia
unui domeniu Lipschitz incretit ca in, de ex., [I3, B3], care joaca un rol fundamental pentru
problemele la frontiera a caror solutie ar trebui sa aiba o regularitate ridicata.

1.1.1 Domenii Lipschitz marginite in R"

Mai intai, reamintim definitia unui domeniu Lipschitz marginit si descriem principalele pro-
prietatii (cf. [83, Definitia 2.1]). Orice punct x = (x1,x2,...,z,) € R" poate fi scris in forma
simplificata ca si z = (2/,x,,), unde 2’ := (z1,2") € R" L si 2" := (w9,...,2,_1) € R*2

Definitia 1.1.1. [25] Fie ® C R™ (n > 2) o multime deschisa, conexa si marginita si fie
I' = 09. Spunem ca ® este un domeniu Lipschitz, daca exista M > 0 astfel incat pentru orice
r € I sd existe un sistem de coordonate R™ (isometric cu cel canonic), (z/,z,) € R* ! xR, o
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1.1. Domenii Lipschitz in R™ 12

razd r > 0, un cilidru C,(x) == {(¢,yn) : |y — 2'| <7, |yn — xn| < 2Mr}, si o functie Lipschitz
¢ : R""! — R cu proprietatea V@ Loomn-1) < M, astfel incat

Cr(2)ND ={(¥ yn) 1 yn > ¢(y)} N Cp (), (1.11)
Cr(z)NT ={(W,9n) 1 yn = 0(¥)} NCp (). o

In ceea ce urmeazi, fie ® C R” (n > 3) un domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexa
Fr=09,sifie®, :=DsiD_:=R"\D.
Fie k = k(I') > 1 o constanta suficient de mare (a se vedea, de ex., [33]). Atunci multimea

Ci(x) :={y € D4 : dist(z,y) < rdist(y,I"), x € T'}, (1.1.2)

sunt regiuni conice netangentiale aflate in 4 si resprectiv ®_, (a se vedea, de ex., [86]).
Mentionam ca aceste concepte sunt necesare in definitia operarotului urma netangential.

1.1.2 Disectia frontierei a unui domeniu Lipschitz

Una dintre problemele de interes ale acestei teze sunt probleme cu valori pe frontiera de tipul
mixt pentru sisteme eliptice. Pentru aceasta definim notiunea de disectie a frontierei pentru
astfel de probleme pe frontiera.

Intrucat lucrim cu aceasti notiune in R?, afirmdm definitia unei disectii a frontierei doar
pentru un domeniu Lipschitz bidimensional, deoarece analizam acest caz particular in Capitolul
4.

Definitia 1.1.2. Fie ® := ©, C R? un domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexa I', care
este decompus in partile I'p, A si 'y, astfel incdt I' = I'p U A U T'y. Mai mult, consideram ca
I'p si I'y sunt submultimi disjunte si relativ deschise la I', avand A ca frontiera comuna. Pentru
fiecare x € A, trebuie si existd un sistem de coordonate (2, 2"), un cilindru C,(z) centrat in z,
o functie Lipschitz ¢ si o constanta M; astfel incat

Cr(z)NTp ={(y,y") 1y > My, y" = ¢(y)} NCr(2),

Co(x)NTn ={(/,y") 9 < My, o' = ¢(3)} NCp(z), (1.1.3)

(a se vedea de asemenea [88], [62] pentru cazul unui domeniu Lipschitz bidimensional cu o
decompunere speciala a frontierei, in care o parte este o multime Ahlfors regulara). Spunem ca
I'p si I'y determina o disectie a frontierei I'.

1.1.3 Domenii Lipschitz incretite in R"”

incepern cu definitia unor suprafete speciale a frontierei I', pentru a defini notiunea de
domeniu Lipschitz incretit (cf. [83] Section 2]). Conditia de mai jos pentru un domeniu
Lipschitz incretit joacd un rol important cand lucram cu probleme cu valori pe frontiera mixte
a ciror date au o regularitate ridicatd, adica data Dirichlet apartine spatiului H,(S,R"). R.
M. Brown discuta aceastd idee in [11] pentru probleme mixte a ecuatiei Laplace.

Introducem acum definitia unui domeniu Lipschitz incretit (cf. [83, Definitia 2.3], |41,
Definitia 6.2]).

Definitia 1.1.3. Fie ® C R" un domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexa I', si fie
I'p,I'y C T dous suprafete admisibile nevide, disjunte astfel incit Tp N Ty = dT'p = Oy si
I'pUT'ny =T. Atunci ® este incretit daca

(a) Exista m € N, a > 0siz €I, i=1,...,m, astfel incat 090 C U"; By(zi), unde Bgy(z;)
este o bila de raza a si centrata in z;.
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1.2. Spatii Sobolev si Besov in R™ si pe domenii Lipschitz 13

(b) Pentru fiecare punct z;, i = 1,...,m, sa existe un sistem de coordonate {z1,...,2,}
cu originea in z; si o functie Lipschitz ¢; de la R*~! la R astfel incAt multimea D; :=
{(2',2,) € R" : 2, > ¢;(2')}, a cirei frontierd I'; admite o descompunere I'; = T'p, UTy,,
sa fie un domeniu Lipschitz de graf si incretit in sensul Definitiei 6.2 din [41], si

2N Bga(zi) =9;N Bga(zi), I'pn Bga(zi) = FDi N Bga(zi), I'ynN Bza(zi) = FN'L N Bga(zi).
(1.1.4)

Interpretarea geometrica a definitiei de mai sus este aceea ca suprafete admisibile I'p si I'y
sunt separate de o interfatd Lipschitz (I'p N Ty care este o varietate incretitd pentru D) si ci
I'p si 'y se intalnesc la un unghi strict mai mic decat = (cf. [111 [83]).

O proprietate fundamentala a unui domeniu Lipschitz marginit si Incretit este existenta unei

functii ¢ € C*°(D) si a unei constante 6 > 0 pentru care are loc
p-v>dpely, p-v<—0pelp, (1.1.5)

i.e., produsul scalar ¢ - v, Intre ¢ si vectorul unitate normal v, schimba semnul la trecerea de
la Tp la Ty (cf. [12, (1.122)]). Pentru mai multe detalii legate de proprietatiile domeniilor
Lipschitz va referim la [76], [41], [25].

1.2 Spatii Sobolev si Besov in R" si pe domenii Lipschitz

In aceasts sectiune oferim o scurta trecere in revistd a unor notatii si definitii de baza
referitoare la spatiile Sobolev, Bessel-potentiale, Sobolev-Slobodeckij si Besov, cu accent pe
relatiile dintre aceste spatii. Sursele principale utilizate la pregatirea acestor sectiuni sunt [2],
i, 8], [0, [76], [T13].

1.2.1 Spatii Sobolev si Besov in R"

Fie k € Ny si p,p’ € (1,00) astfel incat % + 1% = 1. Atunci spatiul Sobolev Wlf(]R”) este
definit prin (a se vedea, de ex., [94], Section 7.1]

WhR") = {f e LR ¢ [ fllwecany = 310 Fllincan) < oo}. (1.2.1)
v<k

Spatiul Sobolev Wp_k(R") este definit ca fiind dualul lui Wlf, (R™). Este bine cunoscut faptul

ca C§°(R™) este dens In W]f (R™), si ca W;f (R™) poate fi definit echivalent ca completitudinea

spatiului de functii netede cu suport compact in raport cu norma || - [|yysgn) data in (L-2.3).
Pentru s € R, spatiul Bessel potential cu baza in LP, Hy(R") si Hj(R™,R") este definit ca

H(R™) = {f € Z'(R") : (1— A)3 f €LP(RM} = {f : J*f €LP(R™)}, (1.2.2)
HE(R",R") := {f = (f1, for-ees fo) s fi € HIR™), j=1,... n} (1.2.3)

unde J* : ' (R™) — ' (R™) este operatorul Bessel potential de ordin s definit de (a se vedea,
de ex., [70, Capitolul 3])

Jof = F Y p Ff), p*=(1+¢)5. (1.2.4)

Mentionam ca H,(R™) este un spatiu Banach in raport cu norma (a se vedea, de ex., [4])

1 | #rs ey = [19° f1l Lo () = IF YO F )l o rny- (1.2.5)
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1.2.2 Spatii Sobolev si Besov in domenii Lipschitz

Acum, definim spatiile Sobolev si Bessel-potentiale pe domenii Lipschitz. Pentru aceasta,
fie ® C R™ (n > 2) un domeniu Lipschitz marginit, si fie D :=D si D_ := R"\ D.

Fie D(D4) := C§°(®4) spatiul functiilor infinit diferentiabile cu support compact in D4,
echipat cu topologia indusa. Spatiul D' (D) este spatiul distributiilor definit ca dualul topologic
a lui D(Dz). In aceasta tezd folosim notatia (-)|x pentru operatorul de restrictie la X c R”.
Aceast operator este evidentiat si cAteodata prin ryx.

Spatiul Bessel potential H; (D) si .FNI;(’}Di) este definit prin

Hy (1) :={f € D'(D+): 3 F € Hy(R") astfel incat Flo, = f}, (1.2.6)
H;(@i) = {f € Hy(R") :supp f C E} (1.2.7)

Spatiile Bessel potentiale H; (D, R") si ﬁ; (D4, R™) sunt definite ca spatiile de functii vectoriale
(distributii) a caror componente apatin spatiilor H,(®+) si ﬁ;(@i) (a se vedea, de ex., [76]).

Pentru orice s € R, C°°(D1) este dens in H; (D) si urmatoarele relatii de dualitate au loc
(cf. [47, Propositia 2.9], [29] (1.9)], [84], (4.14)])

(H3(02)) = Hy* (@), Hy'(9:) = (H3(02) (1.2.8)

In ceea ce urmeaza, pentru p € (1,00) dat, p’ reprezinta exponentul conjugat dat de relatia

1 1
Sty = 1. (1.2.9)

Similar cu (1.2.6) si (L.2.7), pentru s € R si p,q € (1,00) spatiul Besov B, (D) si
By (D4, R") sunt definite de

B, ,(D1) :={feD'(D+):3 F e B, (R") such that Flp, = f}, (1.2.10)
By (DL, R") = {f = (f1, f2,-- -, fn) : fi € Bpy(Dx), 5 =1,...,n}, (1.2.11)
By (9+,R") == {F € B (R",R") : supp F C m} . (1.2.12)

1.2.3 Spatii Sobolev si Besov pe frontiere Lipschitz

Principalele surse in pregatirea acestei parti sunt [46, Sectiunea 4.3], [113].
Pentru s € (0,1), se defineste spatiul H;(I") ca fiind completitudinea spatiului

0 ={fec®m): | fllmyr < oo} (1.2.13)

in raport cu norma

p p
ey = {151 / yWHldm%}. (1.2.14)

Pentru p € (1,00) si s € (—1,0), avem H *(I') = (H;(I‘))/. De asemenea, mentionam ca
H)(T') = LP(T).

Fie v = (v1,...,v,) vectorul unitate exterior la D, care este definit aproape peste tot in
raport cu masura do pe I'.

Fie p € (1,00), ¢ € (1,00] si s € (0,1]. In ceea ce urmeazi, avem nevoie de urmstoarele
spatii.

LE(T, R = {v € I’(I,R") : / v-vdo = 0} ,
o0

14
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S, (D.R") = {v € H3(T'\R") - /Fv vdo = 0} ,

B: ., (T,R") = {v € By, (TR [

v-vdo = 0} . (1.2.15)
r

Mai mult, consideram si urmatoarele subspatii.

s (D,R") = {v € H3(D,R") : div v =0},

p;div

s i (D, RY) == {v € By (D, R") : div v =0} . (1.2.16)

In cele din urma, introducem subspatiiile de functii local integrabile. Fie 2 o multime
deschisa (in particular Q € {R",®,T}). Spatiiile de functii local integrabile Li (Q),H,,.(22)

loc
si By ,10c(§2) sunt definite ca

LP (QR") :={v e LP(Q,R"):v|g € LP(K,R"),VK C Q, K is compact},
S 1oc (2, R™) := {v € Hy(Q,R") : v|x € Hy(K,R"),VK C Q, K is compact}7

p;loc

b gloc(L R = {v € By ,(Q,R") : v|k € By ,(K,R"),VK C Q, K is compact (1.2.17)

——

1.3 Operatorii urma

Ca si In sectiunea precedenta, consideram © C R™ (n > 3) un domeniu Lipschitz marginit
cu frontiera conexi T, si fie D4 := D si D_ := R*\ D. Fie k = (') > 1 o constanta suficient
de mare. Atunci operatorul maximal netangential pentru o functie arbitrard u : ©4+ — R este
definit prin (a se vedea, de ex., [41], Sectiunea 2.1], [50])

M (u)(z) := {sup|u(y)| : y € €+(z), x €T}, (1.3.1)

unde €1 sunt conurile de apropriere netangentiale din © si respectiv ©_ (a se vedea,
de ex., [86]). Mai mult,
ub(z) = lim  u(y) (1.3.2)
Cioy—z

sunt limitele netangentiale a lui u in raport cu D4 in & € I'. Dacad M(u) € LP(T") pentru o
alegerea a lui k, atunci proprietatea este valabild pentru orice k (a se vedea, de ex., [78, p 63.]).
O sa folosim notatia €+ in loc de €, +.

Un rezultat util pentru problemele care urmeaza sa le investigam n aceasta teza este Lema
lui Gagliardo mentionata mai jos (see [20], [47, Propozitia 3.3], [81, Teorema 2.3, Lema 2.6],
[79], [86, Teorema 2.5.2]).

Lema 1.3.1. Fiep € (1,00) si s € (0,1) constante date. Atunci, exista operatori urma Ga-
It

gliardo liniari si continui v* : H; "(D1) — Bs (D) astfel incit v*g = glp pentru orice

g € C™®(D.). Acesti operatori sunt surjectivi si au inverse la dreapta neunice, liniare si conti-

nue

-

(v5) L Bs, (D) = Hy (D). (1.3.3)

Rezultd imediat cd Lema [I1.3.1] raméane valaliba si pentru functii vectoriale sau matriciale.
Rezultatul de mai jos este o versiune a Lemei [I.3.1] pentru spatii Besov definite pe frontiere
Lipschitz (a se vedea, de ex., [86, Teorema 2.5.2]).

Lema 1.3.2. Fie p,q € (1,00) si s € (0,1) constante date. Atunci exista operatorii urmd

+7
Gagliadro liniari si continui v* : B;,q”(@i) — Bs (L) astfel incat g = g|r pentru orice
geC*® (ﬁi). Acesti operatori sunt surjectivi si au inverse la dreapta neunice, liniare si continue

s+
(vE)t: By ,(T') = Bpg" (D+).

15
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Rezultatul urmator raspunde la Intrebarea fireasca cdnd operatorul urma netangential co-
incide cu operatorul urma Gagliardo [41], Teorema 2.5].

Teorema 1.3.3. Fie ©® un domeniu Lipschitz in R™, n > 2. Fie p,q € (1,00).
41
(i) Daca ezista o constantda s > 0 cu proprietatea cd u € B;,qp (D,R"™) si urma netangentiald
punct cu punct wj, existd aproape peste tot pe T, atunci urma Gagliardo y™u este definitd
peT siytu=u. Dacds e (0,1), atunci v u=u} € B; (I',R").

+1
(i) Mai mult, dacd uf, € H; ?(T,R") pentru s € (0, 1], atunci v*u € Hy(I',R"™).

1.4 Operatorul Stokes si Brinkman

Acum, definim operatorul Brinkman care joaca un rol cheie in aceasta tezd. Reamintim ca
Z(R™, R™) este spatiul functiilor Schwarz si ./ (R™,R") este spatiul distributiilor temperate.

Fie @ > 0 o constanta data. Fie B, operatorul Brinkman definit in asa fel incat (a se vedea,
de ex., [50, Sectiunea 2.2])

By, :— ( (& o) N ) . S (R",R") x #(R") — .#(R", R") x .#(R") (14.1)

si operatorul asociat £, definit prin
Lo(u,7):=(A—-al)u—Vr: ZR"R") x S(R",R") - S (R",R"). (1.4.2)

Pentru a = 0, se obtine operatorul Stokes. Operatorii By, si By (i.e., & = 0) definiti in (1.4.1))
sunt eliptici in sensul lui Agmon-Douglis-Nirenberg (cf. [50, Lemma 2.1], [46 p. 330-331]), In
consecinta, pentru o > 0, p,q € (1,00) si s € (0,1), acesti operatori se extind la operatori liniari
si marginiti pe spatii Sobolev (Bessel potentiale), dupa cum urmeaza

1 1 9 1_o 1 4
Bo: H, "(R",R") x Hy * (R") = Hy * (R"R") x Hy »  (R"), (1.4.3)

1 1 1 1_9
Lo:Hy "(R"R") x Hy * (R") = H,' *  (R",R), (1.4.4)

sau cu definitii asemanatoare pe spatii Besov.

Un alt operator care joaca un rol important in definirea diferitelor probleme cu valori pe
frontiera de tip Neumann, mixt sau de transmisie este operatorul de derivare conormal. Pentru
a defini acest operator, introducem urmatoarele spatii. Fie s € R, p,q € (1,00) si t > —1/p/,
unde p’ este exponentul conjugat a lui p. Avem in vedere urméatoarele spatii (cf. [81], Definitia
3.3])

s+it s+ s+1-1 ~ ~ ~4
9, b (D, L) = {(u,ﬂ) €H, "(D,R") x Hy, " (D): Lo(u,n) = flo, f € HY(D,R")

and divu=0 in @}

De asemenea, fie

s+1 s+Li-1 ~ ~ ~
(D, L) = {(u,m) € Bpy” (D.R") x Byg” (D) : Lafu,m) =flo. F € Bl (DR

s—i-%,t
p,q,div

B

and divu =0 in @},

unde L, (u, 7) este definit in ((1.4.2)).

16



1.5. Operatorul de derivare conormal pentru sistemul Brinkman 17

Similar cu Teorema 2.16 in [81], pentru p, g € (1, 00) introducem operatorul E. extensie la
zero pentru functiile din H;,(@i) pe R"\ ©.. Pentru 0 <t < %, fie E+ operatorul definit pe

Hl’i(@i) prin Fy := Ey,. Daci —I% <t <0, atunci Ey este definit ca
<Eih,v>©i = <h, Eﬂ:@@i = <h, Eo':tv>@i, h € H;(@i), (NS H;t(rgj:), (1.4.5)

unde h € Hi(D4), v € H ;' (Dy) sau h € Bl (D+), v € B, (D).
Atunci, pentru —1/p’ <t < 1/p, operatorii

Ey:HY(®1) = H\(Dy), Ei:B),(Di)— B, (9z) (1.4.6)

sunt operatori liniari de extensie. Aceste proprietati se extind si la spatiile corespunzatoare de
functii sau distributii cu valori vectoriale.

Ca in cazul Definitiei 3.6 din [81], introducem operatorul de extensie canonic L, dupi cum
urmeaza (cf. Definitia 2.8 in [41]).

Definitia 1.4.1. Fie p,q € (1,00), s € Rsi t > —1/p’. Operatorul L, care atribuie
it ~
(7) functiile (u,7) € 53;7de (D, La) la extensia distributiei Ly (u,7) € H)(D,R") la H)(D,R")

ot
(ii) functiile (u,7) € ‘B;qfaiv(

B! (D,R™),

D;Ly) la extensia distributiei Lo (u,7) € B} (D,R") la
este numit operatorul de extensie canonic.

1.5 Operatorul de derivare conormal pentru sistemul Brinkman

In aceastd sectiune, introducem operatorii de derivare conormali care sunt utilizati de-
a lungul acestei teze, adica, operatorul de derivare clasic, operatorii de derivare conormald
netangential, canonici si generalizati si descriem relatiile dintre ei.

In acest scop, fie ® C R™ un domeniu Lipschitz mérginit cu frontiers Gamma.

1.5.1 Operatorul clasic de derivare conormal

Daci (u,7) € CH(D+,R") x CY(D), astfel incat div u = 0 in D, atunci operatorul clasic
de derivare pentru operatorul Stokes (sau Brinkman) sunt definite prin formula bine cunoscuta
(i.e., ecuatiile constitutive a unui fluid vascos incompresibil)

teF (u, 1) := yro(u, Ty, (1.5.1)

unde
o(u,m) = (=7l + 2E(u)) (1.5.2)

este tensorul de stres, si v= v este vectorul unitate exterior la ®, definit aproape peste tot
pe I'. Pentru orice functie ¢ € D(R™,R™), urmatoarea formula Green are loc

+(t5"(u,m), @) =2(E(u), E(¢))n. + alu, @)o, — (1,div ¢)o, + (La(u,7),p)p, - (1.5.3)
Formula (1.5.3)) urmeaza dintr-un argument de integrare prin parti.

1.5.2 Operatorul de derivare conormal netangential

Daca in orice punct al frontierei I' existd urmele netangentiale tft(u, ), si vecotrul unitate
v este definit in orice punct, atunci operatorul de derivare conormal netangential este definit in
acel punct de

tE(u,m) =ohv. (1.5.4)
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1.5.3 Operatorul de derivare conormal generalizat

Formula (1.5.3]) sugereaza urmatoarea definitie a operatorului de derivare conormal genera-
lizat definit pe spatii Besov, (cf., Lema 3.2 in [20], Lema 2.2 in [53], Definitia 3.8, Teorema 3.9
in [81], Definitia 6.5, Teorema 6.6 in [82], Propozitia 10.2.1 in [86]).

Definitia 1.5.1. Fie « > 0, s € (0,1), p,q € (1, oo) Atunci operatorul de derivare conormal
1 1
P(D,Ly) sau (u,7) € % (D,Ly), In

generalizat t} este definit pentri orice (u,m) € 53
sensul slab de formula

+ (t (wpif),0) = 2(ELE(),E(7") '9))n + alBru, (1) Moo (1.5.5)
—(Bymdiv (79 o + (. (7)) Ve € BY SR or p € BL (TR,

P, le P,q, dlv

Lema 1.5.2. In ipotezele Definitiei operatorul de derivare conormal generalizat

1
s+ L
+5

t :fgp dw(@ Lo) = By (T,RY), tf 2B, " (D, La) = By (T,RY),

este liniar si marginit. Mai mult, urmdtoarea identitate de tip Green are loc

t(u, ),y Tw)p =2 <]§’+IEE(u),IE('w)>53 +a <]_~L?+u,w>33 — <E+7r,div W>© + <f',w>D (1.5.6)

1 1 1 1
77/ - 7

1 1+ —s
pentru orice (u,m) € $ +f (D,Ly), we Hp,er (D,R") si orice (u, ) € »
1
(CD,R").

D’

" (9, La),

pqdlv

we B, |

Mentiondm c& operaotrul de derivare conormal canonic din Definitia [I.5.3] este diferit de
cel generalized dat in urmatoarea lema, precum urmeaza (cf. [53, Lema 2.2], [81, Definitia 3.1,
Teorema 3.2], [82, Definitia 5.2, Teorema 5.3].)

1.5.4 Operatorul de derivare conormal canonic

Operatorul de derivare conormal generalizat definit de formula este legat de o exten-
sie a operatorului Brinkman din domeniul ®, unde £, nu are un nivel ridicat de regularitate (a
se vedea [81]). Deoarece extensiile operatorului £, de la ® la R™ nu sunt unice, pentru unele
regularitati ale spatiilor corespunzatoare, se pare ca operatorul de derivare conormal generali-
zat este neunic si neliniar, cu exceptia cazului in care se impune o relatie liniara intre solutia
ecuatiilor cu derivate partiale si extensia partii dreapte a ecuatiei. Astfel, pentru problemele cu
valori pe frontiera a caror solutie ar trebui sa aiba o regularitate ridicata, trebuie sa revizuim
conditiile problemelei pentru a face operatorul de derivare conormal nesensibil la aceastda neu-
nicitate, adica folosim unicitatea operatorului de extensii dat in pentru 1/p’ <t < 1/p,
asa cum am facut-o in [41].

Avand in vedere formula din cazul clasic, introducem operatorul de derivare conormal
canonic pe spatii Besov prin urmatoarea Definitie [41], Definitia 2.10], [20, Lema 3.2], [53, Lema
2.2], [81), Definitia 3.8, Teorema 3.9], [82 Definitia 6.5, Teorema 6.6], [86, Propozitia 10.2.1]).

Definitia 1.5.3. Fie « > 0, s € (0,1), p,q € (1,00). Atunci operatorul de derivare conormal

1
canonic tF(u, ) este este definit pentru orice (u,7) € 55; 7D, Ly), sau orice (u,m) €
1 1

7/

’B; q:d; (D, Ly), In sensul slab de formula
(63 (u,m), ) = 2 (ELE(), E(7) ') +a(Bru, (1) 'e)o — (B, div((v) ™))
(1.5.7)
+(Lo(u,7), (YN o), Ve B;,Tps, (T,R™), or Ve B;,qu, (T',R™), respectively.
(1.5.8)

18
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Avand in vedere Definitia [1.5.3] obtinem urmatoarea formula Green conform rezultatului
nostru din [41, Lema 2.11].

Lema 1.5.4. In ipotezele Deﬁm’gﬁieim operatorul de derivare conormal canonic
+ s+%’7i s—1 n + s+%’7i s—1 n
ta :yjpvdiV (:D’LO‘) - Bp,p (F’R )7 ta : %p,q,div (©7£04) — Bp,q (PaR )7
este liniar st marginit. Mat mult, are loc prima formula Green

+ twdn—=9(E P _E ; P
(t2(u,m),y"wW)p=2 <E+E(u),IE(W)>D+a <E+u,w>D <E+7T,d1V W>D—|—<E+£a,w>® (1.5.9)

11 1 11
S+7777/ - S+7777/

I+
(D, L), we leer (D,R"™) si orice (u,m) €B_ " 7 (D, L),

pentru orice (u, ) € 9, 41, p,q,div

L_s

1+
we B, 7 (D,R") siadoua formula de tip Green

+ ((E2(wm). v e = (6 (v.g). " wr) = (La(um)v) = (La(vi)u) - (15.10)

+

PR 14151
pentru orice (u, ) € f);dfv (D1, L), (v,q) € ﬁplydp{v ’ P (D4, R™), si respectiv orice (u,m) €

1 1 1
8+57—* 1+F_S’_

1
‘;B v (©i7£a)7 (U7 Q) € %p’7q’ p(giaRn)

p,q,div

Urmatorul rezultat arata echivalenta dintre derivatele conromale canonice, netangentiale si
conormale clasice. Acest rezultat a fost obtinut in Theorem 2.13 din [41].

Teorema 1.5.5. Fie ® un domeniu Lipschitz cu frontiera T in R™, n > 2 si fie®_ = R"\D .
Fie a >0, si p,q € (1,00). Atunci urmdtoarele afrimatii sunt adevarate.

+§(

+1 -1
(i) Daca s > 1 si(u,m) € B;q’(’ﬁv(@i,]R”) X B;,q D4), atunci t&F(u,m) si tt(u,7) sunt

bine definite si are loc t1(u,m) = tSF(u, 7) € LP(T,R™).

Mai mult, daca urma netangentiala a tensorulus de stress, Uf{t(u,ﬂ), existd aproape peste
tot pe T', atunci existd si derivata conormald netangentiald aproape peste tot pe I' si este
egald cu t; (u,7) =t} (u,m) =t (u,7) € LP(T,R™).

nt,o

s+%,t

p,q,div(©i7£0¢)7 pentru t > —Z%. Dacd functia maximald

(1) Fie 0 < s <1 si (u,m) € B
netangentiald existd M(o(u, 7)) si urma netangentiald a tensorului de stres, o (u,),
existd aproape peste tot pe ' si apartine lui LP(T,R™ ™), atunci t}(u,7) =t ,(a,7) €

LP(T,R™).
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Capitolul 2

Teoria potentialelor de strat pentru
sistemele Stokes si Brinkman pe
domenii Lipschitz in R"

Teoria potentialelor de strat este un instrument puternic in studiul problemelor eliptice cu
valorilor pe frontiers (a se vedea, de ex., [4], [20], [46], [60], [76], [86], [I11]). In aceastd sectiune
reamintim definitia si unele proprietati ale operatorilor potentiali pentru sistemele Stokes si
Brinkman, adica, operatorul potential Newtonian si operatorii potentiali de simplu si duplu
strat.

Teoria potentialda se bazeaza pe existenta unei solutii fundamentale pentru sistemul ana-
lizat. Prin urmare, iIncepem prin introducerea solutiei fundamentale pentru operatorul Brin-
kman urménd principalele idei din [50], dar si pentru sistemul Stokes. Multe proprietati ale
potentialelor se bazeazd pe expresia tensorului viteza fundamental si tensiunea fundamentala,
asa cum se arata in toatd aceasta sectiune. In continuare, introducem operatorul potential
Newtonian care defineste o solutie pentru sistemul in cauza condus de o forta de actiune. Pro-
prietatile de mapare ale potentialului Newtonian care apar in aceasta teza au fost publicate in
[41].

Urmatoarea sectiune se refera la operatorii potentiali de strat si la principalele proprietati
ale acestora. In primul rand, introducem operatorul potential Brinkman de simplu strat si
discutam despre proprietatile sale de mapare. O atentie speciala este acordata operatorului
maximal netangential. In al doilea rand, este introdus operatorul potential de dublu strat,
urmand o structura analoga cu cea pentru operatorul de simplu strat. Dupa aceea, vom lua in
considerare relatia de salt la frontiera pentru operatorii potentiali de strat subliniind diferenta
dintre abordarea netangentiala si cea canonica. Incheiem aceastd sectiune cu cateva rezultate
utile ale inversabilitatii.

Retineti ca rezultatele prezentate in aceasta sectiune reprezinta o colectie de rezultate cu-
noscute, dar si multe rezultate noi obtinute in colaborare cu M. Kohr, S. E. Mikhailov si W. L.
Wendland in [41].

2.1 Solutia fundamentala pentru sistemele Stokes and Brink-
man in R"

In aceastd sectiune prezentam solutiile fundamentale pentru cele doua sisteme considerate,
adica solutiile fundamentale pentru sistemul Stokes si sistemul Brinkman din spatiul Euclidian
n dimensional R™. Aceste solutii fundamentale joacid un rol cheie in definirea operatorilor de
strat, care au un rol esential in dezvoltarea teoriei potentiale pentru aceste sisteme. Sursele
principale utilizate la pregatirea acestui capitol sunt [50] si [51].

20



2.2. Proprietatile de mapare a potentialului Newtonian pentru sistemul Brinkman 21

Solutia fundamentala pentru sistemul Brinkman in R”

Fie G%(x,y) € '(R" x R",R™ @ R") si [1*(x,y) € ' (R"™ x R",R") tensorul vitezd fun-
damental si vectorul presiune fundamental pentru sistemul Brinkman in R™ (n > 2). Perechea
(G (x,y),1I%(x,y)) este solutia fundamentala a sistemului Brinkman si satisface ecuatia

(Ax — al)GY(x,y) — VxII(x,y) = 0y (x)I, divyG*(x,y) =0, (2.1.1)

unde dy este distributia Dirac cu masa in y € R", in timp ce subscriptul x adaugat unui operator
diferential se refera la actiunea acestiua asupra variabliei x.

Componentele tensorului viteza fundamental si a vectorului presiune fundamental sunt date
de (a se vedea, de ex., [75l (3.6)], [60, Sectiunea 3.2.1])

o 1 d; TjTk } 1y
jk<x7y>—wﬂ{,y_x|n_2A1<a|y )+ S Aafaly—x) . M) = - (22)
unde A;(z) si A2(z) sunt definite de
(3 'Kya(m) | ()PE() 1 n_ BTy A)
A = = 2 = - =, A =— —4 2 2.1.3
EETT T P e T e B

K, este functia Bessel de al doilea fel si ordinul s > 0, I' este functia Gamma, si w,, este masura
de suprafatd pe sfera unitate S?~! in R™. Ecuatiile si arata ca tensorul viteza
fundamental este simetric, i.e., (G*(x,y))" = G*(y, x).

In ceea ce urmeaza, folosim conventia de adunare a indexului repetat pentru a simplifica
prezentarea. Tensorul de stress fundamental S®(-,-) are componentele

9Gi5(x,y) N 0G4;(x,y)
8335 83@ ’

Ge(x,y) = —1L;(x,y)die + (2.1.4)
unde J;;; este simbolul Kronecker, I1;(x,y) sunt componentele lui II, si G (x,y) sunt compo-
nentele lui G¥(x,y) (a se vedea, de ex., |50, Section 2.3]).

2.2 Proprietatile de mapare a potentialului Newtonian pentru
sistemul Brinkman

Notam cu * produsul de convolutie. Prin urmare, potentialele Newtoniene de viteza si
presiune asociati cu sistemul Brinkman sunt date de
(Nasrnp) (x) := — (G x ) (x) = —(G“(x,"), ), (2:2.1)

(Qunip) (%) = (Qrrnep) (%) 1= — (T ) (x) = —(TI(x,), @), . (2.2.2)

R

unde ¢ € D(R™,R") si G este tensorul fundamental reprezentat prin componentele sale din
(12.1.2)).

Utilizind expresia , deducem urmatoarea proprietate (cf. [41, Lema 3.1] precum si
Teorema 3.10 in [75]).

Lema 2.2.1. Fie a > 0. Atunci pentru orice p,q € (1,00) si s € R urmatorii operatori

Nogrn : HS(R", R") — H3P?(R", R™), (2.2.3)
Nogn : By ,(R*,R") — Byt (R™, R™), (2.2.4)
Qpn : Hy(R™,R") — H 1 (R"), (2.2.5)
QR" : B;,q(Rn7Rn) — B;:;}loc(Rn)? (226)

sunt lingari st continus.
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In consecintd, obtimen urmatorul rezultat.

Corolarul 2.2.2. Presupumen cd ©4 C R™ (n > 2) este un domeniu Lipschitz si fie D_ =
RMN\D,. Fie a > 0, p € (1,00), si p* = max{2,p}. Atunci potentialul vitezd Newtonian si
potentialul presiune satisfac ecuatiile sistemului Brinkman si urmatorii operatori

(Nayo, s Qo) : LP(D4,R") —>5pdlv(©+a£a)a (2.2.7)
(Nawo_, Qo) : LP(D_ ,R”)—)Y)pdwloc(@_,ﬁ) (2.2.8)
(Noo,,Qo, ) : LP(D4,R") — pp oo div (D45 La), (2.2.9)
(Naw Qo ) : (D, R") = B2, 1010 (D, La), (2.2.10)

sunt continus.

2.3 Proprietati de mapare a potentialelor de strat Brinkman in
spatii Sobolev si Besov

In aceasti sectiune, introducem operatorii de simplu si dublu strat pentru sistemul Brink-
man si oferim principalele proprietati care sunt necesare in studiul problemelor la frontiera in
sectiunile urmatoare. In primul rand, ne preocupam de proprietatile de mapare a potentialelor
de strat definite pe spatiile Sobolev si Besov cu baza in LP, cu p intr-o vecinatate a lui 2. Aceste
proprietati joaca un rol cheie in analiza problemelor la limita pe domenii Lipschitz incretite,
marginite, tratate in capitolul 3. Apoi, vom extinde aceste proprietati in spatiile Sobolev si
Besov cu un indice s € (0,1). O astfel de extensie este foarte utila in analiza unor probleme la
frontiera, care este dezvoltata in capitolul 4. O atentie deosebita se acorda relatiilor de salt la
frontiera pentru operatorii potentiali de simpu strat si dublu strat, cu accent pe diferenta dintre
urma netangentiala si Gagliardo, precum si dintre operatorii de derivare conormali netangentiali
si canonici. Mai mult, oferim formula de reprezentare a campului de viteza si presiune in ceea ce
priveste potentialele de strat, prin utilizarea atat a abordarii netangentiale, cat si a celei cano-
nice. Incheiem aceasti sectiune cu cateva rezultate utile de inversabilitate pentru potentialele
de strat. Rezultatele acestei sectiuni sunt contributii originale obtinute in [41].

2.3.1 Potentialul de simplu strat Brinkman si propietati de mapare cores-
punzatoare

De acum 1nainte, In acest capitol vom lua in considerare urmatoarea ipoteza, daca nu se
specifica altfel.

Ipoteza 2.3.1. Fie ®; C R" (n > 2) un domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexa I' si
fie ®_=R"\D,.

Fie a > 0, s € [0,1] si p € (1,00). Pentru o denistate data g € H;_l(F,R”), potentialul
Brinkman viteza de simplu strat, Vg, si potetialul presiune corespunzator, (J7,g, sunt date de

(Vag)(x) == (G*(x,")Ir, 8)r; (Qag)(x) = (II(x,")|r,g)r, x € R"\ T (2.3.1)
Datorita (2.3.1), perechea (V,g, Q%g) satisface sistemul omogen Brinkman in D,
(A=al)Vag—VQig=0, divVag=0 in R*"\T. (2.3.2)

Potentialul de simplu strat pentru sistemul Brinkman pe spatii Besov poate fi definit similar
pentru g € B;y;l(F,R"), unde s € (0,1) si p,q € (1,00). In cazul sistemului Stokes, i.e., pentru
a = 0, utilizam notatiile Vg si Q%g, i.e.,

Vog=Vg, Qig=Q’s. (2.3.3)
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In continuare, descriem actiunea operatorului maximal netangetial aplicat potentialului de
simplu strat V,g, cind g € LP(I",R™) si respectiv g € Hp_l(F,R”). Mai mult, aratam ca
limitele netangentiale exista aproape peste tot pe frontiera in ambele cazuri. Urmarim pentru
aceasta argumentele principale din Lema 3.4 din lucrarea noasta [41].

Lema 2.3.2. In ipoteza st pentru o > 0 si p € (1,00), avem
(1) Ewista doud constante C;=C;(T',p,a) >0, i =1,...,2, astfel incat

1M (VVag) [lLe@y + 1M (Vag) ey + 1M (Q°8) [y < Crllglle@rny,  (2:3.4)
pentru toate g € LP(I',R™) si

1M (Vag) ey < Collgl =1 gy (2.3.5)
pentru orice g € H, *(I,R™).

(13) Pentru orice g € LP(I',R™), exista limitele netangentiale pentru V,g, VV,g si Q°g
aproape peste tot pe I' st

I(Vag)aillze @z [(VVa)illzerray: 1(Q°8)nillzerrn) < Ciligllierrn)  (2.3.6)

21 eEniru orice g € . ; , ETISTa Lritele netangentiale pentru o aproape pesie 1o
i1) Pent ' H,Y(D,R" istd limitele net tial tru V te tot
pe L', si

H(Vag)nt”LP < C2HgHH Y, R")" (2.3.7)

Proprietatile de mapare a potentialelor Stokes de simplu strat in spatiile Bessel potentiale
si Besov pe domeniile Lipschitz marginite, sunt bine cunoscute si ne referim la, de ex., [30], [46],
[86, Teorema 10.5.3], [85, Teorema 3.1, Propozitia 3.3].

Urmatoarea teorema colecteaza principalele proprietati ale operatorilor potentiali viteza si
presiune de simplu strat Brinkman. Le-am obtinut in [41, Teorema 3.5]. Mentionam faptul ca
anumite proprietati au fost obtinute in [25, Propozitia 3.4], [49, Lema 3.4], [50, Lema 3.1], [85
Teorema 3.1], [100, Teoremele 3.4 si 3.5]).

Teorema 2.3.3. Fie ipoteza satisfacuta. Fie p,q € (1,00), a > 0, si p* := max{2,p}.

Fiet > —Z% arbitrar, unde % + 1% = 1. Atunci urmatoarele afirmatii au loc.

(i) Operatorii

1

Va’®+ : Lp(ran) - Bpp dlv(©+7 n) Qs|©+ : Lp(FaRn) - Bﬁp* (®+)7 (238)
s n 1+
(Valo,, Q9. ) : LP(I',R") — B, d1v(®+’£ ) (2.3.9)
1 141
Valo, : H;Y(I,R") = BY . R SUCLRY) - B, (D), (2.3.10)
(Valo,, Qo) : Hy ' R™) — %pp v @4, La), (2.3.11)

sunt liniart si continui.

(13) Pentru orice s € (0,1), urmatorii operatori

+1 +1_1

Vo : By NI, RY) %qudlv(R”,]R"), Q°: By M (I',R") —>qu100 (R™), (2.3.12)
Valo, : By, '(T, R”)%qudw(m,R”) (@) o +:BZ,;1(F,R”)—>B£ _1(®+)7 (2.3.13)
(Valo, . Qlo,) : By, (T, R") — %pqdw(m,c ), (2.3.14)
Valo_ : By, (I,R") - B, z (®_ R”) Qlo : BiMT, R”)%BPZJO_C @), (2.3.15)
(Valo_,@Q%lo_) : By M(T, R”)—HqudlleC(@,,ﬁa), (2.3.16)

sunt liniar si continus.
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2.3.2 Potentialul de dublu strat Brinkman si proprietati de mapare cores-
punzatoare

Pentru o densitate data h € H, (T',R™), potentialul de dublu strat vitezd si presiune, W,h
si Qgh, sunt definite de reprezentarea integrala

(Wah);(x / S (%, y)ve(y)hi(y)doy, ¥V x € R™\T, (2.3.17)
_ /FA?Z(x,y)ug(y)hj(y)day, ¥xeR"\T, (2.3.18)
unde vy, £ = 1,...,n, sunt componentele vectorului unitate normal v pe ®, care este definit

aproape peste tot pe I'.
Definitii similare pentru potentialul de dublu strat viteza si potentialul presiune cores-
punzator se aplica si in cazul spatiilor Besov pentru h € Bj (I',R"), unde s € (0,1) si

p,q € (1,00).
Pentru o = 0, utilizim notatiile Wh si Q%h pentru potentialele de dublu strat cores-
punzatoare, i.e.,

Woh = Wh, Qlh= Q. (2.3.19)

Tinand cont de relatia (2.1.1)), perechea (W h, Q%h) satisface sistemul Brinkman in ambele
domenii ® si respectiv ®_, i.e.,

(A —al)Woh — VQih =0, divW,rh=0 in R"\T. (2.3.20)

Valuarea directa a potentialului de dublu strat W,h pe frontiera este definit prin valuarea
principala Cauchy ca fiind

(Kah)g(x) :=p.v. / e (7, X)ve(y)hj(x)doy (2.3.21)
= ;13% B0 S5y, X)ve(y)hj(x)doy ae. x €T (2.3.22)

unde B.(x) reprezintd o vecinatate deschisa si centratd in x cu raza € (a se vedea, de ex.,
Hsiao-Wendland, [46], sau Mitrea-Wright, [86]).

Asemanator proprietatilor potentialului de simplu strat, urméatoarea lema descrie actiunea
operatorului maximal netangential asupra operatorului potential de dublu strat si afirma ca
limitele netangentiale exista aproape peste tot pentru potentialul de dublu strat cu densitatea
h in LP(I',R") si respectiv H, (I',R") (cf. [41} Lema 3.4]).

Lema 2.3.4. Fie ipoteza satisfacuta. Fie « > 0 si p € (1,00) constante date. Atunci
avem

(i) Ewista doud constante C;=C;(I',p,a) >0, i = 1,2, astfel incdt
M (VWoh) ||y + 1M (Woh) || oy + 1M (QEh)]| 1o(r) < Cilbfl gy rey,  (2:3.23)
pentru orice h € HJ (T, R™) si
M (Woh) |[zpry < Collh|l porrny.- (2.3.24)
pentru toate h € LP(I',R™).

(13) Pentru orice h € LP(T',R™), existd limitele netangentiale a lui W h aproape peste tot pe
T'si

[(Wag)fill o rny < Chlhll Lo go)- (2.3.25)
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(i1i) Fie h € H)(T,R™). Atunci existd limitele netangentiele pentru Woh, VWoh si Q%h
aproape peste tot pe I' st

I(Wah) il 2o rreys (VW) 5l 2o ey (QER)5 | Lor rey < Co|bf[ g1 - gey- (2.3.26)

Pentru proprietatiile de mapare ale potentialului de dublu strat pentru sistemul Stokes (i.e.,
pentru a = 0) pe domenii Lipschitz marginite referim cititorul la, de ex., [30], [46], [86, Teorema
10.5.3], [85, Teorema 3.1, Propozitia 3.3].

Principalele proprietatii ale operatorului potential de dublu strat sunt rezumate mai jos. Ele
se gasesc demonstrate in [41], Teorema 3.5] (undele dintre ele au fost obtinute in [25, Propozitia
3.4], [49, Lema 3.4], [50, Lema 3.1], [85, Teorema 3.1], [L100, Teorema 3.4 si 3.5]).

Teorema 2.3.5. Flic ipoteza adevaratd. Fie p,q € (1,00), a > 0, si p* := max{2,p}. Fie
t> —I% arbitrar, unde Il) + ]% = 1. Atunci urmatoarele afirmatii au loc.

(2) Urmatorii operatori sunt liniari si continui

n 1+ n v
Wolo, :H)(I,R") = B (D4+.R"), Qdlg, :Hy(T,R") = By (Dy),  (2.3.27)

p,p* dlv

(Walo.,Qllo, ) : Hl(r RY) = B2 (D, La). (2.3.28)

p,p*; le(

19
W, : LP(T,R™) —>Bpp dw(©+,R” Qd|© P(C,R™) — B . (D4),  (2:3.29)
(Walo,, Qlls, ) : LY. RY) = B] 1 (D, La). (2.3.30)
(13) Pentru orice s € (0,1) urmatorii operatori
s n sty B n syl
Wa|©+ :-Bp,q(]-ja]R ) pqdlv(g"l‘? ) Qd|©+' ,q(raR )_> prqp (©+)a (2331)
S n 8+
(WOC|®+’QZ|®+) :B (F R )_> %pqdlv(©+,£ )’ (2332)
1
s n n s n +7_ 7o)
Wlo_ : Bj (I,R") — quydwloc(Q_,R ), Q%o_ : BS (I, R") — qu,loc (D),
(2.3.33)
d s n 5+%’t ~
(Wa|@_, Qa\g_) B3 (DR =B 7l (D, La). (2.3.34)

sunt liniart si continud.

2.4 Proprietati ale potentialelor de strat Brinkman in spatii
Sobolev si Besov

In sectiunea urmatoare, obtinem relatiile de salt satisfacute de potentialele de strat pentru
sistemul Brinkman in cazul in care operatorul urma si operatorul de derivare conormal sunt
considerati In sensul netangential, precum si in sensul Gagliardo sau canonic. Mai mult, acordam
o atentie speciala situatiilor in care aceste notiuni sunt echivalente.

2.4.1 Relatiile de salt a potentialelor de simplu si dublu strat

Ne concentram atentia asupra relatiilor de salt peste o frontiera Lipschitz pentru potentialele
de strat Brinkman in spatiile Sobolev, dar si in spatiile Besov. Pentru cazul potentialelor de
strat Stokes facem referire la, de ex., [30], [46], [86, Teorema 10.5.3], [85], Teorema 3.1, Propozitia
3.3]. Am obtinut aceste rezultate in |41, Teorema 3.5].

Mai intdi, ne concentram atentia asupra cazului netangential, cf. [41, Teorema 3.5] (si
mentionam si urmatoarele rezultate [25, Propozitia 3.4], [49, Lema 3.4], [50, Lema 3.1], [85
Teorema 3.1], [100, Teoremele 3.4 si 3.5]).
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Teorema 2.4.1. Presupumen cd D4 este un domeniu Lipschitz marginit in R™ (n > 2) cu
frontiera conexd T si ®_ = R"\D;. Fiep,q € (1,0), a > 0, si p* := max{2,p}. Fiet > —1%
arbitrar, unde %—i— 1% =1. Fieh e H; (T,R™) si g € LP(T',R™). Atunci urmdtoarele proprietatii
sunt valabile aproape peste tot pe T,

(Vo). = (Vag) , = Vag, Vge H,'(I,R"); (2.4.1)

%h + (Woh)f = —%h + (Wuh), = K,h, Vhe LP(T,R"); (2.4.2)

—%g +t5 (Vog,Q%g) = %g +t (Vag, Q’g) =: Kig, Vge LP(IRY); (2.4.3)

t (Waoh, Q2h) =t (Woh,Q%h) = Doh, Vhe H)(T,R"); (2.4.4)

unde K7, este transpusa lui K. Mai mult, urmatorii operatori integrali

Vo : LP(T,R") — H)(I',R"), K, : Hy(I,R") — H)(T,R"), (2.4.5)

Vo : Hy YT, R") — LP(I',R"), K, : LP(I,R") — LP(I',R"), (2.4.6)

K} : LP(I',R") — LP(T,R"), Dg : H)(T',R") — LP(I',R™). (2.4.7)

sunt liniari si continud.

Urmitoarea teoremd este o versiune a Teoremei in cazul in care relatiile de salt sunt
considerate in sens Gagliardo si In cel canonic (cf. [41, Theorem 3.5]).

Teorema 2.4.2. Fie ipoteza satisfacuta. Fie p,q € (1,00), a > 0, si p* := max{2, p}.
Fie t > —z% arbitrar, unde % + [% = 1. Atunci, pentru h € B3 (I,R") si g € By '(I,R"),
€ (0,1), urmatoarele relatic au loc aproape peste tot pe T,

T (Vag) =77 (Vag) = Va8, (2.4.8)
1 1
5h + 9T (Waoh) = —§h +797(Wyh) =: K h, (2.4.9)
1 1 i

_ig + t+ ( a8, QS ) 7g + t ( o8, ng) = Kag7 (2410)
t1 (Woh,Q%h) =t (W,h,Q%h) =: D,h. (2.4.11)

In plus, urmatorii operatori
Vo : By '(I,R") = B; (I,R"), K, : By ,(I',R") — BS (I',R"), (2.4.12)
K} : By '(I\R") = B '(I',R"), Dy : By (I,R") — By 1(I',R"). (2.4.13)
sunt liniari si continui.

Acum dam raspunsul la intrebarea fireasca daca urmele Gagliardo si operatorii urma
netangentiale aplicate potentialelor de strat sunt identici. Am dovedit urmatorul rezultat in
[41, Lema 3.6].

Lema 2.4.3. Fie ipoteza[2.3.1] satisfacuta. Atunci urmdtoarele prorpietdtii sunt adevdrate.

(i) Dacip € (1,00), a € (0,00), g € LP(T,R™) sih € H}(I',R"™), atunci urmdtoarele egalitati

au loc
7 (Vag) = (Vag)i € Hy, (I, R"), (2.4.14)
v (Wah) = (Wah)y € Hy (T, R), (2.4.15)
tai( ag,Qs ) = t5 (Vag, Q°g) € LP(T,R™), (2.4.16)
t=(Woh,Q%h) = t% (W,h,Q%h) € LP(I',R") (2.4.17)

cu estimarile in normd corespunzatoare.
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(13) Dacd p,q € (1,00), s € (0,1), a € (0,00), g € B;gl(F,R”) si h € By (I,R"), atunci
urmdtoarele egalitati au loc

7 (Vag) = (Va8 € Bj (I, RY), (2.4.18)
YE(Woh) = (Woh)i € BS (T, R") (2.4.19)

cu estimarile in normd corespunzatoare.

In continuare, vom avea nevoie de urmitoarea formuld de reprezentare integrala pentru
solutia sistemului Brinkman omogen, in termenii operatorului urma Gagliardo si a operatorului
de derivare conormal canonic (a se vedea, de ex., [41l Lemma 3.7]).

Lema 2.4.4. Fie ipoteza satisfacuta. Fie a € (0,00), p,q € (1,00) si s € (0,1). Daca
+1 11 +1 —1-1

(u,m) € H; P(D4, R?) x H; P(Dy4), sau (u,m) € B;,qp(’}3+,R”) X B;q P(D4) si perechea

(u,m) satisfac sistemul Brinkman

Au—ou—-Vr=0, divu=0 in D, (2.4.20)

atunci
u(x) =V, (t;f(u,ﬂ)) (x) — W, (nyru) (x), VxeDy, (2.4.21)
m(x) = Q° (t;(u, 77)) (x) — Q% (7+u) (x), Vx €Dy (2.4.22)

Apoi, obtinem formula de reprezentare analoga (a treia relatie a lui Green) (2.4.21) in
termeni urmei netangentiale si a derivatei conormale netangentiale (cf., [41, Lema 3.8]).

Lema 2.4.5. Fie ipoteza satisfacuta.  Fie o« > 0 si p € (1,00). Dacd
M(u), M (Vu), M () € LP(T'), atunci exista limitele netangentiale ale lui u, Vu si m aproape
peste tot pe I', si perechea (u, ) satisface sistemul Brinkman omogen

Au—au—-Vr=0, divu=0 in D;. (2.4.23)
Atunci u satisface urmdtoarea formuld

u(x) = Va (t;(u,w)) (x) — W (u:t) (x), VxeD,. (2.4.24)

2.4.2 Proprietati de inversabilitate ale operatorilor potentiali de strat

De-a lungul acestei teze, avem nevoie de rezultate ale inversabilitatii operatorilor potentialii
de dublu strat. Retineti ca, majoritatea rezultatelor urmatoare se bazeaza pe proprietatile
generale ale operatorilor Fredholm si au fost obtinute in [41} Sectiunea 4]. Reamintim faptul ca
spatiile Sobolev (Bessel-potentiale) cu baza in L?, Hs(®D,R™) sunt notate pentru simplitate cu
H*(D,R").

Pentru a simplifica notatiile pentru urmatoarele teoreme si pentru sectiunea urméitoare a
proprietatilor de izomorfism pentru anumiti operatori pe spatii Sobolev cu baza in LP, introdu-
cem urmatoarele doud intervale ca in [41, Relatiile (166) si (167)],

2(n — 1) ) (2—e,+00) if n=3,
R = —-—>—g,2 N(1 R = .
0(71,5) ( n+1 €,2+¢ ( ,—1—00), 1(”75) {(2—5, 2(::31) —|—6) if n>3
(2.4.25)

Aceste doua multimi sunt cazuri particulare a urmatoarei multimi

Ro(n.e) = (2—¢,+00) if n=3andf =1, (2.4.26)
o) = (jﬁ:é)@—5,3@1__12)9—1—5)0(1,—1—00) if n>3and0<H<1 o

Lemele [41, Lema 4.2] si [41, Lemele A.1 si B.1(ii)] implica urmatoarea afirmatie (cf. [41,
Corolarul 4.3]).
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Corolarul 2.4.6. Fie ipoteza satisfacuta. Atunci pentru o € (0,00), existd € = (T') > 0
astfel incat pentru orice p € Rs(n,e) sip’ € Ri_s(n,e) (cf. (2.4.26)), operatorii

1

S1+ Ka s Hy(DR") = Hy (T RY), € (0,1, (2.4.27)
%11 LK H(DLRY)  H(TLRY), s € [0,1], (2.4.28)
%11 + Ko By (TR = BS (TR, se(0,1), g€ (1,00), (2.4.29)
%11 LK B (TR o B (TR, se (0,1), g€ (1,00). (2.4.30)

sunt isomorfisme. Dacd ©4 este de clasd C', atunci proprietdtile sunt valabile pentru orice
p,p' € (1,00).

Lemele [41, Lema 4.4] si [41, Lemele A.1 si B.1(ii)] implicad prin interpolare urmatoarea
afirmatie [40), Corolarul 4.5].

Corolarul 2.4.7. Fie ipoteza satisfacuta. Atunci pentru o € (0,00), existd € = (T') > 0
astfel incat pentru orice p € Rs(n,e)si p' € Ri—s(n,e), cf. (2.4.26), urmatorii operatori sunt
izomorfisme,

1 S n S n

— 51+ Ka : Hy, (DR = Hy, (DR, s€[0,1], (2.4.31)
1

— 5L+ K¢ Hy (DR /Ry — Hy (DR /R, s € [0,1], (2.4.32)
1 S n S n

- 5I[ +Kao: By (T,R") = By (D,R"), s €(0,1), g€ (1,00), (2.4.33)
1

— 5}1 + K, : B, ,(I,R")/Rv — B, (I'R")/Rv, s¢€(0,1), g€ (1,00). (2.4.34)

Dacd Dy este de clasd C*, atunci proprietdtile sunt valabile pentru orice p,p’ € (1,00).

In cazul o = 0, afirmatia din lema de mai jos a fost obtinuta in [86, Teorema 9.1.4, Corolarul
9.1.5] (a se vedea si [85, Teorema 6.1]).

In final, print-un argument de interpolare [41, Lemele A.1 si B.1] si Lema [41, Lema 4.6],
obtinem urmatoarea proprietate (a se vedea, de ex., [41l, Corolarul 4.7]).

Corolarul 2.4.8. Fie ipoteza satisfacuta. Atunci pentru o € (0,00) sip € Rg(n,€), exista
e =e(I") > 0 astfel incat urmatorii operatori

. -5 n 1-s n
Vo : H,*(T,R") /Ry — H*(T,R"), s e [0,1], (2.4.35)
Vo : By 3(T,R") /Ry — Bl (L R™), s € (0,1), g € (1,00). (2.4.36)

sunt izomorfisme. Dacd, in plus, ® este de clasd C', atunci proprietatea este valabild pentru
orice p € (1,00).
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Capitolul 3

Probleme mixte pentru sistemele
Brinkman si
Darcy-Forchheimer-Brinkman in
spatii Besov pe domenii Lipschitz
marginite si incretite din R" n > 3

Acest capitol se referd la probleme cu valori pe frontierda de tipul mixt Dirichlet-Neumann
pentru sistemul Brinkman liniar si sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman pe dome-
niile Lipschitz incretite in R™, unde n > 3, presupunand ca datele la frontiera apartin spatiilor
Sobolev cu baza in LP cu p intr-o vecinatate a lui 2, asa cum au fost obtinute in coloborare cu
M. Kohr, S. E. Mikhailov si W. L. Wendland in [41} Sectiunile 5 si 6]. Pentru a obtine rezulta-
tele de bine-punere pentru cele doua sisteme luate in considerare, avem nevoie de solvabilitatea
problemelor de frontiera Dirichlet si Neumann pentru sistemul Brinkman cu date la frontiera in
LP (pentru rezultate corelate, referim cititorul la [I00, Teorema 5.5], [86, Corolarul 9.1.5, Teo-
rema 9.1.4, 9.2.2 si 9.2.5] si [85, Teorema 7.1]). O atentie deosebita se acorda cazurilor speciale
legate de diferite tipuri de operatori umra si operatori de derivare conormala, adica in cazurile
in care operatorii sunt considerati in cazul netangential sau in sensul Gagliardo si canonic (ne
referim la Sectiunile 1.5 si 1.6 din Capitolul 1, precum si la 41} Sectiunile 2.1 si 2.2]). Mai mult,
subliniem cerinta domeniului special Lipschitz incretit pentru probleme la frontiera de tip mixt,
deoarece datele limita luate In considerare au o regularitate ridicata.

Brown si colab. in [13, Teorema 1.1] au obtinut rezultatul de solvabilitate pentru problema
Dirichlet-Neumann mixts pentru sistemul Stokes, cu date la frontiera in spatii L? pe domenii
Lipschitz Incretite in R™ (n > 3), prin reducerea unei astfel de probleme la limita la analiza
ecuatiilor integrale de frontiera. Mai mult decit atat, in [51, Teorema 6.1] s-a dovedit bine-
punerea problemei mixte Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman intr-un domeniu Lipschitz
incretit, cu date la limita in spatii Sobolev cu baza in LP, cu p intr-o vecinatate a lui 2. Avand
in vedere rezultatele in [13], vom ardta in aceasta sectiune bine-punerea problemei la frontiera
mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman spatii Bessel potentiale definite pe un
domeniu Lipschitz marginit ® in R” (n > 3) si extinzdndu-le in final in spatii LP pentru p
in vecinatatea a lui 2, folosind teoria complexa a interpolarii si a rezultatelor de incluziune a
spatiilor Sobolev.
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3.1 Probleme cu valori pe frontiera pentru sistemul Brinkman
in domenii Lipschitz din R"

In aceastd sectiune analizam problemele pe frontiera de tipul Dirichlet, Neumann si tipul
mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman. Reamintim ca printr-un domeniu Lipschitz
incretit ne referim la un domeniu care indeplineste conditiile din Definitia [I.1.3] Problemele la
frontiera din aceasta sectiune sunt analizate pentru ambele cazuri atunci cand limita la fronitera
este considerata in sensul netangential si Gagliadro.

3.1.1 Problema mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman cu date
in spatii cu baza in L?

In acest rezumat ne referim direct la problema mixta pentru concizia expunerii. Incepem
prin a preciza versiunea analogica a presupunerii pentru probleme la frontiera mixte.

Ipoteza 3.1.1. Fie ® C R™ (n > 3) un domeniu Lipschitz matginit si incretit cu frontiera
conexa I', care este descompusa suprafete admissibile I'p si I'y (a se vedea Definitia [1.1.3]).

Aceasta inseamna ca I'p si I'y nu se intdlnesc tangential si mai mult ca I'p si Iy sunt sepa-
rate de o interfata Lipschitz, iar unghiul sub care se intalnesc este mai mic decit 7. Fie (-)|rp,
(*)Iry operatorii de restrictie de la spatiul Hy(I', R") la H,(I'p, R") si respectiv la Hy(I'y,R"™).

In aceasti sectiune aratam bine-punerea problemei mixte Dirichlet-Neumann pentru siste-
mul Brinkman,

Au—oau—Vr=0, diva=0 in 9,
uy[r, = ho, (3.1.1)
tae (0, 7)[ry = o,

unde conditiile la limita sunt considerate in sensul netangential precum si problema echivalenta

Au—au—Vr=0, diva=0 in 9,
,eruh_,D = hg, (312)
tz(ua 7T)|FN = &0,

unde operatorul urma este considerat in sens Gagliardo iar operatorul de derivare conormal in
sensul canonic.

Pentru prima problema (3.1.1)), o si aratdm c& pentru hy € HI} (Tp,R™) si gy € LP(I'p,R")
date Intr-un interval pentru p, exista o unica solutie L a problemei , i.e., o pereche unica
(u, ) astfel incat u si 7 sa satisfaca sistemul Brinkman in ©, s& existe limitele netangentiale
ale u, Vu si m aporape peste tot pe I', M (u), M (Vu), M(m) € LP(T'), si conditiile la frontiera
in sa fie satisfacute n sensul netangentlal aproape peste tot pe I'p si respectiv I'y. Mai

mult, aratam ca (u, ) € B (”}3 R™) x B;p* (D).

In cazul problemei (3.1.2), in care conditiile la frontiers sunt intelese in sensul Gagliardo si
cel canonic, o sa aratam ca pentru hy € H (FD,R”) sigo € LP(FD,R”) date intr-un interval

a lui p, atunci exista o solutie LP, (u,m) € B (33 R™) x B;p* (D) a problemei mixte (3.1.2)),
care satisface M (u), M(Vu), M (m) € LP(T).

Sa mentionam ca, pentru un domeniu Lipschitz marginit si incretit, Brown [11] a dovedit
ca problema mixta pentru ecuatia Laplace are o solutie unica si, in plus, ca gradientul sau
apartine lui L?(I") cAnd data Dirichlet apartine lui Hi(I'p) = H'(I'p) si data Neumann la
L?(T'y). Pentru aceeasi clasi de domenii, rezultatele de bine-punere au rezultat intr-un interval
pentru p a datelor pe frontiera cu baza in LP in [83].

Pentru a demonstra urmatorul rezultat obtinut in [41, Teorema 6.4], folosim ideile principale
din [51), Teorema 6.1].
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Teorema 3.1.2. Fie a € (0,00). Atunci in ipoteza problema mixta Dirichlet-Neumann
pentru sistemul Brinkman cu datele (ho,go) in spativ Hi(Tp,R") x L?(T'y,R™) descris de
sistemul

Au—au—-Vr=0 in D,
divu=0 in 9,
uli)lrp, =h (3.1.3)
tr(w,m) Iy =g
M(Vu), M(u), M(r) € L*(T),
are o solutie unicd (u,7), care satisface conditiile la frontierd in sensul netangential aproape

3 1
peste tot pe I'p si respectiv I'y. Mai mult, (u, ) apartin spatiilor Hg (D,R"™) x H3 (D) si existd
doua constante Cyy si C' depinzand de I'p, 'y, a si n astfel incat

1M (V)| Loy + (1M (@)l Ly ) + 1M ()] o) < Cm (IlhoHH;(rD,Rn) + HgOHLg(FN,R”)) :
(3.1.4)

140,317 ) < € (ollrge ey + g0l za(ram)- (3.1.5)

3
22 (©7R

In subsectiunea urmatoare, extindem rezultatul stabilit in Teorema la spatii Sobolev
cu baza in LP cu p intr-o vecinatate a lui 2, pentru problema mixta (3.1.3)), cu date (hg,g,) €
H;(FD,R") x LP(T' N, R™).

1+2
Mai mult, ardtam ca solutia problemei mixte (3.1.1)) apartine spatiului B, " (D,R") x

1
Bzf,pj (D), unde p* = max{2, p}.
In ceea ce urmeaza, avem nevoie de urmatoarele spatii definita pentru un subspatiu a lui
SoCUlie.,
HY)(So, R") := {® € LP(I,R") : supp & C Sy }. (3.1.6)

3.1.2 Operatorul Neumann-to-Dirichlet pentru sistemul Brinkman

Inspirat din lucrarea [83], in care autorii au studiat problema mixta Dirichlet-Neumann pen-
tru ecuatia Laplace in domenii Lipschitz incretite, introducem operatorul Neumann-to-Dirichlet
Tht;a, care associaza data g € LP(I',R™), cu restictia operatorului urma netangential ujt pe
partea I'p, unde (u,7) este solutia unicd LP a problemei Neumann cu derivata conormald
netangentiald g. Astfel, (u, ) satisface conditia Neumann aproape peste tot pe I' in sensul
limitei netangentiale, conditiile M (u), M (Vu), M (7) € LP(T), si

Total = Whlrp: (3.1.7)

Similar, consideram Y, care associaza lui g € LP(I",R"), data y"u a partii I'p, unde (u,n)
este solutia unica a problemei Neumann cu f = 0 si derivata conormala canonica g, i.e.,

Yog=7"ulr,. (3.1.8)

Idea cheie aici este proprietatea de inversabilitate a fiecariu operator Neumann-to-Dirichlet T .,
si T, pe spatii Sobolev cu baza in LP, care duce la o extensie a rezultatului de bine-punerea
problemei din pe astfel de spatii. Un pas intermediar in obtinerea acestiu rezultat este
urmatoatea teorema, obtinutad in [41, Lemma 6.5]. Reamintim ca Ro(n, ) este intervalul definit

in (2.4.25).

Lema 3.1.3. Fie a € (0,00). Atunci in ipoteza exista € = ¢(I') > 0 astfel incat pentru
fiecare p € Ry(n,e), urmatoarele proprietati au loc.
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(1) Operatorii Yo st Lo coincid, sunt continui si au expresia

—1
Tnt;a = TO& = (Va [0} (;]I + Kz> )

(13) Problema cu wvalori pe frontiera mizta Dirichlet-Neumann cu data (hg,go) €
HI}(I‘D,R") x LP(Tn,R™) are o solutie unica (u,7) astfel incit sa existe limitele
netangentiale u, Vu si m aproape peste tot pe I';, M(u), M(Vu),M(w) € LP(T), iar u
st m satisfac conditiile Dirichlet si Neumann aproape peste tot in sensul netangential,
daca st numai dacd operatorul

(3.1.9)

I'p

Tt : H)(Tp,R") — H}(Tp,R") (3.1.10)
este un izomorfism.

112) Problema (3.1.2) cu data (hg,gg) € D, X N are o solutie unicd (u, ) €
1i1) Probl (13.1.2]) d h H;F R™) x LP(I"n, R™ luti icd
1

1+ f . C
B, ' (D,R") x B} (D) dacd si numai dacd

Yo : H)(Tp,R") — HY(T'p,R") (3.1.11)
este un isomorfism.
~ 1+1 1
In plus, dacd solutia existi (u,m), atunci apartine spatiului B, ! (D,R") x B} .(D) si
existd constantele Cpy = Cy(a,p,T'p,Tn,n) > 0, C = C(a,p,IT'p,Tn,n) > 0 si C' =

C'(a,p,Tp,Tn,n) > 0 astfel incdt

M (V)| ey + M (@) || oy + [[M (7)) 2ory < Cu (||h0||H;(rD,Rn) + ||g0||LP(FN,Rn)) )

(3.1.12)
HUHB;:;*%(Q,R") + ”W”pr*(@) <C (HhOHH;(FD,R") + HgOHLP(FN,R")) ,  p"=max{2,p},

(3.1.13)
Iy all gy o gy + 167 () [ Lo e gmyy < O (||h0HH;(FD,Rn) + HgOHLP(FN,IR")) : (3.1.14)

3.1.3 Problema mixta Dirichlet si Neumann pentru sistemul Brinkman cu
date in spatii cu baza in L*

Acum, formulam rezultatul principal al acestei sectiuni, care se refera la bine-punerea pro-
blemei mixte Dirichlet-Neumann cu datele pe frontiera in spatii Bessel potentiale cu
baza in LP, cu p Intr-o vecinatate a lui 2 si cdnd conditiile la frontiera sunt considerate in sensul
netangential. Demonstratia acestiu rezultat este o consecinta a Teoremei si a Lemmei
care au fost obtinute in lucrarea noastra [41, Teorema 6.6(i)].

Teorema 3.1.4. Fie o € (0,00) si fie ipoteza satisfacuta. Atunci exista un numdr e > 0
astfel incdt pentru orice p € (2 —¢,2 + €) si toate datele (h,g) € H;(FD,R”) x LP(T'y,R™)
problema de tipul mixt pentru sistemul Brinkman

Au—au—Vr=0 in D,

divu=0 in D,
ulft) Ir, =h € H,(I'p,R") (3.1.15)
terrt(u77r)) ‘FN =gEc LP(I‘N’RH)’

M(Vu), M(u), M(r) € LP(T),
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in care conditiile Dirichlet si Neumann sunt satisfacute in sensul netangentml aproape peste tot

pe I'p si respectiv ', are o solutie unicd (u,m). Mai mult, (u,7) € B (ZD R™) x B‘;”p* (D),
si exista constantele C; = Cj(o,p,I'p,I'n,n) >0,5=1,...,3 astfel mcat

M (Va)||ery + (1M ()| oy + [ M (7) || Loy < Ch (HhHHg(rD,Rn) + HgHLP(FN,R")) , (3.1.16)

”“”B;;*%@,Rn) + IIWHBEP*(@) < Cs (Il myep ey + &l o)) - (3.1.17)
Il zzs o ey + 116 (0, )| zor ) < Cs (Iblliprp ) + l8llomy ) (3.1.18)

Urmatoarea teorema este contrapartida teoremei[3.1.4] cand operatorul urma este considerat
in sensul Gagliardo si derivata conormala in sensul canonic. Acest rezultat se refera la a doua
parte a Teoremei 6.6 din lucrarea noastra [41].

Teorema 3.1.5. Fie ipoteza satisfacuta. Atunci pentru orice o € (0,00), existd un
numar € > 0 astfel incdt pentru fiecare p € (2 — €,2 + €) si pentru toate datele (h,g) €
H)(Tp,R™) x LP(T'y,R™), problema mixtd Dirichlet-Neumann datd de

Au—aoau—-—Vr=0 in D,
divu=0 in 9,

(v u) [r, =h € Hy(I'p,R")
(t;r(u, 77)) ‘FN =gc LP(FNaRn)v

(3.1.19)

are o solutie unica (u,m), unde condztule la frontzem sunt luate in sensul Gagliadro si

cel canonic.  Mai mult, (u,m) € B (33 R™) x Bﬁp*(g), si exista constantele C; =
Ci(o,p,I'p,T'y,n) >0, 5=1,2,3 astfel mcat

1M (V0 2oy + 1M @) Loy + M) oy < Co (Il gy + lgllny zn) s (3:1.20)

1ty 173 ) O (g ey + glancr ). (3.1.21)
v ull gy o gy + 168 (0, 7) [ Lo ny) < O3 (HhHH;(rD,Rn) + ”gHLP(I‘N,R”)) : (3.1.22)

3.1.4 Problema Poisson de tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul
Brinkman cu date in spatii cu baza in L

Utilizand Theorema demonstam rezultatul de bine-punere a problemei pentru
urmatoarea problema Poisson the tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman
in domenii Lipschitz marginite si incretite ©, si cu date in spatii cu baza in L?,

Au—ou—Vr=feLP(D R,
divu=0 in ®

(") [r, = ho € Hy(Tp, R?)
(tg(ua W)) ’FN =80 €< Lp(FN7R3)>

(3.1.23)

unde operatorul urma si operatorul de derivare conormal sunt considerati in sensul limitelor
netangentiale. In primul rdnd, mentioman urmatoarea definitie.

Definitia 3 1 6. Printr-o solutze a problemei cu valori pe frontiera (3.1.23)) intelegem o pereche

(u,m) € B (©+,Rn) X B;p* (D4), unde p* = max{2,p}, care satisface sistemul neomogen
Brlnkman 111 33+, conditiile Dirichlet pe I'p in sensul Gagliardo si conditia Neumann pe I'y In
sensul canonic dat in Definitia [1.5.3
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Teorema 3.1.7. Fie ipoteza adevdratd. Atunci pentru orice o € (0,00), existd un numar
e > 0 astfel incat pentru fiecare p € (2 —€,2 4+ ¢) si orice date (£, ho,g0) € LP(D,R") x
H; (Tp,R3) x LP(Tn,R3) problema cu valori pe frontierd (3.1.23) are o solutie unicd

1+1 3 1
(u,m) € B, " (D,R?) x B} ,.(D), (3.1.24)
unde p* = max{2,p}. Solutia satisface conditiile
vru e Hy(I,R?), tf(u,m) € LP(I',R?), (3.1.25)

st exista un operator liniar st continuu

1+ 1
Ay LP(D,R%) x H)(I'p,R?) x LP(Tn,R?) = B, .7 (D,R%) x B} .(D)

care livreaza solutia, ceea ce inseamnd ca Ap(f, hy,go) = (u,m).

3.2 Probleme semiliniare pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman

In aceastd sectiune oferim un rezultat de solvabilitate pentru problema mixta la frontiera
Dirichlet-Neumann pentru sistemul semiliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman.

3.2.1 Problema mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul semilinear Darcy-
Forchheimer-Brinkman in spatii Besov

Acum, studiem problema mixtd Dirichlet-Neumann pentru sistemul semiliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman

divu=0 in 9. (32.1)

{ Au—ou—flulu—Vr=0 in D,
Acest sistem semiliniar joacd un rol important in mecanica fluidelor, deoarece descrie cur-
gerea unui fluid in medii poroase saturate cu lichide Newtoniene incompresibile [87, p. 17].
Constantele a, 8 > 0 sunt legate de proprietatile fizice ale unui astfel de mediu poros si descriu
convectia fluxului de fluid.

Analiza acestei probleme este limitata la setarea tridimensionala, datorita faptului ca argu-
mentele noastre se bazeaza pe unele rezultate de incluziune.

In ceea ce urmeazd, extindem rezultatul de solvabilitate obtinut in [5I, Theorem 7.1] pentru
sistemul cu datele la frontiera In spatii Sobolev cu baza in Lo, la cazul in care datele
se regasesc in spatii Bessel potentiale cu baza LP, adica la cazul cind datele (hg, gp) apartin
spatiilor H;(I’D,]RS) x LP(Tn,R3), cup € (2—¢,2+¢) si o constantd € > 0 ca in Teorema
si acesta date sunt suficient de mici. Urmatoarea teorema a fost obtinuta in colaborare
cu M. Kohr, S. Mikhailov si W. Wendland in [41, Theorem 7.1].

Teorema 3.2.1. Fie ipoteza satisfacuta. Atunci pentru orice o, € (0,00), existd € > 0
astfel incat pentru oricep € (2 —€,2 + €) sd existe doud constante (, = (p(D, v, B,p) > 0 sin)p =
(D, a, B,p) > 0 cu proprietatea cu pentru toate datele la frontierd (hg,go) € H;(FD,]R?’) X
LP(I'y,R?) care satisfac conditia

hol 1 (rp r2) + 180Nl Lo (ry R < Cps (3.2.2)
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problema miztd cu valori pe frontierd pentru sistemul semiliniear Darcy-Forchheimer-Brinkman

Au—au—plulu—Vr=0 in D,
divu=0 in 9,

2.
(v*u)r, =ho on I'p (3.2.3)
(tq (W, 7)) lry =80 on Ty
1+ 1
are o solutie unica (u, ) € B, ,’ (D,R3) x B} (D), care satisface estimarea
[[ull 141 < p, (3.2.4)

P 3
B, ¥ (DR

si relatiileytu € H)(D,R?), tf(u,m) € LP(C,R?). Mai mult, solutia depinde continuu de datele
problemei, ceea ce inseamnd cd existd o constanta C' = C(D,a, B,p) > 0 astfel incat

Il g o oy + I, < C (IIhollmy(rpm2) + 180l oy &) ) - (3.2.5)

1
B P D R3 p
p,p* ®, p,p*
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Capitolul 4

Abordare variationala si potentiala
pentru probleme mixte pentru
sistemele Brinkman si
Darcy-Forchheimer-Brinkman in R?

In acest capitol, ne concentram atentia asupra solutiei slabe a problemelor pe frontiera
pentru sistemului Brinkman pe un domeniul Lipschitz al spatiului Euclidian bidimensional
R2. Consideram o formulare variationald pentru ecuatiile integrale de frontiers derivate din
problemele la limita avute in vedere. Ca si in capitolul anterior, luam in considerare problema
Dirichlet, Neumann si, de asemenea, problema Robin pentru sistemul Brinkman. Principalele
surse folosite in pregitirea acestui capitol sunt lucrarile [37] si [40], bazate pe [61], [76]. In
plus, analizadm si problema Dirichlet-Robin mixta pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman (cf. [37, Teorema 2.9] pentru problema Robin).

incepem cu o prezentare succinta a unor rezultate valoroase legate de problemele eliptice pe
frontiera in doua dimensiuni. Multi autori au considerat probleme la frontiera legate de proble-
mele de curgere a fluidului In doua dimensiuni. Problemele bidimensionale sunt de mare interes,
deoarece multe probleme oceanografice si meteorologice pot fi reduse la studiul unor astfel de
probleme [26], [T1]. Mai mult decét atat, s-au facut eforturi mari pentru a studia curgerea unui
fluid in exteriorul sau In interiorul unui cilindru sau al altui domeniu neregulat in doua dimen-
siuni [64], [92]. In [45], Hsiao si Kress au studiat problema externi Dirichlet bidimensionals
pentru sistemul Stokes prin reducerea problemei la un sistem de ecuatii integrale Fredholm de
al doilea tip. Problemele externe bidimensionale ale fluxului Stokes in domenii multiplicate au
fost studiate de Power [91] prin utilizarea unei metode integrale de doud straturi. O extindere a
principalelor rezultate in [30], obtinuta in contextul Euclidian plat in cazul domeniilor Lipschitz
pe varietati Riemanniane compacte, este obtinuta de Mitrea si Taylor in [85].

Referinta principala ale acestui capitol este lucrarea publicatd de Kohr si Wendland [61],
care analizeaza ecuatiile directe la frontiera pentru problema Dirichlet, Neumann si pentru
problema mixta a sistemului Stokes in R?® pe frontiere Lipschitz, prin folosirea formulirilor
variationale. Multe proprietati de coercivitate descrise In continuare pentru sistemul Brinkman
se bazeaza pe proprietatile coercivitate dovedite in [61]. Bazdndu-ne pe bine-punerea problemei
Dirichlet, construim rezultate de existenta si unicitate pentru problema mixta Dirichlet-Robin
pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman. Acest rezultat constituie baza teoretica
a problemelor pe frontierd mixte studiate numeric in capitolul 9.
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4.1 Abordare variationala pentru probleme pe frontiera pentru
sistemul Brinkman
Urmarind structura sectiunii anterioare, incepem cu analiza problemei Dirichlet pentru sis-

temul Brinkman ca in sectiunea 3 prin utilizarea unei abordari variationale, bazata pe cea din
137].

4.1.1 Abordare variationala pentru problema mixta Dirichlet-Neumann pen-
tru sistemul Brinkman
Similar cu sectiunile anterioare, presupunem urmatoarele.

Ipoteza 4.1.1. Fie ® C R? un domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexi I' = 9D, care
poate fi descompusd in I'p,T'y ca si in Definitia [1.1.2]

Apoi, consideram problema mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman
Au—au—Vr=0in 2,
divu=0in 9,
(v* u)|r, =h € Hz(Tp,R?),
(63 (w,m)ry = g € H 3 (T'y,R?),

(4.1.1)

unde (-)|r,, reprezinta operatorul de restrictie din spatiul Sobolev H 2 (I,R?) la H 2 (I'p,R?), si
(1)|ry este operatorul de restrictie de la H_%(F, R?) 1a H_%(FN, R2).

Inainte de a preciza o teorems de echivalenta Intre problema mixta si un sistem
de ecuatii integrale pe frontiera, facem mai intai citeva observatii. Reformulam problema de
frontiera ca un sistem de ecuatii integrale pe frontiera, inspirat de ideile principale din
[61] asa cum am ficut in [37] (a se vede si Teorema 7.9 in [76]). Incepand cu reprezentarea
Green a unei solutii slabe (a se vedea, de ex., [46] si [86] pentru a = 0)

u(e) = Va(td (u,m) - Wa(y ), 7(2) = Qi (ta(u,m) — Qo (" w), (4.1.2)
si aplicand operatorul urma in ®, obtinem urmatoarea relatie
1
Vot (u, 7)) — <2H + Ka) 7 u=0. (4.1.3)

Aplicdnd acum operatorul conormal de derivare in (4.1.2)) si utilizind formulele de salt cores-
punzatoare (Theorema [2.4.2)), obtinem ecuatia

Din definitia spatiilor H%(I‘D,Rz) si H_%(FN,R2) rezulta ca exista h* € H%(F,Rz) si
g e H_%(I‘, R?) astfel incat h*|r, = h si g*|r,, = g. Prin urmare, urma si derivata conormald
vt si tf (u, 7) pentru problema mixtd (4.1.1)) pot fi scrise in forma

(v"u)lr=en +0*, (63wl =1vp +g" (4.1.5)

cu necunostutele py € fI%(FN,]RQ) se Yp € f[fé(FD,RQ).
Conform conditiei (y"u,v) = 0 care este satisficutd de urma y"u pe T, alegem o extensie
D a datei Dirichlet h, Astfel Incat sa fie satisfacuta urmatoare conditie de ortogonalitate
(h},,v) =0, adica,

1
% € HZ (T, R?). (4.1.6)
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Prin urmare, urma u pe I poate fi scrisa ca

(v*u)Ir = ¢n + b (4.1.7)
si datorita ecuatiei de continuitate si a teoremei flux-divergenta, deducem ca densitatea dorita
N satisface conditia de ortogonalitate

1
(pn,v) =0, ie., p € HZ (I',R?). (4.1.8)

Inainte de a incepe analiza ecuatiilor de frontierst ([@.1.3), (#.1.4) referitoare la problema
mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman, introducem pentru claritate urmatoarele
notatii. De vreme ce lucram cu restrictii la frontiera, notam

~ 1

Vit :=Vatlry, K =Kiglry, o€ H (Ip,R?), (4.1.9)
~1

K20 :=Koplr,, DYy :=Duplry, @€ Hz(y,R?). (4.1.10)

Restrictionand (4.1.3] - la I'p si ecuatia (4.1.4]) la T' 5, obtinem sistemul de ecuatii de frontiera
cu necunoscutele ¢p € H™ (FD R?) si oy € H2 (T, R?) de forma

VPyp —KPon=fi, z€Tp
3 ¢ (4.1.11)
K.,"Yvp —Dyon = fo, z€ln

unde (f1, f2) € H%(I‘D,RQ) X H_%(FN,RZ) sunt date de

1 * * * * 1 * * *
fi= §hD+Ko¢DhD—V£ . S ZDéVhDWLQg -K:Vg". (4.1.12)
Avand argumentele de mai sus, mentionam o teorema de echivalentd intre problema mixta
Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman (4.1.1)) si sistemul de ecuatii integrale limita
(4.1.11)). De asemenea, ne referim la Teorema 7.9 din [76].

Teorema 4.1.2. Fie ipoteza |4.1.1| satisfacuta si fie h € H%(F,RQ) si g € H_%(F,RZ). De
asemenea, fie g* si h}, date de (4.1.5) si (4.1.6). Atunci, urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

(i) Dacd (u,m) € H' (D, R?) x L*(D) este o solutie a sistemului [£.1.1)), atunci (1p, pn) date
de

Yp =ti(u,m)—g", onv=7"u—hj, (4.1.13)
sunt o solutie pentru (4.1.11). Mai mult, solutia (u, ) poate fi reprezentatd

u=V,(Yp+g)-Walpn+hp), 7=Q4¢p+g")-Qi(en+hp), (41.14)

(i7) Daca, (on,¥p) € ﬁ%(FN,Rz) X I;T%(FD,RQ) este o solutie pentru sistemul integral

(4.1.11), atunci formula (4.1.14)) definiste o solutie pentru sistemul (4.1.1).

Pentru simplitate, introducem notatia H pentru spatiul produs
1 ~
H = HZ (Ty,R?) x H2(Tp,R%) ¢ H2(T,R%) x H2(T, R). (4.1.15)
Definim forma biliniara a : H X H — R astfel incat

a((en,¥p); (0, 0) = (VPp,v) — (KEon, v) + (KN vp, o) + (-DYon,¢).  (4.1.16)

Apoi ludm 1n considerare urméatoarea problema variationald a problemei mixte Dirichlet-
Neumann pentru sistemul Brinkman (4.1.1). Gasiti (¢n,¥p) € H astfel incat urmatoarea
ecuatie sa fie indeplinitd (a se vedea [61] pentru a = 0)

a((en,¥p); (v, ¥)) = U, ¥), V(e ) €H, (4.1.17)
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unde
1 * * * * 1 * * *
I, 9) = <2hD +KMhj, - Vg ,¢> + <DghD t58 K:'g a<P> . (4.1.18)

Inainte de a analiza sistemului de ecuatii integrale (4.1.11f), studiem proprietatile de coerci-
vitate ale operatorilor potentiali de simplu si dublu strat.

Teorema 4.1.3. In ipoteza avem urmdtoarele proprietdatic de coercivitate.
(i) Operatorul de simplu strat

VP H3(Tp,R%) — H2(I'p,R?), (4.1.19)
este elliptic, adicd,
~_1
Vo) Z evliligyg ) zop V¥ E€H 2(Tn,RY). (4.1.20)
(ii) Operatorul hipersingular
1
DY . HZ (Ty,R?) — H 2 (T'y,R%)/Ru, (4.1.21)
este elliptic, adica,
1
—DYo, ) > N . VY ee Hz (TN, R?. 4.1.22
(DYoo) zenllolly o Ve BTN (11.22)

Acum aratam urmatorul rezultat de bine-punearea problemei pentru problema variationala

({117,

Teorema 4.1.4. In ipoteza st pentru a € (0,00) problema variationala (4.1.17)) are o
solutie unica.

4.2 Problema Poisson cu conditii mixte la frontiera pentru sis-
temul Brinkman

Urmatoarea subsectiune este dedicata extinderii rezultatului de solvabilitate pentru pro-
blema Dirichlet-Neumann mixta pentru sistemul Brinkman omogen la problema Poisson
inrudita folosind o abordare constructiva cu ajutorul potentialul Newtonian ([37, Teorema 3]).
Ulterior, ne concentram atentia asupra problemei de frontiera Dirichlet-Robin pentru sistemul
Brinkman, care joaca un rol principal in analiza sistemelor neliniare din ultima parte a acestei
sectiuni. Rezultatul dorit se bazeaza pe proprietatea Fredholm a operatorului aferent si a fost
obtinut in lucrarea noastra [37, Teorema 4].

4.2.1 Problema Poisson pentru sistemul Brinkman cu conditii mixte Dirich-
let si Neumann

In aceastd subsectiune vom arata rezultatul de bine-punere al solutiei slabe pentru problema
la limita mixta a tipului Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman in spatii Sobolev cu baza
in L? pe un domeniu Lipschtz marginit ® in R? cu frontierea conexi. Rezultatul de bine-punere
pentru aceasta problema se bazeazd pe proprietatea de bine-punere a problemei obtinuta in
sectiunea anterioara si urmeaza argumente similare ca in [53], unde autorii au studiat problema
Poisson pentru sistemul Stokes si Brinkman (a se vedea si [65, Sectiunea 4]).

Pentru simplitatea notatiilor, sa definim spatiul solutiei X, spatiul datelor pe frontiera B si
spatiul ) pentru problema pe frontiera mixta pentru Brinkman sistem ca

X = H'(D,R?) x L2(D), B:=H:(p,R?) x H 2(T'y,R?), V:=H (D R?) x B. (4.2.1)
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Teorema 4.2.1. In ipoteza si pentru datele (h,g) € B, problema pe frontierd de tipul
Dirichlet-Neumann pentru sistemul Brinkman

Au—au—Vr =flp,
divu=0 in ®©
(v*u)|r, =h € H?(Tp,R?)
1
(t&(u,m) [y =g € H >(In,R?),

(4.2.2)

are o solutie unica (u,p) € X. Mai mult, existd un operator liniar si coninuu Ay : Y — X care
livreazd solutia, si o constanta C = C(a,I'p,T'n) > 0 astfel incat

Il )+ Ielz2t0) < € (1817-sc0.m0) + W0t ey gy * 18l )

4.2.2 Problema Poisson pentru sistemul Brinkman cu conditii Dirichlet si
Robin

In continuare, ne preocupam de problema mixta Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman.

Sa luam in considerare acum ca frontiera I' este impartitd in doua parti care nu se suprapun
I'p si T'g astfel incit Tp UTR = T in analogie cu Definitia adica acum avem B =
H> (T'p,R?)x H -3 (T, R?). Atunci, problema mixt# Dirichlet-Robin pentru sistemul Brinkman
este

Au—ou— V7 =f|p,

diva=0in®

(vw)lr, = h € H2(I'p,R?),

(65 (W m)ley + (W), = g € H#(Tr, R2).

(4.2.3)

unde (-)|p, denota operatorul de restictie de la spatiul H —3 (T',R?) definit pe intreaga frontiera
la cel definit pe partea T'g, si A € L°(I'g, R? ® R?) este o functie cu valori matriciale simetrica,
astfel incat (ca in [52, Teorema 4.1])

(AV,V)ry >0, Vv € L*(Tg,R?). (4.2.4)

Teorema 4.2.2. Presupundind ci ® C R? este un domeniu Lipschitz cu frontiera conexd T, care
este descompusd in doua pdrti adiacente care nu se suprapun I' = TpUT R ca in Definitia .
Fie a € (0,00) si fie A € L®(T,R? ® R?) o functie cu valori maticiale simetrica care satisface

proprietatea (4.2.4). Atunci problema (4.2.3)) are o solutie unicd, care satisface estimarea

lall i o2 + Imlz2co.z2) < U8 osgome) + Mllg o o 18y o) (425)

4.3 Probleme cu valori pe frontiera pentru sistemul neliniar
Darcy-Forchheimer-Brinkman system in R?

Aceasta sectiune este dedicata analizei problemelor cu valori pe frontiera (probleme pe fron-
tierd) pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman pentru un domeniu Lipschitz din
R2. Sectiunea incepem cu problema Dirichlet si precizam rezultatul de bine-punere a proble-
mei ca un caz particular de probleme la limita din literatura de specialitate. Apoi oferim o
demonstratie constructiva pentru problema Neumann urménd ideile principale din [51, Teo-
rema 4.1] si [34, Teorema 4.1]. Rezultatele existentei si unicitatii pentru problema Robin sunt
mentionate ca in lucrarea noastra [34, Teorema 4.2].

In sfarsit, ajungem la rezultatul principal al acestei sectiuni, care este problema pe frontiera
mixta Dirichlet-Robin pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, ca rezultat ori-
ginal publicat in [37]. Aceasta problema reprezinta fundamentul teoretic pentru problemele la
frontierd mixte, care sunt studiate numeric in ultima parte.
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4.3.1 Probleme cu valori pe frontiera de tipul mixt Dirichlet-Robin pentru
sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman

In acest rezumat obtinem un rezultat de existenti si unicitate similar cu cel in [51, Teorema
7.1] pentru solutia slaba a problemei mixte Dirichlet-Robin , cu datele pe frontiera (h, g) €
B. Sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman cu conditii la frontierd Robin in domeniile Lipschitz
din cazul Euclidian a fost cercetat in [52] (a se vedea, de asemenea, [54] si [65] pentru probleme
de transmisie).

Teorema 4.3.1. Presupunind cd ©® C R? este un domeniu Lipschitz marginit cu frontierd
conexa I', care este descpompus similar cu in doud parti adiacente I'p si I'r. Fie
a, 8 > 0 doud constante date si fie A € L=°(T',R? ® R?) o functie cu valori matriciale simetricd
cu propreitatea . Atunci exista doud constante C; = Cj(D,a,6) > 0, j = 1,2, cu
proprietatea ca pentru orice (£, h,g) € Y, care satisfac conditia

11151 (o 2y + I -y C1, (4.3.1)

1 <
H2(T'p,R? T'g,R%) —

problema de tipul mixt Dirichlet-Robin pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman
Au—au—pfu-Viu—-Vr=f,
divu=0 i 9,
(v*u) |r, =h € H2(T'p,R?)
1
(t(—)t(uaﬂ-)) |FR + A (7+u) |FR =gEc H_E(FR7R2)

(4.3.2)

are o solutie unica (u,7) € X, cu proprietatea ||[ul| g1 (pr2) < Co.
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Partea 11

Probleme cu valori pe frontiera
pentru sistemele Stokes si
Navier-Stokes pe varietati

Riemanniene compacte
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Capitolul 5

Rezultate preliminarii pentru
probleme la frontiera pe varietati
Riemanniene compacte

Acest capitol este dedicat rezultatelor preliminare legate de studiul problemelor cu valori
pe frontierd pe variatati Riemanniene compacte. Prin urmare, in acest scop, includem definitia
varietati Riemanniene netede, compacte, fara frontiera, metrica Riemanniana, spatiu tangent si
cotangent, precum si spatiile functiilor vectoriale si a formelor diferentiale, bazate pe [110], [85]
si [I13, Capitolul 8]. Ulterior, introducem notiunea de domeniu Lipschitz, principalele spatii
Sobolev, operatorul urma si operatorul de derivare conormal necesare In continuarea tezei. S&
mentionam ca o conditie importanta care asigura invertibilitatea operatorului de deformare este
conditia ca singurul cAmp vector Killing s& fie cel trivial (vezi Definitia [5.1.17).

In continuare, urmand strctura principala a primei parti a acestei teze, introducem in a doua
parte a acestui capitol solutia fundamentala pentru sistemul Stokes si operatorii potentiali de
strat asociati. In partea finald a acestui capitol, introducem céateva rezultate originale privind
inversabilitatea operatorului potential de simplu strat si a operatorului potential hipersingular
legat de problema mixta la frontiera [38, Teorema 4.2] si unele proprietati de compactitate ale
operatorului potential de dublu strat [38, Teorema 4.3] asociat unei parti din descompunerea
frontierei.

5.1 Setari functionale si rezultate aferente varietatilor Rieman-
niene compacte

In aceasti sectiune, Incepem cu o scurta introducere despre varietati si rezultate aferente.
Prin urmare, introducem definitiile si conceptele geometrice principale legate de variatati Ri-
emanniene compacte, cum ar fi definitiile unei variatatii Riemanniene netede, compacte, fara
frontiera, metrica Riemanniana, fibratele tangente si cotangente, precum si spatiile functiilor
vectoriale si a formelor diferentiale. Prezentarea acestor concepte se bazeaza pe cartile [110],
[85] si [113, Capitolul 5].

In plus, introducem notiunea de domeniu Lipschitz, spatiile Sobolev pe varietatii Rieman-
niene compacte, operatorul urma si operatorul de derivate conormal necesare in continuare.
O parte importanta este definitia conexiunii Levi-Civita, a operatorului de deformare Def si a
operatorului diferential eliptic de ordinul doi L, care este principalul operator eliptic in definitia
sistemului Stokes pe varietatii Riemanniene compacte. Retineti cd o conditie importanta care
asigura invertibilitatea operatorului de deformare este conditia ca varietatea sa nu aiba campuri

vectoriale Killing netriviale (vezi Definitia |5.1.17]).
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5.1.1 Concepte geometrice asociate varietatilor Riemanniene compacte

In primul rand, reamintim definitia unei varietdti Riemanniene netede si compacte de di-
mensiune m > 2 fara frontiera (M, (-,-)) urmarind [I13, Capitolul 5], [69, Capitolul 1], [70] si
[112).

O metrica Riemanniana pe o varietate neteda M este un tensor de tipul (0,2)— notat aici cu
g care este simetric, i.e., g(X,Y) = g(Y, X) si este definit pozitiv, i.e., g(X, X) > 0 pentru toate
X # 0. Lucrand in contextul de sistem de coordonate local, metrica Riemannian are forma

g:X(U)xX(U) —C*®U), g= Zgjkd:zj ® dry, = gjpdr; ® dx (5.1.1)
J,k

Astfel, metrica Riemanniand determina un produs scalar pe fiecare spatiu tangent T}, M, astfel
incat pentru fiecare p € M, spatiul cotangent poate fi identificat natural cu spatiu tangent iar
fibratul cotangent T*M cu fibratul tangent 7M. Mai mult, spatiul formelor diferentiale AT M
este identificat cu spatiul X(M) a campurilor vectoriale netede prin izometria 0; — g;dx; (index
de scidere), sau inversa acesteia dz; — ¢7'0; (index de ridicare), unde (g!) reprezinta inversa
lui (gj1), i-e., ¢lan = k- Fie g = det(gjx). Atunci elementul de volum in M, dvol este dat de
tensorul metri a lui M. Asfel, in coordonete locale avem dvol = \/gdx1 ... dzy,.

Prin urmare, operatorul gradient grad : C*>°(M) — X(M) devine operatorul exterior de
derivare

d: C®(M) — C>®(M,A'TM), dat de d = 9;dx, (5.1.2)

si operatorul divergenta —div : X(M) — C°°(M) se identificad cu operatorul exterior de co-
derivare
§:C®°(M,A'TM) — C®(M), § =d*. (5.1.3)

Pentru mai multe detalii referitoare la geometrie diferentiala pe varietati Riemanniene, va
trimitem la [113, Capitolul 5], [69, Capitolul 1], [70] si [112].

Domenii Lipschitz pe varietati Riemanniene compacte

Reamintim pentru claritate Definitia [5.1.4] al domeniului Lipschitz in cadrul Euclidian, care
constituie baza pentru definirea unui domeniu Lipschitz pe varietati Riemanniene compacte.

Avéand definitia[5.1.4] oferim acum definitia unui domeniu Lipschitz pe varietati Riemanniene
compacte bazate pe Definitia 3.5 din [32].

Definitia 5.1.1. Fie M o varietate topologica compacta fara frontiera de dimensiune n echipata
cu un atlas neted A. Un domeniu Lipschtiz pe M este o multime deschisda ® C M relativ la A,
daca pentru fiecare xo € I', exista un chart local (U, ¢) € A cuxg € U astfel incat p(UND) C R”
este un domeniu Lipschitz in R™.

Urmatoarea definitie ofera notiunea de disectie a frontirei in doua parti I'p si I'y, care este
utilizata pentru a formula probleme pe frontiera mixte pe varietati Riemanniene compacte.

Definitia 5.1.2. Fie ® C M un domeniu Lipschitz marginit cu frontiera conexa I' = 0. O
disectie a frontierei este o descompunere in doua parti adiacente, deschise relativ la I, care nu
se suprapun I'p, 'y si au urmatoarele proprietatii

I =TpUly, OFp =0y =T'pNTy, si meas I'p >0, meas 'y > 0. (5.1.4)

'n ceea ce urmeazs folosim conventia de adunare a indicelui repetat.
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5.1.2 Spatii Sobolev pe varietati Riemanniane compacte

Fie s € R. Spatiul Sobolev H*(M) este definit ca fiind spatiul cu baza in L? pe M, care
poate fi obtinut prin ridicarea (”lifting”) spatiul Sobolev (sau Bessel potential)

HSR™) = {(I— A)"*/2f : f € LAR™)} (5.1.5)

via o partitie a unitatii pe M si "pullback” pe charturile locale corespunzatoare. De mentionat
este faptul ca spatiile H*(M) si H=*(M) sunt reciproc duale.
Fie ® := ®, C M un domeniu Lipschitz si presupunem ca M\ D := D _ este conex si nevid.
Pentru s > 0, spatiul Sobolev cu baza in L? pe ® este definit ca

H*(D) = {flo : f € H*(M)}, H'(D) := {f € H*(M) : suppf C D}, (5.1.6)
H*(®)|p == {flo: f € H(D)}. (5.1.7)

Mai mult, H=*(D) este dualul spatiului H°(D). Pentru fiecare s € R (a se vedea [47, Propozitia
2.9], [84, (4.14)])

(H*®)) = H(D), H*(9) = (H*(D))" (5.1.8)

Spatiul Sobolev cu bazd in L? a formelor defirentiale pe © este dat de
H*(D,A'TM) := H*(D) @ A'TM|p, H*(D,A'TM) = H*(D) @ A'TM, (5.1.9)
H*(D,A'TM)|p = H¥(D)|p @ A'T M|y, (5.1.10)

unde simbolul ® denota produsul tensorial (a se vedea [105), Capitolul 4, Sectiunea 3]).

Spatiile Sobolev frontiera cu bazd in L?: Pentru s € [0,1], H*(T') si H*(T, A'TM) denota
spatiile Sobolev frontiera a functiilor sau a unu-formelor. Pentru s € [—1,0), spatiul H*(T") este
spatiul distributiilor definite pe H~*(I"), i.e., H*(I') = H~*(I"). Pentru mai multe detalii a se
vedea [110].

Fie v = (v1,...,v,) vectorul unitate normal spre exteriorul lui I', care este definit aproape
peste tot referitor la masura de suprafata do pe I. In ceea ce urmeaza, o sa lucram cu
spatiile inchise H,,% (D,A'TM) ale lui H%(F,AlTM) si cu spatiul cat H_%(F,AlTM)/RV a
lui H—3 (T, AYT M), definit prin

1
HE (D, A'TM) = {f € H2(D,A'TM) : (v, f)r = 0}, (5.1.11)
H™2(D,A'TM) /R = {[g] = g + R where g € H™% (I, A'TM)} . (5.1.12)

1
Observiim ci H~2(I, A'TM)/Rv = (HZ (T, A'TM))*, (cf. [S6, 5.118]).
In final, fie spatiul

H} (D4, A'TM) := {u € H' (D4, A'TM) : u =0 in D |, (5.1.13)

care reprezinta spatiul cAmpurilor vectoriale (sau a unu-formelor) care au divergenta zero pe

Dy,

5.1.3 Operatorul de deformare pe spatiile Sobolev

O connexiune Levi-Civita pe M este o conexiune afing care este compatibila cu metrica Rie-
manniana g si este "torsion-free”. Un rezultate cheie a geometriei Riemanniane afirma ca pentru
fiecare varietate Riemanniana data (M, g) exista o unica conexiune Levi-Civita V, definita de
conditia de "torsion-free” (cf. [I07, Propozitia 11.1, Capitolul 1 §11]).
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Partea simetrica a lui VX se numeste deformarea lui X, si se noteaza cu Def X. Astfel,
1
(Def X)(Y, Z) = S{(Vy X, Z) + (VzX,Y)}, VY, Z€X(M). (5.1.14)

Campul tensorial Def X poate fi reprezentat global in forma echivalenta ca si %E x¢, unde Lxg
este derivata Lie a lui g in directia lui X (a se vedea, de ex., [I07]). Reprezentam prin S27* M
multimea campurilor tensoriale simetrice de tipul (0, 2), astfel incat sa avem

Def : (M) — C°°(M, S*T*M). (5.1.15)

Adjunctul lui Def este definit prin Def*w = —divw, w € S?T*M (a se vedea, de ex., [107]).
Operatorul (5.1.15) admite o extensie liniara si marginita

Def : HY(M,A'TM) — HY (M, S*T*M). (5.1.16)
Definitia 5.1.3. Un camp vectorial X € X(M) care satisface ecuatia
Def X =0 on M, (5.1.17)
este numit camp Killing.

In continuarea acestiu capitol presupunem ca singurul cdmp Killing este cel trivial. Prin

modificarea lui M departe de D, aceasta conditie poate fi realizatd (a se vedea, de ex., [85],
1251).

5.1.4 Operatorul Stokes si Oseen pe varietati Riemanniene compacte

In ceea ce urmeaza, fie M o varietate Riemanniana, neteda si compacta fara frontiera, fie
® un domeniu Lipschitz pe M si ®_ = M\D. Consideram operatorul differential eliptic de

ordinul doi
L:X(M)— X(M), L:=2Def"Def =—A +dé— 2Ric, (5.1.18)

unde A := —(dd 4 dd) este Laplacianul Hodge si Ric este tensorul Ricci (a se vedea, de ex., [25]
(2.6)]). Pentru orice s € (0, 1), operatorul (5.1.18]) se extinde la un operator liniar si marginit
(a se vedea, de ex., [68, p. 177])

L = 2Def*Def : H"2 (M, A'TM) — H*"2 (M, A'TM). (5.1.19)

Operatorul Oseen este o perturbare de ordinul intai a operatorului Stokes, care este definit prin

B, : H(D,A'TM) x L2(D) — H YD, A'TM) x L*(D),

(5.1.20)
L d v, 0
Bw:_<5 o>+<0 0)’

unde w € HY (D, A'TM) este un cAmp vectorial fara divergents, i.e.,
Sw=0inD. (5.1.21)

De remercat este faptul ca dacd w = 0, se obtine opratorul Stokes By. In partea care
urmeaza In aceasta teza, presupunem ca M are dimensiune mica, i.e., dim(M) € {2, 3}, oricind
aven de-a face cu operatorul Oseen. Prin urmare, urmatoarea incluziuni sunt continue (a se
vedea, de ex., [53])

HY®D,A'TM) - L2(®,A'TM @ A'TM) — L2(D,A'TM) — H (D, A'TM).  (5.1.22)
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Retineti ca si incluziunea H=1(D, A'TM) < H~1(®, AT M) arati cii operatorul Oseen
este bine definit.
Datorita unor detalii tehnice, cdimpul vectorial fara divergenta w trebiue sa satisfaca conditia
de pozitivitate [
(V,u,u), >0,V uec H(D,A'TM). (5.1.23)

Relatia (5.1.22)) arati cd V u € HYD,A'TM) = (H! (@,AlTM))’, si prin urmare produsul
dual (5.1.23)) este bine definit, pentru orice u € H' (D, A'TM).

In versiunea completd a tezei am aratat ca gradientul unor functii harmonice pot juca rolul
lui w, deoarece divergenta lor este nula. Deoarece constantele sunt singulele functii harmonice pe
varietatii compacte iar presupunearea noastra necestita cAmpuri vectoriale nenule, consideram
functii harmonice pe varietatea necompactd M \ {zo}. Acest rezultat a fost obtinut in articolul
nostru [42, Propozitia 5.4.1].

5.1.5 Operatorul urma si operatorul de derivare conormal

Similar cu prima parte a acestei teze, introducem operatorul urma si operatorul de derivate
conormal generalizat, care sunt necesare in continuare.

Operatorul urma pe domenii Lipschitz complementare. Fie x € I'si fie €4 (x) C D4
regiunile netangential de apropiere, i.e., regiuni conice cu centrul in x (a se vedea definitia
datd in contextul Euclidean). Limitele netangentiale la frontiera a unei functii v pe I'y sunt
definite ca (a se vedea pentru cazul Euclidean)

(vFu)(x) := yelgirin(x) u(y), x €T, (5.1.24)

(a se vedea, de ex., [85], (3.23)]). Acesti operatori de extind la spatii Sobolev similar cu Lemma
Versiunea urmatoare a lemei Gagliardo are loc si pentru varietati Riemanniene compacte
(a se vedea, de ex., [86, Teorema 2.5.2], [85] 20]).

Lema 5.1.4. Fie s € (0,1). Atunci exista doi operatori liniari si continui
~E L HT (D) — HY(D), (5.1.25)

astfel incit yFu = ulp, ¥ u € C®(D+), sd admitd o inversd (neunicd) liniard, continud la
dreapta

(V)7L HAT) = B3 (D4), A5 (7)) =6, V¢ e HY(D). (5.1.26)

Rezultatul din Lemma are loc si pentru operatorul urméa care actioneaza pe forme
diferentiale y* : Hets (D4, A'TM) — H*(T, A'TM). Acesti operatori sunt bine definiti, liniari,
marginita si surjectivi (a se vedea [25, 47, 84]).

Fie a > 0 o constanti datd. In ceea ce urmeaza, consideran spatiile Sobolev spaciale

D) = {(u,7,f) eH' (D, A'TM) x L*(®) x H" D, A1 TM)| :
(L+al)u+dr=f and du=0in D}. (5.1.27)

Reprezentam cu do masura de suprafata pe I' si prin v vectorul unitate exterior, care este
definit aproape peste tot pe I', relativ la do.

Operatorul de derivare conormal pentru sistemul Stokes pe varietati Riemanniene compacte
este definit in continuare (a se vedea, de ex., [81] [86, Teorema 10.4.1], [59 Lema 2.2] ). Mai mult,
mentionam faptul ca definitia unui operator eliptic in cazul general Agmon-Douglis-Niremberg
este dat in Lema 2.4 din [58].

2Reamintim ci notatia (-, -)x reprezintd dualitatea intre doud spatii Sobolev pe X.
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Lema 5.1.5. Fie a > 0 o constanta data. Fie M o varietate Riemanniand compacta si® C M
un domeniu Lipschitz. Operatorul de derivare conormal

tT: 9L(D) — H2(T, A'TM),
(63 (w, )¢, )y < = 2(Defu, Def((v5) ™ @))p + (. 3((vH) @)

—(F, (v1) B + afu, () 10)e, V@€ H2(T,A'TM) (5.1.28)

este bine defined, liniar si mdarginit, si este independent de alegerea inversei la dreapta (yF)~!:

H%(F,AlTM) — HY®,A'TM) a operatorului urmd netangential v* : HY(D,A'TM) —
H%(F,AlTM). Mai mult, pentru toate (u,m,f) € H(D) si orice w € HY(D,A'TM) avem
urmdtoarea formuld de tipul Green

tr(a,m)e, v W) = 2(Defu, Defw)g + (,0w)y — (f, W) + a{u, w)o. (5.1.29)
Lema este un caz particular cu g = 0 in [59, Lema 2.2].

5.2 Solutia fundamentala si teoria potentialelor de strat pentru
sistemul Stokes

Mitrea si Taylor [85] si Dindos si Mitrea [25] au folosit teoria operatorilor pseudodiferentiali
pentru a arata existenta solutiei fundamentale pentru sistemul Stokes pe variatatii Riemanniene
compacte. Una dintre principalele ipoteze necesare pentru a construi solutia fundamentala
pentru sistemul Stokes, este presupunerea ca variatatea nu are cAmpuri de Killing netriviale (a
se vedea Deﬁnitia, ceea ce garanteaza ca operatorul de deformare Def dat in este
inversabil.

Presupunerea ca varietatea Riemanniena nu are cidmpuri Killing nontriviale nu impune
restrictii, deoarece varietatea poate fi modificata astfel incat sa satisfaca aceasta conditie. O
demonstratie a acestui fapt poate fi gasita in sectiunea 3 in [85].

Kohr, Pintea si Wendland [57, Sectiunea 3] (a se vedea, de asemenea, [58]) au dezvoltat o
tehnica alternativa la cea a lor Mitrea si Taylor [85] pentru a obtine solutia fundamentala in
caz general al operatorilor eliptici Agmon-Douglis-Niremberg pe variatati Riemanniene com-
pacte. In [58], Kohr, Pintea si Wendland au furnizat dovada inversibilitatii unei matrice a
operatorilor pseudodiferentiali de ordinul I si 11, si pun un accent special pe un operator general
Brinkman. Solutia fundamentala a unor astfel de operatori pseudodiferentiali este furnizata de
nucleul Schwartz. Mai mult, autorii au derivat teoria potentialelor de strat pentru un operator
Brinkman pseudodiferential pe domenii Lipschitz pe varietati Riemanniene.

In lucrarea lor recenta, Kohr si Wendland [63], au dezvoltat teoria potentialelor pentru
sistemul Stokes cu coeficienti netezi din clasa L*° pe variatati Riemanniene compacte, pornind
de la o metoda variationala. In cazul particular al coeficientilor netezi, autorii au descoperit
ceea ce Mitrea, Taylor [85] au obtinut anterior.

Aceasta sectiune este structurata dupa cum urmeaza. incepem prin introducerea solutiei
fundamentale a sistemului Stokes, care ne permite sa definim potentialele corespunzatoare de
simplu strat si dublu strat, bazat pe lucrarile [85], [57], [58], [62]. Ulterior, vom oferi unele
proprietati de inversibilitate si de compactitate pentru operatorii potentiali de strat legati de
problema mixta pentru sistemul Stokes, urmand ideile din lucrarea noastra [38]. S& mentionam
si faptul c& aceasta lucrare este inspirata din lucrari [61], [76], [16].

5.2.1 Solutia fundamentala pentru sistemul Stokes pe variatati Riemanniene
compacte

Utilizadnd teoria operatorilor pseudodiferential si descompunerea Hodge, Mitrea and Ta-
ylor [85] au demonstrat existenta a doi operatori ® € OPSC_IQ(AlTM, AMTM) si ¥ €
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OPS; (A'TM,R) ale ciror inverse au nucleele Schwartz G(z,y) si II(z,y) si determina solutia
fundamentala pentru operatorul Stokes By pe M. Prin urmare

L,G(z,y) + d,II(x,y) = Diracy(z), 0,G(z,y) =0, (5.2.1)

unde Dirac, este distributia lui Dirac centrata in y. Operatorii diferentiali cu subscriptul
adaugat in = se refera la actiunea operatorului referitor la variabila z. Mentionam ca Dindos
and Mitrea [25] au demonstrat existenta operatorului T € OPS&(M ,R) pentru care urmatoarea
echivalenta are loc

UL ="6 LU =dY'. (5.2.2)

Reprezentim cu Z nucleul Schwartz a operatorului clasic pseudodiferential YT, care este
transpusa lui Y. Egalitatea (5.2.2) implica
LmHT(y,x) = d,E(x,y) (5.2.3)

(a se vedea [20, (3.22)]). Mai mult, mentionam ca solutia fumdamentald pentru operatorul
pseudodiferential Brinkman a fost obtinut in [57].

5.2.2 Operatorii potentiali de strat Stokes si proprietatile corespunzatoare

Fie s € (0,1). Atunci f € H* (I, A'TM), Vf reprezinta potentialul de simplu strat cu
densitatea f pentru sistemul Stokes, si Q°f denota potentialul presiune corespunzator. Atunci,

(VE)(x) = (G(x, ), E)r, (Q*F)(x) == (II(x,-),f)r, x € M\T. (5.2.4)

Limitele netangentiale Vf exista aproape peste tot pe I' si sunt date de 4 (Vf) (cf. [85], Teorema
3.1]).

Fie h € H3 (T, A'T M), atunci Wh denot# potentialul de dublu strat cu denistatea h pentru
sistemul Stokes, iar @?h reprezintd potentialul presiune corespunzator. Prin urmare,

(Wh)(x) = <—2Def G(x, W+ (-, x)v, h>r, x € M\T, (5.2.5)
(Q™h)(x) := (—2Def II(x, )v — E(x, ), ), x € M\ T, (5.2.6)

unde II7(-,x) este transpusa lui II(-,x), si Z(x,) este nucleul Schwartz a operatorului
pseudodiferential T (a se vedea si (5.2.3)). Urmele netangentiale la frontierd Wh exista
aproape peste tot pe I si sunt reprezentate prin v*(Wh) si v~ (Wh). Valuarea principala Wh
este notata cu Kh si este definita aproape peste tot in x € I' prin

(Kh)(x) i= pav. | (= 2((Def, Gx. )] (y) + 11T (v x)(y), h(y))do () (5.2.7)

= lim (= 2[(Defy G(x,))](y) + (D) (y,x)v(y), h(y))do(y),
e0/{yer: r(xy)>e}
unde r(x,y) este distanta geodezica intre x siy € M (cf. [85, Lema 3.2 and Propozitia 3.3]).
Avéand in vedere (5.2.1)), obtinem relatiile

L(VE) +d(Q*f) =0, 6VF =0
in M\T. (5.2.8)
L(Wh) +d(Q%) =0, sWh =0

Prin urmare, perechile (Vg, Q°g) si (Wh, Q?h) satisfac sistemul Stokes in fiecare domeniu ®
si respectiv D _.

Propietatiile prezentate mai jos reprezinta vesiunea Riemanniana a Teoremei Pentru
mai multe detalii, va sugeram articolele [86, Propozitia 4.2.5, 4.2.9, Corolarul 4.3.2, Teoremele
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5.3.6, 5.4.1, 5.4.3, 10.5.3] pentru sistemul Stokes in cadrul Euclidean, [25, Teorema 2.1, (3.5),
Propozitia 3.5], |85, Teoremele 3.1, 6.1] pentru sistemul Stokes pe varietati Riemanniene com-
pacte, si [68, Teoremele 4.3, 4.9, 4.11, (131), (132), (137)] pentru operatorul pseudodiferential
Brinkman pe varietati Riemanniene compacte.

Teorema 5.2.1. Fie ® C M un domeniu Lipschitz si fie I frontiera lui. Fie s € (0,1). Se
presupune cd £ € HS"Y T, A'TM) si h € H5(T', A'TM). Urmdtoarele formule au loc aproape
peste tot pe I':

A H(VE) =y~ (VF) := VI, (5.2.9)
~T(Wh) = (111 +K)h, 4~ (Wh) = (- Ly K)h (5.2.10)
2 ’ 2 ’
D*h - D h € Ry, (5.2.11)
—+ S 1 * — S 1 *

6 (VE, 0°f) = (- S+ K )E, t7(VE, Q%) = (§H+K )b, (5.2.12)

unde D*h := t*(Wh, Q%h), si K* este transpusa formald a lui K, i.e.,
(K)(x) = pv. [ (~20(Detx G 3)w)(x) + T, ), £(3) do (). (5.2.13)

Mai mult,

Vv =0, Qv =cy € Rin Dy, (5.2.14)
Ker (V : H*"} (D, A'TM) — H*(T,A'TM)) = Rv. (5.2.15)

5.2.3 Rezultate de inversabilitate pentru operatorii potentiali de strat
asociati problemelor mixte

Inainte de a lua in considerare problema mixti la frontierd Dirichlet-Neumann din sectiunea
urmatoare, sa analizim cateva proprietiti ale operatorilor potentiali de strat necesari. Aceste
proprietati au fost obtinute in lucrarea noastra din Teorema 4.2 in [38]. Ele sunt versiunile
analogice ale rezultatelor din cazul Euclidian.

In acest scop, si reamintim operatorii VP, KP, K*V si DV au defnitii simliare cu cele data

in (4.1.9), pentru cazul Euclidean.

Teorema 5.2.2. Fie ® C M un domeniu Lipschitz cu frontiera conexd I' ca in definitia[5.1.3
Atunci uwrmdtorii operatori sunt inversabili:

(i) Operatorul integral de simplu strat
VP H 2(Tp,A'TM) — H2(T'p, A'TM), (5.2.16)
(1) Operatorul integral hipersingular
DY : fZ (T, A'TM) — H3 (T, A'TM) /Ru. (5.2.17)
5.2.4 Operatori compacti asociati problemelor cu valori pe frontiera mixte

Aceasta subsectiune este dedicata proprietatii de compactitate a unor operatori integrali
speciali cu dublu strat, care joaca un rol important in analiza problemei la frontiera mixte
Dirichlet-Neumann pentru sistemul Stokes pe variatitii Riemanniene compacte studiate in ca-
pitolul urmator. Acestea rezultate sunt obtinute in articolul noastru [38, Teorema 4.3].

Teorema 5.2.3. Fie ® C M un domeniu Lipschitz cu frontiera descompusd ca in definitia
[0.1.9. Atunci urmdatorii operatori sunt compacti:

KD H3(Ty,A'TM) — Hz(Tp, A'TM), dat de KPp = Kol (5.2.18)
KN . H™3(Tp, A'TM) — H 2 (T, A'TM), dat de KNy = K*|p,. (5.2.19)
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Capitolul 6

Probleme cu valori pe frontiera
pentru sistemele Stokes, Oseen si
Navier-Stokes pe varietati
Riemanniane compacte

Acest capitol este dedicat diferitelor probleme pe frontiera legate de sistemele Stokes, Oseen
si Navier-Stokes pe varietati Riemanniene compacte. Studiul curgerii a fluidelor pe o varietate
compacta, netedd Riemanniana, joaca un rol important in analiza ecuatiilor fundamentale ale
meteorologiei si oceanografiei, asa cum se arata in [109) [71], in care se obtine o justificare
matematica pentru ecuatiile primitive ale atmosferei si a oceanului ca un model al ecuatiilor
Navier-Stokes pe suprafete sferice subtiri (a se vedea si [108] 26]). De asemenea, alte tipuri de
ecuatii de curgere, de exemplu, ecuatiile Stokes sau ecuatiile Darcy-Forchheimer-Brinkman pot
fi luate in considerare pe suprafete compacte (de exemplu, pe sfera S?) care modeleaza fluxul
de apa sau alte fluide newtoniene, trecand prin roci poroase sau sol poros (a se vedea, de ex.,
[55]).

Versiunea completa a tezei Incepe cu studiul unei anumite probleme de transmisie pentru
sistemul Stokes pe variatati Riemanniene compacte. Problemele de transmisie au fost intens
studiate In ultimele decenii, deoarece descriu fluxul Intr-o particuld stationara incorporata intr-
un fluid [86], [60]. Mai mult, problemele pe frontiera Dirichlet si Neumann pot fi privite ca
cazuri limita ale problemelor de transmitere, asa cum este explicat in [86, pp. 1- 10], [58,
Sectiunea 6.

A doua parte a acestui capitol se refera la probleme la frontiera mixte pentru sistemele
Stokes, Oseen si Navier-Stokes. Problemele cu valori pe frontiera de tip mixt Dirichlet-Neumann
pe variatati Riemanniene compacte ar putea decsrie un model matematic pentru fluxul de fluide
Intr-un ocean superficial.

Kohr si Wendland [62, Teorema 7.9] au obtinut rezultate de bine-punere a problemei pe
varietati Riemanniene compacte pentru conditiile la frontiera de tip mixt si pentru problema
Poisson neomogena pentru sistemul cu coeficienti nenetezi Brinkman cand solutia apartine unor
spatii Sobolev cu baza in LP cu p Intr-o vecinatatea a lui 2.

Rezultatele principale ale acestui capitol se bazeaza pe lucrarea [42], obtinuta prin lucrul
comun cu M. Kohr, C. Pintea si W. L. Wendland si lucrarea [38]. Mai mult, Teorema
este o generalizare a rezultatelor de bine-punere a problemei obtinute in lucrarea noastra [38,
Teorema 4.1].
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6.1 Probleme cu valori pe frontiera de tipul mixt in domenii
Lipschitz pe varietati Riemanniene compacte

Aceasta sectiune analizeaza problemele mixte la frontiera Dirichlet-Neumann pentru siste-
mele Stokes, Oseen si Navier Stokes. S& mentionam cé, recent, Kohr si Wendland [62, Teorema
7.9] au obtinut un rezultat de bine-punere pentru problema Poisson neomogena cu conditii la
frontiera mixte pentru sistemului Brinkman cu coeficienti variabili in L>°, cand solutia apartine
spatiului H})’p(@,AlTM) x LP(®), cu p intr-o vecinatate a lui 2, unde HBP(Q,AlTM) este
subspatiul spatiului H'?(D, A'TM) (notat de noi H}(D,A'TM)), ale cirui elemente au urma
la frontiera zero pe o parte a frontierei I'p (a se vedea, de asemenea, Teorema 7.4 in [63] si
Observatia 7.10 in [62]). In plus, s& mentiondm lucrarile lui I. Mitrea si M. Mitrea [83, Teorema
8.2], care studiaza probleme la frontiera mixte pentru operatorul Laplace pe spatiile Besov din
cadrul Euclidian.

Rezultate de bine-punere a problemei pentru sisteme eliptice de ordin mai mare intr-un
domeniu (€,6) in R"™ cu o parte regulatd de tip Ahlfors a frontierei au fost obtinute in [10),
Teorema 7.3]. De asemenea, un rezultat general de bine-punere a pentru un operator puternic
eliptic in domeniile Lipschitz din R™ este dezvoltat in [76, Teorema 7.9] (a se vedea si [3] pentru
cazul Euclidiand). Pentru cazul problemelor la frontiera mixte pe domenii poliedrice va referim
la [73, Teorema 5.2] si [74].

In aceastd sectiune dezvoltim o abordare diferiti de cele utilizate in [62] si [83], pentru a
analiza problemele mixte Dirichlet-Neumann pentru sistemul Stokes in domeniile Lipschitz pe
variatatii Riemanniene compacte.

6.1.1 Problema mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Stokes

Incepem din nou cu o presupunere a cadrului geometric cu care lucram.

Ipoteza 6.1.1. Fie ® C M un domeniu Lipschitz cu frontiera conexa I' = 99, care este
descompusa in doua parti adiacente, disjuncte I'p, 'y ca in Definitia

Retineti ca, masura pozitiva a ambelor partitii este esentiala pentru cazul nostru, asa cum
va fi explicat in continuare. Apoi, avem in vedere problema mixt cu conditiile la limita Dirichlet
si Neumann pentru sistemul Brinkman

Lu+dr=0in D,

du=0in 9,

vtulp, =h e H2(Tp, A'TM),
t*(u,m)|r, =g € H 2(Ty, AITM),

(6.1.1)

unde (-)|r,, (+)|ry denota operatorii de restrictie de la spatiile definite pe intreaga frontiera I'
la una dintre partile corespunzatoare I'p sau respectiv I'y.

Pentru a potrivi sistemul compus din si la problema cu valori pe frontira mixta
pentru sistemul Stokes , se denota prin h* € ITI%(I’,AlTM) si g* € FI_%(F,AlTM),
extensii arbitrare la intreaga fontiera I' a datelor corespunzatoare h, g. Considerand h}, €

1
H3 (T, A'T M) fiind definite in (4.1.6)), rezulta c& datele la frontiera sunt date de
vfu=¢n+hp, tT(u,7)=¢p+g" (6.1.2)

1
Evident ¢y € .FNIE(FN,AITM) siYp € ﬁ[*%(f‘&/\lTM)? deoarece o = 0 pe I'p.

Pentru a demonstra bine-punerea problemei la frontiera , vom reformula problema ca
un sistem de ecuatii integrale la frontiera, inspirat de ideile principale din [16] pentru ecuatia
Laplace si [61] pentru sistemul Stokes. S& mentionam si Teorema 7.9 in [76], care se refera la
un sistem general puternic eliptic.
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Teorema 6.1.2. Fie ©,I'p si 'y ca in ipoteza si fie h € H%(F,AlTM) si g €
H_%(F,AlTM). Mai mult, consideram g* si hy, date de (6.1.2). Atunci, urmatoarele afirmatii
sunt adevdrate:

(i) Dacd (u,7) € H (D, A'TM) x L*(D) este o solutie pentru (6.1.1)), atunci (¥p,on) date
de
Yp = t+(u,7r) - g*v YN = ,eru - 7)7 (613)

sunt o solutie pentru ecuatiile integrale

—VPyp+KPoy=fi, xelp
* N N (614)
—K*%p + D%y = f2, x€ly
unde (f1, fo) sunt date de
1 1
fi= Sh— K”n% +VPg*,  fo = -DVh} + 58+ K*Ng*. (6.1.5)
Mai mult, solutia (u, ) poate fi reprezentatda in forma
u=W(py +h}) = V(p+g°), 7=Q%pn+hp)—Q¢p+g°), (6.1.6)

(i7) Daca, (on,¥D) € fI%(FN,AlTM) X ﬁ%(FD,AITM) este o solutie a sistemului integral
(6.1.4), atunci reprezentarea in forma de potentiale (6.1.6|) definesc o solutie a problemei
Dirichlet-Neumann (6.1.1)).

Sistemul de ecuatii (6.1.4]) poate fi rescrisa in forma maticiala

vp | _ | VP KP Yp | _
AL D2 =] ZKev Do || n | =F (6.1.7)
unde f = [f, fg]T. Sa descompunem operatorul A ca
-yb KP -VP 0 0 KP
A= [ _K*N DN ] = l 0 DN |Tt| gy o |=BH® (6.1.8)

unde B este un operator matricial inversabil iar 3 este un operator compact precum a fost
demonstrat in [38], ceea ce implica utilizdnd Alternativa Fredholm ca operatorul A este un
operator Fredholm de index zero. Acum, suntem pregatiti sa aratdm teorema principala a
acestei sectiuni.

Teorema 6.1.3. In ipoteza sistemul de ecuatii integrale (6.1.4)) are o solutie unicd in
spatiul H=2 (T p, A'TM) x HZ (T'n, A'TM).
Teorema 6.1.4. Fie ©,I'p si I'y ca in ipoteza |6.1.1. Atunci problema miztd cu conditii

Dirichlet si Neumann pentru sistemul Stokes omogen (6.1.1) are o solutie unica (u,m) €
HY(D,A'TM) x L*(®). In plus, existd o constantd C = C(['p,Tn) astfel incat

< . 1.
]l 710, m1700) + |7l L200) < C[(h, g)HH%(FD,AlTM)xH*%(FN,AlTM) (6.1.9)
Avand acest rezultat, putem extinde problema pe frontierd mixta datd in teorema [6.1.4] la
problema Poisson pentru sistemul Stokes prin utilizarea potentialelor Newtoniene. Ne referim
la [55, Sectiunea 3.1 si 4.2], [42, Teorema 4.1] si [50, Sectiunea 8] pentru operatorul Brinkman.

De asemenea, sa introducem pentru simplitate notatia pentru datele problemei
Bi= HY(®,A'TM) x H2(Tp, A'TM) x H™2(T'x, A'TM). (6.1.10)
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Teorema 6.1.5. Fie ©,I'p si 'y ca in ipoteza|6.1.1, Atunci problema mixta de tip Dirichlet-
Neumann pentru sistemul Stokes neomogen

Lu+dr=fe H YD ATM),
ou=01in 9,

vtulp, =h e H2(Tp, A'TM),
t*(u,m)|r, =g € H 2(Ty, A'TM),

(6.1.11)

are o solutie unicd (u, ) € HY(D, A'TM) x L*(D). In plus, existi o constantd C = C(T'p,Tx)
astfel incat
[l @,.armm) + [I7llL2i0) < ClI(f, b, g)[|5. (6.1.12)

6.1.2 Problema mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Oseen

Inainte de a continua analiza noastrii, si mentiondam ca Russo si Simader au aratat in
[96] rezultatul de bine-punere a sistemului Oseen in domenii Lipschitz din cadul Euclidian (a
se vedea, de ex., [97]). Mai mult, Tartaglione in [I04] a studiat solutii foarte slabe pentru
problemele pe frontiera pentru Stokes si Oseen in domenii marginite si exterioare din R™, (n =
2,3) de clasa C*—L! for k > 2.

Teorema 6.1.6. In ipoteza existd o pereche (u,7) € HY(D, A'TM) x L*(D), care satis-

face problema cu valori pe frontiera de tipul mixt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Oseen

Lu+V,u+drn=fin®,
ou=01in 9,

vtulr, =h € H2(Tp, A'TM), (6.1.13)
tT(u,m)|ry =g € H_%(FN,AlTM),
st satisface urmdatoarea estimare
lullg o areng) + lI7llez(o) < ClI(E, b g)lls, (6.1.14)

cu o constantd pozitivi C = C(I'p,I'y).

6.2 Probleme cu valori pe frontiera de tipul mixt pentru sisteme
neliniare pe varietatii Riemanniene compacte

In aceasti sectiune, vom arata un rezultat de solvabilitate pentru problemele pe frontiera
mixte Dirichet-Neumann pentru sistemul Navier-Stokes pe variatati Riemanniene compacte.
Oferim o demonstratie alternativa a problemelor mixte Dirichlet-Neumann pentru sistemul
Navier-Stokes din domenii Lipschitz pe variatati Riemanniene compacte, folosind rezultatul
de bine-punere a problemei pentru sistemul Oseen obtinut in sectiunea anterioara din Teorema
Acest rezultat subliniaza relatia stransa dintre sistemele Oseen si Navier-Stokes [39]
Teoremele 3.6 si 4.1].

6.2.1 Problema mixta Dirichlet-Neumann pentru sistemul Navier-Stokes

Aceasta sectiune studiaza problema mixta pe frontiera Dirichlet-Neumann pentru sistemul
Navier-Stokes. Obtinem un rezultat de solvabilitate pentru sistemul Navier-Stokes neliniar care
demonstreaza ca operatorul solutie pentru sistemul Oseen are un punct fix [39, Teorema 4.1].
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Teorema 6.2.1. In ipoteza st pentru o constantd B > 0, existd doud constante C; =
C;('p,I'n,B) >0, j = 1,2, cu proprietatea cd pentru toate datele (f,h,g) € B, care satisfac

inegalitatea

1601510 iy + B3 g sigany + I8 b e pigan < O (6:2.1)

problema de tipul mixzt Dirichlet-Neumann pentru sistemul Navier-Stokes

Lu+pgVyu+drn=f£f, in®

ou=0, in D,

vtulp, =h e H2(Tp, AITM),
t*(u,m)|r, =g € H 2(Ty, AITM),

(6.2.2)

are o solutie unicd (u,n) € HY(D,A'TM) x L*(D), astfel incdt

[ull 1o arrar < Co.
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Partea 111

Metode numerice si aplicatii asociate
problemelor cu valori pe frontiera
mixte
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Capitolul 7

Metode si rezultate numerice pentru
problema fluxului cavitatii antrenata
de miscarea unui perete umpluta cu
un mediu poros

Rezultatul solvabilitatii pentru problema Dirichlet pentru sistemul neliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman dat in a fost furnizat in Teorema In continuare, ne referim
la un studiu numeric al unei astfel de probleme Intr-un domeniu Lipschitz special. Astfel, in acest
capitol vom descrie cateva metode numerice referitoare la binecunoscuta problema a miscarii
unui fluid Intr-o cavitatii antrenata de miscarea unui perete, cu conditii la frontiera Dirichlet
si Robin, notate pe scurt in continuarea ca problema cavitatii antrenate. Problema cavitatii
antrenate de un perete miscator are in vedere o cavitate patrata formata din trei pereti rigizi
pe care sunt impuse conditiile de alunecare antiderapante si un perete in miscare tangential cu
viteza unitara. Consideram ca miscarea fluidului in interiorul cavitatii patrate este guvernata
de sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman. De fapt, consideram doar termenul neliniar fu- Vu
in simularile noastre, ceea ce inseamna ca avem in vedere k = 0, « > 0si § > 0 (a se vedea
descrierea din introducere (0.0.3)), dar si [87]).

Problema cavitatii antrenate de miscarea unui perete a facut obiectul multor studii fizice,
teoretice si numerice, deoarece conecteaza prin geometria sa simpla toate aspectele fizice rele-
vante cu modele matematice si metode numerice. Prin urmare, problema cavitatii antrenate
a devenit o problema de referinta pentru multi autori care au incercat sa valideze metodele
numerice studiate (a se vedea, de ex., [1], [31]).

Acest capitol prezinta doua metode numerice importante utilizate pentru studiul problemelor
speciale precum miscarea intr-o cavitate antrenatd de un perete miscator in mecanica fluidelor,
care sunt descrise matematic de probleme pe frontiera mixte. incepem cu o scurta descriere a
ecuatiilor nedimensionale legate de astfel de probleme de flux a fluidor (a se vedea, de ex., [44]),
precum si formularea functie de curent-vorticitate (a se vedea, de ex., [60]) pentru sistemul
neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman. O astfel de formulare simplifica tratarea numerica a
ecuatiilor in cazul bidimensional. Metoda diferentei centrale (CD) si Metoda Elementului de
Frontiera Dual Reciproc (DRBEM) luate in considerare in acest capitol sunt analizate succint
pentru a evalua stabilitatea in cazul particular al problemei cavitatii antrenate bidimensionale.
In plus, oferim o scurti comparatie a ambelor metode bazate pe [40, Sectiunea 4] si [37, Sectiunea
3], cu rezultate clasice gasite in literatura de specialitate asociatd sistemului Navier-Stokes.

Dupa aceea, vom discuta cateva rezultate numerice pentru problema fluxului cavitatii antre-
nate de un perete miscator pentru sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman in doua dimensiuni.
Conditii Dirichlet si conditii mixte Robin-Dirichlet sunt luate in considerare. Conditia Robin
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7.1. Problema cavitatii antrenate. Enunt si observatii 58

are semnificatia fizica de a descrie un parametru de alunecare (a se vedea, de ex., [44], [43]). Mai
mult, descriem relatia dintre geometria liniilor de flux si urmaétorii parametri: numarul Rey-
nolds, numarul Darcy si parametrul de alunecare [87]. Rezultatele acestui capitol se bazeaza pe
lucrarea [40), Sectiunea 4] scrisa in colaborare cu T. Grosan si [37, Sectiunea 3].

7.1 Problema fluxului intr-o cavitate antenata de un perete
miscator. Enunt si observatii

Ne referim in continuare la fluxul unui fluid Newtonian incompresibil intr-un mediu poros
saturat, situat intr-o cavitate patrata de lungime L (un domeniu special Lipschitz), unde sunt
impuse anumite conditii specifice la limita de tip Dirichlet si Robin. Trei dintre peretii domeni-
ului sunt fixati si ultimul se misca cu o viteza data, care este tangentiala la peretele superioar.
Fie I'1, Ty, I's peretii fixi si fie I'y peretele in miscare (a se vedea figura [7.1).

Ty

—
u="0U;+ ‘:()—u
ay
I'' lu=0 u=0|7TI4
¥y
u=>0
) X
T's

Figura 7.1: The geometry of the fluid domain

Devenita o problema de referintd pentru validarea si testarea metodelor numerice propuse
de multi autori de-a lungul literaturii, fluxul incompresibil laminar intr-o cavitate patrata al
carui perete superior se misca tangential cu o viteza uniforma a fost cunoscut sub numele de
problema cavitatii antrenate de miscarea peretelui superior.

Conditia de alunecare zero la peretii neporos conduce la anularea cAmpului viteza u, precum
si a derivatelor normale pe intreaga frontiera. Dupa cum se stie, nu sunt prevazute conditii la
frontiera directd pentru vorticitatea €2 la pereti (a se vedea, de ex., [87]). Cu toate acestea, de
cele mai multe ori conditiile la frontiera pentru vorticitatea {2 sunt derivate din definitia data

in ecuatia (|7.2.10) de mai jos.

7.2 Analiza adimensionala a sistemului Darcy-Forchheimer-
Brinkman

In scopul rezolvarii numerice a problemei noastre fizice, este adesea convenabil sa derivam
un sistem de ecuatii adimensionale, astfel incat lungimea, Inaltimea si viteza peretelui in miscare
sa fie scalate la unitate. Urmatoarea subsectiune ofera derivarea formularii abstracte a formei
adimensionale a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman bazat pe [44, p. 307-309].

7.2.1 Forma adimensionala a sistemului neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman

Sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman, adica sistemul neliniar de ecuatii cu derivate
partiale (4.3.2)) descrie fluxul unui fluid incompresibil, vascos situat intr-o cavitate patrata
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7.2. Analiza adimensionald a sistemului Darcy-Forchheimer-Brinkman 59

umplutd cu un mediu poros saturat. Sub miscarea tangentiala a peretelui superior, fluidul
din interiorul cavitatii se roteste pana ajunge la o stare de echilibru descrisa de ecuatiile din
(4.3.2). Pe peretele in miscare se impun conditii la limitare diferite, care corespund fie conditiilor
Dirichlet, fie conditiilor de frontiera mixte Dirichlet-Robin .

Fie u(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) cAmpul viteza a curgerii fluidului si # = w(z,y) cAmpul
presiune corespunzator. Atunci sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman consta
in urmatoarele ecuatii scalare cu derivate partiale

B (o RO T

v ox?  0y? au B 8y ou Ov
v 0% or o0, 0w dx By

Oy. (M—FW)—@— B( ay),

Mentionam ca constantele « si 8 sunt legate de proprietatile fizice ale fluidului Newtonian si
ale mediului poros. O descriere mai detaliatd urmeaza in subsectiunea [7.2.3]

Un scop principal al analizei noastre este discretizarea domeniului In care este considerat
fluidul. Pentru a face acest lucru, avem in vedere urmatoarele variabile adimensionale, care
reprezinta o scalare a lungimii cavitatii patrate si a vitezei peretelui In miscare la unitate, dupa
cum urmeaza (see, de ex., [40, Section 4.1])

= 0. (7.2.1)

x Y wL U v
X=— Y= P=— U=—,V=—. 7.2.2
L’ L7 UO’ UO’ UO ( )

Atunci primele doua ecuatii (7.2.1]) se reduc la forma lor adimensionala

2 2
<8U+6U> w2 (),

X2 JY? 0X 0X oY
(7.2.3)
0?vV  9*V 8P ov ov
<8X2+8Y2> Vo ay ﬁ( ax VaY)'
Acestor ecuatii se adauga ecuatia de continuitate adimensionala
ou oV
X + v — 0. (7.2.4)

Mentionam ca parametrii de scalare sunt inclusi si in constantele «, 8 din ecuatia ([7.2.3),
dar folosim aceeasi notatie ca in pentru simpitatea prezentarii.

Forma adimensionala a conditiilor la frontiera

Avand in vedere definitia de mai sus a variabilelor adimensionale (7.2.2)), obtinem conditiile
la frontiera asociate de tip Dirichlet (fara alunecare) pentru problema noastra sub forma (a se

vedea Figura

yYfu=0onTy, i=1,2,3, (7.2.5)
yTu = U on Ty, (7.2.6)

unde Uy este viteza peretelui miscator. Mai mult, considerdm conditii la frontiera de tip Robin
pentru peretele miscator 'y, care este exprimat in terminii parametrului de alunecare S. Astfel,
conditiile la limita Robin considerate in continuare au forma

yu = Uy + S—E on Iy, (7.2.7)
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care conduc la forma adimensionala a conditiilor pe frontiera mixte Dirichlet-Robin in termeni
de functie de curent exprimat prin

ov v oV O’V
87 =0 on Fl,rg, 87 =0 on FQ, 87 =1+ Sm on F4, (728)

unde ¥ este functia de curent a curgerii fluidului (definitia exacta este datd mai jos (7.2.9)).

7.2.2 Formularea functie de curent-vorticitate a sistemului neliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman

Intrucat avem de-a face doar cu doud dimensiuni din acest capitol, rescriem ecuatiile adi-
mensionale folosind formularea functie de curent-vorticitate. Retineti ca aceasta formularea a
fluxului fluidului oferd o modalitate simpla de analiza a problemelor pe frontiera in mecanica
fluidelor, deoarece functia de curent reprezinta contururile fluxului de fluid cu aceeasi viteza
(vezi, de ex., [44]). Aceasta abordare nu se limiteaza la doua dimensiuni, dar din moment ce
traiectoriile particulelor de fluid cu aceeasi viteza nu sunt limitate la un singur plan, formularea
matematica devine mai complexa in trei dimensiuni (a se vedea, de ex., [60]).

Acum, tindnd cont de ecuatia de continuitate (7.2.4)), introducem functia de curent W,
definita de urmatoarele ecuatii

ov ov
- - =V 2.
o7 U, X V. (7.2.9)
Fie Q2 campul vorticitate, definit de relatia
ov.  oU
Q . 87X - 871/- (7-2.10)

Functia de curent ¥ si vorticitatea ) sunt legate de relatia
O*w N 9*w
X2 9Yy?

Rearanjand ecuatia ([7.2.3) si utilizdnd expresia (7.2.9)), vorticitatea €2 data de (7.2.10]), si
ecuatia de continuitate (7.2.4), precum si ecuatia (7.2.11)), obtinem ecuatia de baza a abordarii

nostra numerice

= Q. (7.2.11)

8QQ+@+ Q_5<8‘P393‘1’39)
ox2 "oy T TP \oyaox  axov)’
(7.2.12)
02U 92U
- 4+ =
oxz " ay?

7.2.3 Proprietati fizice asociate curgerii fluidului

Proprietatiile fizice a unui fluid véscos si a unui mediu poros sunt descrise de umatorii
parametrii (a se vedea, de ex., [87, Sectiunile 1.2, 1.5.2 si 1.5.3)):

o Numarul lui Reynolds Re, care este definit de raportul fortelor inertiale si a fortelor
vascoase si quantifica astfel importanta celor doua forte in curgerea fluidului.

......

......

diametrului a particulelor.

e Porositatea ¢, care este fractiunea de volum a vidului pe volumul total si reprezinta o
masura a spatiilor goale iIn mediul poros.

e Coeficintul de vascozitate u care este legat de porozitatea mediului.
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Constantele « si 3, care apar in modelul matematic (4.3.2) sunt legate de parametrii fizici
prin urmatoarele formule

a= ﬁ, (7.2.13)
8= fje, (7.2.14)
1

unde o este numit coeficientul Darcy, si 0 este coeficientul de convectie.

7.3 Metoda diferentelor centrale (CD) si Metoda elementului
de frontiera dual reciproc (DRBEM)

In versiunea completa a acestei teze, sunt descrise doua metode numerice, metoda
diferentelor centrale (CD) si Metoda Elementului de Frontiera Dual Reciproc (DRBEM).

Este prezentata o descriere detaliata a discretizarii domeniului si a stabilitatii metodei
diferentei centrale combinata cu iteratia Gauss-Seidel pentru ecuatiile diferentiale partiale.

A doua metoda numerica consideratd in aceastd teza este Metoda Elementului de Fron-
tierd Dual Reciproc (DRBEM), care poate fi aplicata formei integrale a sistemului Darcy-
Forchheimer-Brinkman. Metoda DRBEM ia in considerare o serie de extensii a termenului
Poisson pentru Laplacian in raport cu o functie de baza radiala (a se vedea, de ex., [9], [89],
[351).

7.4 Comparatii cu rezultate numerice clasice din literatura

Pentru a valida rezultatele numerice obtinute prin metoda diferentelor centrale in [40] cat
si prin metoda DRBEM [37], incepem analiza prin a compara rezultatele noastre cu rezultate
clasice din literatura de specialitate.

Astfel ne referim la problema curgerii antrenata de miscarea unui perete si prezentam céiteva
rezultate numerice obtinute in [40] si in [37]. Incepem cu compararea valorilor absolute maxime
a functiei de curent, in cazul in care fluidul din interiorul cavititii este descris de ecuatiile
Navier-Stokes.

Sistemul Navier-Stokes este evaluat prima data pentru a verifica corectitudinea rezultaelor
numerice deoarece ample rezultate sunt disponibile in literatura de specialitate, in special pentru
cazul Re = 100. Tabelul prezinta rezultatele simularilor noastre pentru diferite valori a
numarului Reynolds, precum si rezultatele obtinute in [31], [95], [72] and [27].

- Re =10 Re = 100 Re = 1000
(center)
Gutt [37] 0.1001 0.1036 0.1187
(0.5175, 0.7658) | (0.6136, 0.7367) | (0.5275, 0.5715)
Gutt and Grogan [40] 0.1000 0.1034 -
(0.51, 0.77) (0.615, 0.74) ;
Ghia et al. [31] - 0.1034 0.1179
; (0.6172, 0.7344) | (0.5313, 0.5625)
Rek and Skerget [95] - - 0.113
; ; (0524,0565)
Marchi et al. [72] 0.1001 0.1035 0.1189
(0.516, 0.7646) | (0.616, 0.737) | (0.531, 0.565)
Erturk et al. [27] - 0.1035 0.1187
; (0.6152, 0.7363) | (0.5313, 0.5645)

Tabela 7.1: Comparatia rezultatului nostru numeric cu rezultate clasice pentru sistemul Navier-Stokes.
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7.4. Comparatii cu rezultate numerice clasice din literaturd 62

O doua abordare pentru a valida metodele numerice folosite aici este compararea profile-
lor vitezei u de-a lungul liniei verticale care trece prin centrul cavitatii si v de-a lungul liniei
orizontale, cu profilele date in [31] si [95].

Mentionam ca lucrarea lui U. Ghia, K. Ghia si Shin [31] studiaza formularea functie de
curent-vorticitatea pentru ecuatiile Navier-Stokes in doua dimensiuni utilizind o metoda mul-
tigrid cuplata implicit. Lucrarea lui re refera la problema antrenata de un perete mobil pentru
valori mari ale numarului Reynolds cu valori pana la 10.000 si a devenit o lucrare de referinta
pentru aceastd problema.

De asemenea, comparam rezultatele numerice cu cele ale lucrarii lui Rek si ékerget [95].
Autorii au folosit metoda elementului de frontiera (BEM) in studiul lor. Aceasta comparatie
este importanta, deoarece In ciuda singularitatilor de lacele doud colturi superiore ale cavitatii
care duc inevitabil la erori in calculul integralelor pe frontiera, rezultatele prezentate aici sunt
in acord cu cele obtinute de Rek si ékerget.

Comp?rision u-velocity along Vertical Line through Geometric Center of Cavity Compoaiision v-velocity along Horizontal Line through Geometric Center of Cavit
—— CD Method
——CD Method 03 —— DRBEM Method
0.8 —— DRBEM Method #* Skergetet all
% Skergetetall. 0.2 % Ghia et all.
#* Ghia et all.

0.6 0.1

0¥

o
=

-0.1

u-velocity
v-velocity

=3
)

0.2
o 03
0.4

-0.2
-0.5

04 0.6

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Profilui componentei u a vitezei de-a lungul Profilui componentei v a vitezei de-a lungul
liniei verticale liniei orizontale

Figura 7.2: Comparatia profilurilor de viteza pentru u si v de-a lungul liniei verticale si a liniei orizontale
care trec prin centrul geometric al cavitatii Re = 1000 cu rezultatele obtinute de [31] si [95].

Re =10 Re =100
Comparision of Vorticities along the Moving Boundary 0 Comparision of Vorticities along the Moving Boundary
50 -50
-100 -100
-150 -150
g z
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2 2
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— D Method T gfe?g:"x:dau
250 * Ghiaetal. -350 * Ghactal.
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X X
Profilul vorticitatii 2 pentru Re = 1000 Profilul vorticitatii 2 pentru Re = 1000

Figura 7.3: Comparatia profilurilor vorticitatii {2 de-a lungul frontierei in miscare a cavitatii pentru
Re =100 si Re = 1000 cu rezultatele obtinute de [31] si [95].

Figurile [7.2] araté profilurile de vitezd pentru w de-a lungul liniei verticale si v de-a lungul
liniei orizontale pentru Re = 1000 care trece prin centrul geometric al cavitatii. Putem observa
ca pe masura ce numarul Reynolds creste, vortexul primar se deplaseaza in sus in cavitate, ceea
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ce duce la subtierea stratului de flux de la frontiera. Pentru aceste valori ale numarului lui
Reynolds, subtierea este foarte lenta, dar creste mai rapid pentru Re > 5000 (a se vedea, de
ex., [31]).

Precum profilele de viteza din Figura sugereaza, la numere Reynolds mari, profilul
aproape liniar a vitezei in intreaga cavitate indica regiunea cu vorticitatii uniforma (a se vedea,
de ex., [31]). Prin urmare, componenta u a campului de viteza se indoaie rapid aproape de
y = 1, in timp ce componenta de viteza v se indoaie rapid aproape de x = 1.

Pentru ambele valori Re = 100 si Re = 1000, rezultatele obtinute prin metoda diferentelor
centrale cat si prin metoda elementelor de frontiera sunt de acord cu rezultatele raportate de
U. Ghia, K. Ghia and Shin [31] si [95].

b) DRBEM c) iteratii Gauss-Seidel

EERY o a
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e noduri interioare L, |Ymaz| = 0.1132, |Ymaz| = 0.1139,
e noduri la frontierd N C = (0.5405, 0.5603) C = (0.5450,0.5950)

Figura 7.4: (a) Discretizarea domeniului, (b)-(c) Comparatia linilor de curent a curgerii fluidului intr-un
mediu poros pentru problema cavitatii antrenate in cazul Re = 100, Da = 0.25, ¢ = 0.2.

In al treilea rand, comparim profilele vorticitatii de-a lungul peretelui In miscare, cu rezul-
tatele date in [31] si [95]. Rezultatele obtinute pentru Re = 100 si Re = 1000, sunt prezentate
in Figura Asa cum am mentionat, singularitatile la cele doua colturi apar clar si rezultatele
sunt in acord. Observati ca pentru Re = 1000, profilul de vorticitate obtinut de BEM (atat
pentru simularile prezentate in aceasta teza, cit si pentru cele obtinute in [95]) se afld peste
profilul vorticitatii obtinut prin metoda diferentelor centrale.

Ultima metoda de validare pe care o folosim necesita o comparatie intre rezultatele numerice
obtinute prin utilizarea metodelor de diferente centrale si schema iterativa Gauss-Seidel pentru
sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman (a se vedea [44] pentru mai multe detalii), si
simularile obtinut utilizand abordarea DRBEM prezentata in Figura@ Fluidul si mediul poros
pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman sunt alesi dupa cum urmeaza: Re = 100,
Da =0.25, ¢ =0.2 and p = 1.

Rezultatele obtinute in Figurile (b) - (¢) pentru sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-
Brinkman prin metoda diferentelor centrale si metoda elementelor de frontiera dual reciproce
sunt de acord. Diferenta valorii maxime absolute a functiei de curent are o eroare absoluta mai
mica de 1073, in timp ce variatia centrului de vortex se explici prin faptul ci pentru DRBEM
am folosit o procedura de interpolare cu peste 1000 x 1000 de puncte, in timp ce discretizarea
pentru metoda diferentelor centrale are doar 201 x 201 de puncte de discretizare.

7.5 Rezultate numerice si discutii aferente pentru problema ca-
vitatii antrenate de miscarea unui perete care este umpluta
cu un mediu poros

Deoarece am stabilit validarea celor doud metode, descriem cateva rezultate numerice refe-
ritoare la sistemul neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman pentru problema cavitatii antrenate
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de miscarea unui perete mobil. Analiza incepe cu cazul conditiilor la limita Dirichlet, adica in
absenta parametrului de alunecare. Pentru acest caz, discutam schimbarea fluxurilor cu variatia
numarului de Reynolds Re pentru valori de la 10 pana la 1000, pentru doua cazuri cand para-
metrul de porozitate este setat la ¢ = 0,2, ca in [40], si ¢ = 0,5 ca in [37]. Dupa aceea, ne vom
concentra asupra influentei numarului Darcy Da asupra geometriei fluxului, avand Re = 100.

In continuare, impunem un parametru de alunecare pe peretele superior de miscare, care
duce la o problema mixta Dirichlet-Robin pentru problema cavitatii antrenate. Sensul fizic
al parametrului de alunecare este acela ca nu tot fluidul din vecinatatea peretelui superior
este angajat In miscarea fluidului. Prin urmare, pe masura ce parametrul de alunecare creste,
ne asteptam ca puterea vortexului primar sa scada, un comportament care este in acord cu
rezultatele numerice. Cu toate acestea, acest efect este vizibil numai in cazul in care se foloseste
metoda DRBEM, deoarece metoda diferentelro centrale nu este stabild pentru valori suficient
de mari a parametrului de alunecare.

7.5.1 Variatia parametrilor fizici pentru problema cavitatii antrenata de un
perete mobil in absenta parametrului de alunecare

In aceasta subsectiune, analizam structura fluxurilor pentru cativa parametri reprezentativi
de fluid (Re si Da) in absenta parametrului de alunecare, adica S = 0 corespunzand conditiilor
pe frontiera Dirichlet, deoarece nu avem nicio alunecare a fluidului din vecinatatea frontierei.

Decrierea fizica a variatiei numarului Reynolds

Mai intai, analizim dependenta liniilor de curent pentru Re = 10,100,1000. Parametrul
Darcy este presupus a fi constant si egal cu Da = 0.25, precum si coeficientul de véascozitate
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Figura 7.5: Liniile de curent a curgerii fluidului intr-un mediu poros cu ¢ = 0.5, in cazul problemei
antrenate de un perete mobil cu Re = 10,100, 1000, obtinute prin DRBEM.

Pe masura ce Re creste, deficienta discretizarii grosiere devine treptat aparenta, iar metoda
de diferenta centrala de ordinul intéi folosita nu mai este convergenta. Prin urmare, metoda
diferentei centrale prezentata este doar convergenta pentru numerele Reynolds de pana la 200.
Cu toate acestea, Intrucat parametrul de porozitate ¢ apare la calculul parametrului conventiei
B, valoarea ¢ = 0.5 corespunde valorii § = 1000, similar cu cazul sistemului Navier-Stokes cu
Re = 1000. Prin urmare, comportamentul liinilor de curent a curgerii in cazul unui mediu poros
este similar cu cel al numerelor Reynolds mai mari.

Contururile functiei de curent calculate pentru parametrul de porozitate ¢ = 0.5 folosind
DRBEM pentru problema cavitatii antrenate, cu Re crescand de la 10 la 1000 sunt aratate
in Figura [7.5] Pentru numere Reynolds mari, valoarea maxima a functiei de curent este mai
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mare decat cea In cazul sistemului Navier-Stokes, deoarece termenul de convectie are un rol
semnificativ.

Descrierea fizica a variatiei numarului Darcy

Acum, alegem Re = 100 si p# = 1 si analizam dependenta geometriei functiei de curent de
Da pentru valorile de 0,25, 0,025,0,0025, care sunt considerate valori relevante precum este
mentionat de Nield si Bejan [87].

Observati ca pentru ambele cazuri ¢ = 0.5 si ¢ = 0.2 din [40], vortexul se deplaseaza in
coltul din dreapta sus al cavitatii pe masura ce numarul Darcy scade si ca puterea vortexului
este direct proportionald cu numarul Darcy. Aceastd dependenta a fluxului de fluid este in
concordanta cu comportamentul fizic al fluidului [87].

Pentru ¢ = 0.5, efectul numaéarului Darcy este mai vizibil incepdnd cu valori mai mari.
Din Figura [7.6], observim ci vortexul primar este situat la un nivel mai inalt in cavitate cand
porozitatea este ¢ = 0.5 In comparatie cu cazul ¢ = 0.2 din [40] si ca puterea vortexului este
mai slaba pentru aceeasi valoare a numarului Darcy. Prin urmare, in cazul ¢ = 0.5, consideram
valorile numarului Darcy numai In apropierea valorii 0.0025.

Da = 0.025 Da = 0.0025
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Figura 7.6: Liniile de curent a curgerii fluidului intr-un mediu poros cu porozitatea ¢ = 0.5 in cazul
problemei cavitatii antrenate pentru Da = 0.25,0.025,0.0025, calculat prin DRBEM.

7.5.2 Problema curgerii unui fluid intr-o cavitate antrenata de miscarea unui
perete in cazul unui parametru de alunecare

Aceasta subsectiune este preocupatd de problema mixta la frontierda Dirichlet-Robin, aso-
ciata sistemului neliniar Darcy-Forchheimer-Brinkman. Astfel, avem in vedere un parametru
de alunecare suplimentar impus peretelui superior in miscare. Un studiu numeric al starii de
alunecare Navier poate fi gasit in [43]. Aceasta conditie implica faptul ca nu intregul fluid situat
in vecinatatea frontierei este antrenat de peretele in miscare.

Sa mentionam ca acest tip de conditii ar putea fi un caz particular al unei conditii de
interfata mai generale, care tine cont de frecare, aderenta si contactul cu memorie (a se vedea
[102] si [103]).

Mentionam ca DRBEM a oferit o convergenta mai buna in comparatie cu metoda diferentelor
centrale folosite in [40], cdnd porozitatea este considerata a fi ¢ = 0.5, astfel incat valorile mai
mari ale parametrului de alunecare pot fi luate in considerare pana la valori de S = 0.1. Pentru
astfel de valori ale parametrului de alunecare, o schimbare a fluxului este bine vizibila.

Figurile arata ca structura fluxului de fluid se schimba usor odata cu cresterea parame-
trului de alunecare si, de asemenea, puterea valorii maxime absolute a functiei de curent scade
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Figura 7.7: Liniile de curent a curgerii unui fluid Intr-un mediu poros cu porozitatea ¢ = 0.5 calculat

prin DRBEM pentru un parametru de alunecare de .S = 0,0.001,0.01.

pe masura ce parametrul de alunecare creste. Acest comportament este in acord cu semnificatia

fizica a parametrului.
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Concluzii

Aceasta teza studiaza problemele cu valori la frontiera de tip mixt (Dirichlet-Neumann,
Dirichlet-Robin) pentru diverse sisteme eliptice in mecanica fluidelor si teoria mediilor poroase,
incepand cu analiza 1n cadrul Euclidian, continudnd studiul pe varietatii Riemanniene compacte
si luand In considerare in cele din urma unele rezultate numerice referitoare la o problema la
frontiera speciala cu conditii mixte.

Incepem cu cateva observatii introductive despre setarile geometrice si functionale de care
avem nevoie in aceasta teza. Ca unul dintre primele rezultate originale, consideram conexiunea
(teoremal1.3.3)) intre operatorii urma netangential si Gagliardo (Lemall.3.1]si Lemal[l.3.2). Ulte-
rior, se prezinta conexiunea (Teorema intre operatorul de derivare conormal netangential
(Ecuatia , operatorul de derivare generalizat (Definitia si operatorul de derivare
canonic (Definitia [1.5.3).

In capitolul urmétor, se definesc operatorii potentiali asociati sistemului Brinkman si se obtin
cateva proprietati de mapare a operatorului potential Newtonian (Lema , al operatorului
potential de simplu strat (Lema si Teorema , al operatorului potential de dublu strat
(Lema si Teorema si relatiile de salt intre ele (teorema .

Avand rezultatele mentionate mai sus, urmatorul capitol incepe cu analiza anumitor pro-
bleme la frontiera in cadrul FEuclidian R™, cu n > 3. Pentru a extinde problema la frontiera
mixta Dirichlet-Neumann la spatiile Sobolev cu baza in LP, consideram mai intai ca datele limita
apartin spatiilor Sobolev cu baza in L? (Teorema si introducem un operator Dirichlet-
to-Neumann (Lema care furniseaza extensia dorita in Teorema In cele din urms,
putem obtine rezultatul de bine-punerea problemei mixte pentru sistemul Darcy-Forchheimer-
Brinkman (Teorema [3.2.1)).

Capitolul urmator considera o structura similara cu cea anterioara, dar studiaza problemele
la frontiera In doua dimensiuni n = 2, bazata in principal pe o combinatie a unei abordari
potentiale cu o abordare variationala. Coercivitatea potentialelor de strat asociate duce la
bine-punerea problemei variationale legate de problema Dirichlet-Neumann mixta pentru sis-
temul Brinkman. Mergand mai departe demonstram solvabilitatea sistemul neliniar Darcy-
Forchheimer-Brinkman cu conditiile mixte Dirichlet-Robin (Teorema .

In a doua parte a acestei teze, avem in vedere probleme la frontiera pentru sistemele Stokes,
Oseen si Navier-Stokes pe varietati Riemanniene compacte. V& prezentam cateva rezultate
originale ale invertisailitatii si compactitatii operatorilor potentiali de strat in Teorema [5.2.2]
si Teorema Pentru a obtine un rezultat de bine-punere pentru sistemul Navier-Stokes
pe varietatii Riemanniene compacte (Teorema , consideram problema Dirichlet-Neumann
mixta pentru sistemul Stokes (Teorema , trecand la sistemul Oseen (Teorema si, In
final, aplicAnd o teorema a punctului fix, obtinem rezultatul dorit.

Ultima parte a acestei teze prezinta metode si rezultate numerice, care corespund rezultatelor
de bine-punerea problemelor obtinute in acesta teza. Rezultatele oferite de metodele folosite
aici sunt comparate cu rezultatele existente in literatura de specialitate. Mai mult, vom discuta
cateva rezultate numerice pentru problema cavitatii antrenate de miscarea unui perete pentru
sistemul Darcy-Forchheimer-Brinkman, cu conditii la frontiera Dirichlet si Dirichlet-Robin.
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