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Introducere

Teoria punctului fix poate fi considerata ca unul dintre cele mai dinamice domenii de cercetare ale matema-
ticii, care are multe aplicatii in diferite domenii gtiintifice, precum fizica, economia, ingineria, informatica
etc. Teoria operatorilor univoci si multivoci poate fi consideratda ca o parte a domeniului matematic al
analizei neliniare, aceasta din urma fiind un domeniu de activitate rodnic, cu o dezvoltare foarte dinamica.
Reamintim mai intai o scurta descriere a catorva idei principale ale teoriei punctului fix, care sunt legate de
aceasta teza de doctorat:

Stefan Banach, in [30], a demonstrat ca orice contractie pe un spatiu metric complet admite un punct fix
unic, adica exista si este unic x* € X, astfel incat f(z*) = z*. Principiul contractiei al lui Banach a fost
extins pentru prima data in [126] de catre S.B. Presi¢ pentru operatorii definiti pe un produs cartezian de
multimi. In [103], M. Pacurar a obtinut un rezultat de convergents in ceea ce priveste operatorii Kannan
Presié, care reprezinta o generalizare interesants a contractiilor de tip Presi¢. In acelasi timp, I.A. Rus [140]
si M. Pacurar [104] au prezentat cateva rezultate de punct fix si punct fix comun printr-o metoda iterativa
multi-pas. In acest fel, domeniul teoriei punctului fix a fost conectat la cel apartindnd analizei numerice.
Interesant, in [38], A. Branciari a introdus o noua functionald de tip metric, in care inegalitatea triunghiu-
lui este inlocuitd de o inegalitate care implicd patru elemente diferite. Acesta se numeste spatiu metric
rectangular sau spatiu metric generalizat. Totodata (a se vedea [67]) s-a dovedit ca sirurile convergente si
sirurile Cauchy pot fi introduse intr-un mod similar precum in spatiile metrice obignuite. Acest tip de spatii
topologice sunt decisive datoritd faptului ci generalizeazi spatiile metrice. In cele din urmai, acest lucru
a condus la o cregtere a cercetarii privind rezultatele de punct fix in stabilirea diferitelor tipuri de spatii
metrice generalizate.

Acum, ne indreptam atentia asupra lucrarilor lui F.F. Bonsall [35] si S.B. Nadler Jr. [97], care au studiat
unele rezultate de stabilitate in ceea ce priveste sirurile de contractii, care sunt definite pe un spatiu metric
(X,d). O extensie interesantd a rezultatelor anterioare a fost facuta de M. Pacurar [105], care a elaborat
rezultate de convergenta punctuale gi uniforme, pentru sirurile de puncte fixe ale aga numitelor 'aproape
contractii’ Pe de alta parte, L. Barbet si K. Nachi [31] au considerat cateva rezultate de convergentd pentru
punctele fixe ale functiilor de tip contractie intr-un spatiu metric (X,d), dar pentru operatori definiti pe
submultimi si nu pe intreg spatiul metric (X, d).

Nu in ultimul rénd, incheiem aceasta introducere cu lucrarea lui W. Takahashi (a se vedea [157]), care a
introdus un nou concept de convexitate ifi spatii metrice si a dovedit ca toate spatiile convexe normate si
submultimile lor convexe sunt tot spatii metrice convexe. Mai departe, el a oferit cateva exemple de spatii
metrice convexe. In acelagi timp, au fost studiate diferite tipuri de contractii in cadrul spatiilor metrice
convexe.

Teza de doctorat este Impartita in patru capitole, fiecare din acestea continand cateva sectiuni si sub-
sectiuni principale.

Capitolul 1 : Preliminarii.

Scopul acestui capitol este de a aminti cateva concepte importante care vor fi utilizate pe parcursul tezei.
Terminologia utilizata se referd la notiunile de baza ale operatorilor univoci de tip Presié¢, spatii metrice
convexe, spatii metrice b-rectangulare, spatii metrice de tip con peste algebre Banach gi notiuni calitative
privind operatori univoci gi, de asemenea, operatori multivoci. Acest capitol contine urmatoarele sectiuni:

e Notiuni calitative pentru operatori univoci si multivoci:

In aceastd sectiune reamintim cele mai importante concepte referitoare la punctele fixe si la punctele fixe
stricte ale operatorilor univoci, ale stabilitatii Ulam-Hyers, bine punerea problemei gi concepte referitoare la



convergenta iteratiilor de punct fix. Articolele de baza referitoare la aceste concepte sunt urmatoarele:[32],
[53], [79], [80], [96], [112], [115], [116], [117], [120], [138], [139].

e Operatori de tip Presic:

In aceastd sectiune prezentim citeva notiuni referitoare la contractiile generalizate de tip Presi¢, introduse
printr-o abordare de tip metric. Teoria din spatele acestei abordari se bazeaza pe convergenta unei scheme
iterative cu k pasi si pe dependenta de date a punctelor fixe ale operatorilor Presi¢. Cele mai importante
referinte sunt urmatoarele: [76], [37], [148], [140], [104], [47].

e Spatii metrice b-rectangulare:

In aceastd sectiune descriem contractiile generalizate definite in cadrul spatiilor metrice b-rectangulare, im-
preuna cu unele proprietati topologice si metrice ale acestor spatii. De asemenea, amintim pe scurt ideea
spatiilor b metrice gi a spatiilor metrice rectangulare. Cele mai importante lucrari referitoare la aceste spatii
metrice generalizate sunt urmatoarele: [52], [67], [136].

e Spatii metrice de tip con peste algebre Banach: Aceastd sectiune privesgte convergenta punctuald si con-
vergenta uniforma pentru o familie de functii definite pe submultimi ale unor spatii metrice de tip con peste
algebre Banach. De asemenea, prezentam ideea echicontinuitatii unei familii de functii peste aceste spatii
generalizate de tip metric. Cele mai importante referinte utilizate sunt urmatoarele: [35], [97], [105].

e Spatii metrice convere: Aceasta sectiune contine cateva rezultate de punct fix peste spatii metrice convexe
pentru contractii generalizate univoce. Tot in aceasta sectiune, vom prezenta cateva proprietati de baza ale
spatiilor metrice convexe , Unele articole ce au fost folosite in aceasta sectiune sunt urmatoarele: [34], [51],
[55], [91], [92], [93], [159].

Capitolul 2: Rezultate de punct fix pentru contractii univoce in spatii metrice generalizate.
Scopul acestui capitol este de a prezenta unele teoreme pentru existenta si unicitatea punctelor fixe, respec-
tiv rezultate ale dependentei de date pentru contractii generalizate de tip Presi¢ pe spatii metrice complete.
De asemenea, oferim cateva rezultate de punct fix pentru functii de tip contractie generalizata in spatii
metrice b-rectangulare. Totodata, prezentam ideea convergentei sirurilor de puncte fixe ale contractiilor
definite pe spatii metrice de tip con peste algebre Banach. In cele din urms, oferim citeva aplicatii
referitoare la sisteme de neliniare de ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale. Sectiunile acestui capitol sunt:
e Rezultate pentru operatori pentru operatori univoci de tip Istratescu-Presié si Presié defingti prin
intermediul functitlor de simulare :

In aceastd sectiune, prezentim cateva rezultate de punct fix pentru operatori univoci de tip Presi¢. Vom
introduce noi tipuri de operatori care generalizeaza bine-cunoscutele contractii Presi¢ si contractii convexe
de ordinul doi de tip Istratescu. Contributiile noastre originale ale acestei sectiuni sunt urmaéatoarele:

- [Definitia 2.1.1] si [Definitia 2.1.2] in care introducem noi tipuri de operatori Presié¢, i anume contractii
convexe Presi¢ de speta intai si, respectiv, de speta a doua.

- [Teorema 2.1.4], care este un rezultat de existenta si unicitate ale punctului fix pentru contractii convexe
de tip Presi¢ de prima speta, respectiv de a doua speta.

- [Corolarul 2.1.5], care este o consecinta a unui rezultat de existenta si unicitate pentru contractii convexe
de ordinul doi de tip Presi¢.

- [Teorema 2.1.7], care este un rezultat al dependentei de date, privitor la punctul fix al unei contractii
convexe de tip Presi¢ gi un punct fix al unei functii definite pe un produs cartezian al unui spatiu metric
complet.

- [Exemplul 2.1.9], [Exemplul 2.1.10], [Exemplul 2.1.11] in care prezentam citeva exemple netriviale de tip
Presié¢, contractii convexe de primul si, respectiv, al doilea tip.

- [Definitia 2.1.12] in care introducem ideea unei functii de k-simulare.

- [Exemplul 2.1.13], [Exemplul 2.1.14], [Exemplul 2.1.15], [Exemplul 2.1.16], [Exemplul 2.1.17], [Exemplul
2.1.18] in care oferim cateva exemple de functii de k-simulare, ce vor fi utilizate in pe parcursul tezei.

- [Definitia 2.1.19], [Definitia 2.1.20], [Definitia 2.1.21], [Definitia 2.1.22] in care introducem operatori
univoci Presié, care se bazeaza pe ideea unei functii de k-simulare.

- [Teorema 2.1.23] care este principalul rezultat al celei de-a doua parti a acestei sectiuni in care prezentam
un rezultat de existenta si unicitate pentru P — (Z, g) -contractjii.

- [Corolarul 2.1.25], [Corolarul 2.1.26], [Corolarul 2.1.27], [Corolarul 2.1.28], [Corolarul 2.1.29], [Corolarul
2.1.30] care sunt unele consecinte ale rezultatului principal.

- [Exemplul 2.1.32], [Exemplul 2.1.33], [Exemplul 2.1.34] care valideaza corolarele deja mentionate mai sus.
e Contractii generalizate, puncte fixe si spatii b-rectangulare:



In aceastd sectiune prezentim unele rezultate de existentd si unicitate pentru functii generalizate de tip
contractie In cadrul unui spatiu b-metric rectangular complet, acesta din urma fiind o generalizare naturala
a spatiilor binecunoscute b-metrice si metrice rectangulare. Contributiile noastre originale din aceasta
sectiune sunt urmatoarele:

- [Teorema 2.2.1] care este un rezultat de existenta al punctelor fixe ale unor contractii generalizate.

- [Exemplul 2.2.3], in care este prezentat un exemplu de functie de tip contractie generalizata intr-un spatiu
b rectangular complet.

- [Exemplul 2.2.4] in care construim un exemplu de spatiu metric b-rectangular care va fi utilizat in intreaga
sectiune.

- [Exemplul 2.2.5], care este, de asemenea, un exemplu de functie de tip contractie generalizata definita pe
un spatiu metric complet b-rectangular.

- [Lemma 2.2.7], care este un rezultat ce va fi utilizat in analiza functiilor expansive.

- [Teorema 2.2.9] care este al doilea rezultat de baza al acestei sectiuni, in care studiem existenta unor
puncte fixe privind functiile expansive.

- [Exemplul 2.2.10] care este un exemplu al carui rol este sa valideze teorema mentionata anterior.

- [Teorema 2.2.13] in care este prezentata existenta unor puncte fixe pentru operatori de tip expansiv, in
ipoteze adecvate privind contractiile generalizate.

- [Exemplul 2.2.15] in care este prezentat un exemplu de functie expansiva definita pe un spatiu b metric
rectangular.

e Siruri de contractii in spatii metrice de tip con peste algebre Banach. Aplicatii la sisteme neliniare de
ecuatii si la sisteme de ecuatii diferentiale:

In aceastd sectiune extindem conceptele de convergenta de tip (G) si (H) si proprietiti de continuitate ale
functiilor care sunt definite pe un spatiu metric de tip con peste o algebra Banach data. Aici, ne validam
rezultatele teoretice prin unele aplicatii legate de solutiile sistemelor neliniare de ecuatii si de solutiile
sistemelor de ecuatii diferentiale. Principalele noastre contributii sunt urmétoarele rezultate:

- [Definitia 2.3.1] in care extindem ideea de convergenta punctuald a unui gir de operatori la cadrul spatiilor
metrice de tip con peste algebre Banach.

- [Definitia 2.3.2] in care extindem ideea de convergenta uniforma a unui gir de operatori la cadrul spatiilor
metrice de tip con peste algebre Banach.

- [Definitia 2.3.3] i [Definitia 2.3.4] in care extindem ideea echicontinuitatii punctuale gi uniforme pentru o
familie de functii definite pe spatii metrice de tip con peste algebre Banach.

- [Exemplul 2.3.5] care este un exemplu de spatiu metric complet de tip con peste o algebra Banach.

- [Exemplul 2.3.6] in care prezentam un exemplu de gir de functii care converg uniform in spatii metrice de
tip con peste algebre Banach.

- [Exemplul 2.3.8] in care prezentam un exemplu de gir de functii care sunt dotate cu convergenta punctualad
pe spatii metrice de tip con peste algebre Banach.

- [Teorema 2.3.9] care este principalul rezultat al acestei sectiuni in care prezentam convergenta unui sir
de puncte fixe In cadrul spatiilor metrice de tip con, sub presupunerea ca aceste elemente sunt puncte fixe
pentru unii operatori care sunt inzestrati cu convergenta uniforma.

- [Teorema 2.3.10] in care prezentam convergenta unui sir de puncte fixe In cadrul spatiilor metrice de
tip con, sub ipoteza ca aceste elemente sunt puncte fixe pentru unii operatori care sunt Inzestrati cu
convergenta punctuala .

- [Definitia 2.3.11] si [Definitia 2.3.12] in care extindem conceptele de convergenta (G) si (H) la functii
definite pe spatii metrice de tip con peste algebre Banach.

- [Propozitia 2.3.14] si [Teorema 2.3.15] sunt legate de existenta si unicitatea limitei (G) - a unei familii de
operatori.

- [Teorema 2.3.16] si [Corolar 2.3.18] in care ne preocupa convergenta unui gir de puncte fixe care apartin
unei familii de operatori care este inzestrata cu proprietatea (G).

- [Teorema 2.3.19] in care ne preocupa relatia dintre convergenta punctuald a unui sir de functii in contextul
unui spatiu metric de tip con si echicontinuitatea familiei de functii.

- [Teorema 2.3.20], [Teorema 2.3.21], [Teorema 2.3.22] in care prezentam cateva rezultate teoretice cu privire
la limitele (H) si (G) ale unei familii de operatori.

- [Teorema 2.3.24] in care prezentam o aplicatie pentru sisteme neliniare de ecuatii.

- [Teorema 2.3.25] si [Teorema 2.3.26] in care prezentam o aplicatie la sisteme de ecuatii diferentiale.



Capitolul 3: Rezultate de punct fix pentru contractii multivoce generalizate.
Scopul acestui capitol este de a prezenta cateva rezultate de punct fix pentru operatori multivoci folosind
ideea de alterare a distantelor. In plus, prezentdm citeva principii extinse de punct fix si pentru operatori
Ciri¢ multivoci. Acest capitol contine urmatoarele sectiuni:
o Rezultate de punct fix pentru operatori multivoci. Tehnica distanielor de alterare:
In aceastd sectiune avem in vedere unele rezultate de existentd si unicitate pentru punctele fixe ale
operatorilor multivoci, care sunt introduse prin tehnica modificarii distantelor. Contributiile noastre
originale sunt urmatoarele:
- [Teorema 3.1.1] in care avem in vedere cateva rezultate fixe pentru operatorii multivoci, care sunt
inzestrate cu o conditie metrica, aceasta din urma fiind bazata pe o functie de tip comparatie.
- [Observatia 3.1.3] si [Observatia 3.1.4] in care avem citeva observatii cu privire la functia de comparare
care este utilizata in rezultatul principal al acestei sectiuni.
- [Teorema 3.1.5] care este al doilea rezultat teoretic al acestei sectiuni, care difera de prima teorema in
presupunerile pe care le impunem asupra operatorilor generalizati.
e Principii extinse de punct fix pentru contractii multivoce de tip Ciric:
In aceastd sectiune prezentim céteva principii extinse de punct fix si principii extinse de punct fix strict
pentru contractii de tip Ciri¢. Contributiile noastre originale sunt :
- [Teorema 3.2.1] in care consideram un principiu de punct fix pentru operatorii multivoci Ciri¢. Prezentim
cateva concepte de punct fix, cum ar fi: stabilitatea Ulam-Hyers, bine punerea problemei, rezultate de
selectie, dependenta de date, compactitatea multimii punctelor fixe.
- [Teorema 3.2.2] care este cel de-al doilea rezultat al prezentei sectiuni, in care consideram rezultate metrice
si topologice pentru punctele fixe stricte ale contractiilor multivoce Cirié.

Capitolul 4: Scheme iterative pentru contractii generalizate in spatii metrice complete.
In acest capitol prezentim citeva rezultate teoretice pentru punctele fixe ale contractiilor generalizate
univoce in contextul spatiilor metrice convexe. De asemenea, in cadrul particular al spatiilor hiperbolice,
avem in vedere analiza punctelor fixe pentru iteratia Mann, relativ la functii multivoce. Nu in ultimul
rand, prezentam cateva rezultate In care comparam rata de convergenta a diferitelor scheme iterative.
Contributiile originale din acest capitol se gasesc in urmatoarele sectiuni:
e Analiza de punct fix pentru contractii generalizate, prin intermediul schemei iterative de tip Ishikawa:
In aceastd sectiune prezentim citeva rezultate pentru puncte fixe pentru unele functii generalizate de tip
contractie n cadrul spatiilor metrice convexe. Rezultatele noastre originale sunt urmatoarele:
- [Teorema 4.1.1], care este primul rezultat important in ceea ce priveste convergenta sirului Picard de
aproximatii succesive pentru operatori care satisfac o conditie metrica de tip contractie generalizata.
- [Corolarul 4.1.3], care este o consecinta a rezultatului anterior, pentru iteratele functiei respective.
- [Exemplul 4.1.4], care valideaza rezultatul nostru teoretic, in privinta contractiilor generalizate.
e Proprietdti calitative si rezultate de stabilitate pentru algoritmul Mann privind operatorii multivoci:
Prezenta sectiune consta in cateva rezultate teoretice privitoare la convergenta schemei iterative Mann in
contextul operatorilor multivoci, introdusi prin perturbatii admisibile. Contributiile originale din aceasta
sectiune sunt urmatoarele:
- [Definitia 4.2.3] in care consideram conceptul de convergentd al algoritmului Mann dat de ideea de
perturbatii admisibile pentru operatorii de tip multivoc.
- [Teorema 4.2.5], care este un rezultat al dependentei de date pentru algoritmul iterativ Mann, pentru
operatori multivoci.
- [Teorema 4.2.7] care reprezinta o lema ce va fi utild in demonstrarea T-stabilitatii a girului iterativ Mann.
- [Teorema 4.2.10] in care avem de-a face cu dependenta de date a iteratiei Mann in cadrul spatiilor metrice
hiperbolice complete.
e Rezultate de convergentd pentru scheme iterative in contextul spatiilor metrice convexe:
Ultima sectiune a acestui capitol se bazeaza pe rata de convergenta a unor noi scheme iterative introduse
de noi. Aceste rezultate se bazeaza pe ideea unui spatiu metric convex. De asemenea, contributiile noastre
originale sunt:
- [Teorema 4.2.12] trateaza proprietatea stabilitatii Ulam in ceea ce priveste iteratia Mann.
- [Teorema 4.2.13] in care aratam convergenta unui sir de contractii in raport cu iteratia Mann.
- [Teorema 4.2.14] care se ocupa de bine punerea problemei de punct fix prin intermediul schemei iterative



Mann.

- [Teorema 4.2.15] in care consideram proprietatea de umbrire la limita in raport cu iteratia Mann pentru
contractii multivoce.

- [Teorema 4.3.1], [Teorema 4.3.3], [Teorema 4.3.4], in care consideram convergenta schemelor iterative
recent introduse la punctul fix al o contractie cu valoare unica In setarea unui spatiu metric convex complet.

Contributiile autorului tezei de doctorat care sunt incluse in cadrul bibliografiei au fost publicate in
urmatoarele jurnale gtiintifice :

C.D. Alecsa, Common fixed points of Presi¢ operators via simulation functions, J. Nonlinear Convex
Anal. 20 (2019), no. 3, 1-15.

C.D. Alecsa, Approximating fized points for nonlinear generalized mappings using Ishikawa iteration,
Rend. Circ. Mat. Palermo, II. Ser. 68 (2019), no. 1, 163-191.

C.D. Alecsa, Fized point theorems for generalized contraction mappings on b-rectangular metric spaces,
Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica 62 (2017), no. 4, 495-520.

C.D. Alecsa, Some fixed point results linked to o — 3 rational contractions and modified multivalued
Hardy-Rogers operators, J. Fixed Point Theory, 2018:3 (2018), Article ID 3, 1-22.

C.D. Alecsa, Sequences of contractions on cone metric spaces over Banach algebras and applications
to nonlinear systems of equations and systems of differential equations, arXiv:1906.06261, 26 pages,
(submitted).

C.D. Alecsa, A. Petrusel, Some variants of Cirié’s multi-valued contraction principle, Anal. Univ. de
Vest Timisoara Ser. Mat. Inf., vol. 1, 2019, (accepted).

C.D. Alecsa, Stability results and qualitative properties for Mann’s algorithm via admissible perturba-
tions technique, Applied Anal. Optim. 1 (2017), no. 2, 327-344.

C. Alecsa, On new faster fixed point iterative schemes for contraction operators and comparison of
their rate of convergence in convexr metric spaces, Int. J. Nonlin. Anal. Appl. 8 (2017), no. 1,
353-388, doi:10.22075/IJNAA.2017.11144.1543.

C.D. Alecsa, A. Petrusel, On some fized point theorems for multi-valued operators by altering distance
technique, J. Nonlin. Var. Anal. 1 (2017), 237-251.

C.D. Alecsa, Some fized point results regarding convex contractions of Presi¢ type, J. Fixed Point
Theory and Appl. 20:20 (2018), no. 1, doi:10.1007/s11784-018-0488-7.

O parte importanta a rezultatelor originale din teza de doctorat a fost prezentata la urmatoarele confe-
rinte gtiintifice:

Conferinta interdisciplinara pentru doctoranzi, Baru Mare, Hunedoara, 3-5 iunie 2016
Sesiunea stiintifica a studentilor doctoranzi, Cluj-Napoca, 31 mai 2016

Sesiunea gtiintifica a studentilor doctoranzi, Cluj-Napoca, 6 iunie 2017

Analiza numerica, Aproximare si Modelare (Simpozion), Cluj-Napoca, 14 iunie 2017
Sesiunea Nationald de Comunicari Stiintifice de Matematica, Iagi, 6-9 iulie 2017

Analiza numerica, Aproximare si Modelare (Simpozion), Cluj-Napoca, 16 aprilie 2019
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Notiuni calitative pentru operatori univoci si multivoci

In aceastd sectiune, reamintim céteva notiuni generale in cadrul teoriei analizei univoce si multivoce. De
asemenea, pentru urmatoarele notiuni si lemne preliminare (cum ar fi: operatorii slab Picard, dependenta
de date a multimii punctelor fixe, proprietatile metrice ale distantei Haussdorf), trimitem cititorul la [112],
[141] si [142]. De asemenea, i cadrul prezentei teze, vom folosi conceptele si notiunile din [116].Fie (X, d)
un spatiu metric. In primul rdnd, amintim citeva functionale importante utilizate in teoria punctului fix
pentru operatori multivoci, care depind de metrica d a spatiului X. SimplificaAm notatiile evitdnd evitand
indicele d, de exemplu, folosim H in loc de H; daca nu este confuzie.

Functionala de tip 'gap’ generalizata :

D:P(X)x P(X) = RyU{oc}, D(A,B):=inf{d(a,b)/a € A,be B}.
Functionala diametru generalizata :
d:P(X)x P(X)—RyU{x}, (A, B):=sup{d(a,b)/a € Abe B}.
Functionala exces generalizata :
p: P(X)x P(X)—RiU{o0}, p(A,B):=sup{D(a,B)/a € A}.
Functionala generalizata Pompeiu-Hausdorff :
H:P(X)xP(X)—RyU{cc}, H(A,B):=max{p(4A,B),p(B,A)}.
Consideram urmatoarele clase de multimi :
P(X):={Y/Y c X}, P(X):={Y CPX)/Y #0}.

Fie (X,d) un spatiu metric si 7' : X — P(X) un operator multivoc. Pe parcursul acestei teze vom folosi
notatia
Fr={ze X/x €Tz}si (SF)r:={x € X/{z} =Tx}

multimea punctelor fixe a operatorului 7', respectiv multimea punctelor strict fixe a lui 7. Totodata,
consideram

Graph(T) .= {(z,y) € X x X/y € Tx}

ce reprezinta graficul operatorului multivoc 7.
Pe de alta parte, vom introduce si urmatoarele notatii :

Py(X) :={Y € P(X)/Y marginita}, P,(X):={Y € P(X)/Y inchisa},
Pp(X) :={Y € P(X)/Y compacta}, PB,q(X):=Py(X)N Py(X).

Pe de alta parte, daca T': X — P(X), atunci prin

T =1y, T =T, ..., T"™ =T oT",
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pentru n € N intelegem iteratele operatorului 7', unde

T(A):= |J Ta,
a€A

pentru A C X. Totodata, B(xg,r) reprezinta inchiderea in (X, d) a bilei deschise B(zg,r), unde
B(zg,r) :={z € X | d(zg,x) <1}

este bila deschisa de raza r > 0 si centru o € X. Prin

B(zg;r) :={z € X|d(zg,z) < r}

Intelegem bila inchisa xy de raza r.
Din lucrarea [143], reamintim ca multimea

VOY;e):={x e X /DY) <e}

este denumita e-vecinatate a lui Y € P(X).
Acum vom reaminti citeva rezultate importante referitoare la metrica generalizatda Pompeiu-Hausdorff H (a
se vedea [116]).

Lema 1.1.1. 1) Fie (X,d) un spatiuv metric, A,B € P(X) si ¢ > 1. Atunci, pentru orice a € A, existd
b € B astfel incat
d(a,b) < qH(A, B).

2) Fie (X,d) un spatiu metric, A, B € P(X) si e > 0. Atunci, pentru a € A, exista b € B astfel incat
d(a,b) < H(A,B) +¢.

Lema 1.1.2. Fie (X,d) un spatiu metric si A, B € P(X).
Presupunem cd exista n > 0 astfel incdt :

(1) pentru orice a € A, exista b € B astfel incat d(a,b) < n,
(13) pentru orice b € B, existd a € A astfel incit d(a,b) <.

Atunci, are loc :
H(A,B) <.

Lema 1.1.3. Fie Ac P(X) siz € X. Atunci
x € A dacd si numai dacd D(z,A) = 0.

Definitia 1.1.4. Fie (X,d) un spatiu metric. T : X — P(X) un operator multivoc slab Picard, pe scurt
MWP, daca pentru orice x € X gi pentru orice y € Tx, existd un §ir (xn)nen din X, astfel incat :

(i) o =z si 1 =y,
(19) pt1 € Ty, Yn €N,

(i7i) sirul (x,,) este convergent la un element z*(z,y) € Fr.
Observatia 1.1.5. Acum vom reaminti citeva observatii pe care le vom folosi pe parcursul acestei teze:

(1) sirul (z,)nen definit mai sus de (i) si (ii) este numit sirul aproximatiilor succesive

sir al lui T pornind din punctul (z,y) € Graph(T).

(2) If T: X — P(X) este un operator MWP, atunci putem sa definim operatorul multivoc
T : Graph(T) — P(Fr), prin T*(x,y) = {z € Fr / exista un sir de

aproximatii a succesive al lui T pornind din (z,y) ce converge la z}, pentru orice (x,y) € Graph(T).
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Definitia 1.1.6. Fie (X,d) un spatiu metric i T : X — P(X) un MWP.
Atunci T se numeste y-MWP dacd si numai dacd satisface :

(1) ¥ : Ry — Ry crescatoare, continua in 0, satisfacand (0) = 0,
(19) exista t*° o selectie a lui T,
astfel ca d (z,t>*°(x,y)) < ¥ (d(x,y)), pentru orice (x,y) € Graph(T).

Un caz particular important este atunci cand 1 are o reprezentare liniara, adica exista ¢ > 0 astfel incat
Y(t) = ct, pentru fiecare t € Ry. In acest caz, T' se numeste c-MWP.

Din cartea [116] reamintim notiunile de operatori multivoci de tip contractie si operatori multivoci de
tip Lipschitz.

Definitia 1.1.7. Fie (X,d) si (Y,d') doud spatii metrice si T : X — P(Y). Atunci T se numeste :

(a) a — Lipschitz, dacd o > 0 si Hy (Tx1,Txo) < ad(z1,x2), pentru orice x1,x2 € X;

(b) a — contractie, daca T este a — Lipschitz cu constanta o < 1.

Observatia 1.1.8. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Daca T : X — P, (X) este o a-contractie, atunci
T este -MWP.

—

Pentru exemple si rezultate din teoria operatorilor de tip MWP, a se vedea [112].

Vom folosi conceptele din [32], [53] si [115]. Mai mult decat atat, din motive exhaustive, vom prezenta
unele dintre ele aici. Pe de alta parte, consideram (X,d) un spatiu metric, 7' : X — P(X) un operator
multivoc gi ne referim la incluziunea de punct fix x € Tx. De asemenea, reamintim conceptele de baza
pentru proprietatile calitative ale incluziunii punctelor fixe si a iteratiei punctului fix. Primele doua definitii
sunt legate de bine punerea problemei punctului fix. Pentru conceptul de bine punere a problemei, lasam
cititorul sa urmareasca [80] si [120].

Definitia 1.1.9 (T-stabilitate). Fie (X,d) un spatiuv metric si T : X — Py(X) un operator multivoc.
Pentru xg € X, consideram

Tny1 € f(T, ), pentru orice n € N (1.1.0.1)

reprezintd un algoritm iterativ. Fie sirul (x,) convergent la un punct fix p al lui T
Totodata, fie (yn) un sir in X. Vom considera

en=H (yn—i-l’ f (T> yn)) .
Daca nh—>Holo en = 0 implica faptul ca nh_}ngo Yn = p, atunci schema iterativa definita in (1.1.0.1) se numeste
T-stabila sau stabila referitor la operatorul T .

Observatia 1.1.10. Din definitia de mai sus, se poate observa ca schema iterativa generalizatd f (T, )
poate fi reprezentata ca o perturbatie admisibila T, (x,,).

Definitia 1.1.11 (Stabilitatea Ulam-Hyers referitoare la incluziunea de punct fix x € Tx). Fie (X,d) un
spatiu metric gi T : X — P(X). Prin definitie, incluziunea de punct fix

reTx (1.1.0.2)

se numeste stabila Ulam-Hyers in mod generalizat dacd si numai dacd existd o functie crescdatoare $i continud
0,9 : Ry — Ry, cuy(0) =0, astfel incit : pentru orice € > 0 si pentru orice y* € X pentru care are loc
D(y*, Ty*) < e, existd o solutie x* a incluziunii de punct fix 1.1.0.2, pentru care

d(y*, «") < 1(e).

12



Definitia 1.1.12. Fie (X,d) un spatiu metric si T : Y — P(X). Prin definitie, incluziunea de punct stric
fix

{z}=Tx (1.1.0.3)

se numeste stabild Ulam-Hyers in mod generalizat dacd si numai dacd existd o functie continud in 0 $i
crescatoare ¥ : Ry — Ry, cu 1(0) = 0, astfel incat :

pentru orice € > 0 gi pentru orice y* € X pentru care H(y*, Ty*) < e, exista o solulie z* a incluziunii de
punct strict fir 1.1.0.3, astfel incat

d(y*,z") < P(e).
in final, din lucrarile [56], [61] si [125], vom reaminti ultimele concepte utile in cadrul acestei subsectiuni.

Definitia 1.1.13. Fie X £ 0 si T : X — P(X) un operator multivoc. Prin definitie, T are proprietatea de
aproximare de punct final dacd

inf sup d(z,y) =0.
reX yeTx ( y)

Pentru studiul stabilitatii generalizate de tip Ulam-Hyers, facem referire la [110].

Observatia 1.1.14. In ipotezele de mai sus , dacd T este o contractie multivocs, atunci incluziunea de
€

punct fix x € Tz este stabilda Ulam-Hyers, cu ¢ (¢) = 1 .
-«

Definitia 1.1.15 (Bine punerea problemei de punct fix referitor la D). Fie (X,d) un spatiu metric i
T : X — P(X) un operator multivoc. Consideram incluziunea de punct fix x € Tx.

Incluziunea de punct fix este bine pusd referitor la D daca urmdtoarea implicatie are loc :

Daca (xn)neny € X este un gir ce satisface

lim D (z,,Tx,) =0,

n—oo
atunci lim x, = x*.
n—oo
Definitia 1.1.16. Fie (X,d) un spatiu, Y € P(X) si fie operatorul multivoc T :' Y — Py(X). Atunci

problema de punct fix este bine pusa in sens generalizat (respectiv bine pusa) pentru T relativd la functionala
de tip ‘gap’ D dacad $i numai dacad :

(i) Fr # O(respectiv Fp = {z*}),
(17) daca (zy,) este un gir in'Y astfel incat D(zy, Tzy) — 0, atunci existd un subsir

Tn, JkeN ol lui (Tn)neN, astfel incdt x,, — x* € Fr(respectiv x,, — x* € Fr).
X [ lui tfel incdt xp, e F ti e F

Definitia 1.1.17 (Proprietatea de umbrire la limit& a operatorului multivoc). Fie (X,d) un spatiu metric
si T : X — P(X) un operator multivoc. Consideram incluziunea de punct fix x € Tx. Problema de punct
fix are proprietatea de umbrire la limitd dacd are loc urmatoarea implicatie :

Daca {yn} € X este un gir ce satisface

Jim D (ynt1, Tyn) = 0,
atunci exista {x,} un sir de aproximatii succesive astfel incat
71151010 d (T, yn) = 0.

Totdata vom considera cateva leme ce au un rol important in privinta T-stabilitatii si in proprietatea de
umbrire la limita. Pentru detalii, a se vedea [58] si [119] :

Lema 1.1.18 (Harder & Hicks). Fiec € R, cu 0 < |c] < 1.
Consideram (bg)nen un sir, astfel incat klim b, = 0. Atunci, vom avea
—00

. n—k _
i, (ZC bk) =0
k=0
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Intr-un context mai general avem :

+oo
Lema 1.1.19 (Lema lui Cauchy). Fie (an)nen $i (bn)nen doud siruri astfel incat Jim b, =0 gi Z ap <
k=0

+o00. Atunci, avem
n
(o) -0

In continuare, vom prezenta céteva concepte si definitii noi cu privire la stabilitatea Ulam-Hyers,
proprietatea de umbrire la limita si a bine punerii operatorului multivoc folosind o functie iterativa generala
de forma f (T, z,). Pentru aceasta, consideram X sa fie o multime nevida. Pentru un operator multivoc
T : X — P(X), in urmatoarea continuare consideram un operator asociat fr : X — P(X), in ceea ce
privegte operatorul T. Pentru concizie, notam fr(x) ca f(T,z) pentru fiecare x € X. Mai mult, f(T,-) va
fi utilizat ca notatie pentru fr(-).

Definitia 1.1.20 (Stabilitatea Ulam Hyers a incluziunii x € f(T,z)). Fie (X,d) un spativ metric,
T:X — P(X) si f(T,-) € P(X).
Fiee >0 gi x € X, astfel incat

D(z, f(T,x)) <e.

Daca exista x* € Fr, astfel incdt
d(z,z") <1(e),
st o functie ¢ : Ry — Ry crescdtoare, continud in 0, satisfacind ¥(0) = 0, atunci incluziunea de punct fix

x € T(x) se numeste stabila Ulam-Hyers in mod generalizat referitor la incluziunea x € f(T,x).

Definitia 1.1.21 (Bine punerea problemei de punct fix referitor la D si la iteratia f(T, zy,)). Fie (X,d) un
spatiu metric, T : X — P(X) si f(T,-) € P(X).

Problema de punct fix v € f(T,z) se numeste bine pusd daca urmdtoarea implicatie are loc :

Daca {z,} € X este un sir ce satisface

lim D (xy, f(T,x,)) =0,

n—oo
atunci lim xz, = x*.
n—oo
Definitia 1.1.22 (Proprietatea de umbrire la limita referitoare la iteratia f(7,x,)). Fie (X,d) un spatiu
metric, T : X — P(X). Vom spune cd problema de punct fix x € f(T,xz) are proprietatea de umbrire la

limita daca urmatoarea implicatie are loc :
Daca (yn)nen € X este un sir ce satisface

nlggoD (yn+17 f (T7 yn)) = 07
atunci existd un $ir (n)nen ce satisface xp41 € f(T,xy,) astfel incdt
nlggo d (T, yn) = 0.

Definitia 1.1.23. Fie (X,d) un spatiu metric, Y € P(X) si fie T :' Y — Py(X) un operator multivoc.
Atunci problema de punct fix este bine pusda in sens generalizat (respectiv bine pusd) pentru T referitor la
functionala Pompeiu-Hausdorff H dacd si numai dacd :

(i) (SF)r # O(respectiv (SF)p = {z"}),
(13) Daca (xy,) este un sir in'Y astfel incat H(xy,Txy) — 0, atunci existd un subsir

(@, )ken al lui (zp)nen, ce satisface x,, — x* € (SF)p(respectiv x,, — x* € (SF)7).

Acum, un alt rezultat important ce are legatura cu problema de punct fix este proprietatea lui Ostrowski,
care poate fi gasita in [80] si [79)].
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Definitia 1.1.24 (Proprietatea lui Ostrowski). Fie (X,d) un spatiu metric si T : X — P(X) un operator
multivoc. Prin definitie, operatorul multivoc T are proprietatea lui Ostrowski, daca

Fr={z"}
st pentru orice $ir (Yn)neny C X, ce satisface

D(yn+17 Ty'rl) — 07

are loc
(yn)neN — $*, cand n — 0o.

1.2 Operatori de tip Presic¢

Scopul acestei sectiuni este de a cerceta existenta si unicitatea punctelor de coincidenta si a punctelor fixe
comune pentru unii operatori Presi¢ in cadrul spatiilor metrice Inzestrate cu o ordine partiala. intrucat
scopul nostru este sa introducem ideea functiei de simulare pentru operatori de tip Presi¢, vom aminti mai
Intai conceptul de functie de simulare. De asemenea, vom aminti unele generalizari ale acestei notiuni care
au dus la unele rezultate de punct fix in acest domeniu relativ nou al teoriei punctului fix.

In [76], Khojasteh et.al., au introdus ideea functiei de simulare.

Definitia 1.2.1. Fie ¢ : [0,00) x [0,00) — R o functie datd, atunci ¢ se numeste functie de simulare dacd
satisface urmatoarele conditii :

(¢1) ¢(0,0) = 0;

((2) C(t,s) < s—t, pentru orice t,s > 0;

(C3) daca (tp), (sn) sunt siruri in (0,00) astfel incat nh_)rglo ty, = nll_)ITolO sp > 0, atunci

lim sup ((tp, sn) < 0.
n—oo
Mai mult, multimea tuturor functiilor de simulare este notata cu Z sau cu Z; daca lucram in contextul
unui spatiu inzestrat cu o distanta d. De asemenea, autorii articolului [76] au studiat existenta si unicitatea
punctelor fixe pentru functii cu denumirea de Z— contractii, care sunt definite mai jos.

Definitia 1.2.2. Fie (X,d) un spatiu metric, T : X — X un operator si ¢ € Z. Atunci T se numeste
Z—contractie relativd la ¢ dacd urmdtoarea conditie este satisfacutd

C(d(Tz,Ty),d(x,y)) > 0, pentru orice z,y € X.

De asemenea, un articol interesant a fost cel al lui Roldédn-Lépez-de-Hierro et. al., [135], in care autorii
au studiat existenta si unicitatea punctelor de coincidenta pentru functii modificate prin functii de simulare.
In [Definitia 3.2] din acelasi articol, autorii au relaxat conditia ((3) si au redefinit conditia din definitia unei
functii de simulare.

Definitia 1.2.3. Fie ( : [0,00) x [0,00) = R o functie datd, atunci ¢ se numeste o functie de simulare dacd
satisface urmdtoarele conditii :
(¢1) ¢(0,0) = 0;
((2) C(t,s) < s—t, pentru orice t,s > 0
(C3) daca (tp), (sp) sunt siruri in (0,00) astfel incdt lim t, = lim s, > 0 §i t, < s, pentru orice n € N,
n—oo n—oo
atunci
lim sup ¢ (ty,, sn) < 0.

n—0o0

Mai mult, folosind cadrul unui spatiu metric (X, d), au luat in considerare citeva rezultate de punct fix
pentru contractiile de tip (Z4,g). De asemenea, vom reaminti aici acest tip de contractie.

Definitia 1.2.4. Fie (X, d) un spatiuv metric. Consideram T,g: X — X operatori dati. Spunem ca T este
0 (24, g9)-contractie daca exista ( € Z astfel incdt

C(d(Tx,Ty),d(gz,gy)) > 0, pentru orice x,y € X, astfel incat gr # gy.
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In [26], Ansari et. al., au generalizat notiunea de functie de simulare dezvoltats de Khojasteh, Shukla si
Radenovic in [76]. De dragul completitudinii, o amintim aici.

Definitia 1.2.5. O functie G : [0,00)> — R este o functie de clasi C dacd este continud si satisface
urmdatoarele condilii :

(11) G(s,t) < s;

(i2) G(s,t) = s implica faptul ca s =0 sau t =0, pentru orice t,s > 0.

Definitia 1.2.6. O functie G : [0,00)? — R admite proprietatea Cg, dacd existd Cg > 0, astfel ca
(i3) G(s,t) > Cq implicd faptul ca s > t;
(i4) G(t,t) < Cq, pentru orice t > 0.

Definitia 1.2.7. O functie de simulare de tip Cg— este o functie ¢ : [0,00)2 — R ce satisface urmdtoarele
: (i5) C(t, s) < G(s,t), pentru orice t,s > 0, unde G este o functie de clasd C;
(i) daca (tn), (sn) sunt siruri in (0,00), astfel incat 1i_>m ty = 1i_>m sp >0 sit, < sp, atunci

n oo n oo

lim sup ((tn, sn) < Cq.

n—oo

Mai mult, Radenovié¢ i Chandok in [127] au considerat o pereche de operatori (f, g) definiti pe un spatiu
metric, astfel Incat sa satisfaca

C(d(fz, fy),d(gz, gy)) > Cg, pentru toate z,y € X cu gz # gy.

Autorii au numit functia f o contractie de tip (Z¢,¢g) si au studiat existenta gi unicitatea punctelor fixe
comune si de coincidenta pentru perechea (f,g). De asemenea, pentru cazul in care Cg = 0 i G(s,t) = s—t,
Radenovié¢ et. al. In [128] a prezentat o abordare mai ugoara a studiului punctelor fixe comune pentru
operatori modificati prin functii de simulare in spatii metrice complete.

Mai mult, in [84] si [108], autorii acestor articole au generalizat rezultatele principale din [127], i anume
se pot gasi citeva rezultate de punct fix interesante cu privire la Ciri¢ si Ciri¢ -Suzuki printr-o functie de
simulare Cg—

Pe de alta parte, pentru studiul punctelor fixe ale unei functii inzestrata cu proprietatea de o -admisibilitate
in cadrul functiilor de simulare, ne referim la [21] si la [71].

In cele din urms, pentru studiul punctelor fixe ale unor functii definite pe alte tipuri de spatii inzestrate cu
unele distante generalizate, cum ar fi spatiile b-metrice, spatiile cvasimetrice si spatiile metrice 0 — o, lasam
cititorul sa urmareasca [21], [23], [50] si [162].

In [126], S.B.Presi¢ a extins binecunoscutul principiu de contractie al lui Banach la operatorii care au
mai mult de o variabila. Din motive de completitudine, amintim rezultatul principal din [126].

Teorema 1.2.8. Fie (X,d) un spatiuv metric complet, k un numdr natural si f : X* — X o functie ce
satisface urmdtoarea condifie de tip contractie :

k

d(f(.Tl, ...,ﬂ?k), f(x27 "')xk—‘rl)) S ZQid($i7$i+1)7
i=1

pentru orice 1, ...,Tpr1 € X, unde qi,...,qr sunt constante pozitive astfel incdt ¢ + ... + q < 1. Atunci
existd un unic element r € X pentru care f(z,...,x) = x. Pe de altd parte, dacd x1,...,xx sunt elemente
arbitrare din X gi pentru n € N, xp1p = f(@n, ..., Tnig—1), atunci sirul (z,) este convergent si satisface
limz, = f(limx,, ..., limx,).

Din acest moment, pentru o functie dats f : X* — X, cu k un numar natural fixat, consideram sirul cu
un pas (x,), definit prin
Tnt1 = f(Tn, o, Tn), (1.2.0.1)
si sirul cu k pasi (x,,), definit astfel :
Tonak = [(Tn, ooy Tpak—1), n=1,2,... (1.2.0.2)

Acum, reamintim ca [103], M. Pacurar a obtinut un rezultat de convergenta legat de operatorii de tip
Kannan-Presié.
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Teorema 1.2.9. Fie (X,d) un spatiu metric complet, k un numar natural si f : X* = X o functie datd.
Presupunem ca exista a € R ce satisface 0 < ak(k + 1) < 1 astfel incdt

k+1

d(f(x1, ..., zk), f(z2, ooy xpa1)) < az d(x, f(xg, .y i),

i=1

pentru orice (x1,...,xp41) € XFH. Atunci,
(1) f are un unic punct fir x* € X;
(13) pentru orice elemente arbitrare x1,...,xx € X, sirul (xy,) definit prin (1.2.0.2) converge la z*.

Pe de alta parte, pornind de la articolul [37] al lui Boyd si Wong, Shukla si Radenovi¢ in [148] au aratat
cateva rezultate de convergenta pentru operatorii de tip Presi¢-Boyd-Wong pentru cazul spatiilor metrice
complete inzestrate cu o ordine partiald, notate cu (X, =<,d). In articolul lor, unele puncte fixe comune si
de coincidents au fost studiate pentru o pereche (f,g), unde f : X¥ — X si g : X — X indeplinesc unele
conditii cu privire la ordine partiala <’ gi, de asemenea, urmatoarea inegalitate de tip metric

d(f(z1,...,zr), f(x2y ooy xit1)) < Y(d(gx1, gz2), ..., d(9Tk, gTK11)), (1.2.0.3)

unde functia 1 : Rﬁ — R, satisface urméatoarele conditii :

(11) pentru t,, € Ry si t, | t > 0 implica faptul ca limsup ¢ (ty, ..., tn) < U(t, ..., t);

n—oo B

(12) (¢, ...,t) < t, pentru fiecare t > 0; (1.2.0.4)
(3) ¥(t,0,...,0) + ... + (0, ...,0,t) < (t,...,t), pentru fiecare t > 0.

Mai mult, referitor la [Corolarul 6] din acelasi articol [148], observam ca atunci cdnd g = Ix este functia
identitate, atunci girul definit de (1.2.0.1) converge la punctul fix al operatorului f.

Acum, indreptdndu-ne atentia asupra lucrarilor lui I.A. Rus [140] si M. Pacurar [104], unele puncte fixe,
respectiv puncte fixe comune, au fost studiate prin schema iterativa multi-pas (1.2.0.2) (sau o generalizare
daca ne referim la studiul coincidentei si a punctelor fixe comune pentru o pereche de functii de tip Presi¢).
Operatorii satisfac

d(f(.%'l, ) l'k), f(x27 SE) xk-i—l)) < @(d(xl, 1'2), ) d(x/mxk-‘rl))? (1205)
sau
d(f(z1, ..., zr), f(x2, ..y xp11)) < @(d(gz1, 922), ..., (92K, gTR11)), (1.2.0.6)

admite un unic punct fix (punct de coincidenta in cel de-al doilea caz). Functia ¢ : Ri — R, satisface
urmatoarea conditie :

(p1) @(r) < ¢@(s), pentrurseR+, cur<s;
(p2) ¥(r,...,r) < r, pentru orice r € Ry,r > 0;

(p3) ¥(r,0,...,0) + ... +¢(0,...,0,7) < (r,...,), pentru fiecare r € R; (1.2.0.7)
(<P4)  este continua ;

(¢5) Zsoi(r) < oo
i=0

Acum, observam ca ipotezele (p1) — (¢5) sunt mai puternice decat conditiile (¢1) — (¢3). Totodata,
conditiile anterioare au fost necesare pentru convergenta sirului (1.2.0.2). in acelagi timp, conditiile (1) —
(13) au fost mai relaxate, deoarece in [148] a fost prezentat doar un rezultat de convergenta in ceea ce
priveste sirul (1.2.0.1).

In cele din urms, pentru alte rezultate importante privind operatorii univoci de tip Presié, 18sim cititorul
sa urmareasca [102] si pentru un studiu exhaustiv privind rezultatele de punct fixe pentru functii definite
pe produsul cartezian al unui spatiu metric complet, ne referim la [145].

Pe de alta parte, trebuie sa mentionam ca sirul iterativ cu k pasi dat de relatia 1.2.0.2 poate fi considerat
ca o ecuatie neliniara de diferente. Mai mult, daca girul (z,),en este convergent, atunci limita acestuia este
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un punct fix al functiei f.

Acum, mentionam ca foarte multi autori au generalizat conditia contractiva datd de Presié. Una dintre
primele generaliziri a fost ficutd de cdtre Presi¢ si Cirié in [44]. Reamintim teorema datd de autorii
mentionati mai sus.

Teorema 1.2.10. Fie (X,d) un spatiu metric complet. Consideram f : X* — X o functie ce satisface
urmdtoarea condilie contractivd :

d(f(zo, ..., xi—1), f(x1, ... xr)) < Amax{d(z;, zi+1) : 0 <i < k—1}, (1.2.0.8)

unde X € (0,1) and xg, ..., z sunt elemente arbitrare ale lui X .
Atunci, exista un element z* € X pentru care f(z*,...,x*) = x*.
Totodata, dacd xg, ..., Tk—1 sunt elemente arbitrare din X, girul (xn)nen definit prin

Ttk = f (xn, veey :EnJrk,l) (1209)
este convergent si satisface nlgrolo Tp=f (nlLI%O T, ’nhi& :cn)
Pe de altd parte, dacd pe multimea de elemente diagonale A C X*, avem cd
d(f(u,...,u), f(v,...,v)) < d(u,v), (1.2.0.10)
pentru orice u,v € X, cu u # v, atunct x* este un unic punct fix in X.

De asemenea, in 1981, I. A. Rus [140] a generalizat [Teorema 1.2.8] gi a aratat existenta si unicitatea
unui punct fix in X, adicd un punct z* care satisface z* = f(z*,...,2*), pentru o functie f : X* — X,
indeplinind urmatoarea conditie

d(f(xo, ..., vk—1), f(z1, -, 2k)) < @ (d(z0,21), ..., d(Tk—1,Tk)) , (1.2.0.11)
unde functia ¢ satisface
o(r) < ¢(s), unde r < s, cur,s € R
© este continua,

o(t,...,t) < t, pentru orice t € Ry,

0 .
> ¢"(r) < 400, pentru orice r € Rﬁ-a
i=0

©(t,0,...,0) + ©(0,¢,0,....,0) + ... + ©(0,...,0,t) < @(t,...,t),Vt € Ry.

Mai mult, mentionam ca in [104], M. Pacurar a dat o generalizare pentru teorema dezvoltata de I. A. Rus si
a studiat existenta punctelor fixe comune si punctelor fixe de coincidenta pentru o pereche de functii (f, g),
unde f: X* = X si g: X — X, astfel incat

d(f(xo, ..., vh—1), f(1, -y 2)) < @ (d(g(x0), 9(x1)), ..., d(g(zr-1),9(zk))) , (1.2.0.12)

unde ¢ : Rﬁ — Rﬁ este Inzestrata cu proprietatile de mai sus.

Unele generalizari ale operatorilor de tip Presié¢ au fost facute de Shukla, Radenovic et.al. Acestia au studiat
existenta si unicitatea punctelor fixe ale functiilor definite pe spatii metrice complete si In spatii metrice
complete ordonate. Pentru acestea, lasam cititorul si urmareasca [149], [150] si [151]. Cea mai generalad
dintre aceste tipuri de functii, adica Presi¢-Hardy-Rogers, are urmatoarea forma

k—1 k k
d(f(.l'(], ...,.Tk_l), f(xla ,.Tk)) < Z d(xi7xi+1) + Z Zﬁz,]d(xla f(xja cey x])) (12013)
i=0 =0 j=0

De asemenea, au fost studiate existenta si unicitatea punctelor fixe pentru diverse functii de tip Presic.
Lasam cititorul sa urmareasca [3], [75] si [100]. Mai mult, amintim c& autorii mentionati au dat exemple in
spatii metrice si spatii b-metrice. De asemenea, in [100] au fost prezentate aplicatii la ecuatii matriceale.
In cele din urma, intrucat scopul nostru este si studiem existenta si unicitatea punctelor fixe pentru unele
tipuri noi de functii f : X¥ — X, pentru mai multe lucriiri de cercetare privind operatorii de tip Presi¢,
lasam cititorul sa urmareasca [33], [102], [107] si [126].

Deoarece scopul nostru este de a extinde conceptul de contractii convexe la cazul operatorilor Pre-
si¢, reamintim definitia contractiei convexe de ordinul doi, data de Istratescu in [63].
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Definitia 1.2.11. Fie (X, d) un spatiu metric. Consideram o functie continua f : X — X. Functia f se
numeste o contractie convexa de ordinul 2 dacd existd a,b € (0,1), astfel incat pentru fiecare z,y € X

d(f%, f2y) < ad(fz, fy) + bd(z, ), (1.2.0.14)
unde a +b < 1.
Totdata, In aceeasi lucrare, Istratescu a introdus contractiile convexe de ordinul n, in modul urmator.

Definitia 1.2.12. Fie (X,d) un spatiu metric. Consideram o functie continud f : X — X. Functia f
se numegte o contractie convexd de ordinul n daca existd ag,...,an—1 € (0,1), astfel incat pentru fiecare
z,y € X

A"z, ) < aod(z,y) + ard(f, fy) + . (1.2.0.15)
+ an—ld(fn_lxv fn_ly)7

unde ag + ... + ap_1 < 1.

Chiar daca in definitiile date de Istratescu, in cazul contractiilor convexe din ordinul 2, coeficientii a, b
sunt in (0,1) si in cazul contractiilor convexe de ordinul n > 2, coeficientii ag, ..., a,—1 se afld In intervalul
(0,1), vom folosi faptul ca acesti coeficienti pot fi chiar in [0,1) precum in [144]. Aceasta modificare va fi
foarte utila pentru exemplele ce le vom da.

De asemenea, Istr u a ¢ tescu a studiat alte tipuri de functii continue in [62] si in [64] si Satry, Rao et.al.
in [144] a studiat principii de existenta si unicitate pentru contractii convexe de ordinul m > 2. Mai mult,
amintim ca V. Muresan si A.S. Muregan in [95] au dat teoreme privind dependenta de date si anumite
proprietati calitative pentru contractii convexe de ordinul 2.

In cele din urm4, alti autori au studiat proprietati calitative si au dezvoltat teoreme de existents si unicitate
pentru contractii convexe de ordinul 2 gi pentru alte tipuri de operatori, cum ar fi contractiile convexe cu
diametre descrescatoare. Lasam cititorul s urmareasca [20], [22] si [88].

1.3 Spatii metrice b-rectangulare

In aceastd sectiune vom prezenta citeva lemne si definitii utile privind spatiile metrice rectangulare si b-
rectangulare. De asemenea, vom prezenta cateva rezultate recente din cadrul domeniului teoriei punctului
fix privind operatori de tip contractie expansiva si unele generalizari.

In [38], A. Branciari a introdus un nou tip de spatiu metric, in care inegalitatea triunghiului este inlocuita cu
o inegalitate care implica patru elemente distincte. Acesta se numegte spatiu metric rectangular sau spatiu
metric generalizat (g.m.s.)

Definitia 1.3.1 (Spatii rectangulare). Fie X £ 0, d: X x X — [0,00), astfel incat pentru fiecare x,y € X
st u,v € X (elemente diferite de x §i y), avem ca

(1) d(z,y) =0 &=z =y,

(2) d(z,y) = d(y, ),
(3) d(z,y) < d(x,u) + d(u,v) + d(u,y).

Din lucrarea [67] mentionam ca sirurile convergente si girurile Cauchy pot fi introduse precum in spatiile
metrice.
Totodata, din aceeasi lucrare, stim ca daca (X, d) este un spatiu rectangular si (z,,) este un sir b-rectangular
Cauchy cu proprietatea ca x,, # x,,, pentru fiecare n # m, atunci (z,,) converge la cel mult un punct, adica
proprietatea ca (X, d) este Hausdorff devine redundanta.
In acelagi timp, din [47], [52], [136], reamintim definitia spatiilor b-rectangulare (sau spatii metrice b-
rectangulare generalizate), adica b-g.m.s.

Definitia 1.3.2 (b-g.m.s.). Fie X # 0, s > 1 un numdr real dat si d : X x X — [0,00), astfel incat pentru
fiecare x,y € X si u,v € X (elemente diferite de x siy), avem ca

(1) d(z,y) =0 =z =y,

(2) d(z,y) = d(y,z),
(3) d(z,y) < sld(xz,u) + d(u,v) + d(u,y)] .
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Precum in cazul spatiilor metrice complete, reamintim principalele notiuni legate de giruri in b-g.m.s :

Definitia 1.3.3. Fie (X,d) un b-g.m.s, x € X si (z,) C X un sir dat. Atunci
(a) () este convergent in (X, d) la un element x € X, dacd pentru fiecare € > 0, exista ng € N, astfel ca
d(xp,x) < €, pentru orice n > ng. Vom nota astfel : li_)rn Tp = T.

n—oo

(b) (zy) este Cauchy in (X,d) (sau b-rectangular Cauchy, mai simplu b-g.m.s.), dacd pentru fiecare € > 0,
existd ng € N, astfel incit d(x,,xnip) < €, pentru fiecare n > ng si pentru orice p > 0. Vom nota in
urmdtorul mod : ILm d(zp, Tntp) = 0, pentru fiecare p > 0.

n o

(c) (X,d) se numeste un b-g.m.s complet, dacd fiecare sir Cauchy converge la un element din X.
Reamintim urmatoarea observatie importanta din lucrarea [47] :

Observatia 1.3.4. (1) Orice spatiu metric si orice spatiu metric rectangular (g.m.s) is b-g.m.s.
(2) Limita unui sir intr-un spatiu b-rectangular nu este unica.
(3) Orice sgir convergent intr-un spatiu de tip b-g.m.s nu este neaparat un gir Cauchy de tip b-g.m.s.

Pentru aceasta, vom reaminti o lema importanta aparuta in lucrarea [47], mai exact [Lema 1.3.5], cadnd
un gir b-rectangular Cauchy nu poate avea doua puncte limita intr-un b-g.m.s.

Lema 1.3.5. Fie (X,d) un spatiu b-rectangular, cu coeficientul s > 1. Consideram (x,) un gir b-rectangular
Cauchy in X, astfel incit x, # xm, pentru fiecare n # m. Atunci (x,) converge la cel mult un punct.

Totodata, din lucrarea [69] si din [47] reamintim urmétoarea lema.

Lema 1.3.6. Fie (X,d) un spatiu metric b-rectangular, avand coeficientul s > 1. Consideram (x,) un sir
ce satisface T, # Ty, pentru fiecare n #=m, cu li_)m d(xp, Tnt1) = 0.
n o0

Daca (x,,) nu este un sir b-rectangular Cauchy, atunci existd € > 0 si (m(k))ken, (n(k))keny doud siruri de
numere naturale, astfel incit
(T (k> T()) = €

e .. .
= < limsup d(@ (), Tr(k)—2) < € §1
S k—o0

m

— < limsup d(xm(k)+1, ﬂfn(k)—l)-
S k—o00

In [136], a fost prezentats o altd lema importanta, legatd de sirurile din spatiile metrice b-rectangulare.
O vom prezenta mai jos.

Lema 1.3.7. Fie (X,d) un b-g.m.s., cu coeficientul s > 1.
(a) Consideram doud siruri (z,) $i (yn), astfel incat x, converge la © € X si y, converge lay € X, cu
x # y. Totodatad, presupunem cd pentru fiecare n € N, x,, # x si yp, #y. Atunci

1 . .

4@, y) < liminf d(zn, yn) < limsup d(zn, yn) < sd(,y)-
(b) Consideram un element y € X si un gir b-rectangular Cauchy (x,,), astfel incit x,, # x,,, pentru fiecare
n #m. In acelasi timp presupunem cd sirul (x,) converge la un element x # y. Atunci

1
—d(z,y) < Iirginf d(xp,y) < limsupd(zy,,y) < sd(z,y).
S n—00

n—oo

1.4 Spatii metrice de tip con peste algebre Banach

In sectiunea de fats incercim si aborddm convergenta sirurilor de contractii definite pe spatii metrice de tip
con peste algebre Banach. in primul rand trebuie sa reamintim ca F.F. Bonsall [35] si S.B. Nadler Jr. [97]
au studiat cateva rezultate de stabilitate In ceea ce priveste sirurile de contractii definite pe un spatiu metric
(X,d). Mai mult, o extindere interesanta a rezultatelor anterioare a fost ficuta de M. Pacurar [105], care a
dezvoltat cateva rezultate de punct fix pentru convergenta sirului de puncte fixe pentru aga numitele aproape
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contractii. M. Pacurar a prezentat doud teoreme interesante, prima referitoare la convergenta punctuala
si a doua referitoare la convergenta uniforma a unui sir de contractii ce au aceiasi coeficienti. Acum, cel
de-al doilea obiectiv al acestei sectiuni este sa amintim cdteva notiuni matematice care sunt bine stabilite
in domeniul analizei neliniare. Pentru mai multe informatii cu privire la aceste concepte, ne referim la [35]
si [105]. Prezentam mai intai ideea de convergenta punctuala.

Definitia 1.4.1. Fie (X, d) un spatiu metric. Consideram T : X — X ¢iT,, : X — X operatori dati pentru
fiecare n € N. Spunem ca sirul (T),)nen converge punctual la T in X, adica T), 2T, dacd pentru orice € > 0
st pentru orice x € X, exista N = N(e,z) > 0, astfel incdat pentru fiecare n > N, are loc d(T,z,Tx) < e.

Observam cu ugurintd ca in [Definitia 1.4.1], se poate inlocui inegalitatea strictd d(T,z,Tz) < € cu
inegalitatea nestricta, fara a schimba ideea din spatele conceptului de convergentd punctuala.
In mod similar, notiunea particulari de convergentd uniforma a unui sir de functii este datd dupa cum
urmeaza.

Definitia 1.4.2. Fie (X,d) un spatiu metric. Consideram T : X — X si T, : X — X operatori dati
pentru fiecare n € N. Spunem cd sirul (T))nen converge uniform la T in X, adicd T,, = T, dacd pentru

fiecare € > 0, existdi N = N(g) > 0, astfel incat pentru fiecare n > N si pentru orice x € X, are loc :
d(Thx,Tz) < €.

De asemenea, pentru o familie de functii putem aminti pe scurt notiunile fundamentale de echicontinui-
tate si respectiv uniform echicontinuitate.

Definitia 1.4.3. Fie (X,d) un spativ metric si T,, : X — X operatori dati, pentru fiecare n € N. Familia
(Th)nen se numeste echicontinud dacd i numai dacd pentru orice ¢ > 0 gi pentru orice x € X, existd
0 =0(e,x) >0, astfel incat pentru fiecare y € X ce satisface d(x,y) < 9, are loc d(Tpz,Tyy) < .

Acum, In ceea ce privegte echicontinuitatea uniforma a unei familii de operatori, folosim urméatoarea

definitie.

Definitia 1.4.4. Fie (X,d) un spativ metric si T,, : X — X operatori dati, pentru fiecare n € N. Familia
(Th)nen se numeste uniform echicontinud daca si numai daca pentru orice € > 0, existd 0 = d(g) > 0, astfel
incat pentru fiecare x iy din X, ce satisfac d(x,y) < 6, are loc cd d(T,x,Tyy) < €.

Ca gi pana acum, se poate inlocui cu usurinta inegalitatea stricta cu una nestricta, astfel incat cele doua
definitii sa fie echivalente intre ele.
Acum, este timpul sa reamintim ca punctul de plecare al acestei subsectiuni este articol de cercetare al
lui L. Barbet si K. Nachi. Conform [31], autorii au luat in considerare cateva rezultate de punct fix cu
privire la convergenta punctelor fixe ale unor functii de tip contractie iIn contextul unui spatiu metric
(X, d). Noutatea lucrarii mentionate deja consta in redefinirea convergentei in punctuale gi a convergentei
uniforme, dar pentru operatori definiti pe submultimile intregului spatiu gi nu pe intregul spatiu metric
(X, d). Convergenta punctuala a fost generalizata de convergenta G si convergenta uniforma a fost extinsa
ca si convergenta H. Din motive de completitudine, amintim aici aceste doua notiuni.

Definitia 1.4.5. Fie (X,d) un spatiu metric si X,, o submultime nevidd a lui X, pentru fiecare n € N.
Consideram T, : X,, — X pentru fiecare n € N gi T : Xoo — X functii date. Spunem cd Too este G-functia
limita a sirului (Ty,)nen, atunct cand (T,)nen satisface proprietatea (G), adicd

(G): Vz € Xoo, Ixn)nen € H Xn, a.i. zp = x 51 Tz, — Toox.
neN

In ceea ce priveste generalizarea convergentei uniforme pentru functii care nu sunt definite pe intreg
spatiul metric, amintim urmatorul concept din [31].

Definitia 1.4.6. Fie (X,d) un spaliu metric si X, o submultime nevidd a lui X, pentru fiecare n € N.
Consideram T, : X, — X pentru fiecare n € N gi T : Xoo — X operatori dati. Spunem cd Ty, este
H-functia limita a sirului (Ty,)nen, atunci cand (T),)nen satisface proprietatea (H), adica

(H) : V(ﬂfn)neN € H Xn, El(yn)neN C X, a.i. d(xmyn) — 0 si d(Tn-TmTooyn) — 0.
neN
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Acum, considerdnd A o algebra Banach cu elementul nul 8 € A si cu elementul unitate e € A, amintim
notiunea de con din lucrarea [83].

Definitia 1.4.7. O submultime inchisd si nevida P din A se numeste con dacd urmdtoarele afirmatii au
loc :

(P1) 0 sie sunt in P,

(P2) «aP + BP C P, pentru fiecare o, 5 > 0,
(P3) PCP,

(P4)

4) PN (-P)= {6}

"

Mai mult, amintim ca P se numeste con solid daca int(P) # ), unde int(P) reprezinta interiorul topologic
al multimii P. Acum, precum in [59], se poate defini o ordine partiald < in raport cu conul P, astfel : daca z
i y sunt in A, atunci x < y daca gi numai daca y —z € P. De asemenea, vom scrie x < y pentru a specifica
faptul cd © # y si © < y. In acelasi timp, pentru z,y € A, notam cu z < y faptul ci y — = € int(P), pe
baza ideii ca intotdeauna vom putea presupune ca P este un con solid.
Din [Definitia 1.6] din [83] si din [Definitia 1.1] din [85], introducem binecunoscutele distante de tip con
peste algebra Banach A si prezentam céteva terminologii utile.

Definitia 1.4.8. Fie X o mul{ime nevidd si d: X x X — A o functie care satisface urmatoarele condifii :

O
=
>
IA

d(z,y), pentru fiecare xz,y € X, si d(z,y) =0 dacd st numai daca x =y,

) pu—
(D3) d(z,y) X d(z,2) + d(z,y), pentru orice x,y,z € X.

—~
-
)

~—

2

8

<

(y,x), pentru fiecare x,y € X,

Atunci, (X, d) un spativ metric de tip con peste algebra Banach A.
Din lucrarea [160], reamintim urmatoarele concepte.

Definitia 1.4.9. Fie (X,d) un spatiu metric complet de tip con peste algebra Banach A. In acelasi timp,
fie x un element din X si (zp)neny C X un sir dat. Atunci, avem urmdtoarele :

(1)  (xp)nen converge la z, adica li_)rn ZTn =z, daca pentru orice ¢ > 60,3N = N(c) > 0,
n—oo

astfel incat d(x,,r) < ¢, Yn > N.

(17)  (Tn)nen este un sir Cauchy , dacd pentru orice ¢ > 6,3N = N(c) > 0,

astfel incat d(xp, xm) < ¢, Vn,m > N.

(131) (X, d) este complet daca orice sir Cauchy este convergent.

In [Definitia 1.4.9], ¢ > 6 reprezinta o notatie utila pentru § < ¢, deci nu este nicio confuzie in restul
acestei sectiuni. Acum, urméand cartea lui Rudin de Analiza Functionala [137], din motive de completitudine,
amintim ideea razei spectrale a unui element din algebra Banach A.

Lema 1.4.10. Fie k € A un element arbitrar dat. Atunci, prin definitie raza spectrald a lui k este definita
prin:
~ i R = inf A7)
p(k) = lim |[&™[= = inf [|k"]]>.

Daca A € C si p(k) < |\, atunci elementul Ae — k este inversabil. Totodatd, are loc §i

R
(Ae—k)"" =3 S
i=0
Acum, din [83], prezentam cateva proprietati importante cu privire la raza spectrald a unui element al
algebrei Banach A si a unor notiuni referitoare la ideea unui c-gir.

Definitia 1.4.11. Un sir (dp)nen dintr-o algebra Banach A inzestratd cu un con solid P se numeste c-gir
daca gt numai dacd pentru orice ¢ > 0, exista N = N(c) € N, pentru care d,, < ¢, pentru orice n > N.
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In mod alternativ, este ugor de observat ci nu restrangem generalizarea daci luim n > N in definitia de
mai sus. Mai mult, se poate utiliza, ca In cazul unui spatiu metric obignuit, definitii alternative, cum ar fi
Propozitia 3.2 din [160] cand sirul (d,),en este din P. De asemenea, reamintim faptul ca definitia sirurilor
convergente si respectiv definitia sirurilor Cauchy se pot scrie folosind [Definitia 1.4.11] i [Definitia 1.8] din
[83].

Mai mult, avem urmitoarele proprietiti care pot fi reunite intr-o singurs lemi. In privinta acestor proprie-
tati, se pot urmari [59], [66], [83] si [160].

Lema 1.4.12. Consideram A o algebrd Banach. Atunci, urmdatoarele afirmatii sunt valide :

(1) daciu<v<w sauu<Kv 3w, atunci u < w,

(2)  dacd 0 < u < ¢, pentru orice ¢ >0, atunci u =0,

(3) dacd P este un con, (un)neN, (Un)nen sunt doud c-giruri in A gi

a, B sunt in P, atunci (au, + Bop)nen este tot un c-gir,

(4)  dacd P este un con si k € P cu p(k) <1, atunci ((k)")nen este un c-gir,
(5) daci k € Pk =0, cup(k) <1, atunci (e —k)~' = 0.

Pe de alta parte, incheiem aceasta sectiune amintindu-le cititorilor ca pentru exemple interesante de spa-
tii metrice complete de tip con peste algebre Banach si pentru aplicatii utile referitoare la ecuatii functionale
si integrale, ne referim la [59], [60], [83] si [163]. Nu in ultimul rdnd, daca T este un operator, atunci cu Fr
Potém mutimea de puncte fixe ale lui T
In cele din urma, avand in vedere ca scopul nostru este si folosim tehnici de punct fix pentru a dezvolta
aplicatii care au o conexiune semnificativa cu sisteme neliniare de ecuatii si cu sisteme de ecuatii diferen-

tiale, facem referire la [59] si [83] pentru unele aplicatii importante la probleme diferentiale neliniare prin
intermediul rezultatelor de punct fix.

1.5 Spatii metrice convexe

In [157], W. Takahashi a introdus un nou concept de convexitate in spatii metrice gi a aritat ca toate spatiile
normate si submultimile lor convexe sunt spatii metrice convexe. Mai mult, el a oferit ciateva exemple de
spatii metrice convexe. Reamintim definitiile de baza si proprietatile spatiilor metrice convexe. Pentru
detalii, lasam cititorul sa urmareasca [5], [51], [147] si [157]. De asemenea, pentru notiuni de baza si pentru
rezultate referitoare la teoria spatiilor metrice convexe ale lui Takahashi vom considera lucrarile [77], [157].
In aceastd sectiune vom reaminti unele dintre ele.

Definitia 1.5.1. Fie (X,d) un spatiu metric. Dacd exista o functie W : X x X x [0,1] — X ce satisface
d(u, W (z,y,A)) < Md(u,z) + (1 — N)d(u,y), pentru fiecare u,z,y € X,

atunci W se numeste structura de convezitate, iar (X,d) se numeste W —spatiu metric convex sau spaliu
Takahashi metric convex, pe scurt TCS.

Fie X un spatiu metric convex. Takahashi a aratat ca bilele deschise si bilele inchise sunt submultimi
convexe ale lui X. Daca {K,}ac este o familie de submutimi convexe a lui X, atunci intersectia ,c; Ko
este o submultime convexa din X.

In cazul spatiilor metrice convexe, pentru rezultatele originale obtinute vom folosi deseori urmitoarele
proprietati (vezi [51] si [122]).

Observatia 1.5.2. Pentru orice z,y,z € X si A € [0, 1], avem ca
d (Za W (x7 Y, )‘)) > (1 - A)d(zv y) - Ad(za x)

Totodata, din [91], [92], [93] si [159], reamintim céteva leme importante legate de ideea de spatiu metric
convex.

Lema 1.5.3. Fie (X,d,W) un spatiuv metric convex. Atunci urmdtoarele afirmatii au loc :
(@) d(z,y) =d(x, W (x,y, ) +d(y, W (z,y,\)), pentru orice (z,y) € X x X si X € [0,1].
(@) d(z, W (z,y,\)) = (1 — Nd(x,y), pentru orice x,y € X.
(7i7) d(y, W (z,y,\)) = Ad(zx,y), pentru orice x,y € X.
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Lema 1.5.4. Fie (X,d, W) un spatiu metric convex. Atunci :
1 1 1
d (iﬁ, w (35797 2)) =d <y7 w <x1y7 2)) - §d($,y),

Observam ca, daca (X,d) este un T'C'S, atunci pentru fiecare z,y € X si A € [0,1], avem cateva
proprietati de baza :

pentru orice x,y € X.

Lema 1.5.5.

(1) W(xay’l):x §iW($,y,0):y;
(2) W(z,z,\) ==z

Acum vom da definitia de spatii hiperbolice care sunt cazuri particulare de spatii metrice convexe. Con-
ceptul de spatii metrice hiperbolice va fi utilizat pentru studiul iteratiei Mann in ceea ce priveste operatorii
multivoci.

Definitia 1.5.6. Un spatiu hiperbolic (X,d, W) este un spatiu metric (X,d) inzestrat cu o structurd de
convezitate W : X x X x [0,1] — X, ce satisface:

w1
w2
w3
w4

(z, W (z,y,\)) < (1 =XN)d(z,x) + Ad(z,y);
(W (2,9, A1), W (2,9, A2)) < [\ — Aold(z, y);
(@,4,A) = Wy, 2,1 = A);
<

(
(
(
( (W@, 2,A), W (y, w, A))

) d
) d
) W
) d (1= N)d(z,y) + Ad(z, w);
pentru orice x,y,z,w € X §i A\, A\, A2 € [0,1].

Observatia 1.5.7. Din proprietatea (W1) a [Definitiei 1.5.6] , luAnd x = z = y, avem ca
d(xv W(.CC, Zz, )‘)) < )\d(lB, JZ’) =0,

deci, are loc
x=W(x,z,\),

pentru orice A € [0, 1]. Proprietatea (2) din [Lema 1.5.5] a unui TCS raméane valida si in spatii hiperbolice.

Evident, fiecare spatiu hiperbolic este un spatiu metric convex Takahashi, dar, In general, reciproca nu
este adevarata.

In continuare, vi prezentidm o lemi utild in ceea ce priveste spatiile metrice hiperbolice. Din cauza
faptului ca definitia spatiilor metrice convexe Takahashi si proprietatea (W1) a spatiilor hiperbolice difera,
urmatoarea lema va fi distinctd de [Lema 1.5.3].

Lema 1.5.8. Fie (X,d, W) un spatiu hiperbolic. Atunci :
pentru orice z,y € X si A € [0,1].

In intreaga literaturd de specialitate, existd o multime de scheme iterative clasice definite pe spatii
liniare normate si pe spatii metrice inzestrate cu o structura de convexitate. Din [51] si [41], vom reaminti
unele dintre ele, dar cu observatia ca, in articolul [41], autorii folosesc o versiune modificatd a spatiului
metric convex, adicd un spatiu hiperbolic in sensul lui Goebel gi Kirk. Astfel, in ultima sectiune a tezei
noastre, vom folosi schemele iterative definite cu ordinea inversa a celor doi termeni din gir care apar in
structura de convexitate W. Mai mult, fie C' 0 multime convexa a spatiului convex metric (X, d, W) si
T : C — C o contractie. Mai mult, consideram a,, by, a,, siruri in (0,1). Mai mult decit atat, din motive
de completitudine, amintim procesele iterative clasice, cum ar fi Krasnoselskii, Mann si Ishikawa In spatii
metrice convexe etc.

Tp =W (xn—h Txn—la )‘) s
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cu A € [0,1].
Totodata, iteratia Mann este definita In urmatorul fel :

Tp =W (xnfla Txnfla an) s

cu ay, € [0, 1], pentru orice n € N.
Bine-cunoscuta iteratie Ishikawa este definita astfel :

{xn-i-l =W (xny Tyna an)

s (1.5.0.1)
Yn = w (xny Txy, ﬁn)

cu ap, By € [0, 1], pentru orice n € N.

Acum, facem urmatoarea observatie importantd : desi Berinde, Assadi si Moosaei au folosit aceeasi
definitie a spatiilor metrice convexe, in [51], Berinde a definit iteratia de tip Mann ca fiind

xn - W (Tﬂ:’n_l, xn—l; an) 9

cu ay, € [0, 1], pentru fiecare n € N.

Datorita faptului ca multi autori folosesc proprietatea ca W(z,y,A) = W(y,z,1 — X), cele doua forme
alternative ale iteratiei de tip Mann pot fi transformate una in cealalta, astfel incat nu exista nicio confuzie.
Astfel, In unele parti din ultimul capitol ale prezentei teze de doctorat, vom folosi schemele iterative clasice
bazate pe observatia deja mentionata. Aga cum am spus anterior, acest lucru nu duce la nicio confuzie,
deoarece o schemad iterativa poate fi transformata intr-o forma similard prin structura de convexitate a
spatiului de baza. Aceasta Inseamni ca, In mai multe sectiuni ale tezei noastre, folosim o conditie din
spatiile hiperbolice, care este satisficuta in spatiile normate liniare, adica: W(z,y,\) = W(y,z,1 — \),
pentru fiecare z,y € X si A € [0,1]. Aceste conditii nu sunt deloc restrictive si prezinta avantajul ca
termenii principali ai iteratiei din structura de convexitate W pot fi schimbati unul cu altul gi acest lucru
nu afecteaza convergenta iteratiei de punct fix.

Pe de alta parte, amintim ca iteratia Noor clasica poate fi scrisd ca

Tn+l1l = w (Ty’m Tn,y an)
2n =W (Txn, xy, ay) -

Punéand a, = 0 avem ca z, = x,, pentru fiecare n € N, obtinem bine-cunoscuta iteratia Ishikawa in spatii
metrice convexe :

(1.5.0.3)

Tn+1 = w (Tyrwwn; an)
Yn = W (Txp, xpn, by) .

Iteratia Ishikawa 1.5.0.3 difera de varianta alternativa 1.5.0.1 precum am specificat in observatia facuta
anterior.
Punéand a, = b, = 0, atunci y, = z, = x,, pentru fiecare n € N, obtinem iteratia Mann :

Tnt1 =W (Tzp, xp, o) , (1.5.0.4)

care difera de forma alternativa prezentatd mai sus, ca in cazul iteratiei Ishikawa.
In acelasi timp, reamintim schemea iterativa de tip Picard care apare in contextul principiului contractiei
al lui Banach :

ZTpi1 = Tay,pentru orice n € N (1.5.0.5)
Alte scheme iterative importante sunt cele implicite. Din [41], reamintim :

Iteratia implicita de tip Noor este definita astfel :

T+l = w (Txn—i—ly Yn, an)
Yn = W (Tyn, 2n, bn) (1.5.0.6)
2n =W (Tzn, Ty, an) -
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Facand a, = 0, atunci z, = x,, pentru orice n € N gi astfel obtinem iteratia implicita Ishikawa in contextul
spatiilor metric convexe :

{xn+1 =W (TTpt1, Yn, ) (1.5.0.7)

Yn =W (Tyna Ln, bn) .

In plus, punand a, = b, = 0 si astfel obtinem ci y, = 2z, = x,, pentru fiecare n € N. In acest mod gisim
iteratia implicita de tip Mann :
Tny1 =W (Txpt1, Tn, ) - (1.5.0.8)

Acum reamintim conditii suficiente pentru convergenta iteratiei Noor, respectiv a iteratiei Noor implicite,
la punctul fix al unei contractii.

Observatia 1.5.9. Intrucat iteratia Noor este mai generald decét iteratiile Ishikawa si Mann, amintim c&,
iteratia Noor 1.5.0.2 este convergenta la punctul fix p al unei contractii 7', dacd >_p2 ap = oo. Intr-un mod
similar, intrucat iteratia implicita Noor este mai generala decat iteratia Mann implicita si decat iteratia
Ishikawa implicita, amintim ca algoritmul implicit Noor 1.5.0.6 este convergent atunci cand Y pe (1 —ag) =
00.
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Capitolul 2

Rezultate de punct fix pentru contractii univoce in spatii
metrice generalizate

2.1 Rezultate pentru operatori pentru operatori univoci de tip
Istratescu-Presic si Presi¢ definjti prin intermediul functiilor de simulare

In aceasta sectiune prezentdm noi tipuri de operatori Presi¢ univoci, care sunt generalizari ale contractiilor
convexe de ordinul doi. Scopul nostru este si prezentam céiteva rezultate de punct fix pentru acest tip de
operatori. De asemenea, oferim o teorema a dependentei de date. Mai departem subliniem ca rezultatele
noastre contin cazul particular cdnd k = 1, unde k este dimensiunea produsului cartezian al unui spatiu
metric complet dat. In primul rand, introducem noi tipuri de operatori de tip Presi¢ care vor fi utilizati
frecvent pe parcursul tezei.

Definitia 2.1.1. Fie (X,d) un spatiu metric. C’orﬂierdm TQ,T1, ..., Th_1, Tk elemente arbitrare din X. Fie
a; €[0,1), cuit =0,k —1 si 8;; €[0,1), cui,j=0,k.
O functie f : X* — X care satisface inegalitatea de mai jos

d(f (f ($07~--7$0)7"'7f(33k—17-~-7xk:—1))>f(f (171,...,33‘1),---,f(wk,...,l'k)))

k—1 k
< Z aid(x,-, 337;_;,_1) + Z 5”d (f (Ii, . xl) ,f (.CL‘]', s QZJ))
i=0 ij=0

se numeste contractie convexd de speta tntai de tip Presid.
Cel de-al doilea tip de operatori de tip Presi¢ sunt prezentati mai jos.

Definitia 2.1.2. Fie (X,d) un spatiu metric. Corﬂlerdm g, T1,...,TE_1, Tk elemente arbitrare din X. Fie
a; €[0,1), cui=0,k—1siB;; €[0,1), cui,j=0,k.
O functie f : X* — X ce satisface inegalitatea de mai jos

d(f (f <m07"'7mk71)7"'7f(x07"-axk71))7f(f (xlw'-,xk)a"-af(xla"-ymk)))

k1 K
<Y agd(wi,wia) + Y Bigd (f (@, -y i), [ (2,00 35)
i=0 i7=0

se numeste contractie convexd de speta a doua de tip Presié.

Definitia 2.1.3. Fie (X, d) un spatiu metric si f : X* — X o functie datd. Atunci, operatorul F : X — X,
definit prin F(z) = f(x,...,x), pentru fiecare x € X se numeste operatorul asociat al lui f.

Primul nostru rezultat al prezentei sectiuni se refera la existenta si unicitatea punctului fix al unei functii
f, adica elementul z* € X care satisface * = f(z*,...,2*). Mai precis, vom reda o teorema care implica
punctul fix al operatorului asociat F, adica z* € X care satisface z* = F(z*) pentru contractiile convexe
Presi¢ de prima speta si pentru punctul fix al operatorului asociat contractiilor convexe de tip Presi¢ de a
doua speta.
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Teorema 2.1.4. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Considerdm urmdtoarele ipoteze : (i) Fie f : X¥ — X
o contractie convezrd continud de speta intai de tip Presi¢. Presupunem ca coeficientii functiei f din [Definitia
2.1.1] satisfac

k—p

Zaz+2z > Z Bij | € (0,1). (2.1.0.1)

p=1 \i=0 j=k—p+1

Atunci f admite un unic punct fix ©*, iar sirul (zy)nen definit prin 1.2.0.1, este convergent la x*.

(ii) Fie f : X* = X o contractie convexd continud de speta a doua de tip Presi¢. Presupunem cd coeficientii
din [Definitia 2.1.2] satisfac conditia anterioara, adica 2.1.0.1.

Atunci, precum in cazul precedent, f admite un unic punct fix =*, iar sirul definit de relatia 1.2.0.1 este
convergent la x*.

Pe baza rezultatelor noastre anterioare, consideram cazul particular cdnd k& = 1. Aceasta Inseamna ca
concluziile rezultatelor de punct fix sunt valabile si pentru contractiile convexe continue de ordinul doi.

Corolarul 2.1.5. Pentru k = 1, operatorul contractie convexda de tip Presi¢ de speta intai st operatorul
contractie convexd de tip Presi¢ de speta a doua satisfac urmdtoarea inegalitate metrica

d(f*z0, f2x1) < apd(zo, 1) + [Bo1 + Bio] d(fxo, f1),

cu ap+[B1o + Bo1] € [0,1) for each xq si x1 elemente arbitrare din X . Aceasta inseamnd cd operatorii Presi¢
introdusi de noi sunt generalizari ale contractitlor convexe de ordinul dos.

Pe de altd parte, din moment ce am folosit operatorul asociat, vom prezenta doud forme in care acesta
poate fi calculat:

Observatia 2.1.6. Pentru operatorul asociat F' al lui f, iteratia de ordinul doi poate fi calculata in doua
moduri :

a) F*(z) = F(Fa) = ( v Fx) = [ (f(@, @), s, [y 2)),
b) F?(x ) F(f(z, )) F(y), cuy = f(z,..,x), unde F(y) = f(y,...,y). So F*(z) = f(y,....y) =
f(f(, ..., ), .. f( ).

In [Corolarul 2.1.5] am aritat ca operatorii nostri nou-introdusi pot fi considerati ca operatori generalizati
de contractii convexe de ordinul doi in spatii metrice de dimensiuni mari. Mai mult, este ugor de observat
ca operatorii de tip contractie convexa Presi¢ de prima speta sunt, de asemenea, generalizari pentru bine-
cunoscutele contractii Presi¢. Pana acum, am prezentat cdteva observatii si un rezultat de punct fix pentru
operatori Presi¢ de prima si de a doua spetd. Acesti operatori de tip metric sunt importanti datorita faptului
ca generalizeaza contractiile convexe de ordinul doi date de Istratescu si, de asemenea, contractiile Presié.
Acum, o altd proprietate importanta in ceea ce priveste punctele fixe ale contractiilor de tip generalizat este
ideea dependentei de date a punctelor fixe (a se vedea [95]), care va fi prezentata mai jos.

Teorema 2.1.7. Fie (X,d) un spatiu metric complet. Totodatd, si consideram g : X* — X o functie
arbitrara cu cel putin un punct fiz x; € X. Presupunem cd au loc urmatoarele ipoteze :

(i) Fie f : X¥ — X o contractie convexd continud de tip Presi¢ de speta intdi, satisficind conditia (i) din
[Teorema 2.1.4].

Pe de alta parte, sd presupunem ca au loc urmdtoarele : (a) exista m > 0, astfel incat
d(f(z,....x),g9(z,...,x)) < m, pentru fiecare x € X,

(b) exista na > 0, astfel incat pentru fiecare © € X, avem cd

d(f(f(zy.,x), e f(xy o)), g(g(y oy @),y ooy g2y o)) <2

Daca :c} reprezintd unicul punct fix al lui f, rezultd ca

LR ( 5 1/3@-) m

p=1 i=

o 25) S — e N T
|5 5 RS
i=0 p=11i=0 \j=k—p+1
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unde xy este unicul punct al lui f.

(ii) Sd consideram f : X* — X o contractie convexd continud de tip Presi¢ de speta a doua satisfdcind
conditia (i) din [Teorema 2.1./).

Intr-un mod similar, presupunem cd f and g satisface conditiile anterioare (a) si (b). Atunci, d(z}, zy)
admite aceeast margine supertoard ca in cazul precedent.

Mai jos vom prezenta cazul particular cand dimensiunea produsului cartezian al spatiului metric X este
1. Asadar, dependenta de date a punctelor fixe Intre doud functii, unde una dintre ele este un operator
Presié, este considerata dupa cum urmeaza.

k k—p k
Corolarul 2.1.8. Luand k = 1 in teorema anterioard, obtinem cd 2 Y. (Z > Bij | =2B10=0510+
p=1 \i=0 j=k—p+1
Bo,- Atunci rezultatul dependentei de date este wvalid si in cazul cind k = 1, ca in [95], unde d(m?,x;) <
N2 +6-m

—_ =2 = qQg.
1_(a+5),cu6 B1o and a := ag

In ceea ce priveste operatorii cu o anumitd regularitate de tip Presi¢, in literatura de specialitate sunt
date foarte putine exemple netriviale. in cadrul unui spatiu metric complet (X, d), in general, sunt prezentate
cateva exemple clasice de functii f : X2 — X, unde f este fie liniari, fie o functie pe ramuri. in continuare,
construim citeva exemple netriviale definite pe un produs cartezian cu un interval notat cu [0, 7], unde
r > 0. Prezentam si cateva situatii utile in care unele exemple particulare de operatori nu sunt de tip Presic.
Mai mult, in constructiile noastre, vom modifica niste coeficienti, astfel Incat operatorii de tip Presi¢, dati
in [Definitia 2.1.1] gi in [Definitia 2.1.2] sunt de asemenea contractii Presié.

2
x
Exemplul 2.1.9. Fie f:[0,7]2 = [0,7] , cur > 0, definita astfel : f(z,y) = (zy) , with a > 0.
a
Pentru » = 2 and a = 12, f este o contractie convexa de tip Presi¢ de prima speta, dar nu este un operator
Presi¢. Totodata, pentru r = 2 gi @ = 34, f este o contractie convexa de tip Presi¢ de prima speta, care este

simultan gi un operator Presi¢.

In urmstorul exemplu ne referim la o constructie asociatd unui alt tip de operator, ce satisface conditia
(ii) din [Teorema 2.1.4].

Exemplul 2.1.10. Consideram functia f : [0,7]?> — [0, 7], definita prin f(x,y) = ax?+By?, unde r, o, 8 > 0.
Pentru r =2, = 0.27 i a = 0.03, f este o contractie convexa de tip Presi¢ de speta a doua, care nu este

1
un operator Presi¢. Pe de altd parte, pentru r = 3, g = - sia= YR f este o contractie convexa de tip
Presi¢ de speta a doua, care este simultan si un operator Presi¢.

In ultimul nostru rezultat din aceasta sectiune, prezentam un caz de contractie convexa Presi¢ de speta
intai, urmand conditia (i) din [Teorema 2.1.4].

Exemplul 2.1.11. Fie functia f, definitd prin f(z,y) = (71x — 7y)?, unde f : X? — X, cu X = [0,7],
unde r > 0 gi 71,70 > 0,7 # 7. Pentrur = 2, 79 = 0.8 gi 71 = 0.6, f este o contractie convexa de tip Presi¢
1

de prima speta care nu este un operator Presi¢. Pe de alta parte, pentru r = 2, 7 = 1 + e si T —0.45,

f este o contractie convexa de tip Presi¢ de speta intai, care este simultan si un operator Presi¢.

Pana acum, am prezentat cateva tipuri noi de operatori Presi¢, care extind celebrele contractii convexe de
ordinul doi si, respectiv, contractiile Presi¢. Destul de surprinzator, contractiile Banach au fost generalizate
prin ideea functiilor de simulare. Al doilea scop al prezentei sectiuni este de a introduce un concept adecvat
prin intermediul notiunii de functie de simulare, pentru a generaliza rezultatele de punct fix pentru operatorii
univoci de tip Presi¢. Toata analiza de fata se bazeaza pe lucrarea de cercetare asupra functiilor Boyd-Wong-
Presi¢ care au fost considerate in [148]. Vom da o definitie intuitiva a unei functii de simulare, care este
necesara pentru operatorii definiti pe un produs cartezian de submultimi nevide, Inzestrate cu o metrica si
cu o relatie de ordine partiald. Acest nou concept ne va permite sa afirmam ca operatorii Boyd-Wong-Presié
pot fi priviti ca si cazuri particulare ale noilor nostri operatori, dati prin aga-numitele functii de k-simulare.
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Definitia 2.1.12. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie datd. Spunem cd ¢ este o functie de k-simulare
dacda urmatoarele conditii sunt satisfacute :
(I.) Daca lim t, = lim s, =L >0, unde s, | L §ity, < sn, pentru fiecare n € N, atunci

n— o0 n—oo

limsup ((tn, Sny - -+, Sn) < 05

n—o0

(II1.) Daca t,s >0, atunci ((t,s,...,s) < s—1;
(II1.) Daca s >0 gity,...,tx >0, atunci functia ¢ are proprietatea cd

C(tl,s,o,...,O)—I-C(tQ,O,S,...,O)—i—...C(tk,O,...,O,S) SC(fl—l-tQ—i-...tk,S,...,S).

Acum, urménd exemplele din [71], [76], [127], [135] si [162] legate de functiile de simulare, primul nostru
obiectiv este extinderea unor exemple adecvate pentru functiile de k-simulare, unde k este un numar natural
dat. Deci, de acum incolo, vom lua in considerare un numar natural k.

Primul exemplu din aceasta sectiune consta in alegerea functiei de simulare ca instrument necesar pentru
cazul In care operatorul nostru Presi¢ este de tip Boyd-Wong.

Exemplul 2.1.13. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie definiti prin
C(t,ys1,...,8K) =(s1,...,8,) —t, unde t > 0 i s1,...,8;, >0,
unde functia ¥ : Rﬁ — R satisface urmatoarele conditii :

P(t,...,t) <t, pentru fiecare t > 0;
P(t,0,...,0) +(0,¢,0,...,0) + ... 4+(0,0,...,0,t) <(t,...,t), pentru orice t > 0;

limsup ¥ (sp,...,8n) < W(L,...,L), cus, ] L >0, adicd v superior semincontinué la dreapta.
n—oo
Exemplul 2.1.14. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie definita prin
C(t,81,.--,8k) = d1(81,---,8K) — P2(t), unde t >0 §i s1,...,8; >0,
unde functiile ¢ : Ri — R gi ¢9 : Ry — R satisfac urmatoarele conditii :

o1(s,...,8) < s, pentru orice s > 0;
¢2(t) > t, pentru orice t > 0;
1(5,0,...,0) + ¢1(0,5,0,...,0) + ...+ ¢1(0,0,...,0,5) < ¢1(s,...,s), pentru orice s > 0;
Gt + ... +tr) < da(t1) + ... p2(ty), pentru fiecare ty,...,t; > 0;
@9 este inferior semincontinua
limsup ¢1(sn, ..., 8n) < ¢1(L,..., L), unde s, | L > 0.
n—oo

Exemplul 2.1.15. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie definita prin

C(t,s1,...,8k) = (W) o(s1,--.,8k) —t, unde t > 0 si s1,...,8, > 0,

unde functia ¢ : R’i — [0, 1) satisface urméatoarele conditii :

#(s,0,...,0) + ¢(0,s,0,...,0) + ...+ ¢(0,0,...,0,8) < k¢(s,...,s), pentru fiecare s > 0;
limsup ¢(s,...,s) < 1, pentru orice r > 0.

st
Exemplul 2.1.16. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie definita prin
C(t,ys1,.--,8K) =s101(81) + ... + SkPr(sg) —t, unde t > 0 i s1,...,8;, > 0,
unde functiile ¢1, ..., ¢; : R4 — R satisfac urmatoarele conditii :
o1(s) + P2(s) + ...+ ¢r(s) < 1, pentru orice s > 0;

@1, ..., ¢ sunt superior semincontinue la dreapta.
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Acum, ultimele doua exemple pe care le consideram sunt legate de tipuri de functii mai concrete care apar
in alegerea functiilor de k-simulare. Deoarece sunt cruciale pentru unele exemple particulare de operatori
de tip Presié¢, le prezentam aici in detaliu.

Exemplul 2.1.17. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie definita prin

t+2
C(t,sl,...,sk)zsl+ ? +8k_tilt’ unde t > 0 ¢i s1,...,8, > 0,

Acum, ludnd ¢1(t) = ... = ¢x(t) =

urmatorul exemplu ca si caz particular.

1
m, pentru fiecare ¢ > 0 din [Exemplul 2.1.16], vom avea

Exemplul 2.1.18. Fie ¢ : [0,00) x [0,00)* — R o functie definita prin

1 S1 n n Sy
Elsi+1 = s+1

C(tys1y...,8K) = —t, unde t > 0 si s1,...,8, > 0,

Acum, folosind [Definitia 2.1.12] din sectiunea anterioara, introducem cativa operatori care satisfac o
inegalitate generalizata de tip Presi¢ contractie prin conceptul deja dat de functie de k—simulare.

Definitia 2.1.19. Fie (X,d) un spatiuv metric si T : X* — X un operator dat. Atunci, T se numeste
Presié-Z-contractie (pe scurt P — Z—contractie), daca satisface urmdatoarea inegalitate :

C (d (T(zl, e ,zk), T(ZQ, ey Zk+1)) ,d(zl, 22), ey d(Zk, Zk+1)) 2 0,
pentru orice z1,...,2x+1 elemente arbitrare din X.
Acum, folosind o functie aditionald g : X — X, putem extinde definitia precedenta.

Definitia 2.1.20. Fie (X,d) un spatiu metric. Totodatd, fie T : X* — X si g: X — X doi operatori dati.
Atunci T se numeste Presic¢-(Z, g)-contractie (pe scurt P — (£, g)—contractie), dacd satisface urmdatoarea
inegalitate :

C(d(T(z1y.--y2k), T(22,...,2k+1)) ,d(g21, 922), - - ., d(92k, g2k+1)) > 0,

pentru orice z1,...,2x+1 elemente arbitrare din X.

Definitia 2.1.21. Fie (X, <,d) un spatiu metric ordonat, unde ” < 7 este o ordine partiald pe X. Con-
sideram k un numar natural i T : X* — X un operator dat. Atunci T se numeste Presié—2Z-contractie
ordonatd (pe scurt P — Z-contractie ordonatd), dacd satisface urmdatoarea conditie :

C(d(T(z1,- -y 21), T(22, -+ s 2k11)), d(21, 22), - - -, d(2k;, 2k41)) > 0,
pentru orice elemente arbitrare zy,...,zx+1 € X, astfel incat z1 < 290 X ... 2 2 X Zky1-

Definitia 2.1.22. Fie (X, <,d) un spatiuv metric ordonat, unde ” <7 este o ordine partiald pe X. Consi-
derdm k un numdr natural i T : X* — X, g : X — X doi operatori. Atunci T se numeste Presié-(Z,g)-
contractie ordonatd (pe scurt P — (Z,g)-contractie ordonata), dacd satisface urmatoarea conditie :

C (d(T(Z17 ceey Zk), T(ZQa e 7Zk‘+1))7 d(gzla 922)7 ey d(ng;, gzk-‘rl)) Z 07
pentru orice elemente arbitrare 21, ..., zxr1 € X, astfel incat gz1 = gzo = ... 2 g2k = g2k11-

Avand definitiile 2.1.19, 2.1.20, 2.1.21 si 2.1.22, suntem gata sa prezentam rezultatul principal cu privire
la operatori de tipul Presi¢, definiti prin intermediul functiilor de k-simulare. In contextul unui spatiu metric
complet cu o ordine partiala, prezentam un rezultat de punct fix pentru functii de o singura valoare. Pentru
mai multe detalii despre spatiile metrice inzestrate cu ordine partiala, lasam cititorul sa urmareasca [148].
Mai mult, pentru terminologia legata de puncte de coincidenta si puncte fixe comune, multimi bine ordonate
si functii slab compatibile, subliniem faptul ca, in teorema urmatoare, folosim aceleasi concepte ca in [104]
si [148].
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Teorema 2.1.23. Fie (X, =,d) un spatiu metric ordonat complet si k > 1 un numdr natural fizat. Con-
sideram T : X* — X si g : X — X doi operatori, astfel incit T(X*) C g(X) and g(X) este un subspatiu
tnchis al lui X. Presupunem cd urmdtoarele conditii sunt satisfacute :

(H1) Operator T este P — (Z, g)-contractie ordonatd,

(H2) Existd x1 € X, astfel incit gr1 < T(x1,...,x1),

(H3) Operatorul T este g-crescator,

(H4) Dacd (grpn)nen este un sir crescator ce converge la gu € X,

atunci gr, = gu, pentru orice n € N, st gu =< ggu.

Pe baza acestor ipoteze au loc urmdtoarele concluzii : 1.) T si g au cel putin un punct de coincidentd,

2.) Daca T i g sunt slab compatibile, atunci functiile au un punct fix comun,

3.) Multimea punctelor fize comune pentru perechea (T, g) este g—bine ordonata este echivalent cu faptul ca
operatorii T si g admit un unic punct fix comun.

in urmatoarea observatie, prezentam o conexiune directa intre contractiile P — Z si operatorii de tip
Presi¢, care sunt definite de o inegalitate stricta. Ideea din spatele acesteia este sa alegem o pereche arbitrara
(1,...,2k11) de elemente ale multimii nevide X dintr-o alta pereche (z1,...,2k+1), in conditiile In care

d(a:l,xg) =...= d(a:k,ka) >0
Aceasta remarca se bazeaza pe [Definitia 2.1.19] si pe [Observatia 1.2] din articolul lui E. Karapinar [71].

Observatia 2.1.24. Daci T : X* — X este o P — Z-contractie, atunci

d(T(x1,...,25), T(x2,...,Tky1)) < d(Ti,xiz1), cui =1k, (2.1.0.2)
unde (x1,...,Tky1) este perechea amintita Inaintea acestei observatii.
Dovedim acest lucrum prin presupunerea cd d(x;,x;+1) > 0, pentru orice ¢ = 1,k.  Atunci,
daca T(z1,...,2) = T(xo,...,x+1), concluzia este validd. Pe de altd parte, putem presupune

ca d(T(z1,...,x%), T(x2,...,xk+1)) > 0. AplicAnd proprietatea ([I.) functiillor de simulare perechii
(x1,...,Tks1), avem ca

0 < C(d(T(l’l, cee ,xk),T(.fQ, v ,.’Ek+1)), d(xi7xi+1)7 ce 7d($i7x’i+1))
< d(xi)xi+1) - d(T(xlv s )xk)vT(‘T2a s axk‘-l—l))? 1= m)

atunci 2.1.0.2 are loc.

Acum, ca aplicatii, prezentam cateva consecinte directe cu privire la [Teorema 2.1.23]. De asemenea,
deducem cateva observatii cu privire la aplicatii in spatii metrice complete, cu ordinea partiala obignuita. in
cele din urma, sunt prezentate cateva exemple cu privire la corolariile mentionate deja in contextul punctelor
fixe comune si de coincidenta ale operatorilor de tip Presié, introduse de noi prin conceptul de functie de
k—simulare.

Dupa [Exemplul 2.1.13] si [Teorema 2.1.23], avem urmatoarea consecinta, adica rezultatul principal din [148]
este un caz particular al [Teoremei 2.1.23], unde avem o teorema de punct fix pentru operatorii Boyd-Wong-
Presi¢.

Corolarul 2.1.25. Fie (X, =<,d) un spatiu metric complet ordonat gi k > 1 un numdr intreg fizat. Fie
T:XF = X sig: X — X doud functii, astfel incat T(X*) C g(X), iar g(X) este un subspatiu inchis al lui
X. In plus, sd presupunem cd este indeplinitd urmdtoarea conditie:

d (T(Zlv s 7Zk’)7 T(Z2> SR Zk-i-l)) < w(d(gzlag'22)> s ,d(ng, gzk-‘rl))a

pentru fiecare punct arbitrar z1,...,zx41 € X, astfel incat gz1 X gzo = ... 2 921 = gzp+1, unde functia
Y este cea din [Exemplul 2.1.13]. Mai mult, sa presupunem ca operatorul T' este inzestrat cu proprietdtile
(H2), (H3) si (H4) din [Teorema 2.1.25]. In aceste conditii, concluziile 1.), 2.) si 3.) din [Teorema 2.1.23]
sunt valide.
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Acum, folosind celelalte exemple din secEZiunea a doua, avem urmACtoarele rezultate.

Corolarul 2.1.26. Fie (X, =<,d) un spatiu metric complet ordonat §i k > 1 un numdr intreg fizat. Fie
T:XF = X sig: X — X doud functii, astfel incit T(X*) C g(X), iar g(X) este un subspatiu inchis al lui
X. In plus, sd presupunem cd este indeplinitd urmdtoarea conditie:

do(d (T(21, -y 2k), T (22, ..., 2p11))) < d1(d(g21,922), - - -, d(g2k, 9Zk+1)),

pentru fiecare punct arbitrar zq, ..., zxr1 € X, astfel incdt gz1 =< gzo = ... 2 g2k = g2k11, unde functiile ¢
§t g sunt cele din [Exemplul 2.1.14]. Mai mult, sa presupunem ca operatorul T este inzestrat cu proprietatile
(H2), (H3) si (H4) din [Teorema 2.1.25]. In aceste conditii, concluziile 1.), 2.) si 3.) din [Teorema 2.1.23]
sunt valide.

Corolarul 2.1.27. Fie (X, =,d) un spatiu metric complet ordonat si k > 1 un numdar intreg fizat. Fie
T: )A(k — X sig: X — X doud functii, astfel incit T(X*) C g(X), iar g(X) este un subspatiu inchis al lui
X. In plus, sd presupunem cd este indeplinitd urmatoarea conditie:

d(gz1,922) + ...+ d(g2k, 92K+1)
k

d(T(Zla ceey zk)u T(227 ey Zk:+1)) S . ¢(d(gzl7gz2)ﬂ sy d(gzkagzk+l))7

pentru fiecare punct arbitrar zi,...,zk11 € X, astfel incat gz1 =2 gza X ... 2 gzp 2 g2p+1, unde functia
¢ este cea din [Exemplul 2.1.15]. Mai mult, sd presupunem ca operatorul T  este inzestrat cu proprietdtile
(H2), (H3) si (H4) din [Teorema 2.1.25]. In aceste conditii, concluziile 1.), 2.) si 3.) din [Teorema 2.1.23]
sunt valide.

Corolarul 2.1.28. Fie (X, =<,d) un spatiu metric complet ordonat i k > 1 un numdr intreg fizat. Fie
T:X* toX sig: X — X doud functii, astfel incat T(X*) C g(X), iar g(X) este un subspatiu inchis al lui
X. In plus, sa presupunem cd este indeplinitd urmdtoarea condifie:

d(T(z1,. .y 2), T(22, - - 2k41)) < d(gz1, 922)91(d(g21, 922)) + - .. + d(92k, 92k+1) Pr(d(92k, 92k+1)),

pentru fiecare punct arbitrar z1,...,zx11 € X, astfel incat gz1 = gzo = ... =2 gz X gzk11, unde functiile
@1, ..., 0 sunt preluate din [Exemplul 2.1.16]. Mai mult, sa presupunem cd operatorul T este inzestrat cu
proprietatile (H2), (H3) si (H4) din [Teorema 2.1.23]. In aceste conditii, concluziile 1.), 2.) si 3.) din
[Teorema 2.1.23] sunt valide.

Din alegerea functiei de k—simulare din [Exemplul 2.1.17], avem urmatoarea consecinta a rezultatului
nostru principal.

Corolarul 2.1.29. Fie (X, =<,d) un spatiu metric complet ordonat i k > 1 un numdr intreg fizat. Fie
T: X"~ X sig: X — X doud functii, astfel incit T(X*) C g(X), iar g(X) este un subspatiu inchis al lui
X.In plus, sa presupunem cd este indeplinita urmdtoarea conditie:

d(T(Zlv R Zk)vT(227 I azk-i-l)) +2 d(gzlagZQ) +. d(gzk7gzk+1)

d(T(z1,...,21), T(22, ..., 2k41)) <

d(T(Zl,...7Zk),T(ZQ,...,Zk+1))+1 k ’
pentru fiecare punct arbitrar z1,...,zp+1 € X, astfel incat gz1 X gza 2 ... X g2k 2 gZk+1. Mai mult, sa
presupunem cd operatorul T este inzestrat cu proprietitile (H2), (H3) si (H4) din [Teorema 2.1.25]. In

aceste conditii, concluziile 1.), 2.) si 3.) din [Teorema 2.1.23] sunt valide.

Acum, ultimul corolar consta in alegerea functiei de k-simulare, folosind [Exemplul 2.1.18].

Corolarul 2.1.30. Fie (X, =<,d) un spatiu metric complet ordonat i k > 1 un numdr natural. Fie T :
XF 5 X sig: X — X doud functii, astfel incat T(X*) C g(X) si g(X) este un subspatiu inchis al lui X.
Presupunem ca urmdtoarea conditie e satisfacuta :

1 [ d(gz1,92) d(g2k; 92k+1)
d(T(z1,--,21),T(22,...,2 < - | == ,
Tl o, Tz 1)) k |d(gz1,g22) + 1 d(gzk, gzr+1) + 1
pentru fiecare punct arbitrar z1,...,2p+1 € X, astfel incat gz1 = gza 2 ... X g2k = 9zk+1. Mai mult, sa

presupunem cd operatorul T este inzestrat cu proprietatiile (H2), (H3) si (H4) din [Teorema 2.1.23]. In
aceste conditii, concluziile 1.), 2.) si 3.) din [Teorema 2.1.23] sunt valide.
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Ca si in [Teorema 7] si [Corolarul 6] din [148] si urmand rezultatul nostru principal si din consecintele
obtinute mai sus, incheiem aceasta sectiune reamintind ca aceleasi rezultate de punct fix sunt valabile chiar
si in cazul spatiilor metrice complete. .

Observatia 2.1.31. Pentru cazul in care X este o multime nevida Inzestrata doar cu o metrica completa d,
concluziile din [Teorema 2.1.23] si din toate consecintele acestei sectiuni raméan valabile, unde inegalitatile
de tip metric au loc pentru orice puncte arbitrare 21, ..., zx+1 € X. Pe de alta parte, putem lua functia g ca
fiind functia identitate 1y pentru a obtine citeva rezultate de punct fix doar pentru operatorul T : X* — X.

Acum, scopul nostru este sa validam [Corolarul 2.1.25], [Corolarul 2.1.29] si [Corolarul 2.1.30], pe baza
[Observatiei 2.1.31], in cadrul spatiilor metrice complete inzestrate cu ordinea partiala obignuita. Mai mult,
pe baza rezultatului nostru principal, si anume [Teorema 2.1.23], vom extinde si generaliza in mod natural
unele exemple de tip Boyd-Wong si cateva exemple cand k = 1, care pot fi gasite in [76], [127] si, respectiv,
[148]. Pe baza [Exemplului 3] din [148], considerim un exemplu de operator definit pe X? cu valori in
X, astfel incat nu este o contractie Presi¢, dar este de tip Boyd-Wong. Mai mult, aceste exemple justifica
rezultatele legate de punct fixe de coincidenta si de puncte fixe comune obtinute de noi in [Corolarul 2.1.25].

Exemplul 2.1.32. Fie X = [0,00),7 : X? — X si g : X — X functii definite in felul urmstor :

p(x1 + x2) + 2w120 x

T(x1,20) = ig(z)=—,
(z1,2) (901+$2)(Q+1)+x1$2(q4r2)+qp2§g() p

unde p > 1 si ¢ > 3. Mai departe, consideram functia ¢ : Ry x R. — R, definita astfel :

o 11 + 12 + 2t1t2
3t1ta + 3t1 + 3ta + 3+ |t1 — to|

d}(tlth)

Operatorii T si ¢ comuta In punctul lor fix unic si, prin urmare, sunt slab compatibili, iar functia v este

2t 2t
continua, cu ¥(t,t) = 3771 < t si Y(0,t) +¢(t,0) = I < (t,t), deci aceasta functie are

proprietatile din [Corolarul 2.1.25].

Acum, inspirdndu-ne din [76] si [127], oferim acum doua exemple de functii care satisfac [Corolarul 2.1.29]
si, respectiv, [Corolarul 2.1.30], intr-un context general, adici pentru un operator 7' : X* — X, unde k este
un numar natural arbitrar fixat. Cel de-al doilea exemplu se refera la [Corolarul 2.1.29], iar ultimul exemplu
este legat de [Corolarul 2.1.30].

Exemplul 2.1.33. Fie X = [1,00), T: X* = X si g : X — X niste functii, definite in felul urmitor :

14 :L‘%—i—...—l—aj% ) ,
) k k4 (2t + .+ aR)

T = =
(:Ela y Lk 2 2k )

g(z) = 22

Perechea (T, g) este slab compatibila gi singurul punct fix comun este x = 1.
Mai mult, se poate observa ca operatorul T nu este o contractie Presi¢. Pe de alta parte, se poate arata ca
inegalitatea din [Corolarul 2.1.29] este valabila.

In final, ultimul exemplu se refers la [Corolarul 2.1.30].

Exemplul 2.1.34. Fie X = [0,1], K > 1 si p > 2 un numar natural. Definim functiile T : Xt 5 X,
respectiv g : X — X, In modul urmator :

1 T Tk
= - +...+ ,
klxi+0p T +p

T(ar,..., o)

Operatorii T' ¢i g comuta n unicul lor punct fix comun, x = 0. Totodata, conditia de contractie din
[Corolarul 2.1.30] se verifica imediat.
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2.2 Contractii generalizate, puncte fixe si spatii b-rectangulare

In primul rdnd, amintim citeva rezultate importante privind spatiile metrice b-rectangulare care vor fi
utilizate in toata aceasta sectiune. In [52], George et.al. au studiat functii contractive in spatii metrice
rectangulare, cum ar fi operatorii Kannan, adica :

1
d(Tz,Ty) < Md(w,Tx) + d(u. Ty)), eu A€ |0, <]

In [47], Radenovic et.al. au extins aceste rezultate la functii care satisfac

d(fz,gy) < ad(gz,gy) + bld(gz, fz) + d(gy, fy)],

pentru fiecare x,y € X si au studiat rezultate legate de puncte fixe comune gi de puncte de coincidenta
pentru perechea de operatori (f, g), atunci cand indeplinesc anumite conditii.

De asemenea, pentru mai multe rezultate in spatii metrice b-rectangulare si pentru o analiza consistenta pe
diferite spatii metrice generalizate, recomandam [68] si [69].

in ceea ce priveste functiile de tip contractie generalizatd, amintim cateva progrese recente in acest
subdomeniu al teoriei punctului fix.

In [72], Karapinar a studiat rezultate legate de unicul punctul fix pentru unele contractii generalizate definite
pe spatiile Banach inzestrate cu o metrica de tip con care indeplinesc urmatoarele conditii contractive.

d(z,Tx) + d(y, Ty) < pd(z,y),
unde p € [0,2) si
ad(Tz,Ty) + bld(z, Tx) + d(y, Ty)] < sd(z,y),

cu0<s+|al —2b<2(a+b).
Mai mult, in 2009, Kumar [78] a prezentat cateva teoreme pentru doua functii care satisfac urmatoarea
conditie
d(fz, fy) = qd(gz, gy),
cu ¢ > 1, unde f este surjectiva iar g este injectiva.
Moosaei, Azizi, Asadi si Wang au generalizat rezultatele lui Karapinar astfel:
In [91], Moosaei a folosit iteratia lui Krasnoselskii definita in spatii metrice convexe, pentru urméatoarele

functii, care satisfac
d(Tz, Ty) + d(x, Tz) + d(y, Ty) < rd(z,y),

unde r € [2,5), respectiv
ad(z, fz) +bd(y, fy) + cd(fz, fy) < kd(z,y),

cu2b— e <k<2a+b+c)—|.
In [93], Moosaei si Azizi au extins rezultatele la operatori generalizati de tip de contractie, studiind puncte
de coincidentd pentru diverse functii, precum

ad(Sz,Tz) + bd(Sy, Ty) + cd(Tz, Ty) < ed(z,y),

unde T(K) C S(K), K si S(K) sunt submultimi inchise gi convexe ale unui spatiu metric convex, iar
coeficientii satisfac 2b — |c| < e < 2(a+b+c) —|c].
Cu toate acestea, in 2014, Moosaei [92] a studiat o pereche mai generalizata de contractii (S,7), unde

ad(Tz,Ty) + B [d(Sz, Tx) + d(Sy, Ty)] + v [d(Sz, Ty) + d(Sy, Tx)] < nd(Sz, Sy),
cu unele ipoteze privind coeficientii contractivi, si anume
2047 -hl-a<n<a+28+3y—|[sif+y=<0.

Asadi in [28], folosind aceeasi iteratie (Krasnoselskii) pe spatii metrice convexe, a studiat punctele fixe
pentru operatori generalizati de tip Hardy-Rogers, dupa cum urmeaza

ad(z,Tx) + bd(y, Ty) + cd(Tx, Ty) + ed(Ty, x) + fd(y, Tx) < kd(z,y),
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unde
b+e—]f\(1—)\)—|c|)\<k<a+b+c+e+f—|c|)\—|f](1—)\)

1—A 1-A ’
unde A € [0,1] este coeficientul din iteratia Krasnoselskii.
Mai mult, Wang si Zhang, in [159], au extins rezultatele de mai sus pentru perechi de contractii generalizate
de tip Hardy-Rogers.
Acum, functiile de tip expansiv si expansiv generalizat pot fi considerate un caz particular al contractiilor
generalizate. In ceea ce priveste cele anterioare, amintim unele progrese recente in studiul acestui tip de
operatori.
In 2011, Aage [1] a considerat functii expansive in spatii metrice inzestrate cu o metrica de tip con. Forma
mai generala a acestor functii, avand In prealabil unele conditii, sunt

d(Tz, Ty) 2 kd(z,y) + ld(z, Tx) + pd(y, Ty),

unde T satisface
K>-1,p<1l,I>1gik+1l+p>1.

Aydi et.al. au studiat in [29] unele teoreme de punct fix pentru perechi de functii expansive in spatii
inzestrate cu aga numitele ¢ distante. Le reamintim folosind notatiile standard pentru spatiile metrice,
adica

d(Tz,Ty) = ad(fz, fy) + bd(Tx, fz) + cd(Ty, fy),

cub<l,a#0, f(X)CT(X)si(T(X),d) C (X,d) complet.
De asemenea, in spatiile metrice rectangulare de tip con, au fost studiate unele teoreme de punct fix. De
exemplu, In [101], o pereche de functii ce satisface

d(fx, fy) > ad(gz, gy) + Bd(fx, gx) + vd(fy, gy)

a fost studiata, cu unele ipoteze privind coeficientii «, 5 si v si pe codomeniul functiilor ¢ si f.
Aceste perechi de functii generalizate au fost extinse de Olaoluwa gi Olaleru in [98], dar in cadrul spatiilor
b-metrice si pentru o pereche de patru operatori, dupa cum urmeaza

d(fz,g9y) > a1d(Sz, Ty) + azd(fz, Sz) + asd(gy, Ty) + asd(fz, Ty) + asd(gy, Sz).

De asemenea, reamintim alte studii efectuate in spatii de tip metric si pentru operatori de tip expansiv,
dupa cum urmeaza: in [164] au fost studiate functii generalizate pe spatii metrice rectangulare cu metrica
de tip con, folosind ideea de scalarizare, din [129], functii care satisfac

d(Tx, Ty) < p(d(z,y))

Totodata, aceste tipuri de functii au fost studiate pe spatii metrice rectangulare de tip con si in [99]. S-au
dezvoltat teoreme de punct fix pentru un tip general de operatori expansivi, ce satisfac

Hd(S%, TSy) > 3 [d(Sz,5%) + d(TSy, Sy) +d(Sz, Sy)].

unde ¢ este o functionala ce satisface anumite conditii metrice.

De asemenea, in contextul spatiilor metrice dislocate, Daheriya et.al. [45] au studiat operatori expansivi de
tip rational, iar in [19] Alghamdi a studiat rezultate de punct fix pentru functii expansive generalizate in
spatii similare spatiilor b-metrice.

Primul nostru scop este acela de a reaminti anumite notiuni ce se vor dovedi utile n extinderea unor rezul-
tate de punct fix pentru o clasa hibrida de functii generalizate de tip contractiv si pentru unii operatori de
tip expansiv in contextul spatiilor metrice b-rectangulare.

In [91], Moosaei a prezentat citeva teoreme de punct fix pentru contractii generalizate folosind schema ite-
rativa a lui Krasnoselskii in contextul spatiilor metrice convexe complete. Cu toate acestea, aceste rezultate
sunt valabile chiar gi pentru schema iterativa Picard. Scopul nostru este de a extinde aceste rezultate teore-
tice pentru sirul de aproximare succesiva in cadrul spatiilor metrice complete b-rectangulare. De asemenea,
se poate observa ca anumite rezultate se pot extinde, precum cele din Aage [1], de la spatiile metrice de tip
con la spatiile metrice rectangulare si b -rectangulare. Mai mult, ne propunem sa generalizam rezultatele
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de punct fix ale lui Patil din [101]. Pentru a ne valida teoremele, folosim exemple similare celor prezentate
in [1], [69] si respectiv [101]. Operatorii generalizati de tip contractiv pe care ii vom lua in considerare
in aceasta sectiune sunt functii f : X — X definite pe un spatiu metric b—rectangular, care indeplinesc
urmatoarea conditie:

ad(z, fx) + bd(y, fy) + cd(fz, fy) < kd(z,y).

Vom analiza doua cazuri separate: cand ¢ > 0 si cand ¢ < 0. De asemenea, pentru functiile de tip expansiv,
adica atunci cadnd ¢ < 0, consideram doua tipuri de giruri, gi anume iteratia clasica Picard x,+1 = fzn,
pentru fiecare n € N gi iteratia Picard AAdinversiaAl, adics =, = fxnt1, pentru fiecare n € N, atunci cand
operatorul f este surjectiv. Primul nostru rezultat este o teorema pentru existenta si unicitatea punctului
fix al unei functii care satisface conditia contractivid de mai sus. Tehnica pe care o vom folosi se bazeaza pe
[Lema 1.3.6].

Teorema 2.2.1. Fie (X,d) un spatiu metric complet b-rectangular (b-gms), avind coeficientul s > 1.
Consideram o functie f : X — X, satisfacind urmdtoarea conditie de tip contractie generalizata :

ad(z, fz) +bd(y, fy) + cd(fz, fy) < kd(z,y),

a+c
unde 0 < k —b < i Totodata, presupunem cd urmdtoarele condilit sunt verificate :
s

E o1
(A) Daca ¢ >0 si k >0, atunci — < —,
c s
(B) Dacd ¢ >0 si k <0, atunci nu vom avea alte conditii auziliare,

k
(C) Dacid c <0 sik <0, atunci — > s°.
c

Apoi, girul Picard (x,,), definit prin x,+1 = fx,, pentru fiecare n € N converge la un punct fix al functiei f.

Referitor la [Teorema 2.2.1], ddm doud exemple care valideaza cazurile (A) si (C):
Din [69], reamintim un exemplu de spatiu metric rectangular complet.

Exemplul 2.2.2. Fie X = AU B, unde A = {l/n’n = ﬁ} si B =11,2]. Consideram d: X x X — [0, 00),
astfel incat d(x,y) = d(y,x) si :

11 11 3
d<2’3>_d(4’5)_100’
11 11 2
d<2’5)_d(3’4>_100’
11 11 6
d<4’3>_d(5’3>_100’

d(zx,y) = (z — y)?, in cazul contrar.

Atunci (X, d) este un spatiu metric complet b-rectangular avand coeficientul s = 3. In plus, (X, d) nu este
nici spatiu metric si nici spatiu metric rectangular.

Dam urmatorul exemplu de functie f care satisface ipotezele din cazul (A) al [Teoremei 2.2.1].

Exemplul 2.2.3. Fie (X, d) spatiul metric b-rectangular definit mai sus, cu s = 3.
Totodata, definim functia f: X — X In modul urmator :
1
-, €A
3 &
flz) =
1

-, zeB
5:1c

Observam ca f admite unicul punct fix 1/3. si satisface

1 1 23

pentru orice x,y € X.
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Acum vom prezenta un exemplu de spatiu metric complet b-rectangular, care va fi utilizat in rezultatele
ce vor urma.

Exemplul 2.2.4. Fie X = {1,2,3,4}. Consideram d : X x X — [0,00), ce satisface

d(1,2) = d(2,1) = 1%
d(1,3) = d(3,1) = %
d(2,3) = d(3,2) = %
d(1,4) = d(4,1) = d(2,4) = d(4,2) = d(3,4) = d(4,3) = %

Atunci (X, d) este un spatiu metric b-rectangular avind coeficientul s = 3/2, dar nu este un spatiu metric
rectangular.

Acum, ddm un exemplu de o functie f care satisface ipotezele din cazul (C) al [Teoremei 2.2.1].

Exemplul 2.2.5. Consideram X = {1,2,3,4} a fi spatiul metric rectangular definit mai sus, cu coeficientul
3

S = —.

2

3, z#4

o functie definita pe X.
1, =14

Let f(x) = {
Atunci f satiface inegalitatea

d(fz, fy) = (=3)d(z,y) — 5d(x, fx) + 3d(y, fy)
si conditiile din cazul (C) al [Teoremei 2.2.1].

Observatia 2.2.6. Observam ca inegalitatea contractiva cand ¢ > 0, poate fi scrisa ca :

A(fr. fy) < S(e,y) - Lo )~ 2y, 7).

pentru orice x,y € X.
Luand k£ > 0,a < 0 si b < 0, rezulta ca operatorul f este de tip Reich, deci teorema anterioara (cdnd k > 0)
este similara rezultatelor din [47].

Acum, prezentam o lema utild pentru functii de tip expansiv in spatii metrice b-rectangulare, folosind
tehnica din [98].

Lema 2.2.7. Fie (X,d) un spatiu metric b-rectangular. Totodatd, consideram X\ € R gi x,y,z,w elemente
arbitrare diferite intre ele din X. Atunci

1+ s? 1—s?
A A d

[3—1 s+1
+

3—1)\_8+1

Ad >
(,2) 2 -

Al d(z,w)

2A_2

| dtw.v)

Pentru functiile de tip expansiv, cand ¢ < 0, facem urméatoarea observatie importanta.

Observatia 2.2.8. Am studiat functiile de tip contractiv care satisfac :

ad(z, fz) + bd(y, fy) + cd(fz, fy) < kd(x,y)
cd(fz, fy) < kd(z,y) — ad(z, fx) — bd(y, fy)

A(fr 1) > d(e,y) — Lz, fo) ~ Vdly, )
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Prin anumite substitutii simple, putem face ca functia f sa satisfaca

d(fz, fy) > ad(z,y) + Bd(z, fz) 4+ ~vd(y, fy)

unde
a=k/c
B=—ajc
v=-b/c

Vom analiza cazurile cand o < 0 si @ > 0, deci cand k > 0,¢ < 0, respectiv £ < 0,¢ < 0.
Al doilea rezultat important al prezentei sectiuni implica studiul convergentei pentru schema iterativa
Picard privind functiile de tip expansiv in cadrul spatiilor b-gms.

Teorema 2.2.9. Fie (X,d) un spatiu metric complet b-rectangular avand coeficientul s > 1. Totodatd,
consideram f : X — X ce satisface

d(fz, fy) > ad(z,y) + Bd(z, fr) +vd(y, fy),

pentru orice x,y € X. Pe de alta parte, presupunem cd urmdtoarele conditii sunt satisfacute :

(Z)B<l_87 Y > S, a+’7<T>
1
(i) Dacd o > =y, atunci avem o conditie aditionald, anume o+ 1 < =y (1 + ) )
s

In plus, daca o < 7, atunci avem urmadatoarele conditiv :

1
04>1§i1—0¢<(—1>.
S

Atunci, functia f admite un punct fix.

in ceea ce privegte [Teorema 2.2.9], suntem gata sa prezentam un exemplu care sa justifice rezultatul
nostru teoretic.

Exemplul 2.2.10. Fie (X,d), cu X = {1,2,3,4} spatiul metric b-rectangular inzestrat cu metrica gene-

ralizatd din [Exemplul 2.2.2]. Consideram f, definit astfel : f(1) = 2, f(2) =3, f(3) = 1si f(4) = 4. Se
observa ca f are un unic punct fix, anume 4 € X. Atunci, f satisface

d(fx, fy) > ad(z,y) + pd(x, fr) +vd(y, fy) ,

cu
R (1 17
a=—[B=——¢giv=—.
50° 5 ¥ 77 100

Reamintim acum [Lema 2] din [33], care este cruciala privind inegalitatile cu diferente.

Lema 2.2.11. Fie (a,) si (by) doud siruri de numere nenegative, astfel incdt

ant+1 < 0@y + Q201 + ... + QpGp_fy1 + by,

k
unde n >k — 1. Daca aq,...,ar €[0,1), > a; <1 g lim b, =0, atunci avem ca lim a, = 0.

Observatia 2.2.12. In demonstratia rezultatului anterior, s-a ariitat cd urmatoarea estimare este validi

0" —ay
= d(zpy2, Tn) < aidf + ——2a1Dy.

d*
5—0,2

n

Deci, pe baza acestei leme, oferim o abordare non-constructiva pentru evaluarea lui (z,,) ca sir Cauchy

Luam k& = 1 in lema anterioara. Atunci avem ca any1 < aqa, + by, cu a3 € [0,1) si li_>rn b, = 0. Atunci
n (0]

lim a, = 0. Deci, am aratat ca

n—oo

d;; < (Igd:;_l + aldn_lDo.

1

in cele ce urmeaza, considerim oy := ag si b, := a;Dod" L. Datorita faptului ca § < ~ < 1 si ag € [0,1),

aplicand [Lema 2] din [33] in cazul particular cAnd k = 1, obtinem ca lim d} = 0.
n—oo
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Acum, oferim un rezultat teoretic pentru functii expansive, sub noua presupunere ca f este surjectiva si
vom folosi procesul iterativ ’invers’ Picard.

Teorema 2.2.13. Fie (X,d) un spatiu metric b-rectangular complet si f : X — X o functie ce satisface

d(fz, fy) > ad(z,y) + Bd(z, fz) +vd(y, fy) -
Presupunem ca f este continud st surjectiva. Totodatd, presupunem cd au loc :

() <1, a+’y>0§i1—6<ai_7.

in acelagi timp, consideram urmdtoarele ipoteze : Cazul (E1), cand o« > 0 : Presupunem cd urmdtoarele
sunt satisfacute :

(i) > 1
Cazul (E2), cind o < 0 : Presupunem cd urmdtoarele conditii sunt satisfacute :

()< -1, v>0

1
(i4d)s (1 - O‘) <14-
v Q

Atunci, functia f admite un punct fix in X.

Urmaitorul exemplu pe care il vom lua in considerare este cel al unui b-gms complet. In acest mod,
validam [Teorema 2.2.13] printr-un alt exemplu, aratdnd ca presupunerile din rezultatul nostru teoretic sunt
usor indeplinite.

Exemplul 2.2.14. Fie X = [0,00), inzestrat cu d : X x X — R, astfel incat d(z,y) = (z — y)?, pentru
orice x,y € X. Atunci (X,d) este un spatiu metric complet, avind coeficientul s = 2. Astfel este si un
spatiu metric b-rectangular, cu s = 4.

Exemplul 2.2.15. Fie X = [0,000), unde d este metrica b-rectangulara de mai sus, cu s = 4.

x4+
Consideram f : X — X astfel incat f(x) = ;_ 1, cu 1,602 > 0. Observam c& f este continua. Totodata,
2

pentru orice y € X, exista x = ydy — 61 > 0, deoarece 01 si do sunt termeni pozitivi, deci f este surjectiva.
Pe de alta parte, avem ca :

$+(51_y+51‘_ 1

1
Afa fy) = (fr = y)* =[S = 5= = gl =y = ).

1 1 1
Fie =0, =0 gl « = 10. Consideram ¢ < —, adicd 3 < 1 De exemplu : d9 = 10 si 61 = 1. Atunci f
s
satisface d(fz, fy) > 10d(z,y), pentru fiecare z,y € X.

2.3 Siruri de contractii in spatii metrice de tip con peste algebre Banach.
Aplicatii la sisteme neliniare de ecuatii si la sisteme de ecuatii
diferentiale.

In aceasti sectiune avem in vedere sirurile de contractii in ceea ce priveste rezultate de punct fix in contextul
spatiilor metrice de tip con peste algebre Banach. In primul rand, extindem céteva concepte cu privire la
proprietati de continuitate, echicontinuitatea unei familii de functii, convergenta (H) si convergenta (G) la
cadrul spatiilor metrice de tip con peste algebre Banach. In cele din urmé, validim semnificatia teoretica
a acestor noi concepte prin aplicatii interesante pentru sisteme de ecuatii neliniare gi sisteme de ecuatii
diferentiale, care sunt in legatura profunda cu ideea sirurilor de contractii.

De acum inainte, cu A vom indica o algebrd Banach. De asemenea, P va reprezenta un con considerat
peste algebra A. Mai mult, primul pas este extinderea definitiei echicontinuitatii unei familii de operatori,
respectiv a convergentelor punctuale gi uniforme. Mai Intai introducem conceptul de convergenta punctuala
in cadrul unui spatiu metric de tip con peste A.
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Acum, din moment ce am reamintit conceptele de baza ce vor fi utilizate in analiza rezultatelor de punct
fix, facem urmatoarea observatie ca in Teorema 2 din [31] si in Teorema 1 din [97], autorii au considerat
contractii definit pe un spatiu metric si, respectiv, pe o submultime al unui spatiu metric. Mai mult, ei au
presupus ca aceste contractii au cel putin un punct fix. Pe de alta parte, M. Pacurar in [105] a considerat ca
asa numitele aproape contractii au fost definite pe un spatiu metric complet si, In acest caz, fiecare dintre
ele admite un punct fix unic. Acest lucru inseamna ca, in cazul nostru, nu are nicio importanta daca luam in
considerare sau nu completitudinea spatiului metric de tip con peste algebra Banach data. In mod similar,
in [Teorema 2] a articolului lui Nadler, autorul a considerat convergenta punctuald a unui sir de puncte fixe,
in ipoteza c& contractiile sunt definite pe un spatiu metric compact (X, d). In plus, in [105], M. Pacurar a
extins acest rezultat pentru cazul functiilor numite aproape contractii care sunt definite pe un spatiu metric
complet. Totodata, deoarece aceste functii nu sunt neaparat continue, nu este corect sa vorbim despre
echicontinuitatea unei familie de aproape contractii. Pentru aceasta, vezi observatia facuta de M. Pacurar
inainte de Teorema 2.6 din [105]. Deci, in cadrul unui spatiu metric de tip con peste o algebra Banach,
putem folosi analiza lui M. Pacurar atunci cind avem de-a face cu completitudinea unui astfel de spatiu.
In cele din urmi, pentru alte rezultate interesante privind stabilitatea punctelor fixe in spatii 2—metrice,
stabilitatea punctelor fixe pentru giruri de (1, ¢) - functii si functii slab contractive definite pe un spatiu
metric obisnuit, lasam cititorul sa urmareasca [89], [90] si, respectiv, [154].

Acum este timpul s& ne concentram asupra unor articole referitoare la rezultate de punct fix in contextul
spatiilor metrice de tip con peste algebre Banach. H. Liu gi S. Xu [85] au introdus conceptul de spatii metrice
de tip con peste algebre Banach pentru a studia rezultate de punct fix, Inlocuind spatiile Banach cu algebre
Banach. Mai mult decat atat, S. Xu si S. Radenovi¢ [160] au considerat functii definite pe spatii metrice
de tip con peste algebre Banach, cu un con solid, fara asumarea proprietatii de normalitate a conului. O
generalizare interesanta a fost facuta de H. Huang si S. Radenovi¢ [59], avand in vedere spatiile de tip con
b -metrice peste algebre Banach. Au studiat puncte fixe comune ale operatorilor Lipschitz generalizati. De
asemenea, P. Yan et. al. [163] au dezvoltat teoreme de puncte fixe cuplate pentru functii generalizate in
contextul spatiilor metrice conice. In cele din urma, ideea de a inlocui spatiul Banach cu o algebrs Banach a
fost motivata de [66] si [73] in care au fost date unele observatii referitoare la conexiunea dintre teoremele de
punct fix pentru diferite functii in contextul conurilor normale obignuite ale algebrelor Banach si contextul
spatiilor metrice obignuite.

Acum, suntem pregatiti sa revizuim cateva concepte si teoreme necesare cu privire la spatiile metrice de tip
con peste algebre Banach.

Definitia 2.3.1. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Totodata, consideram
T:X — X siT,: X — X functii definite pentru fiecare n € N. Spunem cd sirul (T),)nen converge punctula
laT in X, pe scurt Ty, & T, dacd pentru orice ¢ > 0, ¢ € A si pentru orice z € (X,d), exista N > 0 care
depinde de c i de x, astfel incdt pentru fiecare n > N, are loc d(T,z,Tzr) < c.

Intr-un mod similar, notiunea particulara de convergenta uniforma a unui gir de functii poate fi prezentata
In urmatorul fel :

Definitia 2.3.2. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Totodata, consideram
T:X — X siT,: X — X functii definite pentru fiecare n € N. Spunem cd sirul (T),)nen converge uniform
la T in X, pe scurt T,, = T, dacd pentru orice ¢ > 0, ¢ € A, existdi N > 0 care depinde doar de c, astfel
incat pentru fiecare n > N gi pentru orice € (X, d), are loc : d(Tpx,Tx) < c.

In acelasi timp, pentru o anumita familie de operatori, definim conceptele de echicontinuitate si echicon-
tinuitate uniform& pe un spatiu metric de tip con peste o algebra Banach data A.

Definitia 2.3.3. Fie (X,d) un spatiuv metric de tip con peste algebra Banach A and T,, : X — X functii
definite pentru fiecare n € N. Familia (T),)nen se numeste echicontinua daca si numai dacd pentru fiecare
c1 >0, c1 € A si pentru fiecare © € (X, d), existd co > 0, ca € A care depinde de ¢y si de x, astfel incat
pentru orice y € (X,d) satisfying d(x,y) < ca, are loc : d(Tpz,T,y) < c1, pentru orice n € N.

Definitia 2.3.4. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A si T, : X — X functii
definite pentru fiecare n € N. Familia (T),,)nen se numeste uniform echicontinud dacd si numai dacd pentru
fiecare ¢y > 0, ¢1 € A, existd co > 0, co € A care depinde doar de c1, astfel incat pentru fiecare x sty din
(X,d) satisfacand d(x,y) < ca, are loc : d(Tpz,Tyy) < c1, pentru orice n € N.
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Pe baza [Exemplului 2.17] din [59] in care autorii au dat exemplu de un spatiu b -metric complet de tip
con peste o algebra Banach cu coeficientul s = 2, suntem gata sa prezentam o versiune modificata a acestui
exemplu, referindu-ne la un spatiu metric complet peste o algebra Banach.

Exemplul 2.3.5. Fie A multimea tuturor matricelor de forma (g g) ,unde « gi 8 sunt din R. Pe A

vom defini o norma || - ||, astfel incdt pentru fiecare matrice din A, are loc H (g g ) H = |a| +18|. In acelasi

timp, pe A consideram inmultirea uzuald dintre matrice. Observam ca P = { (3 g > Ja, B> 0} este un

con nevid si solid din A. In final, se poate demonstra usor ci A este o algebra Banach.

Acum, pe baza [Exemplului 2.3.5], vom prezenta si un exemplu in care avem convergenta uniforma a
unui sir de functii definite pe un spatiu metric de tip con (X, d) peste algebra Banach A data mai sus.
Mai mult, de acum Tnainte vom folosi notatia nh_)ngo x, = 0 care va reprezenta convergenta sub algebra Banach

(A)
A, adici, (z,)nen este un c-sir. In plus, pentru un sir real dat (y,)nen care converge la un numar real y,
vom folosi notatia nh—>Holo yn = y. In cele din urms, facem observatia cii, daci lucram cu siruri de functii,

(®)
convergenta prezentatd mai sus poate fi inteleasda punctual sau uniform, in functie de contextul dat.

Exemplul 2.3.6. Pentru fiecare n € N, fie f,, : [0,1] — [0, 1], definite prin f,(z) = E, pentru orice x € [0, 1].
n
Atunci, f,, = f relativ la metrica de tip con d din [Exemplul 2.3.5].

Din [83], amintim un exemplu de spatiu metric de tip con peste o algebra Banach, ce va fi utilizat in
continuare in aceasta sectiune.

Exemplul 2.3.7. Fie A = R2. Atunci, se poate arita usor ci A este o algebra Banach, cu norma data
prin || (w1, ue)|| = |u1|+ |uz|, pentru orice element arbitrar (uq,us) din A. Totodata, cea de-a doua operatie,
anume Inmultirea este data prin u - v = (ujvy, u1ve + ugvy), unde v = (u,uz) si v = (v1,v2) sunt doud
elemente arbitrare. In plus, P = {u = (u1,u2) /u1,us > 0} este un con solid peste R%. Luand X = R?

putem defini operatorul d : X x X — A, astfel : d(z,y) = (|z1 — w1, |z2 — 32|), unde = = (z1,z9) si
y = (y1,y2). Atunci, avem ci (X, d) este un spatiu metric de tip con peste R

Mentiondm ci dacd luim X = [0,1) x [0,1) C X, atunci este ugor de observat ci (X,d) este un
spatiu metric de tip con peste R?, unde d este definit in [Exemplul 2.3.7]. De asemenea, pe baza exemplului
precedent, vom prezenta un gir de functii care converge punctual, dar care nu converge uniform catre functia
nula, in raport cu metrica conului d.

Exemplul 2.3.8. Pentru fiecare n € N, consideram operatorii 75, : [0,1) x [0,1) — [0,1) x [0, 1), definiti prin
To(z) = (:U?Q,xg), unde z = (71, 22) € [0,1)2. Totodati, definim si operatorul nul T, dat prin T'(x) = (0,0),
unde z € [0,1)2 i T: [0,1) x [0,1) = {0} x {0} € [0,1) x [0,1). Atunci, T,, & T, dar T}, /> T.

Prezentam rezultatul nostru principal al acestei sectiuni care consta in convergenta unui sir de operatori

in contextul unui spatiu metric de tip con al unei algebre Banach date A. Rezultatul teoretic pe care il vom
prezenta se refera atat la convergenta punctuala cat si la convergenta uniforma.

Teorema 2.3.9. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram operatorii
T,,T: X — X, pentru fiecare n € N astfel incat :

(i) pentru fiecare n € N, T,, admite cel putin un punct fiz, adica existd x, € Typxp,

(ii) operatorul T este o o — o contractie relativ la metrica de tip con d, adica existd o € P,

cu p(a) < 1, astfel incat d(Tz,Ty) < ad(z,y), pentru orice x,y € X,

(iii) Ty = T cind n — oo, relativa la metrica de tip con,

(iv)(X,d) este un con complet peste algebra Banach A.

Atunci, utilizand faptul ca =* este unicul punct fix al operatorului T, rezulta ca (d(xy,x*))nen este un c-gir.
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Acum suntem gata sa prezentam cel de-al doilea rezultat referitor la convergenta punctuald a unui gir
de operatori in raport cu o algebra Banach data A.

Teorema 2.3.10. Fie (X, d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram operatorii
T,,T: X — X, pentru fiecare n € N astfel incat :

(1) operatorul T, este o a — contractie relativ la metrica de tip con d, adica existd o € P,
cu p(a) < 1, astfel incat d(T,x, Thy) X ad(z,y), pentru orice x,y € (X,d) sin € N,
(ii) operatorul T este o cg — contractie relativ la metrica de tip con d, adicd existd ag € P

cu p(ap) < 1, astfel incit d(Tx, Ty) = apd(z,y), pentru orice x,y € X,
()T, 2 T cand n — oo,

(iv)(X,d) este un con complet peste algebra Banach A.

Atunci, utilizand faptul ca ), sunt unicele puncte fize ale operatorilor T,,, rezultd ca (d(x), z*))pen este un
C-§ir.

Acum, ca si in [Teorema 2.3.9], se poate observa ca putem folosi o definitie echivalenta a convergentei
punctuale folosind inegalitati nestricte, iar acest lucru nu va influenta rezultatele obtinute.

Scopul nostru suplimentar al acestei sectiuni este extinderea conceptelor de (G)-convergenta si de (H)-
convergentad din [31] in contextul spatiilor metrice de tip con peste algebre Banach. De asemenea, extindem
aceste notiuni In cazul girurilor operatorilor care admit domenii diferite. in primul rand, consideram ideea
de convergenta punctuala pentru operatorii care nu au acelagi domeniu de definitie.

Definitia 2.3.11. Fie X, Xoo submultimi ale lui X, unde (X, d) un spatiu metric de tip con (nu neapdarat
complet) peste algebra Banach A. Pentru fiecare n € N consideram operatorii T,, : X, — X and Ty :
Xoo = X. Spunem cd Ty este o limita (G) a sirului (T,)nen, cind familia de operatori (Tp,)nen satisface
urmdtoarea proprietate :

(G) : pentru fiecare © € Xoo, existd un §ir (Tn)neN, cu n € Xy (n € N), astfel incat :

(d(zp, z))nen este un c-sir si (d(Tnxn, Too))nen este tot un c-gir.

Acum, a doua definitie a prezentei sectiuni se refera la o generalizare a convergentei uniforme, dar pentru
functii care nu au acelagi domeniu.

Definitia 2.3.12. Fie X, Xoo submultimi ale lui X, unde (X, d) un spatiu metric de tip con (nu neaparat
complet) peste algebra Banach A. Pentru fiecare n € N consideram operatoric T,, : X,, — X si Tso :
Xoo = X. Spunem cd Ty este o limita (H) a sirului (Ty)nen, cand familia de operatori (T, )nen satisface
urmdtoarea proprietate :

(H) : pentru fiecare $ir (Tn)neN, cu Tpn € Xp, pentru orice n € N,
exista un $ir (Yn)nen C Xoo, astfel incdt are loc :

(d(Tny Yn))nen este un c-gir si (d(Tnxn, Tooln))nen este tot un c-gir.

Mai departe, aratdm ca limita (H) a unui gir de operatori este, de asemenea, si o limita (G) in circum-
stante adecvate. Mai mult, avind in vedere ca vom folosi notiunea de continuitate a unui operator, putem
utiliza doua definitii: o extindere a definitiei continuitatii de la cazul spatiilor metrice la cazul spatiilor me-
trice de tip con peste algebre Banach si a doua este chiar ideea secventiala de continuitate (pentru aceasta
a se vedea (iii) din Definitia 2.1 din [83]). Acestea sunt date dupa cum urmeaza.

Observatia 2.3.13. Daca (X, d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A, atunci :

a) Un operator T este continuu in xg € (X, d) daca gi numai daca pentru fiecare ¢ > 0, ¢ € A, existd ¢ € P
care depinde de ¢, astfel incat pentru orice x € (X, d), ce satisface d(x,z) < ¢, are loc d(Tz,Tzp) < c.
Totodata, operatorul T' este continuu daca este continuu 1n fiecare punct al domeniului de definitie.

b) Un operator T este secvential continuu daca pentru orice gir (y,)nen convergent la z € X, adica satisfa-
cand (d(yn,T))nen este un c-sir, atunci (d(Tyn, T))nen este tot un c-gir.
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Propzitia 2.3.14. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram n € N,
respectiv fie X, o submultime nevidd a lui X. Totodatd, fie o alta submultime nevida a lui X, si anume
Xoo. Presupunem cd urmdtoarele ipoteze sunt satisfacute :

(1) dacd x € X0, exista (zp)nen, cu x, € X, pentru fiecare n € N,
astfel incat (d(xn, z))nen este un c-gir,

(11) Too : Xoo — X este secvential continuu,

(1i1) Teo este o limita (H) a familiei (T},).

Atunci, Ty, este o limita (G) a familiei (T,,).

Urmatorul rezultat se bazeaza pe intrebarea: in ce conditii limita (G) a unui gir de operatori este unica?
Vom da un raspuns in teorema de mai jos.

Teorema 2.3.15. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram X, (pen-
tru fiecare n € N), respectiv Xoo 0 submultime nevida a lui X. Presupunem ca urmatoarele ipoteze sunt
satisfacute :

(1) pentru orice n € N, fie T,, operator k-Lipschitz in raport cu algebra Banach A, adica existd k € P,
astfel incat d(T,,(x), Th(y)) = k- d(x,y), pentru orice x,y € Xy,
(17) Too : Xoo — X este o limita (G) pentru familia (T),).

Atunci, Ty, este unica limita (G) pe Xoo.

Al treilea rezultat pe care il vom prezenta In aceasta sectiune se refera la convergenta unui gir de puncte
fixe dintr-o familie de functii care are proprietate (G), in raport cu o algebra Banach data.

Teorema 2.3.16. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram X, (for
n € N) si Xoo submultimi nevide a lui X. Fie operatorii T, : X,, — X, respectiv Too : Xoo — X care
satisfac urmdtoarele :

(1) pentru fiecare n € N, T, este o k-contractie, adica existd k € P cu p(k) <1,
astfel incat d(T,,(x), Th(y)) = k- d(x,y), pentru orice x,y € Xy,
(13) familia (T,,) are proprietatea (G),

(131) existd voo € Fr_, adicd x este un punct fix al lui Teo.
Atunci, (d(Zn,Too))neN €ste un c-gir.

Observatia 2.3.17. In [Teorema 2.3.16] am presupus ca exist# intr-adevir z,, € Fr,. O modalitate alter-
nativa este sa presupunem ca (X, d) este un spatiu metric complet de tip con peste A si dupa aceea se poate
stabili o varianta locala de existenta si unicitate a punctelor fixe ale functiilor 7}, , deoarece acestea sunt
contractii In raport cu metrica de tip con, dar nu pe intreg spatiul.

Vom prezenta o consecinta a [Teoremei 2.3.16] in care ne referim la conexiunea dintre convergenta
punctuala a unui sir de operatori si proprietatea (G) a aceluiasi sir.

Corolarul 2.3.18. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. In plus, considerdm
T, Tso : X — X operatori dati. Presupunem urmdatoarele ipoteze :

(i) Tp B Too cand n — oo,
(ii) T, este o k-contractie relativ la metrica de tip con, pentru orice n € N,

(ti1) ewista xp, € Fr, §i v € .
Atunci, (T),)nen are proprietatea (G), unde limita (G) este operatorul Tee.

Acum vom prezenta o teorema in care suntem preocupati de relatia dintre convergenta punctuald a unui
sir de functii in contextul spatiilor metrice de tip con si echicontinuitatea familiei de operatori.
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Teorema 2.3.19. Fie (X, d) un spaliu metric de tip con peste algebra Banach A si M o submultime nevidd
a lui X. Consideram T, : M — X un operator definit astfel incat familia (T,) admite proprietatea (G) cu
limita (G) Two. In plus, presupunem cd au loc urmdtoarele :

(1) familia (T,,) este echicontinud pe M,

(1) ewista z,, € Fr,

n?

pentru orice n € N §i Too € F1_.

Atunci T}, LN Te.

Urmatoarea teorema a acestei sectiuni este un rezultat al existentei punctelor fixe ale functiei (G), care
reprezinta limita unui sir de contractii in raport cu spatiul metric de tip con definit peste o algebra Banach
data.

Teorema 2.3.20. Fie (X,d) un spatiu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram X, si Xoo
submultimi nevide ale lui X. Fie T, : X, — X, respectiv Tro : Xoo — X operatori care satisfac :

(2) familia (T,,) are proprietatea (G) cu limta (G) Teo,
(74) T, sunt k-contractii in sensul metricii de tip con,

(7i1) ewista xp, € Fr,.

Atunci existd oo € Fr, daca si numai dacd sirul (z,,)nen este convergent in spatiul Xoo in sensul algebrei
Banach (adica existd y € Xoo astfel incit (d(xn,y))nen este un c-gir).

Acum suntem pregatiti sa prezentam ultimele noastre doua rezultate din sectiunea de fata privind lega-
tura dintre convergenta uniforma in raport cu metrica de tip con si proprietatea (H) a unui sir de operatori.

Teorema 2.3.21. Fie (X,d) un spatiuv metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram M C X o
submultime nevida. Fie T, Ty : M — X operatori dati.

a) Dacd Ty, % Tso, atunci Tso este limita (H) a familiei (T},).

b) Dacd T este limita (H) a familiei (T),) si dacd Two este uniform continud pe M, atunci Ty, % Tho.

Acum, ultima noastra teoremé a acestei sectiuni se refera la convergenta unui sir de puncte fixe dintr-o
familie de functii la punctul fix al functiei limita (H) al aceleiasi familii de operatori.

Teorema 2.3.22. Fie (X,d) un spaliu metric de tip con peste algebra Banach A. Consideram X, pentru
fiecare n € N, respectiv fie Xoo 0 submultime nevida a lui X. Totodata, fie T, : Xy =& X §1 T : Xoo & X
operatori care satisfac urmdtoarele conditii :

(Z> xn € FTn’

(73) (Ty) are proprietatea (H) cu limita (H) functia Too,

(7i1) Teo este o koo — contractie relativd la metrica de tip con d,
(

iv) exista i este unic Too € Fr.
Atunci (d(zy, Too))neN €Ste un c-gir.
Acum, suntem pregatiti si ddm o observatie importanta cu privire la ipoteza (iv) din [Teorema 2.3.22].

Observatia 2.3.23. Conditia (iv) din teorema anterioara se poate omite, in cazul in care presupunem ca
(X, d) este un con complet peste algebra Banach A. Cu aceastd presupunere, deoarece T, este o contractie
pe o submultime a spatiului in sensul metricii de tip con d, atunci se poate demonstra un principiu de
varianta locala in care operatorul admite un unic punct fix.

In ceea ce urmeazi, vom justifica toate rezultatele teoretice obtinute anterior prin unele aplicatii cu
privire la ecuatiile cuplate, respectiv, sistemele de ecuatii diferentiale. De asemenea, aratam ca unele dintre
rezultatele de punct fix reprezinta un instrument foarte puternic pentru a studia convergenta solutiei unice
a diferitelor tipuri de giruri privind familiile de operatori pentru ecuatii functionale si diferentiale. Prin
intermediul [Teoremei 3.1] din [59], vom prezenta convergenta solutiilor unor ecuatii cuplate, bazate pe
ideea unui spatiu metric de tip con peste o algebra Banach aleasa iIn mod corespunzator.
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Teorema 2.3.24. Fie F,,G,,F,G : R2 — R? operatori (pentru fiecare n € N). Pe de alta parte, vom
considera urmdatorul sistem de ecuatii cuplate :

{gn((a;, z;);% cu(ey) R (2.3.0.1)
) -

Presupunem cd functiile F,,, Gy, F si G satisfac urmdtoarele ipoteze :
(1) Ezista M > 0, astfel incdt pentru n € N, ezista L, > 0 satisfacand max L, < M <1, pentru care are
n>

loc

{ ’Fn(mhyl) — Fy(22,y2) + 21 — 962\ < Ly|zy — 162!
|Gr(z1,y1) — Gn(w2,92) +y1 — y2| < Lalyr — y2|

unde (.’L‘l,{L‘%) si (y1,y2) sunt din multimea R2.
(2) Exista L € (0,1), astfel incdt

{ |F(21,31) — F(22,y2) + 1 — 32| < L|z1 — 22|
|G(z1,y1) — G(22,92) + Y1 — 2| < Lly1 — v

unde (x1,22) and (y1,v2) sunt din R?,
(8) Sirul (Fy)nen converge punctual la F', iar (Gp)nen converge tot punctual la G in sensul uzual, adica

F, 5 F lim F,(z) = F(z
p ~, adicd 0o (=) ~( ) . pentru fiecare x € R?.
G, = G Jim Gn(z) = G(x)

Atunci x,, converge la & si y, converge la §, unde (x,,yn) este unica solufie a 2.5.0.1, respectiv (Z,7) este
unica solutie pentru 2.5.0.2.

Acum, urméatorul nostru rezultat este legat de o aplicatie la sisteme de ecuatii diferentiale. De fapt,
folosind rezultatele precedente in contextul unei algebre Banach, reamintim bine-cunoscuta teorema de
existentd si unicitate pentru solutia unui sistem neliniar de ecuatii diferentiale, bazatd pe o demonstratie
alternativa facuta de catre noi.

Teorema 2.3.25. Fie D C R? i (o, 3,7) € D. In plus, vom considera a, B si 7 suficient de mic astfel
incat multimea compactd A := {(z,y,2) / |v—al <a, ly—p| < B, |z—~| <7} este o submultime a lui D.
Consideram urmdtorul sistem neliniar de ecuatii diferentiale :

y'(@) = f(z,y(x), 2(x)

¢ () = g, y(), 2(x)) e aata

y(a) = 3 , unde x € I := | ,a+al. (2.3.0.3)
z2(a) =y

In plus, presupunem cd sunt indeplinite si urmdtoarele conditii :

(1) functiile f si g sunt continue pe D,
(2) exista Li,La > 0, astfel incdt

, pentru fiecare (x,y, z), respectiv (x,y,z) € D.

{ |f(l‘,y,2)—f($,’lg,5)|§L1|y—g|
9(2,y,2) — g(2,9,%)| < Lao|z — Z|

Atunci, existd o unica solutie a sistemului neliniar de ecuatii diferentiale 2.3.0.3 pe I = [a — a,a + a.
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In cele din urma, vom prezenta ultimul nostru rezultat al acestei sectiuni cu privire la convergenta unui
sir de solutii pentru o familie de sisteme de ecuatii diferentiale neliniare. Mai mult, urmatoarea teorema
este cruciald, in sensul ca extindem aplicatia data de S.B. Nadler Jr. in [97].

Teorema 2.3.26. Fie D, A si I precum in [Teorema 2.3.25]. Consideram urmdtorul sistem de ecuatii
diferentiale :

Y (x) = falz,y(z), 2(2
o) —
#(@) = gnlw, y(@), 2(x , pentru fiecare n > 1, respectiv v € I. (2.3.0.4)
yla) =5
z(a) =7

: (2.3.0.5)

unde functiile fn, gn, [ $i g sunt continue pe D. In plus, presupunem cd urmdtoarele conditii sunt satisfacute:
(1) exista M € (0,1)
{ |fn(x7y,z)_fn(
’gn(‘r7 Y, Z) - gn(
@ { |f(x,y,2) = f(2,5,2)] < kly — ]
|g(:c,y,z)—g( g _)|§h‘z__|
cu kp, hn, k,h > 0, pentru orice n € N, satisfacand max{ky, hn,k,h} < M < 1.
(3) Convergenta punctuald a familiilor (fy) si (9n), adicd

P : _

{ fn_)f : adicd { nlg?gofn(xayaz)_f(xayaz)

gn g lim gn(z,y,2) = g(z,y,2)

, astfel incat pentru fiecare n € N existd kn, hn, k,h > 0, pentru care au loc :

Z2)| < knly — 9l

Z_/ - , pentru orice (x,y,2) i (x,y,Zz) din D.
U, 2)| < hylz — 2

, pentru fiecare (z,y,z) si (x,y,z) din D,

, pentru orice (x,y,z) € D.

(4) Daca functiile f,, si gn sunt mdrginite, pentru fiecare n € N by M, si M,, respectiv,
atunci exista My, My > 0, astfel incat M, < My si M, < My, pentru fiecare n € N.

Daca (yn, zn) este unica solutie a 2.5.0.4, iar (y, z) este unica solutie pentru 2.53.0.5, atunci

u —
{ WY { Tim |y =yl =0

2y Bz lim ||z, — 2||gr, =0
n—oo
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Capitolul 3

Rezultate de punct fix pentru contractii multivoce
generalizate

3.1 Rezultate de punct fix pentru operatori multivoci. Tehnica distantelor
de alterare.

In aceast# sectiune vom prezenta cAteva notiuni preliminare si rezultate de punct fix pentru functii univoce,
care satisfac unele conditii metrice introduse prin intermediul distantelor de alterare, intr-un spatiu metric
complet.

In [74], Khan a dat conditii suficiente pentru ca un operator si aiba un punct fix unic, in urmatoarele
conditii metrice :

P(d(Tx, Ty)) < ky(d(z,y)) ,Ve,y € X,

unde (X, d) este un spatiu metric complet si ¢ : [0,00) — [0,00) este o functie inzestratd cu urmatoarele
proprietati :

Y(t) = 0 daca si numai daca ¢t =0,

1) este continua si crescatoare.
Pe de alta parte, Alber si Guerre-Delabriere in [8] au introdus o alta generalizare pentru functii satisfacand

d(Tz,Ty) < d(z,y) — ¢(d(z,y)), unde

¢ :[0,00) — [0,00) este continua si crescatoare
©(t) = 0 daca gi numai daca t = 0,

lim (t) = co.

t—o00

In [133], Rhoades a aritat ci ultima presupunere nu este necesars pentru existenta si unicitatea punctelor
fixe ale functiilor definite mai sus. Generalizari pentru acest tip de operatori au fost ficute de Dutta et. al.
in [49] pentru functii f definite pe un spatiu metric complet (X, d), satisfacand

Y(d(Tz, Ty)) < ¢(d(z,y)) — ¢(d(z,y)), unde
¥, :[0,00) = [0,00) sunt amandoud functii continue si crescatoare,
Y(t) = p(t) = 0 daca si numai daca ¢ = 0.
O abordare foarte interesanta a fost facuta de Amini-Harandi si A. Petrusel in [24], unde autorii au studiat

conditii suficiente pentru existenta si unicitatea punctului fix al unui operator T, satisfacdnd urmatoarea
conditie :

u(d(Tz, Ty)) < v(d(z,y)),

in cazul in care functiile u si v definite pe [0, 00) satisfac unele conditii destul de nerestrictive. Autorii au
oferit, de asemenea, citeva consecinte interesante care arata ca teorema lor este o adevarata generalizare a
tipului de functii care a fost prezentat mai sus.
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Mai mult, in ceea ce priveste conditia slab contractiva pentru operatori univoci, Rhoades et. al. [134] a
prezentat alte tipuri de generalizari in cadrul spatiilor metrice partial ordonate. Referitor la un exemplu
pentru acest tip de functii, presupunem ca

d(fz, fy) < pld(z,y)) — ¢(d(z,y))
unde functiile ¢, ¢ admit urmatoarele proprietati :

i) ¢, sunt amandoud pozitive pe (0,00) cu 1(0) = ¢(0),
i) @(t) —(t) <t,

ii1) o superior semincontinué si crescatoare,

iv) 1) inferior semincontinua si descrescatoare.

Nu 1n ultimul rénd, pentru rezultatele de punct fix care implica alte generalizari ale conditiei slab
contractive pentru functii univoce, facem referire la [94], [123] si [161].

In ceea ce priveste cazul operatorilor multivoci, T. Lazar et. al. [80] au prezentat un studiu exhaustiv
al unor proprietati calitative privind operatorii multivoci de tip Reich. Mai mult, V. Lazar [79] a extins
rezultatele referitoare la cazul contractiilor multivoce de tip .

T.P. Petru si M. Boriceanu [109] au dat citeva rezultate de punct fix pentru contractiile ¢ pe o multime
inzestrata cu doua metrici.

In toate articolele [80], [79] si [109], functia de comparatie ¢ folosita in cazul contratiilor de tip ¢ satisface
urmatoarele proprietati:

i) ¢(0) =0,
i7) ¢(t) > 0 pentru ¢t > 0,

iii) " (t) — 0, pentru orice t > 0 pentru k — co.

Observam ca ¢ nu este neaparat continua pe [0, 00), dar in [109] a fost presupusa continuitatea functiei.
Mai mult, o proprietate importanta a functiilor de comparatie este faptul ca ¢(t) < ¢, pentru fiecare ¢ > 0.

Ca o concluzie, exista doua clase distincte de functii implicate In generalizarile operatorilor de tip con-
tractiv. Pe de o parte exista functii de comparare, ITn multe cazuri notate cu ¢, iar pe de alta parte, este
cazul functiilor definite prin intermediul distantelor de alterare pentru care cele mai importante conditii sunt
proprietatile de continuitate sau semicontinuitate gi un anumit tip de monotonie. Observam, de asemenea,
ca functiile slab contractive utilizate in [134] sunt o combinatie a acestor tipuri de operatori.

In ceea ce priveste cazul operatorilor multivoci, in 2011, Kamran si Kiran [70] au prezentat cateva functii
care implics distantele de alterare. In acest articol, mai precis, in [Teorema 4.2] din [70], a fost utilizat un
tip special de functie de alterare a distantei notat cu 6. Aceasta functie Indeplineste urmaéatoarele conditii
pe un interval [0, A), unde A este un numar real strict mai mare decat 0, adica,

(1) 6 este crescatoare pe [0, A),

(i1) O(t) > 0, pentru fiecare t € (0, A),

(7i7) O subaditiva pe (0, A) si

(iv) O(at) < ab(t), pentru orice a > 0 it € [0, A).

De asemenea, in 2012, Liu et. al. [86] au dat o teorema similara, si anume [Teorema 2.3], unde functionala ¢

este similara cu functionala « din [70]. Din acelasi articol observam ca sunt impuse conditii asupra distantei
de alterare 6 oarecum diferite. Din motive de completitudine, le reamintim aici

(a) 0 este crescitoare pe R,
(b) 6(t) > 0, cand t € (0,00),
(c) 8 este subaditiva pe (0, 00),
(d) O(RT) =R" si

(e)

e) 0 este strict inversi pe RY.
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In cele din urmé, in ceea ce priveste operatorii multivoci de tip slab contractivi (¢ — 1), G. Petrusel et.al.
in [118] au prezentat un rezultat de punct fix pentru acest tip de operatori in contextul spatiilor b-metrice
complete Inzestrate cu coeficientul s > 1, impreuna cu unele teoreme care implica puncte fixe cuplate. Din
[Teorema 2.2] din [118], a fost definit un operator multivoc T': X — P,;(X) de o inegalitate de tip contractiv,
adica:

@(H(Tz,Ty)) < p(d(x,y)) — ¢ (d(z,y))

si au fost studiate conditii suficiente pentru existenta punctelor fixe pentru acest tip de operatori. Aici,
functia de alterare a distantei ¢ : [0, 00) — [0, 00) satisface urmatoarele

(ip) @ continua si strict crescatoare,

(7iy) (t) < t, pentru orice t > 0,

(itiy) ¢(a+b) < p(a) + b, pentru a,b € [0, 00),
(tvy,) @(st) < sp(t), pentru orice t € [0, 00).

Pe de alta parte, cealalta functie de alterare 1 : [0, 00) — [0, 00) satisface
(iy) limsup(t) > 0, pentru orice r > 0 si
t—r
ST N
(ity) lm (t)

Mai mult, observam ca, spre deosebire de utilizarea initiala a functiilor de alterare (precum in [49]), conditiile
din [118] impuse pe 1 au fost relaxate si conditiile de pe functia ¢ au fost mai restrictive, deoarece conditia
(iiy,) este o conditie de tip comparatie. Deci, in acest sens, aceste functii slab contractive sunt o combinatie
dintre alterarea distantelor si functii de comparatie, aga cum sunt definite de operatorii din [134].

In cele din urms, in [46], autorii au prezentat citeva teoreme de punct fix pentru operatorii multivoci si
in [124] Popescu et.al. au extins aceste tipuri de operatori multivoci fundamentati pe baza functiilor de
comparatie, adica T' : X — Py (X), astfel incat H(Tz,Ty) < ¢(d(x,y)), pentru fiecare x,y din spatiul
metric complet (X, d). Aici, ¢ satisface urmatoarele ipoteze

(1) ¢(x) <z, pentru orice z € [0, c0),

(2) p(z+y) < p(x) + ¢(y), pentru orice z,y € [0, 00),

(3) p(z) = 0 daca si numai daca z = 0 si

(4) pentru fiecare € > 0, exista § > ¢ astfel incat ¢ < ¢ < ¢ implica ¢(t) < e.

Mai mult, conditia (4) definita pentru functia de mai sus ¢ poate fi considerata ca o functie de comparatie
locala. De asemenea, autorii din [124] au extins rezultatele din [46] de la cazul spatiilor metrice hiperconvexe
la spatiile metrice obisnuite. In plus, din moment ce au lucrat intr-un cadru mai putin restrictiv, au impus
o presupunere importanta In ceea ce priveste functionala diametru si astfel au folosit conditia ca operatorul
multivoc sa aiba valori marginite.

In sectiunea de fati, vom lua in considerare citeva rezultate de punct fix pentru operatori multivoci
(¢ — 1), folosind tehnica de alterare a distantei. Punctul de plecare este articolul lui G. Petrusel et. al.
[118], in cazul in care autorii au luat in considerare cateva rezultate teoretice pentru un tip abstract de ope-
ratori multivoci In spatii complete b-metrice. Ideea principala din spatele acestui articol a fost construirea
unui gir de aproximatii succesive, care se dovedegte a fi convergent la un punct fix al operatorului multivoc.
Pe de alta parte, demonstratia [Teoremei 2.2] din [118] contine o anumita eroare. Autorii considera un
€ la fiecare pas, apoi, folosind argumentul reducerii la absurd, au ales &, astfel incat & < T}Lrgo P(0p).

Deoarece £ a fost deja construit la fiecare pas (ca &,) si sirul d,, nu a fost definit, concluzionam ca aceasta
tehnica nu este valida. Mai mult, incercand sa arate ca sirul (x,) este Cauchy, autorii au folosit faptul ca
ATy (k)15 Tk +1) < H(T(@pyry), T(Tp(k))) + €, ceea ce, prin cunoscuta lema a lui Nadler, nu este neaparat
adevirat. In acest fel, scopul nostru este si prezentim o corectie privind aceste argumente, impunand
o ipoteza suplimentard asupra iteratelor operatorului multivoc. Aceastd presupunere este inspirata de
articolele [46] si [124]. In sfarsit, cel de-al doilea scop este de a impune conditii de continuitate mai relaxate
asupra functiei de alterare a distantei si de a scipa de proprietatea care este folosita frecvent in cadrul
functiile de tip comparatie.
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Teorema 3.1.1. Fie (X,d) un spativ metric complet si T : X — P, o(X) un operator multivoc ce satisface
o(H(Tz,Ty)) < p(d(z,y)) —¥(d(z,y)), pentru orice x,y € X,
unde functiile ¢ si ¢ satisfac

(H1) ¢,1: [0,00) = [0,00)

(H2) ¢ este superior semicontinud si v este inferior semicontinud
(H3) ¢(0) =¢(0) =0 si p(t),(t) >0, pentru orice t >0
(H4) ¢ este (strict) crescatoare

(H5)

Hb5

o(a+b) < ¢(a)+b, pentru orice a >0 gi b >0
Totodatd, presupunem ca
0(T"x) — 0 cind n — oo, pentru fiecare x € X.

Atunci, operatorul multivoc T admite cel putin un punct fixr x* € Frp.
In plus, dacd (SF)r # 0, atunci Fr = (SF)r = {z*}.

Observatia 3.1.2. In [70], autorii au folosit faptul ci ¢ : [0,00) — [0, 00) este crescitoare, deci functionala
¢ este strict invers izotona pe [0, 00), adica

o(t1) < (ta) = t1 < ta, unde t,ty € [0,00).

in cazul nostru, functia este (strict) crescatoare. Aceasta inseamna ca ¢ este intr-adevar strict crescatoare,
deci t1 < ta = ¢(t1) < (t2). Prin transpozitie logica, rezulta ca

o(ta) < p(t1) =t <ty

Am utilizat in demonstratia rezultatului anterior ca pentru p(t1) < @(t2) = t1 < ta. Acest lucru este
echivalent cu urmétorul fapt: dacd t; > to = @(t1) > @(t2). Prin faptul ca ¢ este strict cresciatoare,
obtinem ca ultima inegalitate este un caz particular, adica o inegalitate stricta.

De asemenea, in unele parti din demonstratia rezultatului de mai sus, s-a folosit faptul ca ¢ este crescatoare.
Acum, din moment ce ¢ este strict crescatoare, atunci aceasta functionala este injectiva, deci p(t1) = ¢(t2) =
t1 = to. Combinand acest lucru cu faptul ca ¢ este strict crescatoare, am simplificat demonstratia luand

go(tl) < (p(tg) =t < to.

De asemenea, intrucit ¢ este strict cresciatoare, obtinem ca t1 < to = ¢(t1) < @(t2). Mai mult, pentru t; =
t9, rezulta ca (t1) = p(t2) din definitia functiei. Combinand ambele, rezulta ca t; <ty = ¢(t1) < ¢(t2).

Observatia 3.1.3. O observatie importanta este ca in ipoteza (H5) din teorema anterioara avem ca ¢(a +
b) < ¢(a) + b, pentru fiecare b > 0 gi a > 0. Daca presupunerea ar fi fost definita pentru fiecare a > 0,
atunci ludnd a = 0, rezulta ca p(a) < a. Deci, obtinem chiar proprietatea functiilor de comparatie. In acest
caz, daca (H5) pare o conditie restrictiva, atunci se poate folosi observatia anterioara.

Al doilea rezultat teoretic al acestei sectiuni se refera la o teorema de punct fix pentru operatori multivoci
de tipul (¢ — ). Urmatoarea teorema este o imbunatatire a celei anterioare, unde se impune o conditie
care implicd functionala diametru §. Dupa [124], vom relaxa presupunerile primului rezultat. In anumite
circumstante, obtinem gi unicitatea punctului fix pentru operatorul multivoc considerat. In primul rand,
prezentam o observatie pe care o vom folosi de acum incolo.

Observatia 3.1.4. Fie ¢ o functionala ce are proprietatile (H1),(H3),(H4) si (H5) din teorema anterioara.
Totodata, fie sirul (d,)nen, astfel incat d,, > d si cu li_)m d, = d. Atunci, d,, —d > 0. Rezulta ca
n—oo

p(dn) = p(d+dy — d) < ¢(d) + [dy — d] ,
ceea ce este adevarat din cauza faptului ca d > 0 si d,, — d > 0. Rezulta ca

p(dn) < @(d) + (dn — d).

o1



Luénd limita superioara, obtinem ca
limsup ¢(dy) < ¢(d).

n—oo

Observam ca dacd ¢ este superior semicontinua, atunci

limsup ¢(dy,) < p(d).

n—oo

Deci, din cauza presupunerilor impuse pe ¢, rezulta ca proprietatea de mai sus este mai relaxata, in sensul
ca functionala @ trebuie sa satisfaca conditia de superior semincontinuitate doar pentru cazul in care d,, > d.

Al doilea rezultat de punct fix este urméatorul.

Teorema 3.1.5. Fie (X,d) un spativ metric complet siT : X — P, o(X) un operator multivoc ce satisface:
e(H(Tz,Ty)) < p(d(z,y)) — ¥(d(z,y)), pentru orice z,y € X,
unde functiile ¢ si ¥ satisfac

(H1) ,% : [0,00) = [0, 00)
(H2) ¢ este superior semicontinud in 0 si 1 este inferior semicontinud in 0
(H3) ¢(0) =¢(0) =0 si o(t),(t) > 0, pentru orice t >0

(H4) ¢ este (strict) crescatoare

(H5)

H5

w(a+0b) < p(a) + b, pentru orice a >0 gib>0 .

Totodata, presupunem ca
0(T"x) — 0 cand n — oo, pentru orice v € X.

Atunci, operator multivoc T admite un unic punct fiz.

Bazandu-ne pe [118] gi [124], am prezentat doud teoreme privind rezultate de punct fix pentru opera-
tori multivoci (¢ — v). Ipotezele suplimentare bazate pe functionala diametru § au reprezentat o ipoteza
importanta, astfel Incdt operatorul multivoc s admita un punct fix. De asemenea, a doua teorema este
o imbunatatire a primei. Cele doua rezultate principale au fost create pentru a corecta unele argumente
folosite in [118] pentru acest tip de operatori. Mai mult, conditia restrictiva pentru ¢ duce la situatia in care
operatorii multivoci admit un unic punct fix.

3.2 Principii extinse de punct fix pentru contractii multivoce de tip Cirié

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta un studiu asupra operatorilor multivoci de tip Cirié. Mai mult
de atat, punctul de plecare a cercetarii de fata este articolul lui A. Petrugel [113], in care autorul a studiat
cateva rezultate de punct fix saturate, respectiv rezultate de punct fix strict pentru contractii multivoce in
sensul lui Nadler [96]. In [131] Reich a considerat unele teoreme de punct fix pentru operatori multivoci,
iar Hardy si Rogers [57] au generalizat acele teoreme de punct fix. Mai mult, C. Chifu gi G. Petrusel in
[40] au studiat proprietati calitative referitoare la operatorii multivoci Hardy-Rogers in cadrul spatiilor b-
metrice. Un studiu complet asupra operatorilor Reich a fost realizat in [80] de T. Lazar et. al. De asemenea,
proprietati calitative, si anume dependenta de date, stabilitatea Ulam-Hyers etc., au fost studiate in cazul
contractiilor multivoce ¢ de V.L. Lazér in [79] si extinse de T.P. Petru si M. Boriceanu in [109] in cazul
operatorilor multivoci definiti pe o multime inzestrata cu doua metrici distincte. De asemenea, in [36], M.
Boriceanu a studiat existenta si unicitatea punctului fix si a dependentei de date pentru operatorii de tip
Ciri¢ multivoci in contextul spatiilor b-metrice.

In acelasi timp, operatorii multivoci Cirié au fost studiati pe larg in [36], [42], [82], [111] si [120]. Acum,
In ceea ce priveste terminologia si conceptele de baza pentru problemele de punct fix pentru operatorii
multivoci, In special pentru contractiile multivoce Nadler, vom urma articolele [25], [65], [119] si [130]. Mai
mult, pentru aproximarea punctelor fixe stricte (numite si puncte finale) a functiilor multivoce, ne referim
la [56], [61] si [125].

In cele din urmé, in ceea ce priveste dependenta de date, operatori de fractali multivoci, selectii si proprietati
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calitative pentru incluziuni de punct fix, ne vom referi la [48], [81] si [121].

Nu In ultimul rand, interesul cade pe cateva rezultate teoretice in care unele principii extinse de punct fix
ale operatorilor multivoci Ciri¢ . Punctul de plecare este articolul lui A. Petrugel [113], in care autorul a
studiat cateva principii extinse pentru probleme de punct fix, relative la contractii multivoce in sensul lui
Nadler. Rezultatele noastre principale constau in principii extinse de punct fix, respectiv principii extinse
de punct fix strict ale operatorilor multivoci Cirié .

Teorema 3.2.1 (Un principiu extins de punct fix pentru operatori multivoci Ciric’). Fie (X,d) un spatiu
metric complet si T : X — Py(X) un operator multivoc a-Cirié, adica exista « € (0,1), pentru care

H(Tz,Ty) < a- M(x,y), pentru orice x,y € X,

unde
M(z,y) = max{d(z,y), D(z, Tx), D(y, Ty), % [D(2, Ty) + D(y, Tx)]}.

Atunci au loc urmatoarele concluzii :
(a) ezista z* € Fr;
(b) pentru fiecare (x,y) € Graph(T), existd un sir (x,)nen de aprozimatii succesive pentru T avand ca punct
initial (z,y), ce converge la un punct fix al lui T
(c) exista o selectie t*° : Graph(T) — Fr a lui T, astfel incat

1

d($, too(xa y)) < 1761(.26, y)7 V(a;, y) S Graph(T);

-«
(d) Fr este inchisa in (X,d);
(e) dacd (zp)nen este un gir de aprorimatii succesive a lui T, avand ca punct initial (z,y) € Graph(T), ce
converge la un punct fix x*(x,y) a lui T, atunci

d(xp,z*) <

~ %d(x,y),Vn € N*a

(f) daci G : X — P.(X) este un operator multivoc de tip Cirié, cu coeficientul B, si existd n > 0, astfel
incat
H(Tz,Gz) <n,Vx € X,
1 1
atuncst H(FT,FG) < 77 - max {m, m},

(g) dacd T, : X — Py(X) este un sir de operatori multivoci a-Cirié, cu Tpx B T cind n — 00, uniform
relativ la x € X, atunci

lim H(FT ,FT) = 0

n—oo

(h) dacd exista xo € X sir > 0, astfel incat D(xo, Txo)
(i) daca exista xo € X sir > 0 pentru care §(xo, Txg) <

T : B(xg, ) —>P<B<x0,1_a >)

< (1 = a)r, atunci existd x* € Fr N B(xo,r);
(1 — a)r, atunci

st exista x* € Fr N B(xg,r);

(j) daca X este tot un spatiu Banach, U o submultime deschisd a lui X si T : U — P.(X) este un operator
multivoc Cirié, atunci asa numitul cémp multivoc asociat G : U — P(X), definit prin Gz := x — Tz este un
operator deschis;

(k) exista o selectie Caristi a lui T';

(m) daca, in plus, T : X — P.p(X), incluziunea de punct fix x € Tx asociatd operatorului multivoc Ciri¢ T
este stabila Ulam-Hyers in sens generalizat;

(n) operatorul multivoc T are proprietatea de aproximare de punct final, adicd ;g}f{ D(x,Tz)=0;

(o) daca operatorul multivoc T este inferior semincontinuu, atunci are proprietatea aproximatd de punct
final daca si numai dacd are un unic punct fix strict;
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. 1
(p) daca T : X — Pp(X) este a Clirié cu coeficientu a < o atunci multimea punctelor five Fr este

compacta.
(q) daca T : X — Py pa(X) este un operator multivoc de tip Cirié, atunci pentru orice p > 0, are loc

H(F;, Fr) < , unde Fy = {x € X | D(z,Tz) < p}.

l—«o

Al doilea rezultat teoretic pe care il vom prezenta in aceasta sectiune este un principiu saturat de punct
fix pentru operatorii de tip Ciri¢ multivoci. Folosim concluziile din [Teorema 3.2.1] care sunt valabile pentru
cazul particular atunci cAnd (SF)p este nevida. Deci, in urmatoarea noastra teorema prezentam doar
concluziile metrice care aduc o anumita noutate in raport cu teorema anterioara.

Teorema 3.2.2 (Un principiu extins de punct fix strict pentru operatori multivoci Ciric’). Fie (X,d) un
spatiu metric complet si T : X — Py (X) un operator multivoc a-Cirié, adica exista o € (0,1), pentru care

H(Tz,Ty) < a- M(x,y), pentru orice x,y € X,

unde
M (z,y) := max{d(z,y), D(x,Tz), D(y, Ty), % [D(z,Ty) + D(y, Tx)]}.

In plus, presupunem cd au loc (SF)p # 0. Atunci, au loc urmdtoarele concluzii :
(a) (SF)r = Fr = {z"};
(b) daci o < ok atunci operatorul multivoc T are proprietatea lui Ostrowski;

(¢) incluziunea de punct fir x € Tx asociatd operatorului multivoc Cirié T este Ulam-Hyers stabild in sens
generalizat;

(d) incluziunea de punct strict fir {x} = Tz asociatd operatorului multivoc Cirié T este stabild Ulam-Hyers
in sens generalizat;

(e) problema de punct fix este bine pusd pentru T, in raport cu functionala de tip gap’ D, respectiv H ;

(f) H(Tz,z*) < ad(x,z*), pentru orice x € X;

(9) d(xz,z*) < ﬁH(l’,Tﬂ?), pentru orice x € X ;

(h) dacd G : X — P(X) este un operator multivoc ce satisface Fg # 0, si exista n > 0, pentru care
H(Tz,Gz) <n,Vx € X,

1
1—a

atunci H(Fr,Fg) <n-
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Capitolul 4

Scheme iterative pentru contractii generalizate in spatii
metrice complete

4.1 Analiza de punct fix pentru contractii generalizate, prin intermediul
schemei iterative de tip Ishikawa

In prezenta sectiune, obiectivul nostru este de a studia rezultate privind existenta si unicitatea punctelor
fixe pentru functii de tip contractie generalizata. Contextul se refera la operatorii de tip contractie, in sensul
urmator :

cd(Tx,Ty) +ald(x,Tz) + d(y, Ty)] < kd(z,y) .

In plus, facem observatia ci tehnicile noastre sunt valabile si pentru tipuri mai complexe de contractii
generalizate. Karapinar, Moosaei si alti autori au folosit schema iterativa Krasnoselskii in cazul particular
atunci cand parametrul auxiliar A este egal cu 1/2.

Acum, deoarece lucram cu tipuri de operatori de tip contractiv, reamintim o generalizare a principiului
contractiei in spatii metrice convexe.

In [72] Karapinar a demonstrat teoreme de existentd si unicitate pentru functii care indeplinesc anumite
conditii contractive in spatiile Banach, de tip con cum ar fi

d(Tx,Ty) > ad(z,y),
d(z,Tz) +d(y, Ty) < pd(z,y),
ad(Tz,Ty) + bld(z, Tx) + d(y, Ty)] < sd(z,y).
Karapinar a folosit urméatoarele conditii pentru acesti operatori de tip contractiv, cum ar fi:

a>1,pe€|0,2), respectiv 0 < s+ |a] —2b < 2(a + D).
In [28], Asadi a generalizat conditiile de mai sus pentru functii inzestrate cu mai multi coeficienti, adici:

ad(z,Tz) + bd(y, Ty) + cd(Tz, Ty) + ed(z, Ty) + fd(y, Tz) < kd(x,y).

Asadi a studiad existenta si unicitatea punctului fix pentru contractiile de mai sus, folosind conditia:

b+e—|fl[(1—=X)—|c|A <k<a+b+c+e+f—|c\)\—|f|(1—)\)
1—-A - 1—-A

In mod independent, in [159] Wang si Zhang au demonstrat o teorems pentru existenta punctelor fixe ale
unei perechi de functii de tip contractii generalizate, cum ar fi

kd(Txz,Sy) < ad(xz,y) + bld(x,Tx) + d(y, Sy)] + c[d(x, Sy) + d(y, Tz)],

folosind o schema iterativa de tip Jungk-Krasnoselskii, adica satisfacand

7 (4.1.0.1)

Tont1 = W (22, Txon, A)
Tont2 = W (22n+1, TTont1, A)

si au dat un exemplu de functie pe ramuri care sa satisfaca conditia anterioara.
De asemenea, Wang si Zhang au impus conditiile a + 2¢ < k si (k,a,b,c) € 'y, cu p € {1,2,3,4}, unde I,
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au fost definite in termenii coeficientilor a, b, c si k.
In [91] Moosaei a prezentat o teoremi pentru o pereche de operatori de tip Banach (f, g) satisficand

ad(gz, fx) + bd(gy, fy) + cd(fx, fy) < kd(gz, gy),

cu2b—|c] <k <2(a+b+c)—|c| siin [93] acelasi autor a prezentat o teorema pentru existenta si unicitatea
unui punct fix comun al unei perechi de operatori (S, 7"), unde (S, T) este o pereche slab compatibila, adica:

ad(Sx,Tz) + bd(Sy, Ty) + cd(Tz, Ty) < ed(Sz, Sy).

Intr-un mod similar, in [92], Moosaei a prezentat conditii suficiente pentru existenta unui punct de coinci-
denta al unei perechi de contractii generalizate (S,T'), dupa cum urmeaza

ad(Tz,Ty) + pd(Sz,Ty) + d(Sy, Tx)] + v [d(Sz, Ty) + d(Sy, Tx)] < nd(Sz, Sy),

folosind ca Wang si Zhang un proces iterativ Jungk-Krasnoselskii.
In [2], Abbas et. al. au prezentat anumite idei privind simplitatea schemei iterative modificate de tip
Krasnoselskii

Tnt1 = (1 = Nzxy + XNT" 2y,

unde A € (0,1) iar operatorul 7" este definit pe o submultime convexa, inchisa si nevida a unui spatiu
Banach convex uniform. Mai mult, aceasta schema iterativa se poate extinde cu ugurinta in cazul spatiilor
metrice convexe in sensul lui Takahashi. Abbas, Khan gi Rhoades au sugerat ca o multitudine de scheme
iterative de punct fix pot fi rezolvate folosind schema iterativa de mai sus, care este mult mai simpla decat
iteratia Ishikawa. Cu toate acestea, acest principi de simplificare nu se aplicd iTn mod direct la cercetarea
noastra, deoarece avem de-a face cu un tip generalizat de contractii neliniare, In contrast cu cazul in care
operatorul T este definit prin intermediul iteratelor sale, de exemplu, atunci cand T este o functie asimptotic
neexpansivi. In acest caz, operatorul indeplineste urmatoarea conditie: exista un sir (k,)nen C [1,00), cu
> (kn — 1) < o0, astfel incat
neN

[T"z = T"y|| < knllz —yl|.
Deci, in cazul de mai sus, conditia ar actiona asupra iteratelor operatorului 7', contrar cazului in care T'
este o functie neliniard generalizata de tip contractie. In cazul nostru, intrucdt nu presupunem o conditie
asimptotica pentru operatorul neliniar, in special din punct de vedere al complexitatii computationale, pro-
cesul iterativ Krasnoselskii modificat ar fi mai putin rentabil decat binecunoscuta schema iterativa Ishikawa.
Cauza acestui lucru se bazeaza pe faptul ca iteratia Krasnoselskii modificata necesita calcularea lui T la
fiecare pas.
Scopul nostru este sa oferim o noua metoda de demonstratie pentru schema iterativa Ishikawa mai complexa.
in cele din urma, acest lucru va fi validat printr-un exemplu.

Teorema 4.1.1. Fie (X, d) un spatiu metric convex complet.
Fie K o submultime nevida, inchisa si convexd a lut X si T : K — K o functie ce satisface urmdatoare
conditie de tip contractie generalizata :

cd(Tz, Ty) + ald(x,Tz) + d(y, Ty)] < kd(x,y),

pentru fiecare x,y € K.
Fie (o) st (Brn) doud siruri in (0,1) si fie a1, a2,b1,be € [0,1], astfel incit o, € [a1,a2] C [0,1) si B, €
[b1,be] C [0,1), pentru orice n € N.

Consideram :
@ , a>0 M’ a>0
1 1—a2 1—b2 -
86(072)771}1: , W2 1=
2a 14+
_ 4 <0 a(l + b1)
3(1—ar) =5 o ¢<Y
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S(a+0) — lal(1+ o)

1—-0 ’
w3 = ,7’2:{

%(HC)— lal(1 + bo)

N[ N

, k<O
1— by
3(1 —
w, a>0stc>0,
2(a+c¢)
1+
5= U € ) a>0sic<0,

2(1 —al) g(l —GQ)(I —62)7

a (1+b2)
8(1—a2)(1—bg) 2(1—6‘61)7
Presupunem cd au loc urmatoarele :

a<0sic>0

(1) c#0,
(2) a+ec>0,
(3) k>wi,
(4) k> wo,
(5) k< ws,
(6) s>0,
la] (1402
(7) |C|T<S_k_?(1—a2)(1—b2)'

Atunci, operatorul T admite un punct fix.
In plus, dacd k < ¢, acest punct firz este unic.

Observatia 4.1.2. Relativ la demonstratia [Teoremei 4.1.1], facem urmatoarea observatie : dacd a > 0,
atunci £ > 0.

Ca urmare a rezultatului de mai sus, putem obtine o teorema de punct fix pentru o anumita iterata al
unui operator dat Intr-un spatiu metric convex complet.

Corolarul 4.1.3. Fie (X,d) un spatiu metric convexr complet. Fie K o submultime nevidd, inchisd si
convexd a lui X, iar T : K — K un operator dat. Presupunem ca exista p > 1, pentru care T satisface :

cd(TPx, TPy) + ald(x, TPz) + d(y, T?y)] < kd(x,y),

pentru orice x,y € K. In plus, presupunem cd operatorul TP : K — K satisface conditiile (1)-(8) din
[Teorema 4.1.1]. Atunci, T admite un punct fiz. Totodatd, dacd k < ¢ atunci acest punct fix este unic.

In cele din urmi, oferim un exemplu care valideazi principalul nostru rezultat al acestei sectiuni.
Exemplul 4.1.4. Fie X :=[0,00) i T : X — X, astfel ncat :
T(z) = {1§4’ v € 10.0) ;
5500 T € [0, 00)

unde z( poate fi orice punct din multimea [0, c0). Observam ca, deoarece x( este un punct de discontinuitate
pentru 7', atunci T nu este o contractie. In acelasi timp, T satisface inegalitatea:

1
1800d(Tx, T'y) + §d(x,y) <10[d(z,Tz) + d(y,Ty)] .

De asemenea, T" admite un unic punct fix, adica 0 € X.
In plus, sirurile (o) si (8,) din schema iterativi Ishikawa sunt:

1 +1
o, = —
1 1
Bn_n+3+§



4.2 Proprietati calitative si rezultate de stabilitate pentru algoritmul Mann
pentru operatori multivoci

Scopul acestei sectiuni este de a investiga anumite rezultate privind umbrirea la limita, stabilitatea Ulam-
Hyers, T-stabilitatea si bine punerea problemei de punct fix, implicind operatori multivoci de tip contractie.
Definitiile originale au la baza iteratia Picard, adica z,41 € Tz, cu 9 € X un element arbitrar. Aici vom
modifica definitiile originale pentru a fi potrivite contextului schemei iterative Mann. In primul rand, vom
oferi cateva rezultate teoretice In ceea ce priveste dependenta de date a punctului fix, relativa la algoritmul
lui Mann, introdus prin aga numitele perturbatii admisibile.

Definitia 4.2.1. Fie X o multime nevida, T : X — P(X) un operator multivoc i G : X x X — X un
operator ce satisface urmdtoarele condifii :

(Al) G(z,z) = =z, pentru fiecare v € X,
(A2) pentru orice z,y € X cu G(x,y) =z, avem cd x = y.

Fie T : X — P(X) un operator multivoc, definit prin

Tar =G (z,Tz) == {G(z,u)/u € Tx}.
Atunci, spunem cd Tg se numegte perturbatie admisibild a lui T corespunzdatoare lui G.
Lema 4.2.2. Fr, = Fr si (SF)r, = (SF)r.

Pentru mai multe tipuri de exemple, a se vedea [Exemplul 5.3] - [Exemplul 5.6] din lucrarea [114].

Acum vom prezenta algoritmul iterativ al lui Mann prin intermediul perturbatiilor admisibile, care vor
fi utilizate in continuare in aceasta sectiune.

Definitia 4.2.3 (Algoritmul Mann). Fie (X,d) un spatiu metric, T : X — P(X) i Gy : X x X — X astfel
incat Tg, : X — P(X) este perturbatia admisibild asociata lui T corespunzatoare lui G, pentru n € N.
Algoritmul Mann sau pe scurt algoritmul GM, corespunzator familiei de operatori G := (Gy)nen este definit
in felul urmadator :

xo € X arbitrar §i xn11 € Gy (xn, Txy) = Tq, Tn, pentru orice n € N.

Prin definitie, algoritmul GM este convergent daca Vx € X siy € Go (z,Tx) = Tg,x, existd un sir (Tn)nen
din X, pentru care

(i) zo = = §i 11 =y,
(17) Tpt1 € G (zn, Tzy) = T, T,
(131) sirul (x,,) este convergent la un element z*(z,y) € Fr,
(v) *(z,z) = x, pentru orice v € Fr.
In termenii operatorilor multivoci slab Picard, avem cd dacd GM este convergent, atunci operatorul Tg, este
MWP, pentru fiecare n € N. In cazul convergentei, putem defini operatorul univoc t> : Graph(Tg,) — X,
prin
t*(z,y) = z"(z,y),
pentru orice (z,y) € Graph(Tg,).
Definitia 4.2.4 (Algoritmul Mann). Fie (X,d) un spatiu metric. Consideram operatorii Gy, : X x X — X
astfel incat Tg,, este perturbatia admisibila a lui T corespunzatoare lui Gy, pentru orice n € N. Algoritmul
GM satisface conditia () relativa la operatorul multivoc T : X — P(X) dacd urmatoarele ipoteze sunt
adevarate :
(1) ¥ : Ry — Ry este crescatoare, continud in 0 si (0) =0,
(13) algoritmul GM este convergent,
(131) d(x,t>(x,y)) < ¢ (d(z,y)), pentru orice (z,y) € Graph(Tg,)-
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Primul nostru rezultat priveste problema dependentei de date pentru algoritmul GM. Teorema noastra
este legata de Teorema 7.2 din [114] cu o presupunere suplimentara care este necesara pentru demonstratia
noastra.

Teorema 4.2.5 (Algoritmul GM). Fie (X,d) un spatiu metric, T,S : X — P(X) doi operatori multivoci
st G := (Gyp), unde Gy, : X x X — X operatori ce satisface conditiile (A1) si (A2), pentru fiecare n € N.
Presupunem cd au loc:

i) algoritmul GM satisface conditia (1)) relativa la T si S,

i1) existd lg, > 0 astfel incat d (Go(z,y), Go(z,2)) < lg,d(y,z), pentru orice x,y,z € X,
ii1) exista n > 0 astfel incat H (T'x,Sx) <n, pentru orice x € X,

i) dacd q > 1, atunci ¥(qt) < qip(t), pentru fiecare t € R

(
(
(
(

Atunci,
H (Fr, Fs) < d(lg,n).

Observatia 4.2.6. Daca in [Teorema 4.2.5], avem ca daca algoritmul GM satisface conditia (1) relativ la
T si conditia (1)) referitoare la S, rezulta ca :
Pentru z € Fg, avem ca

d(z,t® (z,Go (z,Tx))) < q1(lgen)-

Intr-un mod similar, pentru z € Fp, avem ca

d(Z, Ch (Za Go (Z, SZ))) < qw2(lGon)'

Utilizand definitia lui H si lasdnd ¢ N\, 1, concluzia este ca

H (FTv FS) < max{wl(lGon)a 1/}2([(;077)}'

Urmatorul nostru scop este sa studiem proprietatea de dependenta de date pentru schema iterativa

Mann. Vom folosi aceeasi tehnica ca in [143]. De asemenea, pentru convergenta acestor algoritmi in diferite
tipuri de spatii, cum ar fi spatii metrice complete, spatii hiperbolice si spatii Banach, lasam cititorul sa
urmeze [41], [43] si [146].
Mai mult, pentru utilizarea ulterioara a spatiilor hiperbolice, observam ca daca G(z,y) := W(z,y, A), for
A € [0,1] fixat si x,y € X, avem ca W(x,z,\) = z, pentru fiecare x € X, din [Observatia 1.5.7], deci
presupunerea (A1) este satisfacuta si daca, pentru fiecare z,y € X, W(x,y,\) = z, apoi prin [Lema 1.5.8],
obtinem ca

= d(W(ﬁU,ya)‘)vx) = )‘d(x7y) 5

deci x = y pentru A € (0,1). Prin urmare, presupunerea (A2) este de asemenea satisfacuta.
Mai mult, obiectivul nostru este sa exemplificam dependenta de date pentru algoritmul iterativ al lui Mann
in cazul contractiilor Nadler multivoce.

De acum incolo, prin (X, d, W) vom nota un spatiu hiperbolic X, inzestrat cu o metrica d. De asemenea,
vom lucra numai in contextul spatiilor metrice hiperbolice.

In aceasta sectiune, vom folosi urmitoarea notatjie :
W (A, B,\) :={W (a,b,\) Ja € Asgibe B}.

In demonstratia urmitoarei teoreme se foloseste proprietatea (W4) a spatiilor hiperbolice.Mai mult, ur-
matoarea noastra teorema va fi utilizata in cadrul [Teoremei 4.2.10] si [Observatiei 4.2.11] si in contextul
proprietatilor calitative ale problemei de punct fix, de fapt in [Teorema 4.2.15], privind T-stabilitatea.

Teorema 4.2.7. Fie (X,d, W) un spatiu hiperbolic si Y1,Y2,Z1 si Zy din P(X). Atunci, avem cd

H (W (Y1,Y2, N), W (Z1, Z2, \)) < (1 = NH(Y1, Z1) + AH (Y, Z3).
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Observatia 4.2.8. Utilizdnd definitia lui H, dacd avem structura liniara, atunci se poate arata ca
H (MA,\B) < \H(A,B),
pentru fiecare A > 0 si A, B € P(X).
Corolarul 4.2.9. Se poate demonstra foarte usor cd
H(W(A,B,\),W(A,C,\)) < AH(B,C),
pentru fiecare X > 0 i pentru orice A, B,C € P(X).

Al doilea rezultat este dependenta de date a punctului fix pentru contractii multivoce, folosind schema
iterativa a lui Mann.

Teorema 4.2.10 (Dependenta de date). Fie (X,d, W) un spatiu metric hiperbolic complet i T,S : X —
P, (X) doua contractii multivoce, adica

e existd ap € (0,1) astfel incait H(Tx,Ty) < ard(x,y), pentru fiecare x € X gi

e crista ag € (0,1) astfel incat H(Sx,Sy) < agd(x,y), pentru orice v € X.

Pentru un sir a,, € [a,1—a] C (0,1), consideram perturbatia admisibild a lui T, respectiv S corespunzdtoare
lui W :

T, =W (z,Tx, ) = {W(z,u,0n)/u € Tx},
St =W (z,5z,an) = {W(z,u,an)/u € Sz}.

In plus, presupunem cd wrmdtoarele sunt satisfacute :
(1) exista n > 0 , astfel incat H(T'z,Sx) < n, pentru fiecare x € X,
(2) Marginea inferioard a pentru sirul (o) satisface :

as —2+4/8+a% 1 ar —2+/8+ a2 1
ae( 5 st a € T .

21 +ag) 2 214+ ar) 2

Atunci,

H(Fr, Fs) < aon- max{(?)a —1)—a(l-a)(l+as) Ba—1)—a(l —a)(1+ O‘T)}'

Observatia 4.2.11. a) Utilizand proprietatea (W4) a spatiilor hiperbolice si datorita faptului ca Go(z,y)
este W (x,y, ap) pentru ag € (0, 1] fixat, avem ca

d(Go(z,y),Go(z,2)) =d(W(x,y,ap), W(x, z,ap)) < apd(y, 2).

Atunci I, poate fi considerat oy > 0. Mai departe vom aplica [Teorema 4.2.5] la cazul operatorilor multivoci
de tip contractie din teorema precedenta:

Am aratat ca a

(Ba—1)—a(l —a)(1+qar)’
pentru xo € Fyg si, din [Teorema 4.2.5] si din [Observatia 4.2.6], ludnd ¢ “\, 1 si d(xo,z*) < 91(on), toate
acestea implica faptul ca

d(zg,z") < qogn -

¢1 (t) - Clt,
a

t= ic = >0
A A= g T —al— o)1+ ar)
Pentru yg € Fr si 19 avem o observatie similara, adica

3a—1)—a(l —a)(l+qag)’

d(yo,y*) < qaon - (

pentru yo € Fr, din [Teorema 4.2.5] si din [Observatia 4.2.6], avem ca

d(yo, y*) < a2(con).
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Aceasta implica faptul ca ia(t) = cot, cu t = an si
a

2 Ba-D-al-atas)

b) Daca (X, d) este complet gi T',S : X — P,(X), daca algoritmul GM este convergent si datorita faptului
cd Ty, $i Sa, sunt contractii multivoce cu coeficientii (1 — a)(1 + ag), respectiv (1 — a)(1 + ar), deducem

ca Ty, si Sa, sunt intr-adevar ¢1-MWP si 1o-MWP, din [Observatia 1.1.8], unde 91 (t) =

— i
an(1—ar) 5

= ——  , pentru orice t € R;.
an(l - OJS)

Urmatorul nostru rezultat se refera la stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii de punct fix, folosind schema
iterativa Mann.

Teorema 4.2.12 (Stabilitatea Ulam relativa la schema iterativa Mann). Fie (X,d, W) un spatiuv metric
hiperbolic complet i T : X — P(X) un operator multivoc, astfel incit Toy : X — Pp(X).

Fie ay, € [a,1 —a] C (0,1).

Presupunem cd au loc urmdtoarele ipoteze :

(a) ezista ar € (0,1) pentru care H (Txz,Ty) < arpd(z,y), pentru orice x,y € X,

(b) ac (aT—2+\/8+a2T 1)

21+ ar) 2

Fiee >0 six € X, astfel incdt
D (z,Tyyx) <e

Atunci exista x* € Fr, astfel incat

a

A7) <e- (Ba—1)—a(l—a)(1+ar)

Teorema 4.2.13 (siruri de contractii privind schema iterativa Mann). Fie (X,d, W) un spatiu metric
hiperbolic complet si T : X — P.,(X) o ar contractie relativ la functionala H. Fie T, : X — Py(X), n € N

un gir de arp-contractii multivoce relative la metrica Pompeiu-Hausdorff H, astfel incit T,x B Ty cind
n — +oo, uniform relativ la x € X. Atunci,

H .
Fr, = Fr cind n — +o00.

Teorema 4.2.14 (Bine punerea problemei relativa la D si la schema iterativa Mann). Fie (X,d, W) un
spatiu metric hiperbolic complet §i T : X — Py(X), cu (SF)p # 0 si * € (SF)r.

Fie ay, C (0,1), pentru orice n € N gi Ty, perturbatia admisibild relativa la operatorul multivoc T', care este
o ar-contractie .

Fie (xn)nen un sir din X, astfel incat

D (zy,Ta, xn) — 0 cind n — +00.
Totodata, presupunem cd existd a > 0, astfel incit oy, > a, pentru orice n € N. Atunci,
Tn 2 cand n — +oo.

Teorema 4.2.15 (T-stabilitatea relativa la schema iterativa Mann). Fie (X,d, W) un spatiu metric hiper-
bolic complet si T : X — P.(X) o ar-contractie. Fie xg € X §i Tpt1 € Ta, Tn, cu{an} € [a,1—a] C (0,1),
pentru orice n € N. Presupunem cd marginea inferioard a sirului (oum)nen, adicd a satisface conditia din
[Teorema 4.2.10]. Totodata, consideram {yn} un sir. Fie

en:=H (yn+17Tanyn) )
pentru orice n € N. In plus, definim x* € Fp. Dacd Tx* este o multime cu un singur element, rezultd cd

Yn — ¥ cind n — +oo dacd si numai dacd €, — 0 as n — +oo.
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Teorema 4.2.16 (Proprietatea de umbrire la limita referitoare la schema iterativa Mann). Fie (X,d, W)
un spativ metric hiperbolic complet. Fie $i T : X — Py(X) o ap-contractie. Consideram x¢g € X si
Tnt1 € To,Tn, cu (an) € [a,1 —a] C (0,1), pentru orice n € N. Presupunem cd marginea inferioard a
strului (o )nen, adica a satisface conditia din [Teorema 4.2.10)].

Fie (yn) un sir. Totodatd, consideram si

D (Ynt1, T, yn) — 0, cdnd n — oo.
Consideram x* € Fp. Atunci, daca Tx* este o multime cu un singur element, avem cd

d(Yn,Tn) — 0 cdnd n — o0

4.3 Rezultate de convergenta pentru scheme iterative in contextul spatiilor
metrice convexe

Majoritatea problemelor din lumea reala care provin din stiintele aplicate sunt, in general, ecuatii func-
tionale. Aceste tipuri de ecuatii pot fi rescrise ca ecuatii de punct fix. Este necesar ca sa se dezvolte o
schema iterativa avand o rata buna de convergenta care aproximeaza solutia acestor tipuri de ecuatii. Multe
rezultate din domeniul teoriei punctului fix privind existenta gi unicitatea punctelor fixe ale contractiilor
au fost dezvoltate folosind algoritmi iterativi de baza, cum ar fi: iteratia Picard, Krasnoselksii, Mann si
Ishikawa. De-a lungul anilor, interesul cu privire la viteza, respectiv rata de convergenta a unor astfel de
scheme iterative a crescut exponential. De exemplu, multi autori au luat in considerare numeroase procese
iterative si au studiat rata lor de convergenta. Pentru aceasta, consultati [4], [34], [51], [55], [41] si [156].
Unele scheme iterative au fost introduse pentru a studia proprietatile punctelor fixe ale contractiilor. De
asemenea, altele [132] au fost introduse pentru studiul functiilor neexpansive. Mai mult, unii autori [51]
au comparat rata de convergenta pentru unii algoritmi iterativi pentru operatori de tip cvasi-contractii.
In cele din urmi, avand in vedere faptul ci clasa de spatii metrice convexe este mai generald decat clasa
binecunoscuta de spatii normate liniare, vom lucra in contextul spatiilor metrice convexe introduse de W.
Takahashi.

Scopul nostru este de a introduce noi procese iterative gi de a demonstra ca acestea sunt convergente in
circumstante adecvate. In prezenta sectiune, lucrim pe un domeniu neliniar, mai explicit pe un spatiu
metric convex. De asemenea, reamintim doua exemple de baza importante de spatii metrice convexe:
spatiile CAT'(0) si spatiile normate liniare. Pentru detalii, lasam cititorul s& urmareasca [39] si [157]. Alte
exemple importante sunt: spatiile hiperbolice introduse de Goebel gi Kirk si spatiile hiperbolice in sensul
lui Reich si Safrir. Pentru detalii, a se vedea : [54] si [132].

Pentru a simplifica unele procese iterative existente in literatura de specialitate, reamintim definitia lui
Machado din [87] de combinatii convexe generale definite pe spatii metrice convexe:

Pentru ay, ...,an € X si 1, ..., 0n € [0,1] cu 37" ¢; = 1, definim notiunea de combinatie convexa multipla
a elementelor ay, ..., ap

1 —1
W (a1, ey Qn; P15 ooy Pn) :W<W <a1,...,an1; d s eees Pn ) ,an;l—gpn) ,

1 —on 1 —on

daca
n 71
si
W(ay,...,an;0,..,1) = ay,

daca ¢, = 1.
Vom trata cazul cand n = 2 gi n = 3. Vom considera ¢,, # 1. Celalalt caz este trivial si rezulta chiar din
definitie.

Vom face conventia ca, pentru n = 2, avem :

W (a1, az;1,92) = W (W (al,al; 1<_m¢2> sa; 1 — @2)

- W (a17a’2; 1 - @2)
- W(a17a27<)01)7
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unde 1 + 2 = 1.
Reamintim cd am folosit o proprietate a spatiilor metrice convexe, anume W(x,z,\) = z, Vo € X si
A€ [0,1].

Pentru n = 3, avem ca

1 9
W (a1, a2, a3; @1, p2,p3) = W (W (al,az; L4 , ? ) yaz; 1l — <P3)
1—p3 1—3

=W (b3,a3;1 — p3),

unde

by =W (al,@; 2l P2 >

1—p3"1—¢3
:W<a1,a2;l— L )7
1 -3

precum in cazul cand n = 2. Totodata, avem ca 1 + 2 + ¢3 = 1. Pe de alta parte, fie C' o multime nevida
si convexd a unui spatiu normat E si T : C — C a d-o contractie. In 2005 Suantai [156] a introdus iteratia
modificata Noor, cu girurile auxiliare

(an)’ (,Bn), (an)v (bn)’ (Cn) C [07 1]7 rr=z€Csi

Tnt1 = O TYn + BnTzn + (1 — ap — Bn)xn, n>1
Yn =bpTzn + cyTxn + (1 — by — )y (4.3.0.1)
zn = apnTxy + (1 — ap)x,.

In cazul in care C este o submultime nevida si convexi a unui spatiu metric convex F, Berinde a modificat

schema iterativa de mai sus cu ajutorul structurii de convexitate W si a definit acest proces iterativ in felul
urmator :

Tpg1 =W (Tyna w <Tzn7mna b ) aan>

On
Yo =W <Tzn, W <T:cn, T, C”) ,bn) (4.3.0.2)
zn =W (Txp, Tp, ay,) -

Totodata, in [6], Agarwal et al. au definit o nouad schema iterativa pe o multime nevida si convexa C
dintr-un spatiu normat, care poate fi adaptata foarte simplu la spatiile normate. Aceastd schema iterativa
este definita de 1 = x € C, respectiv

{xnﬂ =Ty, + (1 — an)Txy, (43.0.3)

Yn = bpTxn + (1 — by)zy.

In contextul unei submultimi nevide si convexe C' a unui spatiu convex metric, procesul iterativ de mai
sus este definit de z1 =z € C si de

{l'nJrl =W (Tyna Ty, Oén) (4 3.0 4)

Yn =W (Tzp, xpn,by) .

In [4], Abbas si Nazir au imbunatitit schema iterativi de mai sus transformand-o printr-o schemi cu 3 pasi.
O vom prezenta in contextul spatiilor metrice convexe :

Tn+l = w (T,Zn, Tynu an)
Yn =W (Tzp, Twn, by) (4.3.0.5)
zn =W (Tan, Tn,ap,) .

In intreaga literaturd de punct fix putem gisi si alte procese iterative importante. Utilizdnd lucrarea
[55], le vom reaminti in contextul spatiilor metrice convexe
schema iterativa SP, cu xg =z € C si

In+l = w (Tynu Yn, an)
Yn = W (Tzn, 2n, bn) (4.3.0.6)
2n =W (Txn, Ty, an) -
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schema iterativa S, cu xg = x € C i

{l‘n+1 =W (Tyn, Tan, o) (4.3.0.7)

Yn = W (Txp, xpn,by) .
schema iterativa CR, cu xg = x € C' gi

In+l = w (Tyna Yn, an)
Yn = W (T2y, Ty, bi) (4.3.0.8)
zn =W (Txn, n,ay,) .

Pe de alta parte, in [55] Gursoy si Karakaya au introdus o varianta modificata a schemei iterative hibride
Picard-S.
Tnt+1 = Tyn
Yn = W (Tzp, Ty, by) (4.3.0.9)
2n =W (Txp, xn, an) .
Totodata, relativ la problemele deschise din Agarwal, Sintunavarat gi Pitea, in [155] au introdus un nou
proces iterativ care din punct de vedere calitativ e mai bun decéit cel al lui Agarwal gi decat girul Picard.

Acesta are urmatoarea forms :
schema iterativa Sy, cu g =x € C si

Tnt1 = W (Tyn, Tz, )
Zn = w (yrw Tn,s an) .

Chiar daca lucram In contextul unui spatiu metric convex, vom folosi o proprietate suplimentara ce
apare in cadrul spatiilor hiperbolice in sensul lui Goebel si Kirk, adica W (z,y, A) = W(y,z,1 — A), pentru
fiecare x,y € X si A € [0,1]. Aceasta proprietate este ugor satisfacuta intr-un spatiu normat liniar.

Primul rezultat principal al acestei sectiuni mbunatateste schema iterativa a lui Suantai 4.3.0.2 pe spatii
metrice convexe. Urmatorul proces iterativ este un algoritm implicit realizat prin intermediul combinatiilor
convexe multiple. 11 vom numi schema iterativd implicitd Suantai

Tp+1 = W(ymTynaT'rn-i-l; 1 — ap — Bn, Bn, an)
Yn = W(ZmTZna Tym 1—0by —cn,cp, bn)

2n = W(Tzp, T, an).
Prin intermediul combinatiilor convexe simple, schema iterativa devine

Tp41 = W (T$n+17 W (Tyna Yn, 1 fna > ,Oén>
Yn =W (Tyn, w (Tzn, Zns ¢ ) ;bn> (4.3.0.11)

_m
1-10b,
2n = W (Tzp, T, ap).

Primul nostru rezultat al acestei sectiuni se refera la urmatoarea chestiune: ce conditie trebuie impusa
asupra girului 4.3.0.11, astfel incat sa fie convergent la unicul punct fix unei d—contractii.

Teorema 4.3.1. Fie C o submulfime nevida, inchisd st converd a unui spa{iu metric convexr complet X.
Fie T : C — C o é-contractie. Consideram (ay), (by), (¢n), (an), (Bn), (bn+cn) st (o + Br) siruri in [0, 1]
astfel incat Y 5o (o + Pr) = 0o. Atunci (xy,) din 4.3.0.11 este convergent la unicul punct fix p al lui T.

Ca si cazuri particulare ale procesului iterativ 4.3.0.11 obtinem scheme iterative clasice, cum ar fi schema
implicita Noor, respectiv schema implicita Ishikawa.

Observatia 4.3.2. In 4.3.0.11, luand B, = ¢, = 0, obtinem schema iterativd implicitd Noor 1.5.0.6.
Totodata, luand §8,, = ¢, = a, = 0, obtinem schema iterativa implicita Ishikawa 1.5.0.7.
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In cele din urm# vom studia dous procese iterative, anume siruri iterative de tipul Noor II modificate

implicit prin combinatii convexe multiple.
Primul gir il vom numi Schema iterativa implicita Noor II prin intermediul combinatiilor convexe multiple
sau, pur si simplu, IN II m.c.c. Aceasta este definitd prin intermediul combinatiilor convexe multiple, in
felul urmator :

Tn+1 = W(Tyn7 Tzp, Twpy1;1 — ap — Brs Bn, an)

Yn = W(Tzp, Ty, Tyn; 1 — by — cp,y Cny by)

zn = W(Tzp, xp, ap).

Prin intermediul combinatiilor convexe simple, schema iterativa devine

yn=W<Tyn,W(Txn,Tzn; ¢ );bn) (4.3.0.12)

_m
1—b,
2n = W (Tzp, Tn, ap).

Tpy1 =W (Tﬂan, w (Tzn,Tyn; 15"> ;an)
n

In ceea ce priveste convergenta schemei iterative 4.3.0.12, avem urmatoarea teorema.

Teorema 4.3.3. Fie C' o submultime nevida, inchisa st convexd a unui spatiuv metric conver complet X.
Fie T : C — C o §-contractie. Consideram (ay), (byn), (an) ,(bn + ), (an + Bn) siruri in (0,1). Atunci
(xn) din 4.3.0.12 este convergent la unicul punct fix p al lui T.

Acum vom prezenta ultima schema iterativa. O vom numi Schema iterativa Noor II dublu implicitd
cu mai multe combinatii convexe sau, pur si simplu, DIN II m.c.c. Aceasta este definitd prin intermediul
combinatiilor convexe multiple In felul urmator:

Tn+l1l = W(Tym Txn—&-h Trpy1;1 —ap — 6717 571: an)
Yn = W(TZTL7 Tyn, Tyn; 1 — by — cp, Ca, bn)
2n = W (Tzp, T, ap).

Prin intermediul combinatiilor convexe simple, schema iterativa devine

Tpi1 =W (Txn+1, w (Txn+1,Tyn; 1_'8"0[) ;an)
n
o =W (T W (T Toni 5 ) 00 (4:3.0.13)
—Un
2n = W (Tzp, Tn, ap).

In ultima noastra teoremsi a acestei sectiuni sunt prezentate conditii suficiente pentru convergenta pro-
cesului iterativ 4.3.0.13.

Teorema 4.3.4. Fie C o submulfime nevida, inchisd st converd a unui spa{iuv metric convexr complet X.
Fie T : C — C o d-contractie. Fie (ay), (bn), (o) ,(bn + cn), (an + Bn) siruri in (0,1). Atunci (x,) din
4.83.0.13 este convergent la unicul punct fixr p ol lui T.
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