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Introducere

Scopul acestei teze este studiul unor modele matematice de dinamici celulare si, de asemenea, studiul
unor probleme de optimizare convexa aplicate in leucemia mieloida cronica, prin luarea in considerare
a unor concepte de baza, metode si rezultate din teoria ecuatiilor diferentiale cum ar fi: existenta,
unicitatea, marginirea, dependenta continua de date si stabilitatea solutiilor.

Modelarea matematica a bolilor hematologice

Modelele matematice au fost folosite in ultimele decenii pentru o mai buna intelegere, predictie si un
mai bun control al proceselor biologice. Mai precis, proliferarea celulelor legata de productia de sange
si de boli hematologice a atras atentia multor matematicieni, cum ar fi S.I. Rubinow si J.L. Lebowitz
[94, 95], M.C. Mackey si L. Glass [60], M.C. Mackey [59] si B. Djulbegovic si S. Svetina [28]. Pentru
contributii mai recente ne referim la: A.S. Fokas et al. [32], B. Neiman [72], L.K. Andersen si M.C.
Mackey [8], C. Colijun si M.C. Mackey [21], M. Adimy et al. [2], D. Dingli si F. Michor [27], P.S. Kim
et al. [54], C. Foley si M.C. Mackey [33], A. Cucuianu si R. Precup [24], M. Doumic-Jauffret et al.
[30], N.L. Komarova [56], T. Stiehl gi A. Marciniak-Czochra [101], A.L. MacLean et al. [61, 62], F.
Crauste [23], IL.R. Radulescu et al. [88] si L.G. Parajdi et al. [76].

De-a lungul anilor, au fost propuse modele matematice ce reproduc atat hematopoieza normala cat
si pe cea anormala. Ecuatiile diferentiale folosite pentru modele implica, de obicei, functii sigmoide
sau Hill, din moment ce hematopoieza e un proces de auto-limitare. De exemplu, M.C. Mackey si L.
Glass [60] au propus urmatorul model matematic al productiei de sange:

’ ap (t —)
t) = ———— —cp(t
P (0= e ),
unde p (t) este densitatea celulelor mature in circulatia sangelui, 7 este intarzierea de timp dintre
productia de celule imature in maduva osoasa gi maturarea lor plus eliberarea in fluxul sanguin, a este
rata de producere a celulelor, ¢ este rata de inlocuire, b si n sunt numere pozitive. Forma speciala
a termenului neliniar aratd ci rata de crestere per celula p’ (t) /p(t — 7) e aproximativ egald cu a
cat timp densitatea celulelor imature e aproape zero si descreste cand p (t — 7) cregte. Parametrul n
controleaza gradul de inclinare al raspunsului. Ecuatia similara fara intarziere,
/ ap (t)
)= ——2 _ —cplt
p'(t) T b () (1),
modeleaza dinamica unei cresteri de auto-limitare datorata inhibarii aglomerarii, in timp ce sistemul
bidimensional »
/ _ ax(t
' (1) = me@ey — @ ®)
Ay(t) (1)
/ — Y
v () = maGmm ~ v O

introdus de D. Dingli si F. Michor [27] (vezi, de asemenea, si lucrarea lui A. Cucuianu gi R. Precup
[24]), modeleazi competitia dintre celulele stem hematopoietice normale si anormale/maligne. Aici
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parametrii modelului a, A, b, B, ¢ si C reprezinta ratele de crestere nerestrictive, sensibilitatile la mi-
cromediul maduvei osoase si ratele de deces/eliminare naturald ale celulelor (sau ratele de inlocuire),
ale celor doua populatii de celule.

Structura tezei

Teza este structurata In patru capitole, fiecare capitol fiind organizat In mai multe sectiuni.

Capitolul 1 este dedicat in intregime unor notiuni medical utilizate in realizarea acestei lucrari.
In Sectiunea 1.1 prezentam conceptul de Hematopoiezd, care este denumirea stiintifica a procesului
de formare al celulelor sanguine, in timp ce In Sectiunea 1.2 vorbim, pe scurt, despre leucemie,
supranumita cancer al sangelui. In final, in Sectiunea 1.3 oferim o introducere in leucemia mieloida
cronica.

In Capitolul 2 propunem un model matematic al dinamicii celulare ce ne arata procesul de
tranzitie de la hematopoieza normald la cea cronica si accelerat acutd in leucemia mieloidd. Acest
capitol cuprinde sase sectiuni. In primul rand, explicam continutul fiecarei sectiuni gi prezentam
principalele instrumente si metode utilizate.

Inspirat de lucrarea lui D. Dingli i F. Michor [27], in Sectiunea 2.1 introducem un model matematic
bidimensional:

_aw
' (t) = @ reym — ¢ )

(2)

Ay(t
y/(t):WMny(t),

care descrie evolutia populatiilor de celule stem normale z(t) si anormale/maligne y(¢) in leucemia
mieloida cronica. Pe baza acestui model, starea hematopoietica normala, starea cronica si accelerat
acutd a leucemiei mieloide cronice sunt caracterizate matematic in termenii parametrului D care
incorporeaza cregterea, eliminarea naturald a celulelor si ratele de sensibilitate ale celulelor anormale,
iar acest parametru reprezintd cantitatea homeostatica a celulelor anormale. Analiza de bifurcatie
ce implica acest parametru duce la doud puncte de bifurcatie care, din punct de vedere matematic,
corespund tranzitiei din faza hematopoietica normala in cea cronica leucemica, si din cea cronica, in
cea accelerat acuta.

In Sectiunea 2.2 facem o analiza calitativa a modelului matematic bidimensional prezentat in
Sectiunea 2.1. In acest sens, demonstram: existenta si unicitatea solutiei problemei cu valori initiale,
monotonia gi marginirea solutiilor si dependenta continua de date.

In Sectiunea 2.3 determinam punctele de echilibru ale modelului (2) si discutam stabilitatea lor
locala, In timp ce In Sectiunea 2.4 studiem stabilitatea globala a acestor puncte de echilibru. In
continuare, in Sectiunea 2.5 oferim cateva simuldri numerice ale modelului care confirma rezultatele
teoretice deja obtinute.

In final, in Sectiunea 2.6, modelul matematic este imbunatatit prin adaugarea altor sase ecuatii
aditionale

() = Tt —an Y = iy — G
xh(t) = agry — cama Y5 (t) = Agyr — Coyp
a4(t) = azwy — c3w3 y3(t) = Asy2 — C3ys
2y (t) = agws — cawy ya(t) = Aays — Cays

astfel incat, ca si in lucrarea lui F. Michor et al. [68] si D. Dingli i F. Michor [27], acest sistem devine
capabil sa descrie evolutia a patru tipuri de celule:

e stem primitive,

e progenitoare,
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e diferentiate,

e terminal diferentiate.

Simularile numerice arata paralelismul dintre dinamica celulelor stem primitive si cea a succesorilor
lor, care permite efectuarea analizei la orice nivel, in special la celulele terminal diferentiate, pentru
care datele de laborator pot fi obtinute mai usor.

Contributiile noastre principale in Capitolul 2 sunt dupa cum urmeaza. In Sectiunea 2.2 avem:
Teorema 2.2.1, despre existenta si unicitatea solutiilor problemei Cauchy asociate modelului bidi-
mensional (2); Teorema 2.2.2, despre marginirea solutiilor; Teorema 2.2.3 gi Teorema 2.2.4, despre
dependenta continua a solutiilor de date, bazata pe metoda clasica gi de asemenea, pe metoda vec-
toriald ce utilizeaza norme si matrici vectoriale. Cele mai relevante rezultate ale Sectiunii 2.3 sunt:
Teorema 2.3.1 si Observatia 2.3.2, ce ofera informatii despre stabilitatea locala a punctelor de echilibru
ale sistemului bidimensional (2), folosind metoda in prima aproximare a lui Lyapunov, in timp ce,
cel mai relevant rezultat din Sectiunea 2.4 e Teorema 2.4.1 care ofera informatii despre stabilitatea
globala a acestor puncte de echilibru.

Rezultatele acestui capitol sunt incluse in lucrarile: L. Parajdi [73], L.G. Parajdi si R. Precup
[75], L.G. Parajdi, R. Precup si E.A. Bonci [76] si R. Precup, D. Dima, C. Tomuleasa, M.A. Serban
si L.G. Parajdi [82].

Scopul Capitolului 3 este de a dezvolta o abordare matematica a terapiei optime pentru pacientii
individuali in leucemia mieloida cronica, bazata pe modelul matematic bidimensional din Capitolul 2.
Conform modelului Dingli-Michor (1) din lucrarea [27], pentru a eradica leucemia (cancerul singelui),
terapia ar trebui sa inverseze inegalitatea D > d ce reprezinta faza acuta leucemica, prin descresterea
ratei de crestere A si/sau prin cresgterea ratei de sensibilitate B si ratei de inlocuire C, atunci cand se
actioneaza impotriva celulelor maligne (anormale) si prin marirea ratei a si/sau a scaderii parametrilor
b si ¢, atunci cand terapia e indreptata catre celulele normale.

Spre deosebire de lucrarea lui D. Dingli si F. Michor, in lucrarea nostra avem de-a face cu faza
cronica leucemicd, caracterizatd prin inegalititile d < D < d/s. Mai realist, in loc sa tintim spre o
eradicare completa a leucemiei, prin inversarea inegalitatii D > d, exploram terapii ipotetice indreptate
spre celulele anormale, ce schimba starea de echilibru catre hematopoieza normalé si astfel ofera un
avantaj celulelor stem hematopoietice normale fata de cele anormale/maligne.

Capitolul este impartit in patru sectiuni. Dupa o prezentare generala, in Sectiunea 3.1, prezentam
o probleméa de optimizare convexa bazata pe modelul bidimensional introdus in Capitolul 2.

In Sectiunea 3.2 prezentam doua scenarii terapeutice legate de obiectivul principal al diminuarii
raportului y*/z* dintre celulele anormale gi normale, sub un prag prestabilit, in timp ce in Sectiunea
3.3 consideram un medicament ce actioneaza pe mai mult de un singur parametru. Rezultatele
obtinute sunt comparate cu cele din Sectiunea 3.2. Aici, In Sectiunea 3.3, demonstram ca folosirea
unui medicament ce inhiba simultan mai mult de un singur parametru cinetic permite o doza totala
mai mica, sau o toxicitate, sau un cost, iIn comparatie cu inhibarea unui singur parametru. Pentru a
rezolva problema de optimizare convexa folosim Teorema lui Kuhn-Tucker.

In final, in Sectiunea 3.4 consideram o problema de optimizare bazata pe modelul extins la celulele
terminal diferentiate, studiat in Sectiunea 2.6. Cel mai relevant rezultat al acestei sectiuni este
Concluzia 3.4.1, care compara rezultatele obtinute atunci cand medicamentul actioneaza asupra a
doud clase de celule (celule progenitoare si celule diferentiate), cu cele obtinute in cazul in care
medicamentul actioneaza numai asupra unei singure clase, clasa celulelor progenitoare.

Toate rezultatele din Capitolul 3 sunt originale si sunt continute in lucrarea L.G. Parajdi, R.
Precup, D. Dima, V. Moisoiu gi C. Tomuleasa [77].

Capitolul 4 este despre studiul unui model matematic al dinamicii celulelor stem dupa trans-
plantul alogen de maduva osoasa in leucemia mieloida cronica. Capitolul este structurat in patru
sectiuni.

Dupa o prezentare generala, in Sectiunea 4.1, bazdndu-ne pe modelul matematic din Capitolul 2,
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introducem modelul matematic tridimensional:

. ax(t) z(t)+y(t)
() = TG0 ® s o rem — @ 1)

_ Ay(1) £(0)+3(0)
V' () = SEamsm@ so @ rem — CY (1) (3)

2 (t) = oG ey semTer — ¢ 1)
ce descrie evolutia celulara post transplant a celulelor gazda normale, a caror populatie e notata
cu z(t), celule gazda anormale (sau leucemice), notate cu y(t), si celule donator notate cu z(t). In
comparatie cu modelul matematic initial dat de R. Precup et al. [81], folosind modelul nostru, putem
face o distinctie intre faza cronica si accelerat acuta la transplant.

In Sectiunea 4.2, facem o analizi calitativii a modelului matematic tridimensional (3). Astfel
demonstram: existenta si unicitatea solutiei problemei cu valori initiale, cat si marginirea solutiilor.

In Sectiunea 4.3 determindm punctele de echilibru ale modelului (3) si analizdm stabilitatea lor
locala, in timp ce in ultima sectiune, Sectiunea 4.4, oferim anumite simulari numerice, cum ar fi
reprezentdri in functie de timp gi portrete fazice ale sistemului dinamic (3). Simularile numerice
confirma rezultatele teoretice.

Rezultatele principale din Capitolul 4 sunt dupa cum urmeaza. In Sectiunea 4.2 avem: Teorema
4.2.1, un rezultat de existenta si unicitate, si Teorema 4.2.2, un rezultat privind marginirea solutiilor.
Cele mai relevante rezultate din Sectiunea 4.3 sunt: Teorema 4.3.1, un rezultat depre admisibilitatea
punctelor de echilibru ale sistemului (3); Teorema 4.3.2, despre stabilitatea locald a punctelor de
echilibru ale sistemului tridimensional (3) in faza cronicd a leucemiei mieloide cronice (LMC); Teo-
rema 4.3.4 despre stabilitatea locald a punctelor de echilibru ale sistemului tridimensional (3) in faza
accelerat acuta a LMC, ambele folosind metoda in prima aproximare a lui Lyapunov; Propozitia 4.3.3
si Observatia 4.3.5, despre stabilitatea locald pe varietati a punctelor de echilibru ale sistemului (3)
in faza cronica si accelerat acuta a LMC.

Aceste rezultate din Capitolul 4 sunt incluse in lucrarea L.G. Parajdi [74].

*x Kk %k
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Notiuni Medicale

Modelele matematice introduse si studiate in aceasta teza sunt inspirate din anumite procese biologice
concrete. Asadar, pentru a face interpretari ale rezultatelor matematice in termeni biologici gi medicali,
este util ca aceste procese sa fie discutate pe scurt. Prin urmare, in acest capitol prezentam procesul de
formare al celulelor sanguine, numit hematopoieza, si unele boli asociate acesteia, cum ar fi leucemiile,
mai exact leucemia mieloida cronica.

1.1 Hematopoieza

Hematopoieza este denumirea stiintifica a procesului de formare al celulelor sanguine. Formarea lor
incepe, ca un proces complex, in viata intrauterina la nivelul mezodermului sacului Yolk si continua in
ficat si splina intre cea de-a doua si a saptea luna. Mai apoi, formarea celulelor sanguine se va petrece
la nivelul maduvei osoase, unde va continua si dupa nastere. In primii ani de viata, in copilarie,
hematopoieza are loc in aproape toate oasele. Odata cu Inaintarea in varsta insd, maduva osoasa este
inlocuita tot mai mult cu tesut adipos. La adulti, hematopoieza are loc doar in: pelvis, vertebre, stern
(vezi N. Young [109] si M. Howard et al. [44]), coaste, craniu, humerusul proximal i epifiza femurald
(vezi K. Kaushansky et al. [52]).

Hematopoieza poate fi privita ca un arbore evolutiv care creste dintr-o singura celula stem
hematopoietica (CSH). O CSH are mai multe functii, cum ar fi : auto-regenerare, poate genera alte
doua celule stem hematopoietice, poate pierde abilitatea de auto-regenerare trecand printr-un proces
din care rezulta doua celule progenitoare, sau poate da nagtere unei celule progenitoare si o CSH.
Celulele progenitoare sunt capabile sa initieze diferentierea catre una dintre caile care duc la formarea
diferitelor tipuri de celule sanguine: progenitoare comune limfoide (PCL) ce vor trece, la randul lor,
printr-o evolutie ce tinteste diferentierea si maturarea in limfocite-B sau limfocite-T si progenitoare
comune mieloide (PCM) din care vor rezulta leucocite (celule albe, altele decat limfocitele), eritrocite
(celule sanguine rosii) si trombocite (vezi N. Young [109] si K. Kaushansky et al. [52]). Studii recente
au aratat ca exista dovezi din ce in ce mai mari ca celulele stem hematopoietice produc un progenitor
comun mieloid gi un progenitor comun mieloid-limfoid (PCML) care, la randul lor produc un pro-
genitor mieloid T bivalent si un progenitor mieloid B (vezi K. Kaushansky et al. [52]). Figura 1.1
ilustreaza diagrama diferitelor compartimente ale celulelor din cadrul procesului de hematopoieza.

Dinamica celulelor stem hematopoietice depinde de mai multi factori: factori celulari extrinseci
(factori din micromediu, feedback-ul umoral, citokine), gi factori celulari intrinseci, ce reprezinta
alterdri ale ADN-ului (vezi J.L. Abkowitz [1], N. Young [109], L. Zon [110], A. Cucuianu si R. Precup
[24], K. Kaushansky et al. [52], M. Howard et al. [44] si P. Ramalingam et al. [91]).

Chiar daca mamiferele, inclusiv oamenii, au un stoc de doar 2 x 10* CSH-uri (vezi J.L. Abkowitz
[1]), ele pot da nagtere si elibera in fluxul sanguin aproximativ 2,5 miliarde de eritrocite/kg/zi, 2,5
miliarde de trombocite/kg/zi si 1 miliard de granulocite/kg/zi.
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Figura 1.1: Diagrama care prezintd compartimentele diferitelor celule, de la celule stem hematopoietice, pAna
la celule mature (sau celule terminal diferentiate).

1.2 Ce este leucemia?

Supranumita cancer al sangelui, leucemia este un grup heterogen de afectiuni maligne ce ia nastere
dintr-o celula stem hematopoietica mutantd (CSHm) (vezi C. Lopez-Garcia et al. [57], H. Snippert et
al. [100], A. Klein si B. Simons [55], G. Driessens et al. [31], M. Howard et al. [44], A. Jilkine si R.
Gutenkunst [47]). In aceasti lucrare, ne intereseazi aspectele matematice ale dinamicii celulare si,
prin urmare, complexele procese biologice pe care se bazeaza hematopoieza nu sunt pe deplin studiate
si dezbatute.

Exista patru tipuri principale de leucemie: bazate pe modul de evolutie - cronica sau acuta, si
conform tipului celulei afectate - mieloidd sau limfoida (vezi B. Neiman [72]). Chiar dacd ghidurile
medicale includ o clasificare completd si detaliatd a leucemiei (cu tipuri si subtipuri de celule, mutatii
dobéandite, etc. vezi D. Arber et al. [9]), ele nu sunt subiectul acestei teze gi nici nu aduc informatii
utile modelelor noastre matematice.

CSHm au un proces anormal de diferentiere si caracteristici particulare in comparatie cu CSH,
datorita anomaliilor genetice si epigenetice dobandite: avantajul unei mai bune proliferari/cresteri;
sensibilitate mai scazuta la mediu si la apoptoza; diferentiere slaba; inhiba si Inlocuiesc CSH-urile
normale din m&duva osoasd (vezi I. Roeder si M. d’Inverno [93]). Toate acestea pot duce la o mare
varietate de rezultate clinice cu un impact major asupra sanatatii pacientilor.

Fara tratament, sperant de viata a pacientilor cu leucemie acuta este de ordinul saptaméanilor sau
lunilor in timp ce in cazul formelor cronice de leucemie, cazul natural al bolii duce la deces in luni sau
ani.
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1.3 Introducere in leucemia mieloida cronica

Leucemia mieloidd cronicd (LMC) este o boald mieloproliferativd dobandita (vezi B. Neiman [72] si
M. Howard et al. [44]). LMC este cel mai probabil, primul tip recunoscut de leucemie, datand inca
din 1840 (vezi N. Young [109]).

LMC reprezinta 15% din toate tipurile de leucemie, gisindu-se anual la 2 din 100.000 de barbati
gi 1.1 din 100.000 de femei (vezi K. Hemminki si Y. Jiang [39]). Diagnosticul este de obicei stabilit
prin teste de sange si apare cel mai frecvent dupa al cincilea deceniu de viata (vezi M. Howard et
al. [44]). Printre semnele gi simptomele sale pot fi identificate anemia, splenomegalia, pierderea in
greutate, dispnee la efort. Unul dintre factorii de risc, considerat a avea un rol in dezvoltarea LMC
este radiatia ionizanta (vezi N. Young [109]).

Semnul distinctiv al LMC este cromozomul Philadelphia (Ph). Ph-ul e caracterizat printr-o mutatie
in populatia de celule stem hematopoietice normale (vezi M. Howard et al. [44]), generatd de o celuld
stem anormald cu mutatia t(9;22)(q34;q11) (vezi N. Young [109]), o translocare reciprocd a genei
ABL de la cromozomul 9 la cromozomul 22, alaturi de gena BCR. Aceasta nou nascuta gena BCR-
ABL codeaza o proteinad de fuziune cu activitatea de tirozin-kinaza, ce perturbd apoptoza celulara si
contribuie la proliferarea celulara necontrolata.

Acest tip de leucemie, in mod tipic, are trei faze: faza cronicd (numita si indolenta) (FC-LMC), faza
acceleratd sau tranzitorie gi acuté/blastica (vezi J.L. Abkowitz [1] si D. Arber et al. [9]). Urmaéatoarea
Figurd 1.2 din lucrarea lui B. Neiman [72], ilustreazd progresul in timp a acestor trei faze. Observam
ca faza cronicd a LMC implica oscilatii periodice cu o perioada de aproximativ trei luni (vezi C. Haurie
et al. [36]), si de obicei progreseaza spre o fazi acutd. Graficul din Figura 1.2 prezinta o fazd cronicd
cu progresie lenta, urmata de o faza de instabilitate gi de tranzitie la faza acuta.

Acute Phase
< 1 year

A Abnormal
Stem Cell count

Acceleration Phase
~ 6 months

Chronic Phase

~ 3 — 6 years

~ 4 years

In pCML, the Chronic Phase
A/\/\/\/ involves periodic oscillations
Time
-

Figura 1.2: (B. Neiman [72]). Se observa trei faze distincte a LMC. Sistemul ajunge la o stare de echilibru
dupa o crestere rapida a numarului de celule. Cu trecerea timpului, apare o instabilitate oscilatorie si, in final,

aceasta duce la faza acuta caracterizatd de o crestere a numarului de celule.

Datorita dificultdtii de separare a fazei de acceleratie de faza acutd/blasticé, ne referim la ele ca la
un intreg pe care il numim faza accelerat acutd (FAA-LMC). Majoritatea cazurilor sunt diagnosticate
in faza cronica gi rareori in una din celelalte doua faze. Odata ce mutatia s-a produs in una din CSH-
uri, incepe o serie de diviziuni, urmate de diferentiere si maturizare ce nu se mai supun mecanismelor de
feedback si control care se aplica CSH-urilor sanatoase. Asadar, celulele mutante se divid la o ratd mai
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rapidd/ratd mai mare, producdnd un numér mare de trombocite si leucocite, rezultdnd o populatie
de celule in care CSHm-urile sunt dominante, unde CSHm reprezinta celule stem hematopoietice
mutante.

La un anumit punct al LMC, aparitia altor evenimente (cel mai probabil dobandirea altor mutatii
genetice) duce la o instabilitate a populatiei CSHm, ce secvential genereaz o stare accelerat acut,
rezultand o crestere exponentiald a numarului de celule stem imature. Celulele se multiplica intr-o
maniera mai accelerata si nu mai suporta diferentierea, rezultand o faza blastica, similara cu variate
tipuri de leucemii acute (mieloida - 70%, limfoida - 20% si de tip mixt - 10%) in ceea ce priveste
prezentarea clinica gi rezultatele testelor de laborator (vezi B. Neiman [72], J.L. Abkowitz [1] si N.
Young [109]). Dupd atingerea fazei accelerate sau a celei blastice, pacientii netratati au o duratd de
supravietuire medie de la 3 pana la 6 luni (vezi H. Kantarjian et al. [49]).

In ceea ce priveste tratamentul, chiar daci inhibitorii de tirozin-kinaza sunt eficienti in 70-80%
din cazurile de LMC, transplantul de celule stem (TCS) pare a fi singurul tratament curativ, cu toate
acestea, implicAnd o rata ridicatd de mortalitate din cauza complicatiilor (vezi E. Thomas [103] gi M.
Howard et al. [44]).

10
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Modelarea Matematica a Leucemiei Mieloide
Cronice

La o prima abordare, analiza modelelor matematice ia in considerare concepte de baza, metode si
rezultate din teoria ecuatiilor diferentiale, cum ar fi: existenta, unicitatea, dependenta continua de
date gi stabilitatea solutiilor. Din numeroasele lucrari din aceasta directie, le mentionam pe cele ale
lui A.L. Rabenstein [87], E.A. Coddington si N. Levinson [20], V.I. Arnold [10], I.A. Rus [96], R.P.
Agarwal si D. O'Regan [4], V. Barbu [11] si R. Precup [80].

In ceea ce priveste aplicatiile ecuatiilor diferentiale in biologie si medicina, mentionam lucrarile lui
J. Berger et al. [12], J.D. Murray [70], D. Kaplan si L. Glass [50], C. Iancu si I.A. Rus [45], M.A.
Horn et al. [43], L. Preziosi [86], R.W. Shonkwiler si J. Herod [98], D.S. Jones et al. [48], C.S. Chou
si A. Friedman [17].

In acest capitol al tezei propunem un model matematic al dinamicii celulare in leucemia mieloidi
cronica.

Acest capitol este structurat in sase sectiuni. Sectiunea 2.1 prezintd modelul matematic bidi-
mensional (2.4), care descrie evolutia populatiilor de celule stem normale z(t) gi anormale/maligne
y(t) in leucemia mieloid&, impreuna cu interpretarea biologica a parametrilor. Acest model matematic
ne arata procesul de tranzitie din hematopoieza normala la faza cronica respectiv accelerat acuta in
leucemia mieloida.

In Sectiunea 2.2 facem o analiza calitativa a sistemului dat, si anume, ne ocupam de existenta
i unicitatea solutiilor, monotonia gi marginirea solutiilor, dependenta continua a solutiilor de date,
prin doua metode: metoda clasica si metoda bazata pe norme gi matrici vectoriale.

In Sectiunea 2.3 sunt discutate stirile de echilibru (sau punctele de echilibru) ale sistemului si
stabilitatea lor locala, in timp ce In Sectiunea 2.4 se studiaza stabilitatea globala a acelor puncte de
echilibru.

Sectiunea 2.5, in care sunt prezentate cateva simulari numerice ale sistemului considerat, care
confirma rezultatele teoretice deja obtinute.

In ultima sectiune, Sectiunea 2.6, prezentam un model matematic extins la celulele terminal
diferentiate. De asemenea sunt prezentate gi anumite simulari numerice ale sistemului extins. Acest
model matematic descrie evolutia mai multor populatii de celule normale gi anormale: populatii de
celule stem primitive, populatii de celule progenitoare, populatii de celule diferentiate si terminal
diferentiate. Modelul matematic extins ne oferd posibilitatea de a intelege evolutia populatiilor de
celule normale gi anormale la fiecare etapa a procesului de formare al celulelor sanguine.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarile [73], [75], [76] si [82].

11
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2.1 Modelul matematic de baza

Modelarea matematica a evolutiei in timp a unei populatii p de orice natura incepe printr-o prima
aproximare (presupunand cd nu existd constrangeri) cu ecuatia malthusiana:

P (t)=ap(t) —cep(t),

unde p (t) este marimea populatiei p la momentul ¢, iar a si ¢ sunt rata de crestere, respectiv rata de
deces/eliminare naturald (per capita). Presupunéand ci rata de cregtere este mai mare ca rata de deces,
populatia va cregte exponential conform legii p (t) = pgexp ((a — ¢) t), ceea ce nu e valid pe o perioadd
mai lunga de timp, in special pentru populatii biologice limitate. Din acest motiv, o abordare mai
concretd ar fi si consideram ca rata de cregtere (si/sau de deces) se va schimba pe parcursul evolutiei,
printr-un mecanism de auto-limitare sau de catre influente exterioare. De exemplu, rata de crestere
a unei populatii auto-limitate poate fi a/ (1 + bp (¢)) depinzand de insdsi marimea populatiei. Aici,
b este un factor de proportionalitate care ne arata cat de sensibila este acea populatie in raport cu
propria sa marime. Acest lucru arata faptul ca rata de crestere scade odata cu cregterea dimensiunii
populatiei p (¢). In plus, influenta asupra lui p a unei populatii competitive g poate fi simulata in model
de o ratd de cregtere de forma a/ (1 + byp (t) + baq (t)) , unde raportul by /b; arata cat de puternic este
efectul de diminuare datorat populatiei ¢, comparativ cu cel de auto-limitare.

Aplicat la populatiile de celule stem normale gi anormale/maligne notate prin z gi z, alegerea
modelului de mai sus duce la urmétorul sistem diferential:

_ azx(t)
2 () = Trpatnomm — oo (1) (2.1)
Az(t |
() = e — 7 (1)

Aici, din moment ce celulele anormale au un efect de diminuare mai puternic asupra ratei de crestere
a celulelor normale decat asupra propriei lor rate de cregtere, e natural sa presupunem ca:

B2 > 2. (2.2)

De asemenea, efectul aproape neglijabil al celulelor normale asupra ratei de crestere a populatiei z
(adica, 1 este mult mai mic decit 1) justificd inegalitatea:

72 P (2.3)
B! B
Pentru analiza matematici a majoritatii modelelor, este deseori convenabil ca numarul
parametrilor sa fie redus pe cat de mult posibil. Prin urmare, in cazul nostru, putem reduce numarul
parametrilor 1, 82,71, 72 la trei, facand o schimbare de variabila:

V2
y=—2z.
71
Inlocuind in (2.1) se ajunge la sistemul:
/ o ax(t)
@' () = @ oA sm — < ()
_ Ay(t)
v () = mmmiwe — Y0,

care, cu notatiile
bi=B1, by=pr, B=m,
Y2

12
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devine

_ ax(t)
o' (t) = 4oz +bay(®) % (t)

(2.4)
Ay(t
v (1) = mrptatytamy — OV ()

Avand in vedere (2.3), avem by > by, cat timp (2.2) garanteaza c& by > B. In consecinti, in ceea ce

urmeaza, presupunem ca
by > by > B. (25)

Sistemul (2.4) este modelul nostru matematic de bazd. Acesta exprimd evolutia in timp a
populatiilor de celule stem normale si anormale, notate prin x(t) respectiv y(t). Aici, parametrii
a gi A ai modelului sunt ratele de cregtere nerestrictive (datoritd auto-reinnoirii) a celulelor stem
normale respectiv anormale; b1,bs si B sunt sensibilitatile micromediului maduvei osoase, in timp
ce ¢ si C reprezinta ratele de eliminare naturald a celulelor (datoritd diferentierii, apoptozei si altor
mecanisme de eliminare vezi J. Domen [29], E. Vivier et al. [106], F.Q. Alenzi et al. [6], C. Riether et
al. [92] si T. Cisneros et al. [18]). Termenii

1 ) 1
_ 5 ——
1+biztby ° 1+B@+y)
modeleaza efectul de aglomerare in micromediul maduvei osoase, introduce competitia intre celulele

stem normale i anormale, in plus garanteaza homeostazia la nivelul populatiei de celule. Presupunem
ca pentru ambele populatii de celule, rata de crestere este mai mare decat rata de deces, adica

a>c i A>C.

Avantajul celulelor anormale de a fi mai putin sensibile la micromediul maduvei osoase decat celulele
normale este exprimat prin (2.5).

A se nota faptul cid un model alternativ pentru dinamica celulelor normale gi anormale in LMC
poate fi gisit in lucrarea lui B. Neiman [72], unde rolul parametrului b; /b2 e dat de un parametru
notat prin g si considerat a fi mai mare sau egal cu unu.

Cazul limita by = by =: b a fost considerat de D. Dingli si F. Michor [27] si de c&tre A. Cucuianu si
R. Precup [24]. In acest caz, existi doar doud stiri de echilibru diferite de zero ale sistemului, anume

(d,0) st (0,D),

unde d si D reprezinta cantitatile homeostatice ale celulelor stem normale gi anormale si sunt date de

A 6 oo ()

In ceea ce urmeaza, presupunem ca by > by. Agsa cum vom vedea, In acest caz, pe langa starea de
echilibru nuld avem (d,0) si (0, D), unde de aceastd data

1 /a . 1 /A

o0 a treia stare de echilibru (z*, y*) poate de asemenea si existe, cu ambele componente pozitive, adica
x* > 0 gl y* > 0. Acest lucru face ca noul model sd poata face distinctia intre faza cronica si cea
accelerata acuta in leucemia mieloida cronica.

13
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2.2 Existenta, unicitatea si dependenta continua de date

In aceasta sectiune vom discuta problema cu conditii initiale asociata sistemului (2.4).

Existenta si unicitatea

Teorema 2.2.1. Pentru orice tg > 0 si ug = (x0,y0) € (0, +oo)2, existd o solutie saturata unica
u = u(-to,up) = (x,y) a sistemului (2.4), care este definitd pe intreaga semiazd [tg,+00), este de
clasd C*, cuxz >0 giy > 0 pe [to, +00), si satisface conditia iniiald

u (to) = Up.

Monotonia solutiilor

Fie (z,y) orice solutie a sistemului (2.4) cu z,y > 0. Functia x(t) creste pe parcursul intervalelor de
timp unde dz/dt > 0, adica

a . ba
—c¢ >0, sau echivalent, x(t)+ —y(t) < d.
1+ by (t) + boy (£) v ) +5v®)
Prin urmare, z(t) cregte atat timp cét
by . At s . ba
x(t) + b—y(t) < d, si descregte atat timp cat z(t) + b—y(t) > d.
1 1

Analog, functia y(t) creste atat timp cat

A
14 B(z () +y (1))

— C >0, sau echivalent, z(t)+y(t) < D,

si descreste cand z(t) + y(t) > D.
Prin urmare, monotonia lui x si y este data de totalul ponderat al celulelor in comparatie cu
valorile homeostatice d si D.

Marginirea solutiilor

Teorema 2.2.2. Solutia v = wu(-,tg,ug) este marginitd pe [to,+00) pentru orice to > 0 gi ug €
(0,400)%.

Dependenta continua de date

In practicd, este important s estimim eroarea dintre solutia unui sistem dat si solutiile unui sistem
perturbat. Fie u = (z,y) unica solutie saturata a sistemului (2.4) ce satisface conditia initiald u (¢y) =
g, unde to > 0 si up = (20, y0) € (0,400)?, si fie v = (T, 7) orice solutie a unei probleme Cauchy de

forma
v =g (t,v)
{ ”(to)g: Vo, 27)

unde vg = (To,7y) € R%, g = (g1,92) € C ([to,to +h] x R3;R3), si se presupune ci v existd pe
intervalul [tg,to + h].

14
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Ne intereseaza sa estimam functiile x — 7 si y — ¥ In termenii diferentelor o — Zo, Yo — Yo, f1 — 91
si f2 — g2, unde

ar

fl (m7y) - 1+b1x+b2y —CCC,
Ay

5 P —_— _C .

fa (%, y) 1+ Bz +y) Y

Prin calcul direct, putem arata ca fi, fo satisfac conditiile Lipschitz

|f1 (w1, w2) — f1 (W1, W2)| < ly1 |w1 — W] + l12 |we — Wal,

T _ _ (2.8)
|f2 (w1, w2) — fo (W1, W2)| < o1 |wy — Wi| 4 log Jwa — Wal,
cu
lin =max{a—c,c}, L= %,
121:%, lggimaX{Afc7C},
si
= max{ln, 112} + max{lgl, ZQQ}.
Teorema 2.2.3. Presupunem cd
‘fl(w17w2) _gl(ta w17w2)| S m (29)
| fo(wr, w2) — ga(t,wi,w2)| < mo
pentru orice wy,wa € Ry, t € [to,to + h], st numerele n1,n2 > 0. Atunci
z(t) — Z(t)] + [y(t) — 5(1)] < [lzo — Tol + Yo — Yol + (m + m2) bl ™ (2.10)
pentru orice t € [tg,to + h] .
Notém ci estimarea (2.10) este data in termenii normei
Iz, 9)ll = |z[ +|y] pe R®.
In ceea ce priveste norma corespunzitoare pe C ([to, to + h] ,RQ),
U = max u (1),
Julle = _max,, a0
rezulta
[ =]l 5 < (luo — voll + [|mll 2) ™. (2.11)

Estimari similare sunt valabile in ceea ce priveste alte norme pe R2. De exemplu, daci
luim in considerare norma ||(z,y)|| = max{|z|,|y|} pe R? si norma corespunzitoare pe
C ([to, to + h],R?) , [Jull, = maxie(ry,to+n) lu(t)]|, obtinem cu usurintd (2.11), de data aceasta cu
| = max {111 + 119,191 + 122} .

O estimare independent# a normei pe R? poate fi datd in termeni de norme si matrici vectoriale.
In acest scop, sa consideram norma vectoriald pe R2,

Izl = (g™

si norma vectoriald corespunzitoare pe C' ([to, to + h],R?) ,

t
lull = (lzlloo > lylle)™ s u=(2,9).

Pentru f = (f1, f2), conditia (2.8) poate fi scrisd in forma vectoriald

If (w) = f @) || < Lllw —w|
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pentru orice w,w € Rﬁ_, unde L este matricea patratica

I max {a — ¢, c} Z—Zf .
2 max{A—C,C}

De asemenea, conditia (2.9) are forma vectoriala

If (w) =g tw)ll <n

pentru orice w € R2, ¢ € [tg,to + k], unde n = (11, 772)" . In plus, inegalititile

2(t) 7)< |wo — 7ol + / 1 (0(5),5()) — g1 (5,7 (5), T ()] ds
< |xo—xo|+/t:|f1<x<s>,y<s>>—f1<x<s>,y<s>>|ds
+/t:|f1 (7 (5),7(5) — g1 (5,7(5) , 7 (5)] ds
< a0 — ol +mh + I 2(s) = ()| ds + t:|y<s>—y<s>|ds
si
v -3 < |y0yo+772h+121/t:|$(5)$(5)|d5+522/t:|y(5)y($)|d5,

pot fi puse impreuna sub inegalitatea vectoriala
t
la(®) =0 ® < lluo —voll + b+ L [ () =0 (s) s,
to

care din versiunea vectoriald a inegalitatii lui Gronwall (vezi [80], p. 166) ne ofera
llu () = v () < " (luo — woll + hn),

unde e’ este o matrice exponentiald. Luand maximul pentru t € [tg,to + h] va rezulta, in final,
urmatoarea concluzie.

Teorema 2.2.4. In conditiile de mai sus, urmatoarea inegalitate vectoriald are loc:
hL
llu = vl < €™,

unde vy este vectorul coloand ||ug — vol|| + hn.

2.3 Puncte de echilibru si stabilitate locala

Puncte de echilibru

Un punct de echilibru, sau o solutie stationard a sistemului (2.4) este o solutie constantd, adica o
solutie pentru care dz/dt = dy/dt = 0. Asadar, punctele de echilibru ale (2.4) sunt obtinute prin
rezolvarea sistemului algebric

axr

- - = 2.12

[ cx 0, ( a)
Ay

— C = 0. 2.12b

1+ B(z+y) 4 ( )
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Solutiile sistemului (2.12a)-(2.12b) sunt perechiile
(0,0), (4,0), (0,D) si (z*,y%),

unde d, D sunt date de (2.6),

*

*

_bac(A—C) —BC(a—c)

_ bic(A—-C)—BC(a—c)
BCC(bl — bg) o '

BCC(bl — bg)

si

Un calcul simplu duce la

b1 b

. by
o by —bgd

J— D =
bi—by Y T b — by

*

X

(D—d).

Este ugor de observat c&, sub presupunerea ci by > be, ambele numere x* gi y* sunt pozitive (valori
acceptabile din punct de vedere biologic) daca si numai dacd

b
d<D< —d.
ba
Agadar, in acest caz, pe langd punctele de echilibru diferite de zero (d, 0) si (0, D), apare un punct de
echilibru (x*,y*) pozitiv, contrar cazului considerat in lucrarile lui D. Dingli i F. Michor [27] si A.
Cucuianu si R. Precup [24], unde by = bs.

Stabilitatea locala a punctelor de echilibru

Studiem stabilitatea punctelor de echilibru ale sistemului (2.4) folosind prima metodd de aproximare
(pentru detalii vezi D. Kaplan si L. Glass [50], E.A. Coddington si N. Levinson [20] si D.S. Jones et
al. [48]). Conform acestei metode, un punct de echilibru («, 8) este asimptotic stabil dacid matricea
Jacobiand J(a, 8) este o matrice Hurwitz, adicda Re A < 0 pentru toate valorile proprii A, si este
instabila daca Re A > 0 pentru cel putin una dintre valorile proprii ale sale.

Din acest studiu al stabilitatii asimptotice locale a solutiilor stationare ale sistemului (2.4), obtinem
urmatorul rezultat:

Teorema 2.3.1. (a) Daca D < d, atunci (d,0) este singurul punct de echilibru care este local asimp-
totic stabil.

(b) Daca by > by si d < D < (b1/b2)d, atunci (z*,y*) este singurul punct de echilibru care este
local asimptotic stabil.

(¢) Daca D > (b1/b2)d, atunci (0, D) este singurul punct de echilibru care este local asimptotic
stabil.

Observatia 2.3.2. In toate cele trei cazuri ale teoremei anterioare, punctul de echilibru (0,0) este
instabil, asa cum poate fi ardtat bazindu-ne pe presupunerile ca a > c gi A > C.

Analiza de mai sus arata o schimbare calitativa a comportamentului sistemului, mai exact o schim-
bare a echilibrului local asimptotic stabil, dupa cum variaza parametrul D. Valorile acestui parametru
pentru care echilibrul local asimptotic stabil se schimba (numite puncte de bifurcatie) sunt D = d si
D = (b1 /bs)d. Analiza bifurcatiei sistemului nostru este ilustratd de Figura 2.1.

. | D
Starea normala (II FC-LMC (b1 [i)z)d FAA-LMC

Figura 2.1: Diagrama tranzitiei de la hematopoieza normali la faza cronici si faza accelerat acutd in leucemia
mieloida cronica. Aici, FC-LMC se refera la faza cronica a leucemiei mieloide cronice si FAA-LMC se refera
la faza accelerat acuta a leucemiei mieloide cronice.
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O conditie ca D = d sau D = (by/bs)d este foarte instabild din punct de vedere fiziologic, din
moment ce mici variatii ale parametrilor pot schimba starea normala intr-una cronica si vice versa, in
cazul in care D = d, si faza cronica in una accelerat acuta si vice versa, in cazul in care D = (b1 /b2)d.
De asemenea, din punct de vedere medical, situatiile D = d gi D = (b1 /b2)d sunt practic nedetectabile.

2.4 Stabilitate globala

Stabilitatea asimptotica globala a punctelor de echilibru

In sectiunea anterioara am studiat stabilitatea locald a punctelor de echilibru ale sistemului (2.4) si
am aratat ca existda doar un punct de echilibru local asimptotic stabil in fiecare din cele trei faze:
normald, cronici si accelerat acutd, anume (d, 0), (z*,y*) respectiv (0, D). Scopul acestei sectiuni este
de a arata ca, de fapt, stabilitatea acestor solutii stationare e una globala.

Teorema 2.4.1. Pentru orice solufie saturatd pozitivi u = (z,y) a sistemului (2.4) avem:

(i) w(t) — (d,0) cind t — +oo, in cazul D < d;
(i) wu(t) (x*,y*) cdand t — +o0, in cazul d < D < (b1/b2)d;

4)
(i) uw(t) — (0,D) cdnd t— +oo, in cazul (b1/ba)d < D.

2.5 Simulari numerice

Simularile numerice ale sistemului (2.4) ce ilustreaza rezultatele teoretice au fost efectuate in lucrarea
lui L.G. Parajdi et al. [76], utilizind softul Maple.

Estimarea parametrilor

Estimarea parametrilor oferd aplicabilitate modelelor matematice si e deosebit de importanta atunci
cand modelul este aplicat pentru predictii in timp real. Unele estimari ale parametrilor sunt obtinute
in lucrarea lui D. Dingli si F. Michor [27], unde se estimeazi c& numarul de celule stem la un adult
sanatos este de aproximativ

d=2x 10" (stare homeostatici normald).

Celulele stem se divid la fiecare 200 de zile gi mor la fiecare 500 de zile. Prin urmare, rata de crestere
gi de deces a celulelor stem normale (per capita, pe zi) ar putea fi luate:

1
=0.005 i ¢=— = 0.002.

“= %00 500

In cazul sistemului nostru (2.4), factorul by /by permite posibilitatea ca celulele stem anormale s3 fie
mai putin sensibile la micromediul maduvei osoase decat celulele stem normale. Cu toate acestea,
studiile recente au ariitat diferite rate de crestere ale celulelor stem hematopoietice (CSH). Un studiu
recent a concluzionat ca celulele stem hematopoietice se divid, in medie, la fiecare 40 de saptamani,
intr-un interval de la 25 la 50 de saptdmani (vezi S. Catlin et al. [13]). Parametrul by, ce vine de la
sensibilitatea la micromediul maduvei osoase a celulelor stem normale, poate fi estimat din urmatoarea
relatie

d

Pentru simulérile noastre numerice alegem valoarea 2 pentru by /be si apoi avem by ~ 0.38 x 107%.

a
c

by = =0.75 x 107%.
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Parametrii A, B si C variaza de la pacient la pacient, la fel §i parametrul D. Precum in lucrarea
lui D. Dingli si F. Michor [27], presupunem ci valoarea parametrului B este aproximativ jumaitate
din valoarea lui bs, in consecintd B ~ 0.19 x 10~%. In ceea ce priveste parametrii A si C, diferite
valori sunt considerate in simularile noastre in aga fel incat toate relatiile anterioare intre parametrii
modelului sa corespunda.

Simularea numerica a modelului

Vom simula numeric sistemul (2.4) pentru a investiga comportamentul populatiilor de celule stem
normale §i anormale In urmatoarele cazuri: D < d (faza normald), d < D < (b1/bs)d (faza cronica)
i (b1/b2)d < D (faza accelerat acuta). Graficele lui z(¢) (linie albastra continud) si y(¢) (linie rosie
intreruptd) petru un interval de timp 0 < ¢ < T, sunt reprezentate pentru valorile parametrilor
modelului: a, by, b, ¢, A, B, C, valori initiale 2(0), y(0) si lungimea T a intervalului de timp. De
exemplu, daci a = 0.005; by = 0.75 x 107%; by = 0.38 x 10™%; ¢ = 0.002; A = 0.01; B = 0.19 x 104 si
C = 0.004.

Cazul 1 Cazul 11 Cazul III
a< A a<A a<A
c< C c=C c>C

by >by>B | by >by>B | by >by > B

Tabelul 2.1: Cazurile simuldrii numerice. a, A = rate de crestere; b1, b2, B = sensibilitdti la micromediul
maduvei osoase; ¢, C' = rate de deces; a, b1, b2, c = parametrii ai celulelor stem normale gi A, B, C = parametri
ai celulelor stem anormale (leucemice).

Ne vom limita simularile la situatiile prezentate in Tabelul 2.1. In toate cazurile, presupunem
cd celulele stem anormale sunt mai putin sensibile la aglomerarea mediului (micromediul maduvei
osoase) decat celulele stem normale, adicd by > b > B.

Cazul I : In acest caz, rata de cregtere si de deces a celulelor stem normale e mai mica decat
rata de cregtere si de deces a celulelor stem anormale. Figura 2.2 (a) ne aratd comportamentul in
timp (7" = 3000 de zile) a celor doud populatii de celule pentru valorile parametrilor din prima linie
a Tabelului 2.2, care corespunde fazei hematopoietice normale D < d. Populatia de celule stem
normale x(t) (reprezentata de linia albastra solidd) tinde cétre valoarea d in timp ce populatia de
celule stem anormale y(¢) (reprezentata prin linia rogie intrerupta) tinde cdtre 0. Din punct de vedere
biologic, aceasta extinctie a celulelor stem anormale/leucemice, din cauza unor evenimente aleatoare,
a fost explicatd gi demonstratd in diverse studii folosind linii de celule stem (vezi A. Jilkine si R.
Gutenkunst [47], H. Snippert et al. [100], A. Klein et al. [55], G. Driessens et al. [31]). Figura
2.2 (b) aratd comportamentul in timp (7" = 25000 de zile) a celor doud populatii de celule pentru
valorile parametrilor din a doua linie a Tabelului 2.2, care corespunde fazei cronice d < D < (b1/b2)d.
Populatiile de celule stem normale gi anormale x(¢) si y(t) tind spre z* si respectiv y*. Figura 2.2
(¢) ne aratd comportamentul in timp (T = 8000 de zile) al celor doud populatii de celule pentru
valorile parametrilor corespunzatori din Tabelul 2.2, care duce la faza accelerat acuta D > (b1/b2)d.
Populatia de celule stem normale x(t) tinde cétre 0, in timp ce populatia de celule stem anormale y/(t)
tinde spre valoarea D.
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Figura 2.2: Comportamentul populatiilor de celule stem normale si anormale in Cazul I, avand conditiile
initiale: (a) £(0) = 1.5 x 10*, y(0) = 5 x 10%; (b) 2(0) = 2 x 10*, y(0) = 1 x 10%; (c) x(0) = 2 x 10*, y(0) = 1.

Cazul II si Cazul IIT : Sa presupunem acum ca in Cazul II, rata de deces a celulelor stem normale
este egala cu rata de deces a celulelor stem anormale si in Cazul III ca rata de deces a celulelor stem
normale este mai mare dect rata de deces a celulelor stem anormale. In ambele cazuri, rata de cregtere
a celulelor stem normale este mai micd decét rata de crestere a celulelor stem anormale. Atunci A/C
> a/c i din moment ce 1/B > 1/bs, observam imediat ca (1/B) (A/C —1) > (1/b2) (a/c — 1), sau
echivalent, D > (by/b2) d. Prin urmare, in aceste doud cazuri este posibila doar faza accelerat acuta.
Figurile 2.3 (a) gi 2.3 (b) aratd comportamentul in timp (7" = 6000 de zile) a celor doua populatii de
celule pentru valorile parametrice aferente din Tabelul 2.2. Asa cum putem observa, in ambele cazuri,
populatia de celule stem normale z(t) tinde catre 0, in timp ce populatia de celule stem anormale y/(t)
tinde spre valoarea D.

300000 300000

200000 —_—

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
TIME (days) TIME (days)

(a) Faza accelerat acutd a LMC (b) Faza accelerat acutd a LMC

Figura 2.3: Comportamentul populatiilor de celule stem normale si anormale in Cazurile II gi III, avand
conditiile initiale: (a) x(0) = 2 x 10, y(0) = 1; (b) z(0) = 2 x 10*, y(0) = 1.

Fig. a  bix107* byx107* ¢ A Bx10* ¢ S5-5

2.2(a) 0.005  0.75 0.38  0.002 001 019  0.009 (d,0)
2.2(b) 0.005  0.75 0.38  0.002 001 019  0.007 (z"¥")
2.2(c) 0.005  0.75 0.38 0002 001 019  0.004 (0,D)
2.3(a) 0.005  0.75 038 0002 001 019  0.002 (0,D)
2.3(b) 0.005  0.75 0.38  0.002 0.006 0.19  0.001 (0,D)

Tabelul 2.2: Valori ale parametrilor pentru simuliri. S — S = puncte de echilibru; d = 2 x 10* (normal);
D = parametru variabil (anormal).
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Figura 2.4 prezinta portretul fazic al sistemului (2.4) in faza normald D < d, in faza cronica
d < D < (b1/bs)d si in faza accelerat acuta (by/b2)d < D.
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Figura 2.4: Portretul fazic al sistemului bidimensional (2.4), in faza normald (a) D < d, in FC-LMC (b)
d < D < (bi/b2)d, si in FAA-LMC (c) (b1/b2)d < D. Orbitele (z(t),y(t)) se apropie de unicul punct de
echilibru asimptotic stabil (d,0), in cazul (a); (z*,y"), In cazul (b); si, in final, (0, D), in cazul (c).

2.6 Modelul extins la celulele terminal diferentiate

Lucrand la nivelul celulelor stem primitive, nu existd un mod comun de a determina marimea ambelor
populatii de celule (normale gi anormale). Prin urmare, ar fi util s avem o reflectare a evolutiei
celulelor stem primitive la nivelul celulelor terminal diferentiate, mult mai usor de estimat prin teste
de sange regulate.

Aceastd idee apare pentru prima oard In F. Michor et al. [68], si aplicatd modelului nostru
matematic duce la sistemul extins de opt ecuatii

Ty(t) = iy —awn (CSN) i(t) = 5y — Cinn (CSA)
2(t) = asz1 — Coms (CPN)  y4(t) = Asys — Coys (CPA)
z5(t) = azza — c373 (CDN)  y3(t) = Asy2 — Cys (CDA)
2y(t) = auws — cara (CTN)  9,(t) = Aays — Ciays (CTA).

Aici, x4 (t), y2 () reprezintd populatiile de celule progenitoare (CP) normale (N) si anormale (A);
x3 (t), ys (t) reprezintd populatiile de celule diferentiate (CD) normale (N) si anormale (A); x4 (t),
y4 (t) reprezinta populatiile de celule terminal diferentiate (CT), normale (N) si anormale (A). Noii
parametri as, Ao sunt ratele la care celulele progenitoare normale si anormale sunt produse din celule
stem normale gi anormale; az, A3 sunt ratele la care celulele diferentiate normale gi anormale sunt
produse din celule progenitoare normale gi anormale; a4, A4 sunt ratele la care celulele terminal
diferentiate, normale si anormale, sunt produse din celule diferentiate normale si anormale iar co, c3,
¢y, Co, C3, Cy sunt ratele de deces ale celulelor progenitoare normale gi anormale, celulelor diferentiate
si terminal diferentiate.

In stare de echilibru, presupunand c& intr-un corp de adult sinitos numirul de celule stem este
d = 7 = 2 x 10°, numarul de celule progenitoare este x5 = 1 x 10%, numarul de celule diferentiate
este 25 = 1 x 1019 iar numairul de celule terminal diferentiate este 2 = 1 x 10'2? (vezi F. Michor et al.
[68]). In consecinta, in stare de echilibru, avem pentru celulele progenitoare asx] — coz5 = 0, de unde
az/ca = x3/xt = 5 x 10%, pentru celulele diferentiate azxj — c3zi = 0, de unde az/c3 = x5 /x5 =
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1 x 10%, si pentru celulele terminal diferentiate asx3 — cqzf = 0, de unde ay/cy = a3 /x5 =1 x 102
Prin urmare, daci co = 0.008, c3 = 0.05 gi ¢4 = 1 (vezi F. Michor et al. [68]), atunci ay =4, a3 =5,
si ags = 100. De asemenea presupunem ca As = 2aq, Az = 2a3, Ay = a4 si Cy = co, C3 = c3, Cy = ¢4.
Notam ca daca
($1E7 ylE)

este orice punct de echilibru (E) al sistemului initial (2.4), atunci

(z1E, V1B, a2x1E/C2, A2y1E/C2, a2asx1E/cacs, AsAsyip/CaCh,
asazasr1p/cacszcs, AsAsAsy1p/CaCsCl)

este un echilibru al sistemului extins, iar cele doua puncte de echilibru au aceeasi proprietate de
stabilitate. Prin urmare, a lucra la nivelul celulelor stem primitive este echivalent cu a lucra la nivelul
oricarei clase succesive de celule. Agadar, daca prin teste de sdnge se poate estima ratia starii constante
245 /yap intre celulele terminal diferentiate sinitoase gi nesindtoase ca fiind egald cu A, atunci putem
calcula imediat ratia starii de echilibru analogice celulelor diferentiate, progenitoare si stem, dupa
cum urmeaza:

T3Ep )\A4C4 rop | AszAyczcs  wmip | AsAszAjcacsey
b ) - .
YsE asCy’ yop a3a4C3Cy"  y1E a2a3a4C2C3Cy

Figurile 2.5 (a)-(d) aratd ci exista intr-adevar, un paralelism intre comportamentele populatiilor
de celule normale gi anormale 1n toate cele patru compartimente celulare.
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Figura 2.5: Comportamentul (a) populatiilor de celule stem, (b) populatiilor de celule progenitoare, (c)
populatiilor de celule diferentiate si (d) populatiilor de celule terminal diferentiate pentru valorile parametrilor:
a1 = 0.005, az = 4, a3 = 5, as = 100, b1 = 0.75 x 107°, bo = 0.38 x 107°, ¢; = 0.002, cz = 0.008, c3 = 0.05,
Cq4 = 17 A1 = 0.017 Az = 8, A3 = 107 A4 = 1007 B = 0.19 x 10757 C1 = 0.004, 02 = C2, Cg = (3,
Cy = c4, si conditiile initiale: z;(0) = 2 x 10°, z2(0) = 1 x 103, x3(0) = 1 x 10'°, 24(0) = 1 x 102,
y1(0) = 42(0) = y3(0) = ya(0) = 1.
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Capitolul 3
Probleme de Optimizare in Leucemia Mieloida
Cronica

Multi autori au studiat diferite tipuri de probleme de optimizare aplicate in stiintele naturii, dintre
care Y. Cherruault [16], C.J.S. Alves et al. [7], Y. Wang et al. [108] si G. Cedersund et al. [15].
Din numeroasele lucrari in care sunt studiate probleme de optimizare si control optimal, aplicate in
leucemia mieloida cronicé, le mention&dm pe cele ale lui S. Nanda et al. [71], B. Ainseba si C. Benosman
[5], Q. He et al. [37], S.B. Mendrazitsky et al. [65, 66].

Ceea ce urmeaza sa elaboram in acest capitol, bazat pe modelul (2.4), este o abordare matematica
a terapiei optimale pentru pacienti individuali in leucemia mieloida cronica. Mai realist, in loc sa
tintim spre o eradicare completa a cancerului, exploram terapii ipotetice indreptate spre celulele
anormale care schimba echilibrul catre hematopoieza normala si astfel ofera un avantaj celulelor stem
hematopoietice normale fata de omoloagele lor, celulele stem anormale.

Acest capitol este structurat in patru sectiuni. In Sectiunea 3.1 prezentam problema de opti-
mizare bazatd pe modelul matematic (2.4) prezentat in Capitolul 2.

Sectiunea 3.2 prezinta doua scenarii terapeutice care sunt legate de obiectivul principal al
diminudrii raportului y*/xz* celulelor anormale si normale sub un prag prescris. In continuare, in
Sectiunea 3.3 consideram un medicament ce actioneaza pe mai multi parametri, iar rezultatele sunt
comparate cu cele din Sectiunea 3.2. Este demonstrat ca utilizarea unui medicament ce inhiba simul-
tan mai mult de un parametru cinetic permite o doza/toxicitate/cost total mai mic in comparatie cu
inhibarea unui singur parametru.

In ultima sectiune, Sectiunea 3.4, prezentam o aplicatie bazata pe modelul extins la celulele
terminal diferentiate, studiat in Sectiunea 2.6 din Capitolul 2. Rezultatul principal din aceasta sectiune
compara rezultatele obtinute atunci cand medicamentul actioneaza asupra a doua clase de celule, cu
cele obtinute in cazul in care medicamentul actioneaza numai asupra clasei de celule progenitoare.

Majoritatea rezultatelor acestui capitol sunt cuprinse in lucrarea [77].

3.1 Problema de optimizare

Modelul matematic Dingli-Michor (1), precum si modelul (2.4), au fost dezvoltate pentru a descrie
dinamica in compartimentul celulelor stem, dar ele pot fi, de asemenea, utilizate gi pentru orice
alt compartiment al hematopoiezei, ca cel al celulelor progenitoare, celulelor diferentiate si terminal
diferentiate. Desigur, parametrii modelului sunt diferiti de la un nivel (compartiment) la altul. Ba
chiar mai mult, la orice nivel, ratele de inlocuire includ ratele de tranzitie catre urmatorul nivel si
ratele de deces, In timp ce ratele de crestere depind de proliferarea celulelor in compartimentul anterior
(cu exceptia primului nivel de celule stem primitive, unde cregterea Inseamna auto-regenerare).

In continuare, vom efectua analiza sub presupunerea ci la fiecare nivel, conditia D < d/s este
satisfacuta. Pentru simplificare, analiza noastra este realizata doar pentru compartimentul celulelor
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stem din maduva, astfel incat conditia cazului cronic

d
d<D< —
S

are loc, unde s = by /by g1 s < 1. In mod normal, un rezultat mai bun este posibil daca mai multe
nivele de celule sunt tratate simultan.

Din moment ce tratamentul nostru doar imbunatateste echilibrul dintre celulele anormale gi cele
normale, avem nevoie de cateva criterii pentru a estima gradul de imbolnavire gi raspunsul la trata-
ment.

Gradul de imboln&vire poate fi estimat de pozitia lui D in intervalul [d,d/s]. Cu cit D este mai
departe de d, cu atat este mai mare incarcatura leucemica. O masura precisa a acestei locatii este
raportul

D—d
d_p’

S

Similar, putem lua in considerare raportul y*/x*. In virtutea expresiilor
-1
1 d _
x*:(—l) (—D) si yr=(01-s)"(D-d)),
S S

intre cei doi indicatori, exista urmatoarea relatie

v_1 . (3.1)

Ambii indicatori depind de raportul D/d, care poate servi ca o masurd a gradului de imbolnavire. In
mod similar, putem considera raportul
y*
2o + y*’
care poate fi pus in legatura cu teste de laborator de rutina, cum ar fi procentajul BCR-ABL. Acest
test masoara expresia relativa a genei anormale BCR-ABL in comparatie cu cea a ABL. Cu toate
acestea, din moment ce ampliconul ABL este, de asemenea, continut in BCR-ABL, numitorul este
proportional cu ambele celule maligne si non-maligne. Factorul 2 in (3.2) este necesar din moment
ce fiecare celula non-maligna contine doua gene ABL. Asadar, pentru a obtine informatii despre
incarcatura leucemica dintr-un anumit compartiment, analiza trebuie facuta pe o subpopulatie de
celule. O astfel de analiza este posibila datorita faptului ca ierarhia hematopoietica este bine inteleasa
(vezi E. Hideo et al. [41]) si ca diferite tipuri de celule pot fi izolate prin citometrie de flux (folosind
anticorpi fluorescenti impotriva markerilor de suprafata, vezi L.A. Herzenberg et al. [40]). Chiar daci
o astfel de strategie nu este de obicei folosita in cadrul clinic, tehnologia necesara pentru o astfel de
abordare este deja disponibila. In consecinta, putem considera ca procentajul BCR-ABL poate fi
estimat pentru compartimentul celulelor stem folosind markerii de suprafata corespunzatori.
Raportandu-ne la (2.6), orice terapie ce tintegte celulele anormale ar trebui si scadda D prin
cregterea parametrilor de eliminare/deces si sensibilitate C' gi B, si prin scaderea ratei de cregtere
A. Dimpotriva, daca terapia este directionata catre celulele normale, atunci o cregtere a lui d este
agteptatd prin descregterea parametrilor de eliminare/deces si sensibilitate ¢ gi by, si prin mérirea ratei
de cregtere a. Acest tip de interventie poate fi modelat folosind un raspuns farmacodinamic indirect.
Fie dy,, Dy, Sm, T}, Yy, valorile lui d, D, s, z* si y* modificate prin terapie, si fie factorii vy, vs,
v3, U4, V5 ce ofera amplitudinea modificarilor conform urmatoarelor formule

B= (3.2)

1 A 1 a
Dp=—(v15-1), dm:—< 7—1) i Sp = Uss,
’UQB <U10 ) U4b1 UBC s v5s
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unde
vi,va <1, wvo,v3>1 s vs <s L (3.3)

Atunci d < d,,, D > Dy, 8 < 1, gi daci faza cronicd inci persista, adica, dp, < Dy, < s, dm,
atunci urmatoarele nivele noi homeostatice, sunt atinse

sn= (- 1)1 (22 -00) s v == 50)™ (D= ).

Sm Sm
Notam ca, daca vs = 1, atunci s, = s si in consecinta inegalitatea
-1
Dy, < s, di, (3.4)

are loc. In caz contrar, daci vs > 1, atunci s, > s i exista riscul ca sistemul sa treaca la o stare
accelerat acutd, prin urmare conditia (3.4) poate fi addugatd ca o constrangere.

Presupunem ca un medicament modifica unul sau mai multi parametri cinetici. Raspunsul sis-
temului la interventie poate fi descris printr-un raspuns farmacodinamic indirect (vezi N.L. Dayneka
et al. [25]) cum ar fi

Cp(t)

Cp(t) +1Cs0’

unde C), reprezinta concentratia plasmaticd a medicamentului (sau a oricérui alt parametru farma-
cocinetic, cum ar fi zona de sub curba (ZSC)) si IC5g reprezinta o constantd ce poate fi interpretata
ca si concentratia medicamentului ce produce 50% din inhibitia maxim&. Mai general, functia de
raspuns depinde de parametrul farmacocinetic conform urmatoarei formule

v(t)=1-

3
’U(t) — 1 _ B CP (t) )
Cy (t) + 1Cs0

unde 0 reprezintd un parametru ce controleazd panta abruptd (gradul de inclinare) a raspunsului.
Consideram concentratia serului medicamentului in faza stabild ca fiind proportionala cu doza J
printr-o constantd « i de asemenea, putem considera ca termenul inhibitor depinde direct de doza,
prin urmare, putem exclude dependenta de timp. Asadar, functia de raspuns a parametrului cinetic
depinde de doza conform formulei urmatoare

+ 1C5
Prin impartirea celui de-al doilea termen la ab si redenumind IC5q/ ab ca p, obtinem

Js

v=1——]—.
Jo +p

Exprimandu-1 pe J in termeni de v si p, obtinem

Jp<iQ9. (3.5)

Formula (3.5) poate fi aplicata la v; gi vy care sunt mai mici sau egali ca unu (< 1). In cazul lui Vs,
v3 §l vs, care sunt mai mari sau egali ca unu (> 1), functia de raspuns poate fi scrisd ca

J=pw-1". (3.6)
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Prin combinarea formulelor (3.5) si (3.6) pentru cazul general al unui medicament ce modifica toti
parametrii cinetici, obtinem pentru doza J, expresia

04

01
1 1 .
J=m <U1—1> +p2<u2—1>92+p3<v3—1>93+p4(m—1) Epsls— 1. (37)

Alci, exponentii pozitivi 0y, 63, 03, 64 si 05 dau rapiditatea cregterii lui J cand 1/vq, va, vs, 1/v4, vs
tind spre infinit, si p1, p2, p3, P4, ps sunt factorii de proportionalitate ai dozei. Acest tip de raspuns
poate fi aplicat cu usurinta pentru a modela alti parametri, cum ar fi costul sau toxicitatea unui

medicament.
In particular, putem considera expresia

1 1
J=p (U - 1> +p2(v2—1) +p3(v3—1)+ps (1)4 - 1) +ps5(vs — 1), (3.8)
1
sau versiunea sa cuadratica
1 2 2 2 1 2 2
J=p v——l +p2(va—1)" +p3(vs—1)" +py a—l +p5 (vs —1)7. (3.9)
1

In comparatie cu (3.8), expresia (3.9) si, mai general, (3.7), este mult mai sensibila la valorile ampli-
tudinilor vy, ..., v5 indepartate de valoarea fara actiune 1.

Retinem ca valoarea 1 a oricarui termen de inhibare v; inseamna ca parametrul cinetic cores-
punzitor nu este modificat. Prin urmare, putem lua in considerare protocoalele de tratament care
modifica doar unul dintre cei cinci parametri cinetici, doi, trei, patru sau chiar pe toti cinci, fara a
schimba expresia functiei obiectiv J. In fiecare caz, problema consta in determinarea factorilor vy, ..., vs
astfel incat doza/toxicitatea/costul total si fie minim si indicatorul de imbolnavire si fie mai mic
decat o valoare dorita. Desigur, diferite regimuri de tratamente pot da, mai mult sau mai putin, aceeasi
dozi/toxicitate/cost minimal. Prin urmare, criterii suplimentare (pe langa dozd/toxicitate/cost)
care influenteaza decizia terapeutica pot fi, de asemenea, adaugate modelului nostru. Asadar, o
problema de interes medical, este compararea acestor protocoale in conformitate cu diferite criterii
aditionale.

Conform indicatorului ales gi numarului de parametri cinetici influentati de medicament, primul
lucru pe care il ludm in considerare este problema dozajului optim al medicamentului ce modifica
doar un parametru cinetic (un medicament selectiv) si apoi un medicament neselectiv ce influenteazi
simultan mai mult de un singur parametru cinetic.

3.2 Doza optima personalizata a unui medicament selectiv

Prin medicament selectiv ne referim la un medicament ce actioneaza doar pe un singur parametru.
Presupunand ca folosind teste corespunzatoare, nivelul BCR-ABL £ este calculat pentru compar-
timentul celulelor stem. Din expresia matematica (3.2) se poate obtine raportul y*/x* si anume
v 2

o (1-8)

Folosind (3.1), unde s e considerat a fi < 1 (vezi Capitolul 2), de exemplu alegem s sa fie 1/2, obtinem
valoarea lui D,

D = (14 p)d,
si luam 1n calcul doua situatii diferite.

Prima situatie.
In prima situatie consideram un medicament ce actioneaza numai asupra ratei de proliferare A din
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sistemul (2.4). Expresia lui D din (2.6), unde B este cunoscut, da rata de proliferare relativid p = A/C,
anume
p=1+4+(1+p)Bd.
Dupa diagnostic, pacientul este tratat cu o doza standard Jy si raspunsul este evaluat ceva timp
mai tarziu de noul BCR-ABL f care, precum mai sus, da rata de proliferare relativa dupa tratament

po =1+ (1+ By) Bd.

Prin urmare, dupéa inceperea tratamentului, rata relativa de proliferare p a fost modificata de factorul
vo = po/p. Observam c& in cazul de leucemie mieloidd cronici timpul necesar pentru ca sistemul s&
ajungd la noua stare de echilbru poate fi de cativa ani. Acum, din expresia dozei date de (3.8),

0
1
JZp(’u_l) 5

putem gasi factorul de proportionalitate p al dozei gi anume

In aceastd etapa putem prescrie doza personalizatd pentru un target dat (., la ceva timp dupa
atingerea noii stari de echilibru (de exemplu 8, = 0.05%),

(BB (14 BB’

Ramane de facut o alegere pentru exponentul 6. Putem face acest lucru daca stabilim un prag minim ca
raspuns la doza maxima J,,.;, astfel incat daca raspunsul este mai mare decat aceasta va-loare, atunci
tratamentul este considerat ineficient. In cazul compartimentului de celule terminal diferentiate,
ghidurile ELN (European LeukemiaNet) sustin c& dupa 18 luni, BCR-ABL ar trebui sa fie sub 1%.
In cazul celulelor stem, noi ghiduri ar trebui si fie dezvoltate. Aici consideram c& dupd primirea
unei doze maxime, noul nivel BCR-ABL ar trebui sa fie cel putin media dintre nivelul la diagnostic
gi targetul BCR-ABL (3, + ()/2. Prin urmare, cu Jyax in loc de Jy si (B« + 8)/2 in loc de fy, si
aplicand logaritmul obtinem

In (Jmax/Jo)
= —""—=
In~y

b

unde
2+ (24 B+ B)Bd

1+ (14 8+)Bd

Este demn de remarcat dependenta lui # de gradul initial de imbolnavire al pacientului (5, si
dependenta atat a factorului de proportionalitate p al dozei cat si al dozei optime J; de § si By, adica
de gradul de imbolnavire al pacientului si de raspunsul pacientului la doza standard.

Sub administrarea dozei Ji, nivelul BCR-ABL trebuie mentinut sub nivelul dorit 5,. Cu toate
acestea, in timp, pacientii pot dezvolta rezistenta la medicament. Intr-o astfel de situatie, o doza
suplimentara poate fi luata in considerare ca o prima alternativa. Doza optiméa suplimentara J, poate
fi determinata prin repetarea procedurii explicate anterior si este data de

(B — B)(1+ (1 + ﬂnH)Bd))al
(Bn _ﬂn+1)(1+(1+/8*)Bd) ’

unde f3,, este nivel de transcriere la al n-lea test (ultimul test) de monitorizare, mai mare decat cel
vizat B, Jos este orice doza suplimentara de test si 8,41 este raspunsul la doza J; + Jys. De asemenea,

I (Jomax — J1/Jos) 24 (24 B. + Bn)Bd

b = In7: T T (1 + B)Bd

Js:J()s(
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Prin urmare, tratamentul trebuie sa continue cu noua doza J; + Js. Teoretic, o doza suplimentara
poate fi considerata la fiecare test de monitorizare ce aratd un nivel de transcriere peste (3., in conditiile
in care starea de echilibru a fost atinsa.

A doua situatie.
In cea de-a doua situatie, consideram un medicament ce actioneaza numai asupra sensibilitatii mi-
cromediului maduvei osoase B din sistemul (2.4). Folosind (3.1), unde s este 1/2, obtinem pentru B
valoarea
A-C

(1+p)Cd’

care reprezinta sensibilitatea celulelor anormale.
Am aplicat aceleasi proceduri ca si In prima situatie si avem valoarea post tratament a sensibilitatii
la micromediu
A-C

(1+Bo)Cd

Dupa tratament, valoarea sensibilitatii la micromediu B a fost modificatd de cétre factorul vg = By/B.
Putem gasi factorul de proportionalitate p al dozei din

Jo=p(vo—1)7,

_ 1+ 6\’
p_JO(BﬂO) 3

si putem prescrie doza personalizata pentru un target dat [, care este

(BB +B0)\°
JlJO((B—Bo)(lJrﬁ*)) ‘

Ramane sa determinam exponentul 8 prin aplicarea aceleiasi idei ca in prima situatie. In acelagi mod
obtinem

B =

By =

si anume

ln (Jmaa;/JQ)
In~

24+ B+ B

0= , d =
unde 7y T+ A

3.3 Probleme de optimizare asociate unui medicament nese-
lectiv

In aceasta sectiune facem referire la medicamente neselective, adica medicamente ce actioneaza pe
mai multi parametri.

Prima problema de optimizare asociata unui medicament neselectiv
imbunété‘girea recenta a cunogtintelor in domeniul industriei medicamentelor a dus la dezvoltarea
unor terapii tintite ce pot modifica o cale specifica a bolii. Chiar daca aceasta strategie ar putea
scadea nivelul toxicitatii prin reducerea efectelor off-target, utilizarea terapiilor tintite poate duce, de
asemenea, la o descresgtere in eficienta, prin permiterea tumorii sa aiba acces la mai multe mecanisme
de scapare.

Prima situatie cu mai multe tinte farmacologice are ca principal obiectiv garantarea cu o
doza/toxicitate/cost minim, cd raportul dintre valorile homeostatice leucemice modificate si initiale
D,, si D este sub un numar ales ¢ < 1, si raportul dintre valorile homeostatice normale modificate si
initiale d,, si d este mai mare decat un anumit numar dat r > 1, adica

D, <qgD s d,>rd.
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Inegalitatile mentionate anterior dau

D qr_lg,

dm d
unde ¢r~! < 1, ce asigura un grad imbunatatit al bolii in concordanta cu indicatorul de estimare D/d.
Pentru simplitate, presupunem ca parametrul s al sensibilitatii relative nu e modificat, prin urmare
vs = 1 ceea ce garanteazi ci sistemul ramane in faza cronica D,, < s 'd,,. Asadar, pentru prima
problema de optimizare a medicamentului neselectiv, functia doza/toxicitate/cost de tip (3.8) este

J=m <1 —1> +p2(v2 —1) +p3(vs—1) +pa (1 - 1) :
U1 V4
Gasirea parametrilor vy, v, vs si v4 Inseamna a rezolva problema de optimizare convexa cu
functia obiectiv J,
Minimizam J
In conditiile ¢; (v) <0, 1=1,..,6,

4
unde v = (v1,v2,v3,v4) € RY,

p1(v) = vi—1, @2(v)=1-0y
A A 1 1
p3(v) = vips v (BC_B) -5
pa(v) = l-ws, @5(v)=0v4—1,
a a 1 1
we (v) = —'1}3@ + vgr (blc_bl> —|—a.

Pentru a rezolva aceastd problema folosim Teorema Kuhn-Tucker (vezi V.G. Karmanov [51] si M.
Luptacik [58]). Fie L (v,u) Lagrangeanul asociat problemei de optimizare convexa

L(v,u) = J (v) + (u, 0 (v)),

unde u € RS, ¢ (v) este vectorul (o1 (v) , .., p6 (v)) si prin (u, ¢ (v)) ne referim la uy @1 (v)+..+ugpe (v) .
Atunci, o solutie a problemei de optimizare este un punct v € Rﬁ_ pentru care exista u € ]Rf_ astfel
incat perechea u, v este un punct sa al Lagrangeanului, adica:

VoL (v,u) > 0, (3.10)
(v, Vy(v,u)) = 0,

VoL (v,u) < 0,
(u, Vy (v,u)) = 0.

Presupunem ca v; # 1 pentru ¢ = 1,.., 4, ceea ce Inseamna ¢ primii patru parametri sunt modificati.
Prin wrmare V, L (v, u) este vectorul

(01 =L 1= 12, vy — v — ) -

1
1—ws, va—1, —v3g’; +var b‘f—c—a> +
din ultimele doud conditii din (3.10), gasim
U = Uy = Ug = U5 =0,

in timp ce din primele doud conditii din (3.10),

VoL (v,u) =0,
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acesta este

b1 A
_P 2
v? RYTe ’
A 1Y _
D2 usq BC B - )
a
e — 0
D3 Ue blc ’
Pa a 1
b L) = o
Ui + ueT <b10 b1>
Rezolvand obtinem
1 1
s = p2BC g = p3bic vy = (pﬂ](A - C)) > vy = ( apy > 2
q(A-C)’ a paA ’ psr(a—c)) =

In final, din moment ce uz # 0 si ug # 0, folosind din nou primele doud conditii din (3.10), obtinem
vg sl v3, §i astfel solutia optima

=

1 P1gA(A-=C) 2 _
" <p1q<A - C>>2 b (met=)” -
paA ’ q(A-0C) ’

[SE

U3

para(a—c) 1
( 3 ) +e apa 2
, o vy=|—m) .
a par(a —c)
Merita mentionat ca, pe v; conditiile garanteaza ca solutia optima corespunzatoare este diferita de 1,

ceea ce Inseamna cd al i-lea parametru este modificat. Asadar, in termeni de crestere relativa, ratele
A/C i a/c ale celulelor anormale si normale, dau

A 2
Z-1)+1
vy < 1 daca gi numai daca &>(q(g A) ),
P2 9z (6 -1)
L R 5
vg > 1 daca si numai daca — < ——F——,
p2a(z—1)
. . . opa_ -1
v3 > 1 dacd si numai daca — > =—,
b3 re
r(¢—1
vy < 1 daca gl numai daca P (Ca )
b3 <

Degi avem solutia analitica datd mai sus, o solutie numerica este posibila si ugor de obtinut
folosind softuri matematice precum Matlab, Maple sau Mathematica.

A doua problema de optimizare asociata unui medicament neselectiv
Cel de-al doilea scenariu pentru un medicament neselectiv utilizeaza o abordare similara ca cea ante-
rioard, dar de aceastd data raspunsul este evaluat in functie de raportul y*/z*. Prin urmare, impunem
o conditie pe y*/x*
Im ¥ (3.11)
xk, T
unde y*/x*, y! /xf, sunt indicatorii de imbolndvire ante si post tratament si & < 1 este un coeficient
target. Asadar, in acest caz, problema este de a optimiza functia obiectiv J data de (3.8) (sau (3.9))
sub constrangerile (3.3), (3.4) si (3.11). Rezultatele acestei probleme de optimizare sunt similare cu
cele anterioare.
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3.4 Doza optima personalizata a unui medicament selectiv
bazata pe modelul extins la celulele terminal diferentiate

In aceasta sectiune luam in considerare urmatorul model matematic extins, prezentat in Sectiunea
2.6, unde includem modificarile parametrilor datorate tratamentului de catre factorii vg i v1:

21 (1) = Tty —ann (OSN) yi() = gty — G (CSA)
xh(t) = agwy — coxa (CPN)  y4(t) = vgAayr — Cayo (CPA)
x4(t) = azzy — c3xs (CDN)  4(t) = v1 Azys — C3ys3 (CDA)
) (t) = agxs — cqmy (CTN)  y,(t) = Agys — Cayy (CTA).

Mai intai presupunem ci medicamentul (de exemplu Imatinib) actioneazi asupra parametrilor As si
Az (vezi F. Michor et al. [68]). Notam ca efectul Imatinibului si al altor medicamente utilizate, asupra
parametrilor, nu e clarificat in literatura.

Procentajul BCR-ABL este dat de formula

Y
_ 3.12
B 21’4 +y4 ( )
de unde .
Ya _ 28
xy 1-p8

Mai mult, folosind sistemul de opt dimensiuni din Sectiunea 2.6, am obtinut produsul p = A5 A3 al
ratei la care celulele progenitoare anormale gi celulele diferentiate anormale prolifereaza, in termeni
de (3 si de alti parametri i anume

o Qﬁ (d — SD) CgCgC4a4a3a2
P78 (D = d) Ascacaes

Dupa diagnostic, pacientul este tratat cu o doza standard Jy (de exemplu Jy = 400 mg) si raspunsul
este evaluat ceva timp mai tarziu (de exemplu doi ani mai tarziu), de citre noul BCR-ABL fy, care
ne da produsul post tratament al ratei la care celulele progenitoare anormale si celulele diferentiate
anormale prolifereaza,

- 2[30 (d - SD) CQC’gC4a4a3a2
po (1 — ﬁo) (D — d) A4CQC3C4 '

Prin urmare, avem

VU1 = fo boll = ) 1-5)
p B1=Po)
Sa consideram pentru doza unui singur medicament, urmatoarea expresie

0
1
= — =1 .
! p<U0v1 )

Atunci factorul de proportionalitate p al dozei este

() 4 (352

In aceasti etapa, putem prescrie doza personalizata a medicamentului pentru un anumit target dat
B« = 0.005%, la scurt timp dupa atingerea unei noi stari de echilibru:

=) o () 519
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O doza maxima Jy,,, este prescrisd in cazul unui raspuns admisibil la doza standard Jy, egal sau
mai mic decat 10%, unde se considera ci medicamentul este ineficient si astfel trebuie inlocuit daca
raspunsul este peste 10% (vezi Tabelul 6 din A. Hochhaus et al. [42]).

Pentru ca expresia dozei personalizate (3.13) si fie eficientd, trebuie s& determindm exponentul 6.
In acest scop, cu Jinae in loc de Jy si 10% 1n locul lui By si aplicand logaritmul, obtinem

s/ B) 0138
In~y Bs (B—0.1)

In continuare vom efectua simulari numerice folosind formula dozei optime personalizate.

0= , unde

BCR-ABL BCR-ABL BCR-ABL Imaz Jo Jopt

. . dupa d 1
a pacientului upa coza vatoarea doza | doza standard doza

netratat standard tinta maxima initiala optima
(0.01% — 0.1%] | < 0.01% P

3 =99% Bo=0.09% | B.=0005% | 800 mg | 400 mg | 518.78 mg
B = 96% Bo =0.05% | B« = 0.005% | 800 mg 400 mg 492.00 mg
B =99% Bo =0.04% | B = 0.005% | 800 mg 400 mg 482.27 mg
3 =98% Bo=0.03% | B. =0005% | 800 mg | 400 mg | 469.93 mg
B =97% Bo =0.09% | B« = 0.005% | 800 mg 400 mg 518.74 mg

Tabelul 3.1: Simulari ale formulei dozei optime personalizate bazate pe modelul matematic extins.

In ceea ce urmeaza demonstram ca aceleasi rezultate sunt obtinute in cazul in care medicamentul
actioneaza numai asupra lui A, care este rata la care celulele progenitoare anormale sunt produse
din celule stem anormale. Prin urmare, presupunem ca v; = 1 si astfel modelul matematic extins se
reduce la

#) (1) = g —awn (OSN) yi(1) = s — Cun (CSA)
2 () = asa1 — cow (CPN)  u4(t) = vodayn — Coys  (CPA)
z3(t) = azwz — c323 (CDN)  y5(t) = Asyz — Csys (CDA)
2y (t) = agx3 — cawa (CTN)  y4(t) = Aays — Caya (CTA)

Procentajul BCR-ABL este dat de formula (3.12), de unde obtinem raportul

vi _ 28

z; 1-p
Din modelul extins prezentat in Sectiunea 2.6 obtinem rata p = A, la care celulele progenitoare
anormale sunt produse din celule stem anormale, i anume

o Qﬁ (d - SD) 0203040,4613&2
(1 — ﬁ) (D — d) A4A302€3C4 '

Dupa diagnostic, pacientul este tratat cu o doza standard Jy (de exemplu Jy = 400 mg) i raspunsul
este evaluat ceva timp mai tarziu (de exemplu doi ani mai tarziu), de citre noul BCR-ABL fyp, care
ne da rata post tratament la care celulele progenitoare anormale prolifereaza,

o Zﬂo (d - SD) 0203640,40,3(12
po (1 — 50) (D — d) A4A30203€4'

Prin urmare, avem

po _ Bo(1—=p)

’UOZ—:i

p B(—Po)
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Din expresia dozei unui singur medicament

0
1

avem factorul de proportionalitate p al dozei, si anume

a(352)

In continuare, putem prescrie doza personalizatd de medicament pentru un target dat 8, = 0.005%,
la scurt timp dupéa atingerea unei noi stari de echilibru (de exemplu cinci ani mai tarziu)

I e =

O doza maxima J,,,, este prescrisa in cazul unui raspuns admisibil la doza standard Jy, egal sau
mai mic decat 10%, unde este considerat ca medicamentul este ineficient si astfel trebuie inlocuit daca
raspunsul este peste 10%. Cu J,,q, in loc de J7 si 10% in loc de By, si aplicand logaritmul, obtinem

I (Jmax/Jo) _01(5-5.)

0= =
Iny BVACETRY

,  where

In consecinta, avem urmatoarea concluzie:

Concluzia 3.4.1. Produsul factorilor vy, v1 care conferd amplitudinea modificarilor atunci cand
medicamentul actioneazd simultan asupra As si Az, este egal cu factorul de modificare atunci cand
se presupune ca medicamentul actioneaza doar asupra clasei celulelor progenitoare, daca consideram
urmdatoarea expresie a dozei unui singur medicament:

0
1
J:p<v_1) B

unde v poate fi egal cu produsul dintre vy si v1 sau cu vg in al doilea caz.
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Capitolul 4
Modelarea Matematica a Transplantului de Celule
Stem in LMC

Dintre lucrarile importante ce abordeaza subiectul privind modelarea matematica a transplantului de
celule stem, le mentiondm pe urmétoarele: P.C. Vincent et al. [105], R. De Conde et al. [26], P.S.
Kim et al. [53], A. Marciniak-Czochra si T. Stiehl [63], R. Precup et al. [81, 84], R. Precup [79] si T.
Stiehl et al. [102]. Cateva lucrari de recenzie asupra modelelor matematice pentru cancer, mai exact
pentru leucemia mieloida cronica, sunt lucrarile lui: H. Moore si N.K. Li [69], E. Afenya [3], F. Michor
[67], C. Foley si M.C. Mackey [33], G. Clapp si D. Levy [19].

In acest capitol al tezei, oferim un model matematic al dinamicii celulelor stem dupa transplantul
alogen de maduva osoasa in leucemia mieloida cronica. Acest model este esential bazat pe modelul
matematic (2.4) din Capitolul 2.

Capitolul este structurat in patru sectiuni. In Sectiunea 4.1 prezentim modelul matematic
tridimensional (4.1), care descrie dinamica populatiilor de celule stem gazda normale x(t), gazda
anormale y(t) si a donatorului z(t) dupa transplantul de maduva osoasa in leucemia mieloida, impreuna
cu interpretarile biologice ale parametrilor.

In Sectiunea 4.2 facem o analizi calitativd a sistemului tridimensional (4.1), mai exact, ne
ocupam de existenta gi unicitatea solutiilor si marginirea acestora.

Sectiunea 4.3 prezinta starile de echilibru (sau punctele de echilibru) ale sistemului si stabilitatea
lor locala.

Ultima Sectiune 4.4 prezinta o serie de reprezentari numerice in functie de timp si portretele
fazice ale sistemului tridimensional, care confirma rezultatele teoretice deja obtinute.

Rezultatele din acest capitol sunt continute in lucrarea [74].

4.1 Modelul matematic

Ideea de baza a modelarii matematice a transplantului de celule stem apare in lucrarile lui R. Precup
et al. [85, 81]. Ideea consta in addugarea, la momentul ¢ = 0, in competitie cu xg si yo (celule gazda),
a unei noi populatii zo (celule donator). Daca combaterea lui z impotriva lui z i y (grefa versus gazda
gi grefd versus leucemie) o compenseazd pe cea a lui x i y impotriva lui z (efect anti grefd) si dacd
conditiile initiale zq si yo sunt suficient de mici in comparatie cu zg, atunci, in timp, celulele gazda sunt
eliminate gi inlocuite de celule donator, garantand eliminarea leucemiei. Matematic vorbind, o noua
ecuatie in z a fost adaugata modelului de baza Dingli-Michor pentru a incorpora noua competitie intre
populatia de celule donator notata prin z si populatiile de celule normale respectiv anormale notate
cu x gi y. Se presupune ca rata de crestere intrinsecé, sensibilitatea la micromediul maduvei osoase si
rata de deces a populatiei de celule donator sunt acelea ale populatiei de celule gazda normale, anume
a, bsic.

In acest capitol, este introdus un model matematic similar al transplantului de celule stem pornind
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de la sistemul (2.4). Comparat cu modelul initial considerat de R. Precup et al. [81], modelul nostru
matematic face o distinctie intre faza cronica si faza accelerat acuta la transplant.

De aceea, pe baza sistemul normal-anormal (2.4), consideram urmatorul model matematic pentru
evolutia celulelor post transplant:

= az(t) z(t)+y(t)
' (t) = TH01 (@) +2(0) T 02y(0) @) +y®)+gz(5) T (t)

_ Ay(t) x(t)+y(t)
Y (1) = Taem e rormram — 0¥ (0 (4.1)

_ az(t) =)
2 () = o =) ® s e E) (0

unde x, y §i z reprezinta celulele gazda normale, celulele gazda anormale si celulele donator. Factorii
inhibitori ai cresterii
1 1 . 1

, sl
l+g:4,7 1+G% 1+ p2ty

iau In considerare interactiunile celuld-celula, cantitativ prin raportul z/(z+y) si (z+y)/z si calitativ
prin parametrii h, g si G care reprezinta intensitatea efectelor anti-gazda, anti-leucemie si anti-grefa.
Parametrii a, by, bs, ¢, A, B, C, g, G, si h se presupun a fi pozitivi, cu a > ¢, A > C, si
b1 > by > B. Reamintim din Capitolul 2 ca faza cronica a leucemiei mieloide cronice este caracterizata
de inegalitatea
d< D < ad,

in timp ce faza accelerat acutd corespunde inegalitatii

ad < D,

1 /a 1 /A . b1

unde

cua > 1.

4.2 Existenta si unicitatea solutiilor

In ceea ce priveste sistemul bidimensional (2.4), discutam problema cu valori initiale asociata sistemu-
lui (4.1).
Existenta si unicitatea

Teorema 4.2.1. Pentru orice to > 0 $i ug = (o, Yo,20) € (0, +oo)3, existd o solutie saturatd unicd
u=1u(-to,up) = (x,y,2) a sistemului (4.1), care este definitd pe intreaga semiazd [tg,+00), este de
clasa O, cu x>0,y >0 si z > 0 pe [tg, +00), §i satisface condifia initiald

u (tog) = up.

Marginirea solutiilor

Teorema 4.2.2. Solufia u = wu (-, tg,up) este mdrginitd pe [to, +00) pentru orice to > 0 §i ug €
(0, 400)°.
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4.3 Puncte de echilibru si stabilitate

Puncte de echilibru

Punctele de echilibru ale sistemului (4.1) sunt obtinute prin rezolvarea sistemului algebric

ax r+y
U = — =0 4.2
@y = s e (4.22)
Ay T+y
Vir,y,z2) = -Cy = 0 4.2b
(z,9.2) 1+Bx+y+z2) 2+y+Gz 4 (4.2b)
W (x,y,2) = az c —cz = 0. (4.2¢)

1+bix+boy+biz z+h(z+y)

Rezolvam acest sistem algebric cautand succesiv solutii, avand prima data z = 0, apoi y = 0, 2 = 0,
si in final cand x,y, z sunt diferite de zero.
Obtinem sapte solutii:
Pi(d,0,0); Py(0,D,0); Py(0,0,d); Pi(a*,y",0);
Ps(at,0,2%); Bs(0,y7F,27F) si Pr(a?, gy, 27). (4.3)
Aici
by

= ad—D *
x bl_bQ( )s Y

R ——
+:M + ﬁ + 4.5
T b1(1+\/§)’ z \/;x, (4.5)
L (1) (1rayh) (a= & vaR) - (14 vah) (b +b2y/1) (D -
- (b1 —b2) (1 +vah) (1+/2) (146 /%) ’
o (0 (058 (1+6yE) (i) »
b — b2 (1+6/%) (1+ vah)

D-G\ /%
# = (4.8)

aroIcETs)

in timp ce (y*T,2%T") reprezinta solutia sistemului algebric bidimensional

wlQ
I

Y

si

A _
{ 1+B(y+z) y+Gz -C=0 (4.9)
1+b2y+blz Z+hy —c¢=0.

Suntem interesati doar de solutii cu componente ne-negative. Astfel de solutii sunt denumite
admisibile pentru sistemul (4.1) din motive biologice. Acum discutam despre pozitivitatea solutiilor
sistemului algebric (4.2a)-(4.2¢) pentru fiecare din cazurile: cronic gi accelerat acut.

Admisibilitatea punctelor de echilibru in cazul cronic:
Consideram sistemul (4.1) in cazul cronic. Prin urmare,

a>c, A>C, by>by>B g d<D < ad. (4.10)

Avem urmatoarele concluzii:
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Teorema 4.3.1. Presupunem ca (4.10) are loc.
(i) Punctele de echilibru Py(d,0,0), Py(0,D,0), P5(0,0,d), st Py(z*,y*,0) sunt admisibile.
(ii) Punctul de echilibru Ps(xz™,0,27) este admisibil dacd si numai dacd

a 2
(iii) Punctul de echilibru Ps(0,y™T,2%T) este admisibil dacd i numai dacd
A a
Gh < (0—1) (2—1).

(iv) Punctul de echilibru P;(x¥,y*, 2%) este admisibil dacd i numai dacd
A A a
1) 2 1) (%21
Gh<(c ) gh<(c )(c )

L+ Vol d— &V y (1+gh) (b1+b2\/%)
a5 Do () ()
Admisibilitatea punctelor de echilibru in cazul accelerat acut:
Consideram sistemul (4.1) in cazul accelerat acut, adica

St

=13

@

a>c, A>C, by >by>DB si ad<D. (4.11)

In acest caz, avem aceleagi concluzii despre admisibilitatea punctelor de echilibru ale sistemului
(4.1) ca gi in cazul cronic, cu exceptia punctului Py(x*,y*,0) care nu este admisibil, deoarece z* < 0,
avand in vedere conditia ad < D.

Stabilitatea locala a punctelor de echilibru

Discutia care urmeaza este despre stabilitatea locald a punctelor de echilibru ale sistemului (4.1).
Studiem stabilitatea locala in fiecare dintre cele doua cazuri: cronic si accelerat acut.

Analiza stabilitatii pentru faza cronica a LMC

Teorema 4.3.2. Fie a,by,by,c, A, B,C,g,G, h parametrii pozitivi astfel incat (4.10) are loc. Atunci:

(a) P1(d,0,0) si P»(0,D,0) sunt puncte de echilibru instabile;

(b) P5(0,0,d) si Py (z*,y*,0) dat de (4.4), sunt puncte de echilibru local asimptotic stabile;

(c) Cand Ps (z1,0,2") dat de (4.5) si Ps (0,yTF,2"1) dat de (4.9) sunt admisibile, acestea sunt
puncte de echilibru instabile;

(d) Cand Py (z%,y#,2%) dat de (4.6), (4.7) si (4.8) este admisibil, acesta este local asimptotic
stabil daca si numai daca

51 > O7 (53 >0 §i 5162 > (53,

unde 01, 62,03 sunt date de

0 = —Ji— Jao — Jzz3 = —tr(J),
0o = Ji1daa + JaoJ33 + Ji1Jsz — JizJsr — Jsadag — Jar 1o,
03 = —Judaadss — Jardsadiz — Ja1Ji2das + JizJaa s + Jazdza i1 +

+ J33J12J21 = —det(J)

st Jij, 4,5 = 1,2,3 sunt elementele matricei Jacobiene calculate in (x#, y#, z#).
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Reamintim c& echilibrul Ps (7,0, 27) este admisibil daci si numai daci
2
gh < (g — 1) ,
c

si echilibrul P (0,y™ ", 21) este admisibil dacd si numai daca

Gh<(g—1) (%—1).

Prin urmare, numai unul, sau ambele P5 (21,0, 2%) si Pg (0,y™",27") ar putea fi admisibile. Atunci
cand sunt admisibile, acestea sunt instabile si stabilitatea lor locala pe varietati e specificata de catre
urmatoarea propozitie.

Propozitia 4.3.3. Presupunem ca h > 1. Atunci

(1) Dacd Ps (z7,0,27) este admisibil, iar Ps (0,477, 27 F) nu este admisibil, atunci Ps (z7,0,27)
are o varietate bidimensionala local stabila.

(2) Daca Ps(0,y*,2T") este admisibil, iar Ps(x%,0,27) nu este admisibil, atunci
Ps (0,571, 27T) are o varietate bidimensionald local stabild.

(3) Presupunem cd ambele Ps (x%,0,2%) si Ps (0,y™,27T) sunt admisibile. Atunci

(a) Daca f(y/%) > 0, atunci Ps(z*,0,2%) are o varietate unidimensionald local stabild si

Ps (0,y*+, 2T) are o varietate bidimensionald local stabild.

(b) Dacd f(\/¥) <0 si

bl(:;(?/%)ﬂ) (% 1 +1\/g*h - 1) > <\/%) ’

atunci Ps (x7,0,27) are o varietate unidimensionald local stabild si P (0,y*+,27T) are o varietate
unidimensionald local stabild.

(¢) Daca f(\/%) <0 si

bl(:;(?/s%)@) (% 1 +1\/g*h - 1> </ (\/%) ’

atunci Ps (x7,0,2z7) are o varietate bidimensionald local stabild si Ps (0,y*+,27T) are o varietate
unidimensionald local stabild.

Analiza stabilitatii pentru faza accelerat acuta a LMC

Teorema 4.3.4. Fie a,by,bs,c, A, B,C,g,G, h parametrii pozitivi astfel incat (4.11) are loc. Atunci:

(a) P1(d,0,0) este punct de echilibru instabil;

(b) P»(0,D,0) si P3(0,0,d) sunt puncte de echilibru local asimptotic stabile;

(c) Cand Py (x1,0,2") dat de (4.5) si Ps (0,y",2"1) dat de (4.9) sunt admisibile, acestea sunt
puncte de echilibru instabile;

(d) Cand Ps (¢#,y#,2%) dat de (4.6), (4.7) si (4.8) este admisibil, acesta este local asimptotic
stabil daca st numai daca

51 > O7 (53 >0 §i 5162 > 53,

unde 01, 02,03 sunt date de

51 = —J11 — J22 — J33 = —tT(J),
0o = Jirdas + Jaadsz + Jidss — JizJsr — Jaadag — Jor i,
03 = —JuJoadsz — Jardsadiz — Jz1J12Jos + Ji3 2231 + Jaz 311 +

+  J33J19Jd01 = —det(J).

Observatia 4.3.5. Notam cd stabilitatea pe varietdti a punctelor de echilibru Py (x%,0,2%) si
P5 (0,y*+,27T) este la fel ca in cazul punctelor de echilibru Ps (z7,0,2%) si Ps (0,y™,2%") din
cazul cronic.
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4.4 Simulari numerice

In aceastd sectiune, efectusim simuliri numerice ale sistemului (4.1) in doud cazuri: mai Intai in cazul
cronic, iar apoi, in cazul accelerat acut. De asemenea, vizualizam suprafata de separare dintre bazinele
de atractie ale punctelor de echilibru asimptotic stabile.

Pentru a ilustra si verifica rezultatele teoretice, realizam reprezentari numerice in functie de timp
folosind softul Maple [38] si portrete fazice in trei dimensiuni utilizdnd softul Matlab, mai precis, o
versiune modificatd a pachetului LaguerreEig [104].

Folosim valorile fiziologice ale parametrilor ca in [81]. O discutie despre nivelul dozei z(0) al
celulelor infuzate necesare dupd o conditionare non-mieloablativd poate fi gdsita in [64] si [99]. De
exemplu, vezi [64], o dozi recomandati este de 3 — 6 x 108 /kg celule nucleate.

Asga cum se arata in lucrarea lui R. Precup et al [83], controlul suprafetei de separare dintre bazinele
de atractie a punctelor de echilibru asimptotic stabile este esential pentru corectarea situatiilor ce apar
dupa transplantul de celule stem.

Simulari numerice in cazul cronic

Cazul (a): Presupunem c& P5 (z7,0,2%) nu este admisibil, iar Ps (0,y™ ", 2%") este admisibil. Con-
sideram urmatoarele valori ale parametrilor:

a=023, b =22x10"% by=11x10"% ¢=0.01,
A=033, B=55x10"? C=0.03,
g=25 G =4, h = 20,

pentru care
d=10°, D=1.81x10% ad=2x10°.
Presupunem ca urmatoarele conditii au loc

a>c, A>C, by >by>B s
d <D < ad (faza cronica).

De asemenea, calculele
2
gh = 500 > (% - 1) — 484,

Gh:80<(é—1) (%-1):220,

confirmi c& Ps (z+,0,27) nu este admisibil si Ps (0,y++,271) este admisibil. In plus, conditia de
admisibilitate a punctului de echilibru P; (1'#, y, z#) nu are loc deoarece

1++/gh d— 3-v/gh

STVIV 510313 > — B YT _0.01404
1+G, /b D - %\E
(L Voh) (b 402y ) ooceor
b (1+ ) (1+6y/1)

Prin urmare, pentru aceastd simulare, nu avem Ps (z7,0,27) si P; (m#,y#,z#) ca fiind puncte de
echilibru admisibile, dar exista punctul de echilibru admisibil P (0, 1.85935 x 107, 3.48656 x 107)
pentru care valorile proprii ale matricei Jacobiene corespunzatoare sunt —0.005412297301854,
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0.034764565551854, —0.007563470039000. Asadar Ps (0,yT T, 2" 1) este un punct de echilibru instabil.

Mai intai obtinem reprezentari numerice in functie de timp ale solutiilor folosind valorile de mai
sus ale parametrilor gi unele conditii initiale. Figura 4.1 (a) aratd c& populatia de celule gazdd
normale z(t) (linie albastrd punctatd) si populatia de celule anormala (sau leucemice) y(t) (linie
rogie Intreruptd) sunt eliminate, in timp ce populatia de celule donator z(t) (linie continud verde)
devine in mod arbitrar apropiata de cantitatea normald homeostatica d. Acest caz corespunde unui
transplant reusit. In Figura 4.1 (b), populatia de celule donator z(t) se apropie de 0, in timp ce
populatiile de celule normale si anormale x(t) si y(t) tind citre 2* = 1.818181818 x 108 respectiv
y* = 1.636363636 x 10°. ceea ce inseamni ca in acest caz, transplantul nu a reusit.

2.x10° 2.x 1077

15x10° 15 % 10°

1.x10° 1.x 10%

populations
populations

5.x10° 5. % 10 /

0 T T v T —— T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
time time

(a) Transplant reusit (b) Transplant nereusit

Figura 4.1: Comportamentul populatiilor de celule normale, anormale si donator, cu conditiile initiale: (a)
z(0) = 2.932 x 10%, y(0) = 0.896 x 10%, z(0) = 4.438 x 10%; (b) x(0) = 2.932 x 10, y(0) = 0.896 x 108,
2(0) = 3.238 x 108,

Figurile 4.2 (a) si (b) reprezinta portretele fazice ale sistemului (4.1). Figura (a) aratd c& orbitele
se deplaseaza spre atractorul 'bun’ (0,0,d), in timp ce Figura (b) aratd ca orbitele se deplaseaza
spre atractorul 'rau’ (x*,y*,0), depinzdnd de conditiile initiale (concentratiile de celule initiale)

(2(0),(0), 2(0))-

8. x 10°

9 9
— Y12 %10 O~y T .\‘..\H\rv‘t-ﬂﬂll
3x108 2.x10° 1Lx10f 0 25x10°  15x10® sx 10

(a) Atractorul "bun’ (b) Atractorul 'rau’

Figura 4.2: Portretul fazic al sistemului tridimensional (4.1) in faza cronicé, d < D < ad.

Figura 4.3 ilustreaza portretul fazic al sistemului (4.1). Cu negru este reprezentata suprafata de
separare dintre bazinul de atractie al punctului de echilibru "bun’  P3(0,0,10%) si bazinul de atractie
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al punctului de echilibru rdu’ P;(1.818181818 x 108, 1.636363636 x 10°, 0). Orbitele ce pornesc din
punctele initiale localizate in bazinul ’bun’ (orbite verzi din Figura 4.3) raméan cu totul in acel bazin si,
in timp se apropie de P5(0,0, d). Similar, orbitele ce pornesc din punctele initiale localizate in bazinul
'rauw’ (orbite rosii din Figura 4.3) rdmén in intregime in bazinul respectiv, iar in timp se apropie de
Py (z*,y*,0) .

Figura 4.3: Suprafata de separare dintre bazinul de atractie bun si bazinul de atractie riu in cazul cronic.

Se pot efectua simulari similare in cazurile:
Cazul (b): Cand Ps (z7,0,27) este admisibil, iar Ps (0,47, 2*") nu este admisibil si
Cazul (¢): Cand ambele Ps (z1,0,27) si Ps (0,571, 27") sunt admisibile.

Putem efectua simulari numerice similare in cazul accelerat acut. Aceste simulari numerice con-

firma importanta succesului transplantului de la concentratia initiala de celule la momentul tran-
splantului.
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