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1.3 Introducere ı̂n leucemia mieloidă cronică . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Capitolul 2
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3.1 Problema de optimizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Introducere

Scopul acestei teze este studiul unor modele matematice de dinamici celulare şi, de asemenea, studiul
unor probleme de optimizare convexă aplicate ı̂n leucemia mieloidă cronică, prin luarea ı̂n considerare
a unor concepte de bază, metode şi rezultate din teoria ecuaţiilor diferenţiale cum ar fi: existenţa,
unicitatea, mărginirea, dependenţa continuă de date şi stabilitatea soluţiilor.

Modelarea matematică a bolilor hematologice

Modelele matematice au fost folosite ı̂n ultimele decenii pentru o mai bună ı̂nţelegere, predicţie şi un
mai bun control al proceselor biologice. Mai precis, proliferarea celulelor legată de producţia de sânge
şi de boli hematologice a atras atenţia multor matematicieni, cum ar fi S.I. Rubinow şi J.L. Lebowitz
[94, 95], M.C. Mackey şi L. Glass [60], M.C. Mackey [59] şi B. Djulbegovic şi S. Svetina [28]. Pentru
contribuţii mai recente ne referim la: A.S. Fokas et al. [32], B. Neiman [72], L.K. Andersen şi M.C.
Mackey [8], C. Colijn şi M.C. Mackey [21], M. Adimy et al. [2], D. Dingli şi F. Michor [27], P.S. Kim
et al. [54], C. Foley şi M.C. Mackey [33], A. Cucuianu şi R. Precup [24], M. Doumic-Jauffret et al.
[30], N.L. Komarova [56], T. Stiehl şi A. Marciniak-Czochra [101], A.L. MacLean et al. [61, 62], F.
Crauste [23], I.R. Radulescu et al. [88] şi L.G. Parajdi et al. [76].

De-a lungul anilor, au fost propuse modele matematice ce reproduc atât hematopoieza normală cât
şi pe cea anormală. Ecuaţiile diferenţiale folosite pentru modele implică, de obicei, funcţii sigmoide
sau Hill, din moment ce hematopoieza e un proces de auto-limitare. De exemplu, M.C. Mackey şi L.
Glass [60] au propus următorul model matematic al producţiei de sânge:

p′ (t) =
ap (t− τ)

1 + bpn (t− τ)
− cp (t) ,

unde p (t) este densitatea celulelor mature ı̂n circulaţia sângelui, τ este ı̂ntârzierea de timp dintre
producţia de celule imature ı̂n măduva osoasă şi maturarea lor plus eliberarea ı̂n fluxul sanguin, a este
rata de producere a celulelor, c este rata de ı̂nlocuire, b şi n sunt numere pozitive. Forma specială
a termenului neliniar arată că rata de creştere per celulă p′ (t) /p (t− τ) e aproximativ egală cu a
cât timp densitatea celulelor imature e aproape zero şi descreşte când p (t− τ) creşte. Parametrul n
controlează gradul de ı̂nclinare al răspunsului. Ecuaţia similară fără ı̂ntârziere,

p′ (t) =
ap (t)

1 + bpn (t)
− cp (t) ,

modelează dinamica unei creşteri de auto-limitare datorată inhibării aglomerării, ı̂n timp ce sistemul
bidimensional 

x′ (t) = ax(t)
1+b(x(t)+y(t)) − cx (t)

y′ (t) = Ay(t)
1+B(x(t)+y(t)) − Cy (t) .

(1)

introdus de D. Dingli şi F. Michor [27] (vezi, de asemenea, şi lucrarea lui A. Cucuianu şi R. Precup
[24]), modelează competiţia dintre celulele stem hematopoietice normale şi anormale/maligne. Aici
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parametrii modelului a,A, b, B, c şi C reprezintă ratele de creştere nerestrictive, sensibilităţile la mi-
cromediul măduvei osoase şi ratele de deces/eliminare naturală ale celulelor (sau ratele de ı̂nlocuire),
ale celor două populaţii de celule.

Structura tezei

Teza este structurată ı̂n patru capitole, fiecare capitol fiind organizat ı̂n mai multe secţiuni.

Capitolul 1 este dedicat ı̂n ı̂ntregime unor noţiuni medical utilizate ı̂n realizarea acestei lucrări.
În Secţiunea 1.1 prezentăm conceptul de Hematopoieză, care este denumirea ştiinţifică a procesului
de formare al celulelor sanguine, ı̂n timp ce ı̂n Secţiunea 1.2 vorbim, pe scurt, despre leucemie,
supranumită cancer al sângelui. În final, ı̂n Secţiunea 1.3 oferim o introducere ı̂n leucemia mieloidă
cronică.

În Capitolul 2 propunem un model matematic al dinamicii celulare ce ne arată procesul de
tranziţie de la hematopoieza normală la cea cronică şi accelerat acută ı̂n leucemia mieloidă. Acest
capitol cuprinde şase secţiuni. În primul rând, explicăm conţinutul fiecărei secţiuni şi prezentăm
principalele instrumente şi metode utilizate.

Inspirat de lucrarea lui D. Dingli şi F. Michor [27], ı̂n Secţiunea 2.1 introducem un model matematic
bidimensional: 

x′ (t) = ax(t)
1+b1x(t)+b2y(t)

− cx (t)

y′ (t) = Ay(t)
1+B(x(t)+y(t)) − Cy (t) ,

(2)

care descrie evoluţia populaţiilor de celule stem normale x(t) şi anormale/maligne y(t) ı̂n leucemia
mieloidă cronică. Pe baza acestui model, starea hematopoietică normală, starea cronică şi accelerat
acută a leucemiei mieloide cronice sunt caracterizate matematic ı̂n termenii parametrului D care
ı̂ncorporează creşterea, eliminarea naturală a celulelor şi ratele de sensibilitate ale celulelor anormale,
iar acest parametru reprezintă cantitatea homeostatică a celulelor anormale. Analiza de bifurcaţie
ce implică acest parametru duce la două puncte de bifurcaţie care, din punct de vedere matematic,
corespund tranziţiei din faza hematopoietică normală ı̂n cea cronică leucemică, şi din cea cronică, ı̂n
cea accelerat acută.

În Secţiunea 2.2 facem o analiză calitativă a modelului matematic bidimensional prezentat ı̂n
Secţiunea 2.1. În acest sens, demonstrăm: existenţa şi unicitatea soluţiei problemei cu valori iniţiale,
monotonia şi mărginirea soluţiilor şi dependenţa continuă de date.

În Secţiunea 2.3 determinăm punctele de echilibru ale modelului (2) şi discutăm stabilitatea lor
locală, ı̂n timp ce ı̂n Secţiunea 2.4 studiem stabilitatea globală a acestor puncte de echilibru. În
continuare, ı̂n Secţiunea 2.5 oferim câteva simulări numerice ale modelului care confirmă rezultatele
teoretice deja obţinute.

În final, ı̂n Secţiunea 2.6, modelul matematic este ı̂mbunătăţit prin adăugarea altor şase ecuaţii
adiţionale

x′1(t) = a1x1

1+b1x1+b2y1
− c1x1 y′1(t) = A1y1

1+B(x1+y1)
− C1y1

x′2(t) = a2x1 − c2x2 y′2(t) = A2y1 − C2y2

x′3(t) = a3x2 − c3x3 y′3(t) = A3y2 − C3y3

x′4(t) = a4x3 − c4x4 y′4(t) = A4y3 − C4y4

astfel ı̂ncât, ca şi ı̂n lucrarea lui F. Michor et al. [68] şi D. Dingli şi F. Michor [27], acest sistem devine
capabil să descrie evoluţia a patru tipuri de celule:
• stem primitive,
• progenitoare,
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• diferenţiate,
• terminal diferenţiate.

Simulările numerice arată paralelismul dintre dinamica celulelor stem primitive şi cea a succesorilor
lor, care permite efectuarea analizei la orice nivel, ı̂n special la celulele terminal diferenţiate, pentru
care datele de laborator pot fi obţinute mai uşor.

Contribuţiile noastre principale ı̂n Capitolul 2 sunt după cum urmează. În Secţiunea 2.2 avem:
Teorema 2.2.1, despre existenţa şi unicitatea soluţiilor problemei Cauchy asociate modelului bidi-
mensional (2); Teorema 2.2.2, despre mărginirea soluţiilor; Teorema 2.2.3 şi Teorema 2.2.4, despre
dependenţa continuă a soluţiilor de date, bazată pe metoda clasică şi de asemenea, pe metoda vec-
torială ce utilizează norme şi matrici vectoriale. Cele mai relevante rezultate ale Secţiunii 2.3 sunt:
Teorema 2.3.1 şi Observaţia 2.3.2, ce oferă informaţii despre stabilitatea locală a punctelor de echilibru
ale sistemului bidimensional (2), folosind metoda ı̂n primă aproximare a lui Lyapunov, ı̂n timp ce,
cel mai relevant rezultat din Secţiunea 2.4 e Teorema 2.4.1 care oferă informaţii despre stabilitatea
globală a acestor puncte de echilibru.

Rezultatele acestui capitol sunt incluse ı̂n lucrările: L. Parajdi [73], L.G. Parajdi şi R. Precup
[75], L.G. Parajdi, R. Precup şi E.A. Bonci [76] şi R. Precup, D. Dima, C. Tomuleasa, M.A. Şerban
şi L.G. Parajdi [82].

Scopul Capitolului 3 este de a dezvolta o abordare matematică a terapiei optime pentru pacienţii
individuali ı̂n leucemia mieloidă cronică, bazată pe modelul matematic bidimensional din Capitolul 2.
Conform modelului Dingli-Michor (1) din lucrarea [27], pentru a eradica leucemia (cancerul sângelui),
terapia ar trebui să inverseze inegalitatea D > d ce reprezintă faza acută leucemică, prin descreşterea
ratei de creştere A şi/sau prin creşterea ratei de sensibilitate B şi ratei de ı̂nlocuire C, atunci când se
acţionează ı̂mpotriva celulelor maligne (anormale) şi prin mărirea ratei a şi/sau a scăderii parametrilor
b şi c, atunci când terapia e ı̂ndreptată către celulele normale.

Spre deosebire de lucrarea lui D. Dingli şi F. Michor, ı̂n lucrarea nostră avem de-a face cu faza
cronică leucemică, caracterizată prin inegalităţile d < D < d/s. Mai realist, ı̂n loc să ţintim spre o
eradicare completă a leucemiei, prin inversarea inegalităţiiD > d, explorăm terapii ipotetice ı̂ndreptate
spre celulele anormale, ce schimbă starea de echilibru către hematopoieza normală şi astfel oferă un
avantaj celulelor stem hematopoietice normale faţă de cele anormale/maligne.

Capitolul este ı̂mpărţit ı̂n patru secţiuni. După o prezentare generală, ı̂n Secţiunea 3.1, prezentăm
o problemă de optimizare convexă bazată pe modelul bidimensional introdus ı̂n Capitolul 2.

În Secţiunea 3.2 prezentăm două scenarii terapeutice legate de obiectivul principal al diminuării
raportului y∗/x∗ dintre celulele anormale şi normale, sub un prag prestabilit, ı̂n timp ce ı̂n Secţiunea
3.3 considerăm un medicament ce acţionează pe mai mult de un singur parametru. Rezultatele
obţinute sunt comparate cu cele din Secţiunea 3.2. Aici, ı̂n Secţiunea 3.3, demonstrăm că folosirea
unui medicament ce inhibă simultan mai mult de un singur parametru cinetic permite o doză totală
mai mică, sau o toxicitate, sau un cost, ı̂n comparaţie cu inhibarea unui singur parametru. Pentru a
rezolva problema de optimizare convexă folosim Teorema lui Kuhn-Tucker.

În final, ı̂n Secţiunea 3.4 considerăm o problemă de optimizare bazată pe modelul extins la celulele
terminal diferenţiate, studiat ı̂n Secţiunea 2.6. Cel mai relevant rezultat al acestei secţiuni este
Concluzia 3.4.1, care compară rezultatele obţinute atunci când medicamentul acţionează asupra a
două clase de celule (celule progenitoare şi celule diferenţiate), cu cele obţinute ı̂n cazul ı̂n care
medicamentul acţionează numai asupra unei singure clase, clasa celulelor progenitoare.

Toate rezultatele din Capitolul 3 sunt originale şi sunt conţinute ı̂n lucrarea L.G. Parajdi, R.
Precup, D. Dima, V. Moisoiu şi C. Tomuleasa [77].

Capitolul 4 este despre studiul unui model matematic al dinamicii celulelor stem după trans-
plantul alogen de măduvă osoasă ı̂n leucemia mieloidă cronică. Capitolul este structurat ı̂n patru
secţiuni.

După o prezentare generală, ı̂n Secţiunea 4.1, bazându-ne pe modelul matematic din Capitolul 2,
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introducem modelul matematic tridimensional:

x′ (t) = ax(t)
1+b1(x(t)+z(t))+b2y(t)

x(t)+y(t)
x(t)+y(t)+gz(t) − cx (t)

y′ (t) = Ay(t)
1+B(x(t)+y(t)+z(t))

x(t)+y(t)
x(t)+y(t)+Gz(t) − Cy (t)

z′ (t) = az(t)
1+b1(x(t)+z(t))+b2y(t)

z(t)
z(t)+h(x(t)+y(t)) − cz (t) ,

(3)

ce descrie evoluţia celulară post transplant a celulelor gazdă normale, a căror populaţie e notată
cu x(t), celule gazdă anormale (sau leucemice), notate cu y(t), şi celule donator notate cu z(t). În
comparaţie cu modelul matematic iniţial dat de R. Precup et al. [81], folosind modelul nostru, putem
face o distincţie ı̂ntre faza cronică şi accelerat acută la transplant.

În Secţiunea 4.2, facem o analiză calitativă a modelului matematic tridimensional (3). Astfel
demonstrăm: existenţa şi unicitatea soluţiei problemei cu valori iniţiale, cât şi mărginirea soluţiilor.

În Secţiunea 4.3 determinăm punctele de echilibru ale modelului (3) şi analizăm stabilitatea lor
locală, ı̂n timp ce ı̂n ultima secţiune, Secţiunea 4.4, oferim anumite simulări numerice, cum ar fi
reprezentări ı̂n funcţie de timp şi portrete fazice ale sistemului dinamic (3). Simulările numerice
confirmă rezultatele teoretice.

Rezultatele principale din Capitolul 4 sunt după cum urmează. În Secţiunea 4.2 avem: Teorema
4.2.1, un rezultat de existenţă şi unicitate, şi Teorema 4.2.2, un rezultat privind mărginirea soluţiilor.
Cele mai relevante rezultate din Secţiunea 4.3 sunt: Teorema 4.3.1, un rezultat depre admisibilitatea
punctelor de echilibru ale sistemului (3); Teorema 4.3.2, despre stabilitatea locală a punctelor de
echilibru ale sistemului tridimensional (3) ı̂n faza cronică a leucemiei mieloide cronice (LMC); Teo-
rema 4.3.4 despre stabilitatea locală a punctelor de echilibru ale sistemului tridimensional (3) ı̂n faza
accelerat acută a LMC, ambele folosind metoda ı̂n primă aproximare a lui Lyapunov; Propoziţia 4.3.3
şi Observaţia 4.3.5, despre stabilitatea locală pe varietăţi a punctelor de echilibru ale sistemului (3)
ı̂n faza cronică şi accelerat acută a LMC.

Aceste rezultate din Capitolul 4 sunt incluse ı̂n lucrarea L.G. Parajdi [74].

? ? ?

Lucrări ale autorului:
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(2014), 188–195.
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submitted.
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Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math. 63 (2018), 235–244.

• L.G. Parajdi, R. Precup and E.A. Bonci, A mathematical model of the transition from the normal
hematopoiesis to the chronic and accelerated acute stages in myeloid leukemia, submitted.

• L.G. Parajdi, R. Precup, D. Dima, V. Moisoiu and C. Tomuleasa, Theoretical basis of optimal
therapy for individual patients in chronic myeloid leukemia. A mathematical approach, submit-
ted.

• R. Precup, D. Dima, C. Tomuleasa, M.A. Şerban and L.G. Parajdi, Theoretical models of
hematopoietic cell dynamics related to bone marrow transplantation, In Frontiers in Stem Cell
and Regenerative Medicine Research, Bentham Science Publishers-Sharjah, 8 (2018), 202–241.
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Capitolul 1

Noţiuni Medicale

Modelele matematice introduse şi studiate ı̂n această teză sunt inspirate din anumite procese biologice
concrete. Aşadar, pentru a face interpretări ale rezultatelor matematice ı̂n termeni biologici şi medicali,
este util ca aceste procese să fie discutate pe scurt. Prin urmare, ı̂n acest capitol prezentăm procesul de
formare al celulelor sanguine, numit hematopoieză, şi unele boli asociate acesteia, cum ar fi leucemiile,
mai exact leucemia mieloidă cronică.

1.1 Hematopoieza

Hematopoieza este denumirea ştiinţifică a procesului de formare al celulelor sanguine. Formarea lor
ı̂ncepe, ca un proces complex, ı̂n viaţa intrauterină la nivelul mezodermului sacului Yolk şi continuă ı̂n
ficat şi splină ı̂ntre cea de-a doua şi a şaptea lună. Mai apoi, formarea celulelor sanguine se va petrece
la nivelul măduvei osoase, unde va continua şi după naştere. În primii ani de viaţă, ı̂n copilărie,
hematopoieza are loc ı̂n aproape toate oasele. Odată cu ı̂naintarea ı̂n vârstă ı̂nsă, măduva osoasă este
ı̂nlocuită tot mai mult cu ţesut adipos. La adulţi, hematopoieza are loc doar ı̂n: pelvis, vertebre, stern
(vezi N. Young [109] şi M. Howard et al. [44]), coaste, craniu, humerusul proximal şi epifiza femurală
(vezi K. Kaushansky et al. [52]).

Hematopoieza poate fi privită ca un arbore evolutiv care creşte dintr-o singură celulă stem
hematopoietică (CSH). O CSH are mai multe funcţii, cum ar fi : auto-regenerare, poate genera alte
două celule stem hematopoietice, poate pierde abilitatea de auto-regenerare trecând printr-un proces
din care rezultă două celule progenitoare, sau poate da naştere unei celule progenitoare şi o CSH.
Celulele progenitoare sunt capabile să iniţieze diferenţierea către una dintre căile care duc la formarea
diferitelor tipuri de celule sanguine: progenitoare comune limfoide (PCL) ce vor trece, la rândul lor,
printr-o evoluţie ce ţinteşte diferenţierea şi maturarea ı̂n limfocite-B sau limfocite-T şi progenitoare
comune mieloide (PCM) din care vor rezulta leucocite (celule albe, altele decât limfocitele), eritrocite
(celule sanguine roşii) şi trombocite (vezi N. Young [109] şi K. Kaushansky et al. [52]). Studii recente
au arătat că există dovezi din ce ı̂n ce mai mari că celulele stem hematopoietice produc un progenitor
comun mieloid şi un progenitor comun mieloid-limfoid (PCML) care, la rândul lor produc un pro-
genitor mieloid T bivalent şi un progenitor mieloid B (vezi K. Kaushansky et al. [52]). Figura 1.1
ilustrează diagrama diferitelor compartimente ale celulelor din cadrul procesului de hematopoieză.

Dinamica celulelor stem hematopoietice depinde de mai mulţi factori: factori celulari extrinseci
(factori din micromediu, feedback-ul umoral, citokine), şi factori celulari intrinseci, ce reprezintă
alterări ale ADN-ului (vezi J.L. Abkowitz [1], N. Young [109], L. Zon [110], A. Cucuianu şi R. Precup
[24], K. Kaushansky et al. [52], M. Howard et al. [44] şi P. Ramalingam et al. [91]).

Chiar dacă mamiferele, inclusiv oamenii, au un stoc de doar 2× 104 CSH-uri (vezi J.L. Abkowitz
[1]), ele pot da naştere şi elibera ı̂n fluxul sanguin aproximativ 2,5 miliarde de eritrocite/kg/zi, 2,5
miliarde de trombocite/kg/zi si 1 miliard de granulocite/kg/zi.
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Figura 1.1: Diagrama care prezintă compartimentele diferitelor celule, de la celule stem hematopoietice, până

la celule mature (sau celule terminal diferenţiate).

1.2 Ce este leucemia?

Supranumită cancer al sângelui, leucemia este un grup heterogen de afecţiuni maligne ce ia naştere
dintr-o celulă stem hematopoietică mutantă (CSHm) (vezi C. Lopez-Garcia et al. [57], H. Snippert et
al. [100], A. Klein şi B. Simons [55], G. Driessens et al. [31], M. Howard et al. [44], A. Jilkine şi R.
Gutenkunst [47]). În această lucrare, ne interesează aspectele matematice ale dinamicii celulare şi,
prin urmare, complexele procese biologice pe care se bazează hematopoieza nu sunt pe deplin studiate
şi dezbătute.

Există patru tipuri principale de leucemie: bazate pe modul de evoluţie - cronică sau acută, şi
conform tipului celulei afectate - mieloidă sau limfoidă (vezi B. Neiman [72]). Chiar dacă ghidurile
medicale includ o clasificare completă şi detaliată a leucemiei (cu tipuri şi subtipuri de celule, mutaţii
dobândite, etc. vezi D. Arber et al. [9]), ele nu sunt subiectul acestei teze şi nici nu aduc informaţii
utile modelelor noastre matematice.

CSHm au un proces anormal de diferenţiere şi caracteristici particulare ı̂n comparaţie cu CSH,
datorită anomaliilor genetice şi epigenetice dobândite: avantajul unei mai bune proliferări/creşteri;
sensibilitate mai scăzută la mediu şi la apoptoză; diferenţiere slabă; inhibă şi ı̂nlocuiesc CSH-urile
normale din măduva osoasă (vezi I. Roeder şi M. d’Inverno [93]). Toate acestea pot duce la o mare
varietate de rezultate clinice cu un impact major asupra sănătăţii pacienţilor.

Fără tratament, speranţ de viaţă a pacienţilor cu leucemie acută este de ordinul săptămânilor sau
lunilor ı̂n timp ce ı̂n cazul formelor cronice de leucemie, cazul natural al bolii duce la deces ı̂n luni sau
ani.
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1.3 Introducere ı̂n leucemia mieloidă cronică

Leucemia mieloidă cronică (LMC) este o boală mieloproliferativă dobândită (vezi B. Neiman [72] şi
M. Howard et al. [44]). LMC este cel mai probabil, primul tip recunoscut de leucemie, datând ı̂ncă
din 1840 (vezi N. Young [109]).

LMC reprezintă 15% din toate tipurile de leucemie, găsindu-se anual la 2 din 100.000 de bărbaţi
şi 1.1 din 100.000 de femei (vezi K. Hemminki şi Y. Jiang [39]). Diagnosticul este de obicei stabilit
prin teste de sânge şi apare cel mai frecvent după al cincilea deceniu de viaţă (vezi M. Howard et
al. [44]). Printre semnele şi simptomele sale pot fi identificate anemia, splenomegalia, pierderea ı̂n
greutate, dispnee la efort. Unul dintre factorii de risc, considerat a avea un rol ı̂n dezvoltarea LMC
este radiaţia ionizantă (vezi N. Young [109]).

Semnul distinctiv al LMC este cromozomul Philadelphia (Ph). Ph-ul e caracterizat printr-o mutaţie
ı̂n populaţia de celule stem hematopoietice normale (vezi M. Howard et al. [44]), generată de o celulă
stem anormală cu mutaţia t(9;22)(q34;q11) (vezi N. Young [109]), o translocare reciprocă a genei
ABL de la cromozomul 9 la cromozomul 22, alături de gena BCR. Această nou născută genă BCR-
ABL codează o proteină de fuziune cu activitatea de tirozin-kinaza, ce perturbă apoptoza celulară şi
contribuie la proliferarea celulară necontrolată.

Acest tip de leucemie, ı̂n mod tipic, are trei faze: faza cronică (numită şi indolentă) (FC-LMC), faza
accelerată sau tranzitorie şi acută/blastică (vezi J.L. Abkowitz [1] şi D. Arber et al. [9]). Următoarea
Figură 1.2 din lucrarea lui B. Neiman [72], ilustrează progresul ı̂n timp a acestor trei faze. Observăm
că faza cronică a LMC implică oscilaţii periodice cu o perioadă de aproximativ trei luni (vezi C. Haurie
et al. [36]), şi de obicei progresează spre o fază acută. Graficul din Figura 1.2 prezintă o fază cronică
cu progresie lentă, urmată de o fază de instabilitate şi de tranziţie la faza acută.

Figura 1.2: (B. Neiman [72]). Se observă trei faze distincte a LMC. Sistemul ajunge la o stare de echilibru

după o creştere rapidă a numărului de celule. Cu trecerea timpului, apare o instabilitate oscilatorie şi, ı̂n final,

aceasta duce la faza acută caracterizată de o creştere a numărului de celule.

Datorită dificultăţii de separare a fazei de acceleraţie de faza acută/blastică, ne referim la ele ca la
un ı̂ntreg pe care ı̂l numim faza accelerat acută (FAA-LMC). Majoritatea cazurilor sunt diagnosticate
ı̂n faza cronică şi rareori ı̂n una din celelalte două faze. Odată ce mutaţia s-a produs ı̂n una din CSH-
uri, ı̂ncepe o serie de diviziuni, urmate de diferenţiere şi maturizare ce nu se mai supun mecanismelor de
feedback şi control care se aplică CSH-urilor sănătoase. Aşadar, celulele mutante se divid la o rată mai
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rapidă/rată mai mare, producând un număr mare de trombocite şi leucocite, rezultând o populaţie
de celule ı̂n care CSHm-urile sunt dominante, unde CSHm reprezintă celule stem hematopoietice
mutante.

La un anumit punct al LMC, apariţia altor evenimente (cel mai probabil dobândirea altor mutaţii
genetice) duce la o instabilitate a populaţiei CSHm, ce secvenţial generează o stare accelerat acută,
rezultând o creştere exponenţială a numărului de celule stem imature. Celulele se multiplică ı̂ntr-o
manieră mai accelerată şi nu mai suportă diferenţierea, rezultând o fază blastică, similară cu variate
tipuri de leucemii acute (mieloidă - 70%, limfoidă - 20% si de tip mixt - 10%) ı̂n ceea ce priveşte
prezentarea clinică şi rezultatele testelor de laborator (vezi B. Neiman [72], J.L. Abkowitz [1] şi N.
Young [109]). După atingerea fazei accelerate sau a celei blastice, pacienţii netrataţi au o durată de
supravieţuire medie de la 3 până la 6 luni (vezi H. Kantarjian et al. [49]).

În ceea ce priveşte tratamentul, chiar dacă inhibitorii de tirozin-kinaza sunt eficienţi ı̂n 70-80%
din cazurile de LMC, transplantul de celule stem (TCS) pare a fi singurul tratament curativ, cu toate
acestea, ı̂mplicând o rată ridicată de mortalitate din cauza complicaţiilor (vezi E. Thomas [103] şi M.
Howard et al. [44]).
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Modelarea Matematică a Leucemiei Mieloide

Cronice

La o primă abordare, analiza modelelor matematice ia ı̂n considerare concepte de bază, metode şi
rezultate din teoria ecuaţiilor diferenţiale, cum ar fi: existenţa, unicitatea, dependenţa continuă de
date şi stabilitatea soluţiilor. Din numeroasele lucrări din această direcţie, le menţionăm pe cele ale
lui A.L. Rabenstein [87], E.A. Coddington si N. Levinson [20], V.I. Arnold [10], I.A. Rus [96], R.P.
Agarwal si D. O’Regan [4], V. Barbu [11] si R. Precup [80].

În ceea ce priveşte aplicaţiile ecuaţiilor diferenţiale ı̂n biologie şi medicină, menţionăm lucrările lui
J. Berger et al. [12], J.D. Murray [70], D. Kaplan şi L. Glass [50], C. Iancu şi I.A. Rus [45], M.A.
Horn et al. [43], L. Preziosi [86], R.W. Shonkwiler şi J. Herod [98], D.S. Jones et al. [48], C.S. Chou
şi A. Friedman [17].

În acest capitol al tezei propunem un model matematic al dinamicii celulare ı̂n leucemia mieloidă
cronică.

Acest capitol este structurat ı̂n şase secţiuni. Secţiunea 2.1 prezintă modelul matematic bidi-
mensional (2.4), care descrie evoluţia populaţiilor de celule stem normale x(t) şi anormale/maligne
y(t) ı̂n leucemia mieloidă, ı̂mpreună cu interpretarea biologică a parametrilor. Acest model matematic
ne arată procesul de tranziţie din hematopoieza normală la faza cronică respectiv accelerat acută ı̂n
leucemia mieloidă.

În Secţiunea 2.2 facem o analiză calitativă a sistemului dat, şi anume, ne ocupăm de existenţa
şi unicitatea soluţiilor, monotonia şi mărginirea soluţiilor, dependenţa continuă a soluţiilor de date,
prin două metode: metoda clasică şi metoda bazată pe norme şi matrici vectoriale.

În Secţiunea 2.3 sunt discutate stările de echilibru (sau punctele de echilibru) ale sistemului şi
stabilitatea lor locală, ı̂n timp ce ı̂n Secţiunea 2.4 se studiază stabilitatea globală a acelor puncte de
echilibru.

Secţiunea 2.5, ı̂n care sunt prezentate câteva simulări numerice ale sistemului considerat, care
confirmă rezultatele teoretice deja obţinute.

În ultima secţiune, Secţiunea 2.6, prezentăm un model matematic extins la celulele terminal
diferenţiate. De asemenea sunt prezentate şi anumite simulări numerice ale sistemului extins. Acest
model matematic descrie evoluţia mai multor populaţii de celule normale şi anormale: populaţii de
celule stem primitive, populaţii de celule progenitoare, populaţii de celule diferenţiate şi terminal
diferenţiate. Modelul matematic extins ne oferă posibilitatea de a ı̂nţelege evoluţia populaţiilor de
celule normale şi anormale la fiecare etapă a procesului de formare al celulelor sanguine.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate ı̂n lucrările [73], [75], [76] şi [82].
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2.1 Modelul matematic de bază

Modelarea matematică a evoluţiei ı̂n timp a unei populaţii p de orice natură ı̂ncepe printr-o primă
aproximare (presupunând că nu există constrângeri) cu ecuaţia malthusiană:

p′ (t) = ap (t)− cp (t) ,

unde p (t) este mărimea populaţiei p la momentul t, iar a şi c sunt rata de creştere, respectiv rata de
deces/eliminare naturală (per capita). Presupunând că rata de creştere este mai mare ca rata de deces,
populaţia va creşte exponenţial conform legii p (t) = p0 exp ((a− c) t) , ceea ce nu e valid pe o perioadă
mai lungă de timp, ı̂n special pentru populaţii biologice limitate. Din acest motiv, o abordare mai
concretă ar fi să considerăm că rata de creştere (şi/sau de deces) se va schimba pe parcursul evoluţiei,
printr-un mecanism de auto-limitare sau de către influenţe exterioare. De exemplu, rata de creştere
a unei populaţii auto-limitate poate fi a/ (1 + bp (t)) depinzând de ı̂nsăşi mărimea populaţiei. Aici,
b este un factor de proporţionalitate care ne arată cât de sensibilă este acea populaţie ı̂n raport cu
propria sa mărime. Acest lucru arată faptul că rata de creştere scade odată cu creşterea dimensiunii
populaţiei p (t). În plus, influenţa asupra lui p a unei populaţii competitive q poate fi simulată ı̂n model
de o rată de creştere de forma a/ (1 + b1p (t) + b2q (t)) , unde raportul b2/b1 arată cât de puternic este
efectul de diminuare datorat populaţiei q, comparativ cu cel de auto-limitare.

Aplicat la populaţiile de celule stem normale şi anormale/maligne notate prin x şi z, alegerea
modelului de mai sus duce la următorul sistem diferenţial:

x′ (t) = ax(t)
1+β1x(t)+β2z(t)

− cx (t)

z′ (t) = Az(t)
1+γ1x(t)+γ2z(t)

− Cz (t) .

(2.1)

Aici, din moment ce celulele anormale au un efect de diminuare mai puternic asupra ratei de creştere
a celulelor normale decât asupra propriei lor rate de creştere, e natural să presupunem că:

β2 > γ2. (2.2)

De asemenea, efectul aproape neglijabil al celulelor normale asupra ratei de creştere a populaţiei z
(adică, γ1 este mult mai mic decât β1) justifică inegalitatea:

γ2
γ1

>
β2
β1
. (2.3)

Pentru analiza matematică a majorităţii modelelor, este deseori convenabil ca numărul
parametrilor să fie redus pe cât de mult posibil. Prin urmare, ı̂n cazul nostru, putem reduce numărul
parametrilor β1, β2, γ1, γ2 la trei, făcând o schimbare de variabilă:

y =
γ2
γ1
z.

Înlocuind ı̂n (2.1) se ajunge la sistemul:
x′ (t) = ax(t)

1+β1x(t)+(γ1/γ2)β2y(t)
− cx (t)

y′ (t) = Ay(t)
1+γ1x(t)+γ1y(t)

− Cy (t) ,

care, cu notaţiile

b1 = β1, b2 = β2
γ1
γ2
, B = γ1,
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devine 
x′ (t) = ax(t)

1+b1x(t)+b2y(t)
− cx (t)

y′ (t) = Ay(t)
1+B(x(t)+y(t)) − Cy (t) .

(2.4)

Având ı̂n vedere (2.3), avem b1 > b2, cât timp (2.2) garantează că b2 > B. În consecinţă, ı̂n ceea ce
urmează, presupunem că

b1 ≥ b2 > B. (2.5)

Sistemul (2.4) este modelul nostru matematic de bază. Acesta exprimă evoluţia ı̂n timp a
populaţiilor de celule stem normale şi anormale, notate prin x(t) respectiv y(t). Aici, parametrii
a şi A ai modelului sunt ratele de creştere nerestrictive (datorită auto-rêınnoirii) a celulelor stem
normale respectiv anormale; b 1, b2 şi B sunt sensibilităţile micromediului măduvei osoase, ı̂n timp
ce c şi C reprezintă ratele de eliminare naturală a celulelor (datorită diferenţierii, apoptozei şi altor
mecanisme de eliminare vezi J. Domen [29], E. Vivier et al. [106], F.Q. Alenzi et al. [6], C. Riether et
al. [92] şi T. Cisneros et al. [18]). Termenii

1

1 + b1x+ b2y
şi

1

1 +B(x+ y)

modelează efectul de aglomerare ı̂n micromediul măduvei osoase, introduce competiţia ı̂ntre celulele
stem normale şi anormale, ı̂n plus garantează homeostazia la nivelul populaţiei de celule. Presupunem
că pentru ambele populaţii de celule, rata de creştere este mai mare decât rata de deces, adică

a > c şi A > C.

Avantajul celulelor anormale de a fi mai puţin sensibile la micromediul măduvei osoase decât celulele
normale este exprimat prin (2.5).

A se nota faptul că un model alternativ pentru dinamica celulelor normale şi anormale ı̂n LMC
poate fi găsit ı̂n lucrarea lui B. Neiman [72], unde rolul parametrului b1/b2 e dat de un parametru
notat prin g şi considerat a fi mai mare sau egal cu unu.

Cazul limită b1 = b2 =: b a fost considerat de D. Dingli şi F. Michor [27] şi de către A. Cucuianu şi
R. Precup [24]. În acest caz, există doar două stări de echilibru diferite de zero ale sistemului, anume

(d, 0) şi (0, D),

unde d si D reprezintă cantităţile homeostatice ale celulelor stem normale şi anormale şi sunt date de

d =
1

b

(a
c
− 1
)

şi D =
1

B

(
A

C
− 1

)
.

În ceea ce urmează, presupunem că b1 > b2. Aşa cum vom vedea, ı̂n acest caz, pe lângă starea de
echilibru nulă avem (d, 0) şi (0, D), unde de această dată

d =
1

b1

(a
c
− 1
)

şi D =
1

B

(
A

C
− 1

)
, (2.6)

o a treia stare de echilibru (x∗, y∗) poate de asemenea să existe, cu ambele componente pozitive, adică
x∗ > 0 şi y∗ > 0. Acest lucru face ca noul model să poată face distincţia ı̂ntre faza cronică şi cea
accelerată acută ı̂n leucemia mieloidă cronică.
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2.2 Existenţa, unicitatea şi dependenţa continuă de date

În această secţiune vom discuta problema cu condiţii iniţiale asociată sistemului (2.4).

Existenţa şi unicitatea

Teorema 2.2.1. Pentru orice t0 ≥ 0 şi u0 = (x0, y0) ∈ (0,+∞)
2
, există o soluţie saturată unică

u = u (·, t0, u0) = (x, y) a sistemului (2.4), care este definită pe ı̂ntreaga semiaxă [t0,+∞), este de
clasă C∞, cu x > 0 şi y > 0 pe [t0,+∞), şi satisface condiţia iniţială

u (t0) = u0.

Monotonia soluţiilor

Fie (x, y) orice soluţie a sistemului (2.4) cu x, y > 0. Funcţia x(t) creşte pe parcursul intervalelor de
timp unde dx/dt > 0, adică

a

1 + b1x (t) + b2y (t)
− c > 0, sau echivalent, x(t) +

b2
b1
y(t) < d.

Prin urmare, x(t) creşte atât timp cât

x(t) +
b2
b1
y(t) < d, şi descreşte atât timp cât x(t) +

b2
b1
y(t) > d.

Analog, funcţia y(t) creşte atât timp cât

A

1 +B(x (t) + y (t))
− C > 0, sau echivalent, x(t) + y(t) < D,

şi descreşte când x(t) + y(t) > D.
Prin urmare, monotonia lui x şi y este dată de totalul ponderat al celulelor ı̂n comparaţie cu

valorile homeostatice d şi D.

Mărginirea soluţiilor

Teorema 2.2.2. Soluţia u = u (·, t0, u0) este mărginită pe [t0,+∞) pentru orice t0 ≥ 0 şi u0 ∈
(0,+∞)

2
.

Dependenţa continuă de date

În practică, este important să estimăm eroarea dintre soluţia unui sistem dat şi soluţiile unui sistem
perturbat. Fie u = (x, y) unica soluţie saturată a sistemului (2.4) ce satisface condiţia iniţială u (t0) =

u0, unde t0 ≥ 0 şi u0 = (x0, y0) ∈ (0,+∞)
2
, şi fie v = (x, y) orice soluţie a unei probleme Cauchy de

forma {
v′ = g (t, v)
v (t0) = v0,

(2.7)

unde v0 = (x0, y0) ∈ R2
+, g = (g1, g2) ∈ C

(
[t0, t0 + h]× R2

+;R2
+

)
, şi se presupune că v există pe

intervalul [t0, t0 + h] .
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Ne interesează să estimăm funcţiile x− x şi y− y ı̂n termenii diferenţelor x0 − x0, y0 − y0, f1 − g1
şi f2 − g2, unde

f1 (x, y) =
ax

1 + b1x+ b2y
− cx,

f2 (x, y) =
Ay

1 +B (x+ y)
− Cy.

Prin calcul direct, putem arăta că f1, f2 satisfac condiţiile Lipschitz

|f1 (w1, w2)− f1 (w1, w2)| ≤ l11 |w1 − w1|+ l12 |w2 − w2| ,
|f2 (w1, w2)− f2 (w1, w2)| ≤ l21 |w1 − w1|+ l22 |w2 − w2| ,

(2.8)

cu
l11 = max {a− c, c} , l12 = ab2

4b1
,

l21 = A
4 , l22 = max {A− C,C} ,

şi
l = max{l11, l12}+ max{l21, l22}.

Teorema 2.2.3. Presupunem că

|f1(w1, w2)− g1(t, w1, w2)| ≤ η1 (2.9)

|f2(w1, w2)− g2(t, w1, w2)| ≤ η2

pentru orice w1, w2 ∈ R+, t ∈ [t0, t0 + h] , şi numerele η1, η2 ≥ 0. Atunci

|x(t)− x(t)|+ |y(t)− y(t)| ≤ [|x0 − x0|+ |y0 − y0|+ (η1 + η2)h] ehl (2.10)

pentru orice t ∈ [t0, t0 + h] .

Notăm că estimarea (2.10) este dată ı̂n termenii normei

‖(x, y)‖ = |x|+ |y| pe R2.

În ceea ce priveşte norma corespunzătoare pe C
(
[t0, t0 + h] ,R2

)
,

‖u‖∞ = max
t∈[t0,t0+h]

‖u (t)‖ ,

rezultă
‖u− v‖∞ ≤ (‖u0 − v0‖+ ‖η‖h) ehl. (2.11)

Estimări similare sunt valabile ı̂n ceea ce priveşte alte norme pe R2. De exemplu, dacă
luăm ı̂n considerare norma ‖(x, y)‖ = max {|x| , |y|} pe R2 şi norma corespunzătoare pe
C
(
[t0, t0 + h] ,R2

)
, ‖u‖∞ = maxt∈[t0,t0+h] ‖u (t)‖ , obţinem cu uşurinţă (2.11), de data aceasta cu

l = max {l11 + l12, l21 + l22} .
O estimare independentă a normei pe R2 poate fi dată ı̂n termeni de norme şi matrici vectoriale.

În acest scop, să considerăm norma vectorială pe R2,

‖‖‖ (x, y)‖‖‖ = (|x| , |y|)tr

şi norma vectorială corespunzătoare pe C
(
[t0, t0 + h] ,R2

)
,

‖‖‖u‖‖‖∞ = (‖x‖∞ , ‖y‖∞)
tr
, u = (x, y) .

Pentru f = (f1, f2) , condiţia (2.8) poate fi scrisă ı̂n forma vectorială

‖‖‖f (w)− f (w)‖‖‖ ≤ L‖‖‖w − w‖‖‖
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pentru orice w,w ∈ R2
+, unde L este matricea pătratică

L =

[
max {a− c, c} ab2

4b1
A
4 max {A− C,C}

]
.

De asemenea, condiţia (2.9) are forma vectorială

‖‖‖f (w)− g (t, w)‖‖‖ ≤ η

pentru orice w ∈ R2, t ∈ [t0, t0 + h] , unde η = (η1, η2)
tr
. În plus, inegalităţile

|x(t)− x(t)| ≤ |x0 − x0|+
∫ t

t0

|f1 (x(s) , y (s))− g1 (s, x (s) , y (s))| ds

≤ |x0 − x0|+
∫ t

t0

|f1 (x (s) , y (s))− f1 (x (s) , y (s))| ds

+

∫ t

t0

|f1 (x (s) , y (s))− g1 (s, x(s) , y (s)| ds

≤ |x0 − x0|+ η1h+ l11

∫ t

t0

|x (s)− x (s)| ds+ l12

∫ t

t0

|y (s)− y (s)| ds

şi

|y(t)− y(t)| ≤ |y0 − y0|+ η2h+ l21

∫ t

t0

|x (s)− x (s)| ds+ l22

∫ t

t0

|y (s)− y (s)| ds,

pot fi puse ı̂mpreună sub inegalitatea vectorială

‖‖‖u (t)− v (t)‖‖‖ ≤ ‖‖‖u0 − v0‖‖‖+ hη + L

∫ t

t0

‖‖‖u (s)− v (s)‖‖‖ds,

care din versiunea vectorială a inegalităţii lui Gronwall (vezi [80], p. 166) ne oferă

‖‖‖u (t)− v (t)‖‖‖ ≤ ehL (‖‖‖u0 − v0‖‖‖+ hη) ,

unde ehL este o matrice exponenţială. Luând maximul pentru t ∈ [t0, t0 + h] va rezulta, ı̂n final,
următoarea concluzie.

Teorema 2.2.4. În condiţiile de mai sus, următoarea inegalitate vectorială are loc:

‖‖‖u− v‖‖‖∞ ≤ e
hLγ,

unde γ este vectorul coloană ‖‖‖u0 − v0‖‖‖+ hη.

2.3 Puncte de echilibru şi stabilitate locală

Puncte de echilibru

Un punct de echilibru, sau o soluţie staţionară a sistemului (2.4) este o soluţie constantă, adică o
soluţie pentru care dx/dt = dy/dt = 0. Aşadar, punctele de echilibru ale (2.4) sunt obţinute prin
rezolvarea sistemului algebric

ax

1 + b1x+ b2y
− cx = 0, (2.12a)

Ay

1 +B(x+ y)
− Cy = 0. (2.12b)
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Soluţiile sistemului (2.12a)-(2.12b) sunt perechiile

(0, 0), (d, 0), (0, D) şi (x∗, y∗),

unde d, D sunt date de (2.6),

x∗ = −b2c(A− C)−BC(a− c)
BCc(b1 − b2)

şi y∗ =
b1c(A− C)−BC(a− c)

BCc(b1 − b2)
.

Un calcul simplu duce la

x∗ =
b1

b1 − b2
d− b2

b1 − b2
D, y∗ =

b1
b1 − b2

(D − d) .

Este uşor de observat că, sub presupunerea că b1 > b2, ambele numere x∗ şi y∗ sunt pozitive (valori
acceptabile din punct de vedere biologic) dacă şi numai dacă

d < D <
b1
b2
d.

Aşadar, ı̂n acest caz, pe lângă punctele de echilibru diferite de zero (d, 0) şi (0, D) , apare un punct de
echilibru (x∗, y∗) pozitiv, contrar cazului considerat ı̂n lucrările lui D. Dingli şi F. Michor [27] şi A.
Cucuianu şi R. Precup [24], unde b1 = b2.

Stabilitatea locală a punctelor de echilibru

Studiem stabilitatea punctelor de echilibru ale sistemului (2.4) folosind prima metodă de aproximare
(pentru detalii vezi D. Kaplan şi L. Glass [50], E.A. Coddington şi N. Levinson [20] şi D.S. Jones et
al. [48]). Conform acestei metode, un punct de echilibru (α, β) este asimptotic stabil dacă matricea
Jacobiană J(α, β) este o matrice Hurwitz, adică Re λ < 0 pentru toate valorile proprii λ, şi este
instabilă dacă Re λ > 0 pentru cel puţin una dintre valorile proprii ale sale.

Din acest studiu al stabilităţii asimptotice locale a soluţiilor staţionare ale sistemului (2.4), obţinem
următorul rezultat:

Teorema 2.3.1. (a) Dacă D < d, atunci (d, 0) este singurul punct de echilibru care este local asimp-
totic stabil.

(b) Dacă b1 > b2 şi d < D < (b1/b2)d, atunci (x∗, y∗) este singurul punct de echilibru care este
local asimptotic stabil.

(c) Dacă D > (b1/b2)d, atunci (0, D) este singurul punct de echilibru care este local asimptotic
stabil.

Observaţia 2.3.2. În toate cele trei cazuri ale teoremei anterioare, punctul de echilibru (0, 0) este
instabil, aşa cum poate fi arătat bazându-ne pe presupunerile că a > c şi A > C.

Analiza de mai sus arată o schimbare calitativă a comportamentului sistemului, mai exact o schim-
bare a echilibrului local asimptotic stabil, după cum variază parametrul D. Valorile acestui parametru
pentru care echilibrul local asimptotic stabil se schimbă (numite puncte de bifurcaţie) sunt D = d şi
D = (b1/b2)d. Analiza bifurcaţiei sistemului nostru este ilustrată de Figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama tranziţiei de la hematopoieza normală la faza cronică şi faza accelerat acută ı̂n leucemia
mieloidă cronică. Aici, FC-LMC se referă la faza cronică a leucemiei mieloide cronice şi FAA-LMC se referă
la faza accelerat acută a leucemiei mieloide cronice.
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O condiţie ca D = d sau D = (b1/b2)d este foarte instabilă din punct de vedere fiziologic, din
moment ce mici variaţii ale parametrilor pot schimba starea normală ı̂ntr-una cronică şi vice versa, ı̂n
cazul ı̂n care D = d, şi faza cronică ı̂n una accelerat acută şi vice versa, ı̂n cazul ı̂n care D = (b1/b2)d.
De asemenea, din punct de vedere medical, situaţiile D = d şi D = (b1/b2)d sunt practic nedetectabile.

2.4 Stabilitate globală

Stabilitatea asimptotică globală a punctelor de echilibru

În secţiunea anterioară am studiat stabilitatea locală a punctelor de echilibru ale sistemului (2.4) şi
am arătat că există doar un punct de echilibru local asimptotic stabil ı̂n fiecare din cele trei faze:
normală, cronică şi accelerat acută, anume (d, 0), (x∗, y∗) respectiv (0, D). Scopul acestei secţiuni este
de a arăta că, de fapt, stabilitatea acestor soluţii staţionare e una globală.

Teorema 2.4.1. Pentru orice soluţie saturată pozitivă u = (x, y) a sistemului (2.4) avem:

(i) u (t) → (d, 0) când t→ +∞, ı̂n cazul D < d;

(ii) u (t) → (x∗, y∗) când t→ +∞, ı̂n cazul d < D < (b1/b2) d;

(iii) u (t) → (0, D) când t→ +∞, ı̂n cazul (b1/b2) d < D.

2.5 Simulări numerice

Simulările numerice ale sistemului (2.4) ce ilustrează rezultatele teoretice au fost efectuate ı̂n lucrarea
lui L.G. Parajdi et al. [76], utilizând softul Maple.

Estimarea parametrilor

Estimarea parametrilor oferă aplicabilitate modelelor matematice şi e deosebit de importantă atunci
când modelul este aplicat pentru predicţii ı̂n timp real. Unele estimări ale parametrilor sunt obţinute
ı̂n lucrarea lui D. Dingli şi F. Michor [27], unde se estimează că numărul de celule stem la un adult
sănătos este de aproximativ

d = 2× 104 (stare homeostatică normală).

Celulele stem se divid la fiecare 200 de zile şi mor la fiecare 500 de zile. Prin urmare, rata de creştere
şi de deces a celulelor stem normale (per capita, pe zi) ar putea fi luate:

a =
1

200
= 0.005 şi c =

1

500
= 0.002.

În cazul sistemului nostru (2.4), factorul b1/b2 permite posibilitatea ca celulele stem anormale să fie
mai puţin sensibile la micromediul măduvei osoase decât celulele stem normale. Cu toate acestea,
studiile recente au arătat diferite rate de creştere ale celulelor stem hematopoietice (CSH). Un studiu
recent a concluzionat că celulele stem hematopoietice se divid, ı̂n medie, la fiecare 40 de săptămâni,
ı̂ntr-un interval de la 25 la 50 de săptămâni (vezi S. Catlin et al. [13]). Parametrul b1, ce vine de la
sensibilitatea la micromediul măduvei osoase a celulelor stem normale, poate fi estimat din următoarea
relaţie

b1 =
a
c − 1

d
= 0.75× 10−4.

Pentru simulările noastre numerice alegem valoarea 2 pentru b1/b2 şi apoi avem b2 ' 0.38× 10−4.
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Parametrii A,B si C variază de la pacient la pacient, la fel şi parametrul D. Precum ı̂n lucrarea
lui D. Dingli şi F. Michor [27], presupunem că valoarea parametrului B este aproximativ jumătate
din valoarea lui b2, ı̂n consecinţă B ' 0.19 × 10−4. În ceea ce priveşte parametrii A şi C, diferite
valori sunt considerate ı̂n simulările noastre ı̂n aşa fel ı̂ncât toate relaţiile anterioare ı̂ntre parametrii
modelului să corespundă.

Simularea numerică a modelului

Vom simula numeric sistemul (2.4) pentru a investiga comportamentul populaţiilor de celule stem
normale şi anormale ı̂n următoarele cazuri: D < d (faza normală), d < D < (b1/b2)d (faza cronică)
şi (b1/b2)d < D (faza accelerat acută). Graficele lui x(t) (linie albastră continuă) şi y(t) (linie roşie
ı̂ntreruptă) petru un interval de timp 0 ≤ t ≤ T , sunt reprezentate pentru valorile parametrilor
modelului: a, b1, b2, c, A, B, C, valori iniţiale x(0), y(0) şi lungimea T a intervalului de timp. De
exemplu, dacă a = 0.005; b1 = 0.75× 10−4; b2 = 0.38× 10−4; c = 0.002; A = 0.01; B = 0.19× 10−4 şi
C = 0.004.

Cazul I Cazul II Cazul III
a < A a < A a < A
c < C c = C c > C

b1 > b2 > B b1 > b2 > B b1 > b2 > B

Tabelul 2.1: Cazurile simulării numerice. a,A = rate de creştere; b1, b2, B = sensibilităţi la micromediul
măduvei osoase; c, C = rate de deces; a, b1, b2, c = parametrii ai celulelor stem normale şi A,B,C = parametri
ai celulelor stem anormale (leucemice).

Ne vom limita simulările la situaţiile prezentate ı̂n Tabelul 2.1. În toate cazurile, presupunem
că celulele stem anormale sunt mai puţin sensibile la aglomerarea mediului (micromediul măduvei
osoase) decât celulele stem normale, adică b1 > b2 > B.

Cazul I : În acest caz, rata de creştere şi de deces a celulelor stem normale e mai mică decât
rata de creştere şi de deces a celulelor stem anormale. Figura 2.2 (a) ne arată comportamentul ı̂n
timp (T = 3000 de zile) a celor două populaţii de celule pentru valorile parametrilor din prima linie
a Tabelului 2.2, care corespunde fazei hematopoietice normale D < d. Populaţia de celule stem
normale x(t) (reprezentată de linia albastră solidă) tinde către valoarea d ı̂n timp ce populaţia de
celule stem anormale y(t) (reprezentată prin linia roşie ı̂ntreruptă) tinde către 0. Din punct de vedere
biologic, această extincţie a celulelor stem anormale/leucemice, din cauza unor evenimente aleatoare,
a fost explicată şi demonstrată ı̂n diverse studii folosind linii de celule stem (vezi A. Jilkine şi R.
Gutenkunst [47], H. Snippert et al. [100], A. Klein et al. [55], G. Driessens et al. [31]). Figura
2.2 (b) arată comportamentul ı̂n timp (T = 25000 de zile) a celor două populaţii de celule pentru
valorile parametrilor din a doua linie a Tabelului 2.2, care corespunde fazei cronice d < D < (b1/b2)d.
Populaţiile de celule stem normale şi anormale x(t) şi y(t) tind spre x∗ şi respectiv y∗. Figura 2.2
(c) ne arată comportamentul ı̂n timp (T = 8000 de zile) al celor două populaţii de celule pentru
valorile parametrilor corespunzători din Tabelul 2.2, care duce la faza accelerat acută D > (b1/b2)d.
Populaţia de celule stem normale x(t) tinde către 0, ı̂n timp ce populaţia de celule stem anormale y(t)
tinde spre valoarea D.
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(a) Faza normală (b) Faza cronică a LMC (c) Faza accelerat acută a LMC

Figura 2.2: Comportamentul populaţiilor de celule stem normale şi anormale ı̂n Cazul I, având condiţiile
iniţiale: (a) x(0) = 1.5× 104, y(0) = 5× 103; (b) x(0) = 2× 104, y(0) = 1× 103; (c) x(0) = 2× 104, y(0) = 1.

Cazul II şi Cazul III : Să presupunem acum că ı̂n Cazul II, rata de deces a celulelor stem normale
este egală cu rata de deces a celulelor stem anormale şi ı̂n Cazul III că rata de deces a celulelor stem
normale este mai mare decât rata de deces a celulelor stem anormale. În ambele cazuri, rata de creştere
a celulelor stem normale este mai mică decât rata de creştere a celulelor stem anormale. Atunci A/C
> a/c şi din moment ce 1/B > 1/b2, observăm imediat că (1/B) (A/C − 1) > (1/b2) (a/c− 1) , sau
echivalent, D > (b1/b2) d. Prin urmare, ı̂n aceste două cazuri este posibilă doar faza accelerat acută.
Figurile 2.3 (a) şi 2.3 (b) arată comportamentul ı̂n timp (T = 6000 de zile) a celor două populaţii de
celule pentru valorile parametrice aferente din Tabelul 2.2. Aşa cum putem observa, ı̂n ambele cazuri,
populaţia de celule stem normale x(t) tinde către 0, ı̂n timp ce populaţia de celule stem anormale y(t)
tinde spre valoarea D.

(a) Faza accelerat acută a LMC (b) Faza accelerat acută a LMC

Figura 2.3: Comportamentul populaţiilor de celule stem normale şi anormale ı̂n Cazurile II şi III, având
condiţiile iniţiale: (a) x(0) = 2× 104, y(0) = 1; (b) x(0) = 2× 104, y(0) = 1.

Fig. a b1×10−4 b2×10−4 c A B×10−4 C S − S

2.2(a) 0.005 0.75 0.38 0.002 0.01 0.19 0.009 (d, 0)

2.2(b) 0.005 0.75 0.38 0.002 0.01 0.19 0.007 (x∗, y∗)

2.2(c) 0.005 0.75 0.38 0.002 0.01 0.19 0.004 (0, D)

2.3(a) 0.005 0.75 0.38 0.002 0.01 0.19 0.002 (0, D)

2.3(b) 0.005 0.75 0.38 0.002 0.006 0.19 0.001 (0, D)

Tabelul 2.2: Valori ale parametrilor pentru simulări. S – S = puncte de echilibru; d = 2 × 104 (normal);
D = parametru variabil (anormal).
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Figura 2.4 prezintă portretul fazic al sistemului (2.4) ı̂n faza normală D < d, ı̂n faza cronică
d < D < (b1/b2)d şi ı̂n faza accelerat acută (b1/b2)d < D.

(a) Faza normală (b) Faza cronică a LMC (c) Faza accelerat acută a LMC

Figura 2.4: Portretul fazic al sistemului bidimensional (2.4), ı̂n faza normală (a) D < d, ı̂n FC-LMC (b)
d < D < (b1/b2)d, şi ı̂n FAA-LMC (c) (b1/b2)d < D. Orbitele (x(t), y(t)) se apropie de unicul punct de
echilibru asimptotic stabil (d, 0), ı̂n cazul (a); (x∗, y∗), ı̂n cazul (b); şi, ı̂n final, (0, D), ı̂n cazul (c).

2.6 Modelul extins la celulele terminal diferenţiate

Lucrând la nivelul celulelor stem primitive, nu există un mod comun de a determina mărimea ambelor
populaţii de celule (normale şi anormale). Prin urmare, ar fi util să avem o reflectare a evoluţiei
celulelor stem primitive la nivelul celulelor terminal diferenţiate, mult mai uşor de estimat prin teste
de sânge regulate.

Această idee apare pentru prima oară ı̂n F. Michor et al. [68], şi aplicată modelului nostru
matematic duce la sistemul extins de opt ecuaţii

x′1(t) = a1x1

1+b1x1+b2y1
− c1x1 (CSN) y′1(t) = A1y1

1+B(x1+y1)
− C1y1 (CSA)

x′2(t) = a2x1 − c2x2 (CPN) y′2(t) = A2y1 − C2y2 (CPA)

x′3(t) = a3x2 − c3x3 (CDN) y′3(t) = A3y2 − C3y3 (CDA)

x′4(t) = a4x3 − c4x4 (CTN) y′4(t) = A4y3 − C4y4 (CTA).

Aici, x2 (t) , y2 (t) reprezintă populaţiile de celule progenitoare (CP) normale (N) şi anormale (A);
x3 (t) , y3 (t) reprezintă populaţiile de celule diferenţiate (CD) normale (N) şi anormale (A); x4 (t) ,
y4 (t) reprezintă populaţiile de celule terminal diferenţiate (CT), normale (N) şi anormale (A). Noii
parametri a2, A2 sunt ratele la care celulele progenitoare normale şi anormale sunt produse din celule
stem normale şi anormale; a3, A3 sunt ratele la care celulele diferenţiate normale şi anormale sunt
produse din celule progenitoare normale şi anormale; a4, A4 sunt ratele la care celulele terminal
diferenţiate, normale şi anormale, sunt produse din celule diferenţiate normale şi anormale iar c2, c3,
c4, C2, C3, C4 sunt ratele de deces ale celulelor progenitoare normale şi anormale, celulelor diferenţiate
şi terminal diferenţiate.

În stare de echilibru, presupunând că ı̂ntr-un corp de adult sănătos numărul de celule stem este
d = x∗1 = 2 × 105, numărul de celule progenitoare este x∗2 = 1 × 108, numărul de celule diferenţiate
este x∗3 = 1× 1010 iar numărul de celule terminal diferenţiate este x∗4 = 1× 1012 (vezi F. Michor et al.
[68]). În consecinţă, ı̂n stare de echilibru, avem pentru celulele progenitoare a2x

∗
1 − c2x∗2 = 0, de unde

a2/c2 = x∗2/x
∗
1 = 5 × 102, pentru celulele diferenţiate a3x

∗
2 − c3x∗3 = 0, de unde a3/c3 = x∗3/x

∗
2 =
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1× 102, şi pentru celulele terminal diferenţiate a4x
∗
3 − c4x∗4 = 0, de unde a4/c4 = x∗4/x

∗
3 = 1× 102.

Prin urmare, dacă c2 = 0.008, c3 = 0.05 şi c4 = 1 (vezi F. Michor et al. [68]), atunci a2 = 4, a3 = 5,
şi a4 = 100. De asemenea presupunem că A2 = 2a2, A3 = 2a3, A4 = a4 şi C2 = c2, C3 = c3, C4 = c4.

Notăm că dacă
(x1E , y1E)

este orice punct de echilibru (E) al sistemului iniţial (2.4), atunci

(x1E , y1E , a2x1E/c2, A2y1E/C2, a2a3x1E/c2c3, A2A3y1E/C2C3,

a2a3a4x1E/c2c3c4, A2A3A4y1E/C2C3C4)

este un echilibru al sistemului extins, iar cele două puncte de echilibru au aceeaşi proprietate de
stabilitate. Prin urmare, a lucra la nivelul celulelor stem primitive este echivalent cu a lucra la nivelul
oricărei clase succesive de celule. Aşadar, dacă prin teste de sânge se poate estima raţia stării constante
x4E/y4E ı̂ntre celulele terminal diferenţiate sănătoase şi nesănătoase ca fiind egală cu λ, atunci putem
calcula imediat raţia stării de echilibru analogice celulelor diferenţiate, progenitoare şi stem, după
cum urmează:

x3E
y3E

= λ
A4c4
a4C4

,
x2E
y2E

= λ
A3A4c3c4
a3a4C3C4

,
x1E
y1E

= λ
A2A3A4c2c3c4
a2a3a4C2C3C4

.

Figurile 2.5 (a)-(d) arată că există ı̂ntr-adevăr, un paralelism ı̂ntre comportamentele populaţiilor
de celule normale şi anormale ı̂n toate cele patru compartimente celulare.

(a) Populaţii de celule stem (b) Populaţii de celule progenitoare

(c) Populaţii de celule diferenţiate (d) Populaţii de celule terminal
diferenţiate

Figura 2.5: Comportamentul (a) populaţiilor de celule stem, (b) populaţiilor de celule progenitoare, (c)
populaţiilor de celule diferenţiate şi (d) populaţiilor de celule terminal diferenţiate pentru valorile parametrilor:
a1 = 0.005, a2 = 4, a3 = 5, a4 = 100, b1 = 0.75 × 10−5, b2 = 0.38 × 10−5, c1 = 0.002, c2 = 0.008, c3 = 0.05,
c4 = 1, A1 = 0.01, A2 = 8, A3 = 10, A4 = 100, B = 0.19 × 10−5, C1 = 0.004, C2 = c2, C3 = c3,
C4 = c4, şi condiţiile iniţiale: x1(0) = 2 × 105, x2(0) = 1 × 108, x3(0) = 1 × 1010, x4(0) = 1 × 1012,
y1(0) = y2(0) = y3(0) = y4(0) = 1.
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Capitolul 3

Probleme de Optimizare ı̂n Leucemia Mieloidă

Cronică

Mulţi autori au studiat diferite tipuri de probleme de optimizare aplicate ı̂n ştiinţele naturii, dintre
care Y. Cherruault [16], C.J.S. Alves et al. [7], Y. Wang et al. [108] şi G. Cedersund et al. [15].
Din numeroasele lucrări ı̂n care sunt studiate probleme de optimizare şi control optimal, aplicate ı̂n
leucemia mieloidă cronică, le menţionăm pe cele ale lui S. Nanda et al. [71], B. Ainseba şi C. Benosman
[5], Q. He et al. [37], S.B. Mendrazitsky et al. [65, 66].

Ceea ce urmează să elaborăm ı̂n acest capitol, bazat pe modelul (2.4), este o abordare matematică
a terapiei optimale pentru pacienţi individuali ı̂n leucemia mieloidă cronică. Mai realist, ı̂n loc să
ţintim spre o eradicare completă a cancerului, explorăm terapii ipotetice ı̂ndreptate spre celulele
anormale care schimbă echilibrul către hematopoieza normală şi astfel oferă un avantaj celulelor stem
hematopoietice normale faţă de omoloagele lor, celulele stem anormale.

Acest capitol este structurat ı̂n patru secţiuni. În Secţiunea 3.1 prezentăm problema de opti-
mizare bazată pe modelul matematic (2.4) prezentat ı̂n Capitolul 2.

Secţiunea 3.2 prezintă două scenarii terapeutice care sunt legate de obiectivul principal al
diminuării raportului y∗/x∗ celulelor anormale şi normale sub un prag prescris. În continuare, ı̂n
Secţiunea 3.3 considerăm un medicament ce acţionează pe mai mulţi parametri, iar rezultatele sunt
comparate cu cele din Secţiunea 3.2. Este demonstrat că utilizarea unui medicament ce inhibă simul-
tan mai mult de un parametru cinetic permite o doză/toxicitate/cost total mai mic ı̂n comparaţie cu
inhibarea unui singur parametru.

În ultima secţiune, Secţiunea 3.4, prezentăm o aplicaţie bazată pe modelul extins la celulele
terminal diferenţiate, studiat ı̂n Secţiunea 2.6 din Capitolul 2. Rezultatul principal din această secţiune
compară rezultatele obţinute atunci când medicamentul acţionează asupra a două clase de celule, cu
cele obţinute ı̂n cazul ı̂n care medicamentul acţionează numai asupra clasei de celule progenitoare.

Majoritatea rezultatelor acestui capitol sunt cuprinse ı̂n lucrarea [77].

3.1 Problema de optimizare

Modelul matematic Dingli-Michor (1), precum şi modelul (2.4), au fost dezvoltate pentru a descrie
dinamica ı̂n compartimentul celulelor stem, dar ele pot fi, de asemenea, utilizate şi pentru orice
alt compartiment al hematopoiezei, ca cel al celulelor progenitoare, celulelor diferenţiate şi terminal
diferenţiate. Desigur, parametrii modelului sunt diferiţi de la un nivel (compartiment) la altul. Ba
chiar mai mult, la orice nivel, ratele de ı̂nlocuire includ ratele de tranziţie către următorul nivel şi
ratele de deces, ı̂n timp ce ratele de creştere depind de proliferarea celulelor ı̂n compartimentul anterior
(cu excepţia primului nivel de celule stem primitive, unde creşterea ı̂nseamnă auto-regenerare).

În continuare, vom efectua analiza sub presupunerea că la fiecare nivel, condiţia D < d/s este
satisfăcută. Pentru simplificare, analiza noastră este realizată doar pentru compartimentul celulelor
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stem din măduvă, astfel ı̂ncât condiţia cazului cronic

d < D <
d

s

are loc, unde s = b2/b1 şi s < 1. În mod normal, un rezultat mai bun este posibil dacă mai multe
nivele de celule sunt tratate simultan.

Din moment ce tratamentul nostru doar ı̂mbunătăţeşte echilibrul dintre celulele anormale şi cele
normale, avem nevoie de câteva criterii pentru a estima gradul de ı̂mbolnăvire şi răspunsul la trata-
ment.

Gradul de ı̂mbolnăvire poate fi estimat de poziţia lui D ı̂n intervalul [d, d/s] . Cu cât D este mai
departe de d, cu atât este mai mare ı̂ncărcătura leucemică. O măsură precisă a acestei locaţii este
raportul

D − d
d
s −D

.

Similar, putem lua ı̂n considerare raportul y∗/x∗. În virtutea expresiilor

x∗ =

(
1

s
− 1

)−1(
d

s
−D

)
şi y∗ = (1− s)−1 (D − d) ,

ı̂ntre cei doi indicatori, există următoarea relaţie

y∗

x∗
=

1

s
· D − d
d
s −D

. (3.1)

Ambii indicatori depind de raportul D/d, care poate servi ca o măsură a gradului de ı̂mbolnăvire. În
mod similar, putem considera raportul

β =
y∗

2x∗ + y∗
, (3.2)

care poate fi pus ı̂n legătură cu teste de laborator de rutină, cum ar fi procentajul BCR-ABL. Acest
test măsoară expresia relativă a genei anormale BCR-ABL ı̂n comparaţie cu cea a ABL. Cu toate
acestea, din moment ce ampliconul ABL este, de asemenea, conţinut ı̂n BCR-ABL, numitorul este
proporţional cu ambele celule maligne şi non-maligne. Factorul 2 ı̂n (3.2) este necesar din moment
ce fiecare celulă non-malignă conţine două gene ABL. Aşadar, pentru a obţine informaţii despre
ı̂ncărcătura leucemică dintr-un anumit compartiment, analiza trebuie făcută pe o subpopulaţie de
celule. O astfel de analiză este posibilă datorită faptului că ierarhia hematopoietică este bine ı̂nţeleasă
(vezi E. Hideo et al. [41]) şi că diferite tipuri de celule pot fi izolate prin citometrie de flux (folosind
anticorpi fluorescenţi ı̂mpotriva markerilor de suprafaţă, vezi L.A. Herzenberg et al. [40]). Chiar dacă
o astfel de strategie nu este de obicei folosită ı̂n cadrul clinic, tehnologia necesară pentru o astfel de
abordare este deja disponibilă. În consecinţă, putem considera că procentajul BCR-ABL poate fi
estimat pentru compartimentul celulelor stem folosind markerii de suprafaţă corespunzători.

Raportându-ne la (2.6), orice terapie ce ţinteşte celulele anormale ar trebui să scadă D prin
creşterea parametrilor de eliminare/deces şi sensibilitate C şi B, şi prin scăderea ratei de creştere
A. Dimpotrivă, dacă terapia este direcţionată către celulele normale, atunci o creştere a lui d este
aşteptată prin descreşterea parametrilor de eliminare/deces şi sensibilitate c şi b1, şi prin mărirea ratei
de creştere a. Acest tip de intervenţie poate fi modelat folosind un răspuns farmacodinamic indirect.
Fie dm, Dm, sm, x

∗
m, y

∗
m valorile lui d, D, s, x∗ şi y∗ modificate prin terapie, şi fie factorii v1, v2,

v3, v4, v5 ce oferă amplitudinea modificărilor conform următoarelor formule

Dm =
1

v2B

(
v1
A

C
− 1

)
, dm =

1

v4b1

(
v3
a

c
− 1
)

şi sm = v5s,
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unde
v1, v4 ≤ 1, v2, v3 ≥ 1 şi v5 < s−1. (3.3)

Atunci d < dm, D > Dm, sm < 1, şi dacă faza cronică ı̂ncă persistă, adică, dm < Dm < s−1m dm,
atunci următoarele nivele noi homeostatice, sunt atinse

x∗m =

(
1

sm
− 1

)−1(
dm
sm
−Dm

)
şi y∗m = (1− sm)

−1
(Dm − dm) .

Notăm că, dacă v5 = 1, atunci sm = s şi ı̂n consecinţă inegalitatea

Dm < s−1m dm (3.4)

are loc. În caz contrar, dacă v5 > 1, atunci sm > s şi există riscul ca sistemul să treacă la o stare
accelerat acută, prin urmare condiţia (3.4) poate fi adăugată ca o constrângere.

Presupunem că un medicament modifică unul sau mai mulţi parametri cinetici. Răspunsul sis-
temului la intervenţie poate fi descris printr-un răspuns farmacodinamic indirect (vezi N.L. Dayneka
et al. [25]) cum ar fi

v(t) = 1− Cp(t)

Cp(t) + IC50
,

unde Cp reprezintă concentraţia plasmatică a medicamentului (sau a oricărui alt parametru farma-
cocinetic, cum ar fi zona de sub curbă (ZSC)) şi IC50 reprezintă o constantă ce poate fi interpretată
ca şi concentraţia medicamentului ce produce 50% din inhibiţia maximă. Mai general, funcţia de
răspuns depinde de parametrul farmacocinetic conform următoarei formule

v(t) = 1− C
1
θ
p (t)

C
1
θ
p (t) + IC50

,

unde θ reprezintă un parametru ce controlează panta abruptă (gradul de ı̂nclinare) a răspunsului.
Considerăm concentraţia serului medicamentului ı̂n faza stabilă ca fiind proporţională cu doza J
printr-o constantă α şi de asemenea, putem considera că termenul inhibitor depinde direct de doză,
prin urmare, putem exclude dependenţa de timp. Aşadar, funcţia de răspuns a parametrului cinetic
depinde de doză conform formulei următoare

v = 1− (αJ)
1
θ

(αJ)
1
θ + IC50

.

Prin ı̂mpărţirea celui de-al doilea termen la α
1
θ şi redenumind IC50/α

1
θ ca p, obţinem

v = 1− J
1
θ

J
1
θ + p

.

Exprimându-l pe J ı̂n termeni de v şi p, obţinem

J = p

(
1

v
− 1

)θ
. (3.5)

Formula (3.5) poate fi aplicată la v1 şi v4 care sunt mai mici sau egali ca unu (≤ 1). În cazul lui v2,
v3 şi v5, care sunt mai mari sau egali ca unu (≥ 1), funcţia de răspuns poate fi scrisă ca

J = p (v − 1)
θ
. (3.6)
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Prin combinarea formulelor (3.5) şi (3.6) pentru cazul general al unui medicament ce modifică toţi
parametrii cinetici, obţinem pentru doza J , expresia

J = p1

(
1

v1
− 1

)θ1
+ p2 (v2 − 1)

θ2 + p3 (v3 − 1)
θ3 + p4

(
1

v4
− 1

)θ4
+ p5 (v5 − 1)

θ5 . (3.7)

Aici, exponenţii pozitivi θ1, θ2, θ3, θ4 şi θ5 dau rapiditatea creşterii lui J când 1/v1, v2, v3, 1/v4, v5
tind spre infinit, şi p1, p2, p3, p4, p5 sunt factorii de proporţionalitate ai dozei. Acest tip de răspuns
poate fi aplicat cu uşurinţă pentru a modela alţi parametri, cum ar fi costul sau toxicitatea unui
medicament.

În particular, putem considera expresia

J = p1

(
1

v1
− 1

)
+ p2 (v2 − 1) + p3 (v3 − 1) + p4

(
1

v4
− 1

)
+ p5 (v5 − 1) , (3.8)

sau versiunea sa cuadratică

J = p1

(
1

v1
− 1

)2

+ p2 (v2 − 1)
2

+ p3 (v3 − 1)
2

+ p4

(
1

v4
− 1

)2

+ p5 (v5 − 1)
2
. (3.9)

În comparaţie cu (3.8), expresia (3.9) şi, mai general, (3.7), este mult mai sensibilă la valorile ampli-
tudinilor v1, ..., v5 ı̂ndepărtate de valoarea fără acţiune 1.

Reţinem că valoarea 1 a oricărui termen de inhibare vi ı̂nseamnă că parametrul cinetic cores-
punzător nu este modificat. Prin urmare, putem lua ı̂n considerare protocoalele de tratament care
modifică doar unul dintre cei cinci parametri cinetici, doi, trei, patru sau chiar pe toţi cinci, fără a
schimba expresia funcţiei obiectiv J. În fiecare caz, problema constă ı̂n determinarea factorilor v1, ..., v5
astfel ı̂ncât doza/toxicitatea/costul total să fie minim şi indicatorul de ı̂mbolnăvire să fie mai mic
decât o valoare dorită. Desigur, diferite regimuri de tratamente pot da, mai mult sau mai puţin, aceeaşi
doză/toxicitate/cost minimal. Prin urmare, criterii suplimentare (pe lângă doză/toxicitate/cost)
care influenţează decizia terapeutică pot fi, de asemenea, adăugate modelului nostru. Aşadar, o
problemă de interes medical, este compararea acestor protocoale ı̂n conformitate cu diferite criterii
adiţionale.

Conform indicatorului ales şi numărului de parametri cinetici influenţaţi de medicament, primul
lucru pe care ı̂l luăm ı̂n considerare este problema dozajului optim al medicamentului ce modifică
doar un parametru cinetic (un medicament selectiv) şi apoi un medicament neselectiv ce influenţează
simultan mai mult de un singur parametru cinetic.

3.2 Doza optimă personalizată a unui medicament selectiv

Prin medicament selectiv ne referim la un medicament ce acţionează doar pe un singur parametru.
Presupunând că folosind teste corespunzătoare, nivelul BCR-ABL β este calculat pentru compar-

timentul celulelor stem. Din expresia matematică (3.2) se poate obţine raportul y∗/x∗ şi anume

y∗

x∗
=

2β

(1− β)
.

Folosind (3.1), unde s e considerat a fi < 1 (vezi Capitolul 2), de exemplu alegem s să fie 1/2, obţinem
valoarea lui D,

D = (1 + β)d,

şi luăm ı̂n calcul două situaţii diferite.

Prima situaţie.
În prima situaţie considerăm un medicament ce acţionează numai asupra ratei de proliferare A din
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sistemul (2.4). Expresia lui D din (2.6), unde B este cunoscut, dă rata de proliferare relativă ρ = A/C,
anume

ρ = 1 + (1 + β)Bd.

După diagnostic, pacientul este tratat cu o doză standard J0 şi răspunsul este evaluat ceva timp
mai târziu de noul BCR-ABL β0 care, precum mai sus, dă rata de proliferare relativă după tratament

ρ0 = 1 + (1 + β0)Bd.

Prin urmare, după ı̂nceperea tratamentului, rata relativă de proliferare ρ a fost modificată de factorul
v0 = ρ0/ρ. Observăm că ı̂n cazul de leucemie mieloidă cronică timpul necesar pentru ca sistemul să
ajungă la noua stare de echilbru poate fi de câţiva ani. Acum, din expresia dozei date de (3.8),

J = p

(
1

v
− 1

)θ
,

putem găsi factorul de proporţionalitate p al dozei şi anume

p = J0/

(
1

v0
− 1

)θ
= J0

(
1 + (1 + β0)Bd

(β − β0)Bd

)θ
.

În această etapă putem prescrie doza personalizată pentru un target dat β∗, la ceva timp după
atingerea noii stări de echilibru (de exemplu β∗ = 0.05%),

J1 = J0

(
(β − β∗)(1 + (1 + β0)Bd)

(β − β0)(1 + (1 + β∗)Bd)

)θ
.

Rămâne de făcut o alegere pentru exponentul θ. Putem face acest lucru dacă stabilim un prag minim ca
răspuns la doza maximă Jmax, astfel ı̂ncât dacă răspunsul este mai mare decât această va-loare, atunci
tratamentul este considerat ineficient. În cazul compartimentului de celule terminal diferenţiate,
ghidurile ELN (European LeukemiaNet) susţin că după 18 luni, BCR-ABL ar trebui să fie sub 1%.
În cazul celulelor stem, noi ghiduri ar trebui să fie dezvoltate. Aici considerăm că după primirea
unei doze maxime, noul nivel BCR-ABL ar trebui să fie cel puţin media dintre nivelul la diagnostic
şi targetul BCR-ABL (β∗ + β)/2. Prin urmare, cu Jmax ı̂n loc de J1 şi (β∗ + β)/2 ı̂n loc de β0, şi
aplicând logaritmul obţinem

θ =
ln (Jmax/J0)

ln γ
,

unde

γ =
2 + (2 + β∗ + β)Bd

1 + (1 + β∗)Bd
.

Este demn de remarcat dependenţa lui θ de gradul iniţial de ı̂mbolnăvire al pacientului β, şi
dependenţa atât a factorului de proporţionalitate p al dozei cât şi al dozei optime J1 de β şi β0, adică
de gradul de ı̂mbolnăvire al pacientului şi de răspunsul pacientului la doza standard.

Sub administrarea dozei J1, nivelul BCR-ABL trebuie menţinut sub nivelul dorit β∗. Cu toate
acestea, ı̂n timp, pacienţii pot dezvolta rezistenţă la medicament. Într-o astfel de situaţie, o doză
suplimentară poate fi luată ı̂n considerare ca o primă alternativă. Doza optimă suplimentară Js poate
fi determinată prin repetarea procedurii explicate anterior şi este dată de

Js = J0s

(
(βn − β∗)(1 + (1 + βn+1)Bd)

(βn − βn+1)(1 + (1 + β∗)Bd)

)θ1
,

unde βn este nivel de transcriere la al n-lea test (ultimul test) de monitorizare, mai mare decât cel
vizat β∗, J0s este orice doză suplimentară de test şi βn+1 este răspunsul la doza J1+J0s. De asemenea,

θ1 =
ln (Jmax − J1/J0s)

ln γ1
, γ1 =

2 + (2 + β∗ + βn)Bd

1 + (1 + β∗)Bd
.
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Prin urmare, tratamentul trebuie să continue cu noua doză J1 + Js. Teoretic, o doză suplimentară
poate fi considerată la fiecare test de monitorizare ce arată un nivel de transcriere peste β∗, ı̂n condiţiile
ı̂n care starea de echilibru a fost atinsă.

A doua situaţie.
În cea de-a doua situaţie, considerăm un medicament ce acţionează numai asupra sensibilităţii mi-
cromediului măduvei osoase B din sistemul (2.4). Folosind (3.1), unde s este 1/2, obţinem pentru B
valoarea

B =
A− C

(1 + β)Cd
,

care reprezintă sensibilitatea celulelor anormale.
Am aplicat aceleaşi proceduri ca şi ı̂n prima situaţie şi avem valoarea post tratament a sensibilităţii

la micromediu

B0 =
A− C

(1 + β0)Cd
.

După tratament, valoarea sensibilităţii la micromediu B a fost modificată de către factorul v0 = B0/B.
Putem găsi factorul de proporţionalitate p al dozei din

J0 = p (v0 − 1)
θ
,

şi anume

p = J0

(
1 + β0
β − β0

)θ
,

şi putem prescrie doza personalizată pentru un target dat β∗, care este

J1 = J0

(
(β − β∗)(1 + β0)

(β − β0)(1 + β∗)

)θ
.

Rămâne să determinăm exponentul θ prin aplicarea aceleiaşi idei ca ı̂n prima situaţie. În acelaşi mod
obţinem

θ =
ln (Jmax/J0)

ln γ
, unde γ =

2 + β∗ + β

1 + β∗
.

3.3 Probleme de optimizare asociate unui medicament nese-
lectiv

În această secţiune facem referire la medicamente neselective, adică medicamente ce acţionează pe
mai mulţi parametri.

Prima problemă de optimizare asociată unui medicament neselectiv
Îmbunătăţirea recentă a cunoştinţelor ı̂n domeniul industriei medicamentelor a dus la dezvoltarea
unor terapii ţintite ce pot modifica o cale specifică a bolii. Chiar dacă această strategie ar putea
scădea nivelul toxicităţii prin reducerea efectelor off-target, utilizarea terapiilor ţintite poate duce, de
asemenea, la o descreştere ı̂n eficienţă, prin permiterea tumorii să aibă acces la mai multe mecanisme
de scăpare.

Prima situaţie cu mai multe ţinte farmacologice are ca principal obiectiv garantarea cu o
doză/toxicitate/cost minim, că raportul dintre valorile homeostatice leucemice modificate şi iniţiale
Dm şi D este sub un număr ales q < 1, şi raportul dintre valorile homeostatice normale modificate şi
iniţiale dm şi d este mai mare decât un anumit număr dat r > 1, adică

Dm ≤ qD şi dm ≥ rd.
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Inegalităţile menţionate anterior dau
Dm

dm
≤ qr−1D

d
,

unde qr−1 < 1, ce asigură un grad ı̂mbunătăţit al bolii ı̂n concordanţă cu indicatorul de estimare D/d.
Pentru simplitate, presupunem că parametrul s al sensibilităţii relative nu e modificat, prin urmare
v5 = 1 ceea ce garantează că sistemul rămâne ı̂n faza cronică Dm < s−1dm. Aşadar, pentru prima
problemă de optimizare a medicamentului neselectiv, funcţia doză/toxicitate/cost de tip (3.8) este

J = p1

(
1

v1
− 1

)
+ p2 (v2 − 1) + p3 (v3 − 1) + p4

(
1

v4
− 1

)
.

Găsirea parametrilor v1, v2, v3 şi v4 ı̂nseamnă a rezolva problema de optimizare convexă cu
funcţia obiectiv J,

Minimizăm J

În condiţiile ϕi (v) ≤ 0, i = 1, .., 6,

unde v = (v1, v2, v3, v4) ∈ R4
+,

ϕ1 (v) = v1 − 1, ϕ2 (v) = 1− v2,

ϕ3 (v) = v1
A

BC
− v2q

(
A

BC
− 1

B

)
− 1

B
,

ϕ4 (v) = 1− v3, ϕ5 (v) = v4 − 1,

ϕ6 (v) = −v3
a

b1c
+ v4r

(
a

b1c
− 1

b1

)
+

1

b1
.

Pentru a rezolva această problemă folosim Teorema Kuhn-Tucker (vezi V.G. Karmanov [51] şi M.
Luptáčik [58]). Fie L (v, u) Lagrangeanul asociat problemei de optimizare convexă

L (v, u) = J (v) + 〈u, ϕ (v)〉 ,

unde u ∈ R6
+, ϕ (v) este vectorul (ϕ1 (v) , .., ϕ6 (v)) şi prin 〈u, ϕ (v)〉 ne referim la u1ϕ1 (v)+..+u6ϕ6 (v) .

Atunci, o soluţie a problemei de optimizare este un punct v ∈ R4
+ pentru care există u ∈ R6

+ astfel
ı̂ncât perechea u, v este un punct şa al Lagrangeanului, adică:

∇vL (v, u) ≥ 0, (3.10)

〈v, ∇v (v, u)〉 = 0,

∇uL (v, u) ≤ 0,

〈u, ∇u (v, u)〉 = 0.

Presupunem că vi 6= 1 pentru i = 1, .., 4, ceea ce ı̂nseamnă că primii patru parametri sunt modificaţi.
Prin urmare ∇uL (v, u) este vectorul

(v1 − 1, 1− v2, v1 A
BC − v2q

(
A
BC −

1
B

)
− 1

B ,

1− v3, v4 − 1, −v3 a
b1c

+ v4r
(
a
b1c
− 1

b1

)
+ 1

b1
),

din ultimele două condiţii din (3.10), găsim

u1 = u2 = u4 = u5 = 0,

ı̂n timp ce din primele două condiţii din (3.10),

∇vL (v, u) = 0,
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acesta este

−p1
v21

+ u3
A

BC
= 0,

p2 − u3q
(
A

BC
− 1

B

)
= 0,

p3 − u6
a

b1c
= 0,

−p4
v24

+ u6r

(
a

b1c
− 1

b1

)
= 0.

Rezolvând obţinem

u3 =
p2BC

q(A− C)
, u6 =

p3b1c

a
, v1 =

(
p1q(A− C)

p2A

) 1
2

, v4 =

(
ap4

p3r (a− c)

) 1
2

.

În final, din moment ce u3 6= 0 şi u6 6= 0, folosind din nou primele două condiţii din (3.10), obţinem
v2 şi v3, şi astfel soluţia optimă

v1 =

(
p1q(A− C)

p2A

) 1
2

, v2 =

(
p1qA(A−C)

p2

) 1
2 − C

q(A− C)
,

v3 =

(
p4ra(a−c)

p3

) 1
2

+ c

a
, v4 =

(
ap4

p3r (a− c)

) 1
2

.

Merită menţionat că, pe vi condiţiile garantează că soluţia optimă corespunzătoare este diferită de 1,
ceea ce ı̂nseamnă că al i-lea parametru este modificat. Aşadar, ı̂n termeni de creştere relativă, ratele
A/C şi a/c ale celulelor anormale şi normale, dau

v1 < 1 dacă şi numai dacă
p1
p2

>

(
q
(
A
C − 1

)
+ 1
)2

qAC
(
A
C − 1

) ,

v2 > 1 dacă şi numai dacă
p1
p2

<
A
C

q
(
A
C − 1

) ,
v3 > 1 dacă şi numai dacă

p4
p3

>
a
c − 1

r ac
,

v4 < 1 dacă şi numai dacă
p4
p3

<
r
(
a
c − 1

)
a
c

.

Deşi avem soluţia analitică dată mai sus, o soluţie numerică este posibilă şi uşor de obţinut
folosind softuri matematice precum Matlab, Maple sau Mathematica.

A doua problemă de optimizare asociată unui medicament neselectiv
Cel de-al doilea scenariu pentru un medicament neselectiv utilizează o abordare similară ca cea ante-
rioară, dar de această dată răspunsul este evaluat ı̂n funcţie de raportul y∗/x∗. Prin urmare, impunem
o condiţie pe y∗/x∗

y∗m
x∗m
≤ k y

∗

x∗
(3.11)

unde y∗/x∗, y∗m/x
∗
m sunt indicatorii de ı̂mbolnăvire ante şi post tratament şi k < 1 este un coeficient

target. Aşadar, ı̂n acest caz, problema este de a optimiza funcţia obiectiv J dată de (3.8) (sau (3.9))
sub constrângerile (3.3), (3.4) şi (3.11). Rezultatele acestei probleme de optimizare sunt similare cu
cele anterioare.
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3.4 Doza optimă personalizată a unui medicament selectiv
bazată pe modelul extins la celulele terminal diferenţiate

În această secţiune luăm ı̂n considerare următorul model matematic extins, prezentat ı̂n Secţiunea
2.6, unde includem modificările parametrilor datorate tratamentului de către factorii v0 şi v1:

x′1(t) = a1x1

1+b1x1+b2y1
− c1x1 (CSN) y′1(t) = A1y1

1+B(x1+y1)
− C1y1 (CSA)

x′2(t) = a2x1 − c2x2 (CPN) y′2(t) = v0A2y1 − C2y2 (CPA)

x′3(t) = a3x2 − c3x3 (CDN) y′3(t) = v1A3y2 − C3y3 (CDA)

x′4(t) = a4x3 − c4x4 (CTN) y′4(t) = A4y3 − C4y4 (CTA).

Mai ı̂ntâi presupunem că medicamentul (de exemplu Imatinib) acţionează asupra parametrilor A2 şi
A3 (vezi F. Michor et al. [68]). Notăm că efectul Imatinibului şi al altor medicamente utilizate, asupra
parametrilor, nu e clarificat ı̂n literatură.

Procentajul BCR-ABL este dat de formula

β =
y∗4

2x∗4 + y∗4
, (3.12)

de unde
y∗4
x∗4

=
2β

1− β
.

Mai mult, folosind sistemul de opt dimensiuni din Secţiunea 2.6, am obţinut produsul ρ = A2A3 al
ratei la care celulele progenitoare anormale şi celulele diferenţiate anormale proliferează, ı̂n termeni
de β şi de alţi parametri şi anume

ρ =
2β (d− sD)C2C3C4a4a3a2
(1− β) (D − d)A4c2c3c4

.

După diagnostic, pacientul este tratat cu o doză standard J0 (de exemplu J0 = 400 mg) şi răspunsul
este evaluat ceva timp mai târziu (de exemplu doi ani mai târziu), de către noul BCR-ABL β0, care
ne dă produsul post tratament al ratei la care celulele progenitoare anormale şi celulele diferenţiate
anormale proliferează,

ρ0 =
2β0 (d− sD)C2C3C4a4a3a2
(1− β0) (D − d)A4c2c3c4

.

Prin urmare, avem

v0v1 =
ρ0
ρ

=
β0 (1− β)

β (1− β0)
.

Să considerăm pentru doza unui singur medicament, următoarea expresie

J = p

(
1

v0v1
− 1

)θ
.

Atunci factorul de proporţionalitate p al dozei este

p = J0/

(
1

v0v1
− 1

)θ
= J0

(
β0 (1− β)

β − β0

)θ
.

În această etapă, putem prescrie doza personalizată a medicamentului pentru un anumit target dat
β∗ = 0.005%, la scurt timp după atingerea unei noi stări de echilibru:

J1 = p

(
β − β∗

β∗ (1− β)

)θ
= J0

(
β0 (β − β∗)
β∗ (β − β0)

)θ
. (3.13)
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O doză maximă Jmax este prescrisă ı̂n cazul unui răspuns admisibil la doza standard J0, egal sau
mai mic decât 10%, unde se consideră că medicamentul este ineficient şi astfel trebuie ı̂nlocuit dacă
răspunsul este peste 10% (vezi Tabelul 6 din A. Hochhaus et al. [42]).

Pentru ca expresia dozei personalizate (3.13) să fie eficientă, trebuie să determinăm exponentul θ.
În acest scop, cu Jmax ı̂n loc de J1 şi 10% ı̂n locul lui β0 şi aplicând logaritmul, obţinem

θ =
ln (Jmax/J0)

ln γ
, unde γ =

0.1 (β − β∗)
β∗ (β − 0.1)

.

În continuare vom efectua simulări numerice folosind formula dozei optime personalizate.

BCR-ABL
a pacientului

netratat

BCR-ABL
după doza
standard

[0.01%− 0.1%]

BCR-ABL
valoarea

ţintă
< 0.01%

Jmax

doza
maximă

J0
doza standard

iniţială

Jopt
doza

optimă

β = 99% β0 = 0.09% β∗ = 0.005% 800 mg 400 mg 518.78 mg

β = 96% β0 = 0.05% β∗ = 0.005% 800 mg 400 mg 492.00 mg

β = 99% β0 = 0.04% β∗ = 0.005% 800 mg 400 mg 482.27 mg

β = 98% β0 = 0.03% β∗ = 0.005% 800 mg 400 mg 469.93 mg

β = 97% β0 = 0.09% β∗ = 0.005% 800 mg 400 mg 518.74 mg

Tabelul 3.1: Simulări ale formulei dozei optime personalizate bazate pe modelul matematic extins.

În ceea ce urmează demonstrăm că aceleaşi rezultate sunt obţinute ı̂n cazul ı̂n care medicamentul
acţionează numai asupra lui A2 care este rata la care celulele progenitoare anormale sunt produse
din celule stem anormale. Prin urmare, presupunem că v1 = 1 şi astfel modelul matematic extins se
reduce la

x′1(t) = a1x1

1+b1x1+b2y1
− c1x1 (CSN) y′1(t) = A1y1

1+B(x1+y1)
− C1y1 (CSA)

x′2(t) = a2x1 − c2x2 (CPN) y′2(t) = v0A2y1 − C2y2 (CPA)

x′3(t) = a3x2 − c3x3 (CDN) y′3(t) = A3y2 − C3y3 (CDA)

x′4(t) = a4x3 − c4x4 (CTN) y′4(t) = A4y3 − C4y4 (CTA).

Procentajul BCR-ABL este dat de formula (3.12), de unde obţinem raportul

y∗4
x∗4

=
2β

1− β
.

Din modelul extins prezentat ı̂n Secţiunea 2.6 obţinem rata ρ = A2, la care celulele progenitoare
anormale sunt produse din celule stem anormale, şi anume

ρ =
2β (d− sD)C2C3C4a4a3a2
(1− β) (D − d)A4A3c2c3c4

.

După diagnostic, pacientul este tratat cu o doză standard J0 (de exemplu J0 = 400 mg) şi răspunsul
este evaluat ceva timp mai târziu (de exemplu doi ani mai târziu), de către noul BCR-ABL β0, care
ne dă rata post tratament la care celulele progenitoare anormale proliferează,

ρ0 =
2β0 (d− sD)C2C3C4a4a3a2
(1− β0) (D − d)A4A3c2c3c4

.

Prin urmare, avem

v0 =
ρ0
ρ

=
β0 (1− β)

β (1− β0)
.
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Din expresia dozei unui singur medicament

J = p

(
1

v0
− 1

)θ
,

avem factorul de proporţionalitate p al dozei, şi anume

p = J0

(
β0 (1− β)

β − β0

)θ
.

În continuare, putem prescrie doza personalizată de medicament pentru un target dat β∗ = 0.005%,
la scurt timp după atingerea unei noi stări de echilibru (de exemplu cinci ani mai târziu)

J1 = p

(
β − β∗

β∗ (1− β)

)θ
= J0

(
β0 (β − β∗)
β∗ (β − β0)

)θ
.

O doză maximă Jmax este prescrisă ı̂n cazul unui răspuns admisibil la doza standard J0, egal sau
mai mic decât 10%, unde este considerat că medicamentul este ineficient şi astfel trebuie ı̂nlocuit dacă
răspunsul este peste 10%. Cu Jmax ı̂n loc de J1 şi 10% ı̂n loc de β0, şi aplicând logaritmul, obţinem

θ =
ln (Jmax/J0)

ln γ
, where γ =

0.1 (β − β∗)
β∗ (β − 0.1)

.

În consecinţă, avem următoarea concluzie:

Concluzia 3.4.1. Produsul factorilor v0, v1 care conferă amplitudinea modificărilor atunci când
medicamentul acţionează simultan asupra A2 şi A3, este egal cu factorul de modificare atunci când
se presupune că medicamentul acţionează doar asupra clasei celulelor progenitoare, dacă considerăm
următoarea expresie a dozei unui singur medicament:

J = p

(
1

v
− 1

)θ
,

unde v poate fi egal cu produsul dintre v0 şi v1 sau cu v0 ı̂n al doilea caz.
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Capitolul 4

Modelarea Matematică a Transplantului de Celule

Stem ı̂n LMC

Dintre lucrările importante ce abordează subiectul privind modelarea matematică a transplantului de
celule stem, le menţionăm pe următoarele: P.C. Vincent et al. [105], R. De Conde et al. [26], P.S.
Kim et al. [53], A. Marciniak-Czochra şi T. Stiehl [63], R. Precup et al. [81, 84], R. Precup [79] şi T.
Stiehl et al. [102]. Câteva lucrări de recenzie asupra modelelor matematice pentru cancer, mai exact
pentru leucemia mieloidă cronică, sunt lucrările lui: H. Moore şi N.K. Li [69], E. Afenya [3], F. Michor
[67], C. Foley şi M.C. Mackey [33], G. Clapp şi D. Levy [19].

În acest capitol al tezei, oferim un model matematic al dinamicii celulelor stem după transplantul
alogen de măduvă osoasă ı̂n leucemia mieloidă cronică. Acest model este esenţial bazat pe modelul
matematic (2.4) din Capitolul 2.

Capitolul este structurat ı̂n patru secţiuni. În Secţiunea 4.1 prezentăm modelul matematic
tridimensional (4.1), care descrie dinamica populaţiilor de celule stem gazdă normale x(t), gazdă
anormale y(t) şi a donatorului z(t) după transplantul de măduvă osoasă ı̂n leucemia mieloidă, ı̂mpreună
cu interpretările biologice ale parametrilor.

În Secţiunea 4.2 facem o analiză calitativă a sistemului tridimensional (4.1), mai exact, ne
ocupăm de existenţa şi unicitatea soluţiilor şi mărginirea acestora.

Secţiunea 4.3 prezintă stările de echilibru (sau punctele de echilibru) ale sistemului şi stabilitatea
lor locală.

Ultima Secţiune 4.4 prezintă o serie de reprezentări numerice ı̂n funcţie de timp şi portretele
fazice ale sistemului tridimensional, care confirmă rezultatele teoretice deja obţinute.

Rezultatele din acest capitol sunt conţinute ı̂n lucrarea [74].

4.1 Modelul matematic

Ideea de bază a modelării matematice a transplantului de celule stem apare ı̂n lucrările lui R. Precup
et al. [85, 81]. Ideea constă ı̂n adăugarea, la momentul t = 0, ı̂n competiţie cu x0 şi y0 (celule gazdă),
a unei noi populaţii z0 (celule donator). Dacă combaterea lui z ı̂mpotriva lui x şi y (grefă versus gazdă
şi grefă versus leucemie) o compensează pe cea a lui x şi y ı̂mpotriva lui z (efect anti grefă) şi dacă
condiţiile iniţiale x0 şi y0 sunt suficient de mici ı̂n comparaţie cu z0, atunci, ı̂n timp, celulele gazdă sunt
eliminate şi ı̂nlocuite de celule donator, garantând eliminarea leucemiei. Matematic vorbind, o nouă
ecuaţie ı̂n z a fost adăugată modelului de bază Dingli-Michor pentru a ı̂ncorpora noua competiţie ı̂ntre
populaţia de celule donator notată prin z şi populaţiile de celule normale respectiv anormale notate
cu x şi y. Se presupune că rata de creştere intrinsecă, sensibilitatea la micromediul măduvei osoase şi
rata de deces a populaţiei de celule donator sunt acelea ale populaţiei de celule gazdă normale, anume
a, b şi c.

În acest capitol, este introdus un model matematic similar al transplantului de celule stem pornind
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de la sistemul (2.4). Comparat cu modelul iniţial considerat de R. Precup et al. [81], modelul nostru
matematic face o distincţie ı̂ntre faza cronică şi faza accelerat acută la transplant.

De aceea, pe baza sistemul normal-anormal (2.4), considerăm următorul model matematic pentru
evoluţia celulelor post transplant:

x′ (t) = ax(t)
1+b1(x(t)+z(t))+b2y(t)

x(t)+y(t)
x(t)+y(t)+gz(t) − cx (t)

y′ (t) = Ay(t)
1+B(x(t)+y(t)+z(t))

x(t)+y(t)
x(t)+y(t)+Gz(t) − Cy (t)

z′ (t) = az(t)
1+b1(x(t)+z(t))+b2y(t)

z(t)
z(t)+h(x(t)+y(t)) − cz (t) ,

(4.1)

unde x, y şi z reprezintă celulele gazdă normale, celulele gazdă anormale şi celulele donator. Factorii
inhibitori ai creşterii

1

1 + g z
x+y

,
1

1 +G z
x+y

şi
1

1 + hx+yz

iau ı̂n considerare interacţiunile celulă-celulă, cantitativ prin raportul z/(x+y) şi (x+y)/z şi calitativ
prin parametrii h, g şi G care reprezintă intensitatea efectelor anti-gazdă, anti-leucemie şi anti-grefă.

Parametrii a, b1, b2, c, A, B, C, g, G, şi h se presupun a fi pozitivi, cu a > c, A > C, şi
b1 > b2 > B. Reamintim din Capitolul 2 că faza cronică a leucemiei mieloide cronice este caracterizată
de inegalitatea

d < D < αd,

ı̂n timp ce faza accelerat acută corespunde inegalităţii

αd < D,

unde

d =
1

b1

(a
c
− 1
)
, D =

1

B

(
A

C
− 1

)
şi α =

b1
b2

cu α > 1.

4.2 Existenţa şi unicitatea soluţiilor

În ceea ce priveşte sistemul bidimensional (2.4), discutăm problema cu valori iniţiale asociată sistemu-
lui (4.1).

Existenţa şi unicitatea

Teorema 4.2.1. Pentru orice t0 ≥ 0 şi u0 = (x0, y0, z0) ∈ (0,+∞)
3
, există o soluţie saturată unică

u = u (·, t0, u0) = (x, y, z) a sistemului (4.1), care este definită pe ı̂ntreaga semiaxă [t0,+∞), este de
clasă C∞, cu x > 0, y > 0 şi z > 0 pe [t0,+∞), şi satisface condiţia iniţială

u (t0) = u0.

Mărginirea soluţiilor

Teorema 4.2.2. Soluţia u = u (·, t0, u0) este mărginită pe [t0,+∞) pentru orice t0 ≥ 0 şi u0 ∈
(0,+∞)

3
.
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Capitolul 4. Modelarea Matematică a Transplantului de Celule Stem ı̂n LMC

4.3 Puncte de echilibru şi stabilitate

Puncte de echilibru

Punctele de echilibru ale sistemului (4.1) sunt obţinute prin rezolvarea sistemului algebric

U (x, y, z) ≡ ax

1 + b1x+ b2y + b1z

x+ y

x+ y + gz
− cx = 0 (4.2a)

V (x, y, z) ≡ Ay

1 +B (x+ y + z)

x+ y

x+ y +Gz
− Cy = 0 (4.2b)

W (x, y, z) ≡ az

1 + b1x+ b2y + b1z

z

z + h (x+ y)
− cz = 0. (4.2c)

Rezolvăm acest sistem algebric căutând succesiv soluţii, având prima dată x = 0, apoi y = 0, z = 0,
şi ı̂n final când x, y, z sunt diferite de zero.

Obţinem şapte soluţii:

P1(d, 0, 0); P2(0, D, 0); P3(0, 0, d); P4(x∗, y∗, 0);

P5(x+, 0, z+); P6(0, y++, z++) şi P7(x#, y#, z#). (4.3)

Aici

x∗ =
b2

b1 − b2
(αd−D) , y∗ =

b1
b1 − b2

(D − d) , (4.4)

x+ =

a
c(1+

√
gh)
− 1

b1

(
1 +

√
h
g

) , z+ =

√
h

g
x+, (4.5)

x# =
b1
(

1 +
√

g
h

)(
1 + G

√
h
g

)(
d− 1

b1

√
gh
)
−
(
1 +
√
gh
) (

b1 + b2
√

g
h

)(
D − G

B

√
h
g

)
(b1 − b2)

(
1 +
√
gh
) (

1 +
√

g
h

)(
1 + G

√
h
g

) , (4.6)

y# =
b1

b1 − b2


(
1 +
√
gh
) (

D − G
B

√
h
g

)
−
(

1 + G
√

h
g

)(
d− 1

b1

√
gh
)

(
1 + G

√
h
g

) (
1 +
√
gh
)

 (4.7)

şi

z# =
D − G

B

√
h
g(

1 +
√

g
h

)(
1 + G

√
h
g

) , (4.8)

ı̂n timp ce (y++, z++) reprezintă soluţia sistemului algebric bidimensional{
A

1+B(y+z)
y

y+Gz − C = 0
a

1+b2y+b1z
z

z+hy − c = 0.
(4.9)

Suntem interesaţi doar de soluţii cu componente ne-negative. Astfel de soluţii sunt denumite
admisibile pentru sistemul (4.1) din motive biologice. Acum discutăm despre pozitivitatea soluţiilor
sistemului algebric (4.2a)-(4.2c) pentru fiecare din cazurile: cronic şi accelerat acut.

Admisibilitatea punctelor de echilibru ı̂n cazul cronic:
Considerăm sistemul (4.1) ı̂n cazul cronic. Prin urmare,

a > c, A > C, b1 > b2 > B şi d < D < αd. (4.10)

Avem următoarele concluzii:
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Capitolul 4. Modelarea Matematică a Transplantului de Celule Stem ı̂n LMC

Teorema 4.3.1. Presupunem că (4.10) are loc.
(i) Punctele de echilibru P1(d, 0, 0), P2(0, D, 0), P3(0, 0, d), şi P4(x∗, y∗, 0) sunt admisibile.
(ii) Punctul de echilibru P5(x+, 0, z+) este admisibil dacă şi numai dacă

gh <
(a
c
− 1
)2
.

(iii) Punctul de echilibru P6(0, y++, z++) este admisibil dacă şi numai dacă

Gh <

(
A

C
− 1

)(a
c
− 1
)
.

(iv) Punctul de echilibru P7(x#, y#, z#) este admisibil dacă şi numai dacă

Gh <

(
A

C
− 1

)√
gh <

(
A

C
− 1

)(a
c
− 1
)
,

şi

1 +
√
gh

1 + G
√

h
g

>
d− 1

b1

√
gh

D − G
B

√
h
g

>

(
1 +
√
gh
) (

b1 + b2
√

g
h

)
b1
(

1 +
√

g
h

)(
1 + G

√
h
g

) .
Admisibilitatea punctelor de echilibru ı̂n cazul accelerat acut:

Considerăm sistemul (4.1) ı̂n cazul accelerat acut, adică

a > c, A > C, b1 > b2 > B şi αd < D. (4.11)

În acest caz, avem aceleaşi concluzii despre admisibilitatea punctelor de echilibru ale sistemului
(4.1) ca şi ı̂n cazul cronic, cu excepţia punctului P4(x∗, y∗, 0) care nu este admisibil, deoarece x∗ < 0,
având ı̂n vedere condiţia αd < D.

Stabilitatea locală a punctelor de echilibru

Discuţia care urmează este despre stabilitatea locală a punctelor de echilibru ale sistemului (4.1).
Studiem stabilitatea locală ı̂n fiecare dintre cele două cazuri: cronic şi accelerat acut.

Analiza stabilităţii pentru faza cronică a LMC

Teorema 4.3.2. Fie a, b1, b2, c, A,B,C, g,G, h parametrii pozitivi astfel ı̂ncât (4.10) are loc. Atunci:
(a) P1(d, 0, 0) şi P2(0, D, 0) sunt puncte de echilibru instabile;
(b) P3(0, 0, d) şi P4 (x∗, y∗, 0) dat de (4.4), sunt puncte de echilibru local asimptotic stabile;
(c) Când P5 (x+, 0, z+) dat de (4.5) şi P6 (0, y++, z++) dat de (4.9) sunt admisibile, acestea sunt

puncte de echilibru instabile;
(d) Când P7

(
x#, y#, z#

)
dat de (4.6), (4.7) şi (4.8) este admisibil, acesta este local asimptotic

stabil dacă şi numai dacă
δ1 > 0, δ3 > 0 şi δ1δ2 > δ3,

unde δ1, δ2, δ3 sunt date de

δ1 = −J11 − J22 − J33 = −tr(J),

δ2 = J11J22 + J22J33 + J11J33 − J13J31 − J32J23 − J21J12,
δ3 = −J11J22J33 − J21J32J13 − J31J12J23 + J13J22J31 + J23J32J11 +

+ J33J12J21 = −det(J)

şi Jij , i, j = 1, 2, 3 sunt elementele matricei Jacobiene calculate ı̂n (x#, y#, z#).
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Reamintim că echilibrul P5 (x+, 0, z+) este admisibil dacă şi numai dacă

gh <
(a
c
− 1
)2
,

şi echilibrul P6 (0, y++, z++) este admisibil dacă şi numai dacă

Gh <

(
A

C
− 1

)(a
c
− 1
)
.

Prin urmare, numai unul, sau ambele P5 (x+, 0, z+) şi P6 (0, y++, z++) ar putea fi admisibile. Atunci
când sunt admisibile, acestea sunt instabile şi stabilitatea lor locală pe varietăţi e specificată de către
următoarea propoziţie.

Propoziţia 4.3.3. Presupunem că h ≥ 1. Atunci
(1) Dacă P5 (x+, 0, z+) este admisibil, iar P6 (0, y++, z++) nu este admisibil, atunci P5 (x+, 0, z+)

are o varietate bidimensională local stabilă.
(2) Dacă P6 (0, y++, z++) este admisibil, iar P5 (x+, 0, z+) nu este admisibil, atunci

P6 (0, y++, z++) are o varietate bidimensională local stabilă.
(3) Presupunem că ambele P5 (x+, 0, z+) şi P6 (0, y++, z++) sunt admisibile. Atunci

(a) Dacă f(
√

g
h ) > 0, atunci P5 (x+, 0, z+) are o varietate unidimensională local stabilă şi

P6 (0, y++, z++) are o varietate bidimensională local stabilă.
(b) Dacă f(

√
g
h ) < 0 şi

(b1 − b2)
√
gh

b1b2(
√
gh+ αh)

(
a

c

1

1 +
√
gh
− 1

)
> −f

(√
g

h

)
,

atunci P5 (x+, 0, z+) are o varietate unidimensională local stabilă şi P6 (0, y++, z++) are o varietate
unidimensională local stabilă.

(c) Dacă f(
√

g
h ) < 0 şi

(b1 − b2)
√
gh

b1b2(
√
gh+ αh)

(
a

c

1

1 +
√
gh
− 1

)
< −f

(√
g

h

)
,

atunci P5 (x+, 0, z+) are o varietate bidimensională local stabilă şi P6 (0, y++, z++) are o varietate
unidimensională local stabilă.

Analiza stabilităţii pentru faza accelerat acută a LMC

Teorema 4.3.4. Fie a, b1, b2, c, A,B,C, g,G, h parametrii pozitivi astfel ı̂ncât (4.11) are loc. Atunci:
(a) P1(d, 0, 0) este punct de echilibru instabil;
(b) P2(0, D, 0) şi P3(0, 0, d) sunt puncte de echilibru local asimptotic stabile;
(c) Când P4 (x+, 0, z+) dat de (4.5) şi P5 (0, y++, z++) dat de (4.9) sunt admisibile, acestea sunt

puncte de echilibru instabile;
(d) Când P6

(
x#, y#, z#

)
dat de (4.6), (4.7) şi (4.8) este admisibil, acesta este local asimptotic

stabil dacă şi numai dacă
δ1 > 0, δ3 > 0 şi δ1δ2 > δ3,

unde δ1, δ2, δ3 sunt date de

δ1 = −J11 − J22 − J33 = −tr(J),

δ2 = J11J22 + J22J33 + J11J33 − J13J31 − J32J23 − J21J12,
δ3 = −J11J22J33 − J21J32J13 − J31J12J23 + J13J22J31 + J23J32J11 +

+ J33J12J21 = −det(J).

Observaţia 4.3.5. Notăm că stabilitatea pe varietăţi a punctelor de echilibru P4 (x+, 0, z+) şi
P5 (0, y++, z++) este la fel ca ı̂n cazul punctelor de echilibru P5 (x+, 0, z+) şi P6 (0, y++, z++) din
cazul cronic.
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4.4 Simulări numerice

În această secţiune, efectuăm simulări numerice ale sistemului (4.1) ı̂n două cazuri: mai ı̂ntâi ı̂n cazul
cronic, iar apoi, ı̂n cazul accelerat acut. De asemenea, vizualizăm suprafaţa de separare dintre bazinele
de atracţie ale punctelor de echilibru asimptotic stabile.

Pentru a ilustra şi verifica rezultatele teoretice, realizăm reprezentări numerice ı̂n funcţie de timp
folosind softul Maple [38] şi portrete fazice ı̂n trei dimensiuni utilizând softul Matlab, mai precis, o
versiune modificată a pachetului LaguerreEig [104].

Folosim valorile fiziologice ale parametrilor ca ı̂n [81]. O discuţie despre nivelul dozei z(0) al
celulelor infuzate necesare după o condiţionare non-mieloablativă poate fi găsită ı̂n [64] şi [99]. De
exemplu, vezi [64], o doză recomandată este de 3− 6× 108/kg celule nucleate.

Aşa cum se arată ı̂n lucrarea lui R. Precup et al [83], controlul suprafeţei de separare dintre bazinele
de atracţie a punctelor de echilibru asimptotic stabile este esenţial pentru corectarea situaţiilor ce apar
după transplantul de celule stem.

Simulări numerice ı̂n cazul cronic

Cazul (a): Presupunem că P5 (x+, 0, z+) nu este admisibil, iar P6 (0, y++, z++) este admisibil. Con-
siderăm următoarele valori ale parametrilor:

a = 0.23, b1 = 2.2× 10−8, b2 = 1.1× 10−8, c = 0.01,

A = 0.33, B = 5.5× 10−9, C = 0.03,

g = 25, G = 4, h = 20,

pentru care

d = 109, D = 1.81× 109, αd = 2× 109.

Presupunem că următoarele condiţii au loc

a > c, A > C, b1 > b2 > B şi

d < D < αd (faza cronică).

De asemenea, calculele

gh = 500 >
(a
c
− 1
)2

= 484,

Gh = 80 <

(
A

C
− 1

)(a
c
− 1
)

= 220,

confirmă că P5 (x+, 0, z+) nu este admisibil şi P6 (0, y++, z++) este admisibil. În plus, condiţia de
admisibilitate a punctului de echilibru P7

(
x#, y#, z#

)
nu are loc deoarece

1 +
√
gh

1 +G
√

h
g

= 5.10313 >
d− 1

b1

√
gh

D − G
B

√
h
g

= −0.01404

6>
(
1 +
√
gh
) (
b1 + b2

√
g
h

)
b1
(
1 +

√
g
h

) (
1 +G

√
h
g

) = 3.75625.

Prin urmare, pentru această simulare, nu avem P5 (x+, 0, z+) şi P7

(
x#, y#, z#

)
ca fiind puncte de

echilibru admisibile, dar există punctul de echilibru admisibil P6

(
0, 1.85935× 107, 3.48656× 107

)
pentru care valorile proprii ale matricei Jacobiene corespunzătoare sunt −0.005412297301854,
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0.034764565551854, −0.007563470039000. Aşadar P6 (0, y++, z++) este un punct de echilibru instabil.

Mai ı̂ntâi obţinem reprezentări numerice ı̂n funcţie de timp ale soluţiilor folosind valorile de mai
sus ale parametrilor şi unele condiţii iniţiale. Figura 4.1 (a) arată că populaţia de celule gazdă
normale x(t) (linie albastră punctată) şi populaţia de celule anormala (sau leucemice) y(t) (linie
roşie ı̂ntreruptă) sunt eliminate, ı̂n timp ce populaţia de celule donator z(t) (linie continuă verde)
devine ı̂n mod arbitrar apropiată de cantitatea normală homeostatică d. Acest caz corespunde unui
transplant reuşit. În Figura 4.1 (b), populaţia de celule donator z(t) se apropie de 0, ı̂n timp ce
populaţiile de celule normale şi anormale x(t) şi y(t) tind către x∗ = 1.818181818 × 108 respectiv
y∗ = 1.636363636× 109. ceea ce ı̂nseamnă că ı̂n acest caz, transplantul nu a reuşit.

(a) Transplant reuşit (b) Transplant nereuşit

Figura 4.1: Comportamentul populaţiilor de celule normale, anormale şi donator, cu condiţiile iniţiale: (a)

x(0) = 2.932 × 108, y(0) = 0.896 × 108, z(0) = 4.438 × 108; (b) x(0) = 2.932 × 108, y(0) = 0.896 × 108,

z(0) = 3.238× 108.

Figurile 4.2 (a) şi (b) reprezintă portretele fazice ale sistemului (4.1). Figura (a) arată că orbitele
se deplasează spre atractorul ’bun’ (0, 0, d), ı̂n timp ce Figura (b) arată că orbitele se deplasează
spre atractorul ’rău’ (x∗, y∗, 0), depinzând de condiţiile iniţiale (concentraţiile de celule iniţiale)
(x(0), y(0), z(0)).

(a) Atractorul ’bun’ (b) Atractorul ’rău’

Figura 4.2: Portretul fazic al sistemului tridimensional (4.1) ı̂n faza cronică, d < D < αd.

Figura 4.3 ilustrează portretul fazic al sistemului (4.1). Cu negru este reprezentată suprafaţa de
separare dintre bazinul de atracţie al punctului de echilibru ’bun’ P3(0, 0, 109) şi bazinul de atracţie
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al punctului de echilibru ’rău’ P4(1.818181818× 108, 1.636363636× 109, 0). Orbitele ce pornesc din
punctele iniţiale localizate ı̂n bazinul ’bun’ (orbite verzi din Figura 4.3) rămân cu totul ı̂n acel bazin şi,
ı̂n timp se apropie de P3(0, 0, d). Similar, orbitele ce pornesc din punctele iniţiale localizate ı̂n bazinul
’rău’ (orbite roşii din Figura 4.3) rămân ı̂n ı̂ntregime ı̂n bazinul respectiv, iar ı̂n timp se apropie de
P4 (x∗, y∗, 0) .

Figura 4.3: Suprafaţa de separare dintre bazinul de atracţie bun şi bazinul de atracţie rău ı̂n cazul cronic.

Se pot efectua simulări similare ı̂n cazurile:
Cazul (b): Când P5 (x+, 0, z+) este admisibil, iar P6 (0, y++, z++) nu este admisibil şi
Cazul (c): Când ambele P5 (x+, 0, z+) şi P6 (0, y++, z++) sunt admisibile.

Putem efectua simulări numerice similare ı̂n cazul accelerat acut. Aceste simulări numerice con-
firmă importanţa succesului transplantului de la concentraţia iniţială de celule la momentul tran-
splantului.
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