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Introducere

1. Despre aproximarea de tip Korovkin

Prezentam notiunea de schema de aproximare. Fie (X, d) un spatiu metric. O
metoda (schema) de aproximare presupune o multime F, F C X, de functii de
aproximare. Pentru un element oarecare f € X, metoda va selecta elementul e; din
F care va reprezenta aproximanta lui f. Pentru a stabili cat de buna este metoda
aleasa, ey se compara cu cea mai buna aproximare a lui f in multimea F. Elementul
de cea mai buna aproximare, fie acesta e* € F, verifica

d(f,e*) =inf{d(f,e) : e F} :=dist(f, F).

Conditii de existenta, unicitate si de caracterizare a celei mai bune aproximari
in cazul in care F este un spatiu Hilbert se pot gasi in [27, Section 1.4].

Astfel, un obiectiv important este de a determina ce fel de functii folosim pentru
aproximare. Una din directiile Teoriei Aproximarii este data de utilizarea operato-
rilor liniari si pozitivi. Aceasta directie este una relativ noua fondata in anii ’50 de
T. Popoviciu, H. Bohman gi P.P. Korovkin. Faimoasa teorema Popoviciu-Bohman-
Korovkin caracterizeaza sirurile de operatori liniari si pozitivi care converg spre
operatorul identitate.

Urmatoarele trei aspecte sunt esentiale in aceasta directie: constructia acestor
procese liniare, studiul erorii de aproximare, studiul abilitatilor de a mogteni pro-
prietati calitative ale functiei ce se aproximeaza, ca de exemplu monotonia si con-
vexitatea.

Dupa o opera de pionierat desfasurata de matematicienii mentionati, o noua
teorie s-a nascut pe care o putem numi teoria aproximarii de tip Korovkin (Korovkin-
type Approximation Theory), pe scurt KAT. Dezvoltarea acestei teorii in spatiile
C(X) a fost imbogatita de Wulbert [103], Berens si Lorentz [19], [20], Bauer si
Donner [17]. KAT s-a dezvoltat de asemenea in cadrul laticilor Banach. Pentru docu-
mentarea in aceasta directie, am utilizat ca sursa primara monografia lui Altomare
si Campiti [11]. Toate informatiile fundamentale le-am structurat in Capitolul 1 al
tezei.

Printre numeroasele abordari ale domeniului KAT, un filon recent descoperit
este analiza proceselor de aproximare utilizand convergenta statistica si metode de
sumabilitate. Primii pasi au fost facuti in 2002 de Gadjiev si Orhan [45]. Directia
s-a dovedit extrem de fertila, dovada stand numeroasele lucrari elaborate in ultimul
deceniu.

Prezenta teza are ca scop aceasta directie de investigatie. Tinta noastra este de
a construi diferite clase de operatori liniari pozitivi de tip discret si integral precum
si de a studia proprietatile lor de aproximare statistica. Studiul nostru relativ la
convergenta statistica vizeaza atat operatori clasici cat si operatori nou creati care
depind de parametri. Lucrarea promoveaza cercetarile personale, majoritatea dintre
acestea fiind deja publicate in perioada stagiului doctoral.



2. Arhitectura tezei

Teza este structurata in trei capitole.

Capitolul 1 contine o colectie de rezultate semnificative din aria KAT. Aici am
inclus definitii, exemple, teoreme clasice de tip Korovkin, rezultate asupra vitezei
de convergenta a sirurilor de operatori liniari pozitivi. Toate entitatile matematice
implicate sunt pe deplin explicate. Intr-o sectiune distinctd am detaliat conceptul
de convergenta statistica si utilizarea acestuia in KAT. De asemenea elemente de
g-Calculus sunt reamintite. Formulele din g-Calculus vor fi utilizate in studiul g-
aproximarii proceselor liniare.

Capitolul 2 trateaza clase de operatori modificati. Ne referim la operatori care
reproduc monomul de gradul al doilea. Dupa un popas asupra operatorilor King,
studiem o familie de operatori discreti care conserva anumite polinoame. Ultima
sectiune este dedicata proprietatilor de aproximare ale unei noi clase de g-operatori
Szasz-Mirakjan. Rezultatele asupra erorii de aproximare sunt stabilite utilizand di-
verse module de netezime.

Capitolul 3 debuteaza prin prezentarea unor teoreme recente de tip Korovkin
utile in studiul A-convergentei statistice a operatorilor liniari pozitivi. Rezul-
tatele originale sunt evidentiate in trei sectiuni distincte si ele se refera relativ la
urmatoarele: o extensie bidimensionala a operatorilor Stancu, studiul aproximarii
statistice relativ la operatorii Lupag si la o clasa de tip Kantorovich, investigarea
unor operatori integrali de sumare de tip mixt generati de operatorii Jain de tip
discret. Mentionam ca praguri superioare ale erorilor de aproximare (uniforma, A-
statistica, In norma L,) sunt date explicit.

In elaborarea acestei lucrdri am incercat si includem in primul rand rezultatele
personale. Desi tentatia a fost mare, nu am dorit sa prezentam o gama larga de
rezultate existente in acest domeniu. Am fi obtinut o lucrare de sinteza care nu
este primul deziderat al unei teze de doctorat. Fideli acestei linii, am inserat numai
rezultatele utilizate efectiv in lucrarile noastre publicate.

Rezultatele originale au fost publicate in lucrari in care autoarea tezei este unic
autor sau co-autor alaturi de Octavian Agratini, Tudor Andrica, Cristina Radu,
Andreea Veteleanu. Pana in prezent au fost publicate 6 articole.

3. Rezultate originale

Rezultatele noastre sunt diseminate in Capitolele 2 si 3 dupa cum urmeaza.
Sectiunea 2.2: Teorema 2.2.1, Lema 2.2.2, Teorema 2.2.6, Lema 2.2.7, Teorema 2.2.8,
Lema 2.2.10, Teorema 2.2.11 publicate in [9].
Sectiunea 2.3 Lema 2.3.2, Teorema 2.3.3, Teorema 2.3.4, Teorema 2.3.5, Corolarul
2.3.6 publicate in [86].
Sectiunea 2.4.: Teorema 2.4.7, Corolarul 2.4.8 publicate in [10].
Sectiunea 3.2: Teorema 3.2.1, Teorema 3.2.3, Teorema 3.2.5, Teorema 3.2.7 publicate
in [10].
Sectiunea 3.3: Teorema 3.3.1, Teorema 3.3.2 publicate in [96].
Sectiunea 3.4: Lema 3.4.1, Lema 3.4.2, Teorema 3.4.3, Teorema 3.4.4, Teorema 3.4.5,
Teorema 3.4.6 publicate in [95].



De asemenea, rezultate prezentate in Lema 2.4.10, Teorema 2.4.11, Teorema
3.1.9, Lema 3.2.8 si Teorema 3.4.8 sunt pana in prezent nepublicate.

Observatie. Mentionam ca In acest rezumat numerotarea teoremelor, lemelor
precum si a tuturor relatiilor este identica cu ceea ce apare in teza.

Capitolul 1. Preliminarii

In cele trei sectiuni colectam notatii, formule si rezultate remarcabile care vor fi
utilizate in prezentarea realizarilor noastre.

1.1. Procese pozitive de aproximare.
Abordare clasica

In aceasts sectiune vom evidentia elementele fundamentale ale teoriei aproximarii
de tip Korovkin.

Deoarece scopul nostru este de a studia proprietatile de aproximare ale operato-
rilor liniari pozitivi, se naste o intrebare. Daca (L,),>1 este un astfel de sir, care sunt
conditiile suficiente ce garanteaza ca (L, f),>1 converge uniform spre f pentru orice
functie continua f? H. Bohman [23] gi P.P. Korovkin [65] au gasit raspunsul dand
un criteriu foarte simplu cu scopul de a decide convergenta unui sir dat de operatori
liniari pozitivi spre operatorul identitate. Subliniem ca rezultatul a fost independent
stabilit de Tiberiu Popoviciu [82] a carui contributie a ramas necunoscuta pentru
un timp indelungat.

Notam e;, j € Ny, monomul de grad j, unde Ny := {0} UN.

Teorema 1.1.6 (Popoviciu-Bohman-Korovkin). Fie (L,),>1 un gir de operatori
liniari pozitivi definiti pe C([a,b]) cu wvalori in acelasi spatiu. Presupunem ca
(Ln€j)n>1 converge uniform spre e; pentru j € {0,1,2}.

Atunci (Lyf)n>1 converge uniform spre f pe [a,b] pentru toate functiile f din
C([a, b]).

Usual, e, e1, e5 sunt numite functii test ale spatiului C([a, b]) in raport cu teorema
Popoviciu-Bohman-Korovkin.

1.2. Conceptul de convergenta statistica

Cu 60 de ani in urma, notiunea de convergenta statistica a fost introdusa de
H. Fast [40]. In lucrarea mentionats, autorul recunoaste meritele lui H. Steinhaus
care, In 18 februarie 1949 in cadrul Societatii Matematice Poloneze (Wroclaw),
a prezentat prima demonstratie a afirmatiei: pentru siruri de functii masurabile
convergenta statistica si convergenta asimptotic statistica sunt echivalente. Con-
ceptul de convergenta statistica se bazeaza pe notiunea de densitate asimptotica a
submultimilor lui N.



Chiar daca notiunea de convergenta statistica a fost introdusa cu mult timp in
urma, aplicarea acesteia la studiul operatorilor liniari pozitivi a fost promovata doar
in anul 2002. A.D. Gadjiev si C. Orhan [45] au obtinut teoreme de tip Korovkin via
convergenta statistica. Rezultatul principal este urmatorul.

Teorema 1.2.14 [45, Teorema 1] Daca sirul de operatori liniari pozitivi L, :
C(la,b]) — B([a,b]) satisface conditiile

st —lim ||L,e; —e;|| =0, 7 =0,1,2, (1.2.7)

atunci, pentru orice functie f € C([a,b]), are loc

st —lim||L,f — f|| = 0. (1.2.8)

1.3. Elemente de g-Calculus

Quantum Calculus este echivalent cu calculul infinitezimal traditional fara im-
plicarea notiunii de limita. Acesta defineste ¢-Calculus si h-Calculus.

h-Calculus este chiar calculul cu diferente finite care au fost studiate pentru
prima data de George Boole (1815-1864).

g-Calculus, desi dateaza din perioada lui Leonhard Euler (1707-1783) si Carl
Gustav Jacobi (1804-1851), si-a gasit doar mai recent utilitatea in mecanica cuantica.
Pe langa aceasta utilitate are aplicatii in diferite domenii matematice, ca de pilda,
teoria numerelor, combinatorica, polinoame ortogonale, functii hipergeometrice.

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta definitii, notatii si rezultate de baza
referitoare la g-Calculus. Pentru aceasta sinteza ne-am documentat din cartea lui
Kac gi Cheung [59, pp. 7-15].

Capitolul 2. Clase de operatori modificati

Acest capitol este axat pe operatori liniari pozitivi avand ordinul de exactitate
nul si reproducand monomul de gradul al doilea. Punctul de plecare il constituie
lucrarea lui J.P. King [61]. In primul paragraf trecem in revista rezultate obtinute in
ultimii 5 ani relativ la acesti operatori. In celelalte paragrafe introducem si studiem
diferite clase noi de operatori urmand tehnica creata de King.

2.1. Asupra operatorilor King

Se stie, daca un operator liniar pozitiv reproduce toate cele trei functii test
ale criteriului Popoviciu-Bohman-Korovkin, atunci el este operatorul identitate al
spatiului.

Apare o Intrebare: ce se cunoaste despre operatorii care reproduc monoamele eq
sieg?

J.P. King [61] a fost primul care a prezentat un exemplu de operatori ce se bucura
de aceasta proprietate.



2.2. Asupra unei familii de operatori de tip King
care reproduc anumite polinoame

Aceasta sectiune contine rezultate publicate de autorul tezei in [9].

Scopul urmarit este de a introduce o clasa generala de operatori de tip dis-
cret ce reproduc functiile ey si es + ae;. Aceasta familie este definita pe anumite
subspatii ale lui C'(J), J C R. Vom considera doua tipuri de intervale: J = [0, 1] si
J =R, :=[0,00). In primul caz, prin utilizarea clasicului modul wy asociat unei
functii f € C([0,1]) stabilim viteza de convergenta locala si globala. In al doilea
caz, proprietatile de aproximare ale clasei noastre sunt date in spatii de functii cu
crestere polinomiala. Aceste spatii sunt definite utilizandu-se anumite ponderi. Mai
precis, pentru p > 2, consideram ponderea w,, w,(z) = (1 +2?)~*, z > 0, si spatiul
corespunzator

Cp(Ry) ={f € C(Ry) : wy(x)f(x) este convergent cand x tinde la infinit}
(2.2.1)
inzestrat cu norma || - [|c,, || fllc, = supw,(z)|f(x)|.
>0

Deoarece p > 2, functiile test e;, j € {0, 1,2} apartin spatiului C, (R ). In con-
tinuare detaliem constructia familiei de operatori anuntata asa cum a fost indicata
in [9].

Pentru fiecare n > 2, fie A,, = (2, x)rer, 0 retea pe intervalul J, unde I, C N
este o multime consistenta de indici in raport cu J, aceasta insemnand {x, : k €
I,} C J. Consideram operatorii L,, de forma

(Lf)(@) =Y tnp(@) f(2an), z€J, (2.2.2)

keln
unde u,; € C(J), unx > 0, pentru orice (n,k) € {2,3,...} X I, si
feF(J):={geC(J): seria din (2.2.2) este convergenta}.
In continuare presupunem ca urmatoarele identitati
(Lpeo)(w) =1, (Lpe)(x) =2, (Lpes)(w) = anz®+byz, x€.J, (2.2.3)

sunt indeplinite pentru fiecare n > 2. Mai mult, presupunem

a, >0, b,>0, lima,=1, limb, =0. (2.2.4)
Fie a > 0 fixat. Pentru fiecare n = 2,3, ... notand
b, + «
Cn,a = )
’ 2a,,
definim functiile v, o : J — Ry,

2

Una(T) = —Chpa + \/c?m + x—i——ax’ x € J (2.2.5)
b a/n

5



Clar, v, € C(J). Avand in vedere (2.2.2), consideram operatorii liniari pozitivi

=" tnklvna(@)f(wns), @€, (2.2.6)

kely

unde f € F(J).
Teorema 2.2.1 Fie operatorit L
urmatoarele relatii.

(i) L}, ne0 = €0, Ly, 01 = Vna, L (€24 aer) = ez + ey

(i1) (L}, ,02)(x) = (22 4+ a)(z — vna(2)), 2 € J, unde @, : J — Ry este definit
prin @q(t) = [t — z|.
Lema 2.2.2 Fie functiile v, o, n = 2,3,... definite prin (2.2.5). Pentru fiecare
x € J au loc relatiile

(1) 0 < vpo(z) <z,

(i1) limvna(x) =z.

n = 2,3,..., definiti prin (2.2.6). Au loc

n,o’

Teorema 2.2.6 Fie operatorii Ly ,, n = 2,3,..., definiti prin (2.2.6), unde J =
[0,1]. Pentru fiecare f € C([0,1]) are loc

lim |15, f — fI] = 0.

In investigarea vitezei de convergenta a operatorilor Ly , (n > 2, a € R ) avem
nevoie de urmatorul rezultat.
Lema 2.2.7 Fie functiile v, o, n = 2,3, ..., definite prin (2.2.5).
(a, — 1)z? + by

b, + '
(11) Pentru o =0, are loc x — vy, o(z) < an _1|x—i— b .
’ e Vn 2a,

n = 2,3,..., definiti prin (2.2.6), unde J =
Jn>

9 este margmzt Fie f apartinand spatiului

(i) Pentru a > 0, are loc x — v, o(x) <

Teorema 2.2.8 Fie operatorii Ly, ,,
[0,1]. Presupunem ca sirul ((a,—1)/b,,
C([0,1)).

(i) Pentru o > 0, are loc

(Li o f)(@) — fz)] < (1 + (22 + a)x(agnzbi)f ;)b") wi(f; Vo). (2.2.10)

(i1) Pentru a = 0, are loc

(Ean)e) - s < (142 (14 2val ) v, 2

n

Lema 2.2.10 Fie operatorii Ly, ,, n = 2,3, ..., definiti prin (2.2.6), unde J =R,

(i) Pentru orice p > 2 are loc

(L, pe1)(z) — |
14+ aP

Y R Y

S‘l_ Van (b, + a) ’

ol T



(11) liTan Ly, o1 —e1llc, = 0.

In acest moment aritim ci sirul (L}, o)n>2 ne furnizeaza un nou proces tare de
aproximare in spatiul ponderat C,(R.), p > 2.
Teorema 2.2.11 Fie operatorii L;, ., n = 2,3, ..., definifi prin (2.2.6), unde J =

R4 . Pentru orice functie f € F(Ry)NCy(Ry), p > 2, are loc urmatoarea identitate
tim 1L f — fllc, = 0. (22.13)

2.3. Proprietatile de aproximare ale unei clase noi
de g-operatori de tip Szasz-Mirakjan

Scopul nostru de a prezenta o g-generalizare a operatorilor Szasz-Mirakjan si de
a investiga viteza lor de convergenta. Principalul instrument de lucru este un anume
modul ponderat de netezime.

Rezultatele stabilite relativ la acest sir de operatori reprezinta rodul activitatii
desfagurate intre 2008-2009 pe parcursul programului doctoral de stagiu alaturi de
studentele doctorande Cristina Radu si Andreea Veteleanu. Ulterior aceste rezultate
au fost completate gi in primavara anului 2011 au fost publicate in revista Studia
Universitatis Babes-Bolyai [86].

Pe parcursul intregului paragraf consideram ¢ € (0, 1).

In [15] A. Aral a introdus un prim g-analog al clasicului operator Szasz-Mirakjan.

Motivati de aceasta lucrare, pentru ¢ € (0,1) prezentam un alt g-analog al
aceleiagi clase de operatori definit dupa cum urmeaza

Snalfix) = Z ([n]q‘r)kqk(k_l)Eq(—[n]qqu)f (H&) 7 (2.3.1)

k=0 [k]q' n]qqk_l
x>0s feF(Ry)={f:R; — R, seriea in (2.3.1) este convergenta}. A
Pentru ¢ — 17 acesti operatori se reduc la operatorii clasici Szasz-Mirakjan. In
acest caz functia aproximanta 5, ,f este definita pe R, pentru orice n € N.

Pentru a fi mai usor de investigat aceasta constructie, vom utiliza urmatorul
g-operator de diferentiere

AL frs = frs: (2.3.2)
AZ—ka,s - qTAka—l-l,s - A;fk,s—la (S N07 (233>
k
unde fi. s = f(wrs) si Tps = Hlg , k € Ny, s € Z.
A q°[nl,
In mod uzual, [tg,t1,...,t,; f] indica diferenta divizata a functiei f pe punctele
distincte tg, t1,...,t,. Reamintim, aceasta se defineste recursiv
. ti, ot fl—lto, - - s tne1s f
t0:£] = fl10) i [t .. f] = 2 |- =il
n — b0

Conform lucréarii lui Ivan [56, p. 20], termenul de diferenta divizata a fost introdus
In matematica de Augustus de Morgan (1842).
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Lema 2.3.2 Pentru orice k,r € Ny, s € Z, are loc

r r+2571)/2[ r

q" n]
qd AT
[xk,s—la coo sy Thgr s+r—1,; f] - [7"] ] Aqfk,r-l—s—la (235)
q'

unde nodurile sunt indicate la (2.3.3).
Teorema 2.3.3 Fie q € (0,1) si operatorii Sy 4, n € N, definiti prin (2.5.1). Pentru
orice functie f € F(R,) are loc

= ([n],x)"
Snglfiz) =) (lly) g VPAL fop, x> 0. (2.3.6)

|
r=0 [r]q
In continuare consideram un $it (¢n)n, 0 < ¢ < 1, satisfacand conditia

lim[n),, = oo. (2.3.13)
Teorema 2.3.4 Fie (¢,), un sir satisfacand (2.53.13) si fie operatorii Spq,, n € N,
definiti prin (2.3.1). Pentru orice compact J C Ry si orice funclie f € C(R,) are
loc
lim S, .. (f;x) = f(x), uniform in raport cu x € J.

Teorema 2.3.5 Fie (¢,), un sir satisfacand (2.3.13) si fie operatorii Spq,, n € N,
definiti prin (2.3.1). Fie gy = in£I Gn ST > 2. Pentru orice n € N gi orice functie
ne

f € Ba(Ry) are loc

1Snan (f;7) = f(2)] < Cogo(1+ 2™ (F51/1/[]4.), x>0, (2.3.16)

unde Cqq, este o constanta pozitiva independenta de f si n.
Aceasta teorema conduce la urmatoarea estimare globala.
Corolarul 2.3.6 In ipotezele Teoremei 2.3.5 are loc

1Sn.anf — f||Ba+1 < CogoQa(f34/1/[1]4.),

unde Cq 4, este o constanta pozitiva independenta de f si n.

2.4. Asupra unui sir de operatori integrali de
sumare

Aceasta sectiune vizeaza studiul unor operatori micsti de sumare de tip integral
liniari §i pozitivi care aproximeaza anumite functii definite pe R,. Vom deduce
viteza de convergenta punctuala. In cadrul acestei clase generale de operatori am
evidentiat cazuri particulare deja studiate in literatura. Materialul expus se bazeaza
pe articolul [13].



In continuare dam exemple de operatori micsti care utilizeaza diferite baze de

functii.
Notand
o (na)F 1 n+k—1 r \F
g _ 2.4,
sni(x) =€ Ll Un i (2) 1+az) k 1+2) (2.4.3)

ke Ny, zeR,, si
C,(Ry)={g € C(R}): |g(t)] < Me" pentru un anume M > 0},
~v > 0 fixat, urmatoarele exemple sunt evidentiate.
Exemplul 2.4.1 Operatori de tip Szdsz-Durrmeyer cu baza Baskakov
(Lnf)(@) =n Y vn,(z) / Sn () f(t)dt,
v=0 0

n €N, x>0, pentru f € L,(Ry), p > 1, vezi Gupta si Srivastava [51].
Exemplul 2.4.2 Operatori de tip Baskakov-Durrmeyer cu baza Szdsz
(Lnf)(@) = (n=1)) snu(z) / Vnp_1 f(t)dt + €7 £(0), (2.4.4)
v=1 0

n>2 xeRy unde f e C,(Ry), vezi [52, Eq. (1.1)].
Exemplul 2.4.3 Operatori de tip Szdsz-Durrmeyer cu baza Beta

Laf)) = Y Posla) [ suums®OF @+ (L40) 000, (249

v=1 0

n € N, z € Ry, unde f € C,(R}), vezi [53, Section 4] si [54]. Aici ponderile 3, ,
sunt date de functia Beta dupa cum urmeaza
1 i

ﬁn’y(x):B(n,y—i—l) (P v>1. (2.4.6)

Inspirandu-ne din constructiile anterioare, in ceea ce urmeaza vom introduce o
clasa generala de operatori integrali hibrizi.

Fie (ank)k>0, (bnk)r>o doud siruri de functii continue si pozitive definite pe R,
astfel incat urmatoarele relatii au loc

> ane=1, ) bup=1, / by o (£)dt == i < 00, (2.4.7)
k=0 k=0 0

unde 1 indica functia constanta pe R, avand valoarea constantei 1. Pentru orice
n € N definim operatorul

(Vo f)(x) = f(0)ano(x) + Z O () /OOO box(t)f(t)dt, = €Ry, (2.4.8)



unde f € F(R,), acest spatiu reprezentand toate functiile cu valori reale definite
pe R} cu urmatoarele doua proprietati: b, f apartine spatiului Lebesgue L;(R;)
pentru fiecare k € N gi seria din membrul drept al relatiei (2.4.8) este convergenta.

Referitor la operatorii nostri V,,, n € N, impunem ca polinoamele de gradul intai
si al doilea sa fie transformate in polinoame de acelagi grad care se anuleaza in
origine. In acest sens considerdm

(Vne)(z) = (1 +ap)r si (Vieo)(z) = (1+ Bp)2* + vz, v €R,.  (2.4.10)

Teorema 2.4.7 Fie T > 0 fizat. Fie V,,, n € N, operatorii definifi prin (2.4.8) astfel
incat (2.4.10) are loc Pentru orice functie f € Co(Ry) urmdatoarea inegalitate are
loc

[(Vaf)(2) = f(2)] < Myr67(2) + 20(f; 00(2))o,r41 (2.4.17)

unde

on(2) = V/(Bn — 2a0)22 + Yz, 2z €[0,7], (2.4.18)

st My . este o constanta depinzand numai de f si 7.
Corolarul 2.4.8 In ipotezele Teoremei 2.4.7 are loc

||an - f”[O,T] S Mf,‘r||5721||[0,‘r] + QW(fa ||5n||[0,ﬂ)[0,7'+1]7 n < Na (2419)

unde 6, este definit prin (2.4.18).
In partea finala vom studia convergenta statistica a sirului (V},)n>1.
Lema 2.4.10 Fie (an)n>1, (Bn)n>1, (Yn)n>1 Siruri de numere reale. Daca

st — lim(a,, — 26,) =0, st —lim~, =0, (2.4.20)

atunct
st —lim ||62]ljog =0 si st —limw(f;||6allj0-) = O, (2.4.21)

unde cantitatile 0, n € N, sunt date prin (2.4.18).
Teorema 2.4.11 Fie 7 > 0 fizat. Fie V,,, n € N, operatorii definiti prin (2.4.8)
astfel incat (2.4.10) are loc.

Daca se realizeaza conditiile (2.4.20), atunci

st — liin IVaf = fllo =0, f€Ca(Ry).

Capitolul 3. Convergenta statistica a unor
clase de operatori liniari

La inceput prezentam rezultate care au ca punct de plecare Teorema 1.2.14,
relevand realizarile notabile in teoria aproximarii prin utilizarea convergentei statis-
tice. In continuare investigam alte clase de operatori liniari pozitivi. Rezultatele
noastre originale sunt incluse in trei sectiuni distincte ale acestui capitol si aces-
tea se refera la studiul convergentei statistice a operatorilor Stancu, Lupas si Jain.
Rezultatele au fost publicate respectiv in lucrarile [10], [96], [95].
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3.1. Teoreme de tip Korovkin via convergenta
statistica

Prezentam o noua aplicatie care se refera la operatorii Lupag introdusi prin
utilizarea elementelor de g-Calculus [69].
Pentru ¢ € (0, 1], acesti operatori se definesc astfel

By, - C([0,1]) — ¢([0,1]),

Z[ ] K= D/2ph (1 — gy ’“f(gjq) (3.1.14)

” k

(BLf)(x

n

unde v, (x;q) = H(l — 24 z¢"Y), 2 €0,1].
k=1
Teorema 3.1.9 Fie 0 < g, <1, n € N, g1 fie A 0o matrice requlara de sumabilitate

nenegativa. Fie sirul (BI"),>1 definit in sensul relatiei (3.1.14).
Daca sta — lim[n],, = oo, atunci pentru toate functiile f € C([0,1]), are loc

sty —lim || B f — f|| = 0. (3.1.17)

3.2. O extensie bidimensionala a operatorilor
Stancu

Plecand de la schema probabilistica Markov-Pélya, D.D. Stancu [92] a introdus
si investigat un operator liniar P

este definit prin

care transforma spatiul C'([0,1]) in el insusi si

S atse (£) a2

k-1

[+ va) i_[_ (1 -2+ pa)

(z10) = (n) =0
Ok = k) A ra)1+2a)...1+n—T1a)
a fiind un parametru ce poate depinde numai de numarul natural n. Daca « este
nenegativ, atunci acesti operatori conserva pozitivitatea functiei f.

Recent, G. Nowak [77] a introdus un g-analog al operatorilor Stancu. De aseme-
nea noi am introdus [10] o extensie a acestei clase actionand pe spatiul functiilor
cu valori reale definite pe un domeniu rectangular. Pentru f € C([0,1]), o > 0 si
fiecare n € N, in [77] s-au definit operatorii

unde

(3.2.2)

(B ) () = 3 ) f (@) Czefo) (3.23)

et [nlq

11



unde

k—1 n—1-k
, Hx+a H (1—¢°z+ afs]y)
q,o — 1=0 s=0 < <
P () [k]q — | . 0<k<n. (3.2.4)
[T+ ey
=0

Aceasta clasa contine ca si cazuri speciale urmatoarele trei siruri binecunoscute.

i) Pentru o = 0, B%® = BY reprezintd operatorul ¢-Bernstein introdus de Phillips
[80].

ii) Pentru a = 0 si ¢ = 1, BL? = B, este clasicul operator Bernstein.

iii) Pentru ¢ = 1, p}l% devin polinoamele fundamentale Stancu w, ;,(+; ), k = 0, n,
vezi (3.2.2), g1 Bl = P devine operatorul Stancu definit prin (3.2.1).
Teorema 3.2.1 Fie girurile (qn)n, (n)n astfel incat 0 < g, < 1 gi o, >0, n € N.
Fie operatorii Bi~*~, n € N, definiti in sensul relatiei (3.2.3). Daca

st —lim[n],, =00 ¢ st—lima, =0, (3.2.7)

atunci, pentru orice functie f € C([0,1]), are loc
st — lim || B&~~ f — f|| = 0. (3.2.8)

Teorema 3.2.3 Fie sirurile (gn)n, (an)n (0 < ¢, < 1, a, >0, n € N) date astfel
incat relatia (3.2.7) are loc si sunt satisfacute urmatoarele conditii

EAGr1 > —c1,  kAagy > —co, (3.2.9)

pentru anumiti ¢c; > 0, co > 0 g1 pentru orice k € N.

Daca operatorii B~ n € N, sunt definiti in sensul relatiei (3.2.3), atunci sirul
(B ), converge uniform pe C([0,1]) spre operatorul identitate.

Urmand [10], notam K = [0,1] x [0, 1] patratul unitate si fie vectorul ¢(qi, ¢2)
apartinand interiorului lui K. Consideram parametrul a(aq, as) € Ry X R, . Pentru
orice (n1,n2) € N x N definim operatorul utilizand o retea grila de tip cartezian si
actionand pe spatiul C'(K) dupa cum urmeaza

(Bn(i ?z)gf 1’1, 232 Z Z f n1,k1,q1 n2,k27q2)p31,1170;€1 (931)19%22’01;2 ($2) (3210)

k1=0 ko=0

(z1,72) € K, unde Ay, i, 4, = [Kjlg;/[5]q; S pff’k , 0 < k; < nj, sunt definite prin
(3.24), j =0, 1.
Teorema 3.2.5 Fie q(q1,q2) € (0,1) x (0,1) $i a(aq,a2) € Ry x Ry. Operatorii
B (n1,n2) € N x N, definiti prin (3.2.10) verificd urmdtoarele identitati:
B£%7n2627] €ij> (Zv-7> S {(Ov 0)7 (O, 1)7 (1: 0)}7
(Bite20)(wn, 22) = (Bl ea)(w1),
(B ) (w1, w2) = (Bi22e)(x2),

ni,ng
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pentru orice (r1,x5) € K.
Teorema 3.2.7 Pentru orice n(ny,ne) € N x N, in (3.2.10) substituim o prin
(1 ny s Q2ny)s Qmy > 0, 80 q Prin (i, @2ns), 0 < @i, < 1, unde j = 0, 1.
Daca
st —1lim(1/[nlg;n;) = st —limay,, =0, j=0,1, (3.2.11)
n;

nj

atunci, pentru fiecare functie f € C(K), are loc
st — lim ||BYen) f — || = 0.
ni,ng ’

Daca in (3.2.11) inlocuim limita statistica prin limita clasica, atunci obtinem
convergenta uniforma a sirului (BT(I‘II’,‘,’{Z”))” spre operatorul identitate.

Revenind la cazul unidimensional si examinand relatia (3.2.7) apare o intrebare:
ce conditii suficiente pot fi impuse girului numeric (g,),>1 astfel incat sa aiba loc
st — lim[n],, = co?

UI;L posibil raspuns este dat de urmatoarea lema.

Lema 3.2.8 Fie (g,)n>1 un sir real astfel incat 0 < g, < 1, n € N. Daca

st —limg, =1 gi st — lim[n],, ewxistd,
n n

atunci are loc st — lim[n],, = oo.
n

3.3. Asupra aproximarii A-statistice a operatorilor
de tip Lupas si Kantorovich

In aceastd sectiune suntem preocupati de convergenta A-statistica a doua siruri
de operatori liniari pozitivi. Primul este de tip discret si al doilea de tip integral.
Rezultatele au fost publicate in [96].

In [70] Lupasg a propus studiul urméatorului sir de operatori liniari i pozitivi

(Mf)z) =273 (g:lg'kf (%) L x>0, f:R, >R, (3.3.1)
k=0 '

unde (nz)o = 1 si (nx), = nz(nr +1)...(nx + k — 1), k > 1, indica factorialul
crescator. In [3] s-a prezentat o extensie integrald in sens Kantorovich a acestor
operatori definita astfel

~ o (nx>k (k+1)/n
K, f)(z) = n2™" F)dt, x>0, 3.3.2
(Ku) o) =n2 32 [ s (332)

unde f apartine clasei de functii local integrabile pe R, .
Scopul nostru este de a studia convergenta A-statistica a sirurilor (A,),>1 si
(Kp)n>1- Ne situam in spatiile ponderate B, (1) si C,(I).
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Pentru stabilirea rezultatelor noastre folosim urmatoarele ponderi
p(x)=1+2% po(z)=1+2% A>1 2R, (3.3.5)

Teorema 3.3.1 Fie A = (a;,) o matrice requlard de sumabilitate nenegativa si
fie p1, p2 functii pondere introduse prin (3.3.5). Operatorii A,,, n € N, definifi prin
(8.3.1) satisfac urmatoarea identitate

sta —lim ||A, f — fl|,, = 0 pentru orice f € C,, (R,). (3.3.6)

Teorema 3.3.2 Fie A = (a;,) o matrice requlard de sumabilitate nenegativa si fie
p1, P2 functii pondere introduse prin (3.3.5). Operatorii K,,, n € N, definiti prin
(3.3.2) satisfac urmatoarea identitate

sta —lim || K, f — fll,, =0 pentru orice f € C, (R4). (3.3.8)

3.4. Asupra operatorilor liniari Jain-Beta

Plecand de la un sir de operatori liniari pozitivi introdugi de G.C. Jain [58],
prezentam o versiune integrala a acestora. Proprietatile de aproximare si eroarea
de aproximare sunt investigate in lucrarea [95]. De asemenea, este data o extensie
pentru functii netede.

Prezentam constructia operatorului mixt de sumare de tip integral. Lucram in
spatiul C,, (R} ), unde ponderea p, : Ry — R este data prin py(z) = 1+22 X > 0.
Introducem un gir de operatori numindu-i Jain-Beta, dupa cum urmeaza

00 k’ k—1
(lemfﬂx):k_lﬁ |10 e+ 0, 2200 ()

unde n > 2, f € C, (Ry) si wg(k; nx) este distributia de tip Poisson data prin

ws(k; ) = k'(a + kB)F e (k) ke Ny,
Lema 3.4.1 Operatorii Jr[lﬁ], n > 2, definiti prin (3.4.4) satisfac relatiile
e
IWeo=eo, Jer = 1 _157
3.4.6
19, _ n oo L =BP (340
=D\ w(1-p) )

Lema 3.4.2 Momentele centrale de ordinul intai si al doilea corespunzatoare oper-
atorilor J,[f ], n > 2, sunt date de urmatoarele identitats

(W) @) = -2,

1-p
8] 2 n —1+6 x? 1+<1_6)2 Z
(Jn"p3) (@ )—((n_l)(l_ﬁy 1—6) T - - pp
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Teorema 3.4.3 Fie operatori 7[{8], n > 2, definiti prin (8.4.4). Pentru orice functie
[ apartinand spatiului C,,(Ry) are loc

(P ) (@) = f(2)] < A+ Vale + D))w(f; Vons)oa, = €[0,al,
n-+2 _ 1
(n—1(1—-8>F 1-8

Examinand relatia (3.4.6) si bazandu-ne pe criteriul Popoviciu-Bohman-
Korovkin, este clar ca ( T[{g ])@2 nu formeaza un proces de aproximare. In etapa
urmatoare il vom transforma pentru a se bucura de aceasta proprietate. Pentru

fiecare n > 2, constanta [ va fi inlocuita printr-un numar 3, € [0,1). Daca

unde 0,5 =

lim 3, = 0, (3.4.10)

atunci Lema 3.4.1 asigura lim(ﬂlﬁ”]ej)(x) =27, 7 =0,1,2, uniform pe orice interval

compact K C R,. In consecinta, putem enunta

Teorema 3.4.4 Fie operatorii gl "}, n > 2, definifi in sensul relatiei (3.4.4), unde
(Bn)n>2 satisface (3.4.10). Pentru orice compact K C Ry gi pentru orice functie
feC,(Ry) are loc

lim(JP £)(z) = f(x), uniform in raport cu z € K.

In continuare studiem convergenta statistica a girului de operatori Jain-Beta.
Teorema 3.4.5 Fie A = (a,x) o matrice requlara de sumabilitate nenegativd si

fie A > 0 fixat. Fie operatorii JY "}, n > 2, definiti in sensul relatiei (3.4.4), unde
(Bn)n>2, 0 < G, <1, satisface

sty —lim 3, = 0. (3.4.11)

Are loc
sta—lim [|J7f = fll,, =0, f€Cy(Ry). (3.4.12)

Pentru a creste viteza de convergenta putem inlocui Jkﬂ ] prin generalizarea sa
de ordinul r, vezi [6]. Evidentiem detaliile acestei idei. Dezavantajul sirurilor liniar
pozitive de aproximare este categoric determinat de faptul ca ele nu isi imbunatatesc
performantele atunci cand sunt utilizate clase de functii mai netede. Pentru a depasi
acest neajuns G. Kirov gi L. Popova [63] au propus o generalizare de ordinul r,
r € N, in sensul urmator. Pentru un operator liniar pozitiv dat, aceasta generalizare
se obtine prin actiunea operatorului nu direct asupra semnalului f, ci asupra poli-
nomului Taylor de gradul r asociat lui f. Noul operator pastreaza proprietatea de
liniaritate dar pierde pozitivitatea. In ceea ce urmeazi aplicam tehnica lui Kirov si
Popova operatorilor Jain-Beta. Fie f € C"(R, ) astfel incat e, f®) € C, (R, ) pentru
s=0,1,...,r, ¢ fie T, f(x;-) polinomul Taylor de gradul r asociat lui f in punctul
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x € R,. Pentru n > 2 si orice x > 0 definim operatorii liniari

(I f)x) = JNT fr2)
stk 1

wg, (k;nx) Ot (x —1)
= ———dt 3.4.13
Z B(n+1,k) ZSI/ f (1 + ¢)nthel ( )

—i—e_m”f( ).

Teorema 3.4.6 Fie A o matrice requlara de sumabilitate nenegativa. Fie r € N
fizat, o € (0,1] si M > 0. Fie operatorii JT[LB”] St Jkﬁ,’? , n > 2, definiti respectiv prin
(8.4.4) si (3.4.18). Presupunem st — lim 3, = 0.

Daca x>0 gi it € C, (R, astfel incat

st — lim(JPprte)(z) = 0, (3.4.14)

atunci are loc
sta —lim|(JPf)(z) — f(z)] =0 (3.4.15)

pentru orice functie f € C"(Ry) N C,,(Ry) cu proprietatile e, f® € C,,(Ry), s =
0,1,...,r si f7) € Lippa.

Aici g, este dat prin relafia p.(t) =t —z, (t,x) € Ry x Ry.

Mentionam ca o generalizare a operatorilor Jain de tip Kantorovich a fost
obtinuta in [99].

Acesti operatori integrali au urmatoarea constructie

(k+1)/n

(KB £) () = nzwﬁ (k;na / f(t)dt, (3.4.16)

k/n

unde functia f apartine spatiului Lebesgue L;(R.).

Teorema 3.4.8 Fie A o matrice requlara de sumabilitate nenegativa si fie A > 0
fizat. Fie operatorii KLM, n > 1, definiti in sensul relatiei (3.4.16), unde (5,)n>1,
0 < B, <1, satisface relatia (3.4.11). Are loc identitatea

sta —lm || f = fll,, =0, f € Cp(Ry).

Comparand acest rezultat cu Teorema 3.4.5 observam ca ambele generalizari
integrale ale operatorilor Jain se bucura de aceeasi proprietate de aproximare A-
statistica.

Asga cum s-a vazut, operatorii Jain sunt introdusi prin utilizarea unei distributii
de tip Poisson.

Operatori liniari pozitivi de aproximare pot fi obtinuti plecand de la alte tipuri
de distributii. Ne referim aici la distributii compuse, vezi de exemplu, V. Preda [83]
sau, aga cum s-a investigat in [84], utilizand densitatea unei combinatii liniare de
variabile aleatoare date.
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