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Introducere

Teoremele de compresie-extensie de tip Krasnoselskii reprezintd un instrument
principal in studiul problemelor neliniare pentru ecuatii si siteme de ecuatii
integrale, diferentiale sau cu derivate partiale. Ele sunt folosite nu doar pentru a
asigura existenta solutiilor, ci si pentru a localiza solutiile intr-o coroana conica
sau in alte domenii de acest tip. Aceasta permite, in particular, si obtinem
solutii multiple ale problemelor neliniare cand neliniarititile sunt oscilante. In
ultimele trei decenii, a fost produsa o bogata literatura pe acest subiect, atat in
teorie cat si in aplicatii.

Din punct de vedere teoretic, sunt cunoscute doua mari tendinte de abordare
a subiectului: prima se desfisoard in cadrul teoriei punctului fix si foloseste in
principal teorema de punct fix a lui Schauder si generalizarile sale, in timp ce a
doua folosegte teoria gradului topologic.

Rezultatul originar datorat lui Krasnoselskii a fost obtinut folosind prima
abordare, iar aceasta teza urmeaza acelasi drum. Deci, toate rezultatele noastre
teoretice sunt bazate pe teoria puntului fix.

Prezentam in continuare teoremele de compresie-extensie ale lui Krasnosel-
skii, in forma dat& de acesta.

Teorema 1 (M. A. Krasnoselskii [36]) Fie X un spatiu Banach real gi fie K C
X un con. Fie N un operator pozitiv gi complet continuu cu N0 = 0. Daca
exista numerele reale v, R > 0 astfel ca

Nz £ x pentru orice v € K cu|z |[<r,x #0
§1 pentru orice € > 0 (1)
Nz % (1+¢)x pentru orice v € K cul|z |> R,

atunci operatorul N are cel putin un punct fix nenul in K.

Teorema 2 (M. A. Krasnoselskii [36])Fie X un spatiu Banach real i fie K C
X un con. Fie N un operator pozitiv si complet continuu cu NO = 6. Daca
exista numerele reale v, R > 0 astfel ca pentru orice € > 0

Nz % (1+¢)x pentru oricex € K cu |z |[<r,x #0

i (2)
Nz £z pentru orice v € K cu| z |> R,

atunci operatorul N are cel putin un punct fix nenul in K.



In literaturs, pentru r < R, conditiile de compresie din Teorema 1 sunt in
majoritatea cazurilor inlocuite de conditiile:

| Nu[|=] wll, dacd || u[|=r, 3)
| Nu[[<]wl, dacd || u [= R.

Asemaénétor, conditiile de extensie din Teorema 2 sunt inlocuite de:

| Nu <] u . dacit || u =7, ”
| Nu =], daci [[u = &

In aceastd tezd obtinem mai multe generaliziri ale teoremelor de punct fix
in conuri ale lui Krasnoselskii, unde punctul fix e localizat intr-o coroans conicé
generalizatd avand una din formele:

Kpni={ue K7 < ou) < ¥(u) < R}, (5)
K,p:={ue K:r <¢(u),pu) <R}, (6)

unde ¢ < ¢ pe K,
K.pi={zeK:r<d(z)<R} (7)

Conditiile de compresie (1) si (3), precum si conditiile de extensie (2) si (4) vor
fi generalizate folosind functionalele ¢, v si §, ca mai jos:

{ (1) < o (Nu) daci p(u) =,
¥ (u) > (Nu) dacd (u) =R

)
{ p(u) > ¢ (Nu) dac p(u) =,
¥ (u) <Y (Nu) dacd ¥(u) =R,

pentru formele (5), (6) ale coroanei conice, si

{ o(u) < ¢ (Nu) dacd o(u) =7
(u) > ¢ (Nu) dacd 6(u) = R,

(u) > ¢ (Nu) dacd §(u) =7
{ Y (u) < w( u) dacd d6(u) = R,
pentru forma (7) a coroanei conice.
Comparand cu literatura existenta, rezultatele noastre completeaza, extind si
generalizeaza in mai multe directii rezultatele obtinute de R. Legget, L. Williams
[38], R. Avery, J. Henderson, D. O’'Regan [4], [5], R. Precup [58], [59] si altii.
Astfel de extensii folosind folosind functionalele ¢, 1 si § au fost motivate de
aplicatii concrete unde acest tip de functionale apar intr-un mod natural. De
exemplu, putem considera functionalele(see Section 3.5):

(conditii de compresie)

)

(conditii de extensie).

(conditii de compresie),

“G

(conditii de extensie),

plu) @ =minu(?),
: o= t
v = e
(mlnu(t))2 5 ) '
S(u) : = m, dacd u nu e identic zero,
o= e
O, daca u = 0.



Subliniem faptul c& functionala ¢ e folosita in aceastd tezd pentru prima dati.

O parte consistenta a tezei este dedicatd aplicatiilor teoremelor de compresie-
extensie la mai multe clase de probleme: probleme bilocale pentru ecuatii difer-
entiale de ordinul doi, ecuatii functional-diferentiale, sisteme de ecuatii difer-
entiale si ecuatii cu p-Laplacian.

Rezultatele noastre privind aplicatiile completeaza si extind unele rezultate
date de L.H. Erbe, H. Wang [14], D. O’'Regan, R. Precup [54], R. Avery, J.
Henderson, D. O’Regan [4] si altii.

Aceastd tezd se bazeazd pe lucririle noastre S. Budisan [8], [9], [11], [12] si
S. Budisan, R. Precup [10].

Teza este structurata pe trei capitole, o parte introductiva gi o lista bibli-
ografica.



Capitolul 1

(Generalizari ale teoremeil de
punct fix in conuri a lui
Krasnoselskii

Acest capitol contine principalele contributii teoretice ale acestei teze. Aces-
tea contin conditiile de compresie-extensie exprimate in termenii unor diferite
functionale care inlocuiesc total sau doar partial norma spatiului. Acest capitol
se bazeazd pe lucrdrile S. Budisan [11], [12].

1.1 Teoreme de punct fix intr-o coroana conica
obisnuita.

Prezentarea din aceastd sectiune este bazatd pe lucrarea S. Budisan [11]. In
aceastd sectiune obtinem mai multe generaliziri ale teoremelor de punct fix ale
lui Krasnoselskii in conul K, unde punctul fix este localizat in coroana conica

K,p={ue K:r<|ul|<R}
Conditiile de compresie-extensie sunt exprimate cu doua functionale, anume:

u) < @ (Nu) dacd |u |=r .
{ 7/)@((11));12)0((Nu)) dack ||u |‘: R (conditii de compresie)

respectiv
u) > ¢ (Nu) dacd |u|=7r .
{ wﬁ£>)<*zf(§vu)) dacs I Y }: n (conditii de extensie)
De-a lungul acestei sectiuni considerdm cd (X,]| . |) este un spatiu liniar

normat, K C X este un con pozitiv, "<" este relatia de ordine indusid de K,



"<" este relatia de ordine strictd indusd de K si Ry = [0, c0).Dintre rezultatele
din aceastd sectiune, prezentdm aici Teorema 2.1 si Observatia2.2.

Teorema 3 (S. Budisan [11]) Fie r,R € Ry astfel incit 0 < r < R. Pre-
supunem ca N : K, g — K este un operator complet continuu si fie ¢ : K —
R,v : K — R. De asemenea, presupunem ca sunt satisfacute urmdatoarele
conditii:
©(0) =0 gi exista h € K — {0} astfel ca

(

(i1) ©(AR) >0, pentru orice A € (0,1],
@(Ah) > 0, pentru orice A € (0,1],
olx+y) > ¢(x)+¢(y) pentru orice z,y € K,
(12) ¢ (ax) >

¥ (x) pentru orice o > 1 gi pentru orice x € K cu | z |= R,
(i3) pu) < (Nu) daca|u|=r
! ¥ (u) > (Nu) daci | u|=R.

Atunci N are un punct fiz in K, g.

Observatia 4 (S. Budisan [11]) (1) Daca X = C[0,1],n7 > 0,1 C [0,1], I #

011 | = = maxo(t) 5i K = {z € C0.1] 2 > 0 pe 0. 1a(t) = | = |
te |0,

pentru orice t € I}, o functionald ce satisface (i1) este

o(x) = Itnel}l.'L‘(t)

Intr-adevir, p(0) = 0, existi h € K — {0} astfel ca @(\h) > 0, pentru orice
xe (0,1] si

(o +y) = Iglei}l[x(t) +yt)] > rtneip:v(t) + Igleipy(t) = p(z) + (y).

(2) Norma este un exemplu de functionald ce satisface (i2).

Alte rezultate obtinute in aceastd sectiune sunt: Teorema 2.3, Observatia
2.4, Teorema 2.5.

1.2 Teoreme de punct fix intr-o coroana conica
definita prin una sau doua functionale

Prezentarea din aceastd sectiune e bazata pe lucrarea S. Budisan [12]. In aceastd
sectiune obtinem mai multe generalizari ale teoremelor de punct fix ale lui Kras-

noselskii in conul K, unde punctul fix este localizat intr-o coroand conicé gen-
eralizatd de una din formele:

K.pi={ue K:r<¢(u) <R},

K.p={ue K:r<p(u) <¢(u) <R}, unde p <1 pe K,

sau
K,p:={ue K:r<yu),pu) <R}, unde ¢ < ¢ pe K.



Atat conditiile de compresie-extensie, cat si conditiile pe frontierd sunt expri-
mate folosind aceleasi functionale ¢ and v, anume:

{ " () ?[JSD (Nu) daca p(u) =r (conditii de compresie)

(u) > (Nu) dacd ¢(u) =R,
or
{ w?é)it)gzwtfl(\fi?)d:j;éq;zp(%):]g, (conditii de extensie).
De-a lungul acestei sectiuni consideram c& (X,| . |) este un spatiu liniar

normat, K C X este un con pozitiv, "<" este relatia de ordine indusa de K,
"<" este relatia de ordine strictd indusd de K si Ry = [0, c0).Dintre rezultatele
din aceasta sectiune, prezentam aici Teorema 2.8, Teorema 2.10 si Observatia
2.9.

Teorema 5 (S. Budisan [12]) Fie K, g ={z € K : r < ¢ (z) < R} o multime

nevidd, unde r,R € R%, r < R gi fie ¢, : K — Ry functionale continue.
Presupunem ci N : K, p — K este un operator continuu cu N (K, r) relativ
compact, ¢ (0) =0 gi h € K\ ¢~ 1(0) astfel incdt o (\h) > 0 pentru orice A > 0.
De asemenea, presupunem ca urmatoarele condilii sunt satisfacute:

(i) > ¢ pe K,

(ii) ¢ (ax) = ap (x) pentru orice x € K gi a € (0,00),

(iii) p(xz +y) > o(z) + ¢(y), pentru orice x,y € K,

(v) ¥ (ax) = arp (z) pentru orice v € K gi o> 0,

(v) N(¢~1(r)) este marginita,

(vi)

Atunci N are un punct fir v* € K, g.

Observatia 6 (S. Budisan [12]) Daca X := C([0,1],R4),I C [0,1],T # [0,1],n >
0,] z |:= maxz(t), K :={x € X : z(t) > n | = || pentru orice t € I} atunci
t

€[0,1]
o(z) = rtnl}lx(t) st Y(x) = m[ax]a:(t) sunt functionale ce satisfac ipotezele Teo-
€ tefo,1
remes 9.

Teorema 7 (S. Budisan [12]) Fie o,v : K — R functionale continue, ¢ (0) =
0 gi h € K\ o 1(0) astfel ca p(Ah) > 0 pentru orice X > 0. Presupunem ci
v >ppe K gifie Kppi={reK:r<g(x)<¢() <R} omultime nevida,
unde r, R € R, r < R. De asemenea, presupunem ci N : K. p — K este un
operator continuu cu N(K, g) relativ compactd . Presupunem cd urmdatoarele
conditii sunt satisfacute:

(1) ¢ (ax) = ap (z) pentru orice x € K gi a € (1,00),

(11) p(x +y) > p(x) + ¢(y), pentru orice z,y € K,



(i11) ¥ (ax) = avp (z) pentru orice x € K gi a > 0,
(iv) Rp(z) > rip(x) pentru orice x € K,
(v) N(o~L(r)) este marginita,

(vi)

Atunci N are un punct fiz v* € K, g.

Alte rezultate obtinute in aceastd sectiune sunt: Teorema 2.6, Observatia
2.7, Teorema 2.11, Observatia 2.11.

1.3 Teoreme de punct fix de tip Krasnoselskii in
raport cu trei functionale

Prezentarea din aceastd sectiune este bazatd pe lucrarea S. Budisan [12]. In
aceastd sectiune obtinem mai multe generaliziri ale teoremelor de punct fix ale
lui Krasnoselskii in conul K, unde punctul fix este localizat intr-o coroana conica
generalizatd de forma

K,p:={zxe K:r<d(z) <R}

prin intermediul unei functionale §, iar conditiile de compresie-extensie sunt
date in termenii a doua functionale ¢ si ¥, in timp ce conditiile pe frontiera
sunt date folosind aceleasi functionale ca in definitia coroanei conice, anume:

{ p(u) < o (Nu) daca 6(u) =r
(] (Nu)

(u) =2 dacd §(u) = R (conditii de compresie),

respectiv

{ p(u) > o (Nu) daci 6(u) =r
¢ (u) < (Nu) daci 6(u) = R,

De-a lungul acestei sectiuni considerdm c& (X, | . |) este un spatiu liniar normat,
K C X este un con pozitiv, "<X" este relatia de ordine indusd de K, "<" este
relatia de ordine strictd indusd de K si Ry = [0,00).Dintre rezultatele din
aceasta sectiune prezentam aici Teorema 2.13.

(conditii de extensie).

Teorema 8 (S. Budisan [12]) Fie p,¢,6 : K — Ry functionale continue,
6(0) =0 gi h € K\ 6 (0) astfel ca o(A\h) > 0 pentru orice A > 0. Fie
K, r:={x € K :r <é(x) < R} o multime nevida, unde r,R € R}, r < R.
Presupunem ci N : K, p — K este un operator continuu cu N (K, r) relativ
compacta . Presupunem ca urmdatoarele conditii sunt satisfacute:

(1) 6 (ax) = ad (x) pentru orice x € K gi o > 0,

(11) p(x +y) > p(x) + ¢(y), pentru orice z,y € K,



(i11) ¥ (ax) > ap (z) pentru orice x € K cu 6(x) = R pentru orice o €
(1,00),

() ¥ (z) > 0 pentru orice x € K cu §(z) = R,

(v) N(67*(r)) este marginita,

(vi)

Atunci N are un punct fir u* € K, g.

Un rezultat similar din aceasta sectiune este Teorema 2.14.

1.4 O teorema de tip Krasnoselskii pentru ecuatia
de coincidenta

In aceasta sectiune obtinem o teoremd abstractd de tip Krasnoselskii pentru
urmatoarea ecuatie de coincidenta:

Lxr=Nzx

Rezultatul din aceasta sectiune este Teorema 2.16.



Capitolul 2
Aplicatii

Acest capitol contine aplicatiile principale ale tezei. Acestea se referd la exis-
tenta gi localizarea solutiilor mai multor clase de probleme, cum ar fi ecuatii si
sisteme diferentiale sau ecuatii cu derivate partiale cu p-Laplacian. Capitolul se
bazeazd pe lucrdrile S. Budisan [8], [9], [12] si S. Budisan, R. Precup [10].

2.1 Aplicatii ale teoremei de punct fix in conuri
a lui Krasnoselskii la ecuatii diferentiale de
intarziere

Rezultateledin aceastd sectiune au fost stabilite in lucrarea S. Budisan [8].
Rezultatele din aceastd sectiune se refera la urmatoarea problema bilocala:

u () +a(t) fu(g(t))=0, 0<t<l
0 (0) B’ (0) = 0,

yu (1) +du' (1) =0,

u(t)y=k —0<t<0.

Acestea sunt: Lema 3.1, Teorema 3.2, Observatia 3.3 si Observatia 3.4.

2.2 Aplicatii la ecuatii cu p-Laplacian

Continutul acestei sectiuni se bazeazi pe lucrarea [9], iar dintre rezultatele ex-
istente prezentdm mai jos unele idei si rezultate. In aceastd sectiune obtinem
mai multe aplicatii ale teoremei de punct fix in conuri a lui Krasnoselskii la
urmé&toarea problem& cu valori pe frontierd pentru un sistem de ecuatii cu p-
Laplacian(p > 2):

—div(] Vu P72 Vu) = f(u) pentru |z |< T,

u>0 pentru 0 <| z |< T,
u=0 pentru x = 0,
Vu=0 pentru |z |=T.



Rezultatele din aceastd sectiune sunt: Teorema 3.6, Observatia 3.7, Obser-
vatia 3.8, Teorema 3.9, Teorema 3.10, Observatia 3.11,

2.3 Aplicatii ale versiunii vectoriale a teoremei
de punct fix a lui Krasnoselskii

Aceastd sectiune se bazeazd pe lucrarea S. Budisan, R. Precup [10]. Prezentdm
o aplicatie a teoremei de punct fix in conuri a lui Krasnoselskii la sistemul
functional-diferential de ordinul doi:

{ uf (t) + a1 (t) f1(ui(g(t)), uz2 (g (1)) = 0,
uy (t) + az(t) fa(ui(g(t)), w2 (g (t))) =0

(0 <t < 1) cu conditiile pe frontier

a;u;(0) — B;ui(0) = 0,
Yiwi(1) + diui(1) =0,
ui(t) =k; pentru —0<t<0 (1=1,2).

Rezultatele din aceastd sectiune sunt: Observatia 3.12, Lema 3.13, Teorema
3.14, Observatia 3.15.

2.4 Existenta solutiilor periodice pozitive ale sis-
temelor diferentiale

In aceastii sectiune completim rezultatele din lucrarea R. Precup [57] prin
furnizarea de conditii suficiente ce asigura ipotezele Teoremei 3.1 din lucrarea
R. Precup [57].

Autorul lucrarii R. Precup [57] obtine conditii suficiente in trei cazuri, iar
obiectivul nostru este s gdsim conditii suficiente in alte doud cazuri.

Aceste conditii garanteazi existenta gi localizarea solutiilor periodice pozitive
ale sistemului diferential neliniar:

{ U/&(ﬂ = —ar(t)ur(t) + e1 fi(t, ua(t), uz(t))

uy(t) = —az(D)ua(t) + 2 folt, ur(t), ua(?)),

unde pentru ¢ € {1,2} : a; € C(R,R), /ai(t)dt #0, ¢ = sign/ai(t)dt,
0 0

fi € C(R x R2,Ry), si a;, fi(,,u1,u2) sunt functii w-periodice pentru un

anumit w > 0.

Rezultatele din aceasta sectiune sunt: Teorema 3.17, Observatia 3.18, Teo-
rema 3.19, Observatia 3.20.
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2.5 Aplicatii ale generalizarilor teoremei de punct
fix a lui Krasnoselskii

In aceastd sectiune obtinem aplicatii ale teoremelor abstracte din Capitolul 2.
Prezentarea din aceastd sectiune se bazeaza pe lucrarea S. Budisan [12]. Studiem
in continuare existenta cel putin unei solutii a urmétoarei probleme bilocale:

uw )+ fltul)=0,0<t<1, (3.1)

u(0) =u(l) =0, (3.2)

unde f : [0,1] x Ry — Ry este continua. Cautdm solutii v € C?[0,1] ale
(3.1)-(3.2), care sunt nenegative gi concave pe [0,1]. Vom aplica teoremele din
precedentul capitol la un operator complet continuu al cirui nucleu este functia
lui Green, functia G(t, s), a ecuatiei

supusd conditiilor pe frontierd (3.2).
Dintre rezultatele din aceasta sectiune mentiondm umatorul rezultat de mul-
tiplicitate a solutiilor(Corolarul 3.29):

Corolarul 9 (S. Budisan [12]) Presupunem ca exista numerele pozitive 1,74, Ry
st Ry astfel ca 0 < 16r; < Ry < %, 1679 < Ro, iar f satisface urmatoarele
conditii:

(1) f(s,z) < 6ry pentru orice s € [0, 1], pentru orice x € [0,16r1] ,

(ii) f(s,z) > S22 Ry pentru orice s € I, pentru orice x € [Ry,16R1] ,

(ii3) f(s,x) < 6ry pentru orice s € [0,1], pentru orice x € [0,1673] ,

(iv) f(s,x) > 2Ry pentru orice s € I, pentru orice x € [R, 16Rs)],

Atunci (3.1)-(3.2) are cel putin doud solutii uy§i ug cu

r1 < min uyp < 4Ry,
te[s,%]

r1 < maxu; < 16Rq,

t€[0,1]
§1

ro < min ug < 4R,
te(}, %

ro < max us < 16Rs.
t€(0,1]

Alte rezultate obtinute in aceastd sectiune sunt: Teorema 3.21, Observatia
3.22, Teorema 3.23, Observatia 3.24, Teorema 3.25, Observatia 3.26, Teorema
3.27, Obsevatia 3.28, Observatia 3.30, Teorema 3.31, Observatia 3.32.
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