UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI DIN
CLUJ-NAPOCA y
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Alina-Mihaela Astefanoaei (Babos)

Reprezentari si evaluari ale restului
in formule de interpolare si de
integrare numerica cu aplicatii

Rezumatul Tezei de Doctorat

Conducator stiintific:
Prof. univ. dr. Petru Blaga

Cluj-Napoca
2012



Cuprins

Introducere . . . . . .. 4
1 Interpolare pentru functii de doua variabile 6
1.1 Spatiide functii . . . . . . .. 6
1.2 Interpolarea functiilor definite pe un domeniu rectangular . . . . . . . . .. 6
1.3 Interpolarea functiilor definite pe un triunghi 7, . . . . . . . . . . .. ... 8
1.4 Interpolarea functiilor definite pe un triunghi cu o latura curbata . . . . . 11
2 Formule de cuadratura optimale 18
2.1 Formule de cuadratura optimale in sens Sard si Nikolski. . . . . . . .. .. 18
2.2 Formule de cuadratura corectate de tip deschis . . . . . . . . . .. ... .. 23
2.3 Formule de cuadratura corectate de tip inchis . . . . . . . ... ... ... 31

3 Evaluari ale restului in formule de integrare numerica utilizand inega-

litati de tip Ostrowski 43
3.1 Imegalitati de tip Ostrowski . . . . . . . . . .. ... Lo 43
3.2 Teoreme de medie in obtinerea inegalitatilor de tip Ostrowski. . . . . . . . 43
3.3 Aplicatii in integrarea numerica . . . . . . . . .. ... 47
Bibliografie . . . . . . . . 48



Cuvinte cheie: interpolare, termen rest, formula de cuadratura optimala, formula
de cuadratura corectata, teorema lui Peano, inegalitate de tip Ostrowski



Introducere

Am ales aceasta tema de mare complexitate si dificultate, pornind de la urmatoarele
obiective: studiul termenului rest in formule de interpolare si de integrare numerica pre-
cum si evaluari ale termenului rest in formule de integrare numerica utilizand inegalitati
de tip Ostrowski.

Suportul metodologic si teoretico-stiintific in domeniul abordat a fost foarte important
in abordarea si tratarea temei tezei de doctorat, fiind bazat pe o documentare teoretica
temeinica, care a oferit o imagine clara asupra teoriilor stiintifice si fundamentale in
domeniul Analizei numerice.

Precizam ca Scoala de Analiza numerica din Cluj are rezultate, cunoscute pe plan
international in studiul formulelor de cuadratura. Un numar important de matematicieni,
au elaborat o serie de lucrari valoroase relative la cuadraturile si cubaturile numerice:
academician D.D. Stancu, P. Blaga, Gh. Coman, A. Cotiu, I. Gansca, H. Roscau, D. Acu,
Gh. Micula, I. Gavrea, A.Lupas, T. Vladislav si altii. Si in prezent multi matematicieni,
formati in jurul Scolii de Analiza numerica din Cluj-Napoca, continua cu succes, cercetarile
stiintifice, in domeniul integrarii numerice a functiilor de una si mai multe variabile.

Teza de doctorat a fost structurata pe 3 capitole si o bibliografie continand 130 de
titluri, dintre care 8 realizate si de autor.

Capitolul 1 este structurat in 4 sectiuni. In prima sectiune sunt prezentate principalele
spatii de functii utilizate. In sectiunea 1.2 este prezentata interpolarea functiilor pe un
domeniu rectangular. In sectiunea 1.3 este prezentat interpolarea functiilor pe un tri-
unghi standard. Incepand cu lucrarea lui R. E. Barnhill, G. Birkhoff si W. J. Gordon [15],
operatorii de interpolare pe triunghi sunt studiati pe larg ([16], [18], [19], [29], [40], [58],
[88], [89], [99]). In sectiunea 1.4 este prezentati interpolarea functiilor pe un triunghi cu
o latura curbata. Operatori de tip Lagrange, Hermite si Birkhoff pe acest triunghi au fost
obtinuti de Gh. Coman si T. Catinag in lucrarea [59]. Am obtinut aici noi operatori de
interpolare si reprezentarile termenului rest pentru acestia.

Capitolul 2 este structurat in 3 sectiuni. In sectiunea 2.1 sunt prezentate formulele de
cuadratura optimale in sensul lui Sard si Nikolski. Am obtinut aici estimari ale termenului
rest ale unei formule de cuadratura optimale in sensul lui Nikolski de tip deschis in 2
puncte. Rezultate interesante privind formulele de cuadratura optimale in sens Nikolski
au fost obtinute de Gh. Coman, G. Micula, in lucrarile [50], [48], [51], [49], [57]. Problema
construirii formulelor de cuadratura optimale, pe diferite clase de functii a fost studiata in
multe articole. Primele rezultate au fost obtinute de A. Sard, L. S. Meyers si S. M. Nikolski.
In sectiunea 2.2 sunt prezentate formulele de cuadratura corectate de tip deschis. Am
obtinut aici estimari ale termenului rest ale unor formule de cuadratura optimale in sensul
lui Nikolski de tip deschis in 2 puncte iar apoi am derivat formulele perturbate (corectate)
ale acestora, dand de asemenea estimarile termenului rest. In sectiunea 2.3 sunt prezentate
formulele de cuadratura corectate de tip inchis. Am obtinut aici estimari ale termenului
rest ale unor formule de cuadratura optimale in sensul lui Nikolski de tip inchis in 3
puncte, dar si ale unor formule de cuadratura optimale generale iar apoi am derivat
formulele corectate ale acestora, dand de asemenea estimarile termenului rest.

Capitolul 3 este structurat in 3 sectiuni. In sectiunea 3.1 sunt prezentate principalele
rezultate privind inegalititile de tip Ostrowski. In ultimii ani inegalittile lui Ostrowski au
ocupat atentia multori autori ([10], [68], [67], [72], [73], [74], [101], [105], [122],[123], [124]).
In sectiunea 3.2 sunt prezentate teoreme de medie folosite pentru obtinerea inegalitatilor
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de tip Ostrowski. Teoremele de medie au fost aplicate pentru a demonstra acest tip de
inegalitati. D. Pompeiu, S.S. Dragomir, E. C. Popa, J. Pecari¢, S. Ungar, B. G. Pachpatte
au obtinut importante rezultate ale aplicarii teoremelor de medie in obtinerea inegalitatilor
de tip Ostrowski in lucrarile [106], [69], [108],[105], [103]. Am obtinut aici noi inegalitati
de tip Ostrowski folosind teoremele de medie. In sectiunea 3.2 sunt prezentate aplicatii ale
inegalitatii lui Ostrowski in integrarea numerica. Am dat aici noi estimari ale termenului
rest dintr-o formula de cuadratura.

Rezultatele originale se regasesc in interiorul sectiunilor 1.4 ( Teorema 1.4.3, Teorema
1.4.4, Teorema 1.4.5, Teorema 1.4.6, Teorema 1.4.7, Teorema 1.4.8, Teorema 1.4.9), 2.1
(Teorema 2.1.1, Teorema 2.1.2, Exemplul 2.1.1, Exemplul 2.1.2, Exemplul 2.1.3), 2.2 ( Te-
orema 2.2.1, Observatia 2.2.1, Teorema 2.2.2, Observatia 2.2.2, Teorema 2.2.3, Observatia
2.2.3, Observatia 2.2.4, Observatia 2.2.5, Observatia 2.2.6, Observatia 2.2.7, Teorema
2.2.4, Teorema 2.2.5, Teorema 2.2.6), 2.3 ( Teorema 2.3.2, Observatia 2.3.1, Observatia
2.3.2, Teorema 2.3.3, Observatia 2.3.3, Teorema 2.3.4, Observatia 2.3.4, Observatia 2.3.5,
Teorema 2.3.5, Teorema 2.3.6, Observatia 2.3.6, Observatia 2.3.7, Teorema 2.3.7, Teo-
rema 2.3.8, Teorema 2.3.9, Teorema 2.3.10, Observatia 2.3.8, Teorema 2.3.11, Teorema
2.3.12, Teorema 2.3.13, Teorema 2.3.14, Observatia 2.3.9), 3.2 (Teorema 3.2.5, Observatia
3.2.2, Teorema 3.2.6, Teorema 3.2.7, Teorema 3.2.8, Teorema 3.2.9, Teorema 3.2.10), 3.3
( Teorema 3.3.2, Teorema 3.3.3).

Un motiv foarte important in abordarea problematicii tezei de doctorat o consti-
tuie faptul ca in calitate de cadru didactic trebuie sa fii mereu in actualitate, sa posezi
informatii pertinente si relevante, fundamentate stiintific si sa fii mereu implicat in dezvol-
tarea domeniului gtiintific in care lucrezi.

Pe aceasta cale doresc sa multumesc d-lui prof. univ. dr. Petru Blaga, pentru spri-
jinul de care am beneficiat pe parcursul realizarii prezentei lucrari. De asemenea, aduc
sincere multumiri intregului colectiv al Catedrei de Matematica aplicata de la Universi-
tatea Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca.



Capitolul 1

Interpolare pentru functii de doua
variabile

In acest capitol este prezentata notiunea de interpolare pentru functii definite: pe un
domeniu rectangular, pe un triunghi standard si pe un triunghi cu o latura curbata. Sunt
prezentate notiunile generale, dar si principalele rezultate ale interpolarii pe domeniile
mentionate mai sus.

Pornind de la operatorii definiti pe un triunghi cu o latura curbata in lucrarea [59],
am introdus in ultima sectiune un operator de tip Lagrange care interpoleaza functia pe o
cateta, pe latura curbata, dar si pe o linie interioara triunghiului, considerand cazul in care
linia interioara este o mediana. Folosind Teorema lui Peano pentru cazul bidimensional
am dat evaluarea termenului rest pentru formula de interpolare corespunzatoare a acestui
operator. Am folosit acest operator gi un operator de tip Lagrange definit in [59] si am
contruit operatorii lor produs si suma booleana, studiind si termenele rest pentru formulele
lor corespunzatoare. Utilizand apoi operatorul Lagrange construit si un operator de tip
Hermite definit in [59] am construit noi operatori de interpolare folosind produsul si suma
booleana. Am determinat proprietatile de interpolare si gradul de exactitate pentru acesti
operatori. De asemenea, au fost studiate formulele de interpolare generate, dand estimari
ale termenului rest. Aceste rezultate sunt cuprinse in lucrarile [11] si [12].

1.1 Spatii de functii

1.2 Interpolarea functiilor definite pe un domeniu
rectangular

Fie D C R™ un domeniu rectangular; D = [}, [a;, b;] si F,, o multime de functii definite
pe D. Fie, de asemenea, A" o multime de informatii despre functia f in raport cu variabila
it =1,...,n.

Numim proiector o transformare liniara P de la un spatiu vectorial la el insusi ast-
fel incat P2 = P. Fie P, : F, — G,;, care interpoleaza funtia f € F, in raport
cu informatia A\™. Deci, G; sunt multimi de functii de n — 1 variabile independente
(Ziy ey Tim1, Tig1, ..., Tp). Presupunand ca proiectorii Py, ..., P, comuta, se noteaza cu P,
laticea generata de acesgtia in raport cu relatia de ordine 7 < 7.



Fie P produsul, iar S suma booleana a tuturor proiectorilor generatori Py, ..., P, si
anume P=P;,....P,,S=P & ..® P, adicaS=P,+ ..+ P, — PP —..— P, 1P, +
(=) 'P..P,.

In cartea [121] D.D. Stancu, Gh. Coman gi P.Blaga prezinta urmatoarele doua teo-
reme:

Teorema 1.2.1. P < Q) < S pentru orice Q) € Py,.

Problema care apare se refera la eroarea de aproximare. Altfel spus, () genereza
formula de aproximare a functiei f:

f=Qf +Rqf.

Problema considerata mai sus consta in studiul termenului rest Rq f sau a operatorului
rest Rg. In acest scop vom nota cu R; = I — P;, (I fiind operatorul identic) operatorii
rest corespunzatori operatorilor generatori.

Pentru P si S, operatorul produs respectiv suma booleana, operatorii rest cores-
punzatori sunt

(1.1) Rp=R,®..0R,
si
(1.2) Rs=Ryi..R,.

Deci au loc urmatoarele descompuneri ale operatorului identic:
(1.3) I =P+ Rp
si

(1.4) I =S+ Rs

In multimea formulelor de interpolare generate de elementele lui P, se disting formulele
date de elementele P i S.

Definitia 1.2.1. Formula de interpolare

(1.5) f=Pf+Rpf
se numeste algebric minimala, iar formula

(1.6) f=Sf+Rsf
algebric mazximala

Observatia 1.2.1. Formula (1.5) se mai numeste si formuld de interpolare produs ten-
sorial, iar (1.6) formula de interpolare suma booleand.
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Sub aspectul calitatii aproximarii un operator de interpolare este caracterizat de ordi-
nul de aproximare(”ord”). Spunem ca operatorul P; : F,, — G; are ordinul de aproximare
m daca Ker(P;) = PJ;, unde P este multimea polinoamelor in n variabile gi de grad
global cel mult m.

Operatorul rest R, al formulei algebric minimale (1.5) este dat de suma booleana a
operatorilor Ry, ..., R,, In timp ce operatorul rest Rg al formulei algebric maximale (1.6)
este produsul operatorilor Ry, ..., R,. Rezulta ca

ord(P) = min{ord(P,), ...,ord(P,)},
1ar ord(S) = ord(Py) + ... + ord(P,).

Observam ca
ord(P) < ord(Q) < ord(S), Q € P,.

Avem astfel proprietatea remarcabila a formulei de aproximare algebric maximala:

ord(S) = max ord(Q).

QEPn

1.3 Interpolarea functiilor definite pe un triunghi 7}

Pentru studiul restului unor astfel de formule de interpolare este nevoie de o teorema de
tip Peano pentru cazul multidimensional, in particular bidimensional, pentru functionale
definite pe spatii de tip Sard. Vom prezenta mai intai doua astfel de spatii.

1. Spatiul Sard By,(a, c), (p,q € N, p+q = m) al functiilor f : D — R, D = [a, b] X|c, d],
cu proprietatile:

1) f®»9 e C(D)
2) f(mij’j) € C[av b]aj = 07 ]‘7 o q 1
3) fOm= e Cla,bl,i =0,1,...p— 1.

Teorema 1.3.1. Daca f € By,(a,c) atunci

@ fla) = Y S 0000+ (o)
i+j<m ’ ’
unde
b T 3 m—j—1 -
(R f)(2,y) = Z( 7l o / <m—;+— ] f(m_]’])(s,c)ds+

J'<q

(
d m—i—1

/ / =5 ' q_t)f) FOD (s, ¢)dsdt,

war zy = z pentru z > 0 g1 24 = 0 pentru z < 0.




Observatia 1.3.1. Formula lui Taylor 1.7 are loc pentru orice domeniu plan £ cu pro-
prietatea ca exista un punct (a,c) € Q (in vecindtatea caruia se face dezvoltarea Taylor)
astfel incat dreptunghiul [a, x| X [c,y] € Q oricare ar fi (x,y) € Q.

In acest caz formula (1.7) se scrie sub forma

gy = S VU= i o) 4 (B ) )

t+j<m i! ‘7'
(Rof)(z,y) = Z (v ;!c)ﬂ /I ((fn__S;T__1)lf(m 39)(s,c)ds +
" Z (x ; a)’ /I E?jn__t?:__;_)lf(lm ) (a, t)dt +
R
unde

L ={(z,y) eR*ly =c} NQ
I = {(z,y) € R?|z = a} N Q.

Exemple de astfel de domenii sunt triunghiul 7}, = {(z,y) € R*|lx > 0,y > 0,z +y < h}
cu (a,c) = (0,0) sau orice cerc cu centrul (a, c).

2. Spatiul B} (a,¢),(p,q € N,p+q=m,r € R,r > 1) al functiilor
f:D—=R,D=]a,b] x [c,d], cu proprietatile:
1) f9) e C(D),i<p,j<q
2) fm=i=1J) este absolut continua pe [a,b] si f™9) € L"[a,b],j < q
3) fm=i=1) este absolut continu pe [c,d] si f&™) € L'[c,d],i < p
)

4) f®9 e ["(D).

Teorema lui Peano

Teorema 1.3.2. Fie L : H™[a,b] — R o functionald liniara de forma

=i/ﬁ%mm>

unde p; sunt functii cu variatie marginita pe [a,bl.

Daca Ker(L) = P,,_1, atunci
b
— [ Kt @,



unde

Kon(t) = L° [w]

(m —1)!
Functia K,, se numeste nucleul lui Peano. Pentru cazul bidimensional avem:

Teorema 1.3.3. Fie L : B] (a,c) — R o functionala liniard si f € By(a,c). Dacd

Ker(L) = P%_,, atunci
b ..
L(f) = Z/ Ko i(8) fm=39) (s, ¢)ds +
AU
b . .
+ Y / Kimi(8) fOD (a, t)dt +
i<p V@
+ / / Koo (5, £) P9 (s, £)dsdt,
D
unde

w | (@ =87y =) |
Kpnjj(s) = L& e 7l : ],J<q

[ — a) (v — )1
Ki,m—i(t> — L(x,y) (l’ ‘ a) (y )+ ],Z<p

pg(8:t) =

K L(x,y) (x B S);iil (y _ tﬁ—l]

sunt nucleele lui Peano

Fie triunghiul standard
T, = {(z,y) € R*lx >0,y >0,z +y < h},

intrucat pentru orice triunghi T din plan exista o transformare afina a lui T in T},.

Fie deci f: T, — R.

Fie (z,y) un punct interior triunghiului T}, (a se vedea Figura 1.1). Fiecare paralela la
una din laturile acestui triunghi i care trece prin punctul (z, y) intersecteaza celelalte doua
laturi in cate doua puncte. De exemplu, paralela la cateta de pe axa Ox intersecteaza
cealalta cateta i ipotenuza respectiv in punctele (0,y) si (h — y,y). Notand prin Py
operatorul de interpolare Lagrange relativ la nodurile 0 si h — y si fixand pe y, se obtine

h—z— x
(Pey) = =5 2T 0.9) + 5= (=)

unde f este o functie definita pe T},.
Se verifica imediat ca

(Plf)(xvy) = f(0>y)
si
(PLf)(h—y,y) = f(h—y,y), y € [0,h],
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adica P, f interpoleaza functia f pe doua dintre laturile triunghiului T}, (pe ipotenuza si
pe cateta situata pe axa Oy).
In mod analog se construiesc functiile

h—x—vy

(Paf) () =

f(z,0)+ %f(:z:,h—:c)

si

(Paf)(esy) = S, 0)+ (0,0 + ),

care interpoleaza functia f tot pe doua cate doua dintre laturile lui T},

(0.h)

(0.x+y) (x,h-x)

0, (hyy)
0y) =)

(0,0) (x,0) (x+y,0) (h.0)

Figura 1.1: Triunghiul standard T},

Prin urmare, fiecare dintre operatorii P, P, P3 genereza o functie care interpoleaza
functia data f pe doua dintre laturile triunghiului T},.

incepénd cu lucrarea lui R. E. Barnhill, G. Birkhoff si W. J. Gordon [15], operatorii de
interpolare pe triunghi sunt studiati pe larg ([16], [18], [19], [29], [40], [58], [88], [89], [99]).

1.4 Interpolarea functiilor definite pe un triunghi cu
o latura curbata

In [59] Gh. Coman si T. Catinag construiesc anumiti operatori de tip Lagrange, Hermite
si Birkhoff, care interpoleaza o functie data si anumite derivate ale sale pe frontiera
unui triunghi cu o latura curbata, si de asemenea construiesc operatorii produs si suma
booleana a unora dintre ei. Ei studiaza de asemenea proprietatile de interpolare si gradul
de exactitate a operatorilor construiti, respectiv termenul rest ale formulelor de interpolare
corespunzatoare.

Ei consider un triunghi standard, T}, avand varfurile V; = (h,0),Vs, = (0,h) si
V3 = (0,0), doua laturi drepte I';, 'y, de-a lungul axelor de coordonate si a treia latura
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V2 [——

xy)

V3 (%0

Figura 1.2: Triunghiul standard T},

I3 (opusa varfului V3), care este definita de functiile f si g, unde g este inversa functiei
f,adica y = f(x) st z = g(y) cu f(0) = ¢g(0) = h.(Figura 1.2)

Fie F o functie reald definitd pe T).

Fie Ly, Ly §i L3 operatorii Lagrange definiti prin

_g9ly) —x
(IaF) = 9(y)
 fle)—y
(1.8) (LoF) = T
(LsF) =

r+vy

F(0,y) +

F(z

,0) +

Yy
mF(f(ﬂﬁ)a ),

Yy
Flr+9y,0)+ —F(0,z +vy),
(z+y,0) x+y( Y)

(1) Fiecare din operatorii Ly, Ly §i L3 interpoleaza functia F' de-a lungul a doud laturi

ale triunghiului 7}, adica,

(2) Gradul de exactitate: gex(L;) =1, i =1,2,3.

(3) In ce priveste termenul rest, RFF,i = 1,2,3, al formulelor de interpolare

F=LF+R'Fi=123

avenm
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Teorema 1.4.1. Daca F € By1(0,0) atunci

(REF)y) = DI pen e g

+ W [0 (Em) = FOD(&,m)],

cu§ €[0,h], (§&1,m) € 10,2] x [0,y] si (§2,m2) € [7,9(y)] x [0,y], respectiv

h2
(1.9) (REF) @, y)| < [IF2C0) oo+ 1FOD .
unde || - ||oo este norma lui Cebdsev.

Considera apoi operatorii Hermite H; si Hs definiti prin

(HF)ey) = BI04 2290 g0

9*(y) 9*(y)
+ WF(LO)(Q@)’Q),
) e) = LI p 0+ I W o)
(1.10) + WF(O’”(IKJ(@)-

Formula de interpolare corespunzatoare este
F=HF+RIF i=1,2,
unde RZH F,i=1,2 este termenul rest, pentru care avem:

Teorema 1.4.2. Dacd F' € By5(0,0) atunci avem urmatoarele inegalitati

(B Py < Iy peo gy, P Iy pen gy

29(y)
vy?lg(y) — 2][39(y) — 22], 10y,
(111) + e 1P
$t
H 2h? 3,0 zylg(y) — x]Q 2,1
(R F)(z,y)| < 8_1||F( '(,0) 0 + WHF( '(4,0) oo
(1'12) + ny[g(y) _ x] [Bg(y) _ 2‘7;] HF(l’Z)(', )Hoo

29°(y)

In [11] am construit un operator de tip Lagrange care interpoleaza functia F' pe o
cateta, pe latura curbata , dar si pe o linie interioara a triunghiului 7;,. Am considerat
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cazul in care linia interioara este o mediana. Astfel am introdus operatorul L3 care

interpoleaza functia F' in raport cu x in punctele (0,y), (h%y, y) st (9(y),v):

(h—y)g(y) (h—y)[h—y—29(y)]
x(2x —h —y)

(1.13) * 9()[29(y) — h +y]

F(g(y),y)-

Deci operatorul Lj interpoleaza functia F' pe cateta V2Vs, pe latura curbata si pe mediana
VoM (Figura 1.3)

V2

h-y)i2.y)

V3 x.0) M T, V1

Figura 1.3: Triunghiul standard T},

In ce priveste termenul rest RYF', al formulei de interpolare F' = LyF + RY'F | avem
urmatoarea teorema:

Teorema 1.4.3. Daca F € Bi5(0,0), atunci avem urmdatoarea inegalitate

w(h —y —22)[4g(y)(h —y)(h —y — ) + (h = y)[=(h —y)* +3(29(y) — h +y)]]
489(y)(h — y)
xy((h —y)?* — 42°)[g(y) — ]

Ry F| <

(1.14) HF(&O)(‘:O)HW+ (h—y)[h —y — 2 + 29(y)] HF(ZI)("O)H“
xy?(h —y — 2z)[2 —x)+h— 1,2
e,

In continuare am construit operatorul produs. Notim cu LY operatorul Ly(1.8).
Produsul operatorilor LY gi L% este dat de:
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In ce priveste termenul rest al formulei de interpolare corespunzatoare
F = PLF + R F, avem :

Teorema 1.4.4. Daca F' € By1(0,0), atunci avem urmatoarea inegalitate
h
(EEP)y)| < |Feo, H [ 1ot sas + 02000 [ (ol
> Jo
(1.16) + HF(“ (-,-) / K (2, y, 5, )| dsdt.
0 Th

Suma booleana a operatorilor L{ si L3 este data de

(51 F) (. y)

T () 20 —h+vy Az h—vy
B [ G OvT h—y—2g(y)F< y>]

+ (@) =y F(2,0) +yF(z, f(2))]

(22 —h+y)(x —g(y))

" =Y p0,0)+ LF(0, h)

Pentru termenul rest al formulei de interpolare corespunzitoare, F' = SLF + R5, F', avem

Teorema 1.4.5. Daca F € By1(0,0), atunci avem urmdatoarea inegalitate

h
EEF) @) < [P0 [ 1Kty 0l
% Jo

(117) + HF(1’1)<7>H / |K11(x7y787t)|d8dt'
[e%¢} Th
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In [12] am construit noi operatori de interpolare pe triunghiul 7}, folosind produsul si
suma booleana si am determinat proprietatile lor de interpolare si gradele de exactitate.
Consideram operatorul Hermite HY dat in (1.10):

- f@) y[2/ (x) —
ECE

Y|
)
yly — f(z)] O (4 (o
+ B LR f(2))
respectiv operatorul Lagrange L3 dat in (1.13):
(22 —h+y)lr —g(y)]

(h—y)g(y)
dx[r — g(y)] F(h—y’y>

(H3F)(z,y) (x,0) +

(L3 F)(2,y)

T =yl —y - 290) 2
r(2r — h +y)
(1.18) O OE h+y]F(9(y)7y)-
Fie P
P:=HYL}
(1.19) F=PF+R,

Teorema 1.4.6. Fie F : T, — R. Dacd existdi FOY pe latura T's atunci P verificd
proprietatile de interpolare:

PF = F pel'oUTly
(PF)O = pAO pepy

si gex(P) = 2.

Teorema 1.4.7. Daca F' € B;5(0,0) atunci avem urmatoarea inegalitate

(RuF)(a,y)| < W@ =200 = 2)) poo gy

12f%(z)
zyly — (37)] (21‘— )(ﬂf—h) 21
+ [y 6f(x)] ||F(0’3)(0 )Hoo
zylf(z) — ] (1,2) (. .
(1.20) T e LALOP
Fie S

S:=H)®L;
si
(1.21) F=SF+ RF

formula de aproximare generata de S.
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Teorema 1.4.8. Fie F': Th — R atunci:
1. SF =F, pe 0T).

2. gex(S) = 2.
Teorema 1.4.9. Daca F € B;5(0,0) atunci

h
(RQF)(‘ray) = /K30($,y7S>F(3’0)(S,O)dS+
0
h
(1.22) - /Kgl(x,y,s)F(2’1)(s,0)ds+
0
h
+ / Ko, y, ) F9(0, t)dt +
0

T /  Kualw,y,s, () FOD (s, t)dsdt,
Th

cu nucleele lui Peano

=9t -f@] (-3
Kso(x,y,8) = 5 ~ T REy 5
dzlz — g(y)] < - 5>+ v(22 —h—y) [9(y) —s]
(h—y)h —y —29(y)] 2 9(W)[29(y) — h + ] 2
. [yf(x)]é[_zm(xh)_(%S)++x<2xh>,<hs>2]
f2(z) h? 2 h? 2
Kalos) = slo =), - W lEhw ),
B dzy[z — g(y)] h—y y __2y@z—h—y) .
(h—y)h—y —29(y)] ( 2 >+ w)2g) — R+ 9]0 ok
ly—f@)Py| 4dx(xz—h) h x(2z — h)
LTy [_ h? <§_S>++ h? (h_s)]

Kos(z,y,t) = 0

Ko(o.g.5.8) (y_t)+[($_8)g C dafr - g(y)] (h—y _S)i

(h=y)h—y—29(y]\ 2
B x(2z —h —y) o
g —h— 57 ]+]
In plus,
[(RyF) (2, y)| < HF(?”“)(-,O)HOO/O | K3o(,y, s)|ds
(1.23) = PO [ (B

TEITN / / Kol y,,0)|dsdt,
Th

17



Capitolul 2

Formule de cuadratura optimale

Acest capitol este dedicat formulelor de cuadratura optimale, fiind astfel prezentate formu-
lele de cudratura optimale in sens Sard si Nikolski gi formulele corectate corespunzatoare
de tip deschis si inchis.

In prima sectiune am obtinut o formula de cuadratura optimala de tip deschis cu 2
noduri si am aratat ca sunt situatii cand aceasta formula are o reprezentare a termenului
rest mai buni decat bine cunoscuta formuls a lui Gauss cu 2 noduri. In a doua sectiune
am obtinut formule de cuadratura optimale in sens Nikolski de tip deschis cu 2 noduri,
dand estimari ale termenului rest pentru o varietate de norme care implica derivata a
doua. Am construit apoi formulele corectate ale acestor formule optimale. In a treia
sectiune am obtinut formule de cuadratura optimale in sens Nikolski cu 3 noduri de tip
inchis, respectiv a unor formule optimale in sensul Nikolski generale, dand de asemenea
estimari ale termenului rest pentru o varietate de norme care implica derivata a doua,
construind apoi formulele corectate ale acestor formule optimale. Aceste formule au grad
de exactitate mai mare decat cele originale. Am aratat ca estimarile erorii sunt mai bune
in formulele corectate decat in cele originale. Aceste rezultate sunt cuprinse in lucrarile

[31, [4], [5], [14] si [13].

2.1 Formule de cuadratura optimale in sens Sard si
Nikolski

Definitia 2.1.1. Numim formula de cuadratura sau formula de integrare numerica for-
mula

(2.1) 1] = / F@)dA@) = 3" AN + Rulf].

1=

unde N;[f], i = 0, m sunt informatii punctuale (locale) relative la functia f, care se inte-

greazad in raport cu masura d\, A;, i = 0, m se numesc coeficientii formulei de cuadratura,
iar R, [f] este termenul rest.

Definitia 2.1.2. O formula de cuadratura are gradul de exactitate n, daca
Rumleo] =0, Rulel] =0, -+, Rylen] =0,

18



unde e;(t) = t/. Dacd in plus,
Rm[enJrl] #0

spunem ca formula de cuadraturd are gradul de exactitate efectiv egal cu n.

Lema 2.1.1. Dacd —o0 < a < < 400 g1 w este o pondere pe («, 3) §i

m

B8
/’ﬂwwamv=§jAJu»+n4ﬂ,feLumﬁx

1=0

atunci
T —a

b—a

W(x):w(a+(6—a) ),xe(a,b), —00 < a<b<+oo,

este o pondere pe (a,b) si

/bF(x)W(x)dx _boaNuE (a +b—a)h O‘) +Ro[F],
. 5—a b-a
unde F € L (a,b) si
Ro[Fl = 220 1B () = F (a+(b—a)t_a) .
Fa f-a
Fie formula de cuadratura

(2.2) /b fl@)de = Ap i f(ar) + Rulf],

@ k=0
cu gradul de exactitate n — 1, unde nodurile satisfac inegalitatile a < ap < a1 < -+ <
am < b.

Daci f € H"[a,b], adica f € C" '[a,b] si f"V) este absolut continua pe intervalul
[a, b], folosind teorema lui Peano, avem urmatoarea reprezentare integrala a termenului
rest

(2.3) f%m=/Km@WWW,
unde

(2.4) _ ﬁ [ / (= 1)l zm: A — t)il] |

k=0

se numete nucleul lur Peano.
Notam

H™[a, b = {f € C" a, b, =1 absolut continui , ‘f(")Hp < oo}

19



cu

b P
HN@Z{/IN@WM},IMmu1§p<w,
1l = sup 1F(@)].

z€[a,b]

Se pot obtine urmatoarele evaluari ale termenului rest

(2.5) \%mmMWm/mmmw,MwwzgwwwL
b

(2.6) mvn«w1/uwnwuﬂﬂm /WWW%

(2.7) Rl < ML) st [ Ol MELS /U‘\ﬁ

respectiv cand f € H™®[a,b], f € H™?[a,b], f € H™'[a,b]. Optimalitatea formulei de
cuadratura va reveni la determinarea acelei formule de cuadratura, adica a coeficientilor,
eventual si a nodurilor, punand conditia ca factorul din evaluarea termenului rest ce
depinde de nucleul lui Peano sa fie minim. Cand nodurile sunt fixate se va ajunge la
optimalitate in sensul lui Sard, iar in caz contrar la optimalitatea in sensul lui Nikolski.

Sa consideram ca in formula (2.2) functia integrata f este continua, cu derivate con-
tinue pana la ordinul n — 1, iar derivata de ordin n este la patrat integrabila, adica
f € H™2[a,b]. Reprezentarea integrald a termenului rest datd prin teorema lui Peano
are loc, precum si evaluarea (2.6). Presupunem de asemenea ca nodurile formulei de
cuadratura sunt cunoscute.

Definitia 2.1.3. Formula de cuadratura (2.2) este optimald in sensul lui Sard daca

b
/ Ky (E)]2dE — minim.

Sa consideram ca in formula (2.2) functia integrata f este continua, cu derivate conti-
nue pana la ordinul n — 1, iar derivata de ordin n este la puterea p > 1 integrabila, adica
f € H™P[a,b]. Daca gradul de exactitate al formulei de cudratura este n—1, reprezentarea
integrala a termenului rest este data prin (2.3) si (2.4) din teorema lui Peano. Mai mult,
pentru termenul rest avem evaluarea

(23) umms@%ﬂﬂfmmwwﬁ

unde
1
MPI[f /|f \pdt—+—:1
q
cu observatia ca in cazurile p = 1 si p = oo aceasta evaluare devine respectiv

(2.9) Rl f]] < MU[f) sup [Kopn(t)],

tela,b]

(2.10) Ralf) < M) [ 10



unde

b
ML) = [ M) = sup 5
a t€la,b]
Vom presupune ca nodurile formulei de cuadratura, ca si coeficientii, sunt parametri
necunoscuti.

Definitia 2.1.4. Formula de cuadratura (2.2) este optimald in sensul lui Nikolski in
H™P|a,b] daca

b
1 1
/ (K (t)]?dt — minim, — 4+ — = 1.
a p q

Problema construirii formulelor de cuadratura optimale a fost studiata de multi autori.
Primul rezultat a fost obtinut de A. Sard, L. S. Meyers si S. M. Nikolski. In ultimii ani un
numar de autori au obtinut formule de cuadratura optimale in mai multe moduri diferite

([41], [50], [51], [91], [126], [127)).

A

In [125], N. Ujevié obtine urmatoarea formula de cuadratura

(2.11) g f)dt = f(x) + f(y) + R[f], f € H*?[-1,1]

unde

(2.12) Rfj = [ K oron
S(t+1)% te[-1,a],

(2.13) K(z,y,t) =1 3t*+x+3,te(z,vy)
st—1)2t € [z,1].

Folosind relatia |R[f]| < || K (z,y, )|, |||, si punand conditia ca ||K (z,y,.)||5 — min,
se obtine & = v/6 — 3, respectiv urmitoarea formuld de cuadraturi:

(2.14) /1 f(t)dt = f(V6 —3) + f(—V6 +3) + R[f],

(215) RIfI< 5~ 8V,

N. Ujevi¢ compara acest rezultat cu formula lui Gauss cu 2 noduri, adica

216) o =s( =) +5(%) + i

34 4
1) R < e+ BIIP,

sl arata ca estimarea (2.15) este mai buna decat estimarea (2.17).
In [3] am obtinut o formula de cuadratura optimald cu 2 noduri de tip deschis.
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Teorema 2.1.1. Dacd f € H*?*[—1,1], atunci avem

219 [ sta= (=) + (%) + i)
(219) Rl < (/0B + g 1],

Folosind Lema 2.1.1 obtinem formula de cuadratura pe intervalul [a, b]:

Teorema 2.1.2. Dacd f € H*?[a,b], atunci

b —_ ~
(220) [ e =2 )+ fw)] + Rl
unde
_a+b V3b—a _a+b V3b—a
NT Ty Ty Ty T Ty Ty
- (b—a)7/? 148 )

Acum aratam ca sunt situatii cand estimarea (2.19) este mai buna decat estimarea
(2.15) si (2.17).

Exemplul 2.1.1. Daca f(x) =e* +z, x € [—1,1], atunci

98 2 et —1
(2.22) R <2 - 8vB. Y29 20 1008
5 2 e?
(2.23) |R,[f]] g\/ f \/_ \/ — Lo 1303
35
148 f
2.24 Ryl ]l < 4/ —— ~ (), 0325
(2.24) Bl f]] < 405\/_ 8505 2 e2 ’
1
Exemplul 2.1.2. Daca f(x) = e € [—1,1], atunci
98 1
(2.25) [F]] < A/ = — 8V6.—— .1 39246 + 46875arctg( = ) = 0,0079
2000 P
(2.26) |Ri[f]] < \/ Caly f 30246 + 46875arctg [ = ) 20,0085
. -+ = arctg| = | =
W=y =+ 2000° I\ 2 ’
(2.27)
|Ro[f]] < 1 gy dds 1 1320179460 -+ 1722656250arctg | ~ ) = 0.0028
2=V " 405 8505 280000 Ng) ="
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3
Exemplul 2.1.3. Daca f(x) = x—, x € [—1,1], atunci
€$

/98 1
(2.28) [RIAI <% - 8\/6.1.\/—626_2 + 470e2 22 0, 9338

34 4 1
2.2 R <t/ ——+ —=V3.-V/—062e2 +470e2 = 1,0071
220) RIS Va1

/| 4 148 1
2.30 R <\ ———= + ——=.—.V—134e72 + 3998¢2 = 0, 7326.

2.2 Formule de cuadratura corectate de tip deschis

In ultimii ani multi autori au considerat asa numitele formule de cuadratura perturbate
(corectate) (vezi [43], [44], [45], [71], [80], [130]). Prin formula de cuadratura corectata
intelegem formula care contine valorile primei derivate in extremitatile intervalului, nu
numai valorile functiei in anumite puncte. Aceste formule au un grad de exactitate mai
mare decat formulele originale. In general estimarea erorii in formule corectate este mai
buna decat in formulele originale.

In [14] am derivat o formuls de cuadraturd cu 2 noduri care este optimald in sens
Nikolski.

Fie

(2.31) /0 f(2)de = Avf (ar) + Asf (as) + RE[S],

o formula de cuadratura cu gradul de exactitate 1. Vom calcula coeficientii si nodurile
astfel incat formula de cuadratura sa fie optimala, considerand ca termenul rest este
evaluat in sensul (2.8) in cazurile p=1,p =2 gl p = 0.

Deoarece formula de cuadratura are gradul de exactitate 1, termenul rest verifica
conditiile Rg’} le;] =0, e;j(x) = 2% i=0,1, si anume

A1+A2:1,

2.32 1
( ) Aray + Azag = 5

si folosind teorema lui Peano, termenul rest are urmatoarea reprezentare integrala

(2.33) RE[f] = / 1 Ko(t)f"(t)dt, unde

12

§t, 0<t<a,

(1-1)°
2

1 2

SA—1% a<t<l

(2.34) Ko(t) = RV [(x — t)4] = + Agt — as Ay, ay <t < ay,
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Teorema 2.2.1. Pentru f € H>*(0,1], formula de cuadraturd de forma (2.51), optimald
in sens Nikolski, este

(2.35) /01 fx)de = % [f (2\/32_ 3) +f (5 _22‘/§> ] + RS f),

Cu

(2.36) REf = [ K@)y,
0
unde ) \/_
1 23 — 3
P20 <te X
2 ) O— < 2 b
_ 4)2 _ _ _
Kolt) = (1—1) 1.5 2\/§’ 2v/3 3§t§5 2\/57
2 2 4 2 2
1 )
—(1-1)% L \/§<t§1.
L 2 2

Observatia 2.2.1. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.35) pot fi stabilite
urmatoarele estimari

74[

REI| < 1 | 1ttt = =20 = 0008017, € B0,

: V/2400v/3 4155
RE) < U (F>(1))* d hf”llzz T I 1~0.0156] £ |2, f € H*?[0.1],

‘R[zoo][f]‘ < sup |Kao(t)| - |If"]l: = 3(7-4V3)

17l & 0.0269]| f"[lx, f € H*'[0,1].
t€[0,1] 8

Teorema 2.2.2. Pentru f € H*?0,1], formula de cuadraturd de forma (2.31), optimald
in sens Nikolski, este

! 1 6—2 4—/6
(2.37) /Of(w)d-f:ﬁ[f <\/_2 >+f(Tf> + RIS,
cu
(238) R = [ Ka(t) (1),
0
unde )
%tQ, 0<t< \/62_2,
Koy =4 002 1, 4-V6 V622, 46
2 2 4 2 T = g
| 5117 4_2\/6<t§1




Observatia 2.2.2. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.37) pot fi stabilite
urmatoarele estimari

1 3 _
Riu|<[ [z a] I= O )~ 00usi L £ € #2200

(1+v2)(9v6-22)
12

RELA < swp 0] 1571 = =220 ~ 0025217, 1 € 20,1

REL < [ Wl o= 15"]1o0.0091] £l s f € H20,1],

Teorema 2.2.3. Pentru f € H*'[0,1], formula de cuadraturd de forma (2.51), optimald
in sens Nikolski, este

(2.39) /0 fla)da = % [f (ﬂQ— 1) ny (%) +RY],
cUu
(2.40) RUf = [ Katr @t
0
unde )
%t{ 0<t< \/52_1,
) a-02 1 3-v2 V2-1 3-v2
Ka(t) LR e e e
\ %(14)2, 3_2\@ <1<l

Observatia 2.2.3. Pentru termenul rest al formulei de cuadratura (2.39) pot fi stabilite
urmatoarele estimari

3—2v2
[REWI| < sup 101 157 = 5=~ 0021411 £ € 70,1
1 32v/2 — 45
RY| < / (D1t - [ loe =7 F"loc ~0.0106] "]l oc, | € H>*[0,1],
1 V/4245—3000v/2
\Ré”[f]\s[ / (K(8)) dt] 17" lle =5 £ ll2~0.0128]|f"|}>, f € H*[0,1].

Am construit apoi formulele de cuadratura corectate ale formulelor de cuadratura
optimale in sens Nikolski si am aratat ca estimarile erorii sunt mai bune in formula
corectata decat in formula originala.

Fie

(2.41) / f(@)dr = Ayf(ar) + Aof(as) + ALF(L) — 1/(0)] + RY[F)
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unde

1
R =0, i=0,1, s A:/ Ko (t)dt
0

formula de cuadratura corectata a formulei (2.31).
Deoarece termenul rest are gradul de exactitate 1 putem scrie

1
(2.42) RE[f] = / Ko (t)f"(t)dt, unde
0
(2.43) Ko(t) = RP[(x — t)4] = Ky(t) — A
1 2
Din relatia (2.43) observam ca / K, (t)dt = 0. Daca consideram f(z) = % in formula
0

de cuadratura optimala (2.31), unde 4} = Ay = 3 gasim

1 1
(2.44) A= St - .

Folosind relatiile (2.43
ale formulelor (2.35),

(2.45) /f :%

si (2.44) construim urmatoarele formule de cuadratura corectate
37), respectiv (2.39):

)
(2.
[(2\/' 3) (5_§ﬁ>]+ V585 1) p o)+ R

unde
~ 1 ~
(2.46) RENf) = | Ka(t)f"(t)dt,
0
)
1, 48/3-83 23 -3
B R S <
2t o , 0<t< 5 ,
Roty=d L 1 +65—36\/§’ 2\/3—3§t§5—2¢§,
2 2 24 2 2
1 483 —83 5—23
(1 —1¢)?— <1.
| 310 0 g ~f=
\/' 2 4-v6\1  9V6—22 , <]
e [s@a=3[1(Y52) w1 (0)] + 25 2 - ro R,
unde
1
(2.48) RO = | Kat)f"(t)dt,
0
(1, 9v6-22 V6 —
B R S — <
2t B , 0<t< 5
Ks(t) = th——t 8~ 3\/_ VG- 2§t§4_\/6,
2 2 6 2 2
1(1—t)2 V6 - 22, 1-6 <t<1.
L 2 12 2
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respectiv

e [r@w=3[r(5) e (5] 2o - ron Rl

:2 9 9 24
unde
~ 1 ~
(2.50) RU[f) = / Rolt) f(£)dt
0
(1 12v/2 -1 —
_tz_g’ O§t<\/§ 1,
9 24 9
oy ={ Lp L, MZOV2 V21 ) 322
2 24 9 9
1 122 — 17 3—+2
—(1—-1)%— V2 : \/_<t§1.
L 2 24 9

Observatia 2.2.4. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.45) pot fi stabilite

urmatoarele estimars

i 1 1
‘R[;‘” [f]] < Hf”Hoo/O K (t)]dt == {—62\/ 108v/3—186+1081/36v/3—62

—|—144\/48\/§—83—83\/144\/§—249J 1" lsore 0.0088]| f"||s, f € H>>[0,1],

. ! : V/50400v/3— 87295
R < | [ e ae] 71 =S 0067, £ 2200, 1
5 (o0 73— 42[
R < sup [Ka(0)] - "l = === 1"ll = 0.0210 ", f € £*'[0.1]
te|0,

Observatia 2.2.5. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.47) pot fi stabilite

urmatoarele estimari

Rbt|< | [ craten ae| 177 V00OV = 22085 1 ~0.0106] ], € 20,1
21| S/l I (8) ]| ]| oo = 5i4 [—29\/36\/6 87+ 361/24V/6 — 58
0

+1081/9v6 — 22 — 441/ 54v/6 — 132| || /|| o0 ~0.0084]| f"|| 0, | € H*>>0,1],

. 37 — 15V6
)R[f][f] < sup |Kq(t)|-[|f"]l = THJMHl ~ 0.0214[ f"||1, f e H>'0,1].

t€(0,1]



Observatia 2.2.6. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.49) pot fi stabilite
urmatoarele estimari

N 13 — 9v2
’R[z”[f] < sup [Ks(t)| - [1f"]h = ——==——I"[lx = 0.0226]| f"|1, f € H*'[0,1].

te[0,1] 12

- 1 23—2vV2)VIv2—12

R < [ 1atolar =2 VRIVOVEZIZ) o 001081, FE 0,1,
1 3 _

R < U <K2<t>>2dt} 1f"llo= “180()?? 2017200097 o, f € 20,1,

Observatia 2.2.7. Estimarile erorii in formulele corectate (2.45), respectiv (2.47) sunt
mai bune decat in formulele originale (2.35), respectiv (2.37).

Formulele de cuadratura corectate (2.45), (2.47) si (2.49), au gradul de exactitate 3,
care este mai mare decat formula originala, adica pentru p € {oo, 2,1}, R[zp ) le;] = 0 si
RQP ) [e4] # 0, unde e;(z) = 2%, i = 0, 4. Folosind teorema lui Peano, termenul rest poate fi
scris

(251) CUEY i ST AURE Rt

In continuare, folosind relatia (2.51), vom da noi estimari ale termenului rest in for-
mulele de cuadratura (2.45), (2.47), respectiv (2.49).

Teorema 2.2.4. Dacd f € C*0, 1], atunci termenul rest al formulei de cuadraturd (2.45)
are reprezentarea integrala

[Oo] / Ko t)dt, unde

1 o/ 48\/3—83 2v/3-3

— - <t<

24t<t )O b= 2
—=[o0] 1 5— 2\/' 3 48/3—83 2v/3 -3 5—2v3
Ko (H)=<¢ —(1=-t)4— S Sty (A T A g A S
2 () 5111 12( 2 > ’ At 5 Sts—5

1 ) , 48v/3-837 5-2V3

—(1— 1) — < 1.

0[S e
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st avem urmdtoarele estimari

1 1
~ (0o —_ 2
’R[Z ][f]‘ < \//O (Ka(t)) dt\//o [FO @) dt
V/21666153601/3 — 3752687855 -
= 10320 1F @2 2 1335 x 1074 fO]l2,
1
RE| < [ [Ralo)]desup 1790
0 te(0,1]
2244
= ——f 57607 \/—62— /8307 — 48483 + 363
o727 | V3 31
484 Yo NFO o
x ( T DB sa07 - 88\/_< 360)) Tl

~ 0.938 x 1074 - || fW]| o,

R < s ol [ 100l

t€[0,1]

384v/3 — 665 )
384 1F D1~ 2.7997 x 107 - || fD]|;.

Teorema 2.2.5. Dacd f € C*0,1], atunci termenul rest al formulei de cuadraturd (2.47)
are reprezentarea integrala

RO = /O 1E(t) FO(b)dt, unde
[ L ovi-2), 020 Y02

B0 = 2_14( 1= 12<4 2f )3_9@%22“_”2’ \/62_2§t§4_2\/6,
| La-oria-tr-ove-a), 0 <
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st avem urmdtoarele estimari

RE1| < \/ A (Fz(t))th\/ [ oo

V27305005 — 11147220v/6
= 0070 1F @l = 1.972 x 1071 F D2,
5 12] '
RE| < [ [Ral)]desup |10
0 te(0,1]
64(485—198v/6)v/'9v/6—22+630v6—-1543 ., Lo @)
RE| < sup [KE) / £ dt
tEOl
961/6 — 235 B
- 384 1F ] & 3.993 x 107 - [ fW];.

Teorema 2.2.6. Dacd f € C*0, 1], atunci termenul rest al formulei de cuadraturd (2.49)
are reprezentarea integrala

Ry = [ Kao(t) fO(t)dt, unde
0
4
1 o/, 12217 V2-1
_ _ <t<
24t <t 2 )’O—t— 2 7
— 1 1 /3—+2 3 122 — 17 V2 -1 3 -2
K t:<_ AT _ S A ) 2 <t <
2(1) 11— 1) 12( 5 t) ’ 00, TSt
1 ) s 122177 3-42
—(1— — 1) — <
0 -orfo-o-2E

st avem urmdatoarele estimars

= <
=4 <
~| <

\//0 (E(t)fdt\// (fO)) dt

/30974545 — 21902160+/2
~ 3.622 x 1074 f®
10320 1@ ls & 3.622 x 1074 f W],

1
/\Kz )| dt- sup £ (8)]
0 t€[0,1]
600v/2 — 847
DEVE O @)~ 9 10=4. || @

5760 1 oo 653 x 1077 - || f*¥ ] o0
sup [Fa(t) / £ 8]t
tEOl

15 V2
( 128+ ) £~ 6.636 x 1074 || f Y,
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2.3 Formule de cuadratura corectate de tip inchis

In [129], N. Ujevi¢ si L. Miji¢ construiesc o clasa de formule de cuadraturd de tip inchis
cu 3 noduri. Fie

5= a)i=9), ve [0 50

2
KZ(a7 67 7> 57 t) -

L=t —0), te (“;b,b},

o functie care depinde de parametrii o, 3,7,0 € R.
b
Integrand prin parti integrala / Ky (o, B,7,8;t) f"(t)dt, si punand conditjii ca, coeficientii

a
primelor derivate sa fie zero, N. Ujevi¢ si L. Miji¢ au construit urmatoarea clasa de formule
de cuadratura de tip inchis

a+b

b
[ 50 = A .7.0)50) + Al 011 ( ) T Aa(a, By, 8)F () + RIS

unde ,
RIf] = / Kol 8,7, 0) 1" ().

Parametrii «a, 3,7, sunt obtinuti punand conditii ca termenul rest care este evaluat in

b
sensul lui (2.10) sa fie minim, i anume / | Ky (o, B,7,0)|dt pentru a atinge valoarea
minima. ‘
Principalul rezultat obtinut de N. Ujevi¢ si L. Miji¢, utilizand procedura descrisa, este
formulat mai jos.

Teorema 2.3.1. Fie I C R un interval deschis astfel incat [0,1] C I si fie f : I — R
o functie de doua ori diferentiabila astfel incat f” este marginita si integrabila. Atunci

[ o500 - (1 - ?) r(3) ﬂf(l)‘ <2

2.52 - —
(2:52) 2 8 48

Motivati de acest rezultat, in lucrarea [4] am derivat o formula de cuadratura de tip
inchis cu 3 noduri care este optimala in sens Nikolski, si anume, calculam coeficientii
A;, i =0,2 si nodul a; € (a,b) astfel incat formula de cuadratura

b
/ F(0)dt = Aof(a) + Avf (1) + Asf(b) + Ralf],

sa fie optimala, considerand ca termenul rest este evaluat in sensul (2.8) in cazurile p =
1, p=2gip=o0.

Pentru simplitate alegem [a,b] = [0,1]. Trecerea la intervalul [a,b] se poate face
utilizand Lema 2.1.1.
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Fie
(2.53) /0 f(z)dz = Ao f(0) + A1 f(a1) + A2 f (1) + Ra[f]

o formula de cuadratura cu gradul de exactitate egal 1.
Deoarece formula de cuadratura are gradul de exactitate 1, termenul rest verifica
conditiile Role;] =0, e;(x) = 2*, i = 0,1, i anume

A0+A1+A2:1

(2.54) 1
A1a1 + AQ = —
2
si folosind teorema lui Peano termenul rest are urmatoarea reprezentare integrala
1
(2.55) Raolf] = / Ky (t) f"(t)dt, unde
0
1,
§t —Aot, O§t§a1,
(2.56) Ka(t) = Ra[(z —t)4] = X
5(1 — )2 — Ay(1—t), ay <t < 1.

Teorema 2.3.2. Pentru f € H>*(0,1], formula de cuadraturd de forma (2.53), optimald
in sens Nikolski, este

e [ =0+ 2520 () - K + =Y

4 8
CuU
1 2 1
(258  RU[)= / K ()" (8)dt, KV (8)=
0 1 2
5(1-1&)2—%(1—@, — i<,

Ry < 2202

17 loo 2 0.0122[| "] oo

Observatia 2.3.1. Formula de cuadratura optimala (2.57) coincide cu formula de cua-
draturd (2.52)obtinuta de N. Ujevié si L. Migi¢ in [129], dar aceasta formuld de cuadratura
a fost obtinuta in mod diferit decdt in [129]. Acest rezultat ne motiveazd sa cautam for-
mule de cuadratura de tip (2.53) astfel incat estimarea erorii sale sa fie cea mai bund
posibila tn norma p pentrup =2 si p = 1.

Observatia 2.3.2. Pentru termenul rest al formulei de cuadratura (2.57) pot fi stabilite
urmatoarele doua estimari

1 >
\Ré”[ﬂ(s[/o (Ké”@))?dt] "f"|l2_1_1€3\/221W 77 ll220.0143f" 12, f € H**[0, 1],

2 — 2
R < sup 01 1 = 250

te[0,1]

"

f e H>'0,1].
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Teorema 2.3.3. Pentru f € H*?0,1], formula de cuadraturd de forma (2.53), optimald
in sens Nikolski, este

(2.59) [ s@s = 20+ 51 (3) + g+ RELSL

o0 R [ KO 0w, K0 -

$1
\/_

- 160

Observatia 2.3.3. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.59) pot fi stabilite
urmatoarele doua estimari

RIS < 221" ~ 0.0140]

1
REf| < / KE0)dt 15"l = <205 17w ~ 00124/, f € H*[0,1],

1
Y| < sup [KEO- 11l = g5 1571 ~ 0081371, £ & H>[0.1].

te(0,1]

Teorema 2.3.4. Pentru f € H*'[0,1], formula de cuadraturd de forma (2.53), optimald
in sens Nikolski, este

eon [ swa=t0 e -var (5) + i v

2 2
cu

—tQ—ﬂ_lt, 0< tgl,

g bl g 2 2 2
(262)  Ry[f]= K (&) f"(t)dt, K3 (t)=
21

—(1—t)2—\/_T(1—t), —<t<1,

$t
3—-2V2
RILF| < =18 = 0.0204) £

Observatia 2.3.4. Pentru termenul rest al formulei de cuadraturd (2.61) poat fi stabilite
urmatoarele doua estimart

37v/2 — 52
24

1 2
REU|<| [ (150)" ) 1= g 221 = 0015007, 1 € 20,1,
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Observatia 2.3.5. Daca notam prin C,[f] constantele care apar in estimarile de tipul
=Y < g,

unde i =1,2,3, p= 00,2, respectiv 1, si f € H*?[0,1], din rezultatele de mai sus obtinem
urmatoarele inegalitats cl <l < CEC’,], C’y < C’g] < CE’] st C’F’} < C’{Q] < C’P]. Prin
urmare, putem afirma ca rezultatele noastre sunt mai bune decat rezultatele lui Ujevic si
Mugié, daca consideram norma 2, respectiv norma 1.

In mod similar cu procedeul descris in paragraful anterior, am construit formulele
corectate ale formulelor de cuadratura optimale obtinute mai sus. De asemenea am aratat
ca formula corectata imbunatateste formula originala. Mentinam ca formula corectata a
lui (2.57) este considerata de N. Ujevi¢ si L. Miji¢ in [129].

Fie

269 [ fo)te = a0+ Auf (3) + A1)+ AL D) - £10) + Rl

unde

1
Role] =0, i =0,1, si A:/ Ky(t)dt
0

formula de cuadratura corectata a formulei (2.53).
Deoarece termenul rest are gradul de exactitate 1 putem scrie

(2.64) Rolf] = /O Rolt)f"(8)dt, unde

(2.65) Rolt) = Ra [(2 — 1)2] = Kalt) — A.
1
Din relatia (2.65) observam ca / K,(t)dt = 0. Daci considersm f(z) = % in (2.63)
obtinem "
1 1 1

Folosind relatiile (2.65) si (2.66) construim formula de cuadratura corectata a lui (2.57),
(2.59), respectiv(2.61):

2o [ sae=22 500+ 2 (3)+ a0 S0 - oy R,

unde

(2.68) RY[f] / KM@

1152_@15_4 3\/_’ 0<t Sl
- 2 8 96 2
1 2 4—-3v2 1
Sy S T Sy § P L S S A |
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200) [ o= 00451 () 4 0= g5 U107 O+ RE

16 192
unde
~ 1 ~
(2.70) R = [ B0
0
3 1 1
P 4+ —, 0<t< =
RBr) = 2 16 192 2
1 3 1
5(1—15)2—1—6(1—15)+@, 5 << L
respectiv
1 _
(2.71) / fydn = Y22 50 + 2= vB) <1) Y21y
; 9 2 2
B2 ) - o+ REL)
unde
~ 1 ~
(2.72) RO = [ B0
0
1 V2—1 4-3V2 1
5 5t~ y T o 0st=g
Ky (1) =
1 V2 -1 4-3v2 1
5(1—1t)2— 5 (1—t)—T, §<tS1,

Notand prin C’I[,Z] constanta care apare in estimarile termenului rest ale formulelor de
cuadratura corectate, si anume

RE| < I,

unde i = 1,2,3, p = 00,2, respectiv 1, i f € H*?[0,1]. Constantele C~’,[f] pot fi calculate
intr-un mod asemanator cu constantele C,Ei] definite in Observatia 2.3.5. Din tabelul de
mai jos rezulta ca pentru p = oo si p = 2 formula corectata imbunatateste formula
originala.

35



NN 2 3

1] 2—2 19 372 — 52
cl 48\/_ ~ 0.0122 Trag ~ 0:0124 \/@4 ~ 0.0136
u | 5 29 19 3(13 — 9v/2)?
cll % 6 — @f ~ 00113 | V5T ~ 00104 5 ~ 0.0091
oy E 22 _1;5f ~ 0.0143 % ~ 0.0140 é\/78 55v2 00151
cl 4;0 470 — 300v/2 ~ 0.0141 % ~ 0.0130 (% - Es\/_) ~ 0.0112
cl 2 _6‘/5 ~ 0.0366 % ~ 0.0313 5 ~ 0.0214
cl (E - —\/_> ~ 0.0391 % ~ 0.0365 (% - g\/§> ~ 0.0316

Teorema 2.3.5. Fie f :

exista un numar real m[f], M[f] astfel incat m[f]

[0,1] = R o functie absolut continud astfel incat f” € L[0,1] gi
< f"(t) < M[f], t € [0,1]. Atunci

501 M[f]=m[f] [5V6  29v3\ _ s M[f] —mlf]
2.73)  |RY[f)| < 5 ( 6 133 ) ~ 11306 x 107 - =,
512 Mf] —m[f] 19V5T ¢ MI[f] —mlf]
@274 |[RE] < . e 10377 x 1070 S
e [RE| < 2 ;mm : 3(132_7 VI 100 x 1070 M

Daca existda un numar real m[f] astfel incat m|f]

<§—§)(f’(1)—f'(0)—m[f])z39139>< 1075 (f'(1)— f'(0)—ml[f]),

1

(2.76) |RY[f]|<

RE| < 2

2. —
(277) — 192

(2.78) |RY[f]| <

24

(f'(1) -
5—3v2

< f"(t), t € [0,1], atunci

£(0) — 36458 x 10~

(1) —

ml[f])~
f(0) =m[f)~

(' (W)= f(0)=m[f]),

31557 x107° (f/(1)— f'(0)—m[f]).

Daca exista un numar real M|f] astfel incat f"(t) < M[f], t € [0,1], atunci

1
<Z|Z_
£

7

8

ﬂ) [MLf]=(f'(1) = £(0))] 239139 10~ [M[f] - (f'(

< oo IMIfT = (f/(1) = f(0))]
[M[f]=(f"(1)=f(0))]

D—=1(0)),

~36458 x 1070 [M[f] — (f'(1) — f'(0))],

~31557x107° [M[f]—(f'(1)— f'(0))].

Fie f, g : [a,b] — R functii integrabile pe [a, b]. Functionala

(2.79)

/f dt——/f £)dt - ()d

este bine cunoscuta in literatura ca si functionala lui Cebasev. S-a demonstrat caT(f, f) >

0 [T(f, 9)| < VT(f,f)

-v/T(g,g). Notam prin o(f,a,b) =

T(f, [).
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Teorema 2.3.6. Fie f:[0,1] — R o functie absolut continud astfel incat f" € Ls[0,1].

Atunci
i 47 2
(2.80) RU) < 53010~ % o (f",0,1) ~ 14089 x 105¢(f";0,1),
N V155
(2.81) REf]| < Ge0 O (f1:0.1) ~ 12060 x 10~ (f"0,1),
N 1
(2.82) REA)| < 135 V/320 - 225v/2 - o(f";0,1) ~ 11186 x 10~%a(#";0,1).

Observatia 2.3.6. Inegalitatile (2.80), (2.81) si respectiv (2.82), sunt exacte, in sens cd,

47 V2 V155
23040 768" 960
altele mai mici. Pentru a demonstra aceasta, definim functiile

(2.83) Flil(z) = /Ox (/Ot Kg‘](u)du) dt, i=1,2,3.

Pentru functia (2.83) partea dreapta a inegalitatilor (2.80), (2.81) si respectiv (2.82), sunt
egale cu T(Kg], KQM), 1 =1,2,3, si respectiv partea stanga devine

constantele

1
st respectiv 120 320 — 225V/2 , nu pot fi inlocuite cu

=) =

1 o o
/ Kty - kI (t)dt’ =
0

t/ {Kﬁ%ﬂ—i/‘Bﬁkﬂdd.Kﬁ%ﬂd%zz]KKﬁkkﬁb,i:]ﬂz3.
0 0

Observatia 2.3.7. Notand prin Z;, 1 = 1,2, 3, constantele care apar in unul din urmatoarele
tipuri ale estimarilor obfinute in Teorema 2.3.5 si Teorema 2.3.6, $1 anume ‘7%[2’] [f]‘ < Z;-
Mfl =m[f] | 5u 5

M) 280111| < 2e7) - £/ = mi), [RY1A] < 2017 - [7) - £O)
sau ‘ﬁg] [f]‘ < Z;-o(f";0,1). Deoarece pentru fiecare i = 1,2,3 avem Zs < Zy < Zy, pen-
tru formulele de cuadratura corectate, rezultatele noastre sunt mai bune decat rezultatele
lui Ujevié i Miji¢ oblinute in [129].

Formulele de cuadratura corectate (2.67), (2.69), respectiv (2.71), au gradul de exac-
titate 3, care este mai mare decat formula originald, si anume pentru j = 1, 3, jo } lei] =0
si }?[QJ ] [e4] # 0, unde e;(x) = 2, i = 0, 4. Folosind teorema lui Peano, termenul rest poate
fi scris

(2.84) Ralf] =/0 Ka(®) (1), Kalt) = Ra {(x glm}’

unde prin R4 notam noua reprezentare integrala a termenului rest a acestor formule de
cuadratura.

In continuare, folosind relatia (2.84), vom da noi estimiri ale termenului rest in for-
mulele de cuadratura (2.67), (2.69), si respectiv (2.71).
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Teorema 2.3.7. Dacd [ € C*0, 1], atunci termenul rest al formulei de cuadraturd (2.67)
are reprezentarea integrala

RVIf] = / 1 KN (@) fD(t)dt, unde

0

(
1 2 4 —3v2 1
—tQ(t2—£t——\/_>, 0§t§§

24 2 8
Ki(t) =
1 V2 4-3v2\ 1
—(1=t Q- —-22a-— - —E2), 2 <t<1
\24( )(( ) 2( ) 3 ),2 <1,
st se obtin urmatoarele estimari
1] L) ' 2
R < /[ (50) @ / (F (1))
0 0
/23170 — 15645v/2 »
R < / )| dt- sup 1790
t€[0,1]
B 200—171\/5—(90—68x/§)\/5—3x/§+2(15—8\/§)\/43—30\/5‘||f(4)H

11520
~ 2,946 x 1074+ || f @],

R < sup 15 AR
S
212
= 2P T 62T X 104 O

Teorema 2.3.8. Dacd f € C*0,1], atunci termenul rest al formulei de cuadraturd
(2.69)are reprezentarea integrald

Rf] / Ky [2] t)dt, unde

1 3 1 1
—t2<t2 “t+ )0§t§§,

o 24 4 16

Ko =1 1
~(1- 1 -t +—), =<t<1
-0 (a-or=Ju-n+ ) g<est,



st se obtin urmatoarele estimari

R < \/ | 1 (Kf]@))Zd’f\/ / o) d

v/2905
A 3.342 x 1074 F@
161280Hf M2 & 3.342 x 1074 £ .,
RE )| < / \K[Ql )|t sup |790)
te€[0,1]
125v/5 — 10
— 2VE T W A~ 2.394 x 1074 || F@
RE| < s (P [ 10w
te€[0,1]
1

= Ol R 651 x 107 O

Teorema 2.3.9. Dacd f € C*[0,1], atunci termenul rest al formulei de cuadraturd
(2.71)are reprezentarea integrald

REf] = /0 1 KP) FDt)dt, unde

(1 432 1
222V —1t——2Y2) o<t<=
24 ( (V2-1) 2 ) - =
K1) =
1 4-3v2\ 1
—(1-)* (1=t =2(V2—-1)(1—1t)— —<t<1
\24( )(( ) (V2-1)(1—1) 5 ),2 <1,
st se obtin urmatoarele estimari
1 9 1
R <[ (KPw) [ soe)ra
0
/68530 — 48405v/2
— A~ 2.148 x 1074 @
10320 [P 8 x 1077 f*l,
R < [ [KP0 a1 00)
t€[0,1]
78470 — 55487v/2 — 32(550 — 389v/2)1/10 — 7v/2 T
B 5760 ' >

1.461 x 1074 || fD]| o,

Q

REIs| < s K01 [ 100

t€[0,1]

3— 2\/_ )
- DN A 4468 x 107 (| £Ds.
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Problema construirii formulelor de cuadratura se poate generaliza pentru mai mult
de 3 noduri. De exemplu in lucrarea [121] au fost construite formule de cuadratura de
tip deschis, optimale in sens Nikolski pentru m (m € N) noduri. In [5] am tratat cazul
formulelor de cuadratura de tip inchis, optimale in sens Nikolski , construind formulele
corectate ale acestora.

Vom calcula coeficientii A;, i = 0, m si nodurile a;, i = 1, m — 1 astfel incat urmatoarea
formula de cuadratura cu gradul de exactitate 1

(2.85) /Olf(x)dx = zm:Aif(ai) +R[f], unde 0 =ag < a; < -+ < apy =1,
=0

sa fie optimala, considerand ca termenul rest este evaluat in sensul (2.10).

Teorema 2.3.10. Pentru f € H>*[0,1] formula de cuadraturd de forma (2.85), optimald
in sens Nikolski are urmatoarele noduri si coeficienti

3(2+V2) 3(2+V2)

(2.86) a1 = S ——h, 4y = 1= —h,
4(m —k —1)+1/3(2 ++2)
ap =1— 5 h, k=2m—2,
\/6(2 4+ v/2) _
(2.87) Ag= Ay = S————h, Ac=2h k=2m—2
(4 —+2)4/3(2+2) +8 1
A=A, = 3 h, undeh = )
2(m —2) +1/3(2 + v2)
h2
Termenul rest are urmatoarea evaluare |R[f]| < —Hf"HOO

In mod similar cu rationamentul utilizat in sectiunile anterioare putem construi for-
mula de cuadratura corectata a formulei (2.85) in felul urmator

(2.55) | s = 3" At + A - ) + R

unde nodurile a;, respectiv coeficientii A;, i = 0, m sunt dati in relatiile (2.86), respectiv
(2.87) si

= /01 K(t)dt = /01 K (u)du = Z—; {4(m —2)+3(1 - V2)y/3(2+ \/5)} .

Observatia 2.3.8. Daca consideram in Teorema 2.3.10 cazul particular m=2 obfinem
urmatoarea formula de cuadratura optimala de tip inchis cu 3 puncte

(2.50) [ e = L0+ 25221 () + L + =i

4
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st formula de cuadratura corectata a acester formule de cuadratura este data de

(2.90) /0 f(x)dx—g (0)+4%/§f<1)+%§f(1)+4_9?2/§ ()= F ()] RIS,

Formula de cuadraturd optimala (2.89)si formula corectata (2.90) au fost obtinute de N.
Ujevié si L. Migi¢ in [129].

In continuare consideram o versiune corectata a formulei de cuadratura optimale cu 4
noduri si aratam ca aceasta formula are o mai buna aproximare decat formula originala.

Considerand m = 3 in Teorema 2.3.10 avem urmatoarea formula de cuadratura opti-
mala

(2.91) /0 f(x)dx = Ao f(0) + Arf(ar) + Aaf(as) + Asf(1) + R[f], unde
e \/6(2 +v/2) o (4—\/5)\/3(2+\/§)+8h
0= SZT}L’ 1= A = 3 ;

a1:3(2+\/§)h, as=1—ay, h= ! )

2+ 1/3(2+ V2)

1
Termenul rest are urméatoarea reprezentare R[f] = / K(t)f"(t)dt, unde
0

(1
5752—,4075, 0<t<ay,

1
K(t) = §t2—(A0+A1)t+A16L1, aq §t§a2,

1
5(1—1t)2—,43(1—zﬁ), as <t <1.

\

Folosind (2.88) obtinem urmatoarea formula de cuadratura corectata a formulei (2.91)

(2.92) /0 flx)de=Aof(0)+ A1 f(ar)+Asf(az)+Asf(1)+A(f(1)—f'(0))+R[f],

unde A = Z—; {4+ 3(1—v2)\/3(2 + \/5)} si

R[f] = /01 K(t)f"(t)dt, with K(t) = K(t) — A.

Teorema 2.3.11. Fie f : [0,1] = R o functie absolut continua astfel incat f” € L|0, 1]
si exista numerele reale m[f], M[f] astfel incat m[f] < f"(t) < M[f], t € [0,1]. Atunci

‘ﬁ[f]’ < 0.00462291793614 - w
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Teorema 2.3.12. Fie f: [0,1] = R o functie absolut continua astfel incat f" € L|0,1].
Daca existd un numdr real m[f] astfel incat m[f] < f"(t), t € [0,1], atunci

. 132+ (154+3v2)V6+3v2 :
) ‘gzé 2t Jos3vE (' (1) = f(0) = m[f)).

Teorema 2.3.13. Fie f : [0,1] — R o functie absolut continua astfel incat f” € L]0, 1].
Daca exista un numar real M|f] astfel incat f"(t) < M[f], t € [0,1], atunci

132 (15+3\/_)\/6+3\/_

RIf| < i A(MIf] = £/(1) + /(0)).
8 2+v6+3v2
Teorema 2.3.14. Fie f : [0,1] — R o funclie absolut continud astfel incat

f" € Ls[0,1]. Atunci

(2.93) ‘ﬁ[f]‘ < C-o(f";0,1) unde

(1 2374+ (12v2 4 1080) \/64—3 2+ 7832
11520 (2+V6+3V2

Inegalitatea (2.93) este exacta in sensul cd, constanta C’ nu poate fi inlocuita cu una mas
mica.

Observatia 2.3.9. Considerand ca termenul rest al formulei originale, respectiv al formu-
lei de cuadratura corectate este evaluata in sensul (2.8) cup € {1,2} obfinem urmdatoarele
inegalitats

1
(2 + 6+ 3v/2)2

) . a1 324 (15+3v2)V6+3v2
R < 1Kl 150 = 35
(24 V6 + 3v/2)3
~ 0.01386273025465 - || /|1,
1/2
1 —02+ (V2 - 54)V613v2) 11
. : 2

1920 (2+ V6 +3/2)5

~ 0.00553941461773 - || f"||2,

1/2
1 2374+ (12v/2+1080)v/6+3v/2+783v/2 / 11
. : 2
11520 (2416 + 31/2)6

~ 0.00553941356661 - || f|5-

OOICO

IR < 1K loo - If"|I1 = "1l ~ 0.01386614276036 - || /|1,

1

IRIA < IK - 11"z = <_

Wmhwkmwwm:<

Putem observa ca estimarile termenului rest itn formula corectata sunt mai bune decat in
formula de cuadratura originala.
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Capitolul 3

Evaluari ale restului in formule de
integrare numerica utilizand
inegalitati de tip Ostrowski

In acest capitol sunt prezentate inegalitatile de tip Ostrowski, teoremele de medie folosite
pentru obtinerea acestor inegalitati si aplicatii in integrarea numerica, mai precis evaluari
ale temenului rest in formulele de integrare numerica folosind inegalitati de tip Ostrowski.

In a doua sectiune am dat o generalizare a teoremei de medie a lui D. Pompeiu ( [106]).
Utilizand aceasta teorema de medie am obtinut inegalitati de tip Ostrowski in norma p,
pentru p = 2,00 i 1. In ultima parte a acestei sectiuni am considerat cazul ponderat al
inegalitatii de tip Ostrowski. In a treia sectiune, in acelasi mod cu rationamentul folosit
de S.S. Dragomir si E. C. Popa in [69] si [108], am dat noi estimari ale termenului rest in
formula de cuadratura obtinuta de E. C. Popa. Rezultatele sunt cuprinse in lucrarea [6].

3.1 Inegalitati de tip Ostrowski

Urmatorul rezultat este cunoscut in literatura ca inegalitatea lui Ostrowski ([101]).

< (}@) =) 11f

b
CRVI (S / fw)dy — f(x) o

1
unde f € C'a,b],z € [a,b]. Constanta 1 este cea mai buna posibila. Se poate remarca

foarte usor ca

(3.2) G + —(fb‘_“j)} ) -y = _;) (;_(Z)_ )

In ultimii ani inegalitatile lui Ostrowski au ocupat atentia multor autori.

3.2 Teoreme de medie in obtinerea inegalitatilor de
tip Ostrowski

In acest paragraf am prezentat cateva inegalitati de tip Ostrowski obtinute utilizand
teoreme de medie. In 1946, D. Pompeiu ([106]) obtine o varianta a teoremei de medie a
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lui Lagrange, folosita mai tarziu de catre S.S. Dragomir ([69]) in obtinea unei inegalitati
de tip Ostrowski.

Teorema 3.2.1. Pentru orice functie cu valori reale f, diferentiabila pe un interval [a, b
care nu contine 0 gi pentru orice pereche xy1 # xo in [a,b], existd un punct & in (xq,x2)
astfel incat

w1 f(22) — w2 f (1)

xT1 — T2

(3.3)

= f(§) = &1 (&).

Teorema 3.2.2. Fie f : [a,b] — R continua pe |a,b] si diferentiabila pe (a,b) cu [a,b]
care nu confine 0. Atunci, pentru orice x € [a,b], avem inegalitatea

2

a+b

x_
i L I
lz| |4 b—

b
s |5 L0 [roa] < .

2 T

unde I(t) =t, t € [a,b].

In [108], E. C. Popa folosind o teorema medie a obtinut o generalizare a rezultatului
lui S.S. Dragomir.

Teorema 3.2.3. Fie f : [a,b] — R continud pe [a,b] si diferentiabila pe (a,b). Atunci,
pentru orice x € |a,b] avem inegalitatea

2

a+b
B b r——
5 ||| s+ =2 [ra] < |+ | =2 | |- 0-a 117,

unde ad [a,b] sil(t) =t —«, t € [a,b].

De asemenea, in [105] J. Pecari¢ si S. Ungar au demonstrat o estimare generala cu
norma p, 1 < p < oo, care pentru p = oo da rezultatul lui Dragomir .

Teorema 3.2.4. Fie functia f : [a,b] — R continud pe [a,b] si diferentiabila pe (a,b) cu

0 <a<b. Atunci pentru —+ — =1, cu 1 < p,q < 00, i x € [a,b], avem urmdatoarea
P q
inegalitate:

at+b flz) 1

b
(36) 2 A8 [ o] < Pt 15

unde l(t) =t, t € [a,b], si

1
a27q _ $27q x2fq _ a1+q$12q) P

1—2¢)(2 —q) * (1-29)(1+¢)
b1 — e 220 _ pltagl-20\ g
' <<1_2q>(2_q> =2+ g) ) ] |
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In cazurile (p,q) = (1,00), (00,1) si (2,2) constanta PU(x,p) trebuie si fie luati ca
limita p — 1, 0o, respectiv 2.

In [6] am obtinut noi inegalitati de tip Ostrowski folosind teoremele de medie, genera-
lizand anumite rezultate a lui S.S. Dragomir, J. Pecari¢, S. Ungar si E. C. Popa (vezi [69],
[105], [108]). Inegalitatile pentru norma p sunt de asemenea date si cazul ponderat este
luat in considerare.

Urmatorul rezultat este o generalizare a teoremei de medie a lui Pompeiu ([6]).

Teorema 3.2.5. Pentru orice functie cu valori reale f, diferentiabila pe un interval [a, b
care nu confine 0 §i pentru orice x1,xy € [a,b], 1 # xo, exista un punct & in (xq1,x2)
astfel incat

(21 — ) f(22) — (z9 — ) f(21)

Ty — T2

(3-8) = [(&) = (€ =) f'(9),

unde aé [a,b].
Observatia 3.2.1. Daca alegem o = 0 obtinem teorema de medie a lui Pompeiu

Observatia 3.2.2. Din relatia (3.8) obtinem
(3.9) (21 — @) f(22) — (22 — ) f(z1)| < sup [f(§) — (= a)f' ()] [z1 — o]

£€(ab]

Integrand (3.9) in raport cu xy € [a,b] obfinem inegalitatea lui Ostrowski (3.5) obtinuta
de E.C. Popa in [106].

In lucrarea [6] am obtinut inegalitatie de tip Ostrowski in norma p. Pentru inceput
vom considera cazurile particulare p = 2, oo, respectiv 1.

Teorema 3.2.6. Fie funclia f : [a,b] — R continud pe [a,b] si diferentiabila pe (a,b) cu
0 < a <b. Atunci pentru orice x € [a,b] avem urmatoarea inegalitate

N |=

oo (“520) 29 [ ]« OS2 a1 [0t 00000

unde ag [a,b], I(t) =t —a, t € [a,b] si

3 3
O(s,a, ) =1In (x—oz) + (s—a) -1, s €a,b].
s—a r—«

Teorema 3.2.7. Fie functia f : [a,b] — R continud pe [a,b] si diferentiabila pe (a,b) cu
0 < a <b. Atunci, pentru orice x € |a,b] avem urmatoarea inegalitate

(3.10) ’(b—a) (“T“’—a> %—/abf(t)dt‘ <

”f - lf,”OO ’ \I/((l, b,()é,.f), pentru o < a,

_”f - lf,HOO ’ \I}((l, b,Oé,fL'), pentru o > bv
unde ad [a,b], I(t) =t —«a, t € [a,b] si

U(a,b,a,z) =



Observatia 3.2.3. Inegalitatea (3.10) coincide cu inegalitatea de tip Ostrowski (3.5)
obtinuta de E. C. Popa in [108]. Demonstratia inegalitatii (3.5) a fost facuta in mod
diferit decat in [108].

Teorema 3.2.8. Fie functia f : [a,b] — R continud pe [a,b] si diferentiabild pe (a,b) cu
0 < a < b. Atunci, pentru orice x € |a,b] avem urmatoarea inegalitate

i) oo (-a) 22 bf(t)dt‘S(b—a)Hf—lf’HlQ(a, b o),

unde ad [a,b], I(t) =t —«a, t € [a,b] si

1 b—«
+ , pentru o < a,
a—a (r—a)?

Qa,b,a,z) =
a—a 1

(a—x)2+a—b

, pentru o > b.

Teorema 3.2.9. Fie functia f : [a,b] — R continua pe [a,b] si diferentiabila pe (a,b) cu
1 1
0 <a<b. Atunci pentru —+— =1, cu 1 < p,q < 00, p,q # 2 gi oricare x € [a,b] avem

urmatoarea inegalitate

(3.12) ‘(b—a) <a+b—a> /(@) —/abf(t)dt‘ <

2 T —«

(b— a)%Hf —1f'l, [@(a,m,a)% + @(b,x,a)ﬂ , pentru a < a,

—(b— a)%Hf —1f', [@(a,x, oz)% + @(b,x,a)ﬂ , pentru « > b,

unde ad [a,b], I(t) =t —«a, t € [a,b] si

O(s,z,a)= ! {(ac—a)‘q (z—a)” 7 (z—a)(s—a)™ (s—a)*

+ — — , SE€a,b).
1—2¢q q+1 q—2 q+1 q—2 } 2, ]

Teorema 3.2.10. Fie functia f : [a,b] — R continua pe [a,b] si diferentiabila (a,b) cu
1

0<a<b,sifiew:|a,b — R o functie nenegativa integrabilda . Atunci pentru — + — =1,
P q

cul < p,q < oo, gi pentru oricare x € [a,b] avem urmatoarea inegalitate

@)

r—«

b b
(3.13) / (t — ayw(t)d - / f(t)w(t)dt] < (b— )b llf — 1 oM@ b, . 2),

unde ad [a,b], I(t) =t — «a, t € [a,b] si

o[ ([ (gl [ ([ )]
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3.3 Aplicatii in integrarea numerica

In acest paragraf vom prezenta cateva aplicatii ale inegalitatilor de tip Ostrowski in inte-
grarea numerica.

Folosind ideea lui S.S.Dragomir din [69], E.C.Popa considera in [108] diviziunea
intervalului [a, b] data de

Aia=xg< a1 <+ <Tp_1<x,=>0.

si (&) un sistem de puncte intermediare & € [z;,x;11], i = 0,n—1 81 hy = 241 — ;.
Defineste formula de cuadratura

b
/ f(t)dt = SA(f,&) + Ra(f, &), unde

n—1
_ f(&) (T + .
Salf. &) —;&_a< 5 —a) hi,

si obtine urmatoarea estimare a termenului rest Ra(f,&;) ( [108]):

Teorema 3.3.1. Presupunem ca f : [a,b] — R este continua pe [a,b] si diferentiabila pe
(a,b). Atunci avem

n—1
Ra(F. ) < g IF +1f - 302
=0

unde h = min{|a — al,|b—al} sil(t) =t — a, t € [a,]].

In [6], in acelagi mod cu rationamentul folosit in [69] si [108] am dat noi estiméri ale
termenului rest Ra(f,¢;) in formula de cuadratura construita de E. C. Popa in [108]. :

Teorema 3.3.2. Presupunem ca f : [a,b] — R este continua pe [a,b] si diferentiabila pe
(a,b). Atunci avem

n—1
(3.14) Ra(£:6)] < SK(a,b,0) - 1f ~ 1 |2 3 b?,
1=0

1
b—a\® b—a\® s
In + -1 silt)=t—a,t€a,bl.
a— a—

Teorema 3.3.3. Presupunem ca f : [a,b] — R este continud pe |a,b] si diferentiabila pe
(a,b). Atunci avem

unde K(a,b, o) =

n—1
(3.15) RAC ) < Qa,ba) | f =1 1> ki,
=0

a+b— 2«
W, pentru, o < a,
unde [(t) =t — a, t € [a,b], 51 Qa,b,a) =
20 —a — b
W, pentru a > b.
a_
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