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Introducere

Cuvinte cheie: lege constitutiva elastica, proces quasistatic, lege constitutiva viscoelastica,
metodd numerica, problema Cauchy, compliantd normala, metoda Runge-Kutta, termen
memorie, metoda Steffensen, restrictie unilaterald, ordin de convergenta, eroare locala de
trunchiere, inegalitate variationala, zero-stabilitate.

Materialul din aceasta teza este structurat in doua parti. Partea I contine capitolele
1-3 gi are legatura cu metodele numerice pentru probleme cu valori initiale pentru ecuatii
diferentiale ordinare. In redactarea acestei parti s-au folosit in mod special lucrarile: [17],
[23], [54], [36]. Partea II contine capitolele 4-8 si are legatura cu modelarea si analiza
problemelor de contact pentru materiale elastice sau vascoelastice. In redactarea acestei parti
s-au folosit in mod special lucrarile: [39], [89], [95].

Contributia originala in prima parte a tezei consta in analiza unor metode numerice pentru
probleme Cauchy pentru ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intéi. Astfel,

in Capitolul 2 este studiata o combinatie intre o metoda de tip Steffensen si metoda
trapezului pentru aproximarea solutiilor unei probleme cu valori initiale scalare pentru
ecuatii diferentiale ordinare de ordin intai (Sectiunea 2.4). Sunt date conditii astfel
incat sa se obtina aproximatii bilaterale ale solutiei (teoremele 1.2.22— 1.2.25). Aceste
rezultate au fost publicate in [70].

in Capitolul 3 este folosita o formuld de interpolare pentru a introduce o clasa de
metode numerice pentru aproximarea solutiei unei probleme cu valori initiale scalare
pentru ecuatii diferentiale ordinare. Aceste metode pot fi identificate ca metode Runge-
Kutta explicite. Sunt determinate margini pentru eroarea locala de trunchiere, or-
dinele de convergenta si regiunile de absolut stabilitate si sunt comparate cu cele pentru
metode Runge-Kutta explicite care au ordinul de convergenta egal cu numarul de stagii
(Sectiunea 3.2, Sectiunea 3.3). Materialul din acest capitol a fost publicat in [71] si [72].

Contributia originala in a doua parte a tezei consta in modelarea si analiza unor probleme
de contact noi. Astfel,

in Capitolul 6 este analizata o extindere a unui rezultat prezentat in [95], unde se
considera o problemé statica cu contact Signorini pentru materiale elastice neliniare.
Originalitatea rezultatului consta in faptul ca aceasta conditie Signorini este inlocuita
cu o conditie cu complianta normala si restrictie unilaterala. Este aratat ca aceasta
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Cuprins iii

noua probleméa conduce la o inegalitate variationala eliptica pentru campul deplasare
(Sectiunea 6.1). Este demonstrat un rezultat de existenta si unicitate pentru solutia
slaba a modelului (Teorema I1.6.1) si acest rezultat este obtinut si folosind o metoda de
penalizare (Teorema I1.6.2). Pentru aceasta este consideratd o problema cu complianta
normala si fara restrictii unilaterale (Sectiunea 6.3). Materialul din acest capitol va face
obiectul articolului [8].

in Capitolul 7 este studiata o noua problema de contact quasistatic, fara frecare pentru
materiale elastice neliniare. Noutatea consta in faptul ca pentru componenta normala a
contactului se foloseste o conditie cu complianta normala si termen memorie. Se deter-
mina o fomulare variationala a problemei sub forma unei ecuatii variationale dependenta
de memorie pentru campul deplasare (Sectiunea 7.1). De asemenea, este demonstrata
solvabilitatea slaba (Teorema I1.7.1) si dependenta continua de date a solutiei (Teorema
I1.7.2). Aceste rezultate vor fi publicate in [74], iar rezultatele numerice au fost incluse
in [11].

in Capitolul 8 este analizata o noua problema de contact. Comportamentul materialului
este modelat folosind o lege constitutiva vascoelasticd cu memorie lunga si contactul este
modelat cu compliantd normald, termen memorie si restrictie unilaterala. Se obtine o
formulare variationala a problemei sub forma unei inegalitati variationale dependenta
de memorie pentru campul deplasarilor care include doi termeni integrali de tip Volterra
(Sectiunea 8.1). Se demonstreaza solvabilitatea slaba (Teorema I1.8.1) si doua rezultate
de convergenta. Primul rezultat arata dependenta continua de date a solutiei (Teorema
I1.8.2), iar cel de-al doilea arata ca solutia slaba a problemei reprezinta limita solutiei
slabe a unei probleme cu compliantd normala si termen memorie atunci cand coeficientul
de rigiditate al fundatiei tinde la infinit (Teorema I1.8.3). Materialul prezentat in acest
capitol a fost publicat in [97].



Partea 1

Metode numerice pentru ecuatii
diferentiale ordinare



Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Ecuatii diferentiale ordinare

In aceastd sectiune sunt introduse notiuni despre ecuatiile diferentiale ordinare. Pentru
inceput este definitd notiunea de ecuatie diferentiala de ordinul intai si in legatura cu aceasta
este prezentata forma unei probleme cu valori initiale si anume

Yy =f(z,y) wel,
(1.1)
y(xo) = Yo,

unde I C R este un interval marginit sau nemarginit, zo € I, yo € R” si f : I x R” — R" este
o functie data. De asemenea, este analizat cazul ecuatiilor autonome, i.e. f = f(y), si cazul
ecuatiilor de ordin superior. Sectiunea se Incheie cu o scurta descriere a cazului particular de
ecuatii diferentiale liniare si cu referinte pentru alte cazuri particulare si exemple clasice.

Notiunile mentionate aici sunt standard si pot fi gasite in lucrari ca: [3], [13], [38], [40],
[62], [101].

1.2 Existenta si unicitatea solutiei

In aceast’ sectiune sunt mentionate notiuni ca functie Lipschitz sau functie one-sided-Lipschitz.
Folosind aceste concepte sunt prezentate teoreme referitoare la existenta si unicitatea solutiei
problemei (1.1) (Teorema Cauchy-Peano, Teorema Cauchy-Lipschitz) sau dependenta de date
a solutiei. Mai multe informatii despre materialul prezentat in aceasta sectiune pot fi gasite
in lucrari ca: [12], [23], [38], [62], [81], [101].



Capitolul 2

Metode numerice pentru probleme
Cauchy

2.1 Notiuni introductive

In aceastd sectiune este definitd forma generala, folosita pe parcursul tezei, a unei metode nu-
merice pentru aproximarea solutiei unei probleme cu valori initiale pentru ecuatii diferentiale
ordinare. In legatura cu aceasta sunt introduse notiuni ca: zero-stabilitate, consistenta,
convergenta, eroare locala de trunchiere, ordin de convergenta, precum si caracterizari ale
acestora. De asemenea sunt prezentate conditii necesare gi suficiente pentru ca o metoda
sa fie convergenta, i.e. sa verifice conditiile de zero-stabilitate si consistenta. In redactarea
acestei parti s-au folosit in special: [17], [36], [42] si [54].

In partea a doua a sectiunii sunt introduse notiuni legate de metodele numerice pentru
aproximarea solutiei unei ecuatii algebrice neliniare. Astfel sunt prezentate metode ca: metoda
aproximatiilor succesive, metoda Newton, metode de tip Steffensen. In redactarea acestei parti
s-au folosit in special: [19], [25], [26].

2.2 Metode liniare multipas

In aceast’ sectiune este analizat un caz particular de metode numerice pentru problemele cu
valori initiale si anume metodele liniare multipas. Pentru aceste metode sunt studiate notiuni
ca ordin de convergenta, polinom de stabilitate, regiune de absolut stabilitate. Mai mult, sunt
enuntate barierele lui Dahlquist. In redactarea acestei sectiuni s-au folosit in special: [24], [54],
[55].

2.3 Metode Runge-Kutta

In aceasta sectiune este analizat un caz particular de metode numerice pentru problemele
cu valori initiale si anume metodele Runke-Kutta. Ca si in sectiunea anterioara pentru aceste
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metode sunt studiate notiuni ca ordin de convergenta, functie de stabilitate, regiune de absolut
stabilitate. In redactarea acestei sectiuni s-au folosit in special: [17], [54].
2.4 Aplicatii ale metodei Steffensen pentru regula trapezului

In aceasta sectiune este analizatd o combinatie Intre metoda trapezului si o metoda de tip
Steffensen pentru aproximarea solutiei unei probleme cu valori initiale scalara si autonoma.
Se obtin conditii pentru care aceasta metoda genereaza aproximatii bilaterale ale solutiei.

2.5 Exemplu numeric

Capitolul se incheie cu simulari numerice care exemplifica rezultatele din sectiunea anterioara.
Materialul prezentat in aceste ultime doua sectiuni face obiectul articolului [70].



Capitolul 3

O clasa speciala de metode
Runge-Kutta

3.1 O formula de aproximare

In aceast’ sectiune sunt prezentate notiuni legate de o formula de aproximare a functiilor
analizata in [78]. Aceasta reprezinta o generalizare a unei formule de interpolare definita in
[103] si este folosita pe parcursul acestui capitol pentru a defini o clasa de metode numerice
pentru problemele cu valori initiale scalare pentru ecuatii diferentiale de ordinul intai. Pentru
inceput este considerata o functie h : I — R derivabila de (2¢ + 1) ori, ¢ € N, unde intervalul
I este marginit si are forma I = [z, zo+T], T > 0. De asemenea, se defineste clasa de functii
G prin:

G={g:g(x) = hlxo)+(x—=0) Y ah'(wo+ Fi(x — o)),

i=1
a;, B R, 1= ﬂ, WS I}. (3.1)
Este considerata problema:
Sa se determine functia g € G astfel incat
D (z0) =g (o), i=T1, m, (3.2)

unde m € N*,
Valorile luate de coeficientii 3; sunt radacinile polinomului Legendre w, de grad g, i.e.
solutiile ecuatiei

q! d?
wq(z) = @@@q(ﬂf - 1) =0, (3.3)
iar coeficientii ay; sunt definiti prin
1N\4
a; = (¢! i=T1, ¢ (3.4)

[(29)!128:(1 = Bi) fw (B:)]?
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Este enuntatd urméatoarea teoremd, demonstrata in [78], care aratd ca problema anterioara
are o solutie unica pentru m = 2q si stabileste in acest caz forma coeficientilor o; si 3;.

Teorema 3.1. Daca h : I — R este o functie derivabila de (2q + 1)-ori pe I atunci exista
o functie unica g € G care satisface conditiile (3.2) pentru m = 2q. Mai mult, coeficientii
{a;}]_, sunt definiti de formula (3.4) i {B;}{_, sunt raddcinile ecuatiei (3.3).

Sectiunea se incheie cu estimarea

Mag1 2((29)1)* — [a!]*

h]| < — x|t 3.5
R T 7 (39
pentru restul dat de
h(z) = g(z) + r(hl, (3.6)
unde
Magsr = sup [ACH+D(z). (3.7)

zel

3.2 Cazul particular ¢ =1

Se foloseste metoda anterioara pentru cazul ¢ = 1 si se obtin 31 = %, ay = 1, iar functia g are
forma

g(x) = h(xo) + (z — x0)h (w0 + %(:1: — x0)) (3.8)

si verifica:
h (20) = gD (xo), =0, 2 (3.9)
’ Ih(z) —§(x)| < & Mylx — o, (3.10)

unde Mz = sup |h""(z)].
zel
Folosind (3.8) se obtine o clasa de metode numerice pentru probleme Cauchy scalare si

autonome de forma:

Yir1 = Yi + hif (i + shif (i + g5 hif (i + . + o=t hif (1)) - ), (3.11)
unde h; = zjy1 —x;, 7 =0,..., N —1 reprezinta lungimea pasului. Se arata ca aceasta metoda
este convergenta gi ca este echivalenta cu o clasd de metode Runge-Kutta. De asemenea, se
determina ordinul de convergenta, functia de stabilitate gi regiunea de absolut stabilitate.
Materialul din aceasta sectiune face obiectul articolului [71].

3.3 Cazul particular ¢ = 2

Se foloseste metoda anterioara pentru cazul ¢ = 2 si se obtin

ﬁ1:%7B2:%7 OélZQQZ%, (312)
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iar functia g are forma

g(z) = h(zo) + 3 [N (zo + 376‘/5(1' —x0)) + W (zo + 73+6‘/§(x — z0))] (3.13)
si verifica: ' ‘
h(z) = 5D (w), i=0,4 (3.14)
si
|h(x) — g(z)| < 7555 Ms|x — xo]°, (3.15)

unde Ms = sup |h®) (z)).
zel
Folosind (3.8) si pentru fiecare z;, i = 1, N notatia

uér =Y+ %ﬁgﬁghl [f(uf]—i-lr) + f(uf]r-i-l)]v

se obtine o clasd de metode numerice pentru probleme Cauchy scalare si autonome de forma:

i1 = i+ shilf(wio) + f(uby)); (3.16)
wh = it 5Bl () + (),
7=0,k, k=1,py—1,
U;O—jj = ¥, J=0,po,
unde h; = ;41— x4, 1 =0,..., N —1 reprezinta lungimea pasului. Se arata ca aceasta metoda

este convergenta si ca este echivalentd cu o clasd de metode Runge-Kutta. De asemenea,
se determina ordinul de convergenta, functia de stabilitate si regiunea de absolut stabilitate
pentru diverse cazuri particulare ale parametrului py.

Materialul din aceasta sectiune face obiectul articolului [72].

3.4 Exemple numerice

Capitolul se incheie cu simulari numerice care exemplifica rezultatele din sectile anterioare.



Partea 11

Modelarea si analiza problemelor de
contact



Capitolul 4

Preliminarii de analiza functionala

Acest capitol contine preliminarii si rezultate de baza de analiza functionala care sunt folosite
in capitolele urmatoare.

4.1 Spatii Banach si spatii Hilbert

In aceasti sectiune sunt prezentate definitii gi proprietati ale spatiilor normate, incluzand
rezultate pentru spatii Banach si Hilbert. Astfel este mentionata Teorema [ui Banach pentru
spatii Banach, este definita notiunea de proiectie pe o multime convexa si inchisa gi sunt
prezentate caracterizari ale acesteia. De asemenea, este amintita Teorema lui Riesz.

Sectiunea se incheie cu un caz particular al Eberlein-Smulyan. Materialul prezentat este
standard si poate fi gasit, de exemplu, in [5], [16].

4.2 Operatori monotoni

In aceasti sectiune sunt introduse cateva rezultate despre operatori monotoni care vor fi
utilizate in studiul inegalitatiilor variationale. Astfel sunt definite notiunile de operatori mon-
toni, strict monotoni, monotoni tari, non-expansivi, Lipschitz continui, hemi-continui, con-
tinui, pseudo-monotoni. De asemenea, este demonstrat un rezultat care arata ca un operator
monoton si hemi-continuu este pseudo-monoton. In final este prezentat urmatorul rezultat de
existenta si unicitate.

Teorema 4.1. Fie X un spatiu Hilbert si fie A : X — X un operator monoton tare i
Lipschitz continuu. Atunci pentru fiecare f € X exista un unic element u € X astfel incat

Au = f.

Ca i referinte pentru rezultate de existenta, unicitate gi regularitate pentru ecuatii neliniare
cu operatori monotoni in spatii Hilbert sunt date [14], [15].
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4.3 Inegalitati variationale eliptice

In aceasta sectiune este determinata o extindere a rezultatului de existenta si unicitate din
Teorema 4.1. Pentru inceput se considera problema determinarii unui element u astfel incat

ve K, (Au,v—u)x > (f,v—u)x VYveK, (4.1)

unde X este un spatiu Hilbert, A : X — X este un operator, K C X si f € X. Este
demonstrat urmatorul rezultat care asigura existenta si unicitatea solutiei pentru inegalitatea
variationala eliptica de primul tip (4.1).

Teorema 4.2. Fie X un spatiu Hilbert si fie K C X o submultime nevida, convezxd si inchisa.
Daca A : K — X este un operator monoton tare si Lipschitz continuu atunci pentru fiecare
f € X inegalitatea variationald (4.1) are o solutie unicad.

4.4 Inegalitati variationale cu memorie

In aceastd sectiune este extins rezultatul din Teorema 4.2 la o clasa speciala de inegalitati
variationale dependente de timp. Este introdus conceptul de inegalitate quasi-variationald
dependenta de memorie pentru care este demonstrat un rezultat de existenta si unicitate. Ca
sl In sectiunea anterioara se considera problema determinarii unei functii v € C([0,7T]; X)
astfel incat pentru orice t € [0,77] s& aiba loc inegalitatea de mai jos

u(t) € K, (Au(t),v —u(t))x + (Su(t),v —u(t))x
> (f(t),v—ul)x VveK, (4.2)

unde
K este o submultime nevida convexa inchisa a Iui X (4.3)

A: X — X este un operator monoton tare si Lipschitz continuu, i.e.

(a) Exista m > 0 cu proprietatea
(AU1 — AUQ, Ul — UQ)X Z m Hu1 — 'LLQH?X
Yuq, ug € X. (4.4)

(b) Exista M > 0 cu proprietatea
HAu1 — AUQ”X < M Hu1 — 'LLQHX Vul, U € X.

S:C([0,T); X) — C([0,T]; X) satisface
Exista Lg > 0 cu proprietatea
t
[Su1(t) — Sua(t)]|x < Ls/ [[u1(s) — ua(s)||x ds (4.5)
0

Vuy, ug € C([0,T); X), Vt €0,T)



4.4. Inegalitati variationale cu memorie 11

feC(o,T]; X). (4.6)

Sunt demonstrate urmatoarele rezultate care asigura existenta si unicitatea solutiei pentru
inegalitatea quasi-variationala dependenta de memorie (4.2).

Teorema 4.3. Fie X un spatiu Hilbert si se presupune ca au loc (4.3)—(4.6). Atunci (4.2)
are o solutie unica u € C([0,T; K).

Corolar 4.4. Fie X un spatiu Hilbert gi se presupune cd au loc (4.4)-(4.6). Atunci exista o
unicd functie v € C([0,T]); X) astfel incat

(Au(t),v)x + (Su(t),v)x = (f(t),v)x YveX, Ytelo,T] (4.7)

Ca si referinte in ceea ce priveste inegalitatile variationale sunt date [6], [48], [50], [58],

[64], [68], [95].



Capitolul 5

Modelarea problemelor de contact

Acest capitol contine material preliminar necesar pentru a introduce modelele matematice
analizate in Capitolele 6-8

5.1 Spatii de functii in mecanica de contact

In aceasti sectiune se determina spatiile de functii, cu proprietatile lor de baza, in care sunt
definite datele si necunoscutele. Se noteaza cu R? spatiul liniar real d-dimensional si cu S%
spatiul tensorilor simetrici de ordin doi pe R sau, echivalent, spatiul matricilor simetrice de
ordin d. Produsele scalare si normele corespunzitoare pe R% si S sunt definite prin

w-v=uv;, o] =@ v)? Yu=(u),v=(v)ecR

o-T =047, |T|=(7" Y2 Ve = (0ij), T = (7ij) € S

De asemenea, se noteazi cu I, operatorul identic pe R? sau, echivalent, matricea unitate de
ordin d si cu Oga, Oga elementele nule din R? si S¢.

Se considera o multime Q C R? (d = 1,2, 3) deschisa, conexa, mirginita a carei frontiera
I" este Lipschitz continu si se descompune in trei pirti cu interioarele disjuncte I'y, I's i T's
astfel incat meas (I'1) > 0.

Sunt introduse urmatoarele spatii:

C™ () — spatiul functiilor derivabile si cu derivatele continue pe Q pana la ordinul m inclusiv;

C°° () — spatiul functiilor infinit diferentiabile pe Q;
C5°(2) — spatiul functiilor infinit diferentiabile cu suportul compact €;

t~

P(Q)) — spatiul Lebesgue al functiilor p-integrabile pe §2, cu modificarea uzuala daca p = oo;

t~

(
P(T") — spatiul Lebesgue al functiilor p-integrabile pe I', cu modificarea uzuala daca p = oo;
LP(T'y) — spatiul Lebesgue al functiilor p-integrabile pe T'9, cu modificarea uzuala daca p = oo;
(

LP(I'3) — spatiul Lebesgue al functiilor p-integrabile pe I's, cu modificarea uzuala daca p = oo;

12
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Ll

loc

(©) — spatiul functiilor local integrabile pe ;

WP () — spatiul Sobolev al functiilor ale caror derivate slabe pana la ordinul m sunt
p-integrabile pe €;

H™(Q) = W™2(Q), pentru m Intreg si pozitiv.

De asemenea, daci X reprezintid unul dintre spatiile anterioare sunt folosite notatiile X¢
si X9*4 pentru spatiile

Xl={z=(n): z€eX 1<i<d},
XPh={Lg=(vy) : vy=a€X,1<i,j<d}

$i In particular sunt folosite spatiile

LX) ={v=(v) : ueL*Q), 1<i<d}, (5.1)
Q=L*Q)={1=(r): j=15 € L*(N), 1 <4, j<d}. (5.2)

Acestea sunt spatii Hilbert cu produsele scalare
(6, )2 (qpa = / u; v; da = / u - vdr,
Q Q

(O',T)Q:/O'ijTijdl':/O"Td.’E,
Q Q

si normele asociate notate cu || - || 2o si || - [lq-
Este definit operatorul de deformare € : H'(Q)? — @ prin

e(u) = (ij(u)), eij(u) = 3 (uij +uz),
cantitatea e(u) reprezentand tensorul deformare liniarizat asociat deplasarii w.
Pe langa aceste spatii de functii sunt introduse si spatii de functii speciale pentru campul
deplasarilor si campul tensiunilor. Deplasarile sunt cautate in spatiul

H Q)4 ={v=(v): v, e H(Q), 1<i<d}

sau In submultimi sau subspatii ale acestuia in functie de conditiile pe frontierd. Spatiul
H'(Q)? este un spatiu Hilbert cu produsul scalar

(u,'v)Hl(Q)d = / (uivi + uijviz) da,
Q

si norma corespunzatoare

1/2
H’UHHl(Q)d = </Q (’UZ' V; + Vi ’Um’) dx) . (5.3)
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Pentru un element v € H'(Q)? se definesc urma pe frontiera ', v : H'(Q)¢ — L2(I)?, si
componentele normald i tangentiala. Astfel,

V,=V-V, V;=7v—U,U. (5.4)

Pentru studiul problemelor de contact din Capitolele 6-8 este utilizat in mod frecvent subspatiul
V al lui H'(2)? definit prin

V={veH Q)% v=0apt pel}, (5.5)

conditia ¢ v = 0 a.p.t. pe I'1” fiind inteleasa in sensul urmei, i.e. yv = 0 a.p.t. pe ['1. Pe V
se definegte produsul scalar (-,-)y prin

(u,v)y = (e(u),e(v))q (5.6)
si norma indusa de acesta
[ollv = [le(v)llQ- (5.7)

Se arata ca exista o constanta pozitiva ¢y care depinde de 2, I'y si I's astfel incat
lollaae < collolly Vo e V. (55)

Pentru a defini un spatiu de functii pentru campul tensiunilor este extinsa definitia notiunii
de divergentd pentru un camp tensorial regular. Astfel este introdus in mod direct conceptul
de divergenta slaba.

Definitia 5.1. Fie o = (0y;) si w = (w;) astfel incdt o;; = oj; € L (Q), w; € LL ()

loc loc
pentru orice 1 < i, j < d. Atunci w se numeste divergenta slaba a lui o daca

[ ovesda== [ wede Vo= ()@
Se definegte spatiul
Qi ={7T€Q: Divr ¢ L*(Q)?}, (5.9)
care este un spatiu Hilbert cu produsul scalar
(0,7)g, = (0,7)q + (Dive, Div ) 120

si norma asociata || - [|g, -
Sectiunea se incheie cu definirea componentei normale gi tangentiale pentru campul ten-
siune o pe frontiera I
o, =(ov) v, o,=0V—0,V (5.10)

si cu enuntarea formulei lui Green

/a~e(’u)dm+/ Diva-vdx:/au-vda Vo e HY(Q)Y. (5.11)
Q Q T
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5.2 Geometria problemei si legi constitutive

In aceasti sectiune este descrisa configuratia geometrica a modelului folosit pentru problemele
din capitolele urmatoare. Se presupune ca un corp deformabil ocupa, in configuratia de
referintfi, o multime conexa, deschisa si marginits Q C R? cu frontiera I' compusa din trei
parti 'y, T'y si '3 cu interioarele disjuncte. Corpul este fixat pe I'y, forte externe de suprafats
cu densitatea f, actioneaza pe I'p si forte interne cu densitatea f, actioneaza in (2. In
configuratia de referinta corpul este in contact pe I's cu un obstacol, numit fundatie.

Sunt prezentate modele care descriu echilibrul mecanic al corpului, in cadrul deformarilor
mici. Se vor folosi notatiile u, o si € = e(u) pentru vectorul deplasare, vectorul tensiune,
respectiv vectorul deformare liniarizat. Acestea sunt functii care depind de variabila spatiala
x si eventual de variabila temporala ¢.

Este considerata legea constitutiva elastica

o = Fe(u) (5.12)

unde F este o functie neliniara data. Se presupune ca operatorul de elasticitate F verifica
urmatoarele conditii

((a) F: QxS? — s
(b) Exista Ly > 0 astfel incat

| F(x,e1) — Fx,e2)|| < Lr|er — ez
Veq, €9 € Sd, a. p. t. x €.

(c) Exista myz > 0 astfel incat
(F(z,e1) — F(z,e2)) - (61 — €2) > mr[le1 — &2 ?
Vep, es €89, a. p-t.x €.

(5.13)

(d) Aplicatia & — F(x,€) este masurabila pe €2,
pentru orice € € S¢.

(e) Aplicatia © — F(x,0g4) apartine lui Q.

Sunt enumerate si cateva cazuri particulare pentru legea (5.12) in cazul cand d = 3.
Este considerata legea constitutiva vascoelastica cu memorie lunga

¢
o(t) = Fe(u(t)) +/ R(t — s, e(u(s)))ds, (5.14)

0
unde operatorul de elasticitate F verifica (5.13), iar operatorul de relaxare R satisface conditiile

(a) R: Q2 x [0,T] x S¢ — §%.
(b) R(z,t,€) = (riju(x, t)er) pentru orice € = (g;5) € SY,

t €[0,7], a.p.t. € Q. (5.15)
(€) rijr = i = w1y € C([0,T]; L>(2)),

1<i jhkl<d
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Folosind (5.15) legea constitutiva (5.14) este scrisa sub forma

o(t) = Fe(ul(t)) + /0 R(t — s)e(uls)) ds. (5.16)

Ca si referinte pentru legile constitutive elastice si vascoelastice sunt date [21, 27, 28, 34, 39,
59, 80, 89, 93, 102].

5.3 Conditii de contact

In ultima sectiune a capitolului sunt introduse conditiile pe frontiera si ecuatia de echilibru.
Se presupune ca fortele interne si fortele de tractiune se modifica incet in timp astfel incat
inertia sistemului mecanic este neglijabila. In aceste conditii cAmpul tensiune verifica ecuatia
de echilibru

Dive + fo=01in Q. (5.17)

Deoarece corpul este fixat pe I'; se impune conditia
u =0 pel}. (5.18)
Conditia de tractiune pe frontiera
ov = fy pe Iy (5.19)

defineste vectorul tensiune ov pe I's.
La sfargitul acestei sectiuni sunt prezentate o serie de conditii de contact pe I's cum ar fi
conditia Signorini
u, <0, 0,<0, oyu,=0 (5.20)

sau conditia cu compliantda normala si restrictie unilaterala

U,,Sg, UV +p(ul/) SO,
(5.21)
(uy = g)(ow + p(uy)) = 0.
In directia tangentiala se presupune ca nu au loc frecari, adica
o, =0. (5.22)

Ca si referinte pentru acesta sectiune sunt date [39], [49, 51, 52, 60], [89], [93], [95].



Capitolul 6

Analiza unei probleme de contact
statica

In acest capitol este studiata o problema de contact pentru materiale elastice neliniare fara
frecare. Procesul este static gi se foloseste o lege constitutiva de forma (5.12). Problema
prezentata este o generalizare a unei probleme de contact din [95]. Diferenta consta in faptul
ca In acest caz se foloseste o conditie de contact cu complianta normala si restrictie unilaterala
de forma (5.21), spre deosbire de problema analizata in [95] unde se utilizeaza o conditie de
contact Signorini de forma (5.20).

6.1 Formularea problemei

Capitolul incepe cu formularea clasica a problemei si ipotezele asupra datelor.

Problema P. Sd se determine campul deplasirilor uw : Q — R si campul tensiunilor o :
Q — S? astfel incat

o = Fe(u) in £, (6.1)
Dive + f, =0 in €, (6.2)
u=0 pe T4y, (6.3)
ov =f, pe I'g, (6.4)
ul/ g g; Uy "I_p ’Uq/ S O
( ) } pe I3, (65>
(00 4 p(uy))(uy —g) =0
o=0 pe I} (6.6)
unde F verifica (5.13), fortele interne si fortele de tractiune pe frontiera satisfac
Fo€ LAQ)Y,  fy e LX(I2)" (6.7)

17
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si functia complianta normala p are proprietatile

(a) p: T3 xR — R;.
(b) Exista L, > 0 a. 1.
Ip(x,71) — p(x,72)| < Ly |11 — 12
Vry, 9 €R, a.p.t. x €I's.
(©) (pla, 1) — pla, r2))(r1 — 2) > 0 (6.9)
Vry, rg €R, a.p.t. x €I';.
(d) Aplicatia x +— p(x,r) este masurabila pe I's,
pentru orice r € R.
( (e) p(x,r) = 0 pentru orice r <0, a.p.t. ¢ € I's.

Folosind formula lui Green (5.11), conditiile pe frontiera (6.3)—(6.5) si Teorema lui Riesz
pentru a defini elementul f € V prin

(f,'v)v—/gfo-vda:—&— g fo-vda YveV (6.9)

si operatorul P : V — V prin
(Pu,v)y :/ p(uy)vyda Yo eV (6.10)
s

se obtine urmatoarea forma variationala pentru Problema P.
Problema PV. Sd se determine campul deplasdrilor w € U astfel incat

(Fe(u),e(v) —e(u))g + (Pu,v —u)y > (f,v—u)y Vvel. (6.11)

Aceasta consta intr-o inegalitate variationala de primul tip pentru campul deplasarilor u € U,
unde U reprezintd multimea deplasarilor admisibile definita prin

U={veV:v,<g aptls}. (6.12)

6.2 Existenta si unicitate

In aceasti sectiune este demonstrat un rezultat de existenta gi unicitate care arata solvabili-
tatea unica a inegalitatii (6.11).

Teorema 6.1. Dacd au loc (5.13), (6.7) si (6.8) atunci Problema PV are o solutie unicd
ucU.

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe notiuni legate de inegalitatile variationale
eliptice. Inlocuind w € U, dat de (6.12), in (6.1) se obtine un element o € @ care verifica
(6.2). Folosind ipoteza asupra fortelor interne, (6.7), se deduce ca o € Q1. Perechea (u,0) se
numeste solutie slaba a problemei P.
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6.3 Penalizare

In aceastd sectiune solvabilitatea slabi a problemei P este demonstrati folosind o metodi de
penalizare pentru functia compliantd normala . Pentru inceput se considera cazul omogen,
i.e. se presupune ca functia complianta normala nu depinde de pozitia punctului & € I's si in
acest caz (6.8) devine

(a) p: R— R+7
(b) Exista L, > 0 cu proprietatea
p(r1) = p(r2)| < Lyplry —ral, Vi, 2 €R, (6.13)

(c) (p(r1) —p(r2))(r1 —r2) 20, Vry,rp €R,
(d) p(r) =0 pentru orice r < 0.

De asemenea, se definesc functia ¢ cu proprietatile

(a) q: [g,—|—OO] - R+7
(b) Exista Ly > 0 cu proprietatea

lg(r1) — q(r2)| < Lglr1 — 72|, V71,12 > g, (6.14)
(c) (q(r1) —q(r2))(r1 —12) >0, Vri,re>9g, 11772,
(d) q(g) =0

si functia p, : R — R prin
p(r) daca r <g,

Pulr) = iq(r) +p(g) daca r>g, (6.15)

pentru orice p > 0. Folosind (6.13) si (6.14) se deduce ca p,, satisface

() R =Ry,
(b) Exista L, > 0 cu proprietatea
Pu(r1) = pu(ra)| < Lulry =72 Vi, 2 €R, (6.16)

(€) Pu(r1) = pu(r2))(r1 —r2) >0 Vri, 72 €R,
(d) pu(r) =0 pentru orice r < 0.

Tinand cont de notatiile anterioare se considera urmatoarea problema penalizata.

Problema P,. Sa se determine campul deplasarilor w, : 1 — R? si campul tensiunilor
o, — S astfel incat

o, = Fe(uy,) in Q, (6.17)
Dive,+ fo=0 in Q, (6.18)
u, =0 pe I'y, (6.19)

o =f, pe Iy, (6.20)

—0uw = Pt pe I's, (6.21)

0 =0 pe I's. (6.22)
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Diferenta dintre problemele P si P, consta in faptul ca se inlocuieste conditia de contact cu
complianta normala si restrictie unilaterala (6.5) cu conditia de contact cu compliantd normald
(6.21). In aceasti conditie p reprezinta un parametru de penalizare care poate fi interpretat
ca deformabilitatea fundatiei, iar i reprezinta coeficientul de rigiditate al suprafetei.

Folosind aceleasi argumente ca si in cazul problemei P se obtine urmatoarea forma variationala
a problemei P,,.

Problema PX. Sa se determine campul deplasarilor w, € V' astfel incat

(Fe(u,),e(w))g + (P v)y = (fo)y Vo eV. (6.23)

Operatorul P, : V — V este definit prin
(Pyu,v)y = / pu(u)v,da Vu,veV. (6.24)
I's

Capitolul se incheie cu demonstrarea urmatorului rezultat de convergenta tare.

Teorema 6.2. Se presupune ca au loc (5.13), (6.7) si (6.16). Atunci
1) Pentru orice ju > 0 exista un unic element u, € V solufie a problemei PL/.
2) Existd un unic element u € U solutie a problemei PV .
3) Are loc urmatorul rezultat de convergenta tare

u, —u in V pentru p—0. (6.25)

Demonstratia Teoremei 6.2 se efectueaza in mai multe etape pe baza unor argumente
similare folosite i in [95] pentru problema cu contact Signorini. Contributia originala in
aceasta demonstratie consta in a trata termenul nonliniar ce implica operatorul P, acest
lucru conducand la noi dificultati matematice.

Rezultatul de convergenta din Teorema 6.2 este extins la solutia slaba corespunzatoare
problemelor P si P,. Astfel, este aratat ca:

o, —ollg, — 0 pentru p — 0. (6.26)

Pe langa interesul matematic, rezultatele de convergenta (6.25) si (6.26) au si un rol im-
portant din punct de vedere mecanic, deoarece se arata ca solutia slaba a problemei de contact
elastic cu complianta normala si restrictie unilaterala poate fi aproximata oricat de bine cu
solutia problemei de contact elastic cu complianta normala cu un coeficient de deformabilitate
suficient de mic.

6.4 Solutii numerice

In aceasta sectiune este prezentata o analiza numerica a problemei P.
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6.5 Exemplu numeric

Capitolul se incheie cu un exemplu numeric care valideaza rezultatele descrise In metoda de
penalizare.
Continutul acestui capitol va face obiectul articolului [8].



Capitolul 7

Analiza unei probleme de contact
quasistatica

In acest capitol este studiata o probleméa de contact quasistatic farad frecare pentru materiale
elastice neliniare. In contrast cu problema din Capitolul 6 procesul este quasistatic si contactul
este modelat cu complianta normala si termen memorie.

7.1 Formularea problemei
In aceast# sectiune este prezentata formularea clasica a problemei si sunt definite ipotezele
asupra datelor. Astfel, este considerata urméatoarea problema.

Problema Q. Sd se determine campul deplasdrilor w: Q x [0,T] — R? si campul tensiunilor
o :Qx[0,T] — S? astfel incdt pentru fiecare t € [0,T], au loc

o(t) = Fe(u(t)) in £, (7.1)

Dive(t) + fo(t) =0 in Q, (7.2)

u(t)=0 pe I}, (7.3)

o(t)v = fyt) pe T, (7.4)

o, (t) + p(u,(t)) + /0 b(t — s)u) (s)ds =0 pe I, (7.5)
o-(t)=0 pe T}, (7.6)

unde operatorul de elasticitate F satisface (5.13), fortele interne si tractiunile de suprafata
au regularitatea

fo € C(0, T LX(Q)),  fo € C([0,T]; L*(I2)?), (7.7)

functia compliantd normala p verifica (6.8) si functia memorie b are proprietatea

b e C([0, T]; L®(T'3)). (7.8)

22
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Noutatea acestei probleme consta in folosirea conditiei de contact (7.5) care arata ca are
loc un contact cu complianta normala i termen memorie. La momentul ¢, reactia fundatiei
depinde atat de valoarea curenta a contactului (reprezentata de termenul p(u,(t))) cat si de
cele anterioare (reprezentate de termenul integral).

Ca gi in Capitolul 6 este obtinuta o forma variationala a problemei Q.

Problema QY. Sd se determine campul deplasdrilor w : [0,T] — V astfel incdt pentru orice
t € [0,T] are loc egalitatea de mai jos

u(t) eV, (Fe(u(t)),e(v))q + (p(un(t)), vu)r2(ry)

t
—|—(/0 b(t — s)u (s)ds, vl,> £3a)
= (fo(t),v) 2y + (F2(t),v)2ry)e VO EV (7.9)

Aceasta egalitate reprezinta o ecuatie variationald neliniara cu termen integral Volterra pentru
campul deplasarilor.

7.2 Un rezultat de existenta si unicitate

In studiul problemei QY este prezentat urmétorul rezultat de existenta si unicitate.

Teorema 7.1. Dacd au loc (5.13), (6.8), (7.7) si (7.8) atunci Problema QV are o solutie
unicda cu proprietatea w € C([0,T]; V).

Teorema anterioara arata unicitatea solvabilitatii slabe a problemei ©. Mai mult, au loc

u e C([0,T];V) si o € C([0,T]; Q).

7.3 Dependenta continua de date

In aceastd sectiune este studiata dependenta de date a solutiei si este demonstrat un rezultat
de convergentd. Pentru fiecare p > 0 se definesc py, by, fo, si [o, perturbatii ale lui p, b, fg
si fo care satisfac conditiile (6.8), (7.8),(7.7).

Se considera urmatoarea problema variationala.

Problema Q,‘O/. Sa se determine campul deplasarilor w, : [0,T) — V astfel incdt pentru orice
t € [0,T] are loc egalitatea de mai jos:

up(t) €V, (Fe(up(t), e(v))q + (pp(upm (1)), v0) L2(ry)

t
+</0 by(t — s)u;“,/(s) ds, UV)L2(F3)
= (Fop(t),v) 2(pa + (F2,(t), V) p2(ry)e YV EV, (7.10)

unde up, reprezintda componenta normald a functiei w,,.
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De asemenea, sunt presupuse urmatoarele ipoteze asupra datelor

b, — b in C([0,7];L>*(I'3)) pentru p— 0, (7.11)
Jo, — fo in C([0,T7; L)% pentru p— 0, (7.12)
Fop — f2 I C([0,T7; L*(I'9)?)  pentru p — 0. (7.13)

Exista G : Ry — Ry si € Ry astfel incat

(a) [pp(,7) = p(a,7)| < G(p)(Ir| + B)
Vr € R, a.p.t. x € I's, pentru orice p > 0,

(b) lim G(p) = 0.

(7.14)

Este demonstrat urmatorul rezultat de convergenta.

Teorema 7.2. Dacd au loc (7.11)(7.14) atunci solutia w, a problemei QX converge cdtre
solutia w a problemei QV, i.e.

u, = u in c([0,T);V)  pentru  p— 0. (7.15)

Rezultatul de convergenta din Teorema 7.2 este extins si la functia de tensiune core-
spunzatoare, i.e.
o,—o in C([0,T];Q) pentrup— 0. (7.16)

Pe langa interesul matematic, rezultatele de convergenta (7.15) si (7.16) au si un rol important
din punct de vedere mecanic, deoarece se arata ca solutia slaba a problemei (7.1)—(7.6) depinde
continuu de functia complianta normala, de functia memorie, de fortele interne si de fortele
de tractiune pe frontiera.

7.4 Exemple numerice

Capitolul se incheie cu simuldri numerice care valideaza rezultatele de convergenta obtinute
in Teorema 7.2
Continutul acestui capitol va face obiectul articolului [74].



Capitolul 8

Analiza unei probleme de contact
viscoelastica

In ultimul capitol al tezei este studiatda o problema de contact fard frecare pentru materiale
véscoelastice neliniare. In contrast cu problemele studiate in Capitolul 6 si Capitolul 7 pro-
cesul este quasistatic si comportamentul materialului este descris folosind o lege constitutiva
vascoelastica cu memorie lunga. De asemenea, contactul este modelat folosind o conditie cu
complianta normala, termen memorie si restrictie unilaterala.

8.1 Formularea problemei

Capitolul incepe cu formularea clasica a problemei si ipotezele asupra datelor.

Problema M. Sa se determine campul deplasarilor w : Qx[0,T] — R? si campul tensiunilor
o :Qx[0,T] — S? astfel incdt pentru orice t € [0,T] au loc:

o(t) = Fe(ult)) + /0 R(t— s)e(uls))ds i Q, (8.1)
Dive(t) + fo(t) =0 In  Q, 8.2
u(t)=0 pe I}, 8.3
o(t)v = fy(t) pe T'a, (8.4)
Uu(t> <y,
7u(8) + plusl®) + [ bt = s)u (5)ds < 0

0 pe I, (8.5)

(s (1) = 9) (0 (8) + p(us (1))

— S u+ S)as | =

+/0b(t Juf (s)ds) =0

o-(t)=0 pe T}, (8.6)

25
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unde operatorul de elasticitate F verifica (5.13), operatorul de relaxare R satisface (5.15),
g > 0 este o restrictie datd pentru deplasarea normala, functia memorie b satisface (7.8),
functia complianta normala p verifica

(a) p: R — Ry,
b) Exista L, > 0 cu proprietatea
( p
Ip(r1) = p(r2)| < Lylr1 —r2| V71,12 €R, (8.7)

(¢) (p(r1) = p(r2))(r1 —r2) 20 Vri, rp €R,
(d) p(r) =0 pentru orice r < 0.

si fortele interne si tractiunile de suprafata au regularitatea (7.7).
Folosind argumente similare ca in Capitolul 6 si Capitolul 7 se obtine urmatoarea forma
variationala a problemei M.

Problema M. Sd se determine campul deplasarilor w : [0,T] — V astfel incat pentru orice
t € [0,T] are loc urmatoarea inegalitate:

u(t) e U, (Fe(u(t)),e(v) —e(u(t)))q

= Rt s)e(uls)) ds, e(v) — (),

+(p(un (), vw = w () 12(ry)

—i—(/ot b(t — s)u;f (s)ds,v, — u,,(t))

L*(I's)
2 (fo(t), v — u(t))2(a)
+(f2(t),v —u(t))p2(rye Vo €U (8.8)

Inegalitatea anterioara reprezinta o inegalitate variationala pentru campul deplasarilor cu
doi termeni integrali Volterra.

8.2 [Existenta si unicitatea

In studiul problemei M este demonstrat urmitorul rezultat de existenta gi unicitate.

Teorema 8.1. Dacd au loc (5.13), (5.15), (7.7), (7.8) si (8.7) atunci Problema MY are o
solutie unicd cu proprietatea u € C([0,T]; V).

Teorema 8.1 arata solvabilitatea slaba a problemei M. Mai mult, regularitatea solutiei
slabe este data de w € C([0,T]; V), o € C([0,T]; Q1).

8.3 Un prim rezultat de convergenta

In aceastd sectiune este studiata dependenta de date a solutiei si este demonstrat un rezultat
de convergenta. Este considerata urmatoarea problema variationala.
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Problema /\/l:)/. Sa se determine campul deplasarilor w, : [0,T] — V astfel incat pentru
orice t € [0,T] are loc inegalitatea de mai jos:

up(t) € U, (Fe(uy(t)). (o) — <lup(t)e
/ Ry (¢ — s)e(uy(s)) ds, (o) — e(up(1)))

F(Pp(upw (1), vy — () r2(ry)

Q

N —

L2(T'3)

> (fOp(t)7 v - up(t))LQ(Q)d
+(f2, (), v —wp(t) p2(ryye Vo €U, (8.9)
In inegalitatea anterioard pentru fiecare p > 0, Ry, pp, by, fo, i fa, sunt perturbatii ale
lui R, p, b, fo si fo care verifica (5.15), (8.7), (7.8) si (7.7).
Se fac urmatoarele presupuneri asupra datelor
R,—R in C([0,T]; Q) pentru p — 0, (8.10)
b, — b in C([0,7]; L*°(T's)) pentru p— 0, (8.11)
foo— fo i C(0,T;L*(Q)Y)  pentru p— 0, (8.12)
fap— fo i C(0,T;L*(I2)7) pentru p — 0, (8.13)

functiile p, si p verifica (7.14). Este demonstrat urmatorul rezultat de convergenta.

Teorema 8.2. Daca au loc (7.14), (8.10)—(8.13) atunci solutia u, a Problemei MI‘D/ converge
cdtre solutia uw a Problemei MV, i.e.

u,—u in C(0,T;V) pentru p— 0. (8.14)

Rezultatul de convergenta din Teorema 8.2 este extins gi la functia tensiune corespunzatoare,
ie.
o, — o in C([0,T];Q1) pentru p — 0. (8.15)
Pe langa interesul matematic, rezultatele de convergenta (8.14) si (8.15) au si un rol important
din punct de vedere mecanic, deoarece se arata ca solutia slaba a problemei (8.1)—(8.6) depinde

continuu de operatorul de relaxare, de functia compliantd normala, de functia memorie, de
fortele interne si de fortele de tractiune pe frontiera.

8.4 Al doilea rezultat de convergenta

In aceasta sectiune este demonstrat un rezultat de convergenta in studiul Problemei M
folosind penalizarea restrictiei. Este considerata urmatoarea problema de contact.
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Problema M,,. Sa se determine campul deplasarilor w,, :  x [0,T] — R? si campul tensiu-
nilor o, : Q x [0,T] — S¢ astfel incat pentru orice t € [0,T] au loc:

o u(t) = Fe(un(t)) + / R(t—s)e(u(s)ds in O (8.16)
0

Dive,(t) + fo(t) =0 in  Q (8.17)

u,(t)=0 pe T4, (8.18)

ou(t)v = falt) pe T'g, (8.19)

=0 (t) = pu(uw(t)) + /0 b(t —s) ujl,(s) ds  pe T}, (8.20)

ou-(t)=0 pe TIj, (8.21)

unde p, : R — R este definita prin (6.15) si satisface conditia (6.16).

Diferenta dintre problemele M si M, consta in faptul ca se inlocuieste conditia de contact
cu compliantd normala, termen memorie si restrictie unilaterald (8.5) cu conditia de contact cu
complianta normala si termen memorie (8.20). In aceastd conditie u reprezinta un parametru
de penalizare care poate fi interpretat ca si in Capitolul 6.

Folosind argumente similare ca gi in studiul problemei M se determina urméatoarea forma
variationala a problemei M,,.

Problema ./\/l/‘f Sa se determine campul deplasarilor w, : [0,T] — V astfel incit pentru
orice t € [0,T] are loc inegalitatea de mai jos:

(et o)a + [ Rlt = s)elans(s)ds. e(w),
' +
00y + [ 6= puts) s
= (Fo(t), V)2 + (f2(t), V) r2ryye YV EV. (8.22)
Este demonstrat urmatorul rezultat de existentd, unicitate si convergent.

Teorema 8.3. Daca au loc (5.13), (5.15), (7.8), (7.7), (8.7) si (6.14) atunci:
1) Pentru orice p > 0 Problema ./\/lL/ are o solutie unica care verifica u, € C([0,T]; V).
2) Solutia w, a problemei ML/ converge citre solutia w a problemei MV, adicd:

[l (t) —u(t)lv — 0 (8.23)
pentru p — 0, oricare ar fi t € [0,T).

Rezultatul de convergenta din Teorema 8.3 este extins la solutia slaba a problemelor de
contact corespunzatoare M si M,,. Astfel, este aratat ca:

lout) =)o, — 0 pentru p — 0. (8.24)
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Pe langa interesul matematic, rezultatele de convergenta (8.23) si (8.24) au si un rol impor-
tant din punct de vedere mecanic, deoarece se arata ca solutia slaba a problemei de contact
vascoelastic cu complianta normala, termen memorie si restrictie unilaterala poate fi aprox-
imata oricat de bine cu solutia problemei de contact vascoelastic cu complianta normala si
termen memorie cu un coeficient de deformabilitate suficient de mic.

8.5 Exemplu numeric

Capitolul se incheie cu simulari numerice care valideaza rezultatele de convergenta obtinute
in Teorema 8.2 si Teorema 8.3.

Materialul prezentat in acest capitol este original si a fost publicat in [97]. Ca si referinte
pentru problemele de contact vascoelastice cu memorie lunga sunt enumerate [85, 86, 87].
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