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3.1 O formulă de aproximare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
3.2 Cazul particular q = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.3 Cazul particular q = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.4 Exemple numerice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

II Modelarea şi analiza problemelor de contact 8

4 Preliminarii de analiză funcţională 9
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Introducere

Cuvinte cheie: lege constitutivă elastică, proces quasistatic, lege constitutivă v̂ıscoelastică,
metodă numerică, problemă Cauchy, complianţă normală, metodă Runge-Kutta, termen
memorie, metodă Steffensen, restricţie unilaterală, ordin de convergenţă, eroare locală de
trunchiere, inegalitate variaţională, zero-stabilitate.

Materialul din această teză este structurat ı̂n două părţi. Partea I conţine capitolele
1–3 şi are legătură cu metodele numerice pentru probleme cu valori iniţiale pentru ecuaţii
diferenţiale ordinare. În redactarea acestei părţi s-au folosit ı̂n mod special lucrările: [17],
[23], [54], [36]. Partea II conţine capitolele 4–8 şi are legătură cu modelarea şi analiza
problemelor de contact pentru materiale elastice sau vâscoelastice. În redactarea acestei părţi
s-au folosit ı̂n mod special lucrările: [39], [89], [95].

Contribuţia originală ı̂n prima parte a tezei constă ı̂n analiza unor metode numerice pentru
probleme Cauchy pentru ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul ı̂ntâi. Astfel,

ı̂n Capitolul 2 este studiată o combinaţie ı̂ntre o metodă de tip Steffensen şi metoda
trapezului pentru aproximarea soluţiilor unei probleme cu valori iniţiale scalare pentru
ecuaţii diferenţiale ordinare de ordin ı̂ntâi (Secţiunea 2.4). Sunt date condiţii astfel
ı̂ncât să se obţină aproximaţii bilaterale ale soluţiei (teoremele I.2.22– I.2.25). Aceste
rezultate au fost publicate ı̂n [70].

ı̂n Capitolul 3 este folosită o formulă de interpolare pentru a introduce o clasă de
metode numerice pentru aproximarea soluţiei unei probleme cu valori iniţiale scalare
pentru ecuaţii diferenţiale ordinare. Aceste metode pot fi identificate ca metode Runge-
Kutta explicite. Sunt determinate margini pentru eroarea locală de trunchiere, or-
dinele de convergenţă şi regiunile de absolut stabilitate şi sunt comparate cu cele pentru
metode Runge-Kutta explicite care au ordinul de convergenţă egal cu numărul de stagii
(Secţiunea 3.2, Secţiunea 3.3). Materialul din acest capitol a fost publicat ı̂n [71] şi [72].

Contribuţia originală ı̂n a doua parte a tezei constă ı̂n modelarea şi analiza unor probleme
de contact noi. Astfel,

ı̂n Capitolul 6 este analizată o extindere a unui rezultat prezentat ı̂n [95], unde se
consideră o problemă statică cu contact Signorini pentru materiale elastice neliniare.
Originalitatea rezultatului constă ı̂n faptul că această condiţie Signorini este ı̂nlocuită
cu o condiţie cu complianţă normală şi restricţie unilaterală. Este arătat că această
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Cuprins iii

nouă problemă conduce la o inegalitate variaţională eliptică pentru câmpul deplasare
(Secţiunea 6.1). Este demonstrat un rezultat de existenţă şi unicitate pentru soluţia
slabă a modelului (Teorema II.6.1) şi acest rezultat este obţinut şi folosind o metodă de
penalizare (Teorema II.6.2). Pentru aceasta este considerată o problemă cu complianţă
normală şi fără restricţii unilaterale (Secţiunea 6.3). Materialul din acest capitol va face
obiectul articolului [8].

ı̂n Capitolul 7 este studiată o nouă problemă de contact quasistatic, fără frecare pentru
materiale elastice neliniare. Noutatea constă ı̂n faptul că pentru componenta normală a
contactului se foloseşte o condiţie cu complianţă normală şi termen memorie. Se deter-
mină o fomulare variaţională a problemei sub forma unei ecuaţii variaţionale dependentă
de memorie pentru câmpul deplasare (Secţiunea 7.1). De asemenea, este demonstrată
solvabilitatea slabă (Teorema II.7.1) şi dependenţa continuă de date a soluţiei (Teorema
II.7.2). Aceste rezultate vor fi publicate ı̂n [74], iar rezultatele numerice au fost incluse
ı̂n [11].

ı̂n Capitolul 8 este analizată o nouă problemă de contact. Comportamentul materialului
este modelat folosind o lege constitutivă vâscoelastică cu memorie lungă şi contactul este
modelat cu complianţă normală, termen memorie şi restricţie unilaterală. Se obţine o
formulare variaţională a problemei sub forma unei inegalităţi variaţionale dependentă
de memorie pentru câmpul deplasărilor care include doi termeni integrali de tip Volterra
(Secţiunea 8.1). Se demonstrează solvabilitatea slabă (Teorema II.8.1) şi două rezultate
de convergenţă. Primul rezultat arată dependenţa continuă de date a soluţiei (Teorema
II.8.2), iar cel de-al doilea arată că soluţia slabă a problemei reprezintă limita soluţiei
slabe a unei probleme cu complianţă normală şi termen memorie atunci când coeficientul
de rigiditate al fundaţiei tinde la infinit (Teorema II.8.3). Materialul prezentat ı̂n acest
capitol a fost publicat ı̂n [97].



Partea I

Metode numerice pentru ecuaţii
diferenţiale ordinare
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Ecuaţii diferenţiale ordinare

În această secţiune sunt introduse noţiuni despre ecuaţiile diferenţiale ordinare. Pentru
ı̂nceput este definită noţiunea de ecuaţie diferenţială de ordinul ı̂ntâi şi ı̂n legătură cu aceasta
este prezentată forma unei probleme cu valori iniţiale şi anume





y′ = f(x, y) x ∈ I,

y(x0) = y0,
(1.1)

unde I ⊆ R este un interval mărginit sau nemărginit, x0 ∈ I, y0 ∈ Rn şi f : I ×Rn → Rn este
o funcţie dată. De asemenea, este analizat cazul ecuaţiilor autonome, i.e. f = f(y), şi cazul
ecuaţiilor de ordin superior. Secţiunea se ı̂ncheie cu o scurtă descriere a cazului particular de
ecuaţii diferenţiale liniare şi cu referinţe pentru alte cazuri particulare şi exemple clasice.

Noţiunile menţionate aici sunt standard şi pot fi găsite ı̂n lucrări ca: [3], [13], [38], [40],
[62], [101].

1.2 Existenţa şi unicitatea soluţiei

În această secţiune sunt menţionate noţiuni ca funcţie Lipschitz sau funcţie one-sided-Lipschitz.
Folosind aceste concepte sunt prezentate teoreme referitoare la existenţa şi unicitatea soluţiei
problemei (1.1) (Teorema Cauchy-Peano, Teorema Cauchy-Lipschitz) sau dependenţa de date
a soluţiei. Mai multe informaţii despre materialul prezentat ı̂n această secţiune pot fi găsite
ı̂n lucrări ca: [12], [23], [38], [62], [81], [101].
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Capitolul 2

Metode numerice pentru probleme
Cauchy

2.1 Noţiuni introductive

În această secţiune este definită forma generală, folosită pe parcursul tezei, a unei metode nu-
merice pentru aproximarea soluţiei unei probleme cu valori iniţiale pentru ecuaţii diferenţiale
ordinare. În legătură cu aceasta sunt introduse noţiuni ca: zero-stabilitate, consistenţă,
convergenţă, eroare locală de trunchiere, ordin de convergenţă, precum şi caracterizări ale
acestora. De asemenea sunt prezentate condiţii necesare şi suficiente pentru ca o metodă
să fie convergentă, i.e. să verifice condiţiile de zero-stabilitate şi consistenţă. În redactarea
acestei părţi s-au folosit ı̂n special: [17], [36], [42] şi [54].

În partea a doua a secţiunii sunt introduse noţiuni legate de metodele numerice pentru
aproximarea soluţiei unei ecuaţii algebrice neliniare. Astfel sunt prezentate metode ca: metoda
aproximaţiilor succesive, metoda Newton, metode de tip Steffensen. În redactarea acestei părţi
s-au folosit ı̂n special: [19], [25], [26].

2.2 Metode liniare multipas

În această secţiune este analizat un caz particular de metode numerice pentru problemele cu
valori iniţiale şi anume metodele liniare multipas. Pentru aceste metode sunt studiate noţiuni
ca ordin de convergenţă, polinom de stabilitate, regiune de absolut stabilitate. Mai mult, sunt
enunţate barierele lui Dahlquist. În redactarea acestei secţiuni s-au folosit ı̂n special: [24], [54],
[55].

2.3 Metode Runge-Kutta

În această secţiune este analizat un caz particular de metode numerice pentru problemele
cu valori iniţiale şi anume metodele Runke-Kutta. Ca şi ı̂n secţiunea anterioară pentru aceste
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4 Capitolul 2. Metode numerice pentru probleme Cauchy

metode sunt studiate noţiuni ca ordin de convergenţă, funcţie de stabilitate, regiune de absolut
stabilitate. În redactarea acestei secţiuni s-au folosit ı̂n special: [17], [54].

2.4 Aplicaţii ale metodei Steffensen pentru regula trapezului

În această secţiune este analizată o combinaţie ı̂ntre metoda trapezului şi o metodă de tip
Steffensen pentru aproximarea soluţiei unei probleme cu valori iniţiale scalară şi autonomă.
Se obţin condiţii pentru care această metodă generează aproximaţii bilaterale ale soluţiei.

2.5 Exemplu numeric

Capitolul se ı̂ncheie cu simulări numerice care exemplifică rezultatele din secţiunea anterioară.
Materialul prezentat ı̂n aceste ultime două secţiuni face obiectul articolului [70].



Capitolul 3

O clasă specială de metode
Runge-Kutta

3.1 O formulă de aproximare

În această secţiune sunt prezentate noţiuni legate de o formulă de aproximare a funcţiilor
analizată ı̂n [78]. Aceasta reprezintă o generalizare a unei formule de interpolare definită ı̂n
[103] şi este folosită pe parcursul acestui capitol pentru a defini o clasă de metode numerice
pentru problemele cu valori iniţiale scalare pentru ecuaţii diferenţiale de ordinul ı̂ntâi. Pentru
ı̂nceput este considerată o funcţie h : I → R derivabilă de (2q + 1) ori, q ∈ N, unde intervalul
I este mărginit şi are forma I = [x0, x0 +T ], T > 0. De asemenea, se defineşte clasa de funcţii
G prin:

G = {g : g(x) = h(x0) + (x− x0)
q∑

i=1

αih
′(x0 + βi(x− x0)),

αi, βi ∈ R, i = 1, q, x ∈ I}. (3.1)

Este considerată problema:
Să se determine funcţia g ∈ G astfel ı̂ncât

h(i)(x0) = g(i)(x0), i = 1, m, (3.2)

unde m ∈ N∗.
Valorile luate de coeficienţii βi sunt rădăcinile polinomului Legendre wq de grad q, i.e.

soluţiile ecuaţiei

wq(x) :=
q!

(2q)!
dq

dxq
[xq(x− 1)q] = 0, (3.3)

iar coeficienţii αi sunt definiţi prin

αi =
(q!)4

[(2q)!]2βi(1− βi)[w′q(βi)]2
, i = 1, q. (3.4)

5



6 Capitolul 3. O clasă specială de metode Runge-Kutta

Este enunţată următoarea teoremă, demonstrată ı̂n [78], care arată că problema anterioară
are o soluţie unică pentru m = 2q şi stabileşte ı̂n acest caz forma coeficienţilor αi şi βi.

Teorema 3.1. Dacă h : I → R este o funcţie derivabilă de (2q + 1)-ori pe I atunci există
o funcţie unică g ∈ G care satisface condiţiile (3.2) pentru m = 2q. Mai mult, coeficienţii
{αi}q

i=1 sunt definiţi de formula (3.4) şi {βi}q
i=1 sunt rădăcinile ecuaţiei (3.3).

Secţiunea se ı̂ncheie cu estimarea

|r[h]| ≤ M2q+1

(2q + 1)!
2[(2q)!]2 − [q!]4

[(2q)!]2
|x− x0|2q+1 (3.5)

pentru restul dat de
h(x) = g(x) + r[h], (3.6)

unde
M2q+1 = sup

x∈I
|h(2q+1)(x)|. (3.7)

3.2 Cazul particular q = 1

Se foloseşte metoda anterioară pentru cazul q = 1 şi se obţin β1 = 1
2 , α1 = 1, iar funcţia g are

forma
g(x) = h(x0) + (x− x0)h′(x0 + 1

2(x− x0)) (3.8)

şi verifică:
h(i)(x0) = g(i)(x0), i = 0, 2 (3.9)

şi
|h(x)− g(x)| ≤ 7

24M3|x− x0|3, (3.10)

unde M3 = sup
x∈I

|h′′′(x)|.
Folosind (3.8) se obţine o clasă de metode numerice pentru probleme Cauchy scalare şi

autonome de forma:

yi+1 = yi + hif(yi + 1
2hif(yi + 1

22 hif(yi + . . . + 1
2p0−1 hif(yi)) . . .), (3.11)

unde hi = xi+1−xi, i = 0, . . . , N−1 reprezintă lungimea pasului. Se arată că această metodă
este convergentă şi că este echivalentă cu o clasă de metode Runge-Kutta. De asemenea, se
determină ordinul de convergenţă, funcţia de stabilitate şi regiunea de absolut stabilitate.
Materialul din această secţiune face obiectul articolului [71].

3.3 Cazul particular q = 2

Se foloseşte metoda anterioară pentru cazul q = 2 şi se obţin

β1 = 3−√3
6 , β2 = 3+

√
3

6 , α1 = α2 = 1
2 , (3.12)



3.4. Exemple numerice 7

iar funcţia g are forma

g(x) = h(x0) + 1
2

[
h′(x0 + 3−√3

6 (x− x0)) + h′(x0 + 3+
√

3
6 (x− x0))

]
(3.13)

şi verifică:
h(i)(x0) = g(i)(x0), i = 0, 4 (3.14)

şi
|h(x)− g(x)| ≤ 71

4320M5|x− x0|5, (3.15)

unde M5 = sup
x∈I

|h(5)(x)|.
Folosind (3.8) şi pentru fiecare xi, i = 1, N notaţia

ui
qr = yi + 1

2βq
1β

r
2hi[f(ui

q+1r) + f(ui
qr+1)],

se obţine o clasă de metode numerice pentru probleme Cauchy scalare şi autonome de forma:

yi+1 = yi + 1
2hi[f(ui

10) + f(ui
01)], (3.16)

ui
k−jj = yi + 1

2βk−j
1 βj

2hi[f(ui
k−j+1j) + f(ui

k−jj+1)],

j = 0, k, k = 1, p0 − 1,

ui
p0−jj = yi, j = 0, p0,

unde hi = xi+1−xi, i = 0, . . . , N−1 reprezintă lungimea pasului. Se arată că această metodă
este convergentă şi că este echivalentă cu o clasă de metode Runge-Kutta. De asemenea,
se determină ordinul de convergenţă, funcţia de stabilitate şi regiunea de absolut stabilitate
pentru diverse cazuri particulare ale parametrului p0.
Materialul din această secţiune face obiectul articolului [72].

3.4 Exemple numerice

Capitolul se ı̂ncheie cu simulări numerice care exemplifică rezultatele din secţile anterioare.



Partea II

Modelarea şi analiza problemelor de
contact

8



Capitolul 4

Preliminarii de analiză funcţională

Acest capitol conţine preliminarii şi rezultate de bază de analiză funcţională care sunt folosite
ı̂n capitolele următoare.

4.1 Spaţii Banach şi spaţii Hilbert

În această secţiune sunt prezentate definiţii şi proprietăţi ale spaţiilor normate, incluzând
rezultate pentru spaţii Banach şi Hilbert. Astfel este menţionată Teorema lui Banach pentru
spaţii Banach, este definită noţiunea de proiecţie pe o mulţime convexă şi ı̂nchisă şi sunt
prezentate caracterizări ale acesteia. De asemenea, este amintită Teorema lui Riesz.

Secţiunea se ı̂ncheie cu un caz particular al Eberlein-Smulyan. Materialul prezentat este
standard şi poate fi găsit, de exemplu, ı̂n [5], [16].

4.2 Operatori monotoni

În această secţiune sunt introduse câteva rezultate despre operatori monotoni care vor fi
utilizate ı̂n studiul inegalităţiilor variaţionale. Astfel sunt definite noţiunile de operatori mon-
toni, strict monotoni, monotoni tari, non-expansivi, Lipschitz continui, hemi-continui, con-
tinui, pseudo-monotoni. De asemenea, este demonstrat un rezultat care arată că un operator
monoton şi hemi-continuu este pseudo-monoton. În final este prezentat următorul rezultat de
existenţă şi unicitate.

Teorema 4.1. Fie X un spaţiu Hilbert şi fie A : X → X un operator monoton tare şi
Lipschitz continuu. Atunci pentru fiecare f ∈ X există un unic element u ∈ X astfel ı̂ncât
Au = f .

Ca şi referinţe pentru rezultate de existenţă, unicitate şi regularitate pentru ecuaţii neliniare
cu operatori monotoni ı̂n spaţii Hilbert sunt date [14], [15].

9



10 Capitolul 4. Preliminarii de analiză funcţională

4.3 Inegalităţi variaţionale eliptice

În această secţiune este determinată o extindere a rezultatului de existenţă şi unicitate din
Teorema 4.1. Pentru ı̂nceput se consideră problema determinării unui element u astfel ı̂ncât

u ∈ K, (Au, v − u)X ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K, (4.1)

unde X este un spaţiu Hilbert, A : X → X este un operator, K ⊂ X şi f ∈ X. Este
demonstrat următorul rezultat care asigură existenţa şi unicitatea soluţiei pentru inegalitatea
variaţională eliptică de primul tip (4.1).

Teorema 4.2. Fie X un spaţiu Hilbert şi fie K ⊂ X o submulţime nevidă, convexă şi ı̂nchisă.
Dacă A : K → X este un operator monoton tare şi Lipschitz continuu atunci pentru fiecare
f ∈ X inegalitatea variaţională (4.1) are o soluţie unică.

4.4 Inegalităţi variaţionale cu memorie

În această secţiune este extins rezultatul din Teorema 4.2 la o clasă specială de inegalităţi
variaţionale dependente de timp. Este introdus conceptul de inegalitate quasi-variaţională
dependentă de memorie pentru care este demonstrat un rezultat de existenţă şi unicitate. Ca
şi ı̂n secţiunea anterioară se consideră problema determinării unei funcţii u ∈ C([0, T ]; X)
astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ [0, T ] să aibă loc inegalitatea de mai jos

u(t) ∈ K, (Au(t), v − u(t))X + (Su(t), v − u(t))X

≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K, (4.2)

unde
K este o submulţime nevidă convexă ı̂nchisă a lui X (4.3)

A : X → X este un operator monoton tare şi Lipschitz continuu, i.e.




(a) Există m > 0 cu proprietatea
(Au1 −Au2, u1 − u2)X ≥ m ‖u1 − u2‖2

X

∀u1, u2 ∈ X.

(b) Există M > 0 cu proprietatea
‖Au1 −Au2‖X ≤ M ‖u1 − u2‖X ∀u1, u2 ∈ X.

(4.4)

S : C([0, T ]; X) → C([0, T ]; X) satisface




Există LS > 0 cu proprietatea

‖Su1(t)− Su2(t)‖X ≤ LS

∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖X ds

∀u1, u2 ∈ C([0, T ];X), ∀ t ∈ [0, T ]

(4.5)
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şi
f ∈ C([0, T ]; X). (4.6)

Sunt demonstrate următoarele rezultate care asigură existenţa şi unicitatea soluţiei pentru
inegalitatea quasi-variaţională dependentă de memorie (4.2).

Teorema 4.3. Fie X un spaţiu Hilbert şi se presupune că au loc (4.3)–(4.6). Atunci (4.2)
are o soluţie unică u ∈ C([0, T ]; K).

Corolar 4.4. Fie X un spaţiu Hilbert şi se presupune că au loc (4.4)-(4.6). Atunci există o
unică funcţie u ∈ C([0, T ]; X) astfel ı̂ncât

(Au(t), v)X + (Su(t), v)X = (f(t), v)X ∀ v ∈ X, ∀ t ∈ [0, T ]. (4.7)

Ca şi referinţe ı̂n ceea ce priveşte inegalităţile variaţionale sunt date [6], [48], [50], [58],
[64], [68], [95].



Capitolul 5

Modelarea problemelor de contact

Acest capitol conţine material preliminar necesar pentru a introduce modelele matematice
analizate ı̂n Capitolele 6–8

5.1 Spaţii de funcţii ı̂n mecanica de contact

În această secţiune se determină spaţiile de funcţii, cu proprietăţile lor de bază, ı̂n care sunt
definite datele şi necunoscutele. Se notează cu Rd spaţiul liniar real d-dimensional şi cu Sd

spaţiul tensorilor simetrici de ordin doi pe Rd sau, echivalent, spaţiul matricilor simetrice de
ordin d. Produsele scalare şi normele corespunzătoare pe Rd şi Sd sunt definite prin

u · v = uivi, ‖v‖ = (v · v)1/2 ∀u = (ui), v = (vi) ∈ Rd,

σ · τ = σijτij , ‖τ‖ = (τ · τ )1/2 ∀σ = (σij), τ = (τij) ∈ Sd.

De asemenea, se notează cu Id operatorul identic pe Rd sau, echivalent, matricea unitate de
ordin d şi cu 0Rd , 0Sd elementele nule din Rd şi Sd.

Se consideră o mulţime Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3) deschisă, conexă, mărginită a cărei frontieră
Γ este Lipschitz continuă şi se descompune ı̂n trei părţi cu interioarele disjuncte Γ̄1, Γ̄2 şi Γ̄3

astfel ı̂ncât meas (Γ1) > 0.
Sunt introduse următoarele spaţii:

Cm(Ω) – spaţiul funcţiilor derivabile şi cu derivatele continue pe Ω până la ordinul m inclusiv;

C∞(Ω) – spaţiul funcţiilor infinit diferenţiabile pe Ω;

C∞
0 (Ω) – spaţiul funcţiilor infinit diferenţiabile cu suportul compact Ω;

Lp(Ω) – spaţiul Lebesgue al funcţiilor p-integrabile pe Ω, cu modificarea uzuală dacă p = ∞;

Lp(Γ) – spaţiul Lebesgue al funcţiilor p-integrabile pe Γ, cu modificarea uzuală dacă p = ∞;

Lp(Γ2) – spaţiul Lebesgue al funcţiilor p-integrabile pe Γ2, cu modificarea uzuală dacă p = ∞;

Lp(Γ3) – spaţiul Lebesgue al funcţiilor p-integrabile pe Γ3, cu modificarea uzuală dacă p = ∞;

12
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L1
loc(Ω) – spaţiul funcţiilor local integrabile pe Ω;

Wm,p(Ω) – spaţiul Sobolev al funcţiilor ale căror derivate slabe până la ordinul m sunt
p-integrabile pe Ω;

Hm(Ω) ≡ Wm,2(Ω), pentru m ı̂ntreg şi pozitiv.

De asemenea, dacă X reprezintă unul dintre spaţiile anterioare sunt folosite notaţiile Xd

şi Xd×d
s pentru spaţiile

Xd =
{

x = (xi) : xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ d
}
,

Xd×d
s =

{
x = (xij) : xij = xji ∈ X, 1 ≤ i, j ≤ d

}

şi ı̂n particular sunt folosite spaţiile

L2(Ω)d =
{

v = (vi) : vi ∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ d
}
, (5.1)

Q = L2(Ω)d×d
s =

{
τ = (τij) : τij = τji ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d

}
. (5.2)

Acestea sunt spaţii Hilbert cu produsele scalare

(u, v)L2(Ω)d =
∫

Ω
ui vi dx =

∫

Ω
u · v dx,

(σ, τ )Q =
∫

Ω
σij τij dx =

∫

Ω
σ · τ dx,

şi normele asociate notate cu ‖ · ‖L2(Ω)d şi ‖ · ‖Q.
Este definit operatorul de deformare ε : H1(Ω)d → Q prin

ε(u) = (εij(u)), εij(u) = 1
2 (ui,j + uj,i),

cantitatea ε(u) reprezentând tensorul deformare liniarizat asociat deplasării u.
Pe lângă aceste spaţii de funcţii sunt introduse şi spaţii de funcţii speciale pentru câmpul

deplasărilor şi câmpul tensiunilor. Deplasările sunt căutate ı̂n spaţiul

H1(Ω)d =
{

v = (vi) : vi ∈ H1(Ω), 1 ≤ i ≤ d
}

sau ı̂n submulţimi sau subspaţii ale acestuia ı̂n funcţie de condiţiile pe frontieră. Spaţiul
H1(Ω)d este un spaţiu Hilbert cu produsul scalar

(u, v)H1(Ω)d =
∫

Ω
(uivi + ui,jvi,j) dx,

şi norma corespunzătoare

‖v‖H1(Ω)d =
(∫

Ω
(vi vi + vi,j vi,j) dx

)1/2
. (5.3)
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Pentru un element v ∈ H1(Ω)d se definesc urma pe frontiera Γ, γ : H1(Ω)d → L2(Γ)d, şi
componentele normală şi tangenţială. Astfel,

vν = v · ν, vτ = v − vνν. (5.4)

Pentru studiul problemelor de contact din Capitolele 6–8 este utilizat ı̂n mod frecvent subspaţiul
V al lui H1(Ω)d definit prin

V = {v ∈ H1(Ω)d : v = 0 a.p.t. pe Γ1 }, (5.5)

condiţia ‘ v = 0 a.p.t. pe Γ1” fiind ı̂nţeleasă ı̂n sensul urmei, i.e. γv = 0 a.p.t. pe Γ1. Pe V
se defineşte produsul scalar (· , ·)V prin

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q (5.6)

şi norma indusă de acesta
‖v‖V = ‖ε(v)‖Q. (5.7)

Se arată că există o constantă pozitivă c0 care depinde de Ω, Γ1 şi Γ3 astfel ı̂ncât

‖v‖L2(Γ3)d ≤ c0 ‖v‖V ∀v ∈ V. (5.8)

Pentru a defini un spaţiu de funcţii pentru câmpul tensiunilor este extinsă definiţia noţiunii
de divergenţă pentru un câmp tensorial regular. Astfel este introdus ı̂n mod direct conceptul
de divergenţă slabă.

Definiţia 5.1. Fie σ = (σij) şi w = (wi) astfel ı̂ncât σij = σji ∈ L1
loc(Ω), wi ∈ L1

loc(Ω)
pentru orice 1 ≤ i, j ≤ d. Atunci w se numeşte divergenţă slabă a lui σ dacă

∫

Ω
σijϕi,j dx = −

∫

Ω
wi ϕi dx ∀ϕ = (ϕi) ∈ C∞

0 (Ω)d.

Se defineşte spaţiul
Q1 = { τ ∈ Q : Div τ ∈ L2(Ω)d }, (5.9)

care este un spaţiu Hilbert cu produsul scalar

(σ, τ )Q1 = (σ, τ )Q + (Div σ,Div τ )L2(Ω)d

şi norma asociată ‖ · ‖Q1 .
Secţiunea se ı̂ncheie cu definirea componentei normale şi tangenţiale pentru câmpul ten-

siune σ pe frontiera Γ
σν = (σν) · ν, στ = σν − σνν (5.10)

şi cu enunţarea formulei lui Green
∫

Ω
σ · ε(v) dx +

∫

Ω
Div σ · v dx =

∫

Γ
σν · v da ∀v ∈ H1(Ω)d. (5.11)
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5.2 Geometria problemei şi legi constitutive

În această secţiune este descrisă configuraţia geometrică a modelului folosit pentru problemele
din capitolele următoare. Se presupune că un corp deformabil ocupă, ı̂n configuraţia de
referinţă, o mulţime conexă, deschisă şi mărginită Ω ⊂ Rd cu frontiera Γ compusă din trei
părţi Γ̄1, Γ̄2 şi Γ̄3 cu interioarele disjuncte. Corpul este fixat pe Γ1, forţe externe de suprafaţă
cu densitatea f2 acţionează pe Γ2 şi forţe interne cu densitatea f0 acţionează ı̂n Ω. În
configuraţia de referinţă corpul este ı̂n contact pe Γ3 cu un obstacol, numit fundaţie.

Sunt prezentate modele care descriu echilibrul mecanic al corpului, ı̂n cadrul deformărilor
mici. Se vor folosi notaţiile u, σ şi ε = ε(u) pentru vectorul deplasare, vectorul tensiune,
respectiv vectorul deformare liniarizat. Acestea sunt funcţii care depind de variabila spaţială
x şi eventual de variabila temporală t.

Este considerată legea constitutivă elastică

σ = Fε(u) (5.12)

unde F este o funcţie neliniară dată. Se presupune că operatorul de elasticitate F verifică
următoarele condiţii





(a) F : Ω× Sd → Sd.

(b) Există LF > 0 astfel ı̂ncât
‖F(x, ε1)−F(x, ε2)‖ ≤ LF‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, a. p. t. x ∈ Ω.

(c) Există mF > 0 astfel ı̂ncât
(F(x, ε1)−F(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mF ‖ε1 − ε2‖2

∀ ε1, ε2 ∈ Sd, a. p. t. x ∈ Ω.

(d) Aplicaţia x 7→ F(x, ε) este măsurabilă pe Ω,
pentru orice ε ∈ Sd.

(e) Aplicaţia x 7→ F(x,0Sd) aparţine lui Q.

(5.13)

Sunt enumerate şi câteva cazuri particulare pentru legea (5.12) ı̂n cazul când d = 3.
Este considerată legea constitutivă vâscoelastică cu memorie lungă

σ(t) = Fε(u(t)) +
∫ t

0
R(t− s, ε(u(s))) ds, (5.14)

unde operatorul de elasticitate F verifică (5.13), iar operatorul de relaxareR satisface condiţiile




(a) R : Ω× [0, T ]× Sd → Sd.
(b) R(x, t, ε) = (rijkl(x, t)εkl) pentru orice ε = (εij) ∈ Sd,

t ∈ [0, T ], a.p.t. x ∈ Ω.
(c) rijkl = rjikl = rklij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)),

1 ≤ i, j, k, l ≤ d.

(5.15)



16 Capitolul 5. Modelarea problemelor de contact

Folosind (5.15) legea constitutivă (5.14) este scrisă sub forma

σ(t) = Fε(u(t)) +
∫ t

0
R(t− s)ε(u(s)) ds. (5.16)

Ca şi referinţe pentru legile constitutive elastice şi vâscoelastice sunt date [21, 27, 28, 34, 39,
59, 80, 89, 93, 102].

5.3 Condiţii de contact

În ultima secţiune a capitolului sunt introduse condiţiile pe frontieră şi ecuaţia de echilibru.
Se presupune că forţele interne şi forţele de tracţiune se modifică ı̂ncet ı̂n timp astfel ı̂ncât
inerţia sistemului mecanic este neglijabilă. În aceste condiţii câmpul tensiune verifică ecuaţia
de echilibru

Div σ + f0 = 0 ı̂n Ω. (5.17)

Deoarece corpul este fixat pe Γ1 se impune condiţia

u = 0 pe Γ1. (5.18)

Condiţia de tracţiune pe frontieră
σν = f2 pe Γ2 (5.19)

defineşte vectorul tensiune σν pe Γ2.
La sfârşitul acestei secţiuni sunt prezentate o serie de condiţii de contact pe Γ3 cum ar fi

condiţia Signorini
uν ≤ 0, σν ≤ 0, σνuν = 0 (5.20)

sau condiţia cu complianţă normală şi restricţie unilaterală
{

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)(σν + p(uν)) = 0.
(5.21)

În direcţia tangenţială se presupune că nu au loc frecări, adică

στ = 0. (5.22)

Ca şi referinţe pentru acestă secţiune sunt date [39], [49, 51, 52, 60], [89], [93], [95].



Capitolul 6

Analiza unei probleme de contact
statică

În acest capitol este studiată o problemă de contact pentru materiale elastice neliniare fără
frecare. Procesul este static şi se foloseşte o lege constitutivă de forma (5.12). Problema
prezentată este o generalizare a unei probleme de contact din [95]. Diferenţa constă ı̂n faptul
că ı̂n acest caz se foloseşte o condiţie de contact cu complianţă normală şi restricţie unilaterală
de forma (5.21), spre deosbire de problema analizată ı̂n [95] unde se utilizează o condiţie de
contact Signorini de forma (5.20).

6.1 Formularea problemei

Capitolul ı̂ncepe cu formularea clasică a problemei şi ipotezele asupra datelor.

Problema P. Să se determine câmpul deplasărilor u : Ω → Rd şi câmpul tensiunilor σ :
Ω → Sd astfel ı̂ncât

σ = Fε(u) ı̂n Ω, (6.1)

Div σ + f0 = 0 ı̂n Ω, (6.2)

u = 0 pe Γ1, (6.3)

σν = f2 pe Γ2, (6.4)

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0

(σν + p(uν))(uν − g) = 0

}
pe Γ3, (6.5)

στ = 0 pe Γ3, (6.6)

unde F verifică (5.13), forţele interne şi forţele de tracţiune pe frontieră satisfac

f0 ∈ L2(Ω)d, f2 ∈ L2(Γ2)d (6.7)

17
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şi funcţia complianţă normală p are proprietăţile




(a) p : Γ3 × R→ R+.
(b) ExistăLp > 0 a. ı̂.

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, a.p.t. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, a.p.t. x ∈ Γ3.

(d) Aplicaţia x 7→ p(x, r) este măsurabilă pe Γ3,
pentru orice r ∈ R.

(e) p(x, r) = 0 pentru orice r ≤ 0, a.p.t. x ∈ Γ3.

(6.8)

Folosind formula lui Green (5.11), condiţiile pe frontieră (6.3)–(6.5) şi Teorema lui Riesz
pentru a defini elementul f ∈ V prin

(f , v)V =
∫

Ω
f0 · v dx +

∫

Γ2

f2 · v da ∀v ∈ V (6.9)

şi operatorul P : V → V prin

(Pu,v)V =
∫

Γ3

p(uν)vνda ∀v ∈ V (6.10)

se obţine următoarea formă variaţională pentru Problema P.
Problema PV . Să se determine câmpul deplasărilor u ∈ U astfel ı̂ncât

(Fε(u), ε(v)− ε(u))Q + (Pu,v − u)V ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U. (6.11)

Aceasta constă ı̂ntr-o inegalitate variaţională de primul tip pentru câmpul deplasărilor u ∈ U ,
unde U reprezintă mulţimea deplasărilor admisibile definită prin

U = {v ∈ V : vν ≤ g a.p.t Γ3 }. (6.12)

6.2 Existenţă şi unicitate

În această secţiune este demonstrat un rezultat de existenţă şi unicitate care arată solvabili-
tatea unică a inegalităţii (6.11).

Teorema 6.1. Dacă au loc (5.13), (6.7) şi (6.8) atunci Problema PV are o soluţie unică
u ∈ U .

Demonstraţia acestei teoreme se bazează pe noţiuni legate de inegalităţile variaţionale
eliptice. Înlocuind u ∈ U , dat de (6.12), ı̂n (6.1) se obţine un element σ ∈ Q care verifică
(6.2). Folosind ipoteza asupra forţelor interne, (6.7), se deduce că σ ∈ Q1. Perechea (u,σ) se
numeşte soluţie slabă a problemei P.
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6.3 Penalizare

În această secţiune solvabilitatea slabă a problemei P este demonstrată folosind o metodă de
penalizare pentru funcţia complianţă normală . Pentru ı̂nceput se consideră cazul omogen,
i.e. se presupune că funcţia complianţă normală nu depinde de poziţia punctului x ∈ Γ3 şi ı̂n
acest caz (6.8) devine





(a) p : R→ R+,
(b) Există Lp > 0 cu proprietatea

|p(r1)− p(r2)| ≤ Lp|r1 − r2|, ∀ r1, r2 ∈ R,
(c) (p(r1)− p(r2))(r1 − r2) ≥ 0, ∀ r1, r2 ∈ R,
(d) p(r) = 0 pentru orice r < 0.

(6.13)

De asemenea, se definesc funcţia q cu proprietăţile




(a) q : [g,+∞] → R+,
(b) Există Lq > 0 cu proprietatea

|q(r1)− q(r2)| ≤ Lq|r1 − r2|, ∀ r1, r2 ≥ g,
(c) (q(r1)− q(r2))(r1 − r2) > 0, ∀ r1, r2 ≥ g, r1 6= r2,
(d) q(g) = 0

(6.14)

şi funcţia pµ : R→ R prin

pµ(r) =





p(r) dacă r ≤ g,

1
µ q(r) + p(g) dacă r > g,

(6.15)

pentru orice µ > 0. Folosind (6.13) şi (6.14) se deduce că pµ satisface




(a) pµ : R→ R+,
(b) Există Lµ > 0 cu proprietatea

|pµ(r1)− pµ(r2)| ≤ Lµ|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R,
(c) (pµ(r1)− pµ(r2))(r1 − r2) ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R,
(d) pµ(r) = 0 pentru orice r < 0.

(6.16)

Ţinând cont de notaţiile anterioare se consideră următoarea problemă penalizată.

Problema Pµ. Să se determine câmpul deplasărilor uµ : Ω → Rd şi câmpul tensiunilor
σµ : Ω → Sd astfel ı̂ncât

σµ = Fε(uµ) ı̂n Ω, (6.17)

Div σµ + f0 = 0 ı̂n Ω, (6.18)

uµ = 0 pe Γ1, (6.19)

σµν = f2 pe Γ2, (6.20)

−σµν = pµ(uµν) pe Γ3, (6.21)

σµτ = 0 pe Γ3. (6.22)
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Diferenţa dintre problemele P şi Pµ constă ı̂n faptul că se ı̂nlocuieşte condiţia de contact cu
complianţă normală şi restricţie unilaterală (6.5) cu condiţia de contact cu complianţă normală
(6.21). În această condiţie µ reprezintă un parametru de penalizare care poate fi interpretat
ca deformabilitatea fundaţiei, iar 1

µ reprezintă coeficientul de rigiditate al suprafeţei.
Folosind aceleaşi argumente ca şi ı̂n cazul problemei P se obţine următoarea formă variaţională

a problemei Pµ.

Problema PV
µ . Să se determine câmpul deplasărilor uµ ∈ V astfel ı̂ncât

(Fε(uµ), ε(v))Q + (Pµuµ,v)V = (f , v)V ∀v ∈ V. (6.23)

Operatorul Pµ : V → V este definit prin

(Pµu,v)V =
∫

Γ3

pµ(uν)vν da ∀u, v ∈ V. (6.24)

Capitolul se ı̂ncheie cu demonstrarea următorului rezultat de convergenţă tare.

Teorema 6.2. Se presupune că au loc (5.13), (6.7) şi (6.16). Atunci
1) Pentru orice µ > 0 există un unic element uµ ∈ V soluţie a problemei PV

µ .
2) Există un unic element u ∈ U soluţie a problemei PV .
3) Are loc următorul rezultat de convergenţă tare

uµ → u ı̂n V pentru µ → 0. (6.25)

Demonstraţia Teoremei 6.2 se efectuează ı̂n mai multe etape pe baza unor argumente
similare folosite şi ı̂n [95] pentru problema cu contact Signorini. Contribuţia originală ı̂n
această demonstraţie constă ı̂n a trata termenul nonliniar ce implică operatorul P , acest
lucru conducând la noi dificultăţi matematice.

Rezultatul de convergenţă din Teorema 6.2 este extins la soluţia slabă corespunzătoare
problemelor P şi Pµ. Astfel, este arătat că:

‖σµ − σ‖Q1 → 0 pentru µ → 0. (6.26)

Pe lângă interesul matematic, rezultatele de convergenţă (6.25) şi (6.26) au şi un rol im-
portant din punct de vedere mecanic, deoarece se arată că soluţia slabă a problemei de contact
elastic cu complianţă normală şi restricţie unilaterală poate fi aproximată oricât de bine cu
soluţia problemei de contact elastic cu complianţă normală cu un coeficient de deformabilitate
suficient de mic.

6.4 Soluţii numerice

În această secţiune este prezentată o analiză numerică a problemei P.
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6.5 Exemplu numeric

Capitolul se ı̂ncheie cu un exemplu numeric care validează rezultatele descrise ı̂n metoda de
penalizare.
Conţinutul acestui capitol va face obiectul articolului [8].



Capitolul 7

Analiza unei probleme de contact
quasistatică

În acest capitol este studiată o problemă de contact quasistatic fără frecare pentru materiale
elastice neliniare. În contrast cu problema din Capitolul 6 procesul este quasistatic şi contactul
este modelat cu complianţă normală şi termen memorie.

7.1 Formularea problemei

În această secţiune este prezentată formularea clasică a problemei şi sunt definite ipotezele
asupra datelor. Astfel, este considerată următoarea problemă.

Problema Q. Să se determine câmpul deplasărilor u : Ω× [0, T ] → Rd şi câmpul tensiunilor
σ : Ω× [0, T ] → Sd astfel ı̂ncât pentru fiecare t ∈ [0, T ], au loc

σ(t) = Fε(u(t)) ı̂n Ω, (7.1)

Div σ(t) + f0(t) = 0 ı̂n Ω, (7.2)

u(t) = 0 pe Γ1, (7.3)

σ(t)ν = f2(t) pe Γ2, (7.4)

σν(t) + p(uν(t)) +
∫ t

0
b(t− s)u+

ν (s)ds = 0 pe Γ3, (7.5)

στ (t) = 0 pe Γ3, (7.6)

unde operatorul de elasticitate F satisface (5.13), forţele interne şi tracţiunile de suprafaţă
au regularitatea

f0 ∈ C([0, T ]; L2(Ω)d), f2 ∈ C([0, T ]; L2(Γ2)d), (7.7)

funcţia complianţă normală p verifică (6.8) şi funcţia memorie b are proprietatea

b ∈ C([0, T ]; L∞(Γ3)). (7.8)
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Noutatea acestei probleme constă ı̂n folosirea condiţiei de contact (7.5) care arată că are
loc un contact cu complianţă normală şi termen memorie. La momentul t, reacţia fundaţiei
depinde atât de valoarea curentă a contactului (reprezentată de termenul p(uν(t))) cât şi de
cele anterioare (reprezentate de termenul integral).

Ca şi ı̂n Capitolul 6 este obţinută o formă variaţională a problemei Q.

Problema QV . Să se determine câmpul deplasărilor u : [0, T ] → V astfel ı̂ncât pentru orice
t ∈ [0, T ] are loc egalitatea de mai jos

u(t) ∈ V, (Fε(u(t)), ε(v))Q + (p(uν(t)), vν)L2(Γ3)

+
(∫ t

0
b(t− s)u+

ν (s) ds, vν

)
L2(Γ3)

= (f0(t), v)L2(Ω)d + (f2(t),v)L2(Γ2)d ∀v ∈ V (7.9)

Această egalitate reprezintă o ecuaţie variaţională neliniară cu termen integral Volterra pentru
câmpul deplasărilor.

7.2 Un rezultat de existenţă şi unicitate

În studiul problemei QV este prezentat următorul rezultat de existenţă şi unicitate.

Teorema 7.1. Dacă au loc (5.13), (6.8), (7.7) şi (7.8) atunci Problema QV are o soluţie
unică cu proprietatea u ∈ C([0, T ]; V ).

Teorema anterioară arată unicitatea solvabilităţii slabe a problemei Q. Mai mult, au loc
u ∈ C([0, T ]; V ) şi σ ∈ C([0, T ]; Q1).

7.3 Dependenţa continuă de date

În această secţiune este studiată dependenţa de date a soluţiei şi este demonstrat un rezultat
de convergenţă. Pentru fiecare ρ > 0 se definesc pρ, bρ, f0ρ şi f2ρ perturbaţii ale lui p, b, f0

şi f2 care satisfac condiţiile (6.8), (7.8),(7.7).
Se consideră următoarea problemă variaţională.

Problema QV
ρ . Să se determine câmpul deplasărilor uρ : [0, T ] → V astfel ı̂ncât pentru orice

t ∈ [0, T ] are loc egalitatea de mai jos:

uρ(t) ∈ V, (Fε(uρ(t)), ε(v))Q + (pρ(uρν(t)), vν)L2(Γ3)

+
(∫ t

0
bρ(t− s)u+

ρν(s) ds, vν

)
L2(Γ3)

= (f0ρ(t), v)L2(Ω)d + (f2ρ(t), v)L2(Γ2)d ∀v ∈ V, (7.10)

unde uρν reprezintă componenta normală a funcţiei uρ.
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De asemenea, sunt presupuse următoarele ipoteze asupra datelor

bρ → b ı̂n C([0, T ]; L∞(Γ3)) pentru ρ → 0, (7.11)
f0ρ → f0 ı̂n C([0, T ]; L2(Ω)d) pentru ρ → 0, (7.12)

f2ρ → f2 ı̂n C([0, T ]; L2(Γ2)d) pentru ρ → 0. (7.13)




Există G : R+ → R+ şi β ∈ R+ astfel ı̂ncât

(a) |pρ(x, r)− p(x, r)| ≤ G(ρ)(|r|+ β)
∀ r ∈ R, a.p.t. x ∈ Γ3, pentru orice ρ > 0,

(b) lim
ρ→0

G(ρ) = 0.

(7.14)

Este demonstrat următorul rezultat de convergenţă.

Teorema 7.2. Dacă au loc (7.11)–(7.14) atunci soluţia uρ a problemei QV
ρ converge către

soluţia u a problemei QV , i.e.

uρ → u ı̂n C([0, T ]; V ) pentru ρ → 0. (7.15)

Rezultatul de convergenţă din Teorema 7.2 este extins şi la funcţia de tensiune core-
spunzătoare, i.e.

σρ → σ ı̂n C([0, T ]; Q1) pentru ρ → 0. (7.16)

Pe lângă interesul matematic, rezultatele de convergenţă (7.15) şi (7.16) au şi un rol important
din punct de vedere mecanic, deoarece se arată că soluţia slabă a problemei (7.1)–(7.6) depinde
continuu de funcţia complianţă normală, de funcţia memorie, de forţele interne şi de forţele
de tracţiune pe frontieră.

7.4 Exemple numerice

Capitolul se ı̂ncheie cu simulări numerice care validează rezultatele de convergenţă obţinute
ı̂n Teorema 7.2
Conţinutul acestui capitol va face obiectul articolului [74].



Capitolul 8

Analiza unei probleme de contact
v̂ıscoelastică

În ultimul capitol al tezei este studiată o problemă de contact fără frecare pentru materiale
vâscoelastice neliniare. În contrast cu problemele studiate ı̂n Capitolul 6 şi Capitolul 7 pro-
cesul este quasistatic şi comportamentul materialului este descris folosind o lege constitutivă
vâscoelastică cu memorie lungă. De asemenea, contactul este modelat folosind o condiţie cu
complianţă normală, termen memorie şi restricţie unilaterală.

8.1 Formularea problemei

Capitolul ı̂ncepe cu formularea clasică a problemei şi ipotezele asupra datelor.

Problema M. Să se determine câmpul deplasărilor u : Ω× [0, T ] → Rd şi câmpul tensiunilor
σ : Ω× [0, T ] → Sd astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ [0, T ] au loc:

σ(t) = Fε(u(t)) +
∫ t

0
R(t− s)ε(u(s)) ds ı̂n Ω, (8.1)

Div σ(t) + f0(t) = 0 ı̂n Ω, (8.2)

u(t) = 0 pe Γ1, (8.3)

σ(t)ν = f2(t) pe Γ2, (8.4)

uν(t) ≤ g,

σν(t) + p(uν(t)) +
∫ t

0
b(t− s)u+

ν (s)ds ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t))

+
∫ t

0
b(t− s)u+

ν (s)ds
)

= 0





pe Γ3, (8.5)

στ (t) = 0 pe Γ3, (8.6)
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unde operatorul de elasticitate F verifică (5.13), operatorul de relaxare R satisface (5.15),
g > 0 este o restricţie dată pentru deplasarea normală, funcţia memorie b satisface (7.8),
funcţia complianţă normală p verifică





(a) p : R→ R+,
(b) Există Lp > 0 cu proprietatea

|p(r1)− p(r2)| ≤ Lp|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R,
(c) (p(r1)− p(r2))(r1 − r2) ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R,
(d) p(r) = 0 pentru orice r < 0.

(8.7)

şi forţele interne şi tracţiunile de suprafaţă au regularitatea (7.7).
Folosind argumente similare ca ı̂n Capitolul 6 şi Capitolul 7 se obţine următoarea formă

variaţională a problemei M.

Problema MV . Să se determine câmpul deplasărilor u : [0, T ] → V astfel ı̂ncât pentru orice
t ∈ [0, T ] are loc următoarea inegalitate:

u(t) ∈ U, (Fε(u(t)), ε(v)− ε(u(t)))Q

+
(∫ t

0
R(t− s)ε(u(s)) ds, ε(v)− ε(u(t))

)
Q

+(p(uν(t)), vν − uν(t))L2(Γ3)

+
(∫ t

0
b(t− s)u+

ν (s) ds, vν − uν(t)
)

L2(Γ3)

≥ (f0(t),v − u(t))L2(Ω)d

+(f2(t), v − u(t))L2(Γ2)d ∀v ∈ U. (8.8)

Inegalitatea anterioară reprezintă o inegalitate variaţională pentru câmpul deplasărilor cu
doi termeni integrali Volterra.

8.2 Existenţa şi unicitatea

În studiul problemei M este demonstrat următorul rezultat de existenţă şi unicitate.

Teorema 8.1. Dacă au loc (5.13), (5.15), (7.7), (7.8) şi (8.7) atunci Problema MV are o
soluţie unică cu proprietatea u ∈ C([0, T ]; V ).

Teorema 8.1 arată solvabilitatea slabă a problemei M. Mai mult, regularitatea soluţiei
slabe este dată de u ∈ C([0, T ];V ), σ ∈ C([0, T ]; Q1).

8.3 Un prim rezultat de convergenţă

În această secţiune este studiată dependenţa de date a soluţiei şi este demonstrat un rezultat
de convergenţă. Este considerată următoarea problemă variaţională.
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Problema MV
ρ . Să se determine câmpul deplasărilor uρ : [0, T ] → V astfel ı̂ncât pentru

orice t ∈ [0, T ] are loc inegalitatea de mai jos:

uρ(t) ∈ U, (Fε(uρ(t)), ε(v)− ε(uρ(t)))Q

+
( ∫ t

0
Rρ(t− s)ε(uρ(s)) ds, ε(v)− ε(uρ(t))

)
Q

+(pρ(uρν(t)), vν − uρν(t))L2(Γ3)

+
(∫ t

0
bρ(t− s)u+

ρν(s) ds, vν − uρν(t)
)

L2(Γ3)

≥ (f0ρ(t), v − uρ(t))L2(Ω)d

+(f2ρ(t),v − uρ(t))L2(Γ2)d ∀v ∈ U, (8.9)

În inegalitatea anterioară pentru fiecare ρ > 0, Rρ, pρ, bρ, f0ρ şi f2ρ sunt perturbaţii ale
lui R, p, b, f0 şi f2 care verifică (5.15), (8.7), (7.8) şi (7.7).

Se fac următoarele presupuneri asupra datelor

Rρ →R ı̂n C([0, T ];Q∞) pentru ρ → 0, (8.10)
bρ → b ı̂n C([0, T ]; L∞(Γ3)) pentru ρ → 0, (8.11)
f0ρ → f0 ı̂n C([0, T ]; L2(Ω)d) pentru ρ → 0, (8.12)

f2ρ → f2 ı̂n C([0, T ]; L2(Γ2)d) pentru ρ → 0, (8.13)

funcţiile pρ şi p verifică (7.14). Este demonstrat următorul rezultat de convergenţă.

Teorema 8.2. Dacă au loc (7.14), (8.10)–(8.13) atunci soluţia uρ a Problemei MV
ρ converge

către soluţia u a Problemei MV , i.e.

uρ → u ı̂n C([0, T ]; V ) pentru ρ → 0. (8.14)

Rezultatul de convergenţă din Teorema 8.2 este extins şi la funcţia tensiune corespunzătoare,
i.e.

σρ → σ ı̂n C([0, T ]; Q1) pentru ρ → 0. (8.15)

Pe lângă interesul matematic, rezultatele de convergenţă (8.14) şi (8.15) au şi un rol important
din punct de vedere mecanic, deoarece se arată că soluţia slabă a problemei (8.1)–(8.6) depinde
continuu de operatorul de relaxare, de funcţia complianţă normală, de funcţia memorie, de
forţele interne şi de forţele de tracţiune pe frontieră.

8.4 Al doilea rezultat de convergenţă

În această secţiune este demonstrat un rezultat de convergenţă ı̂n studiul Problemei M
folosind penalizarea restricţiei. Este considerată următoarea problemă de contact.
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Problema Mµ. Să se determine câmpul deplasărilor uµ : Ω× [0, T ] → Rd şi câmpul tensiu-
nilor σµ : Ω× [0, T ] → Sd astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ [0, T ] au loc:

σµ(t) = Fε(uµ(t)) +
∫ t

0
R(t− s)ε(uµ(s)) ds ı̂n Ω, (8.16)

Div σµ(t) + f0(t) = 0 ı̂n Ω, (8.17)

uµ(t) = 0 pe Γ1, (8.18)

σµ(t)ν = f2(t) pe Γ2, (8.19)

−σµν(t) = pµ(uµν(t)) +
∫ t

0
b(t− s) u+

µν(s) ds pe Γ3, (8.20)

σµτ (t) = 0 pe Γ3, (8.21)

unde pµ : R→ R este definită prin (6.15) şi satisface condiţia (6.16).
Diferenţa dintre problemele M şi Mµ constă ı̂n faptul că se ı̂nlocuieşte condiţia de contact

cu complianţă normală, termen memorie şi restricţie unilaterală (8.5) cu condiţia de contact cu
complianţă normală şi termen memorie (8.20). În această condiţie µ reprezintă un parametru
de penalizare care poate fi interpretat ca şi ı̂n Capitolul 6.

Folosind argumente similare ca şi ı̂n studiul problemei M se determină următoarea formă
variaţională a problemei Mµ.

Problema MV
µ . Să se determine câmpul deplasărilor uµ : [0, T ] → V astfel ı̂ncât pentru

orice t ∈ [0, T ] are loc inegalitatea de mai jos:

(Fε(uµ(t)), ε(v))Q +
(∫ t

0
R(t− s)ε(uµ(s)) ds, ε(v)

)
Q

+(pµ(uµν(t)), vν)L2(Γ3) +
(∫ t

0
b(t− s)u+

µν(s) ds, vν

)
L2(Γ3)

= (f0(t), v)L2(Ω)d + (f2(t),v)L2(Γ2)d ∀v ∈ V. (8.22)

Este demonstrat următorul rezultat de existenţă, unicitate şi convergenţă.

Teorema 8.3. Dacă au loc (5.13), (5.15), (7.8), (7.7), (8.7) şi (6.14) atunci:
1) Pentru orice µ > 0 Problema MV

µ are o soluţie unică care verifică uµ ∈ C([0, T ]; V ).
2) Soluţia uµ a problemei MV

µ converge către soluţia u a problemei MV , adică:

‖uµ(t)− u(t)‖V → 0 (8.23)

pentru µ → 0, oricare ar fi t ∈ [0, T ].

Rezultatul de convergenţă din Teorema 8.3 este extins la soluţia slabă a problemelor de
contact corespunzătoare M şi Mµ. Astfel, este arătat că:

‖σµ(t)− σ(t)‖Q1 → 0 pentru µ → 0. (8.24)
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Pe lângă interesul matematic, rezultatele de convergenţă (8.23) şi (8.24) au şi un rol impor-
tant din punct de vedere mecanic, deoarece se arată că soluţia slabă a problemei de contact
vâscoelastic cu complianţă normală, termen memorie şi restricţie unilaterală poate fi aprox-
imată oricât de bine cu soluţia problemei de contact vâscoelastic cu complianţă normală şi
termen memorie cu un coeficient de deformabilitate suficient de mic.

8.5 Exemplu numeric

Capitolul se ı̂ncheie cu simulări numerice care validează rezultatele de convergenţă obţinute
ı̂n Teorema 8.2 şi Teorema 8.3.

Materialul prezentat ı̂n acest capitol este original şi a fost publicat ı̂n [97]. Ca şi referinţe
pentru problemele de contact vâscoelastice cu memorie lungă sunt enumerate [85, 86, 87].
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[31] A. Farcaş, F. Pătrulescu, M. Sofonea, A history-dependent contact problem with uni-
lateral constraint, Ann. Acad. Rom. Sci. Ser. Math. Appl. 4, no. 1 (2012), 90–96.

[32] G. Fichera, Problemi elastostatici con vincoli unilaterali. II. Problema di Signorini con
ambique condizioni al contorno, Mem. Accad. Naz. Lincei, S. VIII, Vol. VII, Sez. I, 5
(1964) 91–140.

[33] C. W. Gear, Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential Equations,
Prentice-Hall, Inc., New-Jersey, 1971.
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[72] F. Pătrulescu, A class of numerical methods for autonomous initial value problems,
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