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Introducere şi descrierea

coņtinutului

În optimizarea liniar¼a, unul din cei mai imporaņti paşi au fost reprezenta̧ti de metoda

simplex, publicat¼a de Dantzig in 1947, şi de teorema de dualitate, dat¼a de Gale, Kuhn şi

Tucker in 1951 (vezi [51]). Apoi , Fenchel [50], Brøndsted [30], Moreau [68, 69] şi Rock-

afellar [74, 75] au investigat in lucr¼arile lor teoria funçtiilor convexe, funçtii conjugate şi

dualitatea in optimizarea convex¼a. Analiza convex¼a în spa̧tii �nit-dimensionale a fost stu-

diat¼a de Borwein şi Lewis [9], Hiriart-Urruty şi Lemaréchal [54, 55, 56] şi Rockafellar [73],

în timp ce cazul in�nit-dimensional a fost studiat de Ekeland şi Temam [47], Rockafellar

[72] şi Z¼alinescu [82].

Pentru a rezolva o problema de optimizare acesteia i se poate ataşa o problem¼a duala.

Cele mai importante si cunoscute duale din literatur¼a sunt dulalele Fenchel şi Lagrange.

Pentru perechea de probleme primala-duala întotdeauna are loc dualitatea slab¼a, ceea

ce înseamna c¼a valoarea optim¼a a dualei este mai mic¼a sau egal¼a cu valoarea optim¼a a

primalei. În teoria dualit¼a̧tii o important¼a problem¼a o reprezint¼a g¼asirea condi̧tiilor de

regularitate pentru a asigura dualitatea tare. Dualitatea tare este cazul în care valorile

optime ale celor doua probleme sunt egale iar duala are o solutie optim¼a.

În aceast¼a lucrare am încercat si reuşit extinderea şi generalizarea rezultatelor existente

din literatur¼a dând noi condi̧tii de regularitate folosind epigra�ce si "-subdifereņtiale.

În primul capitol se prezint¼a cateva no̧tiuni şi rezultate preliminare, care vor � folosite

pe parcursul lucr¼arii.

În capitolul al doilea se prezint¼a diferite condi̧tii de regularitate care caracterizeaz¼a

diferite situa̧tii de tip ""-duality gap" (cu " � 0) pentru probleme de optimizare cu
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restriçtii şi dualele lor de tip Lagrange, Fenchel si Fenchel-Lagrange in spa̧tii local convexe

separate. Între o problem¼a primal¼a (P ) si duala ei (D) exist¼a întotdeauna dualitate slab¼a,

adic¼a, v(P ) � v(D). Când v(P ) = v(D) se spune ca exist¼a "zero duality gap" între

(P ) şi (D) şi dac¼a (D) are, în plus, solu̧tie optim¼a, situa̧tia este denumit¼a dualitate tare.

Dac¼a v(P ) � v(D) � ", cu " � 0, se spune ca avem ""-duality gap" pentru (P ) şi (D).

Dac¼a una din aceste situatii are loc pentru (Px�) şi (Dx�) pentru orice x� 2 X�, ea se va

numii stabil¼a. Condi̧tiile de regularitate care asigur¼a situatiile de tip ""-duality gap" sunt

formulate cu ajutorul epigra�celor şi "-subdifereņtialelor. Când " = 0 sunt redescoperite

rezultate recente referitoare la dualitatea tare si total¼a şi "zero duality gap" din literatur¼a.

Motiva̧ti de rezultatele recente referitoare la dualitatea tare si total¼a pentru probleme

de optimizare cu restriçtii din [19, 18, 49, 48, 62] şi de cele referitoare la "zero duality gap"

din [60, 61] introducem în acest capitol câteva condi̧tii de regularitate care caracterizeaz¼a

situa̧tiile de tip ""-duality gap" (cu " � 0) pentru o problem¼a de optimizare cu restriçtii

şi dualele ei de tip Lagrange, Fenchel si Fenchel-Lagrange. Se extind multe rezultate din

lucrarile meņtionate, care se reg¼asesc ca şi cazuri speciale pentru " = 0. Mai mult de

atât, unele rezultate din [19, 18, 12, 60, 61], care apar din rezultatele noastre în cazul

special " = 0, sunt extinse prin înl¼aturarea ipotezelor topologice si de convexitate, în timp

ce, diferite rezultate din [60, 61] sunt ob̧tinute lucrând în spa̧tii local convexe în loc de

spa̧tii Banach şi înlaturând ipotezele de continuitate si interior al domeniului de de�ni̧tie

nevid al functiilor considerate. De asemenea, în acest capitol sunt prezentate rezultate

referitoare la condi̧tii de "-optim şi de tip "-Farkaş. Contribu̧tiile autorului sunt prezentate

în urmatoarele teoreme: 2.1.4, 2.1.10, 2.1.12, 2.1.15, 2.1.16, 2.1.19, 2.1.21, 2.1.22, 2.1.27,

2.1.29, 2.1.31, 2.1.32, 2.1.36, 2.1.40, 2.1.42, 2.1.43, 2.1.49, 2.1.52, 2.1.54, 2.2.1, 2.2.4, 2.2.8,

2.2.9, 2.2.10, 2.2.12, 2.2.14, 2.2.15, 2.2.19, 2.2.22, 2.2.23, 2.2.27, 2.2.29, 2.2.30, 2.2.34,

2.2.38, 2.2.41; corolare: 2.1.6, 2.1.8, 2.1.11, 2.1.13, 2.1.18, 2.1.20, 2.1.25, 2.1.28, 2.1.30,

2.1.34, 2.1.37, 2.1.41, 2.1.45, 2.1.46, 2.1.47, 2.1.50, 2.1.51, 2.1.53, 2.2.7, 2.2.37; remarci:

2.1.5, 2.1.9, 2.1.14, 2.1.17, 2.1.23, 2.1.24, 2.1.33, 2.1.38, 2.1.44, 2.2.2, 2.2.5, 2.2.6, 2.2.11,

2.2.13, 2.2.16, 2.2.17, 2.2.20, 2.2.21, 2.2.24, 2.2.25, 2.2.28, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.35, 2.2.36,

2.2.39, 2.2.40, 2.2.42 si Lema 2.1.3. Unele din aceste rezultate pot � gasite in [7].

În al treilea capitol sunt prezentate diferite condi̧tii de regularitate care caracterizeaza

situa̧tii de tip ""-duality gap" pentru probleme de optimizare în care funçtia de scop
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este suma dintre o funçtie şi o compunere dintre o funçtie con-cresc¼atoare şi o funçtie

vectorial¼a. Rezultate de tip Farkaş pentru sisteme de inegalit¼a̧ti ce coņtin funçtii convexe

folosind aproxim¼ari bazate pe dualitatea conjugat¼a au fost date in [26, 27]. Apoi, aceste

rezultate au fost extinse la probleme convexe în care sunt implicate compuneri de funçtii

convexe (vezi [22]). Condi̧tiile de regularitate date in aceasta parte a lucr¼arii sunt formulate

folosind epigra�ce si "-subdifereņtiale. Când " = 0 sunt redescoperite rezultate recente

referitoare la dualitatea tare şi "zero duality gap" din literatura. De asemenea, sunt date

rezultate referitoare la condi̧tii de "-optim şi de tip "-Farkaş folosind rezultate ob̧tinute

pe parcursul intregului capitol. Pentru a caracteriza solu̧tiile unei probleme de optimizare

în care sunt prezente compuneri de funçtii convexe, este important a asigura o formula in

care apar (")-subdifereņtiale (a se vedea [11, 22, 24, 34, 35, 36, 66]). Contribu̧tiile autorului

sunt prezentate în urm¼atoarele teoreme: 3.1.2, 3.1.8, 3.1.15, 3.1.19, 3.1.24, 3.1.25, 3.1.27,

3.1.29, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.3.1, 3.3.6, 3.3.8, 3.3.13, 3.4.1, 3.4.2, 3.4.5,

3.4.6, 3.4.8, 3.4.9, 3.4.10, 3.4.11; corolare: 3.1.4, 3.1.6, 3.1.10, 3.1.12, 3.1.17, 3.1.18, 3.1.20,

3.1.21, 3.3.2, 3.3.9; remarci: 3.1.3, 3.1.7, 3.1.9, 3.1.13, 3.1.14, 3.1.16, 3.1.22, 3.1.23, 3.1.26,

3.1.28, 3.3.3, 3.3.4, 3.3.5, 3.3.7, 3.3.10, 3.3.11, 3.3.12, 3.3.14, 3.3.15, 3.4.3, 3.4.4, 3.4.7.

Unele din aceste rezultate pot � g¼asite in [6].

În al patrulea capitol lucr¼am cu o arie mai nou¼a de cercetare, şi anume, optimizarea cu

entropii, care are mai multe sfere de lucru: printre matematicieni, �zicieni, ingineri, etc.

Au fost date generaliz¼ari pentru anumite probleme existente referitoare la optimizarea

cu entropii analizând cinci cazuri. Pentru �ecare problema din �ecare caz au fost atasate

dualele de tip Lagrange si Fenchel-Lagrange, apoi s-au dat conditii de regularitate pentru

a asigura dualitatea tare. De asemenea, au fost prezentate rezultate referitoare la con-

ditii de optim pentru �ecare caz. Contribu̧tiile autorului sunt prezentate în urmatoarele

teoreme: 4.2.1, 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.7, 4.2.8, 4.2.9, 4.2.11, 4.2.12, 4.2.13, 4.2.15, 4.2.16,

4.2.17, 4.2.19, 4.2.20; corolare: 4.2.2, 4.2.6, 4.2.10, 4.2.14, 4.2.18 si Propozi̧tia 4.1.1. Aceste

rezultate pot � g¼asite în [8].

Inspira̧ti de [1, 2, 3], in al cincilea capitol, unei probleme de optimizare i se ataşeaz¼a

o �-problema aproximanta si sunt obtinute rezultate referitoare la relatiile dintre solu-

tiile celor doua probleme. Probleme de acest fel au fost studiate printre aļtii de (vezi

[65, 73]). Au fost introduse diferite clase de functii convexe generalizate. Un astfel de
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exemplu il reprezinta functiile invexe, introduse prima data de Hanson [53] si Craven [37].

Folosind functiile invexe, Antczak a dat o noua metoda de rezolvare a problemelor de

optimizare. Aceasta const¼a in construçtia unei probleme �-aproximanta prin modi�carea

atât a funçtiei obiectiv cât şi a funçtiei restrictie a problemei primale. De asemenea, în

acest capitol au fost ob̧tinute rezultate referitoare la rela̧tiile dintre solu̧tiile problemelor

meņtionate şi punctele şa ale funçtiilor lui Lagrange ataşate acestor probleme. Contribu̧ti-

ile autorului sunt prezentate in urm¼atoarele teoreme: 5.2.1, 5.2.6, 5.2.7, 5.2.8, 5.3.1, 5.3.2,

5.3.3, 5.3.4; exemple: 5.2.2, 5.2.3, 5.2.5 si Remarca 5.2.4. Majoritatea acestor rezultate

pot � g¼asite in [5].
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Cuvinte cheie

Problem¼a de optimizare, funçtii conjugate, dualitate conjugat¼a, "-duality gap, condi̧tii de

regularitate, duala Lagrange, duala Fenchel, duala Fenchel-Lagrange, condi̧tii optimale,

rezultate de tip "-Farkaş, compunere de funçtii convexe, optimizare cu entropii, solu̧tii

optimale, punct şa, ("; �)-punct şa, problema de optimizare (1; 2)-�-aproximant¼a.
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Chapter 1

No̧tiuni şi rezultate preliminare

În acest capitol se prezint¼a no̧tiuni si rezultate de baz¼a din analiza convex¼a, referitoare la

muļtimi şi funçtii, care vor � utilizate in aceast¼a lucrare.
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Chapter 2

Caracteriz¼ari pentru ""-duality gap"

în cazul problemelor de optimizare

cu restriçtii

Pentru aceasta parte se considera doua spatii vectoriale local convexe separate X si Y si

spa̧tiile lor duale X� and Y �, înzestrate cu topologia slab¼a w(X�; X), respectiv, w(Y �; Y ).

Fie conul nevid închis convex C � Y şi conul s¼au dual C�.

Fie U o submuļtime nevid¼a a lui X si h : X ! Y � o funçtie proprie vectorial¼a. Not¼am

cuA = fx 2 U : h(x) 2 �Cg şi o presupunem nevid¼a. Pentru o funçtie proprie f : X ! R

cu A \ dom(f) 6= ; consider¼am problema de optimizare

inf
x2A

f(x): (P )

Se noteaz¼a cu v(P ) valoarea optim¼a a problemei de optimizare (P ). În cele ce urmeaz¼a

se va scrie min(max) în loc de inf(sup) când in�mumul (supremumul) este atins.

Pentru x� 2 X� se consider¼a problema de optimizare perturbat¼a linear

inf
x2A

[f(x) + hx�; xi] : (Px�)

Problema duala de tip Fenchel pentru problema (Px�) este

sup
�2X�

f�f �(�)� �U(�x� � �)g : (DF
x�)
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Problemei (Px�) i se poate atasa problema duala de tip Lagrange

sup
�2C�

inf
x2U
[f(x) + hx�; xi+ (�h)(x)]; (DL

x�)

care poate � scris¼a şi sub forma

sup
�2C�

�(f + (�h))�U(�x�): (DL
x�)

Pentru un � 2 C�, problema de minimizare care apare sub supremum în (DL
x�) poate

� rescris¼a astfel

inf
x2X

[f(x) + hx�; xi+ �U(x) + (�h)(x)]:

Acestei probleme i se pot ataşa diferite tipuri de duale de tip Fenchel. Numele de Fenchel-

Lagrange este dat urmatoarelor duale deoarece ele sunt �combina̧tii�ale clasicelor duale

Fenchel si Lagrange.

P¼astrând împreun¼a �U şi (�h) se ob̧tine urm¼atoarea dual¼a de tip Fenchel-Lagrange

pentru (Px�)

sup
�2C�;
�2X�

f�f �(�)� (�h)�U(�x� � �)g : (Dx�)

Când f şi �U sunt luate impreun¼a, se ob̧tine

sup
�2C�;
�2X�

f�f �U(�)� (�h)�(�x� � �)g : ( eDx�)

Când f , (�h) şi �U sunt luate separat, este ob̧tinut¼a urm¼atoarea dual¼a de tip Fenchel-

Lagrange pentru (Px�)

sup
�2C�;
�;�2X�

f�f �(�)� (�h)�(�)� �U(�x� � �� �)g : (Dx�)

Când x� = 0 aceste duale pentru problema (P ) sunt notate simplu (DL); (DF )(D); ( eD)
şi, respectiv, (D).
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2.1 Situa̧tii de tip ""�duality gap" ob̧tinute cu aju-

torul epigra�celor pentru dualitatea Lagrange,

Fenchel şi Fenchel-Lagrange

Inspira̧ti de caracteriz¼arile pentru dualitatea tare stabil¼a din [18, 19], în aceast¼a seçtiune

se dau câteva reprezent¼ari echivalente pentru diferite situa̧tii de ""-duality gap" pen-

tru problema (P ) şi dualele ei cu ajutorul epigra�celor. Inspira̧ti de [60, 61] se dau, de

asemenea, condi̧tii de regularitate care caracterizeaz¼a situa̧tii de tip ""-duality gap" pen-

tru (P ) şi dualele ei cu ajutorul funçtiilor h� si h�U de�nite astfel h
�; h�U : X

� ! R prin

h�(x�) = inf
�2C�

(�h)�(x�) si h�U(x
�) = inf

�2C�
(�h)�U(x

�), pentru x� 2 X�. În plus, în aceast¼a

seçtiune, se dau rezultate de tip "-Farkas ob̧tinute din condi̧tiile de regularitate prezentate.

2.1.1 Dualitate Lagrange

În aceast¼a subsectiune se prezint¼a rezultate referitoare la dualitatea Lagrange.

Teorema 2.1.4 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

epi (f + �A)
� �

[
�2C�

epi(f + (�h))�U � (0; ") (RCEL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a � 2 C� astfel incât

v(Px�) � �
�
f + (�h)

��
U
(�x�) + ": (2.1.1)

Remarca 2.1.5 Cantitatea din dreapta relaţiei (2:1:1) nu este neap¼arat v(DL
x�) +

", deoarece supremumul din (DL
x�) nu se atinge neap¼arat in �. Totuşi, (2:1:1) implic¼a

v(Px�) � v(DL
x�) + ".

Dac¼a lu¼am " = 0 in Teorema 2.1.4 se ob̧tine urm¼atorul rezultat.

Corolarul 2.1.6 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ;. Condiţia

epi (f + �A)
� =

[
�2C�

epi(f + (�h))�U

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a � 2 C� astfel încât

v(Px�) = �
�
f + (�h)

��
U
(�x�):

11



Dac¼a se alege f(x) = 0 pentru orice x 2 X, (RCEL) devine

epi(�A) �
[
�2C�

epi(�h)�U � (0; ") (RCEL0 )

Corolarul 2.1.8 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; si " � 0.

Condiţia (RCEL0 ) are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru �ecare x
� 2 X� exita � 2 C� astfel

incât

inf
x2A

hx�; xi � �(�h)�U(�x�) + ": (2.1.2)

Remarca 2.1.9 Dac¼a se alege " = 0 in Corolarul 2.1.8 obţinem egalitate in condiţia

(RCEL0 ) şi in relaţia (2:1:2).

Teorema 2.1.10 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

epi(f + �A)
� � epi inf

�2C�
(f + �h)�U � (0; ") (RCIL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o situatie ""�duality gap" stabil¼a pentru problemele (P )

si (DL), adica, avem ""-duality gap" pentru perechea de probleme (Px�) şi (DL
x�) pentru

orice x� 2 X�.

Consider¼am urmatoarea conditie de regularitate pentru f si A:

epi(f + �A)
� � epi(f ��h�U)� (0; "): (RCI)

Teorema 2.1.12 Fie " � 0. Consider¼am condiţia 0 2 sqri(dom(f) � dom(h) \ U)

îndeplinit¼a. Mulţimea A si funcţia f satisfac condiţia (RCI) dac¼a şi numai dac¼a exist¼a

o ""�duality gap" stabil¼a pentru problemele (P ) şi (DL), adic¼a, avem ""-duality gap"

pentru perechea de probleme (Px�) şi (DL
x�), pentru orice x

� 2 X�.

Folosind conditia (RCEL) se poate ob̧tine urm¼atorul rezultat de tip "-Farkaş.

Teorema 2.1.15 (i) Presupunem ca (RCEL) are loc. Dac¼a f(x) + hx�; xi � "=2

pentru orice x 2 X atunci exist¼a � 2 C� astfel încât
�
f + (�h)

��
U
(�x�) � "=2,

(ii) Dac¼a exist¼a � 2 C� astfel încât
�
f + (�h)

��
U
(�x�) � �"=2, atunci f(x)+hx�; xi �

"=2, pentru orice x 2 X.

2.1.2 Dualitate Fenchel

Asemanator rezultatelor obtinute pentru dualitatea Lagrange, prezentam in continuare

rezultate ob̧tinute pentru dualitatea Fenchel.
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Teorema 2.1.16 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; şi " � 0.

Condiţia

epi (f + �A)
� � epi(f �) + epi(�U)� (0; ") (RCEF )

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exista � 2 X� astfel încât

v(Px�) � �f �(�)� �U(�x� � �) + ": (2.1.3)

Consider¼am urm¼atoarea condi̧tie de regularitate pentru f şi A:

epi(f + �A)
� � epi(f ���U)� (0; "): (RCIF )

Teorema 2.1.19 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; şi " � 0.

Condiţia (RCIF ) are loc dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o ""�duality gap" stabil¼a pentru

problemele (P ) şi (DF ), adic¼a, avem ""-duality gap" pentru perechea de probleme (Px�)

şi (DF
x�) pentru orice x

� 2 X�.

Folosind (RCEF ) putem ob̧tine urmatorul rezultat de tip "-Farkaş.

Teorema 2.1.21 (i) Presupunem ca (RCEF ) are loc. Dac¼a f(x) + hx�; xi � "=2

pentru orice x 2 X atunci exist¼a � 2 X� astfel încât f �(�) + �U(�x� � �) � "=2.

(ii) Dac¼a exist¼a � 2 X� astfel incât f �(�) + �U(�x� � �) � �"=2, atunci f(x) +

hx�; xi � "=2 pentru orice x 2 X.

2.1.3 Dualitate Fenchel-Lagrange

În aceast¼a subseçtiune se dau condi̧tii de regularitate, folosind epigra�cele, pentru toate

cele trei tipuri de duale Fenchel-Lagrange.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul I (Dx�)

Începem prin a da rezultate pentru primul tip de dual¼a Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.1.22 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; şi " � 0. Condiţia

epi (f + �A)
� �

[
�2C�

(epi(f �) + epi(�h)�U)� (0; ") (RCE)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a � 2 C� şi � 2 X� astfel încât

v(Px�) � �f �(�)� (�h)�U(�x� � �) + ": (2.1.4)
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Remarca 2.1.24 Dac¼a alegem f(x) = 0, condiţia (RCE) devine (RCEL0 ) şi re-

descoperim Corolarul 2.1.8.

Teorema 2.1.27 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; şi " � 0. Condiţia

epi(f + �A)
� � epi(f ��h�U)� (0; ") (RCI)

are loc dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o ""�duality gap" stabil¼a pentru problemele (P ) şi

(D), adic¼a, avem ""-duality gap" pentru perechea de probleme (Px�) şi (Dx�) pentru

orice x� 2 X�.

Teorema 2.1.29 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, indeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

epi (f + �A)
� � epi(f �) + epi(h�U)� (0; ") (RCP )

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a � 2 X� astfel încât

v(Px�) � sup
�2C�

�
�f �(�)� (�h)�U(�x� � �)

	
+ ":

Cu ajutorul condi̧tiei (RCE) se poate ob̧tine urm¼atorul rezultat de tip "-Farkaş.

Teorema 2.1.31 (i) Presupunem c¼a (RCE) are loc. Dac¼a f(x)+hx�; xi � "=2 pentru

orice x 2 X atunci exist¼a � 2 C� şi � 2 X� astfel incât f �(�) + (�h)�U(�x� � �) � "=2.

(ii) Daca exist¼a � 2 C� şi � 2 X� astfel incât f �(�)+(�h)�U(�x���) � �"=2, atunci

f(x) + hx�; xi � "=2 pentru orice x 2 X.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul II ( eDx�)

În continuare se dau rezultate privind al doilea tip de dual¼a Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.1.32 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; si " � 0.

Condiţia

epi (f + �A)
� �

[
�2C�

(epi(f �U) + epi(�h)
�)� (0; ") (]RCE)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exista � 2 C� si � 2 X� astfel incât

v(Px�) � �f �U(�)� (�h)�(�x� � �) + ": (2.1.5)
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Teorema 2.1.36 Fie f : X ! R proprie, indeplinind A \ dom(f) 6= ; si " � 0.

Conditia

epi(f + �A)
� � epi(f �U�h�)� (0; ") (]RCI)

are loc dac¼a şi numai dac¼a exista o ""�duality gap" stabil¼a pentru problemele (P ) şi

( eD), adic¼a, avem ""-duality gap" pentru perechea de probleme (Px�) şi ( eDx�) pentru orice

x� 2 X�.

Teorema 2.1.40 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; şi " � 0.

Condiţia

epi (f + �A)
� � epi(f �U) + epi(h�)� (0; ") (]RCP )

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a � 2 X� astfel incât

v(Px�) � sup
�2C�

�
�f �U(�)� (�h)�(�x� � �)

	
+ ":

Cu ajutorul relatiei (]RCE) se poate ob̧tine urmatorul rezultat de tip "-Farkaş.

Teorema 2.1.42 (i) Presupunem ca (]RCE) are loc. Daca f(x)+hx�; xi � "=2 pentru

orice x 2 X atunci exist¼a � 2 C� şi � 2 X� astfel incât f �U(�) + (�h)
�(�x� � �) � "=2.

(ii) Dac¼a exist¼a � 2 C� si � 2 X� astfel încât f �U(�)+(�h)
�(�x���) � �"=2, atunci

f(x) + hx�; xi � "=2 pentru orice x 2 X.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul III (Dx�)

Prezent¼am in continuare rezultate referitoare la al treilea tip de duala Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.1.43 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; şi " � 0. Condiţia

epi (f + �A)
� �

[
�2C�

(epi(f �) + epi(�h)� + epi(�U))� (0; ") (RCE)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exista � 2 C� si �, � 2 X� astfel încât

v(Px�) � �f �(�)� (�h)�(�)� �U(�x� � � � �) + ": (2.1.6)

Teorema 2.1.49 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, indeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

epi(f + �A)
� � epi(f ��h���U)� (0; ") (RCI)
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are loc dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o ""�duality gap" stabila pentru problemele (P ) şi

(D), adic¼a, avem ""-duality gap" pentru perechea de probleme (Px�) şi (Dx�) pentru orice

x� 2 X�.

Teorema 2.1.52 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

epi (f + �A)
� � epi(f �) + epi(h�) + epi(�U)� (0; ") (RCP )

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a �; � 2 X� astfel încât

v(Px�) � sup
�2C�

�
�f �(�)� (�h)�(�)� �U(�x� � � � �)

	
+ ":

Cu ajutorul condi̧tiei (RCE) se poate ob̧tine urm¼atorul rezultat de tip "-Farkaş.

Teorema 2.1.54 (i) Presupunem c¼a (RCE) are loc. Dac¼a f(x)+hx�; xi � "=2 pentru

orice x 2 X atunci exist¼a � 2 C� si �; � 2 X� astfel incât f �(�) + (�h)�(�) + �U(�x� �

� � �) � "=2.

(ii) Dac¼a exist¼a � 2 C� si �; � 2 X� astfel incât f �(�)+(�h)�(�)+�U(�x�����) �

�"=2, atunci f(x) + hx�; xi � "=2 pentru orice x 2 X.

2.2 Situa̧tii de tip ""�duality gap" ob̧tinute cu aju-

torul "�subdifereņtialelor pentru dualitatea La-

grange, Fenchel şi Fenchel-Lagrange

În aceast¼a seçtiune se introduc condi̧tii de regularitate pentru a caracteriza situa̧tii de tip

""-duality gap" folosind "-subdiferentiale, in condi̧tiile în care se presupune ca exista o "-

solutie optim¼a pentru problema primal¼a. Reamintim ca, pentru x� 2 X�, x 2 A\dom(f)

este o "-soluţie optim¼a pentru (Px�) daca si numai daca 0 2 @"(f + x� + �A)(x), ceea ce

este echivalent cu �x� 2 @"(f + �A)(x). Din rezultatele prezentate in aceasta sectiune si

in cea anterioar¼a se pot ob̧tine rezultate referitoare la condi̧tii "-optime.

2.2.1 Dualitate Lagrange

Prezentam rezultate referitoare la dualitatea Lagrange.
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Teorema 2.2.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; şi " � 0. Condiţia

@"(f + �A)(x) =
[
�2C�

@"+(�h)(x)(f + �U + (�h))(x) (RCLL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) exist¼a � 2 C� astfel incât

f(x) + hx�; xi � �(f + (�h))�U(�x�) + ": (2.2.1)

Remarca 2.2.2Cantitatea din partea stâng¼a a relaţiei (2:2:1) nu este neap¼arat v(Px�),

in timp ce, în partea dreapt¼a avem ceva mai mic decât v(DL
x�)+". Oricum, (2:2:1) implic¼a

v(Px�) � v(DL
x�) + ".

Teorema 2.2.4 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; şi " � 0. Condiţia

@"(f + �A)(x) =
\
�>0

[
�2C�

@"+�+(�h)(x)(f + �U + (�h))(x) (RCSL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) are loc

f(x) + hx�; xi � sup
�2C�

inf
x2U

[f(x) + hx�; xi+ (�h)(x)] + ": (2.2.2)

Remarca 2.2.5 Relaţia (2:2:2) implic¼a v(Px�) � v(DL
x�)+", f¼ar¼a a exista, in general,

o implicaţie reciproc¼a.

În continuare prezent¼am un rezultat referitor la condi̧tii de "-optim.

Teorema 2.2.9 Presupunem ca este îndeplinit¼a condiţia (RCIL).

(a) Fie "; � � 0. Daca x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ), atunci exist¼a � 2 C�

astfel încât

(f + (�h))�U(0) + (f + (�h))U(x) � "+ � + (�h)(x): (2.2.3)

În plus, � este o ("+ �)-soluţie optim¼a a problemei (DL).

(b) Daca exista � 2 C� astfel incat relatia (2:2:3) are loc pentru x 2 X si � 2 C�

atunci x este o "-solution optimala a problemei (P ). In plus, � este o (" + �)-solutie

optim¼a a problemei (DL).
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2.2.2 Dualitate Fenchel

In continuare prezent¼am rezultate referitoare la dualitatea Fenchel.

Teorema 2.2.10 Fie f : X ! R proprie, indeplinind A \ dom(f) 6= ; si " � 0.

Condiţia

@"(f + �A)(x) =
[

"i�0;i=1;2
"1+"2="

(@"1f(x) + @"2�U(x)) (RCLF )

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) exist¼a � 2 X� astfel incât

f(x) + hx�; xi � �f �(�)� �U(�x� � �) + ": (2.2.4)

Teorema 2.2.12 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; şi " � 0.

Condiţia

@"(f + �A)(x) =
\
�>0

[
"i�0;i=1;2
"1+"2="+�

(@"1f(x) + @"2�U(x)) (RCSF )

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) are loc

f(x) + hx�; xi � sup
�2X�

f�f �(�)� �U(�x� � �)g+ ": (2.2.5)

Acum, prezentam un rezultat referitor la condi̧tii de "-optim.

Teorema 2.2.14 Presupunem ca este indeplinita conditia (RCIF ).

(a) Fie "; � � 0. Daca x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ), atunci exista � 2 X�

astfel incat

(i) f(x) + f �(�) �


�; x

�
+ "1,

(ii) �U(��) + �U(x) �


��; x

�
+ "2,

(iii) "1 + "2 = "+ �.

In plus, � este o ("+ �)-solutie optimala a problemei (DF ).

(b) Daca exista "1; "2 � 0 si � 2 X� astfel incat relatiile (i)-(iii) au loc pentru x 2 X si

� 2 X� atunci x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ). In plus, � este o ("+ �)-solutie

optim¼a a problemei (DF ).
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2.2.3 Dualitate Fenchel-Lagrange

În aceast¼a subsectiune se prezint¼a condi̧tii de regularitate, folosind "-subdifereņtiale, pen-

tru toate cele trei tipuri de duale Fenchel-Lagrange.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul I (Dx�)

Începem prin a prezenta rezultate pentru primul tip de dual¼a Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.2.15 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

@"(f + �A)(x) =
[
�2C�

"i�0; i=1;2
"1+"2="+(�h)(x)

(@"1f(x) + @"2(�U + (�h))(x)) (RCL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) exist¼a � 2 C� si � 2 X� astfel încât

f(x) + hx�; xi � �f �(�)� (�h)�U(�x� � �) + ": (2.2.6)

Teorema 2.2.19 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

@"(f + �A)(x) =
\
�>0

[
�2C�

"i�0; i=1;2
"1+"2="+�+(�h)(x)

(@"1f(x) + @"2 (�U + (�h)) (x)) (RCS)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) are loc

f(x) + hx�; xi � sup
�2C�;
�2X�

f�f �(�)� (�h)�U(�x� � �)g+ ": (2.2.7)

In continuare d¼am un rezultat referitor la condi̧tii de "-optim.

Teorema 2.2.22 Presupunem ca este îndeplinit¼a condiţia (RCI).

(a) Fie "; � � 0. Dac¼a x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ), atunci exist¼a � 2 C�

si � 2 X� astfel incât

(i) f(x) + f �(�) �


�; x

�
+ "1,

(ii) (�h)�U(��) + (�h)U(x) � h��; xi+ "2:,
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(iii) "1 + "2 = "+ � + (�h)(x).

În plus, (�; �) este o ("+ �)-solutie optim¼a a problemei (D).

(b) Dac¼a exist¼a "1; "2 � 0, � 2 C� si � 2 X� astfel incât relaţiile (i)-(iii) au loc pentru

x 2 X, � 2 C� si � 2 X� atunci x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ). În plus,

(�; �) este o ("+ �)-solutie optim¼a a problemei (D).

Duala Fenchel-Lagrange de tipul II ( eDx�)

Prezent¼am in continuare resultate referitoare la al doilea tip de dual¼a Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.2.23 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; şi " � 0.

Condiţia

@"(f + �A)(x) =
[
�2C�

"i�0; i=1;2
"1+"2="+(�h)(x)

(@"1fU(x) + @"2(�h)(x)) (]RCL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) exist¼a � 2 C� şi � 2 X� astfel încât

f(x) + hx�; xi � �f �U(�)� (�h)�(�x� � �) + ": (2.2.8)

Teorema 2.2.27 Fie f : X ! R proprie, îndeplinind A \ dom(f) 6= ; si " � 0.

Condiţia

@"(f + �A)(x) =
\
�>0

[
�2C�

"i�0; i=1;2
"1+"2="+�+(�h)(x)

(@"1fU(x) + @"2(�h)(x)) (]RCS)

are loc daca si numai daca pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) are loc

f(x) + hx�; xi � sup
�2C�;
�2X�

f�f �U(�)� (�h)�(�x� � �)g+ ": (2.2.9)

In continuare dam un rezultat referitor la condi̧tii de "-optim.

Teorema 2.2.29 Presupunem ca este indeplinit¼a condiţia (]RCI).

(a) Let "; � � 0. Dac¼a x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ), atunci exist¼a � 2 C�

si � 2 X� astfel încât

(i) fU(x) + f �U(�) �


�; x

�
+ "1,

(ii) (�h)�(��) + (�h)(x) � h��; xi+ "2:,
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(iii) "1 + "2 = "+ � + (�h)(x).

În plus, (�; �) este o ("+ �)-soluţie optim¼a a problemei ( eD).
(b) Dac¼a exist¼a "1; "2 � 0, � 2 C� şi � 2 X� astfel încât relaţiile (i)-(iii) au loc pentru

x 2 X, � 2 C� şi � 2 X� atunci x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ). In plus,

(�; �) este o ("+ �)-solutie optimala a problemei ( eD).
Duala Fenchel-Lagrange de tipul III (Dx�)

Urmeaz¼a rezultate referitoare la al treilea tip de dual¼a Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.2.30 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; si " � 0. Condiţia

@"(f + �A)(x) =
[
�2C�

"i�0; i=1;2;3
"1+"2+"3="+(�h)(x)

(@"1f(x) +N
"2
U (x) + @"3(�h)(x)) (RCL)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) exist¼a � 2 C� si �; � 2 X� astfel încât

f(x) + hx�; xi � �f �(�)� (�h)�(�)� �U(�x� � � � �) + ": (2.2.10)

Remarca 2.2.31 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Cantitatea din stânga relaţiei

(2:2:10) nu este neap¼arat v(P ), în timp ce, în partea dreapt¼a avem ceva mai mic decât

v(Dx�) + ". Oricum, (2:2:10) implic¼a v(Px�) � v(Dx�) + ".

Teorema 2.2.34 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X ! R proprie, îndeplinind

A \ dom(f) 6= ; şi " � 0. Condiţia

@"(f + �A)(x) =
\
�>0

[
�2C�

"i�0; i=1;2;3
"1+"2+"3="+�+(�h)(x)

(@"1f(x) +N
"2
U (x) + @"3(�h)(x)) (RCS)

are loc dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� pentru care x este o "-solutie optim¼a

pentru (Px�) are loc

f(x) + hx�; xi � sup
�2C�;
�;�2X�

f�f �(�)� �U(�x� � � � �)� (�h)�(�)g+ ": (2.2.11)

Dam acum un rezultat referitor la condi̧tii de "-optim.

Teorema 2.2.41 Presupunem ca este îndeplinita condiţia (RCI).
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(a) Fie "; � � 0. Dac¼a x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ), atunci exist¼a � 2 C�

si �; � 2 X� astfel încât

(i) f(x) + f �(�) �


�; x

�
+ "1,

(ii) (�h)(x) + (�h)�(�) � h�; xi+ "2,

(iii) �U(x) + �U(��� �) � h��� �; xi+ "3,

(iv) "1 + "2 + "3 = "+ � + (�h)(x).

În plus, (�; �; �) este o ("+ �)-solutie optim¼a a problemei (D).

(b) Dac¼a exist¼a "1; "2; "3 � 0, � 2 C� şi �; � 2 X� astfel încât relaţiile (i)-(iv) au loc

pentru x 2 X, � 2 C� şi �; � 2 X� atunci x este o "-solutie optim¼a a problemei (P ). In

plus, (�; �; �) este o ("+ �)-soluţie optim¼a a problemei (D).

Remarca 2.2.42 Rezultate similare referitoare la condiţii de "-optim pentru (P ) si

dualele ei considerate, au fost obţinute si in [18, 19]. Rezultatele referitoare la condiţii de

"-optim prezentate in acest capitol extind rezultatele obţinute lucr¼arile mentionate.
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Chapter 3

Caracteriz¼ari pentru ""-duality gap"

in cazul problemelor de optimizare

compuse

Consider¼am dou¼a spa̧tii vectoriale local convexe separate X si Y şi spa̧tiile lor duale

X� and Y �, înzestrate cu topologia slab¼a w(X�; X), respectiv, w(Y �; Y ). Fie conul nevid

închis convex C � Y si conul s¼au dual C�. Pe Y se consider¼a ordinea paŗtial¼a �5C�indus¼a
de conul convex C.

Fie f : X ! R o funçtie proprie, g : Y ! R o funçtie proprie si C-cresc¼atoare

si h : X ! Y � o funçtie proprie vectorial¼a îndeplinind domg \ (h(domf) + C) 6= ;.

Consider¼am problema de optimizare

inf
x2X

[f(x) + (g � h)(x)]: (PC)

Pentru x� 2 X� se consider¼a problema de optimizare perturbat¼a linear

inf
x2X

[f(x) + (g � h)(x)� hx�; xi] : (PCx�)

Acestei probleme i se pot ataşa diferite duale de tip Fenchel-Lagrange. Dac¼a f şi (�h)

sunt luate impreun¼a se ob̧tine urmatoarea duala pentru problema (PCx�)

sup
�2C�

f�g�(�)� (f + (�h))�(x�)g: (DC
x�
)
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Când f si (�h) sunt separate, se ob̧tine urm¼atoarea dual¼a

sup
�2C�;
�2X�

f�g�(�)� f �(�)� (�h)�(x� � �)g: (DC
x�)

Se noteaz¼a cu v(PC) valoarea optim¼a a problemei (PC). Se poate observa ca v(DC
x�) �

v(DC
x�) � v(PCx�) pentru orice x� 2 X�. Când x� = 0 aceste duale sunt notate simplu cu

(DC), respectiv cu, (DC).

Între (PC) si dualele ei exist¼a întotdeauna dualitate slab¼a, adic¼a, v(PC) � v(DC),

respectiv, v(PC) � v(DC). Când v(PC) = v(DC) se spune c¼a avem "zero duality gap"

între (PC) şi (DC) şi, dac¼a, (DC) are solu̧tie optim¼a, situa̧tia se numeste dualitate tare.

Daca v(PC) � v(DC) � ", cu " � 0, se spune ca avem o ""-duality gap" pentru (PC) si

(DC). Dac¼a una din aceste situa̧tii are loc pentru (PCx�) şi (D
C
x�) pentru orice x

� 2 X�, se

va numi stabil¼a.

3.1 Situa̧tii de tip ""�duality gap" ob̧tinute cu aju-

torul epigra�celor

Fie " � 0. Consider¼am urmatoarele condi̧tii de regularitate�������
f(x�; 0; r) : (x�; r) 2 epi(f + g � h)�g � [f0g � epi(g�) +

S
�2C�

f(a;��; r) :

(a; r) 2 epi((f + (�h))�)g] \ (X� � f0g � R)� (0; 0; ")
(RC)

şi ����������
f(x�; 0; r) : (x�; r) 2 epi(f + g � h)�g � [f0g � epi(g�) + f(x�; 0; r) :

(x�; r) 2 epi(f �)g+
S
�2C�

f(a;��; r) : (a; r) 2 epi((�h)�)g]\

(X� � f0g � R)� (0; 0; ")

(RC)

Ele sunt inspirate condi̧tii de regularitate de tip închidere din [11], dar spre deosebire de

acestea, noi nu folosim ipoteze topologice sau de convexitate.

Teorema 3.1.2 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Condiţia (RC) este indeplinit¼a dac¼a

si numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a un � 2 C� astfel încât

(f + g � h)�(x�) � g�(�) + (f + (�h))�(x�)� ": (3.1.1)
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Remarca 3.1.3 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) În partea stang¼a a relaţiei (3:1:1)

se poate recunoaşte �v(PC
x�
). Cantitatea din partea dreapt¼a din relaţia (3:1:1) nu este

neap¼arat �v(DC
x�
)�", deoarece supremumul din (DC

x�
) nu se atinge neap¼arat in �. Totuşi,

(3:1:1) implic¼a v(PC
x�
) � v(DC

x�
)+", ceea ce inseamn¼a c¼a pentru perechea de probleme (PC

x�
)

şi (DC
x�
) exist¼a o ""-duality gap". Astfel, (RC) conduce la o ""-duality gap" stabil¼a pentru

(PC) si (DC). Observ¼am c¼a � 2 C� obţinut in Teorema 3.1.2 este o "-solutie optim¼a a

problemei (DC
x�
).

Rezultate similare pot � ob̧tinute si pentru (DC) folosind condi̧tia (RC).

Teorema 3.1.8 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Condiţia (RC) este îndeplinit¼a dac¼a

şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� exist¼a � 2 C� şi � 2 X� astfel încât

(f + g � h)�(x�) � g�(�) + f �(�) + (�h)�(x� � �)� ": (3.1.2)

Pentru a ob̧tine formul¼ari similare cu (3:1:1) şi (3:1:2), unde apar valorile optime a

problemelor (DC) si (DC), consider¼am urmatoarele condi̧tii de regularitate

epi(f + g � h)� � epi inf
�2C�

[g�(�) + (f + (�h))�(�)]� (0; ") (RCI)

si

epi(f + g � h)� � epi inf
�2C�
�2X�

[g�(�) + f �(�) + (�h)�(� � �)]� (0; "): (RCI)

Teorema 3.1.5 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Condiţia (RCI) este îndeplinit¼a

dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� avem

(f + g � h)�(x�) � inf
�2C�

[g�(�) + (f + (�h))�(x�)]� ": (3.1.3)

Remarca 3.1.16 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Relaţia (3:1:3) înseamn¼a de fapt

v(PC
x�
) � v(DC

x�
) + ", adic¼a, avem ""-duality gap" stabil¼a pentru (PC) şi (DC).

Teorema 3.1.19 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Condiţia (RCI) este îndeplinit¼a

dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 X� avem

(f + g � h)�(x�) � inf
�2C�
�2X�

[g�(�) + f �(�) + (�h)�(x� � �)]� ": (3.1.4)

Remarca 3.1.22 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Luând în considerare Teorema

3.1.2, Teorema 3.1.8, Teorema 3.1.15 si Teorema 3.1.19 obţinem urm¼atoarele implicaţii:

(RC)) (RC)) (RCI) and (RC)) (RCI)) (RCI).
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3.2 Cazuri speciale

Rezultatele pe care le-am prezentat pentru funçtii compuse pot �i particularizate pentru

combina̧tii de funçtii care apar atât in probleme teoretice cât şi practice.

3.3 Situa̧tii de tip ""�duality gap" ob̧tinute cu aju-

torul "�subdifereņtialelor

În aceast¼a seçtiune ar¼at¼am ca rela̧tiile (3:1:1); (3:1:2); (3:1:3); (3:1:4) pot � caracterizate

şi cu condi̧tii de regularitate folosind subdifereņtiale, respectiv, "�subdifereņtiale.

Teorema 3.3.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem

@(f + g � h)(x) �
\
�>0

[
"1;2�0

"1+"2="+�
�2C�\@"2g(h(x))

@"1(f + (�h))(x) (RCSC)

pentru orice x 2 X dac¼a şi numai dac¼a (3:1:3) are loc pentru orice x� 2 R(@(f + g � h)).

Teorema 3.3.6 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem

@(f + g � h)(x) �
[
"1;2�0
"1+"2="

�2C�\@"2g(h(x))

@"1(f + (�h))(x) (RCLC)

pentru orice x 2 X dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 R(@(f + g � h)), exist¼a � 2 C�

astfel încât (3:1:1) are loc.

Teorema 3.3.8 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem

@(f + g � h)(x) �
\
�>0

[
"1;2�0

"1+"2+"3="+�
�2C�\@"3g(h(x))

@"1f(x) + @"2(�h)(x) (RCSC)

pentru orice x 2 X dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 R(@(f + g �h)), (3:1:4) are loc.

Teorema 3.3.13 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem

@(f + g � h)(x) �
[
"1;2�0

"1+"2+"3="+�
�2C�\@"3g(h(x))

@"1f(x) + @"2(�h)(x) (RCLC)

pentru orice x 2 X dac¼a şi numai dac¼a pentru orice x� 2 R(@(f + g � h)), exist¼a � 2 C�

si � 2 X� astfel încât (3:1:2) are loc.
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Remarca 3.3.15 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Privind condiţiile (RC) si (RCLC)

se poate observa c¼a (RC) implic¼a (3:1:1) pentru orice x� 2 X� si (RCLC) implic¼a

(3:1:1) pentru orice x� 2 R(@(f + g � h)), ceea ce inseamn¼a c¼a (RC) implic¼a (RCLC).

Analog, (RC) implic¼a (3:1:2) pentru orice x� 2 X� şi (RCLC) implic¼a (3:1:2) pentru

orice x� 2 R(@(f + g � h)), ceea ce inseamn¼a c¼a (RC) implic¼a (RCLC).

3.4 Rezultate referitoare la condi̧tii de "-optim,

rezultate de tip "-Farkaş şi ("; �)-puncte şa

Din rezultatele prezentate in seçtiunile precedente se pot ob̧tine rezultate referitoare la

condi̧tii de "-optim, rezultate de tip "-Farkaş şi caracteriz¼ari pentru ("; �)-puncte şa.

Consider¼am urmatoarele condi̧tii

(epi(f+g�h)�)\(f0g�R) � (epi inf
�2C�

[g�(�)+(f+(�h))�(�)])\(f0g�R)�(0; "); (RCI0)

�������
(epi(f + g � h)�) \ (f0g � R) � (epi inf

�2C�
�2X�

[g�(�) + f �(�) + (�h)�(� � �)])

\(f0g � R)� (0; "):
(RCI

0
)

Teorema 3.4.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (a) Fie "; � � 0. Presupunem

condiţia (RCI0) îndeplinit¼a. Dac¼a x este o "-solutie optim¼a a problemei (PC), atunci

exist¼a "1; "2 � 0, şi � 2 C� astfel încât

(i) g�(�) + g(h(x)) � (�h)(x) + "2;

(ii) (f + (�h))�(0) + (f + (�h))(x) � "1;

(iii) "1 + "2 = "+ �.

În plus, � este o ("+ �)-soluţie optim¼a a problemei (DC).

(b) Dac¼a exist¼a "1; "2 � 0 şi � 2 C� astfel incât relaţiile (i)-(iii) au loc pentru x 2 X

si � 2 C� atunci x este o (" + �)-solutie optim¼a a problemei (PC). În plus, � este o

("+ �)-solutie optim¼a a problemei (DC).

Teorema 3.4.2 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (a) Fie "; � � 0. Presupunem

condiţia (RCI
0
) îndeplinit¼a. Dac¼a x este o "-solutie optim¼a a problemei (PC), atunci

exist¼a "1; "2; "3 � 0, � 2 C� si � 2 X� astfel încât

(i) g�(�) + g(h(x)) � (�h)(x) + "3;
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(ii) f �(�) + f(x) �


�; x

�
+ "1;

(iii) (�h)�(��) + (�h)(x) �


��; x

�
+ "2;

(iv) "1 + "2 + "3 = "+ �.

În plus, (�; �) este o ("+ �)-soluţie optim¼a a problemei (DC).

(b) Dac¼a exist¼a "1; "2; "3 � 0, � 2 C� si � 2 X� astfel încât relaţiile (i)-(iv) au loc

pentru x 2 X, � 2 C� şi � 2 X� atunci x este o ("+�)-soluţie optim¼a a problemei (PC).

În plus, (�; �) este o ("+ �)-solutie optim¼a a problemei (DC).

În continuare d¼am rezultate de tip "-Farkaş pentru (PC) şi dualele ei. Consider¼am

urmatoarele condi̧tii de regularitate�������
f(0; 0; r) : (0; r) 2 epi(f + g � h)�g � [f0g � epi(g�) +

S
�2C�

f(a;��; r) :

(a; r) 2 epi((f + (�h))�)g] \ (f0g � f0g � R)� (0; 0; ");
(RC0)

����������
f(0; 0; r) : (0; r) 2 epi(f + g � h)�g � [f0g � epi(g�) + f(0; 0; r) :

(0; r) 2 epi(f �)g+
S
�2C�

f(a;��; r) : (a; r) 2 epi((�h)�)g]\

(f0g � f0g � R)� (0; 0; "):

(RC
0
)

Teorema 3.4.5 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (i) Presupunem c¼a (RC0) are loc.

Dac¼a f(x) + (g � h)(x) � "=2 pentru orice x 2 X atunci exist¼a � 2 C� astfel încât

g�(�) + (f + �h)�(0) � "=2.

(ii) Dac¼a exist¼a � 2 C� astfel încât g�(�) + (f + �h)�(0) � �"=2, atunci f(x) + (g �

h)(x) � "=2 pentru orice x 2 X.

Teorema 3.4.6 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (i) Presupunem c¼a (RC
0
) are loc.

Dac¼a f(x) + (g � h)(x) � "=2 pentru orice x 2 X atunci exist¼a � 2 C� si � 2 X� astfel

încât f �(�) + g�(�) + (�h)�(��) � "=2.

(ii) Dac¼a exist¼a � 2 C� si � 2 X� astfel încât f �(�) + g�(�) + (�h)�(��) � �"=2,

atunci f(x) + (g � h)(x) � "=2 pentru orice x 2 X.

Prezent¼am acum rezultate referitoare la puncte şa generalizate.

Lagrangianul ataşat perechii (PC)� (DC) este LC : X � Y � ! R, de�nit de (cf. [12])

LC(x; �) =

8<: f(x) + (�h)(x)� g�(�); daca � 2 C�

�1; altfel.
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Fie � � 0. Spunem c¼a (x; �) 2 X � Y � este (�; ")-punct şa pentru LC dac¼a

LC(x; �)� � � LC(x; �) � LC(x; �) + "; pentru orice (x; �) 2 X � Y �:

Teorema 3.4.10 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Presupunem ca g este o functie

convex¼a şi inferior semicontinu¼a cu g(y) > �1 pentru orice y 2 Y . Dac¼a (x; �) este un

(�; ")-punct şa pentru LC atunci x 2 X este o (" + �)-solutie optim¼a a problemei (PC),

� 2 C� este o (" + �)-solutie optim¼a a problemei (DC) şi exist¼a o "(" + �)-duality gap"

pentru perechea de probleme (PC) si (DC), adic¼a, v(PC) � (DC) + "+ �.

Un rezultat analog cu Teorema 3.4.10 poate � dat pentru perechea de probleme (PC)

si (DC) cu Lagrangianul corespunz¼ator, dat in (cf. [12]), LC : X �X� � Y � ! R

LC(x; �; �) =

8<: h�; xi+ (�h)(x)� f �(�)� g�(�); dac¼a � 2 C�

�1; altfel.

Teorema 3.4.11 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Presupunem c¼a g este o funcţie

convex¼a si inferior semicontinu¼a cu g(y) > �1 pentru orice y 2 Y . Dac¼a (x; �) este un

(�; ")-punct şa pentru LC atunci x 2 X este o (" + �)-solutie optim¼a a problemei (PC),

� 2 C� este o (" + �)-soluţie optim¼a a problemei (DC) şi exist¼a o "(" + �)-duality gap"

pentru perechea de probleme (PC) si (DC), adic¼a, v(PC) � (DC) + "+ �.
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Chapter 4

Probleme de optimizare convex¼a cu

funçtia obiectiv de tip entropie

4.1 Condi̧tii de regularitate pentru dualitatea tare

când problema primal¼a are funçtia obiectiv de

tip entropie

Consider¼am muļtimea convex¼a nevid¼a X � Rn şi problema

inf
x2X
h(x)50

(
kX
j=1

gj(x)�j

�
fj(x)

gj(x)

�)
; (P�)

unde f = (f1; : : : ; fk)T : X ! Rk, g = (g1; : : : ; gk)T : X ! Rk, h = (h1; : : : ; hm)T : X !

Rm, � = (�1; : : : ;�k) : R+ ! (Rk)�, îndeplinesc fj(x) � 0 şi gj(x) > 0 pentru orice

x 2 X astfel încât h(x) � 0.

Pentru a lucra mai uşor cu problema (P�), din punctul de vedere al dualit¼a̧tii, o scriem

sub forma

inf
(x;s;t)2A

(
kX
j=1

tj�j

�
sj
tj

�)
; (P 0)

unde

A = f(x; s; t) 2 X � Rk+ � int(Rk+) : h(x) 5 0;	(f(x); s) = 0;


(g(x); t) = 0g:
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Funçtiile 	 : Rk+ � Rk+ ! Rk si 
 : int(Rk+)� int(Rk+) ! Rk sunt introduse pentru a

asigura convexitatea problemei (P 0) si pentru a ob̧tine egalitatea

inf(P�) = inf(P 0):

Dup¼a ce d¼am câteva propriet¼a̧ti de convexitate sau concavitate pentru f şi g, determin¼am

problemele duale de tip Lagrange şi Fenchel-Lagrange. Deoarece rezultatele de dualitate

tare pe care le folosim necesit¼a convexitatea problemei primale, consider¼am în continuare

funçtiile hj; j = 1; : : : ;m, convexe iar inegalit¼a̧tile din A referitoare la f şi g sunt alese

astfel încât s¼a asigure convexitatea muļtimii.

4.2 Câteva cazuri particulare pentru con

Particularizând conul C, problemelor ob̧tinute le ataş¼am dualele Lagrange şi Fenchel-

Lagrange. Pentru a ob̧tine dualitate tare d¼am condiţtile de regularitate adecvate.

Primul caz. C = (�Rk+) � f0g, �j -descrescatoare, fj -concave şi gj -a�ne pentru

orice j = 1; :::; k: În acest caz consider¼am

A =
�
(x; s; t) 2 X � Rk+ � int(Rk+) : h(x) 5 0; f(x) = s; g(x) = t

	
:

Avem inf(P�) = inf(P 0).

Duala Lagrange pentru (P�) în acest caz, este

sup
�50;�2Rk;=0;

�+j (�j)+�j�0;j=1;:::;k

inf
x2X

�
�Tf(x) + �Tg(x) + Th(x)

�
(D�

L1)

iar duala sa Fenchel-Lagrange este:

sup
�50;�2Rk;=0

�+j (�j)+�j�0;j=1;k
p;q2X�

�
�(�Tf)�(p)� (�Tg)�(q)� (Th)�(�p� q)

	
: (D�

FL1)

Modul de ob̧tinere a dualelor asigur¼a c¼a dualitatea slab¼a are loc. Pentru a ob̧tine dualitatea

tare d¼am urm¼atoarele condi̧tii de regularitate.

9(x0; s0; t0) 2 ri(X)� int(Rk+)� int(Rk+) :

8>>>>>><>>>>>>:

f(x0) > s0;

g(x0) = t0;

hj(x
0) � 0; if j 2 L;

hj(x
0) < 0; if j 2 N;

(CQ1)

31



unde muļtimea f1; : : : ;mg am împ¼aŗtit-o în dou¼a muļtimi disjuncte dup¼a cum urmeaz¼a

L = fj 2 f1; : : : ;mg : hj este restriçtia la X a unei funçtii a�neg

si N = f1; : : : ;mg nL.

Teorema 4.2.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) Dac¼a sunt îndeplinite condiţiile

(CQ1), atunci exist¼a dualitate tare între problemele (P 0) şi (D�
FL1), adic¼a, (D

�
FL1) are

o soluţie optim¼a şi v(P 0) = v(P�) = v(D�
FL1).

Luând in considerare c¼a v(D�
FL1) � v(D�

L1) � v(P�), ob̧tinem urm¼atorul corolar.

Corolarul 4.2.2 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) Dac¼a sunt îndeplinite condiţiile

(CQ1), atunci exist¼a dualitate tare între problemele (P 0) si (D�
L1), adic¼a, (D

�
L1) are o

soluţie optim¼a şi v(P 0) = v(P�) = v(D�
L1).

Teorema 4.2.3 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) (a) Fie condiţiile (CQ1) îndeplinite

şi presupunem c¼a problema primal¼a (P�) are o soluţie optim¼a x. Atunci problema dual¼a

(D�
FL1) are o soluţie optim¼a, de asemenea, �e aceasta (�; �; ; p; q), si urm¼atoarele conditii

de optim sunt îndeplinite,

(i)
Pk

j=1 gj(x)�j

�
fj(x)

gj(x)

�
= �(�Tf)�(p)� (�Tg)�(q)� (Th)�(�p� q); j = 1; : : : ; k;

(ii) �+j (�j) + �j � 0; j = 1; :::; k

(iii) h(x) 5 0.
(b) Dac¼a x este un punct admisibil pentru problema (P�) şi (�; �; ; p; q) este admisibil

pentru problema (D�
FL1) indeplinind condiţiile de optim (i)-(iii), atunci exist¼a dualitate

tare între (P�) şi (D�
FL1).

În plus, x este o soluţie optim¼a a problemei primale şi (�; �; ; p; q) este o solutie

optim¼a a problemei duale.

Teorema 4.2.4 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) (a) Fie condiţiile (CQ1) îndeplinite

şi presupunem c¼a problema primal¼a (P�) are o soluţie optim¼a x. Atunci problema dual¼a

(D�
L1) are o soluţie optim¼a, de asemenea, �e aceasta (�; �; ), şi urmatoarele condiţii de

optim sunt adevarate,

(i)
Pk

j=1 gj(x)�j

�
fj(x)

gj(x)

�
= inf

x2X

h
�Tf(x) + �

T
g(x) + Th(x)

i
; j = 1; : : : ; k;

(ii) �+j (�j) + �j � 0; j = 1; :::; k

(iii) h(x) 5 0.
(b) Dac¼a x este un punct admisibil pentru problema (P�) si (�; �; ) este admisibil

pentru problema (D�
L1) şi (i)-(iii) au loc, atunci exist¼a dualitate tare intre (P

�) si (D�
L1).
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În plus, x este o soluţie optima a problemei primale şi (�; �; ) este o soluţie optim¼a

a problemei duale.

Caz special. Considerând �j (x) = � ln(x); x > 0 pentru orice j = 1; :::; k, problema

(P�) devine problema tratat¼a in [13].

În continuare prezent¼am alte patru cazuri fara a mai expune dualele si rezultatele

referitoare la dualitatea tare si condi̧tii de optim, care sunt asem¼an¼atoare primului caz.

Cazul al doilea: C = Rk+�f0g, �j -cresc¼atoare, fj -convexe si gj -a�ne pentru orice

j = 1; :::; k. În acest caz consider¼am

A =
�
(x; s; t) 2 X � Rk+ � int(Rk+) : h(x) 5 0; f(x) 5 s; g(x) = t

	
:

Caz special. Luând �j (x) = x; şi gj(x) = 1; pentru j = 1; :::; k; si considerând fj(x) =

kj(x� yj) ob̧tinem problema lui Steiner-Fermat din [52].

Cazul al treilea. C = Rk+�(�Rk+), �j -cresc¼atoare, fj -convexe si gj -concave pentru

orice j = 1; :::; k: În plus presupunem �j(y) � 0; 8y 2
n
f(x)
g(x)

: x admisibil pentru (P�)
o
.

Muļtimea punctelor admisibile a problemei (P 0) în acest caz este

A =
�
(x; s; t) 2 X � Rk+ � int(Rk+) : h(x) 5 0; f(x) 5 s; g(x) = t

	
:

Caz special. Pentru �j (x) = �1; si gj(x) = ln xj; x > 0 pentru orice j = 1; :::; k;

X = int(Rn+) si h(x) = Ax� b ob̧tinem entropia lui Burg din [33].

Cazul al patrulea. C = (�Rk+)�Rk+, �j -descresc¼atoare, fj -concave si gj -convexe

pentru orice j = 1; :::; k; cu presupunerea ca �j(y) � 0; 8y 2 ff(x)
g(x)

: x admisibil pentru

(P�)g. În acest caz

A =
�
(x; s; t) 2 X � Rk+ � int(Rk+) : h(x) 5 0; f(x) = s; g(x) 5 t

	
:

Caz special. Luând �j (x) = �j
1
x
; x > 0; �j > 0 pentru orice j = 1; :::; k, funçtia

obiectiv a problemei (P�) este cea din problema scalarizatoare tratat¼a in [79].

Cazul al cincilea. C = f0g� f0g, fj şi gj a�ne pentru orice j = 1; :::; k. În acest caz

avem

A =
�
(x; s; t) 2 X � Rk+ � int(Rk+) : h(x) 5 0; f(x) = s; g(x) = t

	
:

Caz special. Pentru fj(x) = xj şi gj(x) = dj; pentru orice j = 1; :::; k si hj(x) =

	j(Ajx+ �j) + b
T
j x+ cj; j = 1; :::;m; ob̧tinem problema din [77].

33



Chapter 5

Asupra problemelor de optimizare

� � (1; 2) aproximante

Pentru aceasta seçtiune se consider¼a o submuļtime nevid¼a X din Rn, x0 un punct interior

din X, f : X ! R o funçtie difereņtiabil¼a în x0; g : X ! Rm o funçtie de dou¼a ori

difereņtiabil¼a în x0 şi �e � : X �X ! Rn o funçtie.

Consider¼am problema de optimizare:8>>><>>>:
min f(x)

x 2 X

g(x) 5 0;

(P�)

Not¼am cu z(P�) := fx 2 X : g(x) 5 0g muļtimea solu̧tiilor admisibile a problemei (P�).
Penru rezolvarea problemei (P�), exist¼a diferite moduri de abordare (vezi [65, 67]). Una

dintre acestea const¼a în ataşarea problemei (P�), a unei alte probleme de optimizare, a

carei solu̧tii ne dau (informa̧tii despre) solu̧tiile optime ale problemei ini̧tiale (P�) (vezi

[1, 3, 44, 45, 46]).

În continuare, ataş¼am problemei (P�), problema:8>>>>>><>>>>>>:

minF (x) := f(x0) + hrf(x0); �(x; x0)i

x 2 X

G(x) := g(x0) + [rg(x0)](�(x; x0))+

+1
2



[r2g(x0)](�(x; x0)); �(x; x0)

�
5 0;

(AP�)
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unde 

[r2g(x0)](�(x; x0)); �(x; x0)

�
: = (



[r2g1(x

0)](�(x; x0)); �(x; x0)
�
; :::;


[r2gm(x
0)](�(x; x0)); �(x; x0)

�
):

Not¼am cu z(AP�) := fx 2 X : G(x) 5 0g muļtimea solu̧tiilor admisibile ale problemei

(AP�).

5.1 No̧tiuni şi rezultate preliminare

În aceast¼a seçtiune se dau câteva no̧tiuni şi rezultate cunoscute, de care avem nevoie şi

le vom folosi în acest capitol şi care pot � g¼asite în c¼aŗti şi monogra�i de specialitate,

precum [65, 67].

5.2 Problema de optimizare �-aproximanta

Consider¼am X o muļtime nevid¼a din Rn, x0 un punct interior al lui X, f : X ! R o

funçtie difereņtiabil¼a in x0, g : X ! Rm o funçtie de dou¼a ori difereņtiabil¼a in x0 si

� : X �X ! Rn o funçtie.

Teorema 5.2.1 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie g o funcţie invex¼a de ordin doi în

x0 w.r.t. (în raport cu) �. Dac¼a ex este o soluţie admisibil¼a a problemei (P�), atunci ex
este o soluţie admisibil¼a a problemei (AP�), adic¼a, z(P�) � z(AP�):

Exemplul 5.2.2 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Consider¼am urmatoarea problema de

optimizare: 8>>><>>>:
min f(x) = ln(x+ 1)

x 2 (�1;1) � R

g(x) = x2 � 2x 5 0:

(P )

Mulţimea soluţiilor admisibile a problemei (P ) este z(P ) = [0; 2]: Pentru x0 = 0 si

� : R� R! R, de�nit¼a prin �(x; x0) = x� x0 = x, problema (AP ) este8<: minF (x) = x

G(x) = x2 � 2x 5 0:
(AP )

Avem z(AP ) = z(P ).
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Exemplul 5.2.3 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Consider¼am problema de optimizare:8>>><>>>:
min f(x) = x1

x = (x1; x2) 2 R2

g(x) = �x1 + x42 5 0:

(P �)

Mulţimea soluţiilor admisibile a problemei (P �) este z(P �) = fx 2 R2 : g(x) 5 0g : Pen-
tru x0 = (0; 0) si � : R� R! R, de�nit¼a de

�(x; y) = x� y, pentru orice (x; y) 2 R� R;

problema (AP �) este 8>>><>>>:
minF (x) = x1

x = (x1; x2) 2 R2

G(x) = �x1 5 0:

(AP �)

Avem z(P �) � z(AP �), (1; 5) 2 z(AP �), dar (1; 5) =2 z(P �). Deci z(P �) 6= z(AP �).

Teorema 5.2.6 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie g o funcţie incav¼a de ordin doi în

x0 w.r.t. �: Dac¼a x este o soluţie admisibil¼a a problemei (AP�), atunci x este o soluţie

admisibil¼a a problemei (P�), adic¼a, z(AP�) � z(P�).

Teorema 5.2.7 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie f o funcţie quasi-incav¼a în x0 w.r.t.

�, g o funcţie avex¼a de ordin doi în x0 w.r.t. � şi �(x0; x0) = 0. Dac¼a x0 2 X este o

soluţie optim¼a a problemei (P�), atunci x0 este o soluţie optim¼a a problemei (AP�).

Teorema 5.2.8 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie f o funcţie pseudo-invex¼a în x0

w.r.t. �, g o funcţie invex¼a de ordin doi în x0 w.r.t. � şi �(x0; x0) = 0. Dac¼a x0 este o

soluţie optim¼a a problemei (AP�), atunci x0 este o soluţie optim¼a a problemei (P�).

5.3 Echivaleņta între punctele şa ale problemei �-

aproximanta şi cele ale problemei primale

În aceast¼a seçtiune se consider¼a X o muļtime nevid¼a din Rn, x0 un punct interior din X,

f : X ! R o funçtie difereņtiabil¼a in x0, g : X ! Rm o funçtie de dou¼a ori difereņtiabil¼a în

x0 si � : X�X ! Rn o funçtie. Not¼am lagrangianul problemei (AP�), L�AP : X�Rm+ ! R ,
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de�nit prin

L�AP (x; v) : = f(x0) +


rf(x0); �(x; x0)

�
+


v; g(x0)

�
+

+

�
v; [rg(x0)](�(x; x0)) + 1

2



[r2g(x0)](�(x; x0)); �(x; x0)

��
;

pentru orice (x; v) 2 X � Rm+ .

Teorema 5.3.1 Fie X o submulţime din Rn, x0 un punct interior din X , f : X ! R,

g : X ! Rm funcţii diferenţiabile in x0. Dac¼a exist¼a v0 2 Rm+ astfel încât (x0; v0) 2

X�Rm+ este un punct şa al lagrangianului L
�
P , atunci x

0 este o soluţie optim¼a a problemei

(P�).

Teorema 5.3.2 Fie X o submulţime convex¼a din Rn, x0 un punct interior din X,

f : X ! R, g : X ! Rm funcţii convexe. Dac¼a x0 2 X este o soluţie optim¼a a problemei

(P�) atunci exist¼a v0 2 Rm+ astfel încât (x0; v0) 2 X�Rm+ este un punct şa al lagrangianului

L�P .

Teorema 5.3.3 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie problema (P�) de ordin (1; 2)-KT

invex¼a in x0 w.r.t. �, g o funcţie invex¼a de ordin doi în x0 w.r.t. � şi �(x0; x0) = 0. Dac¼a

(x0; v0) 2 X�Rm+ este un punct şa al lagrangianului L
�
AP , atunci x

0 este o soluţie optim¼a

a problemei (P�).

Teorema 5.3.4 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Presupunem c¼a �(x0; x0) = 0,


[r2g(x0)](�(x; x0)); �(x; x0)

�
; v0
�
= 0, pentru orice x 2 X şi au loc condiţiile de reg-

ularitate corespunz¼atoare pentru problema (P�) în x0. Dac¼a x0 este o soluţie optim¼a a

problemei (P�), atunci exist¼a un punct v0 2 Rm+ astfel încât (x0; v0) 2 X � Rm+ este un

punct şa al lagrangianului L�AP .
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