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Introducere si descrierea

continutului

In optimizarea liniar, unul din cei mai imporanti pasi au fost reprezentati de metoda
simplex, publicata de Dantzig in 1947, si de teorema de dualitate, data de Gale, Kuhn si
Tucker in 1951 (vezi [51]). Apoi , Fenchel [50], Brgndsted [30], Moreau [68, 69] si Rock-
afellar [74, 75] au investigat in lucrarile lor teoria functiilor convexe, functii conjugate gi
dualitatea in optimizarea convexa. Analiza convexa in spatii finit-dimensionale a fost stu-
diatd de Borwein si Lewis [9], Hiriart-Urruty si Lemaréchal [54, 55, 56] si Rockafellar [73],
in timp ce cazul infinit-dimensional a fost studiat de Ekeland gi Temam [47], Rockafellar
[72] si Zalinescu [82].

Pentru a rezolva o problema de optimizare acesteia i se poate atasa o problema duala.
Cele mai importante si cunoscute duale din literatura sunt dulalele Fenchel si Lagrange.
Pentru perechea de probleme primala-duala intotdeauna are loc dualitatea slaba, ceea
ce inseamna ca valoarea optima a dualei este mai mica sau egala cu valoarea optima a
primalei. In teoria dualititii o importanti problems o reprezinti gisirea conditiilor de
regularitate pentru a asigura dualitatea tare. Dualitatea tare este cazul in care valorile
optime ale celor doua probleme sunt egale iar duala are o solutie optima.

In aceastil lucrare am incercat si reusit extinderea si generalizarea rezultatelor existente
din literatura dand noi conditii de regularitate folosind epigrafice si e-subdiferentiale.

In primul capitol se prezinti cateva notiuni si rezultate preliminare, care vor fi folosite
pe parcursul lucrarii.

In capitolul al doilea se prezints diferite conditii de regularitate care caracterizeazs

diferite situatii de tip "e-duality gap" (cu € > 0) pentru probleme de optimizare cu



restrictii si dualele lor de tip Lagrange, Fenchel si Fenchel-Lagrange in spatii local convexe
separate. Intre o problema primals (P) si duala ei (D) existd intotdeauna dualitate slabd,
adicd, v(P) > v(D). Cand v(P) = v(D) se spune ca existd "zero duality gap" intre
(P) si (D) si daca (D) are, in plus, solutie optima, situatia este denumitd dualitate tare.
Daca v(P) —v(D) < &, cu e > 0, se spune ca avem "e-duality gap" pentru (P) si (D).
Daca una din aceste situatii are loc pentru (P,«) si (D,+) pentru orice z* € X*, ea se va
numii stabila. Conditiile de regularitate care asigura situatiile de tip "e-duality gap" sunt
formulate cu ajutorul epigraficelor si e-subdiferentialelor. Cand € = 0 sunt redescoperite
rezultate recente referitoare la dualitatea tare si totala si "zero duality gap" din literatura.

Motivati de rezultatele recente referitoare la dualitatea tare si totala pentru probleme
de optimizare cu restrictii din [19, 18, 49, 48, 62] si de cele referitoare la "zero duality gap"
din [60, 61] introducem in acest capitol cateva conditii de regularitate care caracterizeaza
situatiile de tip "e-duality gap" (cu e > 0) pentru o problema de optimizare cu restrictii
si dualele ei de tip Lagrange, Fenchel si Fenchel-Lagrange. Se extind multe rezultate din
lucrarile mentionate, care se regasesc ca si cazuri speciale pentru ¢ = 0. Mai mult de
atat, unele rezultate din [19, 18, 12, 60, 61], care apar din rezultatele noastre in cazul
special € = 0, sunt extinse prin inlaturarea ipotezelor topologice si de convexitate, in timp
ce, diferite rezultate din [60, 61] sunt obtinute lucrand in spatii local convexe in loc de
spatii Banach si inlaturand ipotezele de continuitate si interior al domeniului de definitie
nevid al functiilor considerate. De asemenea, in acest capitol sunt prezentate rezultate
referitoare la conditii de e-optim si de tip e-Farkas. Contributiile autorului sunt prezentate
in urmatoarele teoreme: 2.1.4, 2.1.10, 2.1.12, 2.1.15, 2.1.16, 2.1.19, 2.1.21, 2.1.22, 2.1.27,
2.1.29, 2.1.31, 2.1.32, 2.1.36, 2.1.40, 2.1.42, 2.1.43, 2.1.49, 2.1.52, 2.1.54, 2.2.1, 2.2.4, 2.2.8,
2.2.9, 2.2.10, 2.2.12, 2.2.14, 2.2.15, 2.2.19, 2.2.22, 2.2.23, 2.2.27, 2.2.29, 2.2.30, 2.2.34,
2.2.38, 2.2.41; corolare: 2.1.6, 2.1.8, 2.1.11, 2.1.13, 2.1.18, 2.1.20, 2.1.25, 2.1.28, 2.1.30,
2.1.34, 2.1.37, 2.1.41, 2.1.45, 2.1.46, 2.1.47, 2.1.50, 2.1.51, 2.1.53, 2.2.7, 2.2.37; remarci:
2.1.5, 2.1.9, 2.1.14, 2.1.17, 2.1.23, 2.1.24, 2.1.33, 2.1.38, 2.1.44, 2.2.2, 2.2.5, 2.2.6, 2.2.11,
2.2.13, 2.2.16, 2.2.17, 2.2.20, 2.2.21, 2.2.24, 2.2.25, 2.2.28, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.35, 2.2.36,
2.2.39, 2.2.40, 2.2.42 si Lema 2.1.3. Unele din aceste rezultate pot fi gasite in [7].

In al treilea capitol sunt prezentate diferite conditii de regularitate care caracterizeaza

situatii de tip "e-duality gap" pentru probleme de optimizare in care functia de scop



este suma dintre o functie gi o compunere dintre o functie con-crescitoare si o functie
vectoriala. Rezultate de tip Farkag pentru sisteme de inegalitati ce contin functii convexe
folosind aproximari bazate pe dualitatea conjugata au fost date in [26, 27]. Apoi, aceste
rezultate au fost extinse la probleme convexe in care sunt implicate compuneri de functii
convexe (vezi [22]). Conditiile de regularitate date in aceasta parte a lucrarii sunt formulate
folosind epigrafice si e-subdiferentiale. Cand ¢ = 0 sunt redescoperite rezultate recente
referitoare la dualitatea tare gi "zero duality gap" din literatura. De asemenea, sunt date
rezultate referitoare la conditii de e-optim si de tip e-Farkas folosind rezultate obtinute
pe parcursul intregului capitol. Pentru a caracteriza solutiile unei probleme de optimizare
in care sunt prezente compuneri de functii convexe, este important a asigura o formula in
care apar (¢)-subdiferentiale (a se vedea [11, 22, 24, 34, 35, 36, 66]). Contributiile autorului
sunt prezentate in urmatoarele teoreme: 3.1.2, 3.1.8, 3.1.15, 3.1.19, 3.1.24, 3.1.25, 3.1.27,
3.1.29, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.3.1, 3.3.6, 3.3.8, 3.3.13, 3.4.1, 3.4.2, 3.4.5,
3.4.6, 3.4.8, 3.4.9, 3.4.10, 3.4.11; corolare: 3.1.4, 3.1.6, 3.1.10, 3.1.12, 3.1.17, 3.1.18, 3.1.20,
3.1.21, 3.3.2, 3.3.9; remarci: 3.1.3, 3.1.7, 3.1.9, 3.1.13, 3.1.14, 3.1.16, 3.1.22, 3.1.23, 3.1.26,
3.1.28, 3.3.3, 3.3.4, 3.3.5, 3.3.7, 3.3.10, 3.3.11, 3.3.12, 3.3.14, 3.3.15, 3.4.3, 3.4.4, 3.4.7.
Unele din aceste rezultate pot fi gasite in [6].

In al patrulea capitol lucram cu o arie mai noua de cercetare, si anume, optimizarea cu
entropii, care are mai multe sfere de lucru: printre matematicieni, fizicieni, ingineri, etc.
Au fost date generalizari pentru anumite probleme existente referitoare la optimizarea
cu entropii analizand cinci cazuri. Pentru fiecare problema din fiecare caz au fost atasate
dualele de tip Lagrange si Fenchel-Lagrange, apoi s-au dat conditii de regularitate pentru
a asigura dualitatea tare. De asemenea, au fost prezentate rezultate referitoare la con-
ditii de optim pentru fiecare caz. Contributiile autorului sunt prezentate in urmatoarele
teoreme: 4.2.1, 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.7, 4.2.8, 4.2.9, 4.2.11, 4.2.12, 4.2.13, 4.2.15, 4.2.16,
4.2.17,4.2.19, 4.2.20; corolare: 4.2.2, 4.2.6, 4.2.10, 4.2.14, 4.2.18 si Propozitia 4.1.1. Aceste
rezultate pot fi gasite in [8].

Inspirati de [1, 2, 3], in al cincilea capitol, unei probleme de optimizare i se atageaza
o n-problema aproximanta si sunt obtinute rezultate referitoare la relatiile dintre solu-
tiile celor doua probleme. Probleme de acest fel au fost studiate printre altii de (vezi

[65, 73]). Au fost introduse diferite clase de functii convexe generalizate. Un astfel de



exemplu il reprezinta functiile invexe, introduse prima data de Hanson [53] si Craven [37].
Folosind functiile invexe, Antczak a dat o noua metoda de rezolvare a problemelor de
optimizare. Aceasta consta in constructia unei probleme n-aprorimanta prin modificarea
atat a functiei obiectiv cat si a functiei restrictie a problemei primale. De asemenea, in
acest capitol au fost obtinute rezultate referitoare la relatiile dintre solutiile problemelor
mentionate gi punctele sa ale functiilor lui Lagrange atagate acestor probleme. Contributi-
ile autorului sunt prezentate in urmatoarele teoreme: 5.2.1, 5.2.6, 5.2.7, 5.2.8, 5.3.1, 5.3.2,
5.3.3, 5.3.4; exemple: 5.2.2, 5.2.3, 5.2.5 si Remarca 5.2.4. Majoritatea acestor rezultate
pot fi gasite in [5].



Cuvinte cheie
Problema de optimizare, functii conjugate, dualitate conjugata, e-duality gap, conditii de
regularitate, duala Lagrange, duala Fenchel, duala Fenchel-Lagrange, conditii optimale,
rezultate de tip e-Farkas, compunere de functii convexe, optimizare cu entropii, solutii

optimale, punct sa, (¢,7)-punct sa, problema de optimizare (1, 2)-n-aproximanta.



Chapter 1

Notiuni si rezultate preliminare

In acest capitol se prezinta notiuni si rezultate de baza din analiza convexa, referitoare la

multimi si functii, care vor fi utilizate in aceasta lucrare.



Chapter 2

Caracterizari pentru "e-duality gap"
in cazul problemelor de optimizare

cu restrictii

Pentru aceasta parte se considera doua spatii vectoriale local convexe separate X si Y si
spatiile lor duale X* and Y™*, inzestrate cu topologia slaba w(X*, X), respectiv, w(Y™*,Y).
Fie conul nevid inchis convex C' C Y i conul sau dual C*.

Fie U o submultime nevida a lui X si h: X — Y*® o functie proprie vectoriala. Notam
cu A= {x cU:h(xr) € —C} si o presupunem nevida. Pentru o functie proprie f : X — R

cu AN dom(f) # 0 consideram problema de optimizare

inf f(x). (P)

zeA

Se noteaza cu v(P) valoarea optimi a problemei de optimizare (P). In cele ce urmeazs
se va scrie min(max) in loc de inf(sup) cand infimumul (supremumul) este atins.

Pentru x* € X* se considera problema de optimizare perturbata linear

i [f(z) + (", 2)]. (P.-)

Problema duala de tip Fenchel pentru problema (P,+) este

sup {—f*(8) —ov(—2" = B)}. (D;-)

peX=



Problemei (P,«) i se poate atasa problema duala de tip Lagrange

sup inf [f(x) + (¥, z) + (Ah)(x)], (DL)

AEC* zelU

care poate fi scrisa si sub forma

sup = (f + (\h))j(~a). (DE)

Pentru un A € C*, problema de minimizare care apare sub supremum in (DZL,) poate

i rescrisa astfel

inf [f(z) + (2%, x) + oy (x) + (Ah)(2)].

zeX
Acestei probleme i se pot atasa diferite tipuri de duale de tip Fenchel. Numele de Fenchel-
Lagrange este dat urmatoarelor duale deoarece ele sunt “combinatii” ale clasicelor duale
Fenchel si Lagrange.
Pastrand impreund 0y si (Ah) se obtine urmatoarea duald de tip Fenchel-Lagrange
pentru (P«)
sup {—f"(8) — (Ah)p (=2 = B)}. (D)

AeC™,
peXx

Céand f si oy sunt luate impreuna, se obtine

sup {—f;(8) — (Ah)"(—2" = B)}- (Da+)

Cand f, (Ah) si 6y sunt luate separat, este obtinuta urméatoarea duald de tip Fenchel-

Lagrange pentru (P,«)

sup {—f"(8) = (A\h)*(@) —ou(—2" —a—[F)}. (D)

Cand z* = 0 aceste duale pentru problema (P) sunt notate simplu (DF), (DF)(D), (D)

si, respectiv, (D).
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2.1 Situatii de tip "e—duality gap" obtinute cu aju-
torul epigraficelor pentru dualitatea Lagrange,
Fenchel si Fenchel-Lagrange

Inspirati de caracterizirile pentru dualitatea tare stabild din [18, 19], in aceastad sectiune
se dau cateva reprezentari echivalente pentru diferite situatii de "e-duality gap" pen-
tru problema (P) si dualele ei cu ajutorul epigraficelor. Inspirati de [60, 61] se dau, de
asemenea, conditii de regularitate care caracterizeaza situatii de tip "e-duality gap" pen-
tru (P) si dualele ei cu ajutorul functiilor h° si h{; definite astfel 2°, h$; : X* — R prin
he(z*) = )\iencf*(kh)*(x*) si hy(x*) = AiQC*(Ah)*U(a:*), pentru z* € X*. In plus, in aceasti

sectiune, se dau rezultate de tip e-Farkas obtinute din conditiile de regularitate prezentate.

2.1.1 Dualitate Lagrange

In aceasts subsectiune se prezint# rezultate referitoare la dualitatea Lagrange.
Teorema 2.1.4 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)# 0 si e > 0. Conditia
epi (f+064)" € | epi(f + (M) = (0,2) (RCE")
AeC*

are loc dacd si numai dacd pentru orice o € X* existia A € C* astfel incat
V(Pp) < = (f + (X)), (") +e. (2.1.1)

Remarca 2.1.5 Cantitatea din dreapta relatiei (2.1.1) nu este neaparat v(DL.) +
e, deoarece supremumul din (D) nu se atinge neapdrat in X. Totusi, (2.1.1) implicd
v(Py) < w(DL) +e.
Daca luam € = 0 in Teorema 2.1.4 se obtine urmatorul rezultat.
Corolarul 2.1.6 Fie f : X — R proprie, indeplinind AN dom(f) # (). Conditia
epi (f +0.4)" = | epi(f + (AR));,
AeC™

are loc dacd si numai dacd pentru orice ©* € X* existd A € C* astfel incat

v(Pe) = = (f + (\0))y, (=27).

11



Daci se alege f(z) = 0 pentru orice z € X, (RCE") devine

epi(oa) € | epi(Mh)} — (0,¢) (RCEY)
AeC

Corolarul 2.1.8 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia (RCE}) are loc daci si numai dacd pentru fiecare x* € X* exita X € C* astfel
mcat

;gl (", x) < —(Ah)[ (=) +e. (2.1.2)

Remarca 2.1.9 Daca se alege € = 0 in Corolarul 2.1.8 obtinem egalitate in conditia
(RCE}) siin relatia (2.1.2).

Teorema 2.1.10 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

epi(f+9d4)" Cepi /\incf (f+ Ah); —(0,¢) (RCTY)
e *
are loc daca §i numai daca exista o situatie "e— duality gap" stabila pentru problemele (P)
si (DY), adica, avem "e-duality gap" pentru perechea de probleme (Py) si (D) pentru
orice r* € X*.
Consideram urmatoarea conditie de regularitate pentru f si A:
epi(f +0.4)" C epi(f*Ohy) — (0,¢). (RC)

Teorema 2.1.12 Fie ¢ > 0. Consideram conditia 0 € sqri(dom(f) — dom(h) N U)
indeplinita. Multimea A si functia f satisfac conditia (RCI) daca si numai dacd existd
o "e—duality gap" stabila pentru problemele (P) si (D¥), adicd, avem "e-duality gap"
pentru perechea de probleme (Py+) si (DL.), pentru orice x* € X*.

Folosind conditia (RC'E¥) se poate obtine urmétorul rezultat de tip e-Farkas.

Teorema 2.1.15 (i) Presupunem ca (RCEY) are loc. Daca f(x) + (x*,z) > /2
pentru orice v € X atunci exista A € C* astfel incat (f + (Xh))*U (—z*) <e/2,

(it) Daci exista X € C* astfel incat (f + (Xh)); (—x*) < —¢/2, atunci f(x)+{x*, z) >

€/2, pentru orice x € X.

2.1.2 Dualitate Fenchel

Asemanator rezultatelor obtinute pentru dualitatea Lagrange, prezentam in continuare

rezultate obtinute pentru dualitatea Fenchel.
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Teorema 2.1.16 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia
epi (f +.4)" Cepi(f*) + epi(oy) — (0,¢) (RCET)

are loc dacd si numai dacd pentru orice ©* € X* exista f € X* astfel incdt

v(Py) < —f*(B) — op(—a* — B) +¢. (2.1.3)
Consideram urmatoarea conditie de regularitate pentru f si A:
epi(f 4+ 04)" Cepi(f*Ooy) — (0,¢). (RCTF)

Teorema 2.1.19 Fie f : X — R proprie, indeplinind A 0\ dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia (RCIT) are loc daca si numai daca existd o "e—duality gap" stabila pentru
problemele (P) si (DY), adicd, avem "e-duality gap" pentru perechea de probleme (Pyx)
i (D)) pentru orice x* € X*.

Folosind (RC'E™) putem obtine urmatorul rezultat de tip e-Farkas.

Teorema 2.1.21 (i) Presupunem ca (RCEY) are loc. Daca f(x) + (x*,z) > £/2
pentru orice x € X atunci exista B € X* astfel incat f*(B) + oy(—z* — B) < £/2.

(ii) Daci existi 3 € X* astfel incit f*(B) + oy(—a* — B) < —¢/2, atunci f(z) +

(x*,x) > €/2 pentru orice v € X.

2.1.3 Dualitate Fenchel-Lagrange

In aceastd subsectiune se dau conditii de regularitate, folosind epigraficele, pentru toate

cele trei tipuri de duale Fenchel-Lagrange.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul I (D)

Incepem prin a da rezultate pentru primul tip de duald Fenchel-Lagrange.
Teorema 2.1.22 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 gi e > 0. Conditia
epi (f +8.4)" C | (epi(f*) +epi(An)}y) — (0,¢) (RCE)
AeCH

are loc dacd si numai daci pentru orice ©* € X* exista A € C* si f € X* astfel incat

V(Per) < —f5(B) = (M) (—a* = B) +e. (2.1.4)

13



Remarca 2.1.24 Dacd alegem f(z) = 0, conditia (RCE) devine (RCEY) si re-
descoperim Corolarul 2.1.8.

Teorema 2.1.27 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 gi e > 0. Conditia

epi(f +0.4)" € epi(f*Dhy) — (0,¢) (RCT)

are loc dacd si numai daca exista o "e—duality gap" stabila pentru problemele (P) si
(D), adicd, avem "s-duality gap" pentru perechea de probleme (Py) si (D) pentru
orice T € X*.

Teorema 2.1.29 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

epi (f +04)" C epi(f*) + epi(hy) — (0,¢) (RCP)
are loc dacd si numai dac pentru orice x* € X* existd f € X* astfel incdt

v(Ppr) < sup {—f*(B) — (M) (—a" = B)} +=.

AeC*

Cu ajutorul conditiei (RCE) se poate obtine urmatorul rezultat de tip e-Farkas.

Teorema 2.1.31 (i) Presupunem ci (RCE) are loc. Dacé f(x)+{(z*,x) > €/2 pentru
orice ¥ € X atunci exista N € C* si B € X* astfel incit f*(B) + (Ah)5(—z* — B) < g/2.

(ii) Daca existi N € C* si B € X* astfel incit f*(3)+ (Ah)j(—2* —B) < —¢/2, atunci

f(z) + (z*,x) > /2 pentru orice x € X.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul II (D,)

In continuare se dau rezultate privind al doilea tip de duali Fenchel-Lagrange.
Teorema 2.1.32 Fie f : X — R proprie, indeplinind A 0\ dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia

epi (f +04)° C | (epi(f5) + epi(Ah)*) = (0,¢) (RCE)

are loc dacd si numai dac pentru orice v* € X* exista A € C* si B € X* astfel incat

0(Pr) < —f5(B) — (h)'(—a* = B) + <. (2.1.5)
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Teorema 2.1.36 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia
epilf +8.4)" C epi( f50h°) = (0,2) (RCT)

are loc dacd si numai dacd exista o "e—duality gap" stabila pentru problemele (P) si
(5), adica, avem "e-duality gap" pentru perechea de probleme (Pyp+) §i (51) pentru orice
Tt e X*.

Teorema 2.1.40 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N\ dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia

epi (f +06.4)" C epi(f) + epi(h®) — (0,¢) (RCP)

are loc dacd si numai dac pentru orice x* € X* existd [ € X* astfel incdt

v(Pp) < sup {—f5(B) — (Ab)* (2" — B)} +e.

AeC*

Cu ajutorul relatiei (EE@) se poate obtine urmatorul rezultat de tip e-Farkas.

Teorema 2.1.42 (i) Presupunem ca (}?é/E) are loc. Daca f(x)+ (z*,x) > /2 pentru
orice ¥ € X atunci exista A € C* si 3 € X* astfel incat f;:(B) + (\h)*(—a* — B) < g/2.

(i) Dacd exista A € C* si f € X* astfel inct f;(B)+(Ah)*(—x* — B) < —&/2, atunci
f(z) + (x*,x) > /2 pentru orice v € X.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul III (D,)

Prezentam in continuare rezultate referitoare la al treilea tip de duala Fenchel-Lagrange.
Teorema 2.1.43 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

epi (f +d4)" C U (epi(f*) + epi(AR)* + epi(oy)) — (0,¢€) (RCFE)
AEC™

are loc dacd si numai dact pentru orice x* € X* exista N € C* si @, § € X* astfel incat
v(Pp) < = f*(B) — (Ah)*(@) — oy(—az* — B— @) +e. (2.1.6)

Teorema 2.1.49 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)# 0 si e > 0. Conditia

epi(f +04)" Cepi(f*OrOoy) — (0,¢) (RCT)
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are loc dacd si numai daca exista o "e—duality gap" stabila pentru problemele (P) si
(D), adica, avem "e-duality gap" pentru perechea de probleme (Pp+) si (Dy+) pentru orice
e X*.

Teorema 2.1.52 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

epi (f +04)" Cepi(f*) + epi(h®) + epi(oy) — (0,¢) (RCP)
are loc dacd si numai dacd pentru orice z* € X* existd @, § € X* astfel incdt
v(Fp-) < sup {=(B) = M) (@) —oy(—a* =B —a)} +e.
e *

Cu ajutorul conditiei (RC'E) se poate obtine urmétorul rezultat de tip e-Farkas.

Teorema 2.1.54 (i) Presupunem ca (RCE) are loc. Daca f(x)+(x*,x) > €/2 pentru
orice ¥ € X atunci existi A € C* si @, f € X* astfel incat f*(B) + (A\h)*(@) + oy (—z* —
B—a)<e/2.

(ii) Daci exista N € C* si @, f € X* astfel incat f*(B)+(Ah)*(@)+oy(—z*—B—a) <

—£/2, atunci f(z) + (z*,z) > €/2 pentru orice x € X.

2.2 Situatii de tip "e—duality gap" obtinute cu aju-
torul s—subdiferentialelor pentru dualitatea La-
grange, Fenchel si Fenchel-Lagrange

In aceastd sectiune se introduc conditii de regularitate pentru a caracteriza situatii de tip
"e-duality gap" folosind e-subdiferentiale, in conditiile in care se presupune ca exista o e-
solutie optima pentru problema primala. Reamintim ca, pentru z* € X*, T € ANdom(f)
este o e-solutie optima pentru (P,) daca si numai daca 0 € 0-(f + a* + 0.4)(T), ceea ce
este echivalent cu —z* € 0.(f + 0.4)(Z). Din rezultatele prezentate in aceasta sectiune si

in cea anterioara se pot obtine rezultate referitoare la conditii e-optime.

2.2.1 Dualitate Lagrange

Prezentam rezultate referitoare la dualitatea Lagrange.
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Teorema 2.2.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 gi e > 0. Conditia

0.(f+06.0@) = | 0-romm (f + v + (\))(@) (RCLY)

AeCH
are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima

pentru (Py) existd A € C* astfel incat
f@) + (2, 7) < = (f + ()p(=a") +e. (2.2.1)

Remarca 2.2.2 Cantitatea din partea stanga a relatiei (2.2.1) nu este neaparat v( Py« ),
in timp ce, in partea dreaptd avem ceva mai mic decat v(DE)+e. Oricum, (2.2.1) implica
v(Py) < w(DL) +e.

Teorema 2.2.4 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

0.(f +00@) = () U vnromm (f + 6u + (A0) (@) (RCSY)

n>0\eC*
are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima
pentru (Py+) are loc

f(@) + (z*,7) < feucp* ;g{fj [f(z) + (2", z) + (Ah) ()] + €. (2.2.2)

Remarca 2.2.5 Relatia (2.2.2) implica v(P,-) < v(DL) +e, fara a exista, in general,
o implicatie reciproca.

In continuare prezentdm un rezultat referitor la conditii de e-optim.

Teorema 2.2.9 Presupunem ca este indeplinita conditia (RCTY).

(a) Fie €, > 0. Daca T este o £-solutie optima a problemei (P), atunci existd A € C*
astfel incat

(f + A5 (0) + (f + (M) (@) < e+ n+ (AR)(@). (2.2.3)

In plus, X este o (¢ + n)-solutie optima a problemei (D*).
(b) Daca exista X € C* astfel incat relatia (2.2.3) are loc pentru T € X si A € C*
atunci T este o e-solution optimala a problemei (P). In plus, X este o (¢ + n)-solutie

optima a problemei (DF).
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2.2.2 Dualitate Fenchel

In continuare prezentam rezultate referitoare la dualitatea Fenchel.
Teorema 2.2.10 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia
O(f+o0@ = U (0.f@)+0-,00()) (RCLF)

£;>0,1=1,2
£1+e2=¢

are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima

pentru (Py) existd B € X* astfel incdt

f@) + (2",7) < —f*(B) — ou(~a" = B) +e. (2.2.4)

Teorema 2.2.12 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N\ dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia
O(f+o)@ = U (0./@) +0-,00() (RCST)

n>0 ¢;,20,1=1,2
e1te2=e+n

are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima
pentru (Py«) are loc
@)+ (a".7) < sup (=1 (5) = ov (=" = )} += (2.25)

Acum, prezentam un rezultat referitor la conditii de e-optim.

Teorema 2.2.14 Presupunem ca este indeplinita conditia (RCIF).

(a) Fie e, > 0. Daca T este o e-solutie optima a problemei (P), atunci exista f € X*
astfel incat

(i) f@) + £*(B) < (B.T) +e1,

(ii) ou(=B) + 6u(T) < (=B, T) + &2,

(i1i) e1 + €2 =€+ 1.

In plus, 3 este o (¢ + n)-solutie optimala a problemei (D).

(b) Daca exista e1,e5 > 0 si B € X* astfel incat relatiile (i)-(iii) au loc pentru T € X si
B € X* atunci T este o e-solutie optimd a problemei (P). In plus, B este o (e +n)-solutie

optima a problemei (D).
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2.2.3 Dualitate Fenchel-Lagrange

In aceastd subsectiune se prezinti conditii de regularitate, folosind e-subdiferentiale, pen-

tru toate cele trei tipuri de duale Fenchel-Lagrange.

Duala Fenchel-Lagrange de tipul I (D,-)

Incepem prin a prezenta rezultate pentru primul tip de duali Fenchel-Lagrange.
Teorema 2.2.15 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

O:(f +0.4)(T) = U (0, f(T) + 02, (0 + (AR)) (7)) (RCL)

AeC*
£;>0, 1=1,2
e1t+ea=e+(Ah)(T)

are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima

pentru (Py) exista X € C* si B € X* astfel incdt

f@) + (2" 7) < =f*(B) — M)y(—a" = B) +e. (2.2.6)

Teorema 2.2.19 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

0-(f +0.0)@) =) U (0-, f(T) + 0=, (60 + (\R)) (F)) (RCS)

n>0 AeC*
€;>0, i=1,2
e1tea=e+n+(Ah)(T)

are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima
pentru (Py«) are loc
f@) + (@, 7) < sup {—f7(B) — (Ah)j(—2" — B)} +e. (2.2.7)

AeC™,
BeX*

In continuare dam un rezultat referitor la conditii de e-optim.

Teorema 2.2.22 Presupunem ca este indeplinita conditia (RCT).

(a) Fie e,n > 0. Daci T este o e-solutie optimi a problemei (P), atunci existd A € C*
si B € X* astfel incat

(i) f@) + f*(B) < (B.T) +e1,

(it) (AR)3(=B) + Ay (T) < (=B, T) + &2,
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(iii) €1 + €2 = € + 1 + (AR)(T).

In plus, (X, 3) este o (¢ + n)-solutie optima a problemei (D).

(b) Daca existi €1,e5 > 0, X € C* si 3 € X* astfel incat relatiile (i)-(iii) au loc pentru
TEX,\€C*si B e X* atunci T este o e-solutie optimi a problemei (P). In plus,

(A, B) este o (¢ + n)-solutie optimd a problemei (D).

Duala Fenchel-Lagrange de tipul II (D,+)

Prezentam in continuare resultate referitoare la al doilea tip de duala Fenchel-Lagrange.

Teorema 2.2.23 Fie f : X — R proprie, indeplinind A N dom(f) # 0 si ¢ > 0.

Conditia
o(f+o0@ = |J  (0afo@ +0,(\0)(@)) (RCL)

are loc daca gi numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o c-solutie optima

pentru (Py.) existi X € C* si f € X* astfel incdt

f@) + (2, 7) < —f5(B) = (Ah)*(=a" = B) +&. (2.2.8)

Teorema 2.2.27 Fie f : X — R proprie, indeplinind A 0\ dom(f) # 0 si ¢ > 0.
Conditia
o(f+o0@= U 0afu@+0.0n@) (RCS)

n>0 AeC*
€30, i=1,2
e1tee=e+n+(\h)(Z)

are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima
pentru (Py+) are loc
f(@) + (27, 7) < sup {—f;(B) — (Ah)*(=2" = B)} +e. (2.2.9)

AeC,
BeX*

In continuare dam un rezultat referitor la conditii de e-optim.

Teorema 2.2.29 Presupunem ca este indeplinita conditia (E\C/I ).

(a) Let £, > 0. Daci T este o e-solutie optima a problemei (P), atunci exista A € C*
si B € X* astfel incat

(i) fu (@) + f5:(B) < (B, 7) + 1,

(it) (AR)*(=B) + (AR)(T) < (=B, 7) + e2.,
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(iii) €1 + €2 = € + 1 + (AR)(T).

In plus, (X, B) este o (¢ + n)-solutie optimd a problemei (15)

(b) Daca existi 1,65 > 0, X € C* i B € X* astfel incat relatiile (i)-(iii) au loc pentru
TEX,\N€C* g 3 X* atunci T este o e-solutie optimi a problemei (P). In plus,

(X, B) este o (¢ +n)-solutie optimala a problemei (D).

Duala Fenchel-Lagrange de tipul III (D,)

Urmeaza rezultate referitoare la al treilea tip de duala Fenchel-Lagrange.
Teorema 2.2.30 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia
O=(f +0.4)(T) = U (0, f(T) + N (T) + O, (AR)(T)) (RCL)

AeC*
€;>0, i=1,2,3
e1+e2t+ez=e+(Ah)(T)

are loc daca si numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima

pentru (Py) existd A € C* si @, B € X* astfel incdt

f@) + (z57) < —f*(B) — Dh)* (@) — oy(—2* — B —a) +e. (2.2.10)

Remarca 2.2.31 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Cantitatea din stinga relatiei
(2.2.10) nu este neaparat v(P), in timp ce, in partea dreapta avem ceva mai mic decdt
v(Dyr) + €. Oricum, (2.2.10) implica v(Py) < v(Dys) + €.

Teorema 2.2.34 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [7]) Fie f : X — R proprie, indeplinind
Andom(f)#0 si e > 0. Conditia

O:(f + 0@ =) U (0:1f (@) + N (@) + 0, (M)(@))  (RCS)

n>0 AeC*
>0, i=1,2,3
e1te2tez=e+n+(A\h)(T)

are loc daca $i numai daca pentru orice x* € X* pentru care T este o e-solutie optima

pentru (Pp+) are loc

f(@)+ (z",7) < sup {—f"(B) —ou(—2" =5 —a)— (Ah)*(a)} +e. (2.2.11)

Dam acum un rezultat referitor la conditii de e-optim.

Teorema 2.2.41 Presupunem ca este indeplinita conditia (RCT).
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(a) Fie e, > 0. Daci T este o e-solutie optima a problemei (P), atunci exista A € C*
si @, € X* astfel incat

(i) @) + *(B) < (B.T) + &1,

(it) (AR)(@) + (A)*(@) < (@,7) + e,

(iti) 6u(T) + oy(—a — B) < (—a — B,7) + 3,

(iv) €1 + 2 + 3 = € + 1+ (ML) (T).

In plus, (\, @, B) este o (¢ +n)-solutie optimi a problemei (D).

(b) Daci existd 1,629,653 > 0, A € C* i @, 3 € X* astfel incat relatiile (i)-(iv) au loc
pentru T € X, A€ C* si @, B € X* atunci T este o e-solutie optimd a problemei (P). In
plus, (\, @, B) este o (¢ + n)-solutie optimé a problemei (D).

Remarca 2.2.42 Rezultate similare referitoare la conditii de e-optim pentru (P) si
dualele ei considerate, au fost obtinute si in [18, 19]. Rezultatele referitoare la conditii de

g-optim prezentate in acest capitol extind rezultatele obtinute lucrarile mentionate.
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Chapter 3

Caracterizari pentru "e-duality gap"
in cazul problemelor de optimizare

compuse

Consideram doua spatii vectoriale local convexe separate X si Y si spatiile lor duale
X* and Y™, inzestrate cu topologia slabd w(X*, X), respectiv, w(Y*,Y). Fie conul nevid
inchis convex C' C Y si conul sdu dual C*. Pe Y se considera ordinea partiala “<s” indusa
de conul convex C.

Fie f : X — R o functie proprie, g : ¥ — R o functie proprie si C-crescitoare
si h : X — Y* o functie proprie vectoriald indeplinind domg N (h(domf) + C) # 0.

Consideram problema de optimizare

inf [f(z) + (g 0 h)(z)]. (P9)

zeX

Pentru x* € X* se considera problema de optimizare perturbata linear

inf [f(x) + (g0 h)(x) — (@", z)]. (Pr)

reX

Acestei probleme i se pot atasa diferite duale de tip Fenchel-Lagrange. Daca f si (Ah)

sunt luate impreund se obtine urmatoarea duala pentru problema (PS)

félgg{—g*(k) — (S + (AR)" (%)} (D)

23



Cand f si (Ah) sunt separate, se obtine urmatoarea duald

Sup {=g"(\) = [7(B) = (AR)*(z" = B)}. (DS
BeEX*

Se noteazi cu v(PC) valoarea optimi a problemei (PC). Se poate observa ca v(DZ.) <
v(DS) < v(PY) pentru orice z* € X*. Cand x* = 0 aceste duale sunt notate simplu cu
(D), respectiv cu, (D°).

Intre (P¢) si dualele ei existd intotdeauna dualitate slabd, adicd, v(P¢) > v(DC),
respectiv, v(P°) > v(DC). Cand v(P®) = v(DC) se spune ci avem "zero duality gap"
intre (PY) si (DY) si, dacd, (D) are solutie optimai, situatia se numeste dualitate tare.
Daca v(P%) — v(D%) < ¢, cu e > 0, se spune ca avem o "e-duality gap" pentru (PY) si
(DY). Dacé una din aceste situatii are loc pentru (P%) si (DY) pentru orice x* € X*, se

va numi stabila.

3.1 Situatii de tip "¢—duality gap" obtinute cu aju-
torul epigraficelor

Fie € > 0. Consideram urmatoarele conditii de regularitate

{(z*,0,7) : (a*,7) € epi(f + goh)*} C[{0} x epi(g") + U {(a,—A,r):
AeC* (R(j)

(a,7) € epi((f + (A))) ] N (X x {0} x R) = (0,0,¢)
si
{(z%,0,r) : (z7,7) € epi(f + g o h)"} € [{0} x epi(g”) +{(z",0,7) :
(x%,7) € epi(f*)} + AGUC*{(G’ =\ 1) s (a,r) € epi((Ah)™) N (RC)

(X* x {0} xR) —(0,0,¢)

Ele sunt inspirate conditii de regularitate de tip inchidere din [11], dar spre deosebire de

acestea, noi nu folosim ipoteze topologice sau de convexitate.
Teorema 3.1.2 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Conditia (RC) este indeplinita daca

si numai dacd pentru orice x* € X* existd un X € C* astfel incat
(f +goh) () = g"(N) + (f + (\)*(a") —e. (3.1.1)
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Remarca 3.1.3 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) In partea stangd a relatiei (3.1.1)
se poate recunoaste —U(PS). Cantitatea din partea dreapta din relatia (3.1.1) nu este
neaparat —U(Dg ) —¢e, deoarece supremumul din (Dg) nu se atinge neaparat in . Totusi,
(3.1.1) @mplici v(P<) < v(D%)+e, ceea ce inseamnd ci pentru perechea de probleme (P<)
s (Df) exista o "e-duality gap". Astfel, (RC) conduce la o "e-duality gap" stabila pentru
(PY) si (D). Observam ca A € C* obtinut in Teorema 3.1.2 este o e-solutie optimi a
problemei (Dg)

Rezultate similare pot fi obtinute si pentru (F) folosind conditia (RC).

Teorema 3.1.8 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Conditia (RC) este indeplinitd daca

i numai dacd pentru orice x* € X* exista A € C* si B € X* astfel incdt

(f +goh)*(x*) > g*(\) + f*(B) + \h)*(z* — B) —e. (3.1.2)

Pentru a obtine formulari similare cu (3.1.1) si (3.1.2), unde apar valorile optime a

problemelor (D) si (D), considerfm urmatoarele conditii de regularitate

epi(f + g0 h)" C epi inf [g°(\) + (f + (\)"()] = (0,2) (RCT)
epi(f +g0h)" Cepi inf [g"(N) + [*(8) + (W) (- = B)] - (0,2). (RCT)
peX*

Teorema 3.1.5 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Conditia (RCI) este indeplinita

daca g1 numai daca pentru orice x* € X* avem

(f +goh)"(z") = inf [g°(A) + (f + (AR))"(27)] — <. (3.1.3)

Remarca 3.1.16 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Relatia (3.1.3) inseamna de fapt
v(Pg) < U(Df*) + ¢, adica, avem "e-duality gap" stabila pentru (P°) si (D).
Teorema 3.1.19 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Conditia (RCI) este indeplinita

daca st numai daca pentru orice x* € X* avem
(f +goh)(z%) = inf [g"(A) + f*(B) + (Ah)* (2" — )] —&. (3.1.4)

Remarca 3.1.22 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Ludnd in considerare Teorema
3.1.2, Teorema 3.1.8, Teorema 3.1.15 si Teorema 3.1.19 obtinem urmatoarele implicatii:

(RC) = (RC) = (RCI) and (RC) = (RCI) = (RCI).
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3.2 Cazuri speciale

Rezultatele pe care le-am prezentat pentru functii compuse pot fii particularizate pentru

combinatii de functii care apar atat in probleme teoretice cat si practice.

3.3 Situatii de tip "¢—duality gap" obtinute cu aju-
torul e—subdiferentialelor

In aceastd sectiune ardtam ca relatiile (3.1.1),(3.1.2), (3.1.3), (3.1.4) pot fi caracterizate
si cu conditii de regularitate folosind subdiferentiale, respectiv, e —subdiferentiale.

Teorema 3.3.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem

o(f+goh)(z) ) U Oe, (f 4+ (AR))(z) (RCSC)
n>0 €1,220
e1+tez=¢e+n
AEC*N0eog(h(x))

pentru orice x € X daca gi numai daca (3.1.3) are loc pentru orice x* € R(O(f + goh)).
Teorema 3.3.6 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem

of+goh)x)C |  0.(f+(\)(x) (RCLC)

€1,22>0
g1+e2=¢
AEC*NOeog(h(x))

pentru orice x € X dacd si numai dacé pentru orice * € R(O(f 4+ goh)), existi A € C*
astfel incat (3.1.1) are loc.
Teorema 3.3.8 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem
o(f+goh)(x) () U 0./@) +0.0) () (RCSC)

n>0 €1,22>0
e1+teztez=¢e+n
AeC*NO:5g(h(x))

pentru orice x € X daca si numai daca pentru orice z* € R(O(f 4+ goh)), (3.1.4) are loc.
Teorema 3.3.13 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Avem
O(f +goh)(x) C U 0.f@) +8.0m)() (RCLC)

€1,2>0
e1+eatez=e+n
AEC*NOe5g(h(x))

pentru orice x € X dacd si numai dacé pentru orice * € R(O(f 4+ goh)), exista A € C*
si B € X* astfel incit (3.1.2) are loc.
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Remarca 3.3.15 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Privind conditiile (RC') si (RC'LC')
se poate observa ca (RC) implica (3.1.1) pentru orice x* € X* si (RCLC) implica
(3.1.1) pentru orice z* € R(O(f + goh)), ceea ce inseamna ca (RC) implica (RCLC).
Analog, (RC) implica (3.1.2) pentru orice * € X* si (RCLC) implica (3.1.2) pentru

orice z* € R(O(f +goh)), ceea ce inseamna ca (RC') implica (RCLC).

3.4 Rezultate referitoare la conditii de c-optim,
rezultate de tip e-Farkas si (¢, n)-puncte sa

Din rezultatele prezentate in sectiunile precedente se pot obtine rezultate referitoare la
conditii de e-optim, rezultate de tip e-Farkag si caracterizari pentru (e, 7)-puncte sa.

Consideram urmatoarele conditii
(epi(f+gon) )N ({0} xR) C (epi inf [g"(X)+(f+(M)* ())N{0} xR)—(0,¢), (RCI®)

(epi(f +g0h)7) N ({0} x R)  (epi inf [g*(A) + f*(5) + (M) (- = B)])
BEX™ (RCT")

N({0} x R) — (0, ¢).

Teorema 3.4.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (a) Fie €,n > 0. Presupunem
conditia (RCI°) indeplinitda. Daci T este o e-solutie optimd a problemei (PC), atunci
existd £1,69 > 0, §i A € C* astfel tncdt

(i) g*(N) + g(W(@)) < (AR)(T) + &2,

(i) (f + (A))*(0) + (f + (\))(7) < e,

(iii) €1 + 3 =€+ 1.

In plus, X este o (e + n)-solutie optimé a problemei (D).

(b) Daci existi 1,69 > 0 §i X € C* astfel incdt relatiile (i)-(iii) au loc pentru T € X
si A € C* atunci T este o (¢ + n)-solutie optimd a problemei (PC). In plus, X este o
(e + n)-solutie optima a problemei (D).

Teorema 3.4.2 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (a) Fie €,n > 0. Presupunem
conditia (WO) indeplinitd. Dacd T este o e-solutie optimd a problemei (PY), atunci
existd €1,€2,65 > 0, A\ € C* si B € X* astfel incat

(i) g"(N) + 9(h(T)) < (AR)(T) + &3,
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(it) f*(B) + f(T) < (B, T) +e1,

(i) (V)" (—B) + (Wh)(®) < (B.7) + 2,

(iv) e1+e3+e3=¢+1.

In plus, (X, B) este o (¢ +n)-solutie optimid a problemei (DC).

(b) Dacii existd 1,629,653 > 0, X\ € C* si B € X* astfel incat relatiile (i)-(iv) au loc
pentru T € X, A € C* gi B € X* atunci T este o (¢ +n)-solutie optimd a problemei (P©).
In plus, (X, ) este o (¢ +n)-solutie optimid a problemei (DC).

In continuare dfm rezultate de tip e-Farkas pentru (PY) si dualele ei. Considerim
urmatoarele conditii de regularitate

{(0,0,7) : (0,7) € epi(f +goh)*} C [{0} x epi(g”) + U {(a,—A,r):
AeC* (RCO)

(a,7) € epi((f + (Ah)))} N ({0} x {0} x R) — (0,0, ¢),

{(0,0,7) : (0,7) € epi(f +go h) } C [{0} x epi(g*) + {(0,0,7) :
(0,7) € epi(f*)} + U {(a,=A,7) : (a,7) € epi((AR)*) }]N (RC")

AEC*
({0} x {0} xR) —(0,0,¢).

Teorema 3.4.5 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (i) Presupunem ca (RC®) are loc.
Daci f(x) + (g o h)(z) > &/2 pentru orice x € X atunci ewista N € C* astfel incat
g (N) + (f + Ah)*(0) < g/2.

(i4) Daca exista A € C* astfel incit g*(\) + (f + Ah)*(0) < —¢/2, atunci f(x) + (go
h)(z) > €/2 pentru orice x € X.

Teorema 3.4.6 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) (i) Presupunem ca (WO) are loc.
Daci f(z)+ (goh)(z) > /2 pentru orice © € X atunci exista A\ € C* si B € X* astfel
incat f*(5) +g*(A\) + (A\h)*(=f) < £/2.

(ii) Daci exista N € C* si 3 € X* astfel incit f*(B) + g*(N\) + (Ah)*(—B) < —¢/2,
atunci f(x) + (goh)(x) > &/2 pentru orice x € X.

Prezentam acum rezultate referitoare la puncte sa generalizate.

Lagrangianul atasat perechii (P¢) — (D) este L : X x Y* — R, definit de (cf. [12])

Lz, \) = f(x) + (Ah)(z) — g*()), daca A € C*

—o0, altfel.
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Fie n > 0. Spunem ci (7, \) € X x Y* este (n, ¢)-punct sa pentru L¢ daca

LY@, \) —n < LY@, \) < LY(x, \) + ¢, pentru orice (z,\) € X x Y*.

Teorema 3.4.10 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Presupunem ca g este o functie
convexd §i inferior semicontinud cu g(y) > —oo pentru orice y € Y. Daci (T,\) este un
(n,€)-punct sa pentru LC atunci T € X este o (¢ + n)-solutie optima a problemei (PY),
X € C* este o (¢ 4 n)-solutie optimd a problemei (D) si existd o "(e + n)-duality gap"
pentru perechea de probleme (PC) si (DY), adica, v(PY) < (D) + &+ .

Un rezultat analog cu Teorema 3.4.10 poate fi dat pentru perechea de probleme (P¢)
si (D) cu Lagrangianul corespunzitor, dat in (cf. [12]), LC : X x X* x V* - R

<ﬁ,l‘> + (Ah)(‘r> - f*<6) - g*<)‘>’ daca A € C*

—o00, altfel.

LO(x,B,)) =

Teorema 3.4.11 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [6]) Presupunem ca g este o functie
convexd si inferior semicontinud cu g(y) > —oo pentru orice y € Y. Daci (T,\) este un
(n,€)-punct sa pentru LC atunci T € X este o (¢ + n)-solutie optimé a problemei (P€),
X € C* este o (¢ + n)-solutie optimi a problemei (DC) si existd o "(e + n)-duality gap"
pentru perechea de probleme (P€) si (D), adicd, v(PY) < (D) 4 ¢ + 1.
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Chapter 4

Probleme de optimizare convexa cu

functia obiectiv de tip entropie

4.1 Conditii de regularitate pentru dualitatea tare
cidnd problema primala are functia obiectiv de
tip entropie

Consideram multimea convexa nevida X C R" gi problema

g {2 (26)} =

h(z)<0 \j=1

undef: (fl 7777 fk)T:X_)Rkvg: (glv"'7gk)T:X_>Rk7 h = (hlv"'7hm)T:X_)
R™ & = (¥q,...,P;) : Ry — (R¥)*, indeplinesc f;(xz) > 0 si g;(z) > 0 pentru orice
x € X astfel incat h(x) < 0.

Pentru a lucra mai usor cu problema (P?), din punctul de vedere al dualit#tii, o scriem

k
SA
inf .o | =2 P’
(x,}e,rz)eA{jzl J J(tj)}7 ( )

A={(z,8t) € X x RE x int(R%) : h(z) £ 0,¥(f(x),s) =0,

sub forma

unde

Q(g(x),t) = 0}.
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Functiile ¥ : RY x R® — RF si Q : int(R%) x int(R%) — R sunt introduse pentru a

asigura convexitatea problemei (P’) si pentru a obtine egalitatea
inf(P*) = inf(P").

Dupa ce dam cateva proprietati de convexitate sau concavitate pentru f si g, determinam
problemele duale de tip Lagrange si Fenchel-Lagrange. Deoarece rezultatele de dualitate
tare pe care le folosim necesita convexitatea problemei primale, consideram in continuare
functiile h;,j = 1,...,m, convexe iar inegalitatile din A referitoare la f si g sunt alese

astfel incat sa asigure convexitatea multimii.

4.2 Cateva cazuri particulare pentru con

Particularizand conul C, problemelor obtinute le atasam dualele Lagrange si Fenchel-
Lagrange. Pentru a obtine dualitate tare dam condittile de regularitate adecvate.
Primul caz. C = (—R%) x {0}, ®; -descrescatoare, f; -concave si g; -afine pentru

orice j = 1,..., k. In acest caz considerim
A={(z,s,t) € X xR xint(RY) : h(z) £0, f(z) = s,9(z) = t}.

Avem inf(P?®) = inf(P").
Duala Lagrange pentru (P?) in acest caz, este
sup inf [a' f(z) + 57 g(x) + 7" h(x)] (D)
a<0,8€Rk 420,  TEX
@j(aj)+6j§0,j:1,...,k
iar duala sa Fenchel-Lagrange este:
sup {=@" 1))~ (679" (@) = ("R (=p— q)} . (D¥r1)
a<0,8€Rk 420

P (aj)+8;<0,j=1k
p,geEX™

Modul de obtinere a dualelor asigura ca dualitatea slaba are loc. Pentru a obtine dualitatea

tare dam urmatoarele conditii de regularitate.

(2, s, ) € ri(X) x int(RY) x int(R%) : 4
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unde multimea {1,...,m} am impartit-o in doud multimi disjuncte dupd cum urmeaza

L={je{l,...,m}: h; este restrictia la X a unei functii afine}

si N={1,...,m}\L.

Teorema 4.2.1 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) Daca sunt indeplinite conditiile
(CQ1), atunci existd dualitate tare intre problemele (P') si (D%;,), adica, (D%;,) are
o solutie optima si v(P') = v(P®) = v(DE;,).

Luand in considerare ci v(D%;,) < v(D%,) < v(P?), obtinem urmitorul corolar.

Corolarul 4.2.2 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) Daca sunt indeplinite conditiile
(CQ1), atunci exista dualitate tare intre problemele (P') si (D%,), adica, (Df,) are o
solutie optima si v(P') = v(P®) = v(DY,).

Teorema 4.2.3 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) (a) Fie conditiile (CQ1) indeplinite
gi presupunem ca problema primald (P*®) are o solutie optima T. Atunci problema duald
(D%, ) are o solutie optimi, de asemenea, fie aceasta (@, 3,7, D,q), si urmitoarele conditii
de optim sunt indeplinite,

(i) Sy 0i@)®; (23) = —@" ) @)~ (B 9@ — G (5=, j =1,

(ii) ®F(a;) + B8, <0,j=1,....k

(111) h(z) < 0.

(b) Daci T este un punct admisibil pentru problema (P®) si (&, 3,7, D,q) este admisibil
pentru, problema (D%;,) indeplinind conditiile de optim (i)-(iii), atunci existd dualitate
tare intre (P®) si (D2,,).

In plus, T este o solutie optimé a problemei primale i (@,(,7,D,q) este o solutie
optima a problemei duale.

Teorema 4.2.4 (H.-V. Boncea, S.-M. Grad, [8]) (a) Fie conditiile (CQ1) indeplinite
si presupunem ci problema primala (P%) are o solutie optima T. Atunci problema duald
(D)) are o solutie optimd, de asemenea, fie aceasta (@, 3,7), §i urmatoarele conditii de

optim sunt adevarate,

(i) Sy 0i@)®; (23) = in [a7f(@) + B g(a) +77h(@)] , =1, .k,
(ii) ®F (a;) + B8, <0,j=1,....k
(iii) h(Z) < 0.

(b) Daca T este un punct admisibil pentru problema (P®) si (@, 3,7) este admisibil

pentru, problema (D) si (i)-(i) au loc, atunci exista dualitate tare intre (P®) si (D).
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In plus, T este o solutie optima a problemei primale si (@, B,7) este o solutie optimd
a problemer duale.

Caz special. Considerand ®; () = —In(z),z > 0 pentru orice j = 1,..., k, problema
(P?) devine problema tratata in [13].

In continuare prezentim alte patru cazuri fara a mai expune dualele si rezultatele
referitoare la dualitatea tare si conditii de optim, care sunt asemanatoare primului caz.

Cazul al doilea: C' = R% x {0}, ®; -crescitoare, f; -convexe si g; -afine pentru orice

j=1,...,k In acest caz consideram
A={(z,s,t) € X xR xint(RY) : h(z) £0, f(z) < s,9(z) =t}.

Caz special. Luand ®; () = =, §i gj(x) = 1, pentru j = 1, ..., k, si considerand f;(x) =
k;(z — y’) obtinem problema lui Steiner-Fermat din [52].
Cazul al treilea. C' = R" x (—R%), ®; -cresciltoare, f; -convexe si g; -concave pentru
f(z)

orice j = 1,...,k. In plus presupunem ®;(y) < 0, Vy € < % : 2 admisibil pentru (P®) }.
J g9(z)

Multimea punctelor admisibile a problemei (P’) in acest caz este
A={(z,s,t) € X xR xint(RY) : h(z) £0, f(z) < s,9(z) = t}.

Caz special. Pentru ®; (z) = —1, si gj(z) = Inzj,z > 0 pentru orice j = 1,..., k,
X = int(R?) si h(z) = Az — b obtinem entropia lui Burg din [33].

Cazul al patrulea. C' = (—Rﬁ) X R’i, ®, -descrescatoare, f; -concave si g; -convexe
pentru orice j = 1,...,k, cu presupunerea ca ®;(y) > 0, Vy € {% : 2 admisibil pentru

(P®)}. In acest caz
A={(z,s,t) € X xR xint(RY) : h(z) £0, f(z) = s,9(z) S t}.

Caz special. Luand ®; () = )\j%,x > 0,\; > 0 pentru orice j = 1,...,k, functia
obiectiv a problemei (P%) este cea din problema scalarizatoare tratata in [79].
Cazul al cincilea. C' = {0} x {0}, f; si g; afine pentru orice j = 1, ..., k. In acest caz

avern

A={(z,s,t) € X xRE xint(RY) : h(z) £0, f(z) = s,9(z) = t}.

Caz special. Pentru f;(x) = x; si g;(x) = d;, pentru orice j = 1,...,k si hj(x) =
U, (Ajz + o) + b]Ta: +¢j, j =1,...,m, obtinem problema din [77].
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Chapter 5

Asupra problemelor de optimizare

n — (1,2) aproximante

Pentru aceasta sectiune se considers o submultime nevidd X din R”, 2° un punct interior
din X, f : X — R o functie diferentiabild in 2%, ¢ : X — R™ o functie de doui ori
diferentiabild in 2° si fie n : X x X — R" o functie.

Consideram problema de optimizare:

min f(x)
reX (£)
9(x) =0,

Notam cu F (P,) := {z € X : g(z) = 0} multimea solutiilor admisibile a problemei (P,).
Penru rezolvarea problemei (P,), existd diferite moduri de abordare (vezi [65, 67]). Una
dintre acestea constd in atagarea problemei (F,), a unei alte probleme de optimizare, a
carei solutii ne dau (informatii despre) solutiile optime ale problemei initiale (P,) (vezi
(1, 3, 44, 45, 46]).

In continuare, atagim problemei (P,), problema:

.

min F'(z) := f(2°) + (V f(2°),n(z,2°))
reX

G(z) = g(2°) + [Vg(2°)](n(z, %))+
+3 ([V2g(2)](n(z, 2°), n(z,2°)) £ 0,
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unde

((V29(@")(n(z,2%),n(z,2%) + = (Vg (@) (n(@,2"),n(z,2%)) , ..
([V2gm (2)](n(z, 2%)), n(z,27))).

Notam cu F (AP,) := {z € X : G(z) < 0} multimea solutiilor admisibile ale problemei
(AP,)

5.1 Notiuni si rezultate preliminare

In aceasta sectiune se dau céateva notiuni si rezultate cunoscute, de care avem nevoie si
le vom folosi in acest capitol si care pot fi gasite in carti si monografii de specialitate,

precum [65, 67].

5.2 Problema de optimizare n-aproximanta

Considerim X o multime nevidd din R", 2° un punct interior al lui X, f : X — R o

functie diferentiabild in 2°, ¢ : X — R™ o functie de doud ori diferentiabils in 2° si
n:X x X — R" o functie.

Teorema 5.2.1 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie g o functie invexa de ordin doi in
2% w.r.t. (in raport cu) 1. Daca T este o solutie admisibila a problemei (P,), atunci T
este o solutie admisibila a problemei (AP,), adica, F (P,) C F (AP,).

Exemplul 5.2.2 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Consideram urmatoarea problema de

optimizare:
min f(z) = In(z + 1)
z€(~1,00) CR (P)
g(z) =2? =22 0.

Multimea solutiilor admisibile a problemei (P) este [ (P) = [0,2]. Pentru 2° = 0 si

n:R xR — R, definitd prin n(z,2°) = x — 2° = z, problema (AP) este

min F(z) =

(AP)
G(r) =2? —2x 2 0.

Avem [ (AP) = F (P).
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Exemplul 5.2.3 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Consideram problema de optimizare:

min f(x) = 1,
T = (z1,7) € R? (P*)

g(z) = —z1 +25 0.

Multimea solutiilor admisibile a problemei (P*) este F (P*) = {z € R? : g(x) £ 0}. Pen-
tru 2° = (0,0) si n: R x R — R, definitda de

n(x,y) = x — y, pentru orice (z,y) € R x R,

problema (AP*) este
min F(z) =
r = (11, 172) € R? (AP*)
G(z) =—x1 £ 0.
Avem F (P*) C F(AP*), (1,5) € F (AP*), dar (1,5) ¢ F (P*). Deci F (P*) # F (AP*).
Teorema 5.2.6 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie g o functie incava de ordin doi in
2% w.r.t. n. Daca x este o solutie admisibila a problemei (AP,), atunci x este o solutie
admisibila a problemei (P,), adica, I (AP,) C F (F,).
Teorema 5.2.7 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie f o functie quasi-incavd in z° w.r.t.

O w.rt n st n(® 2% = 0. Daca 2° € X este o

1, g o functie avexa de ordin doi in x
solutie optimd a problemei (P,), atunci 2° este o solutie optima a problemei (AP,).
Teorema 5.2.8 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie f o functie pseudo-invexd in x°

0

w.r.t. n, g o functie invexd de ordin doi in x° w.r.t. n gi n(z° 2°) = 0. Daca z° este o

solutie optimd a problemei (AP,), atunci 2° este o solutie optima a problemei (P,).

5.3 Echivalenta intre punctele sa ale problemei 7,-
aproximanta si cele ale problemei primale

In aceastd sectiune se considerd X o multime nevida din R”, 2° un punct interior din X,
f : X — R o functie diferentiabild in 2°, g : X — R™ o functie de dous ori diferentiabila in

2% sin: X x X — R" o functie. Notdm lagrangianul problemei (AP,), L"), : X xRT — R,
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definit prin

Lip(e,0) = f@°) + (V) n(, 2%)) + (v, (")) +
(o [Fala 0t a%) + 5 (V96 ) ).

pentru orice (z,v) € X x RT.

Teorema 5.3.1 Fie X o submultime din R, 2° un punct interior din X , f : X — R,
g : X — R™ functii diferentiabile in 1°. Daca exista v° € R astfel incat (2°,0°) €
X xR este un punct sa al lagrangianului LY, atunci x° este o solutie optima a problemei
(P,).

Teorema 5.3.2 Fie X o submultime convezd din R™, 2° un punct interior din X,
f: X =R, g: X — R™ functii conveze. Daca 2° € X este o solutie optima a problemei
(P,) atunci exista v° € R astfel incat (2°,0°) € X xR este un punct sa al lagrangianului
LY.

Teorema 5.3.3 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Fie problema (P,) de ordin (1,2)-KT

0 0

invexa in x° w.r.t. n, g o functie invexa de ordin doi in x° w.r.t. n gi n(z°,2°) = 0. Daca

(2%, 0°) € X x R este un punct sa al lagrangianului L' p, atunci 20 este o solutie optima
a problemei (P,).

Teorema 5.3.4 (H.-V. Boncea, D. Duca, [5]) Presupunem ca n(z°,2°) = 0,
{{[V?g(2")](n(z,z")), n(z,2°)) ,0°) = 0, pentru orice x € X si au loc conditiile de reg-
ularitate corespunzatoare pentru problema (P,) in 2°. Daca 2° este o solutie optimi a

problemei (P,), atunci exista un punct v° € R astfel incat (2°,0°) € X x R este un

punct sa al lagrangianului L' .
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