UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

TEZA DE DOCTORAT

REZUMAT

Aproximare prin Operatori Integrali Liniari
si Neliniari de Variabile Reale si Complexe

Doctorand: Conducator stiintific:

Sorin TRIFA Prof. univ. dr. Sorin GAL

Clug-Napoca
2018






Cuprins

1 Descriere generala a domeniului de cercetare

2 Aproximare cu operatori integrali neliniari
2.1 Erori cantitative in cazul Durrmeyer-Choquet . . . . . . . .
2.1.1 Imtroducere . . . ... .. ... ... ... ...,
2.1.2 Preliminarii . . . . ... ... ... ... ... ....
2.1.3 Estimari punctuale si uniforme . . . .. ... .. ..
2.1.4 Cazuri particulare de operatori . . . ... ... ...
2.1.5 Exemple ce imbunatatesc estimarile clasice . . . . . .
2.1.6  Aproximare cantitativa in spatiul LP . . . . ... ..
2.2 Aproximare in L? cu tipuri Kantorovich-Choquet . . . . . .
2.3 Aproximare prin operatori posibilistici integrali . . . . . . .
2.3.1 Introducere . . . . .. ... . ... ... ... ...
2.3.2  Schema lui Feller posibilistica . . . . ... ... ...

2.3.3 Aproximare prin operatori de convolutie posibilistici .

3 Ordin arbitrar prin operatori integrali pe R,
3.1 Introducere . . . ... .. ... ... ...
3.2 Operatori Baskakov-Kantorovich . . . . . . .. ... .. ...

3.3 Operatori Szasz-Kantorovich . . . . . .. ... ... .. ...

3

13
13
14
17
20
21
23
26
30
33
33
35
37



3.4 Operatori de tip Szasz-Durrmeyer . . . . . . . . ..

3.5 Operatori Baskakov-Szasz-Durrmeyer-Stancu . . . .

4 Ordin arbitrar cu operatori Kantorovich in C

4.1 Multimi compacte simplu conexe: Preliminarii . . .
4.2  Operatori Baskakov-Kantorovich-Faber . . . . . ..

4.3 Operatori Szasz-Kantorovich-Faber . . . . . . . ..

4.4  Multimi compacte multiplu conexe : Preliminarii

4.5 Operatori Baskakov-Kantorovich-Walsh . . . . . ..
4.6 Operatori Szasz-Kantorovich-Walsh . . . . . . . ..

Bibliografie

CUPRINS



Cap. 1

Descriere generala a

domeniulul de cercetare

In aceastd tezd, doresc si prezint rezultatele pe care le-am obtinut ca si
co-autor si ca si unic autor, privind aproximarea functiilor reale si complexe
prin operatori integrali, adica prin operatori in a caror expresii apar diverse
integrale relative la functia de aproximat.

Teoria Aproximarii a aparut in secolul al 18-lea ca si o importanta com-
ponenta a Analizei Matematice.

Ea consta din aproximarea unor elemente complicate ale unui spatiu (in
general spatiu de functii), cu elemente simple din punct de vedere calcu-
latoriu (de exemplu polinoame algebrice sau trigonometrice, polinoame pe
portiuni, functii spline, si aga mai departe), cu indicarea atit calitativa cit
si cantitativa a erorilor de aproximare, in termenii K-functionalelor si a
modulelor de netezime.

Cronologic vorbind, in 1895, Karl Weierstrass a obtinut primul rezultat
de aproximare, conform cu urmatoarea teorema.

Theorema 1. Pentru orice f : [a,b] — R continud pe |a,b], exista un

>
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sir de polinoame algebrice, Py, () = apx™ + . + G, —1T + A, astfel incit
(pentru m — oo, Py, (x) — f(z), in mod uniform pe |a, b].

De asemenea, Weierstrass a obtinut i un rezultat analog pentru aprox-
imarea cu polinoame trigonometrice.

In 1912, prima demonstratie constructiva a Teoremei I a fost obtinuta
de catre S. N. Bernstein, care a demonstrat ca in prezent asa numitele

polinoame Bernstein date de formula

n

B = 3 ()t = oty

k=0
converg la orice functie continua f, in mod uniform in [0, 1].

In 1942, Tiberiu Popoviciu a obtinut urmatoarea estimare a erorii

B(f)(&) ~ f(@)| < Swn(f1/v) Vo € 0,1],m €N,

ceea ce reprezinta primul rezultat cantitativ in aproximare cu polinoame de
tip Bernstein.

Aici, am notat cu wq(f;9) = sup{|f(z) — f(¥)|;z,y € [0,1], |z —y| <},
modulul de continuitate al lui f.

In paralel cu aproximarea prin polinoame algebrice, a fost dezvoltat
si aproximarea cu polinoame trigonometrice a functiilor continue si 27 pe-
riodice, primul rezultat fiind obtinut in 1900 de catre Leopold Fejér, care
a aratat ca media aritmetica a primelor n-sume Fourier partiale atasate
functiei f : R — R, 27 periodica si continua pe R, converge uniform la f
pe R.

Apoi, in 1911, D. Jackson a obtinut primul rezultat cantitativ din aprox-
imarea trigonometrica, demonstrind ca daca f : R — R este continua si 27
periodica, se poate construi un gir de polinoame trigonometrice numite in

prezent polinoamele lui Jackson, care aproximeaza functia f cu ordinul de



aproximare ws(f;1/n), unde wo(f;0) = sup{|f(z+h)—2f(x)+f(z—h)[;0 <
h <0,z € R}.

Ca o generalizare ale rezultatelor anterior mentionate, incepind cu anii
1950 si pina in zilele noastre, o foarte importanta directie in aproximarea
functiilor a fost dezvoltata sub numele de teoria lui Korovkin (sau Popoviciu-
Korovkin, sau Bohman-Korovkin), ocupindu-se cu aproximare cu variati
operatori liniari gi pozitivi.

Alici putem mentiona contributiile clasice aduse de Bohman, Popoviciu,
Korovkin, Shisha-Mond si multi altii. Aceste rezultate spun, in esenta,
ca fiind dat un gir de operatori liniari gi pozitivi (L, (f))nen, pentru a fi
uniform convergent pe [a, b] la functia continua f, este suficient sa verificam
ca L,(er) — e, pentru k = 0,1 i 2, uniform pe [a, b], unde ey (z) = z*.

In cazul aproximarii functiilor complexe de o variabila complexa prin
polinoame sau functii intregi, putem mentiona, de exemplu, contributiile
clasice aduse de catre Carleman, Miintz-Szasz, Faber, Runge, Walsh, Mer-
gelyan, Arakelian si multi altii.

Aceasta teza am impartit-o in patru capitole.

In prezentul capitol 1, dupa introducerea de mai sus, descriem pe scurt
continutul tezei.

Astfel, in Capitolul 2 cu titlu ” Aproximare prin operatori neliniari inte-
grali”, ideea principala consta in inlocuirea integralei Lebesgue din formulele
unor operatori integrali liniari, cu integrale care nu sunt liniare. Apoi, se
studiaza proprietatile de aproximare bune ale operatorilor obtinuti.

Acest capitol are trei sectiuni.

In sectiunea intli denumita ” Erori cantitative in cazul Durrmeyer-Choquet”,
in expresia polinoamelor clasice Bernstein-Durrmeyer, integrala Lebesgue

este inlocuita de catre integrala neliniara Choquet bazata pe functii de
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multimi care nu sunt neaparat numarabil aditive. In acest mod, obtinem op-
eratori de aproximare neliniari. Pentru aproximarea punctuala si uniforma,
obtinem estimari cantitative ale erorii de aproximare in termenii modulu-
lui de continuitate. In plus, se obtine si estimarea erorii de aproximare in
spatiul LP, 1 < p < 400 in raport cu anumite LP K-functionale. Pentru
alegeri particulare de functii de multime submodulare, se obtin rezultate
concrete. Posibilitatea de alegere variata a functiilor de multime submod-
ulare, ne permite obtinerea de estimari de aproximare mai bune decit in

cazurile clasice.

In sectiunea a doua Intitulata ”Aproximare in LP cu tipuri Kantoro-
vich-Choquet”, se ocupa cu aproximari cantitative in norma din spatiul
L?; cu estimarea erorii obtinuta in termenii unei K-functionale pentru poli-
noamele Bernstein-Kantorovich-Choquet, completind astfel estimarile cali-
tative punctuale si uniforme in termenii modulului de continuitate obtinute

in lucrarea Gal [42].

In a treia sectiune a capitolului, Intitulata ” Aproximare prin operatori
posibilistici integrali”, reconsideram schema lui Feller care genereaza oper-
atori de aproximare liniari, pozitivi, prin inlocuirea integralei Lebesgue cu
o integrala neliniara numita integrala posibilistica. Acest fapt permite con-
struires de operatori de aproximare neliniari, cu bune proprietati in aprox-
imare , operatori incluzind operatorii max-produs studiati de B. Bede, L.
Coroianu, S.G. Gal in numeroase lucrari (vezi de asemenea monografia de

cercetare [7] publicata la Springer).
De asemenea, se obtin proprietati cantitative de aproximare pentru
anumiti operatori posibilistici de convolutie obtinuti prin schema lui Feller.
In Capitolul 3 intitulat ”Ordin arbitrar prin operatori liniari integrali

pe R.”, plecind de la un sir A\, > 0, n € N, convergind la zero arbi-



trar de rapid, construim siruri de operatori Baskakov-Kantorovich, Szasz-
Kantorovich, Szész-Durrmeyer, Szasz-Durrmeyer-Stancu si Baskakov-Szasz-
Durrmeyer-Stancu, convergind la functia aproximata f : [0,00) — R si
avind ordinul de aproximare w; (f;vA,).

De asemenea, aceste rezultate au gi un caracter unificator, pentru ca
pentru variate alegeri ale nodurilor A, se pot reobtine rezultate anterioare
obtinute de catre alti autori.

In Capitolul 4 intitulat ” Ordin arbitrar prin operatori liniari Kantorovich
in C”, aplicam ideile din Capitolul 3 la cazul aproximarii functiilor analitice
de o variabila complexa in submultimi compacte simplu sau multiplu conexe
din C, prin operatori complecsi Kantorovich-Faber de tip Baskakov si de tip
Szasz, si prin operatori Kantorovich-Walsh de tip Baskakov si Szasz.

Prin urmare, considerind un sir A\, > 0, n € N, convergind la zero
arbitrar de rapid, construim aceste siruri de operatori atagati unei functii
analitice de o anumita cregtere exponentiala in multimi compacte simplu
sau multiplu conexe, care aproximeaza f cu ordinul O(\,,).

Acest capitol are gase sectiuni. Primele trei sectiuni se ocupa cu aproxi-
marea in multimi compacte simplu conexe prin operatori Kantorovich-Faber
de tip Baskakov gi Szdsz, in timp ce urmatoarele trei sectiuni se ocupa cu
aproximarea in compacte multiplu conexe prin operatori Kantorovich-Walsh
de tip Baskakov gi Szasz.

Concluzionind, rezultatele obtinute in teza au fost obtinute de catre
autor in colaborare cu Sorin Gal, Lucian Coroianu si Bogdan Opris, sau ca
si unic autor, in 6 lucrari, publicate de catre revistele de mai jos :

1) Coroianu, Lucian ; Gal, Sorin G. ; Oprig, Bogdan D.; Trifa, Sorin,
Feller’s scheme in approximation by nonlinear possibilistic integral opera-

tors, Numerical Functional Analysis and Optimimization, 38 (2017),
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No. 3, 327-343. (IF ISI pe 2017 : 0.852 , SRI pe 2017 : 0.623 ). .

2) Gal, Sorin G. ; Trifa, Sorin, Quantitative estimates in uniform
and pointwise approximation by Bernstein-Durrmeyer-Choquet operators,
Carpathian Journal of Mathematics, 33 (2017), no. 1, 49 - 58. (IF ISI
pe 2017 : 0.788 , SRI on 2017 : 0.351 ). .

3) Gal, Sorin G. ; Trifa Sorin, Quantitative estimates in LP-approxima-
tion by Bernstein-Durrmeyer-Choquet operators with respect to distorted
Borel measures, Results in Mathematics, 72 (2017), no. 3, 1405-1415.
(IF IST pe 2017 : 0.969 , SRI on 2017 : 0.0.667 )

4) Trifa, Sorin, Approximation with an arbitrary order by generalized
Kantorovich-type and Durrmeyer-type operators on [0, +00), Studia Uni-
versitatis ”Babes-Bolyai”, series mathematics, vol. 62, no. 4 (2017),
485-500. (Bj journal, recenzat in Mathematical Reviews and Zentralblatt
fiir Mathematik)

5) Trifa, Sorin, Approximation of analytic functions with an arbitrary
order by Baskakov-Kantorovich-Faber and Szasz-Kantorovich-Faber oper-
ators in compact sets, Analele Universitatii din Oradea, fascicola
mathematica, vol. 25 , no. 1, (2018), 181-186. (B, journal, recenzat
in Mathematical Reviews and Zentralblatt fiir Mathematik)

6) Gal, Sorin G. ; Trifa, Sorin, Quantitative estimates in LP-approximation
by Kantorovich-Choquet operators with respect to distorted Borel mea-
sures, trimisa spre publicare.

Mai in detaliu, rezultatele originale din teza sunt urmatoarele :

Capitolul 2. Teorema 2.1.6 a fost publicata in lucrarea [51].

Teorema 2.1.8 este noua si apare pentru prima data in teza. Lema 2.1.9
si Exemplul 2.1.1 au fost publicate in [51].

Examplele 2.1.12 i 2.1.13 au fost publicate in lucrarea [51].
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Teorema 2.1.16, Observatia 2.1.17 gi Corolarul 2.1.18 au fost publicate
in [52].

Teorema 2.2.2 gi Observatia 2.2.3 au fost publicate in [53].

Teoremele 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5 i 2.3.6 au fost publicate in [23].

Capitolul 3. Lema 3.2.1, Teorema 3.2.2, Corolarul 3.2.3, Lema 3.3.1,
Teorema 3.3.2, Corolarul 3.3.3, Lema 3.4.1, Teorema 3.4.2, Corolarul 2.4.3,
Lema 3.4.4, Teorema 3.4.5, Corolarul 3.4.6, Lema 3.5.1, Teorema 3.5.2 si
Corolarul 3.5.3, au fost publicate in lucrarea [71].

Capitolul 4. Definitia 4.1.1, Teorema 4.1.2, Lema 4.2.1, Teorema 4.2.2
si Teorema 4.3.1 au fost publicate in lucrarea [72].

Definitia 4.4.2, Teorema 4.5.2 gi Teorema 4.6.1 sunt noi si apar pentru
prima data in teza.

Cuvinte cheie : functie de multime monotona si submodulara, in-
tegrala Choquet, operator Bernstein-Durrmeyer-Choquet, operator Kanto-
rovich-Choquet, estimari cantitative punctuale, uniforme si in spatii L”,
modul de continuitate, K-functionale, integrala neliniara posibilistica, op-
eratori Picard posibilistici Picard, Gauss-Weierstrass si Poisson-Cauchy,
operatori generalizati Baskakov-Kantorovich, Baskakov-Durrmeyer, Szész-
Durrmeyer de variabila reala, operatori liniari §i pozitivi, ordin arbitrar de
aproximare, operatori complecsi Baskakov-Kantorovich-Faber, Szasz-Kan-
torovich-Faber, Baskakov-Kantorovich-Walsh gi Szasz-Kantorovich-Walsh,
compact simplu conex, compact multiplu conex, polinoame Faber, poli-
noame Faber-Walsh.

Imi exprim adinca recunostinta domnului profesor dr. Sorin G. Gal,

pentru spijinul constant acordat la elaborarea acestei teze.
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Cap. 2

Aproximare cu operatori

integrali neliniari

In acest capitol deducem estimari cantitative in aproximare cu operatori in-
tegrali, inlocuind integrala liniara clasica cu integrala neliniara Choquet si
cu integrala neliniara posibilistica. Capitolul este alcatuit din trei sectiuni

in sectiunea intii studiem operatorii Bernstein-Durrmeyer-Choquet, in
a doua sectiune studiem operatorii Kantorovich-Choquet, iar in a treia

sectiune studiem operatori posibilistici.

2.1 Erori cantitative in cazul Durrmeyer-Cho-

quet

Alici studiem operatorii Bernstein-Durrmeyer multivariati de d-variables,

M,

nu, Cu integralele considerate in termenii unei o-masuri p (Borel sau

Lebesgue) definita pe simplexul d-dimensional, inlocuite cu integrale Cho-

quet in raport cu o familie de functii de multimi monotone si submodulare

13
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[h. n €N,z € 5% Noii operatori sunt neliniari gi generalizeazd opera-
torii liniari Bernstein-Durrmeyer. Pentru acesti operatori, care pot fi numiti
operatori Bernstein-Durrmeyer-Choquet, obtinem rezultate de aproximare
cantitative uniforme sau punctuale si in spatiul L, in termenii modulului
de continuitate gi ai unor K-functionale.

De asemenea, in cazul unidimensional, se prezinta gi anumite exemple

concrete care imbunatatesc ordinele de aproximare.

2.1.1 Introducere

Consideram simplexul clasic in R?
S ={(x1,...,20);0 < 2,02y < 1,0 <y + ..+ 1g < 1},

Sugerate de lucrarea [11], intr-o serie de lucrari [8], [9] i [57], au fost obtinute
rezultate calitative privind convergenta uniforma, punctuala si in spatiul L”
(in mod respectiv) a lui M, ,(f)(x) catre functia f(z) (cind n — o0), unde

M,

.. (f)(x) noteaza operatorul liniar Bernstein-Durrmeyer de d-variabile, in

raport cu o masura Borel marginitd p : S — R, definit prin

M, (f)(2)
= fsd f(t)Ba(t)dp(t) ) ) = cla . ), T d n
_la\:n Jga Ba(t)dpu(t) Ba(): g_:n (@, p) - Ba(z), © € 5% n €N,

(2.1)
cu notatiile v = (ap, a1, ..., ), cu oj > 0 pentru j = 0,...,n, |a| = oy +

ay+ ... +a, =nsi

(1—xy —zg— ... — )™ -2 - 2l
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Rezultatele de tip calitativ din [8] si [9] asupra convergentei punctuale si
uniforme, au fost extinse in [50] in cadrul mai general cind p este o functie
de multimi monotond, mirginitd, submodulard pe S? iar integralele din
formula (2.1), sunt integrale Choquet definite cu ajutorul lui p.

Mai jos sa descriem pe scurt aceste rezultate calitative.

Fie Bga C P(S?), o-algebra submultimilor masurabile Borel si y1 : Bga —
[0, 400) o functie de multimi normalizata, monotona, submodulara pe Bga.

Spunem ca p este strict pozitiva, cu conditia ca u(A N S?) > 0, pentru
fiecare multime deschisd A C R™ cu AN S # ().

Suportul masurii de multime g, notat supp(u), este definit astfel :
suppp = {x € S% u(N,) > 0,¥N, € Bga vecinatate deschisa a lui x}.

Sa notdm cu C(S%) = {f : S* — [0,+00) : f este continud} si cu
Lff(Sd), spatiul tuturor functiilor f, cu valori reale si Bga-masurabile, cu
proprietatea ca existd £ C S? (ce depinde de f), cu u(E) = 0 si pe S¢\ E,
f este marginita.

Este de notat aici ca nu se pierde generalitatea prin conditia de nor-
malizare asupra lui p, iar conditia supp(u) \ 9S? # 0, ne garanteaza faptul
ca (C) [ga Ba(t)dp(t) > 0, pentru orice Ba,.

Primul rezultat calitativ cunoscut priveste aproximarea uniforma.

Teorema 2.1.1. (Gal-Opris [50]) Dacd p este monotona, normalizata,
submodulard, strict pozitivd pe Bga, cu proprietatea ca supp(p)\0S?® # 0 iar
integralele din formula (2.1) sunt integrale neliniare Choquet, atunci pentru

orice f € Cy(S?) avem

Tim | Mo u(f) = flleese = 0,

unde ||F||¢(say = max{|F(z)];z € S%}.
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Al doilea rezultat calitativ cunoscut priveste convergenta punctuala.

Teorema 2.1.2. (Gal-Opris [50]) Daca p este monotond, normalizata,
submodulard pe Bga, astfel incit supp(u)\0S? # 0 iar integralele din formula
(2.1) sunt integrale neliniare Choquet, atunci pentru orice f € Ly*(S?) cu
proprietatea f(x) > 0, pentru toti x € S¢, in orice punct x € supp(u) de
continuitate pentru f, avem

lim [M,,,(f)(x) — f(x)] = 0.

n—oo

Observatie. Este de notat ca datorita neliniaritatii integralei Choquet,
operatorii M, ,(f) sunt neliniari.

Scopul principal al acestei sectiuni este de a prezenta estimari cantitative
punctuale, uniforme si in spatiul L?, in termenii modulului de continuitate si
a unor K-functionale, in aproximarea prin operatorul polinomial multivariat
mai general, Bernstein-Durrmeyer-Choquet, scris in termenii integralelor
Choquet pe simplexul standard d-dimensional, definit in lucrarea Gal-Trifa

[51] prin

Myr,  (F)@) =Y el ftya,) Ba(z), 1€ 5% neN,  (22)

la|=n
unde
de Oé d:“na;t()
c a/nunax -
( Y ) fsd Oz t d“n,a,z( )
de dﬂ’nax()

de d:unar< )

si pentru fiecare n € Ngi x € 8% Tho = (f1,.0.4)ja|=n €ste o familie de functii
de multimi marginite, monotone, submodulare si strict pozitive pe Bga.
Daca familia I',, , se reduce la o singura functie de multime marginita,

monotona, submodulara, strict pozitiva (adica p,, , ., = i pentru toti n, x
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si av), atunci operatorul dat prin (2.2) se reduce la operatorul considerat in
[50].

Daca d = 1 si integralele Choquet sunt luate in raport cu anumite masuri
posibilistice concrete, atunci estimarile in termenii modulului de continui-
tate sunt detailate. Sunt prezentate exemple care le imbunatatesc pe cele

obtinute prin operatorii clasici de aproximare.

2.1.2 Preliminarii

Mai intii, prezentam citeva concepte cunoscute din teoria posibilitatii, utile
in consideratiile care vor urma. Pentru detalii, se poate consulta [27].

Definitia 2.1.3 Pentru multimea nevida , notam cu P(Q2) familia
tuturor submultimilor lui 2.

(i) O functie A : © — [0,1] cu proprietatea sup{A(s);s € Q} = 1, se
numeste distributie posibilistica (de posibilitate) pe €.

(ii) P : P(Q) — [0,1] se numeste masura posibilistica (de posibili-
tate), daca satisface proprietatile P()) = 0, P(?) = 1 si P(U,c; 4i) =
sup{P(A;);i € I} pentru orice A; C Q si I, o familie finita sau numarabila
de indici. Daca A, B C 2, A C B, atunci ultima proprietate implica usor
ca P(A) < P(B) sica P(A|UB) < P(A) + P(B).

Orice distributie de posibilitate A on €2, induce masura posibilistica Py :
P(Q) — [0,1], P\(A) = sup{A(s);s € A}, A C Q. De asemenea, pentru
f Q2 — R, integrala posibilistica a lui f pe A C Q in raport cu P, este
prin definitie (Pos) [, fdPy = sup{f(t)-A(t);t € A} (vezi, de exemplu, [27],
Capitolul 1).

Citeva concepte si rezultate cunoscute privind integrala Choquet, pot fi
rezumate prin urmatoarele.

Definitia 2.1.4 Presupunem ca §2 # () si fie C o g-algebra de submultimi



18 CAP. 2. APROXIMARE CU OPERATORI INTEGRALI NELINIARI

ale lui €.

(i) (vezi [78], p. 63) Functia de multime pu : C — [0, +00] se numesgte
monotona (sau capacitate) dacad u() = 0 si u(A) < w(B) pentru orice
A, B € C, cu A C B. De asemenea, p se numesgte marginita, daca p(£2) <

400 gi submodulara daca
u(AU B) + ,u(AﬂB) < u(A) + u(B), pentru orice A, B € C.

In sfirgit, dacd () = 1, ea se numeste normalizati.

(ii) (vezi, de exemplu, [78], p. 233, sau [17]) Daca u este o functie de
multimi monotona, normalizata pe C si daca f : 2 — R este C-masurabila
(adica, pentru orice submultime Borel B C R avem f~!'(B) € C), atunci

pentru orice A € C, integrala Choquet este definita prin

% 0
© [ gan= [ u(mnNa)as+ [ [n(FnN14) - ua)] a5
cu F(f) ={w € Q; f(w) > p}. Daca f > 0 on A, atunci mai sus primim
[’ =o.

Functia f se va numi Choquet integrabila pe A daca (C) [, fdu € R.

In cele ce urmeaza, ingiruim citeva proprietati cunoscute ale integralei
Choquet.

Observatia 2.1.5 Daca p : C — [0,400] este o functie de multime
monotona, atunci au loc urmatoarele proprietati :

(i) Pentru toti a > 0 avem (C) [, afduy = a - (C) [, fdu (dacd f > 0
atunci vezi, de exemplu, [78], Teorema 11.2, (5), p. 228 si daca f are semn
arbitrar, atunci vezi, de exemplu, [24], p. 64, Proposition 5.1, (ii)).

(ii) Pentru toti ¢ € R si f cu valori reale (nu neaparat pozitive), are loc
(vezi, de exemplu, 78], pp. 232-233, sau [24], p. 65) (C) [,(f + ¢)du =
(©) [, fdu+ e plA).
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Daca p este si submodulara, atunci pentru orice f, g marginite inferior

si de semn oarecare, avem (vezi [24], p. 75, Theorem 6.3)

(0)/A(f+g)du§ (C)/Afdqu(C)/Agdu-

(iii) Daca f(z) < g(x) pentru orice z € A, atunci (C) [, fdu < (C) [, gdp
(vezi [78], p. 228, Theorem 11.2, (3) daca f,g > 0 si p. 232 daca f, g sunt
de semn oarecare).

(iv) Dacd f > 0, atunci A C B implica (C) [, fdu < (C) [, fdp. In
plus, dacd p este si finit subaditiva, rezulta (C') fAUB fdp < (C) [, fdp+
(C) [ fdp.

(v) Este imediat ca (C) [, 1-du(t) = u(A).

(vi) Formula u(A) = v(M(A)), unde v : [0,1] — [0,1] este o functie
concava gi crescatoare, cu y(0) = 0, y(1) = 1 gi M este o masura de
probabilitate (sau doar o masura finit aditiva) pe o g-algebra pe Q (adica,
M(0) =0, M(Q2) = 1 i M este numarabil aditiva), ne da exemple simple de
functii de multimi normalizate, monotone gi submodulare (vezi, de exemplu,
[24], pp. 16-17, Example 2.1). Spre exemplu, putem lua v(t) = v/%.

Daca functia v de mai sus este concava, crescatoare si satisface doar
conditia v(0) = 0, atunci pentru orice masura Borel marginita m < 1,
formula p(A) = y(m(A)) ne da exemplu simplu de functie de multimi
marginita, monotona, submodulara.

Observam ca orice masura posibilistica p este monotona, normalizata si
submodularii. Intr-adeviir, axioma p(A|JB) = max{u(A), u(B)} implici
monotonia, in timp ce proprietatea p(A()B) < min{u(A), u(B)} implica
submodularitatea.

(vii) Daca p este marginita si numarabil aditiva, atunci integrala Cho-
quet (C) [, fdu se reduce la cazul integralei de tip Lebesgue clasica (vezi

24], p. 62, sau [78], p. 226).
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2.1.3 Estimari punctuale si uniforme

Au loc urmatoarele estimari cantitative generale din aproximarea punctuala
si uniforma.

Teorema 2.1.6 (Gal-Trifa [51]) Pentru fiecare n € N gi x € S¢ fizate,
fie Une = {ltn.antal=n 0 familie de functii de multimi marginite, monotone,
submodulare $i strict pozitive pe Bga.

(i) Pentru fiecare f € C(S9), x = (11, ...,24) € S¢, n € N, avem

| M, (F)(@) = f(2)] < 201(f; Mur, . (9,)(2))se,

unde M, r, . (f)(x) este data de (2.2), ||z| = Z?Zl 22, @, (t) = ||t — z|| i
wi(f;0)se = sup{|f(t) — f(z)|;t,x € S ||t — x| < o}
(i1) Presupunem ca familia T, , nu depinde de x. Atunci, pentru orice

feC.(S% sin €N, primim
A,
My, (f) = fllogs < 2K ( f; - )
unde A, = Z?ﬂ ||Mn,Fn(|SOei - $i1|)||0(sd)7

K(f;t)= inf ){||f—g||0(sd) +tIVygllcsa

gEC’}r(Sd

CL(S?) este subspatiul tuturor functiilor g € C4(S%) cu derivatele par-
Qo () =25, i € {1, ...,d}, © = (21, ...,24), 1(x) = 1, pentru toti x € S,
Observatia 2.1.7 Pozitivitatea lui f in Teorema 2.1.6, (i), (ii) este
obligatorie din cauza omogeneitatii pozitive a integralei Choquet, care se
foloseste in demonstratie. Cu toate acestea, daca f ia valori reale arbitrare
§i dacd este marginita inferior pe S¢ cu f(x) — m > 0, pentru toti x €

S4 atunci Teorema 2.1.6, (i), (ii) poate fi re-enuntatd pentru operatorul
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Bernstein-Durrmeyer-Choquet usor modificat

Myr, (@)= M,r, . (f —m)(z)+m.

Intr-adevar, in cazul Teoremei 2.1.6, (i), aceasta este imediata din wy(f —
m;6)sa = wi(f;0)sa si din Myp (f)(z) = f(x) = Mup,,(f —m)(z) -
(f(z) — m). Observam ca in cazul Teoremei 2.1.6, (ii), deoarece putem

considera aici ca m < 0, primim imediat relatiile

K(f —m;t) = é{l{d{llf (g +m)lloese) + IVl

= eé?fsd {1 = (g +m)lless +HIVIg +m)lless}

= t —h +t|Vh .
hecl(lg*}i),th{Hf ||C(Sd) || HC(Sd)}

2.1.4 Cazuri particulare de operatori

Deoarece estimarile din Teorema 2.1.6, (i), (ii) sunt de un caracter foarte
general si abstract, insemnind aparenta dificultate de a calcula integrale
Choquet, este de interes ca sa se obtina expresii concrete pentru ordinele
de aproximare.

In acest sens, vom aplica Teorema 2.1.6, (i) pentru d = 1 si pentru citeva
alegeri speciale de functii de multimi submodulare.

Astfel, vom considera cazul masurilor de posibilitate. Notind p, x(x) =

n n— v . n, (t) . tk(1—t)n—Fk
(k)xk(l - ZE) ka sa definim )‘n,k(t) = kkn—nfn_kk)n—k(z> — %kn ("(n)k n—F s k=

0,...,n. Aici, prin conventie, consideram 0° = 1, astfel incit cazurile & = 0
si k = n au sens.

Considerind radacina £ a lui p/, , (z), este usor de vazut ca max{p,x(t);t €
[0,1]} = E*n="(n — k)" 7*(}}), ceca ce implica faptul ca fiecare A, este o
distributie posibilistica pe [0, 1]. Notind cu Py, , masura de posibilitate in-

dusa de catre A\, si ['no = [ = {Py,, }i—o (adica, I' este independenta
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de z), operatorul neliniar Bernstein-Durrmeyer dat de (2.2) in termenii in-

tegalelor Choquet in raport cu functiile de multimi din I',,, va deveni

" (©) [} )1 — )" kP, (1)
ann xTr) = n k(L) * 1 .
(D@ =Y pasl) =TT

k=0
Este usor de vazut ca orice masura de posibilitate P, , este marginita,

(2.3)

monotona, submodulara si strict pozitiva, n € N, £ = 0,1,...,n, deci ca
suntem sub ipotezele Teoremei 2.1.6.
Putem enunta urmatorul rezultat.
Teorema 2.1.8. Fie D, r, (f)(x) dat de (2.3), f € C.([0,1]), z € [0,1]
sin €N, n>2 Avem :
()
| Dn.r,, (f) () = f ()]
o <f; L+ v2)Va(l—2) + V7 1+|1—2x|> |
[0,1]

V2n 2n
(i)
1
D, _ <6w (fi—) .
| Dn,r, (f) = fllco,) < 6wi (f \/ﬁ)[o,ll

Pentru demonstratia ei, avem nevoie de urmatorul rezultat auxiliar.

Lema 2.1.9. Fien € N, n>2 gix € [0,1]. Notind
App(z) == sup{|t — z|t*(1 — )" %t € [0,1]} =
max{sup{(t — x)t*(1 — )"t € [x,1]}, sup{(z — )t"(1 —t)"*;t € [0, 2]} },
cu conventia 0° = 1, pentru toti k = 0, ...,n avem
App(2) = max{(ty — 2)th(1 — to)" %, (x — t1)ti (1 — £,)" 7},

cu t1,ty dat prin

t_m:+k+1—\/z _nx+k‘+1+\/z
YT 2+ TP 2(n+1)
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unde

k 1
A= (nz+k+1)° —dka(n+1) =n? | (z + (k+ 1)/n)? — dzt . F
n n

= (nx —k)?+2r(n—k)+2k(1—2)+1> 1.

Observatia 2.1.10 Deoarece 1 + |1 — 2z| < 2 pentru toti x € [0, 1],
rezulta ca estimarea din Teorema 2.1.8 este mai buna decit cea obtinuta in

Gal-Trifa [51], care este in termenii lui

, <'(1+\/§)\/x(1—x)+\/§-\/§ 1)
w1 f7 \/ﬁ + = .
0.1]

n

2.1.5 Exemple ce imbunatatesc estimarile clasice

Aceasta sectiune contine exemple concrete care imbunatatesc estimarile cla-
sice.

Exemplu 2.1.11 (Gal-Trifa [51]) Deoarece operatorii din aceasta sectiune
pot fi definiti in raport cu o familie de masuri Borel si Choquet combinate in
diferite moduri, acest fapt ofera o flexibilitate si generalitate foarte inalte,
permitind constructia unor operatori care au chiar mai bune proprietati
de aproximare. Ca gi un prim exemplu, este clar ca B,(f)(x) poate de
asemenea fi vazut ca gi operatorul Bernstein-Durrmeyer-Choquet in cazul
cind I, , este compusa din masurile Dirac dz/,, & = 0,...,n. Cu aceasta
ocazie, observam ca deoarece masurile Dirac nu sunt strict pozitive, este
clar ca strict pozitivitatea functiilor de multimi din Teorema 2.1.6 nu este
intotdeauna necesara.

Exemplu 2.1.12 (Gal-Trifa [51]) In formula (2.3), s& inlocuim familia
de masuri posibilistice I';, = {Px,, }i—o, cu I'n = {vno, Vnpn, iy _op 1,k =

1,...,mn—1}, unde functiile de multimi Pn—2k—1,k =1,...,n—1 sunt masura
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Lebesgue, v, = ¢ (masura Dirac), v, este o functie de multimi mono-
tona, submodulara si strict pozitiva si definim operatorii Durrmeyer-Cho-

quet prin

fo (1 —t)"dv, () fo ()t dvy

+ n,n\L
f(] ]_—tndyno p7 ( ) (C fOt an,n

Unr,(f)(x) = pno(z )

n—1 1
) [ F(Opnaps (s (1
+anﬁk<w)_< )0z i1 (8)
k=1 (©) fo Pr—2k—1(8)dpty o g1 (1)
Notind cu G,(f)(z), operatorul Bernstein-Durmeyer (vezi, de exemplu,

[54]), obtinem imediat

(C) fo ()t dvp, (1)
(C) Jo trdvyn(t)

Unr,(f) (@) = f(z) = Gu(f)(2) = f(2) + 2" - f(1)

Sa alegem v, definita prin v, ,(A) = v(A), unde, de exemplu, v(A) =
m(A) sau v(A) = sin[m(A)].

Presupunem ca f > 0 este strict crescatoare pe [0, 1]. Deoarece

0) [ fdvatt) = [ vnalit € 01 0" = A)an

1 1
=@ [ foravi) < 11)-(©) [ i)
rezulta imediat

fO (t)t"dvy o (t)
fo tndvy, (1)

Deoarece strict convexitatea lui f implica G, (f)(z) — f(z) > 0 pentru toti

— ) <f@)—r1)=0.

€ (0,1) (vezi, deexemplu, Lema 2.1, (iv) din [54]), rationamente similare
cu cele pentru exemplul anterior arata ca daca f > 0 este strict convexa si

strict crescatoare pe [0, 1], implica

Un.r, (F)(2) = f(2)]
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< max {]Gn(f)(l') = f(@)], 2" fof t”f;dﬂ) f(1>‘} |

Deci, U, r, (f)(z) approximeaza mai bine f on (0, 1) decit G,,(f)(x).
Exemplu 2.1.13 (Gal-Trifa [51]) In formula (2.3), s& inlocuim familia

[, de masuri posibiblistice Py ,, k& = 0,...,n, cu familia constind din
masurile Dirac dy/n, k = 0,1,...,n — 1 (care sunt masuri Borel si deci cu in-
tegralele Choquet corespunzatoare reducindu-se la cele clasice) impreuna cu
o functie de multimi monotona, submodulara, strict pozitiva Py, , := Vpp,
definita prin v, ,(A) = v(A), unde, de exemplu, v(4) = y/m(A) sau
v(A) = sin[m(A)].

Atunci, notind cu

B.(f)(x) = (3)ara-arss (%)

operatorii Bernstein clasici, pentru D, r, din (2.3) primim

Dy ()(x) — ()
— k (O) [} F(t)t v n(t)
> sl (5)+ N ]—f(w)

fo )" dvy, . (t)
fo t"dv, . (t)

unde prin rationamente similare cu cele din Exemplul 5.2, pentru f strict

—f(l)],

crescatoare pe [0, 1], rezulta

fo ()t"dvp u(t)
fo trdvy, o (t)
Presupunem acum ca f > 0 este strict crescatoare si strict convexa pe

[0,1]. Strict convexitatea lui f implica (vezi [69]) B,(f)(z) — f(z) > 0

—rm<o.
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pentru toti x € (0, 1), deci, pentru € (0,1), D,, 1, (f)(z) aproximeaza mai
bine f decit B, (f)(z), deoarece

| Dn.r,, (f) () = f ()]

< max {IBn(f)(m) = f(@), 2" fof " Zdyn(")t) - f(1)|} :

Observatia 2.1.14 (Gal-Trifa [51]) Deoarece formula pentru operatorii

D,r,(f) in (2.3) foloseste integrale Choquet in raport cu masuri posibilis-
tice, este natural sa ne punem problema unui studiu al proprietatilor de
convergenta a lui D, r, (f), in cazul cind integralele Choquet (C') fol in (2.3)
sunt inlocuite (toate, sau doar unele dintre ele) cu integrale posibilistice
(Pos) fol, asa cum sunt ele definite prin Definitia 2.1.3, (ii). De exemplu,
daca toate integralele Choquet sunt inlocuite cu integrale posibilistice, din
(2.3) obtinem ugor noii operatori (care par inca sa aiba proprietati bune de

aproximare !)

Z (Pos) [y 0L =) Py, (1)
P o) [T L 1)

Y sup{f (D[ (1L— )" € [0.1])
_;pn’” supf{[F(L - ) e e 0, 1])

Un studiu detailat al proprietél;ilor de convergenta pentru toate aceste tipuri

itoare de cercetare.

2.1.6 Aproximare cantitativa in spatiul L

Scopul principal al acestei subsectiuni este de a studia rezultate de aproxi-

mare cantitativa in spatiile L, 1 < p < oo, pentru cazul cind I, , se reduce
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la un sungur elementyu, care este o functie particulara de multimi, normal-
izata, monotona si submodulara, numita masura Borel distorsionata, adica

pentru operatorii dati de
DauH)@) = 3 cla, i) - Bala), w € $% n €N,
|a|=n
unde

cla, p) = (O) Joa (D) Ba(t)dp(t) _ (C) Jga f)Palt)du(t)
BT O [ BB () Jo Pa0idn(e)

Dar datorita faptului ca (C') fol fdu nu este, in general, aditiva ca si functie

de f (este doar subadditiva), chiar in cazul simplu cind, de exemplu, p =1

sid =1, pentru f € L, (insemnind ca f este Bjp,y-masurabila i [ flles, =

(& fg |f(t)|du(t) < oo), primim

1Du(f HL1<Z / ()tk(l PO dp(t) < (1) flly. n € N.

Acest fapt implica ca in cel mai general caz pentru p, estimarile can-
titative din aproximarea din spatiul LP cu operatori Bernstein-Durrmeyer-
Choquet, par sa ramina o problema deschisa.

Totusi, pentru o subclasa larga de functii de multimi normalizate, mono-
tone and submodulare, numite masuri Borel distorsionate, in subsectiunea
de fata obtinem rezultate de aproximare cantitative in spatiile ILP, 1 < p <
~+00, in termenii unei K-functionale potrivite.

Daca p : Bga — [0, +00) este o functie de multime monotona i 1 < p <

+00, sa facem urmatoarele notatii :
p/Qd
L7 (59)

={f: 5% = R; f este Bga-masurabila si (C’)/ |f(t)Pdu(t) < 400},
Sd
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Lh (8% = I5(SY (O F : 8¢ = Ry},
C(58%) = {f: 8% = R; f este continua pe S?},
inzestrata cu norma || F| ¢ sy = sup{|F(z)|; x € S},

CL(8Y) ={f € C(8); f = 0 pe 57},

C'1(S?) este subspatiul tuturor functiilor g € C;(S%) cu derivatele partiale
0g/0x;, i € {1,...,d}, continue,
C(Sd)} 7

K (fit)y = é{lfsd{Hf iy +tIVgllasat t =0,

/p
cu notatia ”FHLﬁ:( /]F )|Pdp(t ) :

I1C[0,1] ={g:[0,1] = [0,1] : g(0) = 0,¢(1) = 1, g este concava i strict

dg
813

IValleese =, max, {'

crescatoare pe [0, 1] si exista ¢'(0) < +oo}.

Deasemenea, notam cu D(Bga) clasa tuturor functiilor de multimi p : Bga —
[0, +00) de forma pu(A) = g(M(A)), pentru toate A € Bga, unde g € I1C|0, 1]
si M este o masura de probabilitate Borel, strict pozitiva pe Bga. Cu
cuvintele din Observatia 2.1.5, (vi), orice astfel de p va fi numita masura
de probabilitate Borel distorsionata.

Observatia 2.1.15 Potrivit cu Observatia 2.1.5, (vi), orice u € D(Bga)
este o functie de multimi, normalizata, monotona, strict pozitiva gi sub-
modulara. Exemple simple de u € D(Bga) sunt pu(A) = sinr - m(A)/2],
sau p(A) = arctanf[tan(1) - m(A)], sau u(A) = 12::75?2), sau pu(A) = (1 —
e~mAW) . < sau p(A) = In[l + (e — 1)m(A)], pentru toate A € Bga, unde

m desemneaza masura Lebesgue d-dimensionala.
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Rezultatul principal al acestei subsectiuni este urmatorul.
Teorema 2.1.16 (Gal-Trifa [52]) Fie 1 < p < oco. Daca p € D(Bga),
cup=goM,gelIC[0,1] si M este o masura de probabilitate Borel strict

pozitiva pe Bga, atunci pentru toate f € Lﬁ7+(5d), n € N, avem

App
I = DusPllig < e K (1522
2

unde ¢ = 14+ ¢ ()7, Ay = S0 [Dy(64(@) — 0 (Dlligs 1) = o
for x = (21, ...,24) € S,

Observatia 2.1.17 (Gal-Trifa [52]) Pozitivitatea functiei f in Teorema
2.1.16 este necesara din cauza omogeneitatii pozitive a integralei Choquet
folosita in demonstratie. Totusi, daca f este de semn arbitrar si marginita
inferior pe S? with f(z)—m > 0, pentru toti x € S9, atunci enuntul Teore-
mei 2.1.16 poate fi re-enuntat pentru operatorul usor modificat Bernstein-

Durrmeyer-Choquet, definit prin

D;, (f)(@) = Dou(f —m)(z) +m,
unde avem D;  (f)(x) — f(x) = Dpu(f —m)(z) — (f(z) —m). Observam
ca putem considera aici ca m < 0 si ca imediat primi relatiile

K(f —m;t)e = geé?fsd){\\f —(g+m)llz +t[[Vallersay}

= inf —(g+m)||r +t]|V(g+m
QEC}F(Sd){Hf (9+m)|lz + V(g +m)lleesy}

= inf — hlle +1t||Vh )
oo {1 = Bl + Vo)

Corolar 2.1.18 (Gal-Trifa [52]) Sub ipotezele si notatiile din Teorema 2.1.16,

avem estimarea

d-c, 1
= DastOlog <ok (152 )
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unde ¢, > 0 este o constanta care depinde doar de p si ¢ si este data prin

Teorema 2.1.16

Observatia 2.1.19 Rezultatele din aceasta subsectiune arata ca pen-
tru o subclasa larga de operatori de tip Durrmeyer-Choquet, putem obtine
ordine de aproximare in spatiile LP, analoage cu cele obtinute pentru oper-
atorii din varianta clasica. Combinat cu faptul ca rezultatele de aproximare
punctuala si uniforma din Gal-Trifa [51] (obtinute fara restrictiile asupra
lui g din Teorema 2.1.16) prezinta de asemenea avantajul ca pot furniza
ordine de aproximare mai bune decit operatorii de tip Durrmeyer clasici,
putem concluziona ca operatorii Durrmeyer-Choquet sunt de interes in teo-
ria aproximarii. Pe deasupra, impreuna cu rezultatele obtinute si in [40],
cu privire la constructia operatorilor de aproximare prin schema clasica a
lui Feller, punind integralele Choquet in loc de integralele clasice, ne sug-
ereaza ca proprietatile de aproximare ale operatorilor integrali clasici se
pot extinde, gi in multe cazuri imbunatati, pentru corespondentii lor de tip

Choquet.

2.2 Aproximare in L? cu tipuri Kantorovich-

Choquet

Scopul sectiunii de fata este de a continua directia de cercetare din sub-
sectiunea anterioara, la aproximarea in spatiul LP cu operatori Bernstein-
Kantorovich-Choquet.

Cu notatiile folosite in subsectiunea anterioara si sugerati de forma cla-
sica a operatorilor liniari si pozitivi ai lui Bernstein-Kantorovich, in Gal

[42] au fost definiti urmatorii operatori/polinoame Bernstein-Kantorovich-
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Choquet in raport cu I'y, » = {it,, 1. » } i—o, Prin formula

VL™ 10t
Kor,.(f)(x) = ;Pnyk("’f) | Mn7k7x([k/(n +1),(k+ 1)/(n+ 1))’

unde p, i (z) = (})a*(1 — z)"*.

Pentru a fi bine definti acesti operatori, este suficient, de exemplu, sa
presupunem ca f : [0,1] — R, este o functie Bjy-masurabila, marginita
pe [0, 1].

Observatia 2.2.1. Este clar ca daca p,,, = M, pentru toti n, k si
x, unde M este masura Lebesgue, atunci polinoamle de mai sus devin cele
clasice.

De asemenea, daca f,,;,, = O/ (masuri Dirac), deoarece k/n € (k/(n+
1),(k+1)/(n + 1)), este imediat ca K,r, (f)(x) devin polinoamele lui
Bernstein. Acest fapt arata marea flexibilitate ale formulelor acestor opera-
tori. jai exact, putem genera foarte multe tipuri de operatori de aproximare,
alegind pentru anumite p,, , , masura Lebesgue, pentru anumite altele p,, 5 .,
masuri Dirac iar pentru celelalte masuri y,, ;. ., anumite masuri de tip Cho-
quet.

Sa punctam ca aproximarile punctuala si uniforma cu K, r, ,(f)(x) au
fost studiate in [42].

In aceasta sectiune, studiem rezultate cantitative de aproximare in spatiile
L?, 1 < p < oo, pentru polinoamele K, r, . (f)(x) cind I, ; = {u}. In acest
caz, le notam cu K, ,.

Dar ca si in cazul polinoamelor Bernstein-Durrmeyer-Choquet studi-
ate in subsectiunea anterioara, chiar si in cazul simplu cind, de exemplu,
p = 1, pentru f € LL (insemnind ca f este By j-masurabila si HfHLﬁ =

fo |f(t)|dp(t) < o0), considerind de exemplu operatorul K, ,, primim
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usor

n

1Ko (D)l < 32(C) / Pus(@)du(o)

k=0

(k+1) /(n+1)
C) fejomin ™ F(O)dn(t)

([k/(n +1),(k+1)/(n+1)])

n (k+1)/(n+1)
<> [ FO)du(t) < (n+1) - 11y

k=0 /(n+1)
Aceasta este datorat faptului ca (C') fol fdu nu este, in general, aditiv ca si
functie de f (este numai subaditiva).

Prin urmare, problema estimarilor cantitative in aproximare din spatiile
LP? cu polinoame Bernstein-Kantorovich-Choquet, ramine, in cazul general,
o problema deschisa.

Totusi, in cele ce urmeaza, ca si in cazul aproximarii in spatiile L cu
operatori Bernstein-Durrmeyer-Choquet, pentru o clasa larga de masuri
Lebesgue distorsionate, vom putea demonstra rezultate de aproximare in
LP.

Cu notatiile din subsectiunea anterioara, putem enunta urmatoarea.

Teorema 2.2.2 (Trifa [53]) Fie 1 < p < 0o. Dacd 1 € D(Bjo,y)), atunci
pentru toate functiile f € L}, [0,1] sin € N, avem

1
= KnalDlig <0 K (Fi570)

unde ¢, = 1+ ¢'(0)P+D/P,

Observatia 2.2.3. Porzitivitate functiei f din Teorema 2.2.2 este nece-
sara din cauza pozitiv omegeneitatii integralei Choquet folosita in demon-
stratie. Daca f este de semn arbitrar si marginita inferior pe [0,1] cu
f(x) = m > 0, pentru toti = € [0,1], atunci Teorema 2.2.2 poate fi re-
enuntata pentru operatorii Bernstein-Kantorovich-Choquet usor modificati,
definiti prin

KW (F)(@) = Ko u(f —m)(x) +m,
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unde avem K (f)(z) — f(z) = K, . (f —m)(z) — (f(z) —m). Notam ca

deoarece putem considera aici ca m < 0, primim imediat relatiile

K(f =m;t)p = inf {[If = (g+m)]

9€Ci[0,1]

e +tValicpan}t

= inf {|f = (g+m)lez +t[V(g+m)lcpy}
geClo.1]

= nf {|[f = Ay + HIVA]cpa}

heC1[0,1], h>m

2.3 Aproximare prin operatori posibilistici
integrali

In aceasta sectiune construim giruri de operatori neliniari de aproximare,
prin inlocuirea in schema clasica a lui Feller, a integralei Lebesgue cu asa
numita integrala posibilistica. In particular, pentru cazul discret, sunt
reobtinuti aga numitii operatori de tip max-produs Bernstein, impreuna cu
proprietatile lor calitative de aproximare. Mai mult, studiem si convergenta

operatorilor neliniari de tip Picard, Gauss-Weiesrtrass gi Poisson-Cauchy.

2.3.1 Introducere

Proprietatile de aproximare cantitativa pentru operatorii max-produs tip
Bernstein, Favard-Szasz-Mirakjan, Baskakov, Bleimann-Butzer-Hahn si Me-
yer-Konig-Zeller, au fost studiate in profunzime in, de exemplu, lucrarile [5],
6], [19}-[22).

Recent, in lucrarea [39], folosind idea lui Bernstein din [12], (vezi, de
asemenea [58]) si bazata si pe o inegalitate de tip Chebyshev din teoria

posibilitatii, aceste tipuri de operatori au fost interpretate ca si expectante
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posibilistice ale unor variabile fuzzy discrete (cu variate distributii posibilis-
tice), fapt care a permis obtinerea de rezultate de convergenta calitative.

Teoria posibilitatii este o teorie alternativa teoriei probabilitatii, care se
ocupa cu anumite tipuri de evenimente incerte (vezi [27], [18]) .

Scopul principal al acestei sectiuni este de a dezvolta o alternativa posi-
bilistica la schema binecunoscuta a lui Feller din aproximare. Aceasta
schema ne permite sa sa dam o abordare naturala operatorilor de aproxi-
mare de tip max-produs.

Rezumativ, sa ne reamintim ca schema clasica a lui Feller consta din

atagarea la orice functie continua si marginita pe R, a operatorului

L(f)(x) = / f o Z(n,x)dP = / F(0) - Aa(D)AP(2).

Aici P este o probabilitate, (€2,C) este un spatiu masurabil, Z : N x I —
M;(Q), este o variabila aleatoare de patrat integrabila (in raport cu P) pe
2, I este un subinterval din R iar A, , este densitatea de probabilitate a lui
Z(n,x).

Notind acum cu E(Z(n,x)) i Var(Z(n,z)) expectanta si varianta lui
Z(n,z), in mod respectiv, sub ipotezele

lim E(Z(n,z)) =z, si lim Var(Z(n,z)) =0, uniform pe I,

n—oo n—o0

schema lui Feller afirma ca pentru toti f ca mai sus, L,(f) converge la f
uniform pe fiecare subinterval compact al lui 7.

Nu este fara interes si mentionam aici ca in lucrarea recenta Gal [40],
schema clasica a lui Feller a fost generalizata prin inlocuirea integralei
Lebesgue clasice cu integrala Choquet.

In cele ce urmeaza, prin analogie cu ideile anterioare, introducem, pe

scurt, o schema de tip Feller bazata pe integrala posibilistica, fapt care
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permite sa construim giruri convergente variate de operatori neliniari. Ca
si cazuri particulare. se reobtin proprietatile calitative de aproximare la
toti aga-numitii operatori de tip Bernstein max-produs. De asemenea, sunt
considerati si noii operatori posibilistici convergenti de tip Picard, Gauss-

Weierstrass si Poisson-Cauchy obtinuti prin aceasta shema a lui Feller.

2.3.2 Schema lui Feller posibilistica

incepem prin sumarizarea unor concepte cunoscute din teoria posibilitatii,
care, pe linga cele introduse prin Definitia 2.1.3, vor fi folosite in cele ce
urmeaza (vezi [27] sau [18]).

Definitia 2.3.1. Fie €2 o multime nevida.

(i) Orice aplicatie X : Q — R se numegte variabila fuzzy.

(ii) Fie X o variabila fuzzy cu distributia posibilistica A. Atunci for-
mula M, (X) = sup,cq X (s)A(s) reprezinta expectanta posibilistica a lui
X. De asemenea, formula Vi, (X) = sup{(X(s) — Mg,(X))*X(s);s € Q}
reprezinta varianta posibilistica a lui X.

De baza in deducerea schemei lui Feller posibilistice este i urmatoarea
analoaga posibilistica a inegalitatii lui Chebyshev din teoria probabilitatilor.

Teorema 2.3.2. (vezi Teorema 2.2 din [39]) Fie Q # 0, X : Q - R i
distributia de posibilitate \ pe 2. Pentru toti r > 0, rezulta

Po({s € 0 |X(5) — Mop(X)] 2 1)) < Yol

r

cu Py masura posibilistica indusa de catre .

Pentru a ne indeplini scopul nostru, notam Var®(Q) = {X : Q —
R, marginita } si Varf (Q) = {X : @ — R, marginitd }. De asemenea,
pentru price interval / C R, sd ludim Z : Nx I =Y, cu Y = Var®(Q) sau
Y = Var’ (Q).
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Este clar ca putem scrie formulele

Mupy(Z(n,x)) = (Pos) /Q Z(n,x)(t)dPx(t) :== an, (2.5)

Vaup(Z(n,z)) = (Pos) /Q(Z(n,x)(t) — i )?dPA(t) =0 . (2.6)

Suntem acum in pozitia de a enunta urmatorul rezultat de tip Feller.
Teorema 2.3.3. (Coroianu-Gal-Opris-Trifa [23]) Presupunem ca I C R

este un subinterval, Z(n,z) € Vart (Q) pentru orice (n,z) € N x I gi

f R —= R, este marginita si uniform continua pe R. Folosind notatiile din

(2.5), (2.6) si considerind operatorii integrali posibilistici

L(f)(x) = (Pos) / f o Z(n, x)dP,

sub tpotezele ca limy, 4o iy p = & §1 limy 4 o ‘772@,3: =0, uniform cux € I,
rezulta lim, o, L,(f)(z) = f(x), uniform pe I.
Observatii. 1) In Teorema 2.3.3, putem considera operatorii mai gen-

erali de forma

Lo(f) (@) = (Pos) /R ()P (1) = (Pos) /Q JoZ(na)dPy, . a €1,

unde Py, , : P(Q2) — [0,1], (n,z) € Nx I, este masura de posibilitate indusa
de distributia A, ., (n,z) € N x I.

2) In particular, proprietati calitative de aproximare pot fi deduse prin
schema lui Feller din Teorema 2.3.3, pentru toti operatorii de tip max-produs

Bernstein. De exemplu, luind Q = {0,1,...,n}, I = [0,1], Z(n,z)(k) = £

n’

f00,1] = Ry, Ao(k) = e unde poi(z) = (P)a"(1 — z)" " ¢

Vj—oPn,j(z)’

,,,,,

V pur(@)f (£)
Lo(f)(@) = (Pos) /Q J o Z(n,x)dP,, . = ’f‘o\n/ -
Pnk\T

Y
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ceea ce reprezinta operatorii Bernstein Br(L )

(f)(x) de tip of max-produs,
carora le putem aplica acum Teorema 2.3.4.

In mod similar, din Teorema 2.3.3 se pot obtine rezultate calitative
de aproximare pentru alti operatori de tip max-produs, precum cei de tip
Favard-Szasz-Mirakjan, Baskakov, Bleimann-Butzer-Hahn gi Meyer-Konig-

Zeller.

2.3.3 Aproximare prin operatori de convolutie posi-
bilistici
Sa consideram operatorii clasici ai lui Picard, Gauss-Weierstrass si Poisson-

Cauchy,

_n o—nle—tl 7)) — Vn o—nlt—al?
=5 [ et W@ = 2 [ pwerta

=" [ /)

T Jan2(t—a)2 1
in mod respectiv, cu n € Ngi x € R.
Bazati pe schema posibilistica a lui Feller, pentru Q = {0,1,...,k,..., }
si Z(n,z)(k) = k/n ca si in Observatia 2 de mai sus, definind A, ,(k) =

e—nlz—k/n|
\/ZO e—nle—k/n|>
=—00

primim urmatorii operatori posibilistici (max-produs) Pi-

card o/l
PON () = Vizeos T (R/1) - €
——

nlr—k/n
Ooel /nl

e—n(z—k/n)? 1/(n?(z—k/n)%+1)

Analog, daci Ao (k) = y="— = 8 Ma(k) = v=LT0mnmr

primim urmatorii operatori posibilistici,

Vil oo f(k/n) - e ke

Wr(LM)(f )(z) = T (o))’ , - de tip Gauss-Weierstrass,
k=—00
~ o f(k/n) - —n C=
QM (f)(x) = k T il FPHL e tip Poisson-Cauchy.

k=—oc0 n¥(a—k/n)7 41
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Acum, notam BUC,(R) = {f : R — R,; f marginita, uniform continua}.
Proprietati calitative de aproximare pentru acesti operatori pot fi obtinute
din Teorema 2.3.3. Mai mult decit atit, prin urmatoarele rezultate putem
obtine gi estimari cantitative, dupa cum urmeaza.

Teorema 2.3.4. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa [23]) Daca f € BUCL(R),
atunci avem

[P () () = f(2)] < 2-wi(f;1/n)p.

Teorema 2.3.5. (Coroianu-Gal-Opris-Trifa [23]) Daca f € BUCL(R)
atunci avem

(WM (f) (@) — f(2)] < 2-wi(f;1/vn)z.

Teorema 2.3.6. (Coroianu-Gal-Opris-Trifa [23]) Daca f € BUCL(R),

atunct avem

QM (f)(x) — f(x)] < 2-wi(f;1/ (2n))&.



Cap. 3

Aproximare pe R, cu operatori

integrali

Fiind A\, > 0, n € N un gir cu proprietatea ca A, \, 0 arbitrar de
rapid. In acest capitol introducem operatori generalizati Szasz-Kantorovich,
Baskakov-Kantorovich, Szasz-Durrmeyer-Stancu si Baskakov-Szasz-Durrme-
yer-Stancu, astfel incit pe fiecare subinterval compact din [0, +00), or-
dinul de aproximare uniforma este wi (f; v/A,). Acesti operatori generalizati
aproximeaza uniform of functie Lipschitz 1, pe fiecare subinterval compact

din [0, 00), cu ordinul arbitrar de bun \/A,,.

3.1 Introducere

Este binecunoscut faptul ca operatorii clasici ai lui Baskakov sunt dati de

formula (vezi [4])

B “(n+j—1 2’ J
Vau(f)(@) —Z( j )mf(ﬁ)

Jj=0

39
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_ e (R e B L
=1 +2) ; n—1) 1ty

“nn+1)...n+4j—1 )
:(1+x)_"; (¥ )j(! + )(1+x)1"

In lucrarea recenta [49], acest operator a fost modificat prin inlocuirea lui n
cu ﬁ si au fost obtinute proprietatile de aproximare (de un ordin arbitrar

de bun, depinzind de \,) ale noului operator Baskakov, definit prin formula

1

Valfi Ma)(@) = (1) 5 S %%(H—)..-(J‘—H—)(

)\n )Jf(j)‘n)> x 20 .

1+

Mai sus, prin conventie, avem %ﬁ(l + ﬁ)(] -1+ ﬁ) = 1 pentru j = 0.
Cazul variabilei complexe pentru V,,(f;A,)(z) a fost studiat in [48]. De
asemenea, in [38], idea de mai sus a fost aplicata la generalizarea de tip

Jakimovski-Leviatan-Ismail a operatorilor Szasz-Mirakjan.

Scopul capitolului de fata este ca, bazati pe idea de mai sus, sa in-
troducem operatorii modificati/generalizati Szész-Kantorovich, Baskakov-
Kantorovich, Szasz-Durrmeyer-Stancu si Baskakov-Szasz-Durrmeyer-Stancu,
intr-un astfel de mod incit pe fiecare subinterval compact din [0, +00),
ordinul de aproximare si fie wi(f;v/A,). Acesti operatori modificati pot
aproxima uniform o functie 1-Lipschitz pe fiecare subinterval compact din
[0, 00), cu ordinul arbitrar de bun /A, dat de la inceput.

Din acest motiv, rezultatele obtinute in acest capitol au un caracter
definitiv (adica sunt cele mai bune posibile). In acelasgi timp, rezultatele au
deasemenea gi un caracter de unificare, in sensul ca pentru variate alegeri
ale nodurilor \,,, se pot reobtine rezultate anterioare de aproximare obtinute

de multi alti autori.
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3.2 Operatori Baskakov-Kantorovich

Este cunoscut faptul ca operatorii clasici Baskakov-Kantorovich sunt definiti

prin (vezi, de exemplu, [13])

K, () (@) :i <n+j— 1> (Hx—;wn/j(m)/n Fo)d

g J n

= n(n w(n+7— ! +1)/n
— (140" Y (n+1) j(! +j—1) (1+x)j"/j F(v)dv.

j=0 n

Daca inlocuim n cu )\L, atunci obtinem operatorii generalizati Baskakov-
n

Kantorovich, definiti prin formula
Kl M) (2)
0 ; i+1)An
=(1+ x)_ﬁ Z l‘)\i(l + i)(] -1+ %)ﬁ%ﬂ /gii+ ) f(v)dv.
Peste tot notdm ey(z) = 2%, k =0,1,2,...,.

Aceasta sectiune se ocupa cu proprietatile de aproximare ale operatoru-
lui K,(f; A\n)(z). Pentru scopul nostru, mai intii avem nevoie de urmatorul
rezultat auxiliar.

Lema 3.2.1. (Trifa [71]) Avem :

(i) Kp(eo; \o)(x) = 1 ; Ky(ep; \)(z) = o+ % A s Ka(eg; \p)(z) =
2?4+ 20,3 + A@? + £ A2

(it) Ko ((t — )% M) () = Ao (22 4+ 24+ 5 - \).

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul.

Teorema 3.2.2. (Trifa [71]) Fie A\, N\, 0 (cu n — o0) cit de rapid
dorim i sa presupunem ca f : [0,+00) — R este uniform continua pe
0, +00) (scriem f € UC[0,+00)). Pentru orice x € [0,4+00) sin € N,

avem

K (fi M) (@) = f(2)] < 201 (F3 VA - Va2 + 2+ M\ /3),
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unde wq(f;0) = sup{|f(z) — f(y)|;z,y € [0,+00), |x —y| < d} noteaza
modulul de continuitate al lui f , cu pasul 9.
Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.2.2, primim urmatorul rezultat.
Corolar 3.2.3. (Trifa [71]) Fie \,, \, 0 cit de rapid dorim si presupunem
ca f este o functie Lipschitz, adica exista M > 0 cu |f(x)—f(y)| < M|z—y],
pentru oricare x,y € [0,00). Atunci, pentru orice x € [0,+00) sin € N

K (f3 An)(@) = f(2)] < QM\/E- VI 4z + A, /3.

Demonstratie. Deoarece prin ipoteza f este o functie Lipschitz, primim
usor wi(f; ) < M§, pentru toti § > 0. Alegind 6 = /A, - \/ar—|—1:2—+/\n/3
si aplicind Teorema 3.2.2, primim estimarea dorita. U

Observatii. 1) Deoarece f € UC|0,400), este binecunoscut faptul
ca primim lims owi(f;0) = 0. Prin urmare, alegind 6 = A,, primim ca
pentru n — oo, deoarece A\, “\, 0, trecind la limita cu n — oo in estimarea
din Teorema 3.2.2; rezulta ca K, (f;\,)(x) — f(x), punctual pentru orice
x € [0,400). Acum, pentru a primi ordinul de convergenta in rezultatele
anterioare, expresia \/:r:—i—xQ——l—)\n/S trebuie sa fie marginita, fapt care are
loc atunci cind  apartine unui subinterval compact din [0, +00).

2) Daca f € UC|0, +00), atunci K,,(f; A\,)(x) este bine definit, adica
| Ko (f; An)(2)| < 400, pentru orice x € [0, +00) sin € N.

Intr-adevir, dacd f este uniform continua pe [0, +00), atunci cresterea pe
[0, 4+00) este liniara, adica exista «, 5 > 0 cu |f(x)| < ax + 3, pentru orice

x € [0, +00) (vezi [25], p. 48, Probleme 4, sau [26]). Aceasta implica imediat
[ Ko (f5 An) ()] < B ([ f]; An) () < @ K (e; An)(2) + 5
=a(z+ M\,/2) + 8 < 400,

pentru oricare = € [0,4+00), n € N.
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3.3 Operatori Szasz-Kantorovich

Formula pentru operatorii liniari si pozitivi clasici Szasz-Kantorovich este

data de (vezi, de exemplu, [73])

sn<f><x>:e-”wz<”f)]n st = ey 8

Inlocuind mai sus n cu - —, obtinem operatorii generalizati Szasz-Kantorovich,

definiti prin formula

Sn(f5 An)(2)
. ' (G+1)An
TZ)\]|>\ dv=e Anz /f n(t+7))

n JjAn

Studiem aici proprietatile de aproximare ale operatorului Sn(f; An)(z). Mai
intit, avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 3.3.1. (Trifa [71]) Avem :

(i) Sn(eo; An)(z) = 1 ; Sp(er; An)(x) = o +
2?4+ 20+ A2

(it) Su((t — )% A) () = Ao (T + 5+ An).

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul.

Teorema 3.3.2. (Trifa [71]) Fie A, \, 0 (cu n — o0) cit de rapid

A 5 Su(ea; An)(x) =

N

dorim si presupunem ca f : [0, +00) — R este uniform continud pe [0, +00).

Pentru orice x € [0,+00) sin € N, avem

19, (F: An) (@) = F(2)] < 201(F; V/An - VI + Aa/3).

Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.3.2, primim urmatorul rezultat.
Corolar 3.3.3. (Trifa [71]) Fie A\, \, 0 cit de rapid dorim si presupunem
ca f este o functie Lipschitz, adica exista M > 0 cu |f(z)—f(y)| < M|z—y|,



44CAP. 3. ORDIN ARBITRAR PRIN OPERATORI INTEGRALI PER

pentru orice x,y € [0,00). Atunci, pentru orice x € [0,400) si n € N avem

1Su(f5 An)(z) = fl2)] < 2M\/)‘_n' VT + A /3.

Demonstratie. Deoarece prin ipoteza f este o functie Lipschitz, primim

usor wy(f;6) < M, pentru toti § > 0. Alegind acum § = /A, - \/x + \,/3

si aplicind Teorema 3.3.2, primim estimarea dorita. U

3.4 Operatori de tip Szasz-Durrmeyer

Reamintim ca operatorii clasici Szdsz-Durrmeyer operators sunt dati de

formula (vezi [63])
SDL)a) =0 Y sng(o) [ s (0

_ j
unde s, ;(z) =e ”x%

Daca inlocuim n cu /\i, atunci obtinem operatorii generalizati Szasz-
n

Durrmeyer, definiti cu formula

o0 i, 4
SDu(f: M) (x) = Ain;oe . Azj!/() — /\;Zj!f(t)dt.

In prima parte a acestei sectiuni studiem proprietatile de aproximare ale
operatorului SD,(f; A\,)(z). Mai intii, avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 3.4.1. (Trifa [71]) Avem :

(i) SDy(eo; \n)(x) =1 ; SDy(e1; \n)(2) = x4+ Ay ; SDyple; \n)(z) =
22+ ANz + 202 ;

(ii) SD,((t — )% ) () = A\ (22 + 2),).

Primul rezultat principal al acestei sectiuni este urmatorul.
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Teorema 3.4.2. (Trifa [71]) Fie A\, \( 0 cit de rapid dorim si pre-
supunem ca [ : [0,400) — R este uniform continua pe [0, +00). Pentru

oricare x € [0,+00) sin € N, avem

1SD,(f; M) () — F(2)] < 201 (f; v A - V22 + 200).

Ca o consecinta imediata a Teoremei 3.4.2, primim urmatorul rezultat.
Corolar 3.4.3. (Trifa [71]) Fie A, \ 0 cit de rapid dorim si presupunem
ca f este o functie Lipschitz, adica exista M > 0 cu |f(z)—f(y)| < M|z—yl,
pentru oricare x,y € [0,00). Atunci, pentru orice v € [0,+00) sin € N

avem
1SD,(f: M) () = (@) < 2M /N /20 + 2),.

In cele ce urmeaza, vom introduce si studia operatorii generalizati Szasz-
Durrmeyer-Stancu. Astfel, este binecunoscut faptul ca operatorii clasici

Szész-Durrmeyer-Stancu sunt dati de formula (vezi [44])
= > e
SD@H)(f Sn / f (2 dt
Z ] S 7]( )f n _|_ /B Y

unde 0 < a < i s, () = (nﬁ)j'

Daca inlocuim n cu /\i, obtinem :
n

N L& LG e L EY (Lta
SDD(f; M) :A_ZAA/OGA"A-fAI dt.

|
J: AntB

Mai intii, demonstram urmatoarea lema.
Lema 3.4.4. (Trifa [71]) Avem :

(i) SD (eo; M) (z) =1 : SDY (e1: \y) (2) = An(atl)

1+>\n6 T 1+ B’

z? An (200 4 3) A2(a? +2a+2)
T+ 0B A+ MB2 T (T+AB)2

g a, . 2252 1-28(a+1)An A2 (a®42a+2
(i) SDE (t—=2)% M) (@) = s+ 2ttt il p g duloted®),

SDﬁf‘ﬁ)(eg; An)(x) =
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Rezultatul principal privind acesti operatori de tip Stancu este urmatorul.
Teorema 3.4.5. (Trifa [71]) Fie 0 < a < 5, A, \( 0 cit de rapid dorim
si presupunem ca f : [0,400) — R este uniform continua pe [0, +00).

Pentru orice x € [0,+00) sin € N, avem

ISDED(f; A) () — F(2)] < 201 (f; VA -/ ESP()),

unde

An 3 1-28(a+1DX, M0 +2a+2)
(a,8) _ 2
R IS W E N (RIS W) R A R W

. Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.4.5, primim urmatorul rezultat.

Corolar 3.4.6. (Trifa [71]) Fie 0 < o < B, A\, \¢ 0 cit de rapid

dorim si presupunem ca f este o functie Lipschitz, anume exista M > 0 cu
|f(z) — f(y)| < M|z —vy|, pentru oricare x,y € [0,00). Atunci, pentru orice

x € [0,400) sin € N avem

[SDEA(f; M) (@) = ()] < 2M/ Ny -\ B (2),

3.5 Operatori Baskakov-Szasz-Durrmeyer-Stan-
cu

Pentru 0 < o < f, operatorii clasici Baskakov- Szasz-Durrmeyer-Stancu
sunt dati prin formula (vezi [56])

nt + o
n+p

dt,

o0
0

VD)) =Y bus(o) [ st
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Daca inlocuim n cu )\i, obtinem formula :
n

Vi (f3 ) ()

1 & +1)..(++5-1 J
— N (14a) -2 ( )'(n J ) @ |
/\”jzo J! (1+z)
-/ ekn-¥,f@” )t
0 J: vl

Mai intii, avem nevoie de urmatorul rezultat auxiliar.
Lema 3.5.1. (Trifa [71]) Avem :

. a,B o, n n® .
(i) Vi« (eo; M) (@) = 1 Vi (er; M) (@) = kg + dptdue

L+XA, 5, 4N +20a Aa?+2X2a+2)7

(@h) (e, =
Vet @) = st ma et T argr

n

(ii)
VD (8 = 2)% M) (@)
A FA2B%7 L 20, — 2028 —2X2aB A2+ 202+ 202
BN T+ 0?2 (1+ AB)?

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul.

Teorema 3.5.2. (Trifa [71]) Fie 0 < a < 5, A, \(0 cit de rapid dorim

si presupunem ca [ : [0,400) — R este uniform continua pe [0, +00).

Pentru oricare x € [0,+00) sin € N, avem

VD (F ) (@) — Fl@)] < 201(F; VA -\ B (2)),

1+ \,5? 2 2 —2\,.0 — 2)\nozﬁx N M0 4+ 20,00 + 2\,
(14 AB)? (1+AB)? (L4 A.5)?

Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.5.2, primim urmatorul rezultat.
Corolar 3.5.3. (Trifa [71]) Fie 0 < o < B, A\, N\ 0 cit de rapid

dorim si presupunem ca f este o functie Lipschitz, adica exista M > 0 cu
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|f(z)— f(y)| < M|x—y|, pentru oricare x,y € [0,00). Atunci, pentru orice
x € [0,4+00) sin € N, avem

VD (FiN) (@) — f(@)] < 2M /N, ) FP ().

Observatie. Sa precizam ca in Teoremele 3.2.2, 3.3.2, 3.4.2, 3.4.5 si 3.5.2,
pentru orice § > 0 gi f : [0,+00) — R uniform continue, modulul de
continuitate wy(f;J) este finit. Pentru convenienta cititorului, prezentam
mai jos demonstratia. Intr-adevar, pentru un ¢ fixat, din definitia uniform
continuitatii lui f, existad un dg > 0, astfel incit | f(z) — f(y)| < €0, pentru
toti z,y € [0, 4+00) cu |z — y| < dp. Trecind aici la supremum dupa acesti
x,y, rezulta imediat ca wi(f;dy) < g9 < 400. Fie acum 6 > §, arbitrar.
In mod evident ca exista un p € N suficient de mare, astfel incit d < p - .
Folosind acum monotonia si subaditivitatea lui wy(f;d) ca si functie de 9,
primim

wi(f;0) < wi(fipdo) < p-wi(f;do) < +oo.

Putem deci concluziona ca proprietatile de aproximare obtinute pentru
toti operatorii din acest capitol au un caracter definitiv, adica furnizeaza
ordine de aproximare arbitrar de bune. De asemenea, este bine de notat ca
metoda din acest capitol nu functioneaza pentru operatorii liniari si pozi-
tivi ale caror expresii sunt date de sume finite si sunt definiti pe intervale
marginite (precum operatorii/polinoamele Bernstein, operatorii/polinoamele

Kantorovich, etc).



Cap. 4

Aproximare cu operatori

Kantorovich complecsi

Prin folosirea unui gir A, > 0, n € N cu proprietatea ca A\, — 0 oricit de
rapid, in acest capitol obtinem ordinul de aproximare O(\,) pentru opera-
torii generalizati Baskakov-Kantorovich-Faber gi pentru operatorii general-
izati Szasz-Kantorovich-Faber, in mod respectiv, atasati functiilor analitice
cu cregtere exponentiala intr-un continuu (adica intr-o nultime conexa, com-
pacta) G C C. Mai multe exemple concrete de continuuri sunt prezen-
tate, pentru care acesti operatori pot fi construiti in mod explicit. In
plus, obtinem ordinul de aproximare O(),) pentru operatorii generalizati
Baskakov-Kantorovich-Walsh si pentru operatorii generalizati Szasz-Kan-
torovich-Walsh atagati functiilor analitice cu crestere exponentiala intr-o

multime compacta multiplu conexa G C C.

49
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4.1 Multimi compacte simplu conexe: Pre-
liminarii

Fie A, — 0 arbitrar de rapid, satisfacind in plus, fara a pierde din general-
itate, conditia 0 < \,, < %, pentru orice n € N.

In lucrarea [48], pentru functiile analitice cu cregtere exponentiala in
multimi compacte simplu conexe, s-a obtinut ordinul de aproximare O(\,),
prin operatorii de forma

Wi (f; A, G; 2)

ap(f) - Z (T4 X) - oe - (TG = DA - 0, Ay ooy G0 €] - Fj(2).

0 7=0

o0
k=
Aici Fj(z) reprezinta polinoamele Faber atasate compactului G (numit si
continuum), f(z) = Y ;- ar(f)Fr(z) reprezinta dezvoltarea in serie Faber
alui f pe G i [0, A\, ..., jAn; ex] reprezinta diferenta divizata a lui g(z) =
ex(z) = 2F, pe j+ 1 noduri 0, A, ..., j \,.

Prin aceasta metoda, ordinul de aproximare O(1/n) obtinut in [35],
Section 1.9, pp. 124-138, pentru operatorii Baskakov clasici (adica pentru
An = 1/n) in discuri compacte cu centrul in origine, a fost imbunatatit
(in [48]) la O(\,) dat de catre operatorii definiti mai sus, atasati unei
submultimi compacte si simplu conexe din C.

Este de mentionat aici faptul ca acest domeniu privind estimari canti-
tative in aproximarea cu alte tipuri de operatori complecsi, se gaseste in
multe alte lucrari, ca, de exemplu, in cartile [35], [36], [56] si in articolele
[16], [34], [45]-[55], [60]-[62].

Pentru scopul nostru, reamintim pe scurt citeva concepte de baza despre
polinoamelor Faber sau/si despre dezvoltari in serie Faber.

Daci G C C este multime compacti cu C\ G conex#, notdm cu A(G)



4.1. MULTIMI COMPACTE SIMPLU CONEXE: PRELIMINARII 51

spatiul Banach al functiilor continue pe G si analitice in interiorul lui G, cu
norma || f|l¢ = sup{|f(z)|;z € G}. Daca notam D, = {z € C;|z| < r}, din
teorema aplicatiei Riemann, exista in mod unic o aplicatie conforma ¥ a lui
C\ D; pe C\ G cu proprietitile ¥(c0) = 0o si ¥(c0) > 0. In consecint,
pentru G ii putem ataga un polinom de grad n, F,,(z), numit polinomul lui
Faber, prin formula \II\I(’;E;‘L)Z =3 Z’Zl(fl), z € G, |lwl > 1.

Pentru f € A(G) notam

Comi

1 J (P (u 1 " it\\ ,—int
an(f)——/uu(un—(ﬂ))du:%/_wf(\lf(e Ve mtdt n € N U {0}

care sunt denumiti coeficienti Faber corespunzatori lui f si >~ an(f)Fn(2)
este denumita dezvoltarea in serie Faber a lui f pe G. Sa notam ca seria
Faber este in fapt o generalizare a seriei lui Taylor, la cazul cind discul
unitate se inlocuieste cu o multime simplu conexa, marginita de o curba
suficient de "neteda”.

Proprietati detailate ale polinoamelor lui Faber se gasesc in [33], [70].

Fie G o submultime compacta si conexa din C (adica un aga zis continuu)
si sa facem presupunerea ca f este analitica in G, adica exista R > 1
cu proprictatea ca f este analiticd pe Gg, adica f(z) = Y royap(f)Fr(2),
z € Gg. Aici notatia G reprezinta interiorul curbei (inchise) de nivel I'g,
definita prin I'r = {¥(w); |w| = R} (avem G C G, pentru orice 1 <1 < R).

Fie 0 < )\, < %, pentru orice n € N, cu A\, — 0 arbitrar de rapid.

In cele ce urmeaza, mai intii vom introduce o forma potrivita pen-
tru operatorii generalizati Baskakov-Kantorovich-Faber, folosind metoda
din [48], utilizata acolo pentru introducerea operatorilor Baskakov-Faber
W, (f; A\, G; z) mentionati in Introducere.

In acest sens, reamintim ca in [71], am studiat urmatoarea forma de
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operatori Baskakov-Kantorovich de variabila reala, x > 0,

]Cn()‘m f)(l') = (1 + $)_1/)‘".

Z%%ﬂ(pr%n) (j—1+>\in) : <1ix>an(f)(j/\n),

J=0

unde functia H,, este astfel incit

(G+1)An FAn+An
Ho(f)(GAn) = Ai / f(t)dt = Ai . Ft)dt.
n JAn n JAn

Este usor de vazut ca putem defini H,(f)(x) = ﬁ : f;“" f(t)dt.

Acum, aplicind Teorema 2 din [59], obtinem formula de reprezentare
=D (LX) o (T4 (= DA) - [0, Ay s A Hu(f)]2
7=0

x >0, unde prin conventie, (1 4+ \,)...(1 4+ (j — 1)A,) =1 for j = 0.
Presupunind ca f(z) = Y oo, ax(f)2" este analiticd in discul compact

|z| < R, pentru H,(f)(z) obtinem reprezentarea

Z+An > z24+An
H,(f)(2) = Ai a5 Y [
no Jz " k=0 z

) k
k1 _k+1y _ ax(f) k+1 J\k—i
[(z+ An) z ]_Zk+1<j0(j 2NV

1 o0
:)\_kz:

unde
Al f) = Z 4(F) -k (J Z 1). (4.1)

Rationind ca gi in [48], putem introduce in mod formal urmatorii operatori

Baskakov-Kantorovich pe disc compact cu centrul in origine, prin formula

Kn(f: M) (2) = ZAn7k(f)~Z(1+)\n)~....(1+(j—1))\n).[0, Ans oos An; )2
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In final, procedind exact ca si in Definitia 2.1 din [48] (adici, inlocuind 2/
cu Fj(z) ), daca f(z) = > rooan(f)Fi(2), z € G C C, unde G C C este
compacta iar Fj(z) sunt polinoamele Faber atasgate lui G, putem introduce
urmatoarea definitie.

Definitia 4.1.1. (Trifa [72]) Operatorii generalizati Baskakov-Kanto-

rovich-Faber atagati lui G' si f sunt definiti cu formula

Kn(f; M, G 2)

00 k
Z () A o (L (= DA) 0, Ay ooy s 4] Fi(2), (4.2)
k=0 =0
unde pentru 7 =0 si j = 1, luam prin conventie
(I+X) -+ (G —DA) =1

Observatie. Pentru A\, = 1/n, n € N si G = Dy, deoarece F;(z) = 2/,
operatorii generalizati Baskakov-Kantorovich-Faber de mai sus, se reduc la
operatorii clasici complecsi Baskakov-Kantorovich.

Aceleasi rationamente formale pot fi aplicate si operatorilor generalizati

Szasz-Kantorovich, definiti in cazul real in [71] prin formula

Kol M) (@) = z pas / F(w)dv.
n JAn
Intr-adevir, potrivit lucririi [37], pagina 976 (si notind acolo Z—’; = ),

operatorii clasici generalizati Szasz, S, (f; A\n)(2), pot fi scrisi, in mod formal,

prin formula

Su(f3 M) () = /A Zf

Apoi, din formula (1), p. 976 din [37], (scrlsa din nou pentru Z—Z = A\n)

pentru operatorii generalizati Szdsz, primim forma

o) 5 [e.e]

_'f<j)\n) = [0, Ay oo G A f] - 27

J=0
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Pastrind notatia pentru H, (f)(z), for K,,(f;A,)(x), in mod formal putem

scrie
K,(f;\n)(x) =€ g O oY H,(j\,) = g 0 [0, A\, ey AR Hyp) - 27
Jj= n Jj=

Inlocuind acum = cu z si considerind ci f(z) = 3.7 ax(f)Fi(2) este dez-
voltarea Faber a lui f in compactul G, rationind ca gi in cazul Definitiei
4.1.1, putem introduce urmatorul concept.

Definitia 4.1.2. (Trifa [72]) Operatorii generalizati Szasz-Kantorovich-
Faber atagati lui G si f sunt (in mod formal) definiti prin

00 k

Eou(fi M G)(2) = D A(f) D10, Ay ooy jAns €] - Fi(2), (4.3)

4.2 Operatori Baskakov-Kantorovich-Faber

In aceasta sectiune, metoda din [48] descrisa in Sectiunea 4.1, va fi apli-
cata operatorilor complecsi Baskakov-Kantorovich studiati in cazul vari-
abilei reale in [71].

Mai intii, avem nevoie de urmatorul rezultat auxiliar.

Lema 4.2.1. (Trifa [72]) Dacd |ap(f)| < M - 4%, k € N, cu M > 0,
0<A<1gil>N\, N0, atunci pentru A, (f) dati de formula (4.1) avem

estimarea

Ak
|Ansi(f)] < e (M-E) .

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul.

Teorema 4.2.2. (Trifa [72]) Fie A\, \ 0,0 <\, < 1, n €N, G un con-
tinuum gt f analitica pe G (deci exista R > 1 cu f(z) = > 7 an(f)Fr(2),
z € Ggr). In plus, mai presupunem existenta unui M > 0 st a unui

A€ (%,1), cu |ag(f)] < MAk—f, pentru orice k = 0,1, ..., (de unde rezulta
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|f(2)| < C(r)Me?™ pentru orice z € G, 1 <r < R). Aici Gg noteazd inte-
riorul curbei de nivel inchise T'g datd de T = {¥(w); |w| = R} i G C G,,
pentru orice 1 < r < R.

Fiel<r< % fixat. Atunci, se poate gasi un indice ng € N gi constanta
C"(r, f) > 0 depinzind de r si f, cu proprietatea cd pentru orice z € G, si
n > ng avem

Ka(f5 Ans G 2) = f(2) < C7(r, f) - A,

unde IC,(f; A\, G; 2) este dat de formula (4.2).

Observatii. 1) Este ugor de aratat ca Teorema 4.2.2 ramine adevarata
in ipotezele mai generale |ax(f)| < Pn(k) - Ak—f, pentru orice k > 0, cu P,
polinom algebric cu proprietatile grad(P,,) = m si P, (k) > 0 pentru orice
k>0,meN.

2) Se pot da numeroase exemple pentru G in care aplicatia conforma W si
polinoamele lui Faber atagate lui G se pot explicita (vezi, de exemplu, [36],
pp. 81-83, sau [37]), dupa cum urmeaza : G = [—1,1], G este marginita de
m-hipocicloid, G este regulat m-stelata (m = 2,3, ...,), G este m-lemniscata
symetrica, m = 2, 3, ...,, G este semidisc, sau G este o luna circulara. Drept

urmare, in aceste cazuri operatorii Baskakov-Kantorovich-Faber se pot si ei

explicita.

4.3 Operatori Szasz-Kantorovich-Faber

In aceasta sectiune, metoda din [48] descrisa in Sectiunea 4.1, va fi aplicata
la operatorii complecsi de tip Szasz-Kantorovich, studiati in cazul variabilei
reale in [71].

Rezultatul principal este urmatorul.

Teorema 4.3.1. (Trifa [72]) Fie A\, \ 0,0 <\, < 1, n €N, G un con-
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tinuum gt f analitica pe G (deci exista R > 1 cu f(z) = > o g an(f)Fr(2),
z € Ggr). In plus, mai presupunem existenta unui M > 0 st a unui
A€ (}%,1), cu |ag(f)] < M‘?ﬁ—f, pentru orice k = 0,1, ..., (de unde rezulta
1f(2)| < C(r)MeA pentru orice z € G, 1 <r < R). Aici G noteazd inte-
riorul curbei de nivel inchise T'g datd de T = {¥(w); |w| = R} i G C G,,
pentru orice 1 < r < R.

Fiel <r< % fizxat. Atunci, se poate gasi un indice ng € N si constanta
C"(r, f) > 0 depinzind de r si f, cu proprietatea cd pentru orice z € G, si

n > ng avem

|Kn(f, )\na G; Z) - f(Z)| < C,/,(T7 f) ' >\n>

unde K, (f; A, G; 2) este dat de formula (4.53).

Observatii. 1) Este ugor de aratat ca Teorema 4.3.1 ramine adevarata
in ipotezele mai generale |ax(f)| < Pn(k) - Ak—f, pentru orice k > 0, cu P,
polinom algebric cu proprietatile grad(P,,) = m si P,(k) > 0 pentru orice
k>0,meN.

2) Se pot da numeroase exemple pentru G in care aplicatia conforma W
si polinoamele lui Faber atagate lui G se pot explicita (vezi Observatia 2

de dupa Teorema 4.2.2). Drept urmare, in aceste cazuri operatorii Szész-

Kantorovich-Faber se pot si ei explicita.

4.4 Multimi compacte multiplu conexe : Pre-
liminarii
Fie f(z) =Y 1oy ar(f)Bk(z) dezvoltarea functiei analitice f in serie Faber-

Walsh pe compactul multiplu conex G, unde By(z) reprezinta asa nu-

mitele polinoame Walsh atagate lui G. In lucrarea [41], se definesc si
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studiaza operatorii complecsi Szasz-Mirakjan-Faber-Walsh, dati de formula
(vezi Definitia 3 din [41])

[e'S) k

Mo(f5 0 G)(2) = ar(f) D 10, Ay fAns €x] - By (2).

=

Scopul principal al urmatoarelor doua sectiuni este de a obtine pro-
prietati de aproximare similare pentru operatorii Baskakov-Kantorovich-
Walsh in Sectiunea 4.5 si pentru operatorii Szasz-Kantorovich-Walsh in
Sectiunea 4.6.

Dar, mai intii, in aceasta sectiune prezentam citeva chestiuni preliminare
despre polinoamele Walsh.

Polinoamele Faber au fost introduse de catre Faber in [28], ca si asociate
unei multimi compacte simplu conexe. FEle permit dezvoltarea functiilor
analitice pe acea multime, in serii analoage seriilor de puteri clasice.

In Walsh [74], au fost introduse polinoame care le generalizeaza pe cele
ale lui Faber, atagate multimilor compacte cu mai multe componente (adica
a caror complementara este un domeniu multiply conex). Aceste polinoame
Faber generalizate sunt numite polinoame Faber-Walsh si de asemenea per-
mit dezvoltarea unei functii analitice in serie analoaga cu seria de puteri.

In cele ce urmeaza, sa reamintim pe scurt citeva concepte de baza privind
polinoamele Faber-Walsh polynomials si dezvoltarile in serie Faber-Walsh,
de care vom avea nevoie pe mai departe.

Peste tot in Sectiunile 4.5 si 4.6, G C C va fi considerata o multime
compacta constind din mai multe componente, adica C \ G este multiplu
conexa.

Definitia 4.4.1. (vezi, de exemplu, Walsh [74]) Un domeniul lem-
niscatic este un domeniu de forma {w € C;|U(w)| > u}, unde p > 0

este 0 anumita constanta iar U(w) = II}_, (w — a;)™ pentru niste puncte



58CAP. 4. ORDIN ARBITRAR CU OPERATORI KANTOROVICH IN C

at, ..., € C gi exponenti reali mq,...,m, >0 cu 2;21 m; = 1.

In cele ce urmeazi, vom considera ci punctele aq, ..., a,, au proprietatea
ca dintre ele pot fi alese un sir (a;);jen astfel incit pentru orice multime
inchisa C' care nu contine nici unul dintre punctele aq, ..., a,,, exista con-

stantele A;(C'), A3(C) > 0 cu

< Ay(C)y,n=0,1,2,..., w € C, (4.4)

unde u,(w) = I7_; (w — o).

Fie Dy,...,D, multimi compacte exterior mutuale (care nu se reduc
la un singur punct) ale planului complex astfel incit complementara lui
G = U;’Zl D; in planul complex extins, este o regiune conexa deschisa
cu v-componente. Datorita Teoremei 3 din Walsh [75], exista un domeniu
lemniscatic

K = {w € G |U(w)| > n}

si o bojectie conforma
d:C\G — {weC|Uw)| > p}, cud(oo)=o0, si ®(c0) = 1.

Aici p este capacitatea logaritmica a lui G. Pe deasupra, bijectia inversa

conforma satisface
U=0"'={weC;|U(w)>u} - C\G, cu¥(oo)=1si ¥(co)=1.

Consideram functiile lui Green H; (w) = log(|U (w)|)—log(n), H = Hyo®

si pentru 7 > 1 curbele lor de nivel
Ar ={w € C; Hy(w) = log(r)} = {w € C; |U(w)| = ru},

[(r)={z € C;H(z) = log(r)}.
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Avem I', = ¥(A,). Notam cu G, interiorul lui I', §i cu D2 exteriorul lui
A, (incluzind oo).
Este de observat ca pentru 1 <r < 8 < R avem G C G, C G C Gp.

Datorita Teoremei 3 din Walsh [74], pentru z € T', and w € D° avem

W) B g L[ VO
‘I’(w)—z_n < Unt1 (W)’ Ba(2) Qm-/AA n(t) \If(t)—zdt’)‘> :

Polinomul B, (z) este numit al n-lea polinom Faber-Walsh atasat lui G si
(e;)jen lar potrivit cu Lema 2.5 din Sete [64], polinoamele Faber-Walsh sunt
independente de domeniul lemniscatic si de aplicatia exterioara W.

Observatii. 1) Demonstratia existentei aplicatiei conforme anterioare
U (si in mod implicit a existentei polinoamelor Faber-Walsh) a fost obtinuta
de Walsh [75] gi este bazata pe nigte rezultate asupra punctelor critice ale
polinoamelor obtinute in cartea [76].

2) O proprietate interesanta a polinoamelor Faber-Walsh polynomials

obtinuta in Walsh [74], pagina 31, relatia (34), este ca

lim sup [|| By ]/ = .

k—o0

proprietate care este similara cu cea a polinoamelor Chebyshev atasate
multimii compacte multiplu conexa G si de asemenea are loc pentru multe
multimi de polinoame definite prin proprietati extremale (vezi Fekete-Walsh
[30], [31]). Aici || - ||¢ noteaza norma uniforma pe G.

3) In mod analog cu polinoamele Faber, datoritd Teoremei 3 din Walsh
[74], polinoamele Faber-Walsh permit dezvoltari in serii ale functiilor analitice
pe multimi compacte. Anume, daca f este analitica in compactul G (cu mul-
tiple complementare conexe), existd R > 1 astfel incit f este analitica in

Gp iar in interior Gg admite (local, uniform) dezvoltarea in serie f(z) =
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2 im0 @k (f)Bi(2), cu

()= L[ 1)

2wy, upn (1)

dt,1 < B < R. (4.5)

4) Daca G este simplu conexa, atunci polinoamele Faber-Walsh devin
polinoamele Faber.
5) In rationamentele noastre, avem nevoie de asemenea de urmatoarea

estimare, vezi, de exemplu, Walsh [74], p. 29, relatia (26)
|Br(2)| < Ai(rp)*, forall z€T,, 1 <r <R, k>0, (4.6)

unde A; depinde doar de r.
De asemenea, din relatia limsup,, . |ax|'/* < ﬁ din Walsh [74], pagina

30, obtinem imediat estimarea

cB,p, f)
(Bu)k

unde C'(B, u, f) > 0 este independenta de k. Observam ca aici gi in ratio-

lax(f)] < for all k =0,1, ..., (4.7)

namentele urmatoare vom alege 1 < r < g < R.

6) In trecut, in timp ce polinoamele Faber au fost studiate si folosite
in multe lucrari publicate, polinoamele Faber-Walsh au fost rar studiate,
exceptind cartea lui Suetin [70], care contine o sectiune scurta despre ele.
Principalul motiv pentru neglijarea polinoamelor Faber-Walsh a fost ca nu
au fost cunoscute exemple explicite de aplicatii lemniscatice conforme. Dar
foarte recent, prin lucrarile [64]-[67], polinoamele Faber-Walsh au fost aduse
in atentie din nou. Astfel, primul exemplu de aplicatie conforma lemniscat-
ica Walsh pare sa fie mentionata in lucrarea foarte recenta a lui Sete-Liesen
[66]. De asemenea, primele formule explicite de polinoame Faber-Walsh
au fost studiate pentru cazul cind G consta din doua intervale compacte

disjuncte in Sete-Liesen [67].
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Pentru proprietati suplimentare privind polinoamele Faber-Walsh, vezi,
de exemplu, Capitolul 13 din Suetin [70].

Avind drept model definitiile din lucrarea [72], putem de asemenea in-
troduce urmatoarea definitie.

Definitia 4.4.2. Fie Dq,..., D, multimi compacte mutual exterioare
(nici una reducindu-se la un singur punct) ale planului complex, astfel
incit complementara lui G := Uj';l D; in planul complex extins este o
regiune deschisa multiplu conexa cu r-componente gi sa presupunem ca
f este analitica in G, adica exista R > 1 astfel incit f este analitica in Gg,
adica f(z) = Y poyax(f)Br(z) pentru toti z € G, unde By(z) noteaza
polinoamele Faber-Walsh atagate lui G iar G noteaza interiorul curbei de
nivel inchise I'g.

Operatorii generalizati Baskakov-Kantorovich-Walsh si operatorii gene-
ralizati Szasz-Kantorovich-Walsh atasati lui G si f, in mod formal vor fi

definiti cu

Kn(f3 An; G)(2) = ) Anilf) Z [0, Ay ey G A0; €8] - By(2), (4.8)

Eond

Il
o
<

9] k
En(fa >\n> G)(’Z) - Z An,k(f) Z [07 )‘na 7]/\11’ ek] ' Bj(z)7 (49)
in mod respectiv, unde

Al =3 %W (j ' 1)- (4.10)

Peste tot in sectiunile urmatoare, (\,)nen este un gir de numere reale

pozitive cu proprietatea ca A\, \, 0 arbitrar de rapid. Fara a pierde din

generalitate, putem presupune ca A, < %, pentru orice n € N.
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4.5 Operatori Baskakov-Kantorovich-Walsh

In aceastd sectiune obtinem proprietati de aproximare pentru operatorii
Baskakov-Kantorovich-Walsh.

Acum suntem in pozitia de a enunta rezultatul principal.

Teorema 4.5.2. Fie up > 1 si Dy,..., D, multimi compacte mutual
exterioare (nici una reducindu-se la un singur punct) ale planului complez,
astfel incit complementara lui G := U;’Zl D; in planul complex extins este o
regiune deschisd conexd $i cu v-componente. Presupunem ca f este analitica
in G, adica inseamnd existenta unui R > 1 cu f(z) = > ;= ax(f)Bi(2)
pentru oricare z € Gr. Mai presupunem existenta constantelor M > 0 si
Ae <Riu, }%), cu |lag(f)] < MAk—T, pentru orice k = 0,1, ..., (ceea ce implica
1f(2)| < C(r)Me*" pentru orice z € G,, 1 <r < R). Aici u, Gp i G,
sunt cele definite in Sectiunea 4.4.

Fiel < r < ALH fizat. Atunci, se poate gasi un indice ng € N gi

C"(r, f, i) > 0 ce depinde doar de r, ju si f, astfel incit pentru orice z € G,

st m > ng avem
K (f5 Ay G 2) = f(2)] < C"(r, fr 1) - A

Observatii. 1) Deoarece Y oo (k+1) P, (k)(uAr)* < +oosi > o Po(k+
1) - % < 400 pentru oricare polinom algebric P, cu grad(P,) < m
satisfacind P, (k) > 0 pentru orice k > 0, este imediat din demonstratie ca
Teorema 4.5.2 are loc sub ipoteza mai generala |ax(f)| < P, (k) - Ak—f, pentru
orice k > 0.

2) In cazul cind multimea G este simplu conexa, Teorema 4.5.2 a fost
obtinuta in [72].

3) Este bine de notat ca de fapt conditia x> 1 din Teorema 4.5.2 poate

fi neglijata si conditiile asupra lui A si 7 din enuntul Teoremei 4.5.2 poate
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fi scriscasi A€ (1/R,1), 1 <r < 1/A (adica independent de capacitatea
logaritmica p), in mod simplu, normalizind in mod potrivit ca domeniul
lemniscatic s& fie K7 = {w : |U(w)| > 1} si alegind ®'(c0) = 1/p > 0. Intr-
adevir, in acest caz, polinoamele atagate Faber-Walsh By, (z) si coeficientii
Faber-Walsh @ (f) din dezvoltarea f(2) = >0, ax(f) - By(z), satisfac (4.5)

§i (4.6) fard ca si apard u* in aceste estimari (vezi, de exemplu, [41]).

4.6 Operatori Szasz-Kantorovich-Walsh

In aceastd sectiune obtinem proprietati de aproximare pentru operatorii
Szasz-Kantorovich-Walsh.

Rezultatul principal este urmatorul.

Teorema 4.6.1. Fie p > 1 si Dy,...., D, multimi compacte mutual
exterioare (nici una reducindu-se la un singur punct) ale planului complex,
astfel incit complementara lur G = U]V':1 D; in planul complex extins este
o regiune deschisa cu v-componente. Sa presupunem ca f este analitica
in G, ceea ce inseamnd existenta unui R > 1 cu f(z) = > 22 ax(f)Bx(2)
pentru orice z € Ggr. Mai presupunem existenta constantelor M > 0 si
Ae (RLM, l%), cu |ag(f)] < M‘:—f, pentru orice k = 0,1, ..., (adica |f(2)] <
C(ryMer pentru orice 2 € G,, 1 <r < R). Aici u, G si G, sunt cele
definite in Sectiunea 4.4.

Fiel < r < ALM fizxat. Atunci, se oate gasi un indice ng € N gi
C"(r, f,pu) > 0 ce depinde numai de v, p si f, cu proprietatea cd pentru

orice z € G, $tn > ng, avem
’Fn(fv >‘n7 Gv Z) - f(Z)‘ S C///(Tv f7 H’) . )\n

Observatii. 1) Din > ;2 (k + 1) Py, (k) (uAr)F < 400 si > pey Pu(k +1) -

(uér)’“ < 400 pentru orice polinom algebric P, de grad < m satisfacind
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P,.(k) > 0 pentru orice k > 0, este imediat din demonstratie ca Teorema

Ak

-47» pentru orice k > 0.

4.6.1 are loc in ipoteza mai generala |ax(f)| < P (k)

2) In cazul cind multimea G este un compact simplu conex, Teorema
4.6.1 a fost demonstrata in [72].

3) Este bine de notat ca de fapt conditia x> 1 din Teorema 4.6.1 poate
fi neglijata si conditiile asupra lui A si r din enuntul Teoremei 4.6.1 pot fi
scrise ca si A € (1/R,1), 1 < r < 1/A (adica independent de capacitatea
logaritmica p), in mod simplu, normalizind in mod potrivit ca domeniul
lemniscatic s& fie K, = {w : |U(w)| > 1} si alegind ®'(c0) = 1/ > 0. Intr-
adevar, in acest caz, polinoamele atasate Faber-Walsh Bk(z) si coeficientii

Faber-Walsh @ (f) din dezvoltarea f(2) = S50, ar(f) - Bi(z), satisfac (4.5)

§i (4.6) fara ca si apara p* in aceste estimari (vezi, de exemplu, [41]).
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