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Capitolul 1

Rezultate preliminare

1.1 Introducere

Analiza complexa este o ramura a matematicii cu largi aplicatii in diferite domenii ale stiintei si
tehnicii.

Incepand cu prima parte a secolului XX analiza reali cat si cea complexd au cunoscut un nou
avant datorat atat necesitatilor interne de dezvoltare, cat si solicitarilor venite din partea altor
domenii ale matematicii sau ale altor stiinte.

Bazele teoriei geometrice a functiilor de o variabild complex4, cu radacini in secolul 19 si chiar
mai devreme, au fost puse odata cu lucrarile lui P. Koebe (1907) si L. Bieberbach, care in 1916
enunta celebra conjectura demonstratd doar in anul 1984 de catre Louis de Branges. Functiile
analitice de o variabila complexa constituie modelul ideal al transformarilor geometrice din plan.

Una dintre centrele importante in domeniul teoriei geometrice a functiilor s-a dezvoltat la
Cluj, acolo unde G. Calugareanu a obtinut rezultate semnificative in 1931, stabilind primele
conditii necesare si suficiente de univalenta exprimate cu ajutorul coeficientilor.

Unul dintre domeniile care a starnit interesul unui numér mare de matematicieni din intreaga
lume este cel al teoriei geometrice a functiilor complexe de una sau mai multe variabile, o ramura
aparte a analizei complexe. Se abordeaza probleme cum ar fi cele referitoare la subordonarile
diferentiale, operatorii integrali sau diferentiali ce actioneaza in diferite clase de functii, alte
proprietati ale unor clase de functii analitice, univalente sau multivalente, unele cu coeficienti
negativi.

La acestea a contribuit cu rezultate importante scoala din Cluj, desavarsit prin activitatea
regretatului profesor Petru T. Mocanu. Acesta, impreuné cu S. S. Miller a initiat "metoda functiilor
admisibile" sau metoda subordonarilor diferentiale. Dezvoltand aceastd metoda de catre alti
matematicieni, s-a realizat demonstrarea mult mai simpld a anumitor rezultate clasice din acest
domeniu , ajungandu-se chiar la extinderi ale acestora si rezultate noi referitoare la studiul
diversilor operatori integrali pe spatii de functii, criterii simple de stelaritate si convexitate,

conservarea unor proprietati geometrice si analitice prin intermediul unor operatori diferentiali
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si integrali. in prezent teoria subordonarilor diferentiale este studiata si utilizata cu succes de
matematicieni valorosi din intreaga lume, cum ar fi S.U.A, Germania, Polonia, Turcia, India,
China, Japonia, Canada sau Egipt.

Tot lui Mocanu si Miller se datoreaza introducerea notiunii de superordonare diferentiala,
notiune duali a celei de subordonare diferentiald. Teoria lanturilor de subordonare diferentiala
este una din cele mai moderne teorii din analiza complexa, care ofera noi directii de cercetare ale
unor probleme importante referitoare la functiile univalente.

O alta metoda de cercetare descoperita si utilizata recent este cea bazata pe utilizarea unor
conditii asupra coeficientilor dezvoltarii in serii de puteri ale functiilor analitice (functii analitice
cu coeficienti negativi, pozitivi). Folosind aceastd metoda s-au obtinut rezultate apreciate si citate
de matematicieni din diverse tari ale lumii.

Astézi analiza complexa este prezenta atat la Cluj, prin activitatea unor cercetatori de talie
internationala cum ar fi G. S. Salagean, G. Kohr sau T. Bulboaca, cat si in alte centre universitare
din Romaénia.

Teza de doctorat actuald cuprinde sase capitole si o bibliografie contindnd 130 titluri, dintre
care 26 semnate de autoarea tezei de doctorat, 16 ca singur autor, iar 10 in colaborare.

Rezultatele originale sunt prezentate in urmatoarele articole:

1. A. O. PALL-SZABO, Modified Hadamard product properties of certain class of analytic
functions with varying arguments defined by Ruscheweyh derivative, Miskolc Mathematical
Notes, 18 (2017), pp. 397—406.

2. A. 0. PALL-SZABO AND G. S. SALAGEAN, A unified class of harmonic functions with

varying argument of coefficients, accepted, Filomat.

3. 0. ENGEL AND A. PALL-SZABO, The radius of convexity of particular functions and
applications to the study of a second order differential inequality, Journal of Contemporary
Mathematical Analysis (Armenian Academy of Sciences), 52 (2017), pp. 118-127.

4. 0. ENGEL, P. KUPAN AND A. PALL-SZABO, About the radius of convexity of some analytic
functions, Creative Mathematics and Informatics, 24 (2015), pp. 157 — 163.

5. A. 0. PALL-SZABO, O. ENGEL, AND E. SZATMARI, Certain class of analytic functions
with varying arguments defined by the convolution of Sdldgean and Ruscheweyh derivative,
Acta Universitatis Apulensis, 51 (2017), pp. 61-74.

6. A.O. PALL-SZABO, Coefficient bounds and Fekete-Szegd problem for new classes of analytic
functions defined by Sdldgean integro-differential operator, submitted, (-).

7. A. 0. PALL-SZABO, Coefficient estimates and Fekete-Szegd problem for new classes of

bi-univalent functions defined by Sdldgean integro-differential operator, submitted, (-).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A. 0. PALL-SZABO, Coefficient estimates for some new classes of bi-Bazilevi¢ functions of

Ma-Minda type involving the Sdldgean integro-differential operator, submitted, (-).

. A. 0. PALL-SZABO, Differential subordinations and superordinations for analytic func-

tions defined by Sdldgean integro-differential operator, submitted, (-).

A. O. PALL-SZABO AND E. SZATMARI, Differential subordination results obtained by
using a new operator, General Mathematics, Vol. 25, No. 1-2 (2017), 119-131.

A. O. PALL-SZABO, Extensions of coefficient estimates for new classes of bi-univalent
functions defined by Sdldgean integro-differential operator, submitted, (-).

A. 0. PALL-SZABO, Generalizations of starlike harmonic functions defined by Sdldgean

and Ruscheweyh derivative, submitted, (-).

A. O. PALL-SZABO, Modified Hadamard product properties of certain class of analytic
functions with varying arguments defined by the convolution of Ruscheweyh and Sdldgean

derivative, submitted, (-).

A. 0. PALL-SZABO, On a class of univalent functions defined by Saldgean integro-differential

operator, submitted, (-).

A. 0. PALL-SZABO, AND O. ENGEL, Properties of certain class of analytic functions
with varying arguments defined by Ruscheweyh derivative, Acta Universitatis Sapientiae,
Mathematica, 7 (2015), pp. 278-286.

A. O. PALL-SZABO, Univalence criteria related with the generalised Sdldgean and Rus-

cheweyh operator, submitted, (-).

A. O. PALL-SZABO, Integral properties of certain class of analytic functions with varying
arguments defined by Sdldgean derivative, Annals of Oradea University-Mathematics
Fascicola, 23 (2016), pp. 177 — 182.

A. O. PALL-SZABO, Certain class of analytic functions with varying arguments defined by
Sdldgean and Ruscheweyh derivative, Mathematica (Cluj), 59 (82) (2017), pp. 80-88.

A. 0. PALL-SzABO, Modified Hadamard product properties of certain class of analytic

functions with varying arguments defined by Sdldgean and Ruscheweyh derivative., Studia
Universitatis Babes-Bolyai, Mathematica, 62 (2017), pp. 465—472.

A. 0. PALL-SZABO, Modified Hadamard product properties of certain class of analytic

functions with varying arguments defined by Sdldgean derivative, Automation, Computers,
Applied Mathematics (ACAM), Vol. 25 (2016), No. 1, pp. 85-91.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

1.2

A. O. PALL-SZABO AND O. ENGEL, Certain class of analytic functions with varying
arguments defined by Sdldgean derivative, in Proceedings of the International Conference

on Theory and Applications of Mathematics and Informatics, Ictami, 2015, pp. 113-120.

0. ENGEL AND A. PALL-SZABO, Preserving properties of the generalized Bernardi-Libera-

Livingston integral operator defined on some subclasses of starlike functions, Konuralp
Journal of Mathematics, 5 (2017), pp. 207-215.

A. O. PALL-SZABO AND G. S. SALAGEAN, On the order of convolution consistence of the

harmonic functions with varying arguments, submitted, (-).

A. O. PALL-SZABO AND G. S. SALAGEAN, On a certain class of harmonic functions and

the generalized Bernardi-Libera-Livingston integral operator, submitted, (-).

A. O. PALL-SZABO, Where Are the Quadratic’s Complex Roots ?, Acta Didactica Napocen-
sia, Volume 8, Number 1, 2015, pp. 37-48.

A. 0. PALL-SZABO, Visualizing roots of a cubic equation, The Electronic Journal of
Mathematics & Technology, Volume 11 (2017), nr. 1, Research Journal of Mathematics &
Technology, RJMT Vol. 6, Nr. 1, 2017, pp. 1-8.

Definitii si notatii

Fie U(zo,r)={z € C:|z — zg| < r} discul unitate de raza r > 0, centrat in z¢ € C. Discul U (0,r) este
notatcu U, siU; =U ={z€eC:|z|=r<1}.

Fie H(U) multimea functiilor olomorfe in U.

PentruaeCsineN, fie

si

Hla,nl={feHU): f(z)=a+a,z" +..}

sy ={f eHU): f(2)=2+aps12" 1 +..}, cu of = oty

O functie f € o are urmatoarea dezvoltare in serie Taylor:

(1.1

1.3

f2)=z+ i akzk.
k=2

Functii univalente

Definitia 1.1. [29]

O functie olomorfa pe un interval deschis al planului complex se numeste univalenta daca

este injectiva.



1.4. OPERATORI DIFERENTIALI SI INTEGRALI

Notam cu S ={f € o : feste univalenta in U} clasa functiilor univalente pe discul unitate U,
normalizate prin conditiile £(0) = £'(0)—1=0.

Clasa functiilor stelate se noteaza cu S*

!/
(1.2) S*:{fE&f:%Z;:(S)>O,zeU},S*cS.
Clasa functiilor convexe se noteaza cu
1
(1.3) K:{fed:%%+l>0,zeU},KcS*cS
z

Definitia 1.2. ([61], def. 3.5.1) Fie f si g functii analitice in U.Spunem céa functia f este subor-
donata functiei g, daca exista o functie analitica in U w si w(0) = 0;|w(z)| < 1;z € U, astfel incat
f(2) = g(w(2)); Yz e U. Notam cu < relatia de subordonare. Daca g este univalenta, atunci f < g
daca si numai daca f(0)=g(0) si f(U)< gU).

1.4 Operatori diferentiali si integrali

Definitia 1.3. [106]
Pentru f € o/, n € Ny, definim operatorul diferential Salagean 2" : P" : of — o,

2°f(2) = f(2),
D) =zf(2),

" f(2)=2 (@nf(z))’,z eU

(e, 0)
Observatia 1.1. Dacd fe ol si f(z)=z+ Z arz®, atunci
k=2

o0
(1.4) D f2)=z+ Y k'ayz*,z€U.
k=2
Definitia 1.4. [106] Pentru f € o/, n € Ny, definim operatorul integral Salagean I™ :
I°f(2) = f(2),

Ilf(z)=If(z)=f02f(t)t_1dt,...

") =1I"f(2),2eU

(&)
Observatia 1.2. Dacd fe ol si f(z)=z+ Z arz®, atunci
k=2

(L5) I"f@)=z+) Xk
r=ok

zeU, neNysiz(I"f(2) =I"f(2).
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Definitia 1.5. Pentru A =0, n € Ny. Notadm cu 1" operatorul Z1" : of — o,
I'fF(2)=A-VND"f(2)+AI"f(2),z€U.

o0
Observatia 1.3. Dacd f e/ si f(z)=2z+ Z akzk, atunci
k=2

& 1
(1.6) PI'f() =2+ B (L= + A arzf,zeU.
k=2

o0 o0

Definitia 1.6. Fie f,gc HU), f(z)=z+ Z arz®, gz)=z+ Z brz". Convolutia (sau produsul
k=2 k=2

Hadamard ) a functiilor f si g este definit:

(1.7 (fFxg)2)=2+ Y apbpz® =(g*f)).
k=2

Produsul modificat Hadamard :

(1.8) (fog)2)=2-Y apbrz" =(g®)2).
k=2

Definitia 1.7. Ruscheweyh [102] a definit operatorul #" : of — of

(1.9 %Yf(z):( xf(2),(y=-1), feot, zeU.

z
1—z)y+l

In caz particular n € Ny

n-1 (n)
(1.10) wfia) = 2 TN

Z°f(z)=f(2),
R (2)=z2f"(2),...
(n+D)Z" 1 f(2) =2 (%"f(z))' +n#"f(z),z€U.

o0
Observatia 1.4. Dacd f € of si f(z)=2z+ Z arz®, atunci

k=2

n X (n+k-1! , X T(k+n) A
1.11 = R = - v -1 U
(1.11) X" f(2) 2+k;2 Wl D 2 Z+k§2r(n+1)r(k)akz ,n>-1, zeU,
sau

n x k n+k-1
(1.12) X' f(z)=z+ Z6(n,k)akz , unde 6(n,k)= zeU,
k=2 n

Definitia 1.8. [5] Fie A =0,n € Ny. Notdm cu Z9" : of — oA,
RD"f2)=A-NVNZ"f(2)+AD"f(2),zeU.

6



1.4. OPERATORI DIFERENTIALI SI INTEGRALI

(e,0)
Observatia 1.5. Dacd f € of si f(z) =2+ Y apz®, atunci
k=2
(n+k-1)

W=D +)Lk”}akzk,z€U.

(1.13) RD"f(2)=z+ ) {(1—@
k=2
Definitia 1.9. [4] Fie f € «/,A =0 si n € Ny, definim operatorul 9/’{ rof —> oA,
()= f(2),

D3 @) =1=-Vf @)+ Azf' (@) = Daf@),...
PP () =1~V DV (@) + Az (D7 (2) = Da (20 f(2)),2€U

(e0)
Observatia 1.6. Dacd f e o si f(z)=2z+ Z akzk, atunci
k=2

(1.14) Drf@) =2+ Y [1+(k-DA"ap2*, z€U.
k=2

Definitia 1.10. Fie y,A =0,n € Ny. Definim operatorul Z%," : of — <f,

RN f(2)=(1-y)Z"f(2)+YD [ (2),z€U.

o0
Observatia 1.7. Dacd f € of si f(z) =2+ Y apz®, atunci
k=2

(n+k-1)

(1.15) %@A”f(z):z+ Z {Y[1+(k—1)1]n+(1_7f) nl(k—1)!

}akzk, zeU.
k=2

Definitia 1.11. Fie n € N. Notam cu .”#" convolutia operatorilor Saldgean si Ruscheweyh ,

SR A — A,
z

1-2z

Y%”f(z):y”( )*%”f(z),z(—:U.

(e, 0)
Observatia 1.8. Dacd f € of si f(z) =2+ Y apz®, atunci

k=2

X kM (n+k-1)! i
1.1 n = _ .
(1.16) SR (2) z+k§2 DTG D! apz®,zelU

Definitia 1.12. Definim operatorul integral Bernardi L. : of — of

+1 [
(117) Lef@ =22 [ panetar, e>-1.
4 0
Definitia 1.13. In [71] sunt definite urmétorii operatori: operatorul integral fractional D,* de
ordinul u:
1 [ fo
(1.18) D f(z)= f dt,zeU, fed, u>0,

) G-ns

7
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si operatorul diferential fractional D} de ordinul A,

¥4
1
LN U
(1.19) DM(z)={ TA-Ddz ] (z-1) ,neNo,f €sl,120,
dn
ﬁpg—"f(z), n<l<n+1

Definitia 1.14. In [72] este definit operatorul differintegral fractional Q;l A — o,
(1.20) QM (2)=T@2-Vz"D}f(2),2e U,~c0 < 1 <2,

unde 1,—co<1<0,1,0<A<2.

Dezvoltarea in serie a operatorului QQ pentru functia f € of este data de

XT2-MI(E+2)
(1.21) ng(z)=Z+k§:1mak+12k+l,—oo<ﬂ<2,zEU.

Definitia 1.15. In [110] este definit operatorul fractional IDX’n cof — o pentru —co< A <2,v>

—1,n € Ng ca o compozitie a operatorilor fractional differintegral Salagean si Ruscheweyh :
(1.22) D" f(z) = R D QL f (2).

Dezvoltarea in serie a operatorului IDX’" f(z) pentru f € of este data de

v X (v+1) 1 E+1
(1.23) DV f(2)=2+) ——(k+1)" " ap12°t,
1 f kX::l (2_A)k k+1

—c0o<A<2,v>-1,neNy,z €U, unde prin (y); notdm simbolul Pochhammer, pentru y € C, este

definita prin

1,E=0 r L
W = SLUER L eenz;
Yy +1)..(y+k-1),keN [(y)



Capitolul 2

Functii analitice cu argument

variabil

Fie f, g € of doua functii analitice de forma:

2.1) fz)=z+ Zakzk,
k=2

(2.2) g(z)=z+ f by2".
k=2

Definitia 2.1. [111]O functie f de forma (2.1) se spune ca apartine clasei V(6;) daca f € of si
arg(ap) =03 Yk =2. Daca 36 € R astfel incat 6, + (& — 1)6 = n(mod 27),VEk = 2 atunci se spune ca
f apartine clasei V(0;,0). Reuniunea tuturor multimilor V(8,5), in raport cu toate secventele

posibile {01} si toate numere reale posibile 9, este notatda cu V.

2.1 Clasa de functii analitice cu argument variabil definita cu

ajutorul operatorului Ruscheweyh

Attiya si Aouf au definit in [12] clasa Q(n,1,A,B) :

Definitia 2.2. [12][36] Pentru 1 =0;-1<A <B <1;0<B < 1;n €Ny fie Q(n,1,A,B) subclasa
functiilor &/, care contine functii f de forma (2.1) astfel incat

1+Az

1+Bz’

Se noteaza cu VQ(n,1,A,B) subclasa lui V unde f(z2) e Q(n,1,A,B).

(2.3) A-ANZ"F @) + MZ" 1 f(2)) <

Teorema 2.1. [36]/Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei V. Atunci f € VQ(n,1,A,B),

dacd si numai dacd

(2.4) T() = Zk@(n,k)Ck(1+B)|ak|S(B—A)(n+1)
k=2
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unde
Cr=n+1+Mk-1).

Functiile extremale sunt

3 B-A)n+1) o 4
fk(Z)_z+ka§(n,k)(l+B)e 2" ,Vk =2.

+1 %
Fie L.f(2)= c—cf F®t"1dt,c > —1 operatorul integral Bernardi.
4 0

Teorema 2.2. [87] Dacd f e VQ((n,A,2a - 1,B) atunci L.f e VQ(n,A,26—-1,B), unde

B+1+2a(c+1) -
2(c+2)

p=pa)=

Rezultatul este exact.
B+A(c+1)
>

Teorema 2.3. /87] Dacd f € VQ(n,A,A,B)atunci L.f e VQ(n,A,A* B),unde A* = 5
c

A. Rezultatul este exact.
Teorema 2.4. [87] Dacd f e VQ(n,A,A,B) atunci L.f e VQ(n,A,A,B*),unde

Bt A1+B)(c+2)+(B-A)(c+1) .
© (14B)(c+2)-(B-A)(c+1)

Rezultatul este exact.

Convolutia sau produsul Hadamard modificat al functiilor f si g de forme (2.1) si (2.2) din
V(0,0) este data de ( [44, 104, 108])

(2.5) (Feg)z)=z- apbpz" =(g®f)2).
k=2
Teorema 2.5. [73] Dacd f € VQ(n,1,A1,B),g € VQ(n,A1,As,B) atunci f ® g € VQ(n,A,A*,B),

unde
3 (B-A1)B-Ag)n+1)

A= 2C,(1+B)6(n,2)

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.1. /73] Dacd f,g € VQ(n,A,A,B) atunci f ® g€ VQ(n,A,A*,B), unde

(B-A¥(n+1)

A*=B- .
2C2(1+B)6(n,2)

Rezultatul este exact.
Teorema 2.6. [73] Dacd f e VQ((n,A,A,B1),g € VQ(n,A,A,Bs) atunci
fegeVQn,AA,B*), unde

~ (A+1)(n+1)(B1-A)By—A)
T 2026(n,2)(1+B1)(1+By)—(n+1)(B1—A)(Bz—A)’

B*-A

Rezultatul este exact.
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2.2. CLASA DE FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL DEFINITA CU AJUTORUL
OPERATORULUI SALAGEAN

Corolarul 2.2. [73] Dacd f,ge VQ(n,A,A,B) atunci f ® g€ VQ(n,A,A,B*), unde

A+1D(n+1)(B-A)?

B "=A+ .
2096(n,2)(1+B)2 - (n+1)(B-A)>?

Rezultatul este exact.

Teorema 2.7. [73] Dacd fj € VQ(n,A,A},B),j=1,s,5 €{2,3,4,...} atunci
(n+ 1 [[(B-A)
j=1

T T —- Rezultatul
2571C57 1 (1+B)* ' [6(n,2))°

f18f2®...0fs €VQ(n,A, A D* B) unde A V*=B-

este exact.

Teorema 2.8. [73] Dacd f; € VQ(n,A,A,B;),j=1,s,5 €{2,3,4,...} atunci
fi®fo®...0fs €VQ(n,A,A, B V%) unde

A+ +1 L [[(B;-A)
B(s—l)* —A+ j=1

25-1C5 71 [8(n,2) ! fll(Bj —A)-(n+ 1 ﬁl(Bf -4)
Jj= J=

Rezultatul este exact.

2.2 Clasa de functii analitice cu argument variabil definita cu
ajutorul operatorului Salagean

Definitia 2.3. Pentru 1=0;-1<A <B<1;0<B<1;neNy fie S(n,1,A,B) subclasa functiilor

&, care contine functii f de forma (2.1) astfel incat

_ n 1 n+l1 ,_1+Az
(2.6) A-ND"f(2) + D" f(2)) < 18

Se noteazi cu VS(n,A1,A,B) subclasa lui V unde f(z) e S(n,1,A,B).

Teorema 2.9. [10] Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei V. Atunci f € VS(n,1,A,B),

dacd si numai dacd

(2.7) T(f)=Y k"*"'Cr(1+B)layl<B-A
k=2
unde
Cr=1-A+Ak.
Functiile extremale sunt
-A 10, Jk
=z+—— VEk =2.
f&=2t icam’

11



CAPITOLUL 2. FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL

Teorema 2.10. /91] Daca f e VS(n,A,2a—-1,B) atunci L.f e VS(n,A,26—-1,B), unde

B+1+2a(c+1) -
2(c+2)

p=pa)=

Rezultatul este exact.

B+A(c+1)
- >

Teorema 2.11. [91] Dacd f € VS(n,A,A,B)atunci L.f e VS(n,A,A* ,B),unde A* = 5
c

A. Rezultatul este exact.
Teorema 2.12. /91] Dacda f e VS(n,A,A,B) atunci L.f e VS(n,A,A,B*),unde

., AQ+B)(c+2)+(B-A)c+1)
T (1+B)(c+2)-(B-A)(c+1)

Rezultatul este exact.

Teorema 2.13. [94] Dacd f € VS(n,A,A1,B),g € VS(n,A,A9,B) atunci f ®ge VS(n,A,A*,B),

unde
(B-A1)B-A9)

2n+1Cy(1+B)

A*=B-
Rezultatul este exact.

Corolarul 2.3. [94] Dacd f,g€VS(n,A,A,B)atunci f ®geVSn,A,A*,B), unde

(B-A)>?

A*=B—- ——
2n+1Cqe(1+ B)
Rezultatul este exact.

Teorema 2.14. [94] Daca f € VS(n,A,A,B1),g € VS(n,A,A,Bs) atunci f ® g € VS(n,A,A,B"),

unde

A (B1-A)B2-A)(A+1)
2C2(1+B1)(1+Bg)—(B1—A)(Bg—A)’

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.4. [94] Dacd f,g€VS(n,A,A,B) atunci f ®geVS(n,A,A,B*), unde

(B-AZ?(A+1)
2C5(1+BY2—(B-A)?

Rezultatul este exact.

Teorema 2.15. [94] Dacd ;€ VS(n,A,A;,B),j = 1,s,s€1{2,3,4,...} atunci
S
l_[l(B -Aj)
fixfox.. xfs€VS(mn,A,ASD* B) unde A V*=B— /= . Rezultatul este
(2n+1)* tes 1+ By !

exact.
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2.3. CLASA DE FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL DEFINITA CU AJUTORUL
OPERATORULUI SALAGEAN SI RUSCHEWEYH

Teorema 2.16. [94/Dacd f; € VS(n,A,A,B;),j=1,s,5€1{2,3,4,...} atunci
f1®f2®...8 fs €VS(n,A,A,BS V%) unde

A+D1®B;-4)
BE D =44 /=

9s-1031 f[l(1+Bj)— f[l(Bj—A)
J= J=

Rezultatul este exact.

2.3 Clasa de functii analitice cu argument variabil definita cu
ajutorul operatorului Salagean si Ruscheweyh

Definitia 2.4. Pentru 1>0;-1<A <B<1;0<B <1;n €Ny fie L(n,A,A,B) subclasa functiilor

&, care contine functii f de forma (2.1) astfel incat

1+Az

(2.8) A=-INZD\F(2) + MZD L f(2)) < B

Se noteazi cu VL(n,A,A,B) subclasa lui V unde f(z) € L(n,1,A,B).

Teorema 2.17. [92] Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei V. Atunci f(z) € VL(n,A,A,B),

dacd si numai dacd

(2.9) T(f)=) kCr(1+B)lay|<B-A
k=2
unde (nth—1)!
n ~ _ n+kr—1)! _ ~R —
Cr=yI[1+(k—DAT" [1+AA(k 1)]+—n!(k_1)! (1-v) 1+A—|.

Functiile extremale sunt

fle)=2 ez vk >2.

=
kCL(1+B)
Corolarul 2.5. [92]Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei VL(n,A,A,B). Atunci

B-A
lap| € —————,Vk =2
kCL(1+B)

Rezultatul (2.9) este exact pentru functiile

f(2)=z ezt >2.

T kCL1+B)

Teorema 2.18. [92]Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei VL(n,1,A,B). Atunci

1212 < If(2)| < || + |2|2

B_
(2.10) |Z|_—2C2(1+B) 26,4 B) z

13



CAPITOLUL 2. FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL

Corolarul 2.6. [92]Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei VL(n,A,A,B). Atunci f(z) €
B-A

0 d =14+ ——
U(0,r1), unde r1 +2C2(1+B)

Teorema 2.19. [92]Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei VL(n,A,A,B). Atunci

B-A , B-A
- z|< <1+ —" |zl
Co(+B) 2zl < |f'(2)] ||

(2.11) Co(1+B)

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.7. [92]Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei VL(n,A,A,B). Atunci f'(z) €

=1+—--
U(0,r9), unde ro + Co 1+ B)

Teorema 2.20. [92]Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei VL(n,A,A,B), cu arg(az) =0y,
unde 0, =n,VYk =2 . Definim
fi(z)=z

st

fr2)=z Z* VE=2;z€U.

~ kCL(1+B)

Atunci f(z) € VL(n,1,A,B) dacd si numai dacd f(z) poate fi exprimat prin f(z) = Z Urfr(2), unde
k=1

o0
pe=0si ) =1
k=1

Corolarul 2.8. Invelitoarea convexd si inchisd al clasei VL(n,X,A,B) este
. (e, 0)
cl co VL(n,1,A,B) = {f Ifest, Y k"Cr(1+B)larl<B —A}.
k=2
Punctele extreme cl co VL(n,1,A,B) sunt

-A

E L A.B)) = T (1 L)
(cl co VL(n,A,A,B)) {Z+knck(1+B)

&2k, e =1, kz2}.

Teorema 2.21. [92]/Dacd f € VL(n,A,A,B), atunci L.f € VL(n,A,A*,B), unde

:B+A(c+1)>A
c+2

A*
Rezultatul este exact.

Corolarul 2.9. [92] Daci f € VL(n,A,2a —1,B) atunci L.f € VL(n, 1,2 - 1,B), unde

B+1+2a(c+1) -
2(c+2)

B=p(a)=
Rezultatul este exact.
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2.4. CLASA DE FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL DEFINITA DE
CONVOLUTIA OPERATORILOR SALAGEAN SI RUSCHEWEYH

Teorema 2.22. [92/Dacd f € VL(n,A,A,B), atunci L.f € VL(n,A,A,B*),unde

. Ad+B)(c+2)+(B-A)(c+1) <
T (1+B)(c+2)-(B-A)(c+1)

Rezultatul este exact.

Teorema 2.23. [93] Daci f € VL(n,A,A1,B),g € VL(n,A,A9,B) atunci f ® g € VL(n,1,A*,B),
unde A* =B — (B-A1B - 4,)

B 2C5(1+B)
Rezultatul este exact.

Corolarul 2.10. /93] Dacé f,g € VL(n,A1,A,B) atunci f ® g € VL(n,A,A*,B), unde A* =B —
(B-A)>?

m. Rezultatul este exact.

Teorema 2.24. [93] Daci f € VL(n,A,A,B1),g € VL(n,A,A,Bs) atunci f ® g € VL(n,1,A,B*),

unde
(B1—-A)Ba-A)A+1)

B *=A .
T 2C(1+B1)(1+By)—(B1-A)(Ba—A)

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.11. /93] Dacd f,g € VL(n,A,A,B) atunci fe®ge VL(n,A,A,B*), unde

(B-AZ2A+1)
2C9(1+B2—(B-A)?*

B*=A+
Rezultatul este exact.

Teorema 2.25. [93] Dacd f; € VL(n,/T,AJ-,B), j=1,m, me{2,3,4,...}atunci f1®f2®...9 f, €
m
[1(B-A))
j=1

VL(n,A, A D* B) unde Am-Ds—p_ — T T Rezultatul este exact.
2m‘1Cgl‘ 1+B)™"

Teorema 2.26. /93/Dacd f; € VL(n,/T,A,Bj),j =1,m,me{2,3,4,...} atunci
f1®f2®...8 fm € VL(n,A,A,B™ V%) unde

m
A+D I ®B;-4)
BV A4 L

m m :
2m-1cm~1 [T (1+Bj)- [1(B; - A)
=1 J=1

Rezultatul este exact.

2.4 Clasa de functii analitice cu argument variabil definita de

convolutia operatorilor Salagean si Ruscheweyh

Definitia 2.5. Pentru 1=0;-1<A<B<1;0<B<1;neNyfie P(n,A,A,B) subclasa functiilor

&, care contine functii f de forma (2.1) astfel incat
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CAPITOLUL 2. FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL

1+Az

(2.12) A=A Z ) + MR f(2)) < :
1+Bz

Se noteaza cu VP(n,A,A,B) subclasa lui V unde f(z) € P(n,A,A,B).

Teorema 2.27. [77] Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei V. Atunci f(z) e VP(n,A,A,B),

dacd si numai dacd

(2.13) T(f)=Y k"*'Cr(1+B)larI<B-A,
k=2

unde
(n+k-1)!

Ci=ln+1+A(k=D(n+k+ Dm0

Functiile extremale sunt
B-A

__PT2 itk g2,
EC,(1+B) Z T

f(z)=z+

Corolarul 2.12. [77]Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei VP(n,A,A,B). Atunci

B-A
<— Vk=2.
= e, 1+ By

Rezultatul (2.13) este exact pentru functiile

-A

P N T RV Y
10, (1+B)

f(2)==z2

Teorema 2.28. [77] Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei VP(n,A,A,B). Atunci

B -

—4 e
2”+1Cg(l+B)

2
|z] S|f(2)|5|2|+m z

(2.14) |z]

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.13. [77]Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei VP(n,A,A,B). Atunci
B-A

@ €U0, r1), unde r1 =1+ egrmm .

Teorema 2.29. [77] Fie functia f de forma (2.1), ce apartine clasei VP(n,A,A,B). Atunci

B-A , B-A
- 2| < <1+ —-x1z|.
5Co L+ E) lzl<|f'(2)) =1+ E1

(2.15) 2nC9(1+B)

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.14. [77]Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei VP(n,A,A,B). Atunci
B-

/ =t s
f@)eUQ,rz), unde ra = 1+ 5om g
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2.4. CLASA DE FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL DEFINITA DE
CONVOLUTIA OPERATORILOR SALAGEAN SI RUSCHEWEYH

Teorema 2.30. [77] Fie functia [ de forma (2.1), ce apartine clasei VP(n,A,A,B), cu arg(az)=0;
unde 0, =n,Vk =2 . Definim
fi(z)=z
si
B-A
 E™1CL(1+B)
Atunci o}:(z) e VP(n,A,A,B) dacd §oz;7numai dacd f(z) poate fi exprimat

(@)=Y urfe(z), unde up =0si > pp=1.
k=1 k=1

fr(z)=2 2k (k=2;2€U).

Corolarul 2.15. [77] Fie VP,(n,A,A,B)=VP(n,A,A,B)nV(x,0). Punctele extreme ale lui VP,(n,A,A,B)

sunt
B-A

k
T i r— k=2 U).
kn+1Ck(1+B)Z ’ ( = , € )

f1(2)=z and fr(2)==z

Corolarul 2.16. [77] Invelitoarea convexd si inchisd al clasei VP(n,1,A,B) este

cl coVP(n,A,A,B)= {f Ifest, Y k"1CL(1+B)layl sB—A}.
k=2

Punctele extreme ¢l co VP(n,A,A,B) sunt

-A

B
E(cl co VP AABY = {2+ g

et e =1, kz2}.

Teorema 2.31. [77] Dacd f € VP(n,A,2a—1,B) atunci L.f e VP(n,1,2—-1,B), unde

B+1+2a(c+1)>
2(c+2)

p=pla)=
Rezultatul este exact.

Teorema 2.32. [77] Daca f € VP(n,A,A,B) atunci L.f €e VP(n,A1,A*,B), unde

_B+A(c+1)
B c+2

A* >A.

Rezultatul este exact.

Teorema 2.33. [77] Dacd f € VP(n,A,A,B) atunci L.f €e VP(n,A,A,B*),unde

, AQ+B)(c+2)+(B-A)(c+]1)
T (1+B)(c+2)-(B-A)(c+1)

Rezultatul este exact.

Teorema 2.34. [85] Daci f € VP(n,A,A1,B),g € VP(n,A,A9,B) atunci f ® g € VP(n,A,A*,B),

unde
3 (B—A1)B-Ajg)

A*=B .
2"*+1C9(1+B)

Rezultatul este exact.
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CAPITOLUL 2. FUNCTII ANALITICE CU ARGUMENT VARIABIL

Corolarul 2.17. /[85] Dacd f,g € VP(n,A,A,B) atunci f ® g€ VP(n,A,A*,B), unde

(B-A)?

A*=B-—— 2
27+1Cy(1+B)

Rezultatul este exact.

Teorema 2.35. [85] Daci f € VP(n,A,A,B1),g € VP(n,A,A,Bs) atunci f ® g € VP(n,A,A,B*),

unde
(B1-A)B2-A)(A+1)

B*=A .
T 9 IC,(1+ B1)(1+ B2)— (B1—A)(Bs - A)

Rezultatul este exact.

Corolarul 2.18. /85] Dacd f,g€ VP(n,A,A,B)atunci f g€ VP(n,A,A,B*), unde

(B-AZ2(A+1)

B*"=A+ .
2n+1C9(14+B)%2 — (B - A)?

Rezultatul este exact.

Teorema 2.36. [85] Dacd f; € VP(n,A,A;,B),j=1,s,5€1{2,3,4,...} atunci
fi®fo®...® fs € VP(n,A,A®"D* B), unde

1@B-4)
j=1

(s-* _n _
A =B 2(n+1)(s—1)c;—1(1+B)3—1'

Rezultatul este exact.

Teorema 2.37. [85] Dacd fj€ VP(n,A,A,B;),j=1,s,s€{2,3,4,...} atunci
fiefo®...®fs € VP(n,A,A,B5D*) unde

s
(A+1) [1(B; - A)
B(s—l)* —A+ J=

2s=Din+ D31 ﬁ1(1 +Bj)- f[l(B i—A)
J= J=

Rezultatul este exact.
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Capitolul 3
Functii analitice

3.1 Estimarea coeficientilor si problema Fekete-Szego pentru
noi clase de functii analitice definite de operatorul

integro-diferential Salagean

Definitia 3.1. Fie f € /. Atunci f apartine clasei S” (1) daci si numai daci

%(z(@I”f(z))’

3.1) ITF ()

)>u, O=spu<l,zeU.

Definitia 3.2. Fie f € /. f apartine clasei C" (u) dacd si numai daci

3.2
(3:2) DI @)

)>,u, O<u<l,zeU.
Definitia 3.3. [23] Fie ¢(z) = 1+ B1z + Bgz? +--- o functie univalenta si stelati relativ la 1 care
transforma discul unitate in semiplanul drept care este simetric in raport cu axa reala, cu ¢(0) =1

si ¢'(0) > 0. Clasa S*(¢) contine toate functiile f € of care satisfac urmatoarea subordonare:

2(2I'f (2))
(33) W < (p(Z),
si C(¢p) este clasa functiilor f € o pentru care
[221"f )]
(3.4) DT F @)Y <p(2).
1+(1-2wz

Observatia 3.1. Dacd ¢,(z) = atunci S (1) = S*(pu) st €™ (1) = Clpp).

1-z
Teorema 3.1. [78] Fie functia f(z) definit in (2.1) din /. Dacd

x 1
(3.5) ;;z(k_”) k”(l—/l)+)tk—n lapl<1-p,

atunci f(z)e S™ (,u) Rezultatul (3.5) este exact.
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CAPITOLUL 3. FUNCTII ANALITICE

Corolarul 3.1. Dacd (3.5) este adevdrat, atunci
1-p

(k-p) [kn(l—;umkin

Teorema 3.2. [78] Fie functia f(z) definit in (2.1) din «/. Dacd

(3.6) lag| <

,VE =2.

o) 1
(3.7 Y (B-u) k”+1(1—/1)+/1kn_1 lapl<1-p,
k=2
atunci f(z) e €" (u) Rezultatul (3.7) este exact.
Corolarul 3.2. Dacd (3.7) este adevdrat, atunci
1_
(3.8) lap] < a k=2,
(k—/.l) kn+1(1—1)+/lﬁ]
Teorema 3.3. [78] Dacd (3.5) este adevdarat, atunci
1- 1-
2l - —F 22 < |21 f 2)| < |21 + Blei?, vzeU,0<p<1.
2—-u 2—-pu
Teorema 3.4. [78] Dacd (3.7) este adevdrat, atunci
]_—/J 9 1—,Ll 2
|z| — lz|*<|2I"f (2)| < |z| + |z|*, VzeU,0<u<l1.
PTrR LA T
Teorema 3.5. [78] Dacd (3.5) este adevdrat, atunci
1- 1-
2l - LR <If @<l + d 1212,
— n — —_—
(2-p) [2 1-D+A57 (2-p) [2"(1—/1)+/12—n
VzeU,0=spu<l.
Teorema 3.6. [78] Dacd (3.7) este adevdrat, atunci
1- 1-
2l - a — 2 <If @I <lzl+ d 1212,
—_ n — —_—
2(2 u)[Z 1-D+A57 2(2-p) [2”(1—/1)+/12—n

VzeU,0=sp<l.

Teorema 3.7. [78] Fie 0 < 1 <1si ¢ = ¢,. Dacd f(z) definit in (2.1) apartine clasei #™ (1), atunci
B
lazl < ——
2"A -+ A—
2n

siVéeC
|as - a3 <

1

3"1-AN)+1—
B B B

< ! max< 1, 2 _ L 2. 3"

1 Bi . 1 N 1
43" (1-N+ g, 2(L-N+ag | 2°A-D+Ag,

¢-1

Rezultatul este exact.
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3.1. ESTIMAREA COEFICIENTILOR SI PROBLEMA FEKETE-SZEGO PENTRU NOI CLASE
DE FUNCTII ANALITICE DEFINITE DE OPERATORUL INTEGRO-DIFERENTIAL SALAGEAN

Teorema 3.8. [78] Fie 0 < 1< 1si ¢ = ¢,.. Dacd f(2) definit in (2.1) apartine clasei €™ (1), atunci

By
lag| < 1
2”+2(1—A)+Azn_2
siV¢eC
|as—¢a3| <
1
n+1 _ -
< By max<{ 1 &— B1 2~3 “ /1)"'13,1_15_1
o 1 "|B 1 1
+1 1 n+l n+1

Rezultatul este exact.
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Capitolul 4

Subordonari si superordonari

diferentiale

Notam cu 2 clasa functiilor f care sunt analitice si injective in U \ E(f), unde
E(f)= {(EOU:lin}f(z) :oo}
Z2—
f'(©) #0, { € OU \E(f).

Lema 4.1. [41] (Hallenbeck and Ruscheweyh) Fie h o functie convexd h(0) =a, si fie ye C* un
numdr complex Ry = 0. Dacd p € F[a,n] si

p(2)+ %zp'(z) <h(z), zeU

atunci

p(2)<qz)<h(z),zeU

unde

__7 ‘ y/n-1

q(z) = i fo h(t)t dt, zeU.

Lema 4.2. [58] (Miller and Mocanu) Fie q o functie convexd in U si fie
h(z)=q(2)+nazq'(z), zeU

unde a > 0 gi n este un numdr intreg pozitiv. Dacd

p(2)=q(0)+ppz" +ppi12" T+, zeU

este olomorfd in U si

p(2)+azp'(2)<h(z), zeU

atunci

p(z)<q(2)

Rezultatul este exact.
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Lema 4.3. [24]Fie q o functie convexd univalentd in U gi y € C* astfel incdt

é}e{l + zqﬂ(z)} > max{O,—?Rl}.
q'(2) Y

Dacd p este o functie analitica in U, cu p(0) = g(0) st
4.1) p(2)+yzp'(2) < q(2) +yzq'(2),
atunci p(z) < q(z) si q este cea mai bund dominantd a (4.1).

Lema 4.4. [24]Fie q o functie convexd in U, cu q(a) =0 si y € C astfel incdt R y>0. If p €
Hla,11Nn 2 si p(z)+vyzp'(2) is univalent in U, atunci

q(2)+71zq'(2) < p(2) +yzp'(2) = q(2) < p(2)

si q este cea mai bund subordonantd.

4.1 Clase de functii univalente definite prin operatorul

integro-diferential Salagean
Teorema 4.1. [86] Fie q o functie convexd, q(0) =1 si fie
h(z)=q(2)+2q'(2),z€U.
Daca f € of, A=0, n €N si are loc urmdtoarea subordonare
(4.2) (21" f ()] <h(2), zeU

atunci

w<q(z), zelU

si rezultatul este exact.
Teorema 4.2. [86] Fie q o functie convexd, q(0) =1 si fie
h(z)=q(2)+2q'(2),z€U.

Daca f € of, A=0, n €N si are loc urmdtoarea subordonare

291" (2)\
(43) (W) < h(Z), zelU
atunci gy
" (2)
@In—fw < q(Z), zelU

si rezultatul este exact.
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4.1. CLASE DE FUNCTII UNIVALENTE DEFINITE PRIN OPERATORUL
INTEGRO-DIFERENTIAL SALAGEAN

Teorema 4.3. [86] Fie q o functie convexd, q(0) =1 si fie
h(z)=q(2)+2q'(2),z€U.
Dacd f e o/, A =0, neN gi are loc urmdtoarea subordonare

(4.4) (21" f (2)) + 2

(" f ) - (I"“f(z))’] <h(z), zeU

atunci

[21"f ()] <q(2), zeU

st rezultatul este exact.

Teorema 4.4. [86]Fie h € #(U) astfel incdt h(0) =1 si

zh''(2)
h'(2)

1
>——, zeU.

R ;
2

1+

Dacd f € of are loc urmdtoarea subordonare

(4.5) (21" f (2)) + 2

(" @) - (" f @) | <h2), zeU

atunci

[21"f ()] <q(2), zeU
1 z
unde q este dat de q(z) = — [ h(t)dt. Functia q este convexd si este cea mai bund dominantd.
2 Jo

Teorema 4.5. [86]Fie h € #(U) astfel incdt h(0) =1 si

zh"(2) 1
RI|1 —— U.
+ W) > 5 2 €
Dacd f € of are loc urmdtoarea subordonare
(4.6) [2I"f ()] <h(2), zeU
atunci 17
# <q(z), zeU

1 z
unde q este dat de q(z) = —f h(t)dt. Functia q este convexd si este cea mai bund dominantd.
z2Jo

Definitia 4.1. [69], [125], [15], [70]Daca 0 < f < 1sin €N, fie L (f) clasa functiilor f € o, care
satisfac inegalitatea:

R[21"f ()] > B, (zeU).
Teorema 4.6. [86]Clasa de functii univalente L™ () este convexd.
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Teorema 4.7. [86]/Daca 0 < <1 si m,n €N atunci avem

Ly (B) =Ly, (),
z tx—l
1+¢

dt. Rezultatul este exact.

1 1
unde §(B,m)=2p-1+2(1-p) —0’(—) st U(x)=f
m m 0
Teorema 4.8. [86]Fie q o functie convexd in U, q(0) =1 si fie

h(z)=q(z)+ 29'(2),z€ U,

c+2

unde c este un numadr complex, Re > —2.
Daca feLl? (,6) si F=1.(f), unde

“.7) F&)=1,(f)(z) = C:f f £ £(0)dt, Re> -2,
4 0

atunci

(4.8) [21"f ()] <h(2), z€U,

implicd

[2I"F (2)]' < q(2), zeU.

Rezultatul este exact.

4.2 Rezultate de subordonare diferentiala obtinute prin

folosirea unui nou operator
Definitia 4.2. Fie —co<1<2,v>-1,n€Np,a,p = 0. Fie 9;1’;’” ol — oA,
gjjg’” f@)=(1-a-PR'D"f(2)+aZR " Qrf(2)+ 2" QU f(2),z € U.

o0

Observatia 4.1. Dacd f e of,f(z)=z+ ) ap+128*1, atunci
k=1

4.9)

@(i:g,nf(z) —y Z ((1 - ﬁ) v+ 1)k (1)k
k=1

(V+ l)k n+1l
n R+ + a—(2_/1)k (k+ 1)+'6(2—/1)k

(k + 1)n+1)ak+12k+1,

pentru zeU.

Observatia 4.2. @i’;’" f(2) =(1-a-PDy" f(2) +aD} f(2) + BD" f(2), z € U, unde D" este
definit in (1.22).

Observatia 4.3. Pentru a =0 si =0, obtinem .@(’}bv’nf(z) =R"P" f(z), unde z€ U.
Pentru a=1gi f=0, obtinem @f’g’nf(z) =R"Q}M(2), unde z € U.
Pentru a=0gi f=1, obtinem 961’1‘/’”]”(2) =92"QM(2), unde z € U.
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4.2. REZULTATE DE SUBORDONARE DIFERENTIALA OBTINUTE PRIN FOLOSIREA UNUI
NOU OPERATOR

Pentru f=0gi v=0, obtinem @/18 "F2)=(1-a)2"f(2)+ aQ;lf(z), unde ze U.

Pentru a =0 si n =0, obtinem 0)/;’ Of( )=(1 —ﬁ)g%’vf(z)+ﬁﬂglf(z), unde zeU.

Pentru a+ f=1si A =0, obtinem Qflvﬁ’nﬁf(z) A-B)RVf(2)+ BD"f(z), unde z € U.

Pentru a+pf=1,1=0gsi v=n, obtinem . 2% r;}'%f(z) A-BR"f(2)+ P2 f(2),z€U. [6].

Pentru a = f=n =0, obtinem .@(i’a/’of(z) =RVf(2), si pentru B =1 =n =0, obtinem _@2’8 Of( )=
RVf(2), unde z€ U.

Pentru a = p=v =0, obtinem @é’é)’nf(z) =" f(2), si pentru a = A =v =0, obtinem @8”g’nf(z) =
P2"f(2), unde ze U.

Pentru a=0gi A=v =1, obtinem 1; "F(2) =21 f(2), unde z € U.

Pentru a=1gi fp=v=0, obtinem @1’0 "f(2) = Q}f(2) si pentru a =n =0 si p =1, obtinem

Dy F (@)= QA (2), unde z € U.

Pentru A =v =0, obtinem @0 "FR)=1-a)2"f(2)+af(z), unde z€ U.

Pentru A =n =0, obtinem .@0 f@)=A-BRf(2)+ Bf(2), unde z€ U.

Pentru v=n =0, obtinem .@ f( )=(1-a-P)f(2)+(a+PQr(2), unde zeU.

Pentru A =0gi v=1, obtinem @O L nf(z) =(1-a-P)2" 1 f(2)+aD'f(2)+BD"f(2), unde z € U.

Pentru A =1si v =0, obtinem @1 B f(2)=1—a-PB)D"f(2)+aD f(z)+PD " f(2), unde z € U.

Pentru A =v =1, obtinem @l’l’nf(z) =(1-a)2"" 1 f(2)+a2?f(z), unde z€ U.

Pentru A=v=n=0, obtinem 9 f(z) f(2), pentru a = f=v=n =0, obtinem @ 0.0 f( )=
f(2), pentru a=1si AL=v =0, ob;mem .@0 0. nf(z) = f(2), si pentru f=1sgi A =n =0, obfinem
P @) = f(2), z € U. ’

Definitia 4.3. Fie f € «/. Spunem ca functia f apartine clasei #Z (5) unde 0<é6<1,a,6=

0,-oco<A<2,v>-1,neNp, daca f satisface conditia

(4.10) m(.@j;;’” f2)) >6,z€U.

Teorema 4.9. [82] Fie f € %g:g’n(é) sigeK. Atunci f g€ %2;;”(5).

Teorema 4.10. /82] Multimea %g:g’"(é) este convexd.

Teorema 4.11. /82] Fie g o functie convexd, g(0) =1 si fie h o functie astfel incat

h(z)=gz)+28'(2),z€U.

Daca f € o si are loc

(4.11) (@%’” f2)) <h(z),z€U

atunci
D" f(2)
—<g(2),zeU.

Rezultatul este exact.
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Teorema 4.12. [82] Fie g o functie convexd, g(0) =1 si fie h o functie astfel incdt
h(z)=g(z)+28'(2),z€U.

Daca f € of si are loc

Z@A’W—l’nf(z) ,
(4.12) (—2£——] <h@),zeU,
7" 1@
atunci
.@%H’nf (2)
T <g(2),zeU.
‘@zx:ﬁ’ f(z)

Rezultatul este exact.
Teorema 4.13. [82] Fie g o functie convexd, g(0) =1 si fie h o functie astfel incdt
h(z)=g(2)+28'(2),z€U.

Daca f € of siare loc

413) (M)’ ey
. v z),zeU,
Doy @
atunci A L
ga,g,nﬁ- f(Z)
’AT <g(2),zeU.
Do 1@

Rezultatul este exact.

Teorema 4.14. [82] Fie g o functie convexd, g(0) =1 si fie h o functie astfel incdt
h(z)=g(z)+28'(2),z€U.

Dacd f € o si are loc

(4.14) Dy @+ Dy @+ a(@2] 5" F@) - 217" F(2) < hlz),z €U,

atunci

Zpy" @) <g@),zeU.

Rezultatul este exact.

1+(26-1
Teorema 4.15. [82] Fie h(z) = % o functie convexd in U, 0<0 < 1. Dacd f € &/ si are
z
loc urmadtoarea subordonare
(4.15) @2:2”*1 f(z)+ -@i:,?’" f@+a(22)3" @) - 71y " f(@) < h2),z €U,
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4.3. SUBORDONARI SI SUPERORDONARI DIFERENTIALE PENTRU FUNCTII ANALITICE
DEFINITE PRIN OPERATORUL INTEGRO-DIFERENTIAL SALAGEAN

atunct
D" f(2)<g@),z €U,

In(1+2)

unde g este dat de g(z)=26-1+2(1-0)

bund dominantd.

, 2€ U. Functia g este convexd si este cea mal

Teorema 4.16. [82] Fie g o functie convexd, g(0) =1 si let h o functie astfel incdt
h(z)=g(2)+2g8'(2),z€U.

Daca f € o si are loc

(4.16) ST G+ e @P D ) - Ty @) <hie) 2 €T,

atunci
(725" f(2) <g2),2€U.

Rezultatul este exact.
1+(26-1)z

Teorema 4.17. [82] Fie h(z) = RV o functie convexd in U, 0<6 < 1. Dacd f € o si are
z
loc urmdtoarea subordonare
1 1
(4.17) Ty @+ S @2 @) - 2157 @) < ),
atunci

(Za5"f2) <g@),z €U,

In(1
unde g is given by g(z) =20 —-1+2(1-0) nd+2)

, 2€ U. Functia g este convexd si este cea mai

bund dominantd.

4.3 Subordonari si superordonari diferentiale pentru functii
analitice definite prin operatorul integro-diferential

Salagean

Teorema 4.18. /81]Fie q o functie univalentd in discul unitate U cu q(0) =1, y € C* astfel incdt

"
8‘%{1+ 29 (2)} > max{O,—%l}.
q'(2) Y

are loc

Dacd f e si

21" f @) | 2T @A-DZ @A @)
I'f (2) (21" f (2)1P
L1-D (272 f (2)- 2" f (2)]
21"f (2)

} <q(2)+72q9'(2),
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(4.18)

atunci are loc

@In+1f(z)
(4.19) @I”—f(z) <Q(Z)

si q este cea mai bund dominantd a subordondrii (4.18).

In cazul particular A = n = 0 obtinem:

Corolarul 4.1. /81] Fie q o functie univalentd in U cu q(0) =1, y € C* astfel incdt are loc

m{1+ 29 (Z)} zmax{O,—%%}.

q'(z)
Daca f € of si
') [22f") (zf’(z))2 :
1 —
B 7 e e ) | <9@ @
atunci are loc £(2)
zf'(z
) <q(2)

$i q este cea mai bund dominantd.
In cazul particular A =0 si n = 1, obtinem:

Corolarul 4.2. /81] Fie q o functie univalentd in U cu q(0) =1, y € C* astfel incdt are loc
1 1
§R{1+ 29 (z)} zmax{O,—%—}.
q'(2) Y

zf”(z) zf"(z) 2 z2f/”(z)
5 ”[1_(“ f’(z)) e

Dacd f € o si

1+(1+3y) <q(2)+72q'(2)

atunci are loc

Zf”(Z)
f'(z)

1+ <q(2)

$i q este cea mai bund dominantd.
Corolarul 4.3. /81] Fie A,B,y€ C,A # B astfel incdt |1B|<1si Ry >0. Dacd f € o si

2I"*f @) {1_ I () [A- NP (2) + ATV f (2)]
PI"f (2) [21"f (2)F

A-V[2"2f (2)- 2"f (2)] _1+dz  (A-B):

IIF @) } 1+Bz ' (1+B2)®

+

atunci are loc
DI f (2) 1+Az

1" f(z)  1+Bz

1+Az . . . .
este cea mai bund dominantd.
1+ Bz

siq(2)=
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Teorema 4.19. /81] Fie q o functie convexd in U cu q(0) =1 si y € C astfel incdt R y > 0. Dacd
fedd,
.@In+1f (2)

TG S LU,

DI (2) I () [A- VDD (2)+ ATV (2)]
—— +y31- +
2I"f (2) [2Inf (2)
LA-V[22 @ -7"f ()]
91" f (z)

este univalentd in U gi

DI (2) .\ {1 I @AV @)+ M (2)]

q(2)+yzq'(2) < 917 @) LTI +
Q- [2"2f(2)- 2" f (2)] }
+ b

DI"f (2)

(4.20)

@I’Hlf(z)
DI"f (2)

atunci q(z) < sl q este cea mai bund subordonantd .

Combinand rezultatele obtinute in teoremele 4.18 si 4.19 putem da un rezultat de tip “san-
dwich”.

Teorema 4.20. [81] Fie q1 si q2 doud functii convexe in U cu q1(0) = q2(0) =1, y € C astfel incdt
Ry>0.Dacd f €,
_@I’Hlf (2)

TG SLune,

DIf (2) (21 f ()]

+(1—A)[9"+2f(z)—9"f(z)]
DI f (2)

1" @) {1 I @[A-N @+ AN @)

este univalentd in U si

n+1 In+1 1— n+l In—l
Q1(2)+)/2q’1(z)<M+ {1_@ fFRA-MVP" @)+ A f(z)]+

I'f (2) [2I"f (2)]
L= (272 (2) - D" F (2)]
D1"f (2)

} < q2(2) +y2q5(2),
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(4.21)
91n+1f(2)

atunci q1(2) < ————— < q2(2), iar q1 si ga(z) sunt cea mai bund subordonantd, respectiv cea

DI f (2)

mai bund dominantd a (4.21).

Teorema 4.21. [81] Fie q o functie convexd in U cu q(0) =1, y € C* astfel incdt

n
§R{1+ 2q (Z)} zmax{O,—%‘tl}.
) Y

q'(z

Dacd f € o si

(1+7)z s/ () +Yz(1_M‘@nﬂf(z)ﬂun_lfw—
[91n+1f(2)]2 [_@I’”lf(z)]z
9I™ 1-1)gn+2 +AIMF(

(4.29) 2y f@| [@1) +1f(f)§§) f@l <q(2)+72q'(2),
n z

atunci
91"f (2)

z———— <q(2),
[91n+1f(2)]2

q cea mali bund dominantd.

Corolarul 4.4. /81] Fie q o functie univalentd in U cu q(0) =1, y € C* astfel incdt

m{1+ 29 (2)} zmax{O,—éR%}.

q'(2)
Daca f € of si
f(2) 1 (Zf(z)-f"(z))2 ,
1_ —
=) z[f()1P o f'(2) [F(2)7 <q@)+yzq'(2)
atunci -
z
<q(2)
2Af@F

si q cea mai bund dominantd.
Corolarul 4.5. /81] Fie A,B,y € C,A # B astfel incdt |B|<1gi R y>0. Dacd f € o/
DIMf (2) L4 N DV (2)+ ATV 1 f(2)

z —

1+vy)z
( Y) [@I”+1f(2)]2 Y [@I’Hlf(z)]z
(4.93) 9 z@[”f(Z)[(1—&)@n+2f(z)+/llnf(z)] _1+4z (A-B)2
| ! (21m+1f (2))° 1+Bz | (1+B2)?’
atunci
21" f (2) 1+Az
V4 B <
[(2IM+1f (2)]* 1+Bz
siq(z)= 1+4z cea mai bund dominantd

1+ Bz
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Teorema 4.22. [81] Fie q o functie convexd in U cu q(0) =1, y € C astfel incdt Ry > 0. Dacd f € of
DI"f (2)
z 2
[9[n+1f(z)]
I™f (2) A-VDP L )+ A (2)
2 T12 2 -
[@I’”lf(z)] [@I’”lf(z)]
DI"f(2) [(1- 1) D2 f (2) + AT f(2)]
z
[91’”1}‘(2)]3

eA1,11n 2,

(1+7)z

este univalentd in U si

21" f (2) A-V) " )+ M1 (2)
g TVZ 2 -
[.@I’”lf(z)] [@I’”lf(z)]

q(z) +}/zq/(z) < (1 + y) z

I 1-— n+2 n
(4.24) gy 7 @[A-VF™*f @)+ M @)

[@I’”lf(z)]s

atunci P
[.@I’”lf (z)]
q este cea mai bund subordonantd .

Combinand rezultatele obtinute in teoremele 4.21 si 4.22 putem da un rezultat de tip "san-
dwich”.

Teorema 4.23. [81] Fie q1 si q2 doud functii convexe in U cu q1(0) = q2(0) =1, y € C astfel incdt

Ry>0.Dacd f € of
DI"f (2)

2 2
[@In+1f(z)]
DI'F(2) A=D1 f(2)+ A" (2)
3 Y2 2 -
[@I”+1f(z)] [@I;Hlf(z)]
- DI"f(2) [(1- 1) "2 f (2) + AI" f(2)]
[@In+1f(z)]3

eA1,11n 2,

(1+7)z

este univalentd in U si

9I"f@) _ A=NP"f @+ M)

q1(2)+vzq(2)< (1+7)z
12)+72¢3(2) < (1+7) ol DTk
I 1-1)gn+2 +AI™
(4.25) 9y f @[ [_@I)n”f(f)jz) /@) <q2(2) +yzq5(2),
Z
atunci oI
q1(2) <z 1@ _ ooz,

[@pwlf(z)]z

iar q1 este cea mai bund subordonantd si q2(z) este cea mai bund dominantd.
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4.4 Criteriu de univalenta definit cu ajutorul operatorului

generalizat Salagean si Ruscheweyh

R9D" este operatorul diferential Ruscheweyh si Sildgean definit in (1.13).
FieU,={z€C:lzl<r, re(0,1]}, I =[0,00) si p € 22 ( & este clasa Carathéodory ) de forma

2

p(2)=1+ciz+coz”+....

O functie L(z,t) : U x I — C se numeste lant Loewner daca satisface urmétoarele conditii:
i) L(z,t) este analitica si univalenta in U, Vie [
1) L(z,t)<L(z,s), V 0<t<s<oo.

Teorema 4.24. [88] Fie f € of si p o functie analitica cu p(0) = 1. Dacd inegalitdtile

2 . 2f12) ~1|=1
P@+1 BT @)+ (L-7)n (@ ) -7 F )

(4.26)

St

2 2f'(2) —1|1212 +
PR +1 ZI" @)+ (1-y)n(%n+1f(2)- %" f(2)
n+2
+(1—Izl2)( e, TN -
RID" () + (1-7)n (21 f(2) - %" f(2))

(1-7)[(n2+3n+1) %" 2f(2) - (2n2 +3n + 1) Z" L f (2) + n2 %" f (2)] " zp’(z)) -

R @) +(L=y)n (2" f(2) - A" f (2)) p()+1

(4.27)

sunt adevdrate pentru z € U, atunci functia f este univalentd in U.

Observatia 4.4. Dacd y = 1 obtinem Teorema 1 si pentru y =0 Theorem 3 din [68].
Pentru n = 0 in Teorema 4.24 obtinem rezultatul lui Lewandowski [54] :

Corolarul 4.6. [88] Fie f € &« si p € 2. Dacd

1-p(2)
1+ p(2)

<1, zeU,

|z|2+(1—|zI2) 2t (Z)+ 2P (Z))

fl(z) 1+p(2)

atunci functia f este univalentda in U.

Pentru p =1 criteriul se reduce la binecunoscutul criteriu al lui Becker [20] (see also Duren
et al. [31]).

Corolarul 4.7. [88] Fie f € «/. Dacda

(1-12?)

atunci functia f este univalentd in U.

Zf”(Z)

<1 U
f'(2) =5h et
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SALAGEAN SI RUSCHEWEYH

Pentru n =1, Teorema 4.24 ne conduce la rezultatul urmator

Corolarul 4.8. [88] Fie [ € & si p o functie analiticd cu p(0) = 1. Daca

' 2 f'® _1’<1
p(@)+1 fl(2)+zf"(2) B

si

! " 2 /
‘( 2 f'(z) —1)|z|2+(1—|z|2)(22f 2)+z°f (2)Jr zp'(2) )‘s
PR +1 f12)+2f"() f@+2f"z)  pl)+1

sunt adevdrate pentru z € U atunci functia [ este univalentd in U.

Pentru lantul Loewner de forma

ple ') +1 29" fet2)
2 RD" fe tz)

(4.28) L(z,t):=f (e '2) +(efz—e7"2)
obtinem:

Teorema 4.25. [88] Fie f € of si p o functie analiticd cu p(0) = 1. Dacd inegalitdtile

(4.29) ‘ 2 AI"f(2) 1‘31

p(Z)+1 f (Z)'%9n+1f(2) B

si

2f'(z)  RD"f(2) ) 9 o [ZD"2f(2)  RD"f(2)

. -1 1- - 1-—
(p(z)+1 2o O o T e Y
[+ DRT" F ) (B2 @)= B @) ~nB D" @) (@ @ - @) | 2@ )|
RD"f(2)- RD"f(2) p)+1]|~

(4.30)
sunt adevdrate pentru z € U atunci functia [ este univalentd in U.

Corolarul 4.9. [88] Fie f € &/ si p o functie analiticd cu p(0)=1. Dacda

' 2 (2

. —1‘51
p)+1 =z

si

2 fle) 9 B 2( zf"(2) 2f'(2)  2p'(2) )’
'(p(z)ﬂ . 1)'2' - ey " e T 1)t

sunt adevdrate pentru z € U atunci functia [ este univalentd in U.
Pentru p =1 in Corolarul anterior obtinem rezultatul lui Kanas si Lecko [51].
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CAPITOLUL 4. SUBORDONARI SI SUPERORDONARI DIFERENTIALE

Corolarul 4.10. [88] Fie f € &/ cu 8‘%? > 0. Dacd
fz) ) 2. (112 zf”(z)(f(z) )_zf’(z) ’ f2) ’
‘( . 1]lz1*+(1-121%) |1+ o |\ +1 @ <= +1

sunt adevdrate pentru z € U atunci functia [ este univalentd in U.

Corolarul 4.11. [88] Fie f € «f. Dacd

oI 2@
z f(2)

zf'(2)
f(2)

1|=|1

st

fz) zf'(2) ) 9 9 sz’(z)( z2f"(2) zf’(Z))‘ ’ zf'(2)
2————-1 1- 1 - <1
25 Y-S A M e e T e

sunt adevdrate pentru z € U atunci functia f este univalentd in U.

4.5 Proprietatea de conservare al operatorului integral
generalizat Bernardi-Libera-Livingston, definita pe clase

de functii stelate
Fie T subclasa lui «f, formata din functii f de forma

o0 .
(4.31) f@)=z-) a;z,
j=2
unde a; =0, j=2,3,... si z€ U. Pentru clasa T, urméatoarele sunt echivalente [112]:
(o, 0)
i ) jaj<1,
Jj=2
i) feTNS,

iii) f€T*, unde T* =T nNS*.

(4.32) S**={f€d:‘l+%< Z,ZEU}.
kokk . _Zf”(Z) é
(4.33) S —{fed.‘l ) < 4,z€U}.

Teorema 4.26. [96] Fie

F(2) :Lpf(z) = pZLplftp_lf(t)dt.
0

5
Dacd p = \/Z si fe€S*, atunci F € S**.
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4.6. RAZA DE CONVEXITATE ALE UNOR FUNCTII PARTICULARE SI APLICATII IN
STUDIUL A UNOR INEGALITATI DIFERENTIALE DE GRADUL DOI

z
+1
Teorema 4.27. [96] Fie F(z) = L,f(2) = p—pftp_lf(t)dt, p>—2. Dacd f € S*** atunci F €
z
0

S***

Definitia 4.4. [96] Functia f € T apartine clasei TS*** =S*** N T daca

<\/?,2€U.
4

Teorema 4.28. [96] Functia f € T apartine clasei TS*** dacd si numai dacd

Zf”(Z)
1 _
‘ f'(2)

(4.34) Zj(j—2+\/—g)aj<\/—g—l.
f= 2 2

z
+1
Teorema 4.29. [96] Fie F(2)=L,f(2)= p—pftp_lf(t)dt, p€(-1,0]. Dacd f e TS*™*, atunci
z

0
FeTS**.

4.6 Raza de convexitate ale unor functii particulare si aplicatii

in studiul a unor inegalitati diferentiale de gradul doi

(e, 0)
Fie f o functie definita astfel: f(z) = Z a,z".
n=0
In [611(pg.243) este propusi : Dacd f(0)=a cu R a >0, si

(4.35) R(a+4zf'(2)+22%f"(2)) >0, z €U,

atunci Rf(z)>0, zeU.

Ag={feHU)I f(0)=1} si P ={f Aol Ref(2)>0, zeU}.

Lema 4.5. [75] Dacd 0 € [-n, ], atunct

' 1 2 (1 (1+)(1-cosf
2(1_0039)(f t dt) sf A+ 00 —cos)
0 V1+t2—2tcosf o  1+¢2-2tcos0

Pentru V c Ag multimea duald V este definita
Ve ={geAol(f xg)2)#0, for all feVsi VzeU}.
Lema 4.6. [75] Pentru multimea duald a clasei & ={f € Ag| Rf(2) >0, z € U} avem
PLE={f € Aol RF(2)> % zeUlc 22,
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CAPITOLUL 4. SUBORDONARI SI SUPERORDONARI DIFERENTIALE

Lema 4.7. [75]

i eind flfl (1-x)y(cosf-xy) , . .flfl A-x)ysind .
— = x i x
Zinn+1)?2 Jo Jo 1+x2y2—2xycosf Y 0o Jo 1+x2y2—2xycosO

i": ein? :flfl xy(cosO —xy) dxdy+iflfl xysinf dud
—(n+12 Jo Jo 1+x2y2—2xycosf 0o Jo 1+x2y2—2xycosO

2-1n4
Lema 4.8. [75] Daca o = —n , atunci :
3- 1n6—

Ll (1-xy)(1+cosh)
(l_a)fo fo (1_x)y(1+xy)(1+x2y2—2xycos0)dxdy

111 a- xy)(1+cos0) b4
> xy dxdy, 0€[-,n],
6Jo Jo (1 +xy)(1+x2y2 —2xycosB) 2

flfl xysind d <f1f1 xyv/2(1 + cos )
0o 1+x2 0

xdy <
—2xycos0 0 (1+xy)\/1+x2y2 —2xycosf

Lema 4.9. [75]

(1-xy)1+cosB)
d d dxdy <
ff 1- x2 * yff (1+x2y2—2xycosﬂ)(1+xy) ey

(e8] o0

cosn0 X cosnb cosnf
(4.36) 54(1—05)( Z 1)2)[(1—(1)-(1+r§1m)+n;1_(n+1)2]7

0 €[0,n].

Teorema 4.30. [75] Functiile v si ¢ definite

n

(Z)_“Z nn+1) (Z)_1+Zn(n+1)2

sunt convexe in U, razele de convexitate er = rfp =1.

Corolarul 4.12. [75] Dacd f(0)=1si

(4.37) R(1+4zf'(2)+22%f"(2)) >0, VzeU
atunci
1+r 1-r
(4.38) 2——1n(1+r)<§R(f(z))<2+Tln(1—r), zeU,
r

pentru orice r €(0,1), si

(4.39) 2-1In4<R(f(2)) <2, YzeU.
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4.6. RAZA DE CONVEXITATE ALE UNOR FUNCTII PARTICULARE SI APLICATII IN
STUDIUL A UNOR INEGALITATI DIFERENTIALE DE GRADUL DOI

Corolarul 4.13. [75] Daca f(0) =1 si (4.37) sunt adevdrate, atunci
1-r
(4.40) |f(2)| <2+ —1In(1-r), z€U)
r

pentru orice r €(0,1), si

(4.41) |f2)] <2, zeU.
Teorema 4.31. [75] Dacda f(0) =1 si (4.37) sunt adevdrate, atunci functia F definit in F(z) =
2 2-In4
f f(t)dt este stelatd de ordinul a = —n2 =0.7756..., st
0 3-In4-T5

F 2-In4
(4.42) R @ 2t zeU.
FG) "~ 3-mna-2

Rezultatul este exact.

39






Capitolul 5

Functii bi-univalente

Fiecare functie univalents f are o inversa ! :

Flf@eN=2 (zel),

si
1
(5.1) F(F ) =w, [lwl<ro(f); ro(f)= 2l
unde
(5.2) g(w)= f_l(w) =w —a2w2 + (2a% —a3) wd — (5a§ —5agas +a4) wht ...

O functie f € of este bi-univalentd in U daca U c f(U) si daci f si f~! sunt univalente in U.

Lema 5.1. [99] Dacd h € P atunci |ci| <2, VE, unde P este familia tuturor functiilor h analitice

2

in U pentru care ®h(z) >0, unde h(z)=1+ci1z+c9z*+---, ze U.

5.1 Estimarea coeficientilor si problema Fekete-Szego pentru
noi clase de functii bi-univalente definite de operatorul
integro-diferential Salagean

Definitia 5.1. [115], [13], [79] Pentru 0 <a <1, 0 < 1 < 1 o functie f(z) definitd in (1.1) apartine

clasei 25 (1) daca urmétoarele conditii sunt satisficute:

an
2

n I, 252 n "
(5.3) ‘ar ((Z@I f @) + 122 (Z1"f (2)) ) 3

1-) 2I'f (2)+ Az (21" f (2))

si
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CAPITOLUL 5. FUNCTII BI-UNIVALENTE

am

(5.4) 5

i w(21"g(w)) + Aw?(21"g (w))" B
(1-2) 2I"g (W) + Aw (21" g (w))

unde z,w € U si functia g este definita in (5.2).

Definitia 5.2. [79] Pentru 0 < a <1, 0 < A < 1 functia f(z) definit4 in (1.1) apartine clasei Qzﬁ@)

daca urmatoarele conditii sunt satisfacute:

5.5 221" @) + A2 (DI f )" ) 5
' (1-2) 2I"f (2) + A2 (ZI"f (2))

si

5.6) w(21"g (w)) + Aw?(P1"g (w))" 5
' (1-2) 2I"g(w) + Aw (21" g (w))

unde z,w € U si functia g este definita in (5.2).
Definitia 5.3. [79] Fie A,/ : U — C functii analitice si
min{R((2),RUIE=)} >0, (zeU) h(0)=10)=1.
O functie f(z) definita in (1.1) apartine clasei ?}”g ! dacd urmatoarele conditii sunt satisfacute:

2(DIMf (2)) + 122 (P17 f (2))" .
(1-) 2I"f @)+ Az(21"f (2))

(5.7 h(U)

si

n I, N2 n "
5.8 w(9~1 gw)) +Mi (91" g (w)) 1)
(1-1) 2I"g(w)+ Aw (21" g (w))

unde z,w € U si functia g este definita in (5.2).

Teorema 5.1. [79] Pentru 0<a<1,0<1<1 si fie f(2) definitd in (1.1) din clasa @g(%). Atunci

2
(5.9) las] < ‘ .

\/’4aF3 (1+27) + T2 (1+2)* (1 - 30)

4a°
— + —
I3 (1+24) I2(1+2)

(5.10) lagl <
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5.1. ESTIMAREA COEFICIENTILOR SI PROBLEMA FEKETE-SZEGO PENTRU NOI CLASE
DE FUNCTII BI-UNIVALENTE DEFINITE DE OPERATORUL INTEGRO-DIFERENTIAL

SALAGEAN
si
2a(2a% +1) 10a(2a—1)
lagl < = — = = =+
T, (1+371) 3[20oTs(1+1)(1+21) —504 (1+32)]
8a®[3(1+21) s - (1+1)°1%|
+ .
3r2r4(1+1)(1+31)W4ar3(1+2i)+rg(1+i)2(1—3a)‘
(5.11)

Teorema 5.2. [79] Fie f de forma (1.1) din clasa 9”;:’(1). Atunci

a(1-$)
4aT5(1+21)+T2(1+4)°(1-3a)

< 1 =
= 4T;(1+27)

a___.
I'3(1+24)°

2
|as —¢ay| <

4a%(1-9)
4aT3(1+22)+T2(1+1)*(1-3a)

a(1-¢)
4aT5(1+21)+T2(1+1)°(1-3a)

> 1 =
= 4r;(1+27)

b

Teorema 5.3. [79] Pentru 0 < f<1, 0 < A < 1 si fie f(z) definitd in (1.1) din clasa QS(I). Atunci

(5.12) | 2(1-p)
. a2|S — — 9’
[2(1+27) T3 - 13 (1+2)’
2
(5.13) agls——P 4 4(1_ﬁ~)2
[3(1+24) T2(1+2)
st
ay <200 10(1-p) .\
Y7830y (1+31) 8Ly (1+821) 2025 (1+4) (1+27) - 54 (1+31)]
205 (1- ) (1+ 1) [3T3 (1+27) -T2 (1+2)"] 2(1-p) ‘
+ .
8Ty (1+37) [205 (1+20) - T3 (1+2)"] [ [2(1+20) s - T3 (1+1)°|
(5.14)

Teorema 5.4. [79] Fie f de forma (1.1) din clasa .925(1). Atunci

1-p . 1-¢ < 1 __
T5(1+21)° 4aTs(1+21)-212(1+1) | ~ 4T3(1+24)
|a3 - €a§| <
4(1-p)1-¢) 1-¢ 1

b

> -
4aTs(1+21)-2T%(1+4)° 4aTs(1+21)-212(1+1)% | ~ 4T3(1+24)
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CAPITOLUL 5. FUNCTII BI-UNIVALENTE

Teorema 5.5. [79] Pentru 0 <a <1, 0 <A <1gi fie f(z) definita in (1.1) din clasa @g’l. Atunci

(5.15) lag| < min

B (0)[2 + 11/ ()12 IR (0)] + 11" (0)]
2r3(1+7)° '\ 4|2rs(1+20) -3 (1+1)°|

—

RO + |10 LOEEO]
arz(1+1)°  8T3(1+27)
["(0)] 4T (1+27) - 13 (1+ 2)%| + [1"@| T3 (1 + 1)* }

lag| < min{

873 (1+21) |25 (1+27) -3 (1+1)7|

(5.16)
si
lag| < min [0 + (O] ! - > +
= 36 T4(1+31) 2Tal3(1+1)(1+24)-504(1+31)
1 7 2
+|h/(0)|2+|l/(0)|2 ROE+ 1O |3r3 (1+27) -T2 (1+1) |
r2(1+1)° 2 6l (1+31) ’
|hl/l(0)| + |l///(0)| 1 ~ 5 .\
36 T4(1+381) 2TeT5(1+A)(1+21)—5T4(1+31)
= = =2
|h”(0)|+|l"(0)| |A"(0)] + |1"(0)] Ty (1+)L)|31“3 (1+2/1)—1“§ (1+A) |
|2rs (1+272) - 13 (1+ )%\ [2rs (1+27) - 13 (1+ 2)°| 2414 (1+31)

(5.17)

5.2 Extensia unor estimari ale coeficientilor pentru noi clase
de functii bi-univalente definite de operatorul
integro-diferential Salagean

Fie ¢,y functii analitice cu parte reala pozitiva in discul unitate U, satisfacand ¢(0) =y (0)=1,

¢'(0)>0, ¥'(0)> 0 si p(U),w(U) sunt simetrice fatd de axa reala (see [127]). Presupunem cé:

(5.18) P@)=1+A1z+A92% + Agz® +---, (A1>0)
si
(5.19) w(z)=1+B1z+Boz? +Bs3z®+---, (B1>0).
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5.2. EXTENSIA UNOR ESTIMARI ALE COEFICIENTILOR PENTRU NOI CLASE DE FUNCTII
BI-UNIVALENTE DEFINITE DE OPERATORUL INTEGRO-DIFERENTIAL SALAGEAN

Definitia 5.4. [83] O functie f(z) definita in (1.1) apartine clasei .#s(¢,y) daca urméatoarele

conditii sunt satisfacute:

(5.20) (21'f (2)) < 0(2)
si
(5.21) (21"gw)) <y (w)

unde z,w € U si functia g este definita in (5.2).

Definitia 5.5. [83] Pentru 0 < a, o functie f(z) definita in (1.1) apartine clasei #5(@, v, a) daca

urmaétoarele conditii sunt satisfacute:

z(.@I"f(z))’)“ ( z(@l”f(z))”)l‘“
5.22 _ 1+ —
(5.22) ( i) (WS <
si
w (21" g w)) ) ( w(@l”g(w))”)l‘“
2 _ 1+ —mm—
(5.23) ( Tng @) + Gz @) <y (w)

unde z,w € U si functia g este definita in (5.2).
Definitia 5.6. [83] Fie A,l : U — C functii analitice si
min{R(h(2)),RU ()N} >0, (zeU) h(0)=1(0)=1.

A functie f(z) definita in (1.1) apartine clasei Jf; (@) dacd urmatoarele conditii sunt satisfacute:

z(@lnﬂz))’)“ ( z(@I”f(z))”)l‘“
520 “orer) 1 arrey ) MY
si
w(@l”g(w))’)“ ( w(@l”g(w»”)l‘“
(529 | grgw ) " @rgwy ) 1Y

unde z,w € U si functia g este definita in (5.2).

Teorema 5.6. [83] Fie f(z) definitd in (1.1) din clasa M s(@p,y). Atunci

(5.26) 1 A9 +B —% |
< —
' laz| = 6I's 2% 51 Bi|’
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CAPITOLUL 5. FUNCTII BI-UNIVALENTE

Al 1 BQA%
5.27 < —+—124A9-2A1 -
( ) lasl 305 T 6r, 2 1 B%
st
B3
5.28 < —
( ) layl aT,

Teorema 5.7. [83] Fie f(z) definitd in (1.1) din clasa /(p, v, a). Atunci

A2
Ag+Bi1+ 3 |Bs - B
1

(5.29) lag| < ,
27\ [a® +5a—8|T2+4[3—20aiT5
As+B1+ 21 By—By
2+B1+ 5 |B2-B; Ao—B
(5.30) lasl < ! 42— By

" |a?+5a-8|T2+4]|3-2all3 4I3-2alls

st
B3—A3 5 A3 +B3
6I'y(3a—4) 215T'y(Ba—4)—2I9T3 (4a2 +11la—-18

lagl = ‘ +
)
Al
+
6(2—a)’T2l4(3a—4)

[2r3 (4a®+11a-18) - %rg (a® +21a” +20a - 48)]

(56.31)

Teorema 5.8. [83] Fie f(z) definitd in (1.1) din clasa Jfg ’Z(a). Atunci

1
h/02 l’02 h''(0 10 !
(5.32) lagl <min{ | 2O +ITOF, O+ 1170
2r2(2_a) 2|a2+5a—8|F2+8F3|3—2a|

RO+ ") IO +]'©0)?
8T'3(3—2a) 2r2(2-a)®
|R"(0)||a® +5a —8|T%+]|1"(0)||(a® +5a —8) T2 +8I3(3 - 2a)|
83 |(3—2a)[(a?+5a—8)T'2+4T'3(3 - 2a)]|

K

lag| < min{

(5.33)
st
2 2\5
1 . p 3 9 [ IR O 1O
|a4|5—1sr4|3a_4| m1n{|h 0)| + |’ +21a” + 20a 48|( TR :
1 " g
|R"(0)| + |a® +21a® + 20a — 48| T3 [ O] +]1" ()]
2|aZ+5a-8|T%+8I3]3-2al
(5.34)
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5.3. ESTIMARI ALE COEFICIENTILOR PENTRU NOI CLASE DE FUNCTII BI-BAZILEVIC DE
TIPUL MA-MINDA DEFINITE DE OPERATORUL INTEGRO-DIFERENTIAL SALAGEAN

5.3 Estimari ale coeficientilor pentru noi clase de functii
bi-Bazilevic de tipul Ma-Minda definite de operatorul

integro-diferential Salagean
Definitia 5.7. Fie h :U — C o functie convexa gi univalenta in U astfel incat

h(0)=1 i R (h(2))>0, (zeU).

h(z)=1+ Y Bpz", (z€U).
k=1

O functie f € X definita in (1.1) apartine clasei j/zn(ﬁ,z;h) daca urmatoarele conditii sunt

satisfacute:
1-1 n !

(5.35) eih (M) < h(z)cos f+isin B
[2Inf (2)]*™

si

1-1 n i
(5.36) eiﬁ(w (1"g W) ) < h(w)cos B +isin b,

[21"g (w)]*™

unde

Be (—g; g) , A=0; z,weU si functia g este data de (5.2).

Teorema 5.9. [80] Fie functia f(z) definitd in (1.1) din clasa //lz” (ﬁ,z;h). Atunci

(5.37) asl < || ———D1lcosP , (A-1)T2+2T5#0
(A+2)|(A-1)T3+2r'3

2
(5.38) las| < Balcosh [ 1Bilcosp
(l+2)1—‘3 (1+/1)1"2
Si
1-1)[(A-2)T2+6T ‘
sl < 1Bylcos Ty (1-A)[(A-2)T5+6l5] [ 2[Bilcosp .\
3y (A+2)[(A-1)T2+2l3] | (A+2)|(A-1)T2+2l3|
1 5 ~ 9
et — — , (A-1)T5+2I'3#0
(3+A)Ts (A+38)]2(A-1)Tol's+50y]
si
(5.39) 2(A=1)Tol3+5T4 #0.
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CAPITOLUL 5. FUNCTII BI-UNIVALENTE

Corolarul 5.1. /80] Fie functia f(2) definitd in (1.1) din clasa .43 (pB,0;h). Atunci

2
gl < |31|COS£, |a3|S|Bllcosﬁ+(|Bllcosﬁ) ,
205 — T2 oT's To
0| < [BalcosP Ty (-T2+3l3) [[Bilcosp L1 5
4="3 T4(-T2+25)\| —T2+2T5 Ty 2[3l5-504

Corolarul 5.2. [80] Fie functia f(z) definitd in (1.1) din clasa ///Z”(ﬂ, 1;h). Atunci

2
] < |31|COS,3’ |a3|5|31|003,3+(|31|003ﬁ) s
3I's 3I's 2l'e

1
<|B —
lasl < | 1|COS,321_,4

Corolarul 5.3. [80] Fie functia f(z) definitd in (1.1) din clasa ///S(ﬂ,o;h). Atunci

1 .
lag] < +/IB1lcosf, lag| < IBllcos,B(IBllcosﬂ+ 5), si

2|B 4
lag] < M(\/IBllcosﬁ +§)

3
Corolarul 5.4. [80] Fie functia f(z) definitd in (1.1) din clasa ///S(,B, 1;h). Atunci

B B B 2
gl < | 1|c05,3’ |(13|S| 1ICOS/3+ |Bilcos f i
3 3 2

< IBllcos,B.
2

laal
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Capitolul 6

Functii armonice

Se noteaaza cu /£ clasa functiilor f = h + g care sunt armonice in discul unitate U. Se noteaaza
cu ./, clasa functiilor armonic-univalente in discul unitate U si cu ./, cele care sunt armonic-
univalente si pdstreazi orientarea in discul unitate U, sunt normate si £(0) = 2(0) = 1(0)—1=0.

Fie V4 clasa functiilor armonice cu argument variabil introdus de Jahangiri and Silverman
[46], f € #yop AEER:

(6.1) NMm+(m-1)¢=n(mod 21), 6y, +(m+1)E=0(mod 21), m =2,

unde 0, =arg(any) si b, =arg(by).
Fie
(6.2) fR)=h@)+g@)=2+ ) amz™+ Y byz™.
m=2 m=2

Definitia 6.1. Operatorul integral generalizat Bernardi-Libera-Livingston pentru functii armo-
nice este Z.(f), (c > —1): L.(f) = ZL.(h)+ L.(g) unde

(2= 2 f hwdt s Lulge) = S f 1 g(t)dt
z z
0 0

([65]).
6.1 Clase de functii armonice si operatorul integral generalizat
Bernardi-Libera-Livingston

1-
Teorema 6.1. [65] Fie f =h+gcu(6.1)si0<b; < #,O <y <1 Atunci f € Vz(F;y) dacd si
Y

numai dacd

X (m—y m+y 1+y
6.3 + bul|lC <1———b
( ) mz::2 1_7/ laml ]-_Yl ml m l_Y 1
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1-vy . 1-y
81 —
(m—p)Cy & Hm
punctele extreme pentru Vz(F;y), 0<vy <1 sunt

1-
Teorema 6.2. [65] Fie A,,, = . Atunci pentru b1 fixat, 0< b1 < Tov

(m+7y)Cp, +y

{z + Apxz™ +b_12} U {z +b1z+ umxzm}

1+
undem22andx:1—1 J/bl

Teorema 6.3. [98] Fie [ € Vyo(F;y). Atunci ZL.(f) € V(F;6 (y)) unde

(2+7)(c+2)A-bp)-2(c+D[(1-y)—(1+7)b1]
2+y)(c+2)A+b)+(c+D[(1-y) - (1+7)b1]

5(y)=

Rezultatul este exact.

6.2 Ordinul de consistenta al convolutiei functiilor armonice

cu argument variabil

Consideram operatorul integral (pentru cazul analitic [21], [14], [106])
IS f €Va(F,y)— Va(F,y),s €R, astfel incat

(6.4) FF(2) =9 |2+ Z anz™ + Z bzm|=z+ Z Gm m 4 Z b_zm
-1m

m=2 m=1

Definitia 6.2. ([21],[107]) Fie &, % si Z subclase ale lui 77(F';y). Spunem ca tripletul (¥, %, %)

este Sg—inchis in raport cu convolutia dacéa exista numarul Sg(¥ ,%,Z) astfel incat
(6.5) Se(Z, ¥, Z)=min{seR: I (f®Q e ZNfeX Vge¥}

Numaérul Sg(%,%,Z) se numeste ordinul de consistentd al convolutiei pentru tripletul
(X, ¥,Z)

Notam cu Y/JIK(F;)/) subclasa lui 7 (F';y) unde |a,,| < 1,|by,l<1,Vm = 2.
Teorema 6.4. [97] Fie f1, fo doud functii din V}LD(F ;) ;s atunci (f1® fo) € 7/(]15(F 3Y).

Teorema 6.5. [97] Fie f1 € V;},,(F;Yl), fo€ V;(F;yz) atunci (f1 ® f2) apartine V;f(F;y*), unde
s _ (2+71) (2+72)(X1-b11bo ) —2[(1-y1) (1—y2) — (L +71) (1 +72) b1,1b2,1] dacd
(2+71) (2+72) X+ b1,1b2, )+ [(1—71) (1 —7v2) - (1 +71) (1 +72) b1,1b21]

1-b11b21— (1 + b1,1b2,1) (}/1 +)/2) >0

(2-71)(2-72) (A -b11bo)—2[(1—y1) (1 —y2) — (L1 +71) (1 +v2) b1,1b21]
(2-71) (2-72) A +b11bo ) - [(1—y1) (1 -ve) - (1+7y1) (1+72)b11b21]

1-b11b21-(1+b11b21)(y1+72)<O.

> if

sau y* =
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6.3. CLASE UNIFICATE DE FUNCTII ARMONICE CU ARGUMENT VARIABIL

6.3 Clase unificate de functii armonice cu argument variabil

Fie k, A si B numere reale,
k=0,0=B=<1si —-1<A<B.

Fie ¢, € 7. Notdm cu #. (¢, ¢;A,B;k), 0 < B < 1 clasa functiilor f € # astfel incat

(p*f)(2)#0,2€ U\ {0}

2

si
(p+f)) |(d*f)(2) 1-AB| B-A
(6.6) ‘((p*f)(z)_k‘(q)*f)(z)_ ‘— T B <1_B2 (zeU).
Daca B =1, atunci
(6.7) m((‘p*f)(Z))—k‘((P*f)(Z)—l‘>1+A zel).

(0 *f)) (p*f)(@

Definim
WY g0 (b, 0;A,Bsk) =W (b, 0;A,B; k) N Vg

Presupunem ca ¢ si ¢ sunt functii de forma:

o0 oo oo oo
(6.8) p2)=z+ Z cmz™ + Z dmz™ si ¢p(z2)=z+ Z emz™+ Z fmz™
m=2 m=1 m=2 m=1
unde
(6.9) Oscp<en, si 0=sdp<fm.

Teorema 6.6. [74] Fie0<B<1, -1<A<Bsi ((p*f)(z);zéO,z € U \{0}. Daca

(6.10) (1am| @m + 10| Brm) <B—A

i

atunci f € Wy (b,9;A,B; k) unde
U =k +1)(1+B)en +[(B-A)—(k+1)(1+B)lcm,
B =k +1)(1+B)frn +[B-A)—(k+1)(1+B)]dp.
Corolarul 6.1. [74] Daci f apartine clasei # V 7 (¢,p;A,B;k), atunci
B-A B-A

(6.11) lamls ——, |bml= , (mef2,3,..)).
a B

m m
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Rezultatul este exact si functiile extremale sunt

B-A
(6.12) Fim =z — o2 gilt=m) ym.
am
st
B-A 0ime
(6.13) fom=2+ ﬁ—e““’")*zm, me{2,8,--}.
m

Teorema 6.7. [74] Fie f din clasa #'V 7 (¢,¢;A,B;k) atunci

B-A o g
A oD G DA+ B es— )+ B-A)ey” — 1 =

B-A \
(k+1)(1+B)(eg—co)+ B-A)cy

(6.14) =1 +b1hr+

unde a2 < A, B2 < Pm (M e N\{1}).

Teorema 6.8. [74] Fie 0 < a < 1. Atunci

* . . . l-«a . Am ,Bm m-1
Ra(”//“//;g((,b,(p,A,B,k))—ZzZ];(B_Amzn{ , }) .

Teorema 6.9. [74] Fie 0 < a < 1. Atunci

R{ (V/V;g(gb,(p;A,B;k)):inf( l_zmin{ Im P })1

m=2 \B — m(m—-a) m@m+a)
Teorema 6.10. [74] Dacd f,F € W'V s (¢, 0;A,B;k) st lam|,1bml,1An|,|Bnl €[0,1] atunci f «F €
Teorema 6.11. [74] Fie f € W'V 7 (b, 9;A,B;k). Atunci L)WV 70 (b, ;A% ,B;k)
unde A* =min{A],A}} > A,

B B-A)k+1)(1+B)(c+1)(em—cm)
(B-A)Ym-1Decp+(k+1)(A+B)(c+m)(em—cm)’

AT=B

B-A)k+1)A+B)(c+1D)(fm—dm)

A2 =B B A m— Dy + (et DA+ B+ m) (frn — o)

Teorema 6.12. [74] Fie f € W'V 7 (P, 9;A,B; k). Atunci L(f)e W'V 7 (d,0;A,B*;k) unde
B* =min{B],B;} <B,

B-A)k+1)A+A)(c+D(em—cm)
B-A)Ym—-1Decp+(k+1)(en—cn)(1+B)(c+m)—(c+1)(B-A)

Bi=A+

N B-A)k+1)A+A)c+1)(fm—dm)
B-A)Ym-1)dp+k+1D)(fm—dn)l(1+B)(c+m)—(c+1)(B-A)]

By=A
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6.4. GENERALIZARI ALE UNOR FUNCTII ARMONICE STELATE DEFINITE PRIN
OPERATORII SALAGEAN SI RUSCHEWEYH

6.4 Generalizari ale unor functii armonice stelate definite prin

operatorii Salagean si Ruscheweyh

Considerdm operatorul linear .£7, : # — # definit pentru o functie

f=h+gef: 2L f:=2L%h+(-1)"Z" g. Pentru o functie f € # , avem

L@ =2+ [yntk,n, )+ (1-y) utk,m)arz" +-1" Y [ynh,n, D)+ (1-7) uk,m)] 032",z € U,
) k=2
. o (ntk-1)

unde n(k,n, ) =[1+(k - DA si pk,n) = — oo

Definitia 6.3. Pentru -B<A <B <1 si n € N notdm cu ng(A’B) clasa functiilor f € A astfel
incat
LU (@)~ L0 f(2)

(6.15) -
BLT ()~ ALLf(2)

<1l (zel).

Teorema 6.13. [84] O functie f € F# apartine clasei S "AA,B) dacd
o0

(6.16) Y (arlarl+Brlbrl) <B-A,
k=2

unde

ar, =0 (A,B,n,y,A,k)+0(1,1,n,y,A,k),

Br =6(A,B,n,)/,/1,k) +6(1,1,n,y,/l,k),
(B-A)n+Bk-A
n+1

(B+A)n+Bk+A
n+1 '

o (A,B,n,y,\,k)=yn(k,n,)[(k—1)AB+B-Al+(1-y)pu(k,n)

>

6(A,B,n,y,L,k) =yn(k,n,)[(k—1)AB+B+Al+(1-y)u(k,n)
Teorema 6.14. /84] Dacd f € §%(A,B) atunci f este univalentd.

Fie & clasa functiilor f = h + g € A de forma ([113])
o0 o0
(6.17) f@)=2-Y laglz® +(=1)" Y 6412,
k=2 k=2

sifie S”, . (A,B)unde A4 nS",(A,B).

Teorema 6.15. /84] Fie f = h + g definit in (6.17). Atunci f € SV%JV(A,B) dacd si numai dacd

conditia (6.16) este adevdrat.

Teorema 6.16. [84] Clasa S "o y(A,B) este convexd si multime compactd a lui .
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Teorema 6.17. [84] Multimea punctelor extreme §;‘.,£ _(A,B) este
ES", (A,B)={h:keNU{g; k€{2,3,..}}

B-A
2",

hi=2z, hp2)=2z-
ar

~A
Z*(zeU,ke{2,3,...})
k

B
(6.18) gr(2)=z+(-1)"

Teorema 6.18. [84] Fie f €S", ,(A,B)si |zl = r < 1. Atunci

B_Arzs |f(2)] Sr+B_Ar2
ag ag

r—

_B-A[ AN+t D] 5 _ 2 f <r s B-A[yA+"+(1-y)+1)] ,
<|Lf2)| <

a2 a2

Rezultatul este exact. Functiile extremale sunt ho de forma (6.18).

Corolarul 6.2. /84] Dacd f € §;€W(A,B) atunci U (r)c f(U(r)) unde

B-A
a2

r=1-

st
U@r):={zeC:|z|<r=<1}.

Corolarul 6.3. [84] Fie 0<r<1si ¢ >1. Dacd f €8S", ,(A,B) atunci
1 2n
o

Y 1 27
10
Jt;f(re )‘ do < —2”[)

o 1€
hz(re‘f’)( do,

0:|6 1 (27
f(relg)’ do < —f
27 Jo

zjfhz(reie)fde E=1,2,..).

1 21
),
Teorema 6.19. /84] Fie 0 < a <1 si ay, si By, definit in (6.16). Atunci

1
k-1

n _ a ap ﬁk
Ra (S5 (A.B)) = 2’1’20(3 Amm{k— ’k+a}

Teorema 6.20. [84] Fie 0 < a <1 si ay, si By definit in (6.16). Atunci

o . ap Br k%l
R (S JV(AB))_lkZé(B A {k(k—a)’k(k+a)}) '

Teorema 6.21. [84] Fie f € S",(A,B). Atunci Z.(f)€ S",(A,B).
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