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Capitolul 1

Introducere

Teoria geometrica a functiilor este o ramura aparte a analizei complexe, care stu-
dieaza proprietatile geometrice al functiilor analitice. Bazele acestei teorii au fost
puse la inceputul secolului al XX -lea cu aparitia lucrarilor lui P. Koebe [52], T. H.
Gronwall [44], J. W. Alexander [7] si L. Bieberbach [22]. In 1916 L. Bieberbach [22] a
anuntat celebra conjectura, care poarta numele si care a condus la dezvoltarea acestei
teorii. Cele mai importante metode de cercetare au fost metoda parametrica a lui K.
Léwner [55], metodele variationale introduse de catre M. Schiffer [86] si G. M. Goluzin
[41], metoda reprezentarilor integrale, introdusa de catre G. Herglotz [47], principiul
dualitatii pentru convolutii, dezvoltat de S. Ruscheweyh [80], metoda subordonarilor
diferentiale, dezvoltat de S.S. Miller si P.T. Mocanu. In anul 1984 conjectura lui
Bieberbach a fost pana la urma demonstrat de catre Louis de Branges [26], folosind
metoda parametrica a lui Lowner.

In teoria geometrica al functiilor analitice, functiile univalente joacd un rol impor-
tant. Este cunoscut ca o functie olomorfa intr-un domeniu DD se zice ca este univalenta,
daca orice valoare a sa este luata o singura data in D.

Cel mai important reprezentant roman care a contribuit la dezvoltarea acestei
teorii este P. T. Mocanu, care impreuna cu S. S. Miller a creat o noua metoda de
studiu, metoda subordonarilor diferentiale [58]. Aceasta metoda are un rol important
in demonstrarea mult mai simpla ale unor rezultate clasice dar si in obtinerea altor
noi. Aceasta metoda este prezentata detaliat in Capitolul 4 al prezentei teze.

In ultimul deceniu teoria functiilor univalente a avut o dezvoltare rapida si au
apirut noi directii de cercetare. In lucrarile [78], [82], [4], [48], [3] au fost intro-
duse operatorul diferential Ruscheweyh, operatorul diferential Salagean, produsul
Hadamard al operatorului generalizat Salagean extins si al operatorului Ruscheweyh
extins, operatorul ¢-diferential si operatorul diferential Al-Oboudi. In [82] si [64] a

fost introdus operatorul integral Salagean si operatorul integral Noor. Folosind acesti



operatori diferentiali si integrali multe clase de functii analitice au fost generalizate
si noi clase de functii au fost deasemenea introduse.

O alta directie noua in teoria geometrica a functiilor este determinarea razei de
stelaritate, de convexitate si de uniform convexitate pentru catorva functii speciale.
De exemplu in [18] A. Baricz, P. A. Kupén si R. Szdsz au determinat raza de stelaritate
pentru functiile Bessel normalizate de prima speta, pentru trei normalizari distincte.
In [17] A. Baricz si R. Szdsz au determinat raza de convexitate pentru trei tipuri
de normaliziri al functiilor Bessel de prima speti. In [27] E. Deniz si R. Szész au
determinat raza de uniform convexitate pentru trei tipuri de normalizari al functiilor
Bessel de prima speta.

Aceasta teza contine 8 capitole gi o bibliografie cu 103 titluri. Scopul acestei teze
este de a investiga proprietatile geometrice ale unor clase de functii analitice nou
introduse si ale unor functii speciale deasemenea. In continuare fiecare capitol este
rezumat, subliniind contributiile autorului.

In Capitolul 1 este prezentat contextul istoric al teoriei geometrice a functiilor.

Capitolul 2 este dedicat notatiilor de baza si rezultatelor preliminare din teoria
geometrica functiilor. Acest capitol este impartit in trei subcapitole. In primul sub-
capitol sunt prezentate cateva notiuni de baza din teoria univalenta a functiilor. De
exemplu sunt prezentate clasele H[a,n], A, si S, unde a € C gi n € N*. Este definit
deasemenea clasa functiilor cu coeficienti negativi precum si produsul Hadamard al
doua functii analitice. Mai departe, ne amintim cinci tipuri de operatori diferentiali,
introdus de Ruscheweyh, Salagean, Alb Lupas, Al-Oboudi si Jackson. Dupa aceea
este prezentat doua tipuri de operatori integrali, introdus de Salagean si Noor. Apoi
cu convolutia operatorilor integrali Salagean si Noor, este definit operatorul integral
Noor-Salagean. Subcapitolul urmator se ocupa cu principiul subordonarii. Catvea
proprietati al relatiei subordonarii este deasemenea reamintit.

In final, obiectivul ultimei subcapitole este de a prezenta cateva clase speciale
de functii analitice si de a reaminti cateva caracterizari analitice ale acestora, cu
adaugarea rezultatelor autorului. Doua clase noi de functii analitice sunt deaseme-
nea introduse. In [32] si [31] de exemplu este ariitat ci aceste clase, si anume clasa
S** s 5™, are proprietatea ca compozitia oricarei doua functii din clasele S** si
S** este stelata intr-un disc unde compozitia este definita. Clasa S*™* pentru functii
cu coeficienti negativi este deasemenea definit, urmat de teorema de delimitare a
coeficientilor pentru aceasta clasa. Acest subcapitol contine deasemenea o conditie

de stelaritate noua, data in Lema 2.3.1, o forma exacta ale unei conditii de tare stela-



ritate, data in Teorema 2.3.2.2 si cateva consecinte ale acestor rezultate deasemenea
se poate regasi in acest subcapitol.

In Capitolul 3 sunt date cateva clase noi de functii analitice cu argument variabil,
definit cu ajutorul operatorului diferential Ruscheweyh respectiv cu convolutia opera-
torilor diferentiali Salagean si Ruscheweyh. Sunt deduse cateva rezultate noi pentru
aceste clase de functii analitice. Proprietatile imaginilor acestor clase de functii prin
operatorul integral generalizat Bernardi-Libera-Livingston este deasemenea studiat.

Capitolul 4 se concentreaza pe tehnica subordonarilor diferentiale. Primele doua
capitole se ocupa cu teoria acestei metode, introdusa de P. T. Mocanu si S. S. Miller,
urmat de sectiunea trei, care prezinta cateva aplicatii al acestei metode. In aceasti
sectiune, folosind metoda subordonarilor diferentiale, de exemplu este aratat ca S** C
S* g1 S C IC, unde S* si K noteaza clasa functiilor stelate si convexe. In afard de
asta, de exemplu este aratat ca daca f,g € S*, atunci f o g este stelata pe U(ry),
unde o = sup{r € (0,1] | g(U(r)) C U}.

In Capitolul 5 cu ajutorul operatorului g-diferential gi cu ajutorul operatorilor
integrali Noor-Salagean si Salagean sunt introduse clasele de functii UCC,(7), Cns(«)
si Q1(m, A, A, B). Cateva proprietati geometrice ale acestor clase sunt deasemenea
investigate. Contributia proprie a autoarei in acest capitol pot fi gasite in lucrarile
133], [34] si [37].

Capitolul 6 este dedicat prezentarii a catorva conditii necesare referitoare la
functiile Mittag-Leffler. Prima sectiune se ocupa cu prezentarea functiilor Mittag-
Leffler si al functiilor Mittag-Leffler generalizate. Dupa aceea sunt prezentate cateva
conditii suficiente, astfel incat functia Mittag-Leffler generalizata sa apartine claselor
S*, K, Sp, UCVY, k — Sp(y), k —UCV (), k — Sp(A,y) st k—UCV(A,7), unde k > 0 si
7, A €1[0,1).

Capitolul 7 este impartit in trei subcapitole si sunt date cateva rezultate in

legatura cu operatori integrali. De exemplu, in Teorema 7.1.1 este data o conditie de ~y

- stelaritate pentru operatorul integral F'(z) = / f(t)dt, unde z € U. In urmétoarele
0

doua subcapitole sunt studiate proprietatile imaginilor claselor UCCy(g,7), Cns(a),
S, 5% gi T'S*™* prin operatorul integral Bernardi respectiv prin operatorul in-
tegral generalizat Bernardi-Libera-Livingston. Teorema 7.2.1, Teorema 7.2.2, Teo-
rema 7.3.1, Teorema 7.3.2 gi Teorema 7.3.3 justifica proprietatea de conservare al
operatorului integral Bernardi gi al operatorului integral generalizat Bernardi-Libera-

Livingston, definit pe clasele de functii mai sus mentionate.



Capitolul 8 trateaza cateva probleme de raza pentru doua polinoame ortogonale.
In prima sectiune sunt reamintite catve proprietati bine cunoscute al polinomului ge-
neralizat Laguerre. Apoi, in urmatoarea sectiune este determinat raza de stelaritate
si de convexitate de ordinul § si raza de uniform convexitate al polinomului norma-
lizat Laguerre, unde 0 < # < 1. Iar in final, in Exemplu 8.2.1 este calculata raza
de convexitate al polinomului Laguerre de gradul doi. In sectiunea trei este prezen-
tat polinomul Legendre. Cateva rezultate referitoare la polinoamele Legendre sunt
deasemenea prezentate, urmat de ultima sectiune, in care sunt determinate raza de
stelaritate de ordinul (3, raza de convexitate de ordinul S si raza de uniform conve-
xitate pentru polinoamele Legendre normalizate de gradul impar, unde 0 < § < 1.
Rezultatele prezentate In aceasta sectiune pot fi gasite in [24].

Rezultatele originale prezentate in aceasta teza, au fost obtinute in urmatoarele

articole:

1. O. Engel, A.0O. Pall-Szabd, P.A. Kupan, About the radius of convexity of some
analytic functions, Creat. Math. and Inf., 24(2), 155-161, 2015.

2. O. Engel, R. Szasz, On a subclass of convex functions, Stud. Univ. Babes-
Bolyai Math., 59(2), 137-146, 2016.

3. O. Engel, On the composition of two starlike functions, Acta Univ. Apulensis,
48, 47-53, 2016.

4. O. Engel, On a class of analytic functions defined by the Salagean integral
operator, An. Univ. Oradea fasc. Mat., 24(2), 9-14, 2017.

5. O. Engel, C. Naicu, About a generalized class of close-to-convexr functions
defined by the q-difference operator, Scient. Bull. of the "Petru Maior” Univ.
of Targu Mures, 13(1), 30-34, 2016.

6. O. Engel, Y.L. Chung, About a class of analytic functions defined by Noor-
Salagean integral operator, J. Math. and Appl., 39, 59-67, 2016.

7. O. Engel, A.O. Pall-Szabd, The radius of convexity of particular functions
and applications to the study of a second order differential subordination, J.
Contemp. Math. Anal., 52(3), 111-120, 2017.

8. A.O. P4ll-Szab6, O. Engel, E. Szatmari, Certain class of analytic functions
with varying arqguments defined by the convolution of Salagean and Ruscheweyh
derivative, Acta Univ. Apulensis, 51, 61-74, 2017.
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9. A.O. P4ll-Szabé, O. Engel, Properties of certain class of analytic functions with
varying arguments defined by Ruscheweyh derivative, Acta Univ. Sapientiae,
7(2), 278-286, 2015.

10. O. Engel, A.R. Juma, The sharp version of a strongly starlikeness condition,

Acta Univ. Sapientiae, accepted paper.

11. O. Engel, G. Murugusundaramoorthy, R. Szész, The radius of starlikeness,
convexity and uniform convexity of the normalized Laguerre polynomials, sub-

mitted paper.

12. O. Engel, Y.L. Chung, Certain properties of the generalized Mittag-Leffler

function, submitted paper.

13. O. Engel, A.O. Pall-Szabd, Preserving properties of the generalized Bernardi-
Libera-Livingston integral operator defined on some subclasses of starlike func-
tions, Konuralp J. Math., 5(2), 207-215, 2017.

14. S. Bulut, O. Engel, The radius of starlikeness, convexity and uniform convezity

of the Legendre polynomials of odd degree, submitted paper.

O parte din rezultatele originale au fost prezentate la urmatoarele conferinte

internationale:

1. 5th International Conference on Mathematics and Informatics, September 2-4,
2015, Targu-Mures.

2. International Conference on Theory and Applications of Mathematics and In-
formatics (ICTAMI 2015), September 17-20, 2015, Alba Iulia.

3. International Conference On Sciences, May 13-14, 2016, Oradea.

4. The 15th International Conference On Applied Mathematics and Computer
Science, July 5-7, 2016, Cluj-Napoca.

5. 6th Internation Conference on Mathematics and informatics, September 7-9,
2017, Targu-Mures.



Capitolul 2

Functii univalente in planul
complex

2.1 Notatii si definitii de baza
Fie U(r) = {z € C: |z| < r} discul centrat in zero in planul complex C si notam cu
U=U(1)={z€C:|z| <1}

discul unitate.
Se noteaza cu H(U(r)) multimea tuturor functiilor olomorfe intr-un domeniu U(r).

Pentru n € N* gi a € C consideram urmatoarele clase de functii
Hla,n] = {f € HU) : f(2) = a + apz" + apnp 12" + ...}

si

>

A, ={f €HU): f(2) = 2+ an12"™" + an22" ™ + ..}

Mentionam ca A = A;.
Functiile univalente au un rol important in teoria geometrica a functiilor. O functie
olomorfa pe un interval deschis al planului complex se numeste univalenta daca este

injectiva. Se noteaza cu
S ={f € A: f este univalenta in U}

clasa functiilor univalente.

In [91] este introdusi clasa T' C S, care contine functii de forma

oo

f(z) :z—Zanz”, a, >0,z €. (2.1)

n=2



O functie f € T se numeste functie cu coeficienti negativi.
Fie f,g € A unde

f2) =2+ an2" (2.2)
si
g(z) =z + Z bp2". (2.3)

Convolutia sau produsul Hadamard al functiilor f si g este data de
(f*xg)(z)=z+ Zanbnz".
n=2

In [78] Ruscheweyh a definit derivata D : A — A prin

z
(1 —2z)r+t

DVf(z) = * f(2),

unde v > —1. In cazul particular m € Ny = {0, 1,2, ...}

(2 ()

m)!

D™ f(z) =

Este usor de observat ca
D°f(z) = f(2),
D'f(z) = zf'(2)
si

D"f(z) =2+ io: d(m,n)a,z",

n=2
unde 6(m,n) =Cy ;.
In [82] Saligean a definit operatorul diferential D™. Pentru un numi intreg pozitiv

m operatorul D™ : A — A este data de
Df(z) = f(2),
D f(2) = Df(z) = 2f'(2)

si

>



D" f(z) = D(D™ ' f(2)).

Se poate observa usor ca pentru f € A si de forma (2.2)
D"f(z) =2+ Z n"a,z"
n=2

Fie m € Ny. Notam cu DD™ produsul Hadamard (convolutia) al operatorilor

diferentiali Salagean D™ si Ruscheweyh D™,

DD A— A
DD™f(z) =D™ (1 & ) x D" f(z2), z € U.
—z
Daca f € A, f(z) =2+ Zanz”, atunci
n=2
DD™f(z —z+z 1M an 2" (2.5)

Pentru o functie f € A, A > 0 si m € NU {0}, operatorul diferential Al-Oboudi
DT este data de [3]
D°f(2) = f(2),
DAf(2) = (1= N f(2) + A2 f'(2) = Daf(2),
DV f(2) = DADY 1 f(2)), z € U.

Daca functia f are forma (2.2) atunci avem

z)=z+ Z[l + (n — H)A|"a,z2".

Pentru A = 1 operatorul diferential ®%" se reduce la operatorul diferential Salagean.
Pentru f € A i 0 < ¢ < 1, derivata q al functiei f este data de

Df(e) = TS (26)
unde z # 0 si D, f(0) = f'(0).
Din relatia (2.6) se poate deduce ca
D,f(z) =1+ i 11__q; a2 1,
n=2

unde z # 0.
Pentru f € H(U), f(0) =0sin € Ny = NU{0}, operatorul integral Salagean I

este definit dupd cum urmeaza [82]:



(i) 19£(2) = £(2),
(i) 18/(2) Off 1,
(i) 12(2) = Is(I27 £(2)).

Daca f are forma (2.1), atunci

unde n € Nj.

In [64] Noor a definit operatorul integral I% : A — A astfel cum urmeazs

n—+1
ZTZ

I f(2) =

/ L (F(1)) (2.8)

0

unde n € Nj.

Se poate observa ca daca f are forma (2.1), atunci

Iy 2.9
iz Z C n, j (2.9)
J=2
L (n+g—-1)
unde C(n,]) = m
Daca f(z) = z — Za] , a; > 0, cu ajutorul operatorilor integrali Noor si
Salagean, definim un operator integral nou astfel cum urmeaza [34]:
I§sf(2) = Inf(2) * Is f(2) E (2.10)
:2 nJ
—1
unde C(n,j) = % sin € Np.

2.2 Subordonare. Clasa Carathéodory

Definitia 2.2.1. /58, 61] Fie f si g functii analitice in U. Spunem ca functia f este
subordonata functiei g, daca exista o functie w € H(U), cu w(0) = 0, |w(z)| < 1,
pentru z € U, astfel incat f(z) = glw(z)], pentru orice z € U.

Se noteaza cu < relatia de subordonare.



Relatia de subordonare are urmatoarele proprietati [61]. Pentru f,g € H(U)

avenl:
1) Daca f < g, atunci f(0) = g(0) si f(U) € g(U).

2) Daca f < g, atunci f(U(r)) € g(U(r)), r < 1. Egalitatea are loc daca si numai
daca f(z) = g(A\z), |A\| = 1.

3) Daca f < g, atunci max{|f(2)| : |z| < r} < {max|g(2)| : |z|] < r}, r < L
Egalitatea are loc daca si numai daca f(z) = g(Az), |\| = 1.

4) Daca f < g, atunci |f'(0)] < |¢'(0)]. Egalitatea are loc daca si numai daca
f(z) = g(A2), |Al = 1.

5) Daca g este univalenta, f(0) = ¢(0) si f(U) C g(U), atunci f < g.

Clasa functiilor Carathéodory:

1+2}
1—2J)

P = {pEH(U) :p(z) <

Teorema 2.2.1. (Carathéodory)[61] Daci p(z) =1+ p1z + pe2® + ... + pu2™ + ...

apartine clasei P, atunci |p,| < 2, unde n > 1. Egalitatea are loc pentru functia
(2) 14+ Az A =1
2) = = 1.
p 1— X2’

2.3 Clase speciale de functii univalente

2.3.1 Functii stelate

Definitia 2.3.1.1. [58, 61] Fie f € H(U) si f(0) = 0. Spunem ca f este stelatd in
U in raport cu originea, dacd functia [ este univalenta in U si f(U) este un domeniu

stelat in raport cu originea.

Clasa functiilor stelate se noteaza cu S*.

Caracterizarea analitica al functiilor stelate este data in urmatoarea teorema.
Teorema 2.3.1.1. [58, 61] Fie f € A. Functia f este stelata daca si numai daca
/
2l ()
f(z)
Definitia 2.3.1.2. [58, 61] Fie 0 <~y < 1. Spunem ca f € A este stelata de ordinul

v, daca st numai daca

>0, zeU.

2f1(2)
e

>, z€U.
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Clasa functiilor stelate de ordinul 7 se noteaza cu S*(7y).

Lema 2.3.1. [38] Fie v € [0,1), T € R gi fie funclia hy definita de seria de puteri

+Zn—’y+zT

1 —~+:T
Functia f(z) = z + Z@nz" este stelata de ordinul v in U daca si numai daca
n=2
h
M T< ) # 0, pentru orice z € U gi pentru orice T € R.
z z
: 2f'(z) . oy
Demonstratie. Deoarece R ) =1 > v > 0, rezulta ca conditia
z z=0
2f'(2)
R >y, 2z€U
f(z)
este echivalenta cu
!/
fo((j) — v # —iT, pentruorice z€Usi T €R.
z

Aceasta poate fi rescrisa ca

1+ Z annz"t — (v —iT) (1 + Z anz”_1> # 0,
n=2

iar de aici obtinem ca

-+, ) )
1+ an " 0, pentruorice z € Usi T € R.
Z ok #0, p §

Aceasta relatie este echivalenta cu

£) | hr(2)

z z

# 0, pentru orice z € U si pentru orice T' € R.

2.3.2 Functii tare stelate

Definitia 2.3.2.1. Fie 0 < v < 1. Spunem ca f € A este tare stelata de ordinul

daca st numai daca
g 1)
f(z)

<fyg, z e U.
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Clasa functiilor tare stelate de ordinul  notam cu SS*(7).

In [88] H. Silverman a studiat clasa G, unde

2f"(2)
G={fcA: JZ'(;) 1 <b, 2€UY,
f<2)

pentru b numar pozitiv.

Teorema 2.3.2.1. [66] Dacd functia f apartine clasei Gyg) cu

B
VL= 8P+ e

unde 0 < 5 <1, atunci f € SS*(5).

b(B) =

Pentru urmatoarele rezultate, vom avea nevoie de urmatoarea lema.

/
Lema 2.3.2.1. [36] Daca f € A, b€ [0,1) sip(z) = J]:(<))’ atunci inegalitatea
z
/
Z2@)<a 2 e, (2.11)
p*(2)
mmplica
1
p(Z) 1 _ bz'

Rezultatul este exact.
In urmitoarea teorema este dati forma exacts al Teoremei 2.3.2.1.

Teorema 2.3.2.2. [36] Daca o € (0,1] si f € Gya), unde b(a) = sin <ag>, atunci
f € S5%(a). Rezultatul este exact.

Punand a =1 in Teorema 2.3.2.2, obtinem urmatoarea conditie de stelaritate.
Corolarul 2.3.2.1. [36] Daca f € A si

2f"(2)
')

2 f'E)

f(z)

1+
-1 <1, z€0,

atunci f € S*.

1 . o o
Pentru a = 2 obtinem urmatoarea conditie.

12



Corolarul 2.3.2.2. [36] Daca f € A gi

Zf//<2,) \/_
f'iz) 1 _ V2
702 1| < 5 ze U,
f(z)
atunci f € SS* (%)

2.3.3 Functii Janowski stelate

Clasa functiilor Janowski stelate este definit in [49] si se noteaza cu S*(A, B). Fie
—1 < B < A<1. Clasa S*(A, B) este data de egalitatea

z2f'(z) 1+ Az
) < T+ B2 zeU;p.

Teorema 2.3.3.1. [93] Fie —1 < B< A<1 s b(1+|A]|)? <|A— B|. Dacd f € G,
atunci f € S*(A, B).

S*(A,B)—{feA:

Teorema 2.3.3.2. [36] Daca f € G, si b(1+ A— B+ |B|) < A— B, atunci f €
S*(A, B).

Daca 0 < B < A <1, atunci obtinem corolarul urmator.

Corolarul 2.3.3.1. [36] Fie 0 < B< A <1 gibe (0,+00) astfel incat b(1 + A) <
1+ B. Daca f € Gy, atunci f € S*(A, B).

2.3.4 Clasa S**

Definitia 2.3.4.1. [32] Fie f € A. Spunem ca f € S* daca si numai daca

) <\/§, z e .
2

f'(2)
z
Clasa S** este nevida. Se poate observa usor ca, daca f(z) = z — 100° atunci

104 5
< ——— < 4= U
~ 98 \/;’Ze

Observatia 2.3.4.1. [32] Clasa S** are proprietatea ca, compozitia oricarei doud

i

(2
TR

:

100 — 42
1100 — 22

deci f € 5.

functii din S*™* este stelata, pe un disc unde compozitia este definita.
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2.3.5 Clasa S***

Definitia 2.3.5.1. [31] Fie f € A. Spunem ca f € S** dacd si numai daca
2f"(2) \F
1— <4/-, z€ U
‘ FE Ve T

Observatia 2.3.5.1. [31] Clasa S*** are proprietatea ca compozifia oricarei doud

functii din S*™* este stelata pe un disc unde compozitia este definita.

In continuare este definit clasa S** pentru functii cu coeficienti negativi.
Definitia 2.3.5.2. [40] Functia f € T apartine clasei TS** = S*™* N T daca
zf" 5

1(z) < \/j, z e U.
f'(z) 4

Mai jos este data teorema de delimitare a coeficientilor pentru clasa T'5***.

1—

Teorema 2.3.5.1. [}0] Functia f € T apartine clasei T'S™*, daca si numai dacd

iij<j—2+”6>aj<X§—1. (2.12)

2 2

2.3.6 Functii stelate parabolic
In [76] Ronning a definit clasa functiilor stelate parabolic in felul urmétor:
S, ={F € S*|F(z) = z2f'(2), f e UCV}.

Definitia 2.3.6.1. [9] Clasa S, al functiilor stelate parabolic contine functii f € A,

care satisfac

) |2 (2)
A TE R Te

Pentru —1 < v < 1 i k£ > 0 spunem ca functia f € A apartine clasei functiilor stelate

-1}, z e U.

k-parabolic de ordinul v, notata cu k — S,(7), daca
2f'(2) ) 2f'(2)

R ( — >k
Ol e

In [62] autorii au generalizat clasa functiilor stelate k-parabolic de ordinul ~,

—1‘, z e U.

pentru 0 <~y < 1.
Pentru 0 < A< 1,0 <y < 1sik >0 functia f € A apartine clasei k —S,(\, ), daca
zf'(z) 2f'(z)
R - >k
{ (1= NFGE) +AF () ’V} (L= NFGE) +AF ()
Se poate observa usor ca, k — S5,(0,7) = k — S,(7), k — S,(0,0) = k — S, unde
0<y<1.

-1

L zelU. (213)
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2.3.7 Functii convexe

Definitia 2.3.7.1. /58, 61] Functia f € H(U) este convexda in U, daca f este univa-

lenta in U g1 f(U) este un domeniu conver.

Se noteaza cu K clasa functiilor convexe.

Caracterizarea analitica al functiilor convexe este data in urmatoarea teorema.

Teorema 2.3.7.1. [58, 61] Fie f € A. Functia f este convexd, dacd i numai dacd

R (ZJ{,,;S) + 1) >0, €U

Definitia 2.3.7.2. [58, 61] Fie 0 <y < 1. Spunem ca f € A este converd de ordinul

v, daca st numai daca
2f"(2) )
R +1) >, z€U
( f'(z)

Clasa functiilor convexe de ordinul « se noteaza cu K(7).

2.3.8 Functii alfa - convexe

Clasa functiilor alfa - convexe a fost introdus de P. T. Mocanu in anul 1969, sa creeze

o relatie intre stelaritate gi convexitate.

Definitia 2.3.8.1. [58, 61] Fie f € A si « un numar real. Atunci functia f este alfa

- convexa, daca si numai daca

RJ (e, f52) >0,
unde (2) "
J(a,f;z):(l—a)%—i-oz(%—i—l).

Se noteaza cu M, clasa functiilor alfa - convexe.

2.3.9 Functii aproape convexe

Teorema 2.3.9.1. [58, 61] Functia f € A este aproape conveza in U, dacd existd o

functie stelata g € S*, pentru care

2f'(2)
" 9(2)

>0, zeU.

Clasa functiilor aproape convexe este notata cu C.
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2.3.10 Functii uniform convexe

In [42], Goodman a definit clasa functiilor uniform convexe, notata cu UCV, cum

urmeaza;

Definitia 2.3.10.1. [42] O functie f € A se numeste uniform convezd in U, dacd
f € K si daca pentru orice arc de cerc vy din U, cu centrul ¢, tot din U, arcul f(v)

este convexd.

Dupa criteriul analitic pentru functii f € UCV data de Ronning [76], avem:

O functie f € A este uniform convexa in U, daca gi numai daca

»( 50> e

Clasa functiilor k-uniform convexe a fost introdus de Kanas si Wisniowska [51], ca

, zeU. (2.14)

o generalizare al functiilor uniform convexe. Clasa functiilor k-uniform convexe este
notata cu k — UCV .

Pentru —1 < v < 1si k > 0, spunem ca functia f € A apartine clasei functiilor & -
uniform convexe de ordinul v, daca

R (1 L8 o) o

zf”(z)
f'(z)

, z € U.

In [62] autorii au generalizat clasa functiilor k-uniform convexe de ordinul 7y, pen-
tru 0 <~ < 1.
Pentru 0 < A< 1,0 <y <1sik >0, functia f € A apartine clasei k — UCV(\,~)

et £+ =) P+ ()

" { P+ f () ’Y} S eres
Se poate observa usor ca, k —UCV(0,v) = k —UCV(y) i k —UCV(0,0) = k —UCV,
unde 0 < vy < 1.

—q,zeU. (2.15)

16



Capitolul 3

Rezultate noi pe functii analitice
cu argument variabil

3.1 Rezultate preliminare

Urmatoarele definitii si teoreme preliminare sunt necesare pentru demonstrarea re-
zultatelor principale.

In [12], Attiya si Aouf, cu ajutorul operatorului Ruscheweyh (2.4), au definit clasa
Q(m, A\, A, B) in felul urmator:

Definitia 3.1.1. [12] Pentru A > 1, -1 < A< B <1,0< B <1, m € Ny fie
Q(m, A\, A, B) subclasa functiilor A, care contine functii [ de forma (2.2) astfel incat

1+ Az
1+ Bz
Definitia 3.1.2. [72] Pentru A > 0, -1 < A< B <1,0< B <1, me€ Ny fie
P(m, \, A, B) subclasa functiilor A, care contine functii f de forma (2.2) astfel incat

(1= N(D"f(2)) + MD™ f(2)) <

(3.1)

1+ Az
1+ Bz

(1 = X)(DD™f(2)) + NDD™ f(2)) < (3.2)

In 1981, H. Silverman a introdus clasa functiilor analitice cu argument variabil.

Definitia 3.1.3. [89] O functie f de forma (2.2) se spune ca apartine clasei V (6,,),
daca f € A si arg(a,) = 0,, pentru orice n > 2. Daca mai mult, existd un numar
real §, astfel incat 6, + (n — 1)d = w(mod 27) pentru orice n > 2, atunci se spune ca
f apartine clasei V(0,,9). Reuniunea tuturor multimilor V(0,,0), in raport cu toate

secventele posibile {0,} si toate numere reale posibile 0, este notata cu V.

Se noteaza cu VQ(m, \, A, B) subclasa lui V', in care apartin functii f € Q(m, A, A, B).
Se noteaza cu V P(m, A, A, B) subclasa lui V', in care apartin functii f € P(m, \, A, B).
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Teorema 3.1.1. [29]Fie functia f de forma (2.2), ce apartine clasei V. Atunci
fevQm,\ A, B), daca si numai daca
T(f)=>_nd(m,n)Cy(1+ B)lay| < (B — A)(m +1) (3.3)
n=2
unde .
d(m,n) = (m—i—n— ) siCp=m+1+An-—1).
m

Functiile extremale sunt

" — W0n ’I’L’ Z 2 .
Jaz) =2+ nCpd(m,n) (1+B)e @nz2)
. c+1 [* 1 . .
Fie I(z) = L.f(z) = g f(&)t " dt,c > —1 operatorul integral generalizat
0

Bernardi-Libera-Livingston.

Acum suntem capabili sa enuntam rezultatele noastre principale.

3.2 Functii analitice cu argument variabil definit
de derivata Ruscheweyh

Fie f,g € A doui functii analitice de forma (2.2) si (2.3). In acest subcapitol sunt
studiate proprietatile imaginei unei clase de functii analitice cu argument variabil,
definit de operatorul diferential Ruscheweyh (2.4), prin operatorul integral generalizat

Bernardi-Libera-Livingston.

Teorema 3.2.1. [70] Daca f € VQ(m, A\, 2a — 1, B), atunci L.f € VQ(m,\, 20 —
1, B), unde

_ B+1+2a(c+1)

- 20c+r2) ¢

8= B(a)
Rezultatul este exact.
Teorema 3.2.2. [70] Daca f € VQ(m, \, A, B), atunci L.f € VQ(m, A\, A*, B), unde

B+ A(c+1)
N c+2

A* > A.

Rezultatul este exact.

Teorema 3.2.3. [70] Daca f € VQ(m, A\, A, B), atunci L.f € VQ(m,\, A, B*), unde

, AQQ+B)(c+2)+(B-A)(c+1)
B = B ery—B-Acr) 7

Rezultatul este exact.
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3.3 Functii analitice cu argument variabil definit
de convolutia derivatelor Salagean si Ruscheweyh

In acest subcapitol sunt date rezultate pentru catvea clase de functii analitice nou in-
troduse cu argument variabil, definite de convolutia operatorilor diferentiali Salagean
si Ruscheweyh (2.5) si sunt studiate proprietatile imaginilor acestor clase de functii

prin operatorul integral generalizat Bernardi-Libera-Livingston.

3.3.1 Estimari ale coeficientilor

Teorema 3.3.1.1. [72] Fie functia f de forma (2.2) din clasa V. Atunci
feVP(m,\ A, B), daca si numai daca

T(f) = inm“C’n (1+ B)la,] < B—A, (3.4)
n=2
unde (m+n—1)!
Ch=m+1+A(n—1)(m+n+1)] (m+1)!(n—.1)!'
Functiile extremale sunt:
f(z)=z+ b-A ez (n > 2).

nm 10, (1 + B) =

Corolarul 3.3.1.1. [72] Fie functia f de forma (2.2) din clasa VP(m,\ A, B).

Atunct

B—-A (n>2)
nmt1C, (1+ B)’ =2
Conditia (3.4) este exacta pentru functiile

f(z) =2+ nm+1C’n(1—|—B)e n2" (n > 2).

|an| <

3.3.2 Teoreme de deformare

Teorema 3.3.2.1. [72] Fie functia f de forma (2.2) din clasa VP(m, A\, A, B). Atunci

B B-A
2m+IC’2 (1 + B)

Rezultatul este exact.

B—A ’

2 < <
2 < 1SN < I + gy o 1

E (3.5)

Corolarul 3.3.2.1. [72/Fie functia f de forma (2.2) din clasa V P(m, X\, A, B). Atunci
B—-A
feU(0,r), unde r; =1+

2m+1Cy (1+ B)
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Teorema 3.3.2.2. [72] Fie functia f de forma (2.2) din clasa VP(m, \, A, B). Atunci

B4 Li<ire)<iy 24
2mCy (1 + B) - - 2mCy (1 + B)

Rezultatul este exact.

ER (3.6)

Corolarul 3.3.2.2. [72] Fie functia f de forma (2.2) din clasa VP(m,\ A, B).
: B—-A

Atunci f' € U(0,r), unde rg =1 + 7, 1+ B)’

3.3.3 Puncte extreme

Teorema 3.3.3.1. [72] Fie functia f de forma (2.2) din clasa VP(m,\, A, B), cu
arg(a,) = 0,, unde 6,, = 7,¥n > 2 . Definim
filz) =2z
§1 p
B —
fn(2> =z — TLm+1Cn (1 + B)
Atunci f € VP(m,\, A, B), daca si numai dacd functia f poate fi exprimat de

2" (n>2;2€U).

f(z) = Z,Unfn(z)f unde pi, > 0 si Zﬂn =1
n=1 n=1

Combinand Teorema 3.3.3.1 cu teorema lui Silverman din [89], obtinem corolarul

urmator:

Corolarul 3.3.3.1. Invelitoarea convexd si inchisa al clasei VP(m,\, A, B) este

cl co VP(m,\, A, B) = {f|f € A,anHCn(l + B)la,| < B — A} :

n=2
Punctele de extrem al multimii cl co VP(m,\, A, B) sunt

B-A
nm*t1C, (1 + B)

E(cl co VP(m,\ A, B)) = {Z—l— £2", €| :1,n22}.

Teorema 3.3.3.2. [72] Fie

C

I(z) = L.f(2) = +c1 /Z fetdt, ¢ > —1.
0

z

Daca f € VP(m,\, 2a — 1, B), atunci I € VP(m,\,26 — 1, B), unde

_ B+1+2a(c+1)

6:6(0&) 2(C+2> Z

Rezultatul este exact.
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Teorema 3.3.3.3. [72] Daca f € VP(m,\, A, B), atunci I € VP(m,\, A*, B), unde

B+ Ac+1)
N c—+ 2

A* > A.

Rezultatul este exact.

Teorema 3.3.3.4. [72] Daca f € VP(m,\, A, B), atunci I € VP(m,\, A, B*), unde

. _AQ+B)(c+2)+ (B-A)(c+1)

A5 B)(ct2) —(B-A)crl) ~ 7

Rezultatul este exact.
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Capitolul 4

Metoda subordonarilor diferentiale

4.1 Definitii de baza

Fie Q,A Cc C, p € H(U) cu p(0) = a,a € Csifiey : C* x U — C. Cu ajutorul

metodei subordonarilor diferentiale se studieaza probleme de forma:
{0(p(2), 20'(2), 2*p"(2); 2) : 2 € U} € Q = p(U) C A, (4.1)

Definitia 4.1.1. [59] Fie v : C* x U — C, p € H[a,n] si h univalentd in U.

Subordonarea diferentiala de forma

P(p(2), 2p'(2)) < h(2)
se numeste subordonare diferentiala de ordinul intas.

Definitia 4.1.2. [61] Fie v : C2* x U — C, p € H[a,n] si h univalentd in U.

Subordonarea diferentiala de forma

U(p(2), 20 (2), 2°p"(2)) < h(z) (4.2)

se numeste subordonare diferentiala de ordinul doi si p se numeste (a,n) solufie a

subordonarii diferentiale.
O subordonare diferentiala particulara este subordonarea diferentiala Briot-Bouquet.

Definitia 4.1.3. [58, 61] Fie h o functie univalenta in U, cu h(0) = a, i fie p €
Hla,n] care satisface

2p/(2) B
p(z) + o) 17 h(z), (4.3)

unde B,y € C si f # 0. Subordonarea diferentiald (4.3) se numeste subordonarea
diferentiala Briot-Bouquet.
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4.2 Leme fundamentale

Definitia 4.2.1. [61] Fie Q clasa functiilor analitice q din U, care au proprietatea

cd sunt analitice si injective pe U\E(q), unde
Eg) = {C €U : lim g(z) = oo},
z—(C
si sunt astfel incat ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € OU\E(q).

Lema 4.2.1. (S.S. Miller, P. T. Mocanu)[60, 61] Fie q € Q, cu q(0) = a si
fie p(z) = a + a,z" + ... analitica in U, cu p(z) Z a sin > 1. Daca p 4 q, atunci
existd punctele zg = roe'® € U, si (o € OU\E(q) $i un numdar m > n > 1, pentru care
p(Ur,) C q(U) si

(i) p(20) = q(Co)

(i) Zop/(i«‘/o) = mGoq'(Co) .,

fiii) R0 s [C‘)q ) 1] .

P' (%) q'(Co)

Urmitoarele dous leme sunt cazuri particulare al lemei Lema 4.2.1. In primul caz

q(U) este un disc iar in al doilea caz ¢(U) este un semiplan.

Lema 4.2.2. [58, 61] Fie p € Hla,n], cup(z) Za sin > 1. Dacd zy € U i

|p(20)| = max{|p(2)| : |2] < |20},

atunct

; 20’ (20) p(20) — af®

K P(Zgl)()z ZRUTI
.. 20P (%0 P(z0) —a
W e T TP

Lema 4.2.3. [58, 61] Fie p € H[a,n], cup(z) Za sin > 1. Daca zp € U gi
R p(z0) = min{R p(z) : |2] < |20},

atunci

. , _np(z0) —af*
() zp'(z0) < =5 Rl - p(a)] |
(i) R[z5p"(20)] + 20p'(20) < 0.

Lema 4.2.4. [58/(Hallenbeck and Ruscheweyh) Fie h o functie convexd cu h(0) = a
si fie v € C* un numar complex cu ® v > 0. Daca p € H[U] cu p(0) =a i

p(z) + §zp/<z> < h(z)
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atuncst
p(2) < g(2) < h(2)

unde
4

g(z) = —L / h(t)t%1dt.

nzn
0

Functia g este convexa si este cea mai buna dominanta a subordonari.

Lema 4.2.5. [59](Miller and Mocanu) Fie g o functie convexa in U si fie
h(z) = g(2) + nazg'(2),

unde o > 0 gi n este un intreg pozitiv. Daca p(z) = g(0) + ppz™ + ... este olomorfd in
U s
p(2) + azp'(2) < h(2),
atunci
p(z) < g(2).

Rezultatul este exact.

4.3 Aplicatii

Metoda subordonarilor diferentiale are un rol important in studierea functiilor diferentiabile
in sens complex. Folosind aceasta metoda, proprietatile geometrice al functiilor olo-

morfe pot fi stabilite intr-un mod mult mai simplu.

Teorema 4.3.1. [32] Avem S** C S*.

2f'(2)
f(2)

Teorema 4.3.3. [32] Daca f € S**, atunci |arg f'(2)] <

Teorema 4.3.2. [32] Daca f € S**, atunci

arg

< %, z e .
v
1
Cu ajutorul teoremelor Teorema 4.3.2 si Teorema 4.3.3, poate fi demonstrat urmatorul

z e U.

rezultat referitor la compozitia functiilor.

Teorema 4.3.4. [32] Dacd f,g € S** si rg = sup{r € (0,1]|g(U(r)) C U}, atunci
f o g este stelata in U(rg).

Teorema 4.3.5. [31] Daca f € A si

S

<V7, z€,

atunci f € S*.
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Observatia 4.3.1. [31] Rezultatul din Teorema 4.3.5 aratd ca incluziunea S*™* C S*

are loc.

Folosind metoda subordonarilor diferentiale, se poate arata usor ca clasa S** este

subclasa functiilor convexe.

Teorema 4.3.6. [31] Avem S*™* C K.

2f'(2)
f(2)

Teorema 4.3.8. [31] Daca [ € S**, atunci |arg f'(z)| < %, zeU.

Teorema 4.3.7. [31] Daca f € S**, atunci |arg < %, zeU.

In urmétoarele este demonstrat rezultatul referitor la compozitia functiilor.

Teorema 4.3.9. [31] Dacd f,g € S** siro = sup{r € (0,1]|f (U(r)) C U}, atunci
f o g este stelata in U(rg).
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Capitolul 5

Clase noi de functii analitice
definite de operatori diferentiali si
integrali

5.1 Clasa UCC,(7)

In acest subcapitol sunt date cateva generalizari a clasei functiilor aproape convexe
in cazul functiilor cu coeficienti negativi, folosind operatorul diferential ¢, definit de
(2.6).

Definitia 5.1.1. [33] O functie f € T, se spune cd apartine clasei generalizate a

functiilor aproape conveze de ordinul y, notata cu UCCy(v), daca

2D, f(2)
9(z)

R >,

unde 0 < v <1gsigeT™.
Observatia 5.1.1. [33] Daca v = 0, atunci UCC,(0) = UCC,,.

Definitia 5.1.2. [33] O functie f € T, se spune cd apartine clasei generalizate a
functiilor aproape convexe de ordinul v, relativa la o functie fixata g € T*, notata cu

UccC,(g,7v), daca
%M >
9(2)

unde 0 < v < 1.

Teorema 5.1.1. [33] Fie f(z) = z — Zajzj,g(z) =z - ijzj, g € T*, unde
j=2 j=2
aj,b; >0,5€{2,3,..} siyel01).
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Daca f € UCCy(g,7), atunci

Z(l_qaj—ybj)<1—7. (5.1)

Daca

<1—7, (5.2)

atunci f € UCCy(g,7)-

In cazul particular cand

1—¢J
_qq a; > b, j€{2,3,.},

atunci (5.1) implica f € UCCy(g,7).
Teorema 5.1.2. [35] Fie f(z) =z— >, a;27,a; >0,j€{2,3,..} si0<~y<1.
=2

Daca f € UCCy(), atunci exista g € T*, g(z) =z — > bjz?, astfel incit
j=2

(1_ aj—'ybj) <1l—7. (5.3)
Jj=2 q
Daca
Z a a; <1—7, (5.4)
— 1 —¢q
7j=2
atunci f € UCC,(7).
In cazul particular cand
1—¢

—aj Z bj, j c {2,3, }
—q

inegalitatea (5.3) este o conditie necesard si suficienta pentru ca funclia f sa apartine
clasei UCCy(7).

2
Observatia 5.1.2. [33] In cazul cand fo(2) = z— 1j_

p € UCCy(92,7), unde go(2) =

2
z—%GT* avem
%Zqué(Z) :%Z(l_j) :2%1 z -0
g2(2) 2(1—2%) 2 —

Dar
X 1= —
Zl_qaj+(2—7)b]:1+—7=2—%¢1
=2

Acesta arata ca inegalitatea (5.2) este doar o conditie suficientd.
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Deoarece in [79] autorii au demonstrat ca convolutia unei functii stelate i al unei

convexe este stelata, se poate enunta urmatoarea teorema.

Teorema 5.1.3. [33] Fie f(z) = z — iajzj, g(z) = z — ibjzj si fie ¢(z) =
A =

7j=2
z— chzj € T*, unde aj,bj,c; >0, j € {2,3,..}. Daca f € UCCy(g,7), unde
j=2

1— ¢’
| ¢ a; > b; pentru j € {2,3,..}, atunci fx ¢ € UCCy(g,7).
—q

5.2 Clasa Cyg(a)

Folosind operatorul integral Noor-Salagean (2.10), in acest subcapitol este definit

clasa Cyg(a) si sunt studiate cateva proprietati al acestei clase.
Definitia 5.2.1. [34] O functie f € T apartine clasei Cys(«), dacd

U NG (5.5)

Isf(2)
unde o € [0,1) g1 z € U.
Pentru a = 0 se obtine urmatoarea definitie.
Definitia 5.2.2. O functie f € T apartine clasei Cng, daca

z[Iysf(2))
%—I}\”,Sf(z) > 0, (5.6)

unde z € U.

Teorema 5.2.1. [3/] Fie f(z) = z — Zajzj. Atunci f € Cys(a), daca si numai
j=2

> s 5] <1 57

=2

daca

Daca a = 0, atunci avem urmatorul rezultat.

Corolarul 5.2.1. Fie f(z) =z — Zajzj. Atunci f € Cng, daca si numai daca

j=2
o0 2
a

—L <1 5.8

JZQ jr1C(n, j) (58)
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Fie Eng(a) o subclasa al clasei Cyg(ar). Aceasta clasa este definita in felul urméator
[34]:

ENS(a):{feT: -1

—Z[lfgjﬂ(;)]/ <1-20anda€ (O, %) } : (5.9)
Insf(2)

Teorema 5.2.2. [34] Fie f € T. Daca f € Eng(a), atunci R—=——= > 0.
z

5.3 Clasa Qi(m,\, A, B)
In [12] Attiya si Aouf au definit clasa Q(m, \, A, B) astfel cum urmeaza:

14+ Az

(1= X)(D"FE)) +AD™ ) < e

unde A >0, -1 <A< B<1l,meNysizeU.

In acest subcapitol definim o clasa similara cu clasa Q(m, A\, A, B), prin combinatia

(5.10)

convexa al operatorului integral Salagean I™ f(z), pentru A € [0, 1] si studiem cateva

proprietati al acestei clase, in cazul cand A = —1gi B = 1.

Definitia 5.3.1. [37] Functia f € A de forma (2.2) apartine clasei Q1(m,\, A, B),

daca
1+ Az

(1= NI SEY + A @) <

unde A >0,—-1<A<B<1, meN,gsizel.

(5.11)

Un caz particular al definitiei anterioare este:

Definitia 5.3.2. [87] Functia f € A de forma (2.2) apartine clasei Q1(m, A, —1,1),
daca

RO = NI f(2)) + AT f(2)] >0, (5.12)
unde X € [0,1], m € Ny ¢i z € U.
Observatia 5.3.1. [37] Dacd notim p(z) = [I™ T f(2)]', atunci (5.12) va fi echiva-
lenta cu

R[p(z) + (1 — N)zp'(2)] > 0, (5.13)

unde 0 < A <1 gi2zeU.
Teorema 5.3.1. [37] Fie f € A o functie cu coeficienti reali i de forma (2.2). Daca
feQi(m,\ —1,1), atunci

o0

D A=A + A "a; > —1, (5.14)

=2

unde m € Ny si A € [0, 1].
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In [20], C. M. Bilfeti a definit clasa Z™ () pentru functii analitice care satisfac
inegalitatea:

RI™f(2)] >,

unde a € [0,1).

Observatia 5.3.2. [37] Punand A = 0 in Definitia 5.3.2, obtinem clasa Z(0), defi-
nitd in [20].

Punand A = 0 in Teorema 5.3.1, se obtine corolarul urmator.

Corolarul 5.3.1. [37] Fie f € A o functie cu coeficienti reali si de forma (2.2). Daca
feZ™0) atunci

> iy > -1, (5.15)
j=2
unde m € Ng.

In urmatoarea teorema este demonstrat un rezultat de incluziune pentru clasele

Im+1<0) §1 Ql<m7 )‘7 _17 1)

Teorema 5.3.2. [37] Fie f € A si de forma (2.2). Daca f € Q1(m,\, —1,1), atunci
fezm™r(0).

Teorema 5.3.3. [37] Fie f € A si de forma (2.2). Daca f € Q1(m,\, —1,1), atunci
§RIerlf(Z)

z

> 0.
In (5.13) inlocuind p cu o altd functie analiticii, se obtine urméatoarele rezultate.
Teorema 5.3.4. [37] Fie u o functie convexa, astfel incat u(0) =1 gi
h(z) =u(z) + (1 — N)zu/(2), z € U.
Daca f € A verifica subordonarea diferentiald
[I™f(2)]" < h(z), (5.16)

atunct

(I (2)) < ulz),

1ar rezultatul este exact.

30



Teorema 5.3.5. [37] Fie functia u astfel incit uw(0) =1 gi
h(z) =u(z) + (1 = N)zu'(2), z€U

este convexa. Daca f € A verifica subordonarea diferentiala

[ f(2)]" < h(2), (5.17)
atuncst m
sz) < u(z),
unde
1

u(z) =

-\ ;
o /h(t)t—*dt, zeU
0

1ar rezultatul este exact.
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Capitolul 6

Noi proprietati a functiei
generalizate Mittag-Lefiler

6.1 Functia generalizata Mittag-Leffler

Functia de forma
Zn
Ea = T
() % I'(an+1)

unde R(a) > 0 si z € C, a fost introdus de Mittag-Leffler in anul 1903 si se numeste
functia Mittag-Leffler.

Functia generalizata Mittag-Leffer are forma

Zn

N3 (6.1)

NE

Eop(z) =

I
o

n

unde z,a, B € C, R(a) > 0 si a fost studiat de Wiman [103].
Deoarece functia generalizata Mittag-Lefller E, 3 nu apartine clasei A, se considera
urmatoarea normalizare:

Bupz) T L T()
Fup0)  C T(a+8)’ TTEatp)

Eap(z) = PA

ceea ce este echivalent cu

Eap(2) _Z+;F[a(n—l)+ﬁ]z :
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6.2 Conditii suficiente de incluziune pentru functia
generalizata Mittag-Leffler pe diverse clase spe-
ciale de functii analitice

In aceasti sectiune gasim conditii suficiente in aga fel incat, functia normalizata
Mittag-Leffler £, 5 sa apartine claselor S*, K, S,, UCV, k — S,(v), k — UCV(v),
respectiv k — S,(A,7y) st k —UCV (A, 7).

Teorema 6.2.1. [39] Fie o, >0, k>0 0<~v<1. Daca

o0

n=—1)Fk+1)+1—-y 1-—v
< , 6.2
2 Tht—D+4 - T0) 02
atunci Ep € k — Sp(7).
Teorema 6.2.2. [39] Fie a, >0, k>0 0<~y<1. Daca
= n—l +1)+1—y 1—%
< , 6.3
S T AT S T 03

atunci E,p € k —UCV (7).

Pentru £ = 1 §i v = 0 se obtin urmatoarele proprietati de caracterizare pentru
clasele S, si UCV .

Corolarul 6.2.1. [39] Fie o, 5 > 0. Daca

i 2n — 1 o1
—Tla(n—-1)+8] = T(B)’
atunci €45 € Sp.

Corolarul 6.2.2. [39] Fie a, f > 0. Daca

= n(2n-1) 1
< , 6.4
> e s1 48 < 1) o4
atunci £, 3 € UCV.
Teorema 6.2.3. [39] Fie o, >0, k>0 0<~y<1. Daca
= n—1 1—
< , 6.5
;F (n—1)+p5] — T(B)[1 — My + k(1 = N)] (65)

unde 0 < X\ < 1, atunci E,53 € k — Sp(\, 7).
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Punand k = A = v = 0 in teorema anterioara, obtinem urmatorul criteriu analitic

pentru clasa S*.

Corolarul 6.2.3. [39] Fie a, f > 0. Daca

atunci E, 5 € S™.
Mai jos este data o teorema similara pentru clasa k—UCV (), 7), fara demonstratie.

Teorema 6.2.4. [39] Fie o, >0, k>0 0<~y<1. Daca

N =D=M FE1=N)]+1 -y  1—7x
2 [la(n — 1)+ =T

unde 0 < X\ < 1, atunci E, 3 € k —UCV(A, 7).

(6.7)

Punand £ = A = v = 0 in Teorema 6.2.4, obtinem criteriul analitic pentru clasa

K.

Corolarul 6.2.4. [39] Fie a, 5 > 0. Daca

> 1
E:r n—1+ﬁy—nm

n=2

atunci £, 53 € K.
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Capitolul 7

Operatori integrali

In matematica, acei operatori integrali care conserva proprietatile geometrice al do-
meniului pe care sunt definiti, au o importanta majora. Primul operator integral a

fost introdus de J.W. Alexander in 1915 [7] si a fost definit astfel cum urmeaza:

I:A— A,
ane = [a

In [7] a fost ardtat deasemenea ci operatorul A transforms S* pe K.

In [54] R.J. Libera a definit operatorul integral
L:A— A,

2 z
L)) =2 [ s
0
Acest operator transforma S* pe S* si a fost extins de Bernardi in 1969 [21] de:

F:A— A,

1+¢
ZC

F(f)(2) = Lf(2) = /f(t)tc‘lda unde ¢ = 1,2, ....

Mai mult a fost aratat ca si acest operator transforma S* pe S*, dacac=1,2,....
In timp, au fost studiate numeroase generalizari al acestor operatori.
De exemplu reamintim operatorul integral generalizat Bernardi - Libera - Livingston
z

1) = Lof(2) = 1+ [ e, (7.1)

ZC

0
unde f € A si ¢ > —1. Acest operator a fost studiat de Bernardi, pentru ¢ €
{1,2,3,...} si pentru ¢ = 1 de Libera.
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7.1 O conditie de stelaritate de ordinul ~ al unei
operatori integrali

Lema 7.1.1. [38] Pentru mulfimea duald al clasei P = {f € Ag| Rf(z) > 0, z € U},
avem

(f € Ag| RF(2) > % ceU)c Pl

Lema 7.1.2. [38] Pentru 6 € [0,27], au loc urmatoarele egalitati

etn? (1 —2)y(cosl — zy) (1 —z)ysind
dzd dxd
1n / / 1+ x22y? — 2xy cos 6 . y—i—z/ / 1+ 22y — 2xy cos 6 vy

St

Oo xy(cos O — xy) xysinf
dxd dzdy.
- / / 1+ x2%y? — 2zy cos b v y—l—z/ / 1+ 2%y? — 2zy cos b vy
. 2—1n4
Lema 7.1.3. [38] Daca v = W, atunci au loc inegalitatile

(1_7)/ /(1_36)3/ (1 —zy)(1 + cosh) drdy >

1+ zy)(1 4 2%y? — 2zy cosb)

(1-— 1 0
/ / )1+ cos) dxdy, 0 € [Z,T{'],
1+xy )(1 + 22y? — 2xy cos0) 2

Z

1 1 ind 1 0
/ / Qxéysm dx y_/ / 2(1 + cos ) dxdy, 0 € [0, x].
1+ 22y? — 2zy cos b 1+ 2y) \/1—|—x2y — 2xycosd

Lema 7.1.4. [38] Pentru 0 € [0, ], urmatoarea inegalitate are loc

2y (1 —2zy)(1 + cosh)
——dxd dxdy <
// 1 — x2y2 xy//$y1+xy 2xycos8)(1+xy)xy_
cosnb cos nf =, cosnb
B o ()

Teorema 7.1.1. [38] Daca f(0) =1 i

R(1+42f(2) +22°f"(2)) >0, z€U (7.2)
2—1In4
atunci functia F(z / f(t)dt este stelata de ordinul y = ——— 5 = 0.7756 .. .,
3—In4 -1
adica
2F'(2) 2 —In4

> =, z¢€U. 7.3
F(z) ~ 3-ln4-7 (73)

Rezultatul este exact.
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7.2 Proprietatea de conservare al operatorului in-
tegral Bernardi, definit pe clasele de functii

UCCy(g,7) si Cns(a)

Teorema 7.2.1. [33] Fie f(z) =z — Zajzj, g(z) =2z— ijzj eT” si

Jj=2 j=2
1 z
P(2) = Lf(z) = 5 /f(t)tc‘ldt, ce N*.
ZC
0
1— g
Daca f € UCCy(g,7), unde - _(f] a; < bj pentruj € {2,3,..}, atunci F € UCC,(g,7).
Teorema 7.2.2. [34] Fie
1 z
F(z)=I.f(z) = et /f(t)t“dt, c € N*.
ZC

0
Daca | € Cys(a), atunci F = I.(f) € Cns(B), unde

(1= a)(e+ 1)
(c+2)22—a)—(c+1)*(1—-a)

B:B(a>2):1_

siB>a, a€|01).

7.3 Proprietatea de conservare al operatorului in-
tegral generalizat Bernardi-Libera-Livingston,
definit pe clasele de functii S** si S***

In aceasta sectiune sunt studiate proprietatile imaginilor catorva subclase de functii

stelate, prin operatorul integral generalizat Bernardi-Libera-Livingston.

Teorema 7.3.1. [40] Fie

z

f@—&ﬂ@—“‘/ﬂ%@w

2C
0

5)
Daca ¢ > \/; si f € 5™, atunci I € S**.
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Teorema 7.3.2. [40] Fie

z

I(2) = Lof(2) = <& /tc—lf(t)dt, c> 2.
ZC
0
Daca f € S**, atunci I € S**.
Teorema 7.3.3. [40] Fie
¢+ c—1
1) = Lof(2) = 15 [ 0, e (-1,01
ZC

0

Daca f € TS™, atunci I € T'S*™*.
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Capitolul 8

Probleme de raza pentru doua
polinoame ortogonale

Numerele reale
r*(f) = sup {r > O’% (Zf (2)

f(2)

) > 0, pentru orice z € U(r)}

si
r5(f) = sup {r > 0‘?)? (szég)) > [3, pentru orice z € U(r)}

sunt numite raza de stelaritate, respectiv raza de stelaritate de ordinul g al functiei
f. Este de stiut ca r*(f) este cel mai mare disc, astfel incat f(U(r*(f))) este un

domeniu stelat in raport cu 0.

In mod similar, fie

21(2)
f'(z)
raza de convexitate al functiei f, iar raza de convexitate de ordinul § este
2f"(2)
f'(2)
Raza de uniform convexitate al functiei f este data de
SIC)MED
f'(z) f'(z)

r°(f) = sup {r > 0’§R (1 + > > (), pentru orice z € U(’/‘)}

75 = sup {7’>0‘§R (1+ ) > 3, pentru oricezeU(r)}.

r“(f) = sup {7’ > 0)% (1 + , pentru orice z € U(T‘)} :

8.1 Polinoamele Laguerre generalizate

Polinoamele Laguerre generalizate satisfac urmatoarea ecuatie diferentiala liniara de
ordinul doi:
zy" + AN+ 1—2)y +ny =0,
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pentru A, numar real si n € Z,, care este numita ecuatia lui Laguerre.

Formula lui Rodrigues al polinoamelor Laguerre este

1 ., .,d

IM2) = =2 et
n(2) n!z dz"

(A1e™?), (8.1)

unde n € Z,. Din relatia (8.1) si teorema lui Rolle rezulta, ca fiecare radacina al
ecuatiei L)(z) = 0 este reald si pozitivd, cu conditia ca A + 1 > 0. Fie z;, i €
{1,2,...,n} radacinile, unde 0 < z; < 25 < ... < 2y,

Consideram urméatoarea forma normalizata al polinomului L):

1

LA
L) () ==z n(2) =z+m2® + .. +a,z"

2(0)

Reprezentarea in forma de produs al polinomului £ 41 este

Lo (2) = anz(z — 21)(2 — 22)..(2 — 22). (8.2)

8.2 Raza de stelaritate, convexitate si de uniform
convexitate al polinoamelor Laguerre norma-
lizate

Inainte de a determina raza de stelaritate, de convexitate si de uniform convexitate

al polinomului normalizat Laguerre, avem nevoie de urmatorul rezultat.

Lema 8.2.1. [35] Daca |z| <r < B, atunci avem

R < (8.3)
4 T
e &4
i N 85
’(6—2)2 <B=rp (8:5)

Teorema 8.2.1. [35] Fie 0 < 8 < 1, atunci raza de stelaritate de ordinul B al
polinomului normalizat Laguerre L)), este TE(E;\LH) = 19, unde ry noteazda cea mai

micd raddcind pozitivd a ecuatiei r(Ly. 1) (r) — B(Lh, 1 (r)) = 0.

Teorema 8.2.2. [35] Fie 0 < [ < 1, atunci raza de convezitate de ordinul [ al
polinomului normalizat Laguerre L)), este Tg(£2+1) = 1y, unde r; noteazd cea masi

micd raddcind pozitivd a ecuatiei r(Ly, )" (r) — (8 — 1)(Lh1) (r) = 0.
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Teorema 8.2.3. [35] Raza de uniform convezitate al polinomului normalizat Lagu-

erre, este r“C(ch) = ry, unde ro noteaza cea mai mica radacinag pozitiva a ecuatiel

r(£5)"(r)

AR TEINTE

=0.

In teorema urmatoare este determinat cel mai mare disc, centrat in origine, care

este transformat prin polinomul L}, pe un domeniu convex.

Teorema 8.2.4. [35] Fie r3 cea mai mica radacing pozitiva al ecuatiei

r(Ln)"(r)

(L3)'(r)

Atunci U(rs) este cel mai mare disc, care se transformd prin polinomul L) intr-un

1+ =0.

domeniu convex, unde r3 = r°(L)) este raza de convezitate al polinomului L.

Este usor de observat cd imaginea L)(U(r°(L}))) este simetricd fatd de axa
OX, iar marginea domeniului L) (U(r°(L}))) intersecteazd aceastd axa in punctele

LA (re(L)) si LM(—r¢(L2)). Astfel avem corolarul urmator.
Corolarul 8.2.1. [35] Au loc urmatoarele inegalitati
L) 2 A1) 2 REAe®) 2 13— 1) = IA(— (),

pentru orice v € (0,7°(L})), z € U(r), si 0 € [0,27]. Numdrul r°(L)) este cel mai

mare numar real pozitiv cu aceasta proprietate.

Exemplul 8.2.1. [35] Raza de convezitate al polinomului Laguerre Ly, datd de ega-

litatea ) N
L) =5 - (e AFAATD

este cea mai mica radacing al ecuatier

r[L ()" + [La(r)] = 0.

Deoarece [Ly(r)] = r — X — 2 si [Ly(r)]” = 1, atunci obtinem r = , care este

raza de converitate al polinomului Laguerre Ly, unde \ > —2.
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8.3 Polinoamele Legendre

Polinoamele Legendre sunt solutii al ecuatiei diferentiale Legendre:

d o\ d _
= (1—2 )aPn(z) +n(n+1)P,(z) =0,

pentrun € Z,..

Formula lui Rodrigues al polinoamelor Legendre este

Pu(2) = g [(22 1), (5.

unde n € Z,. Formula recursiva Bonnet pentru polinoamele Legendre este:
(n+1)Pi1(2) — (2n+1)zP,(2) + nP,-1(2) = 0.
Polinoamele Legendre sunt simetrice sau antisimetrice, ceea ce este exprimat mai jos
Po(=2) = (=1)"Fu(2).

Mai departe, se considera urmatoarea forma normalizata al polinomului Legendre de

gradul impar P, 1:

P2 —1(Z _
7)21171(’2) = /n—<) =z+ CLQZQ + .+ CL2nflz2n L
Panl(O)
Radacinile ecuatiei Py, 1(2) = 0sunt 0 = 29 < 27 < ... < 21 $1 —21, —29, sy —Zn_1-

Reprezentarea in forma de produs a polinomului Py, _1(z) este

Pon_1(2) = agn_12(2* — 21) (2% — 23)..(2* — 22_)). (8.7)

8.4 Raza de stelaritate, convexitate si de uniform
convexitate al polinoamelor Legendre norma-
lizate de gradul impar

Teorema 8.4.1. [2/] Raza de stelaritate de ordinul B al polinomului normalizat Le-
gendre Po,_1, de gradul impar este T;(Pgn_l) = 1oy, unde Ty noteaza cea mai mica
raddcing pozitiva a ecuatiei (Pap—1)'(r) — B(Pan—1(r)) =0, unde 0 < 5 < 1.

Teorema 8.4.2. [2/] Raza de convexitate de ordinul B al polinomului normalizat
Legendre de gradul impar Po,_1 este rg(Pgn,l) = r1, unde r1 noteaza cea mai mica
radacindg pozitiva a ecuatiei 7(Pap—1)" (1) — (8 — 1)(Pan—1)'(r) =0, unde 0 < 5 < 1.
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Teorema 8.4.3. [24] Raza de uniform convezitate al polinomului normalizat Legendre
de gradul impar este r'°(Pa,_1) = 12, unde 5 noteazd cea mai micd radacind pozitivd

a ecuatier
Lo (P (0)

Poa) (1)

In urmatoarea teorema este determinat cel mai mare disc, centrat in origine, care

se transforma prin polinomul Ps,,_; intr-un domeniu convex.

Teorema 8.4.4. [2}] Fie r3 cea mai micd radacing pozitivd a ecuatiei

7(Pon1)"(r)
(Pon—1)'(7)

Atunci U(r3) este cel mai mare disc, care se transforma prin polinomul Pa,_1 intr-un

1+ = 0.

domeniu convez, unde r3 = r°(Ps,_1) este raza de convexitate al polinomului Pay, 1.

Este usor de observat, ca imaginea P, ; (U(rc(Pgn,l))) este simetrica fata de
axa OX, iar marginea domeniului P,_; (U(?"C(Pzn_l))> intersecteaza aceasta axa in

punctele P, 1(r¢(Pop—1)) $1 Pan_1(—7°(Pan_1)). Astfel avem urmatorul corolar.

Corolarul 8.4.1. [24] Au loc urmatoarele inegalitati
Poy 1 (1°(Pan—1)) = Pano1 (1) = R(Pop_i1(re”)) > Poy_i(— 1) > Popoi (= 7°(Pan-1)),

pentru orice v € (0,7°(Py,—1)), 2 € U(r) si 0 € [0,2n]. Numarul r¢(Py,—1) este cel

mat mare numar real pozitiv cu aceasta proprietate.
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