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Cap. 1
Introducere Generala

Aceasta teza contine rezultatele pe care le-am obtinut in domeniul teoriei
aproximarii functiilor de o variabila reala si de o variabila complexa.

Teoria aproximarii este o parte a Analizei matematice, avind radacinile
in secolul al 19-lea, care se ocupa, in esenta, cu aproximarea unor elemente
complicate (de cele mai multe ori functii), cu elemente mai simple (de cele
mai multe ori polinoame algebrice, polinoame trigonometrice sau functii
spline, etc). In plus, in cadrul aceleasi teorii, se obtin si caracterizari canti-
tative ale aproximarii, de cele mai multe ori in termenii aga numitilor moduli
de continuitate (de netezime).

Din punct de vedere istoric, in cazul aproximarii functiilor de o variabila
reala, probabil ca primul rezultat principal in aceasta teorie a fost obtinut
de catre matematicianul german K. Weierstrass in 1895, rezultat care poate
fi enuntat in felul urmator :

Teorema A. Daca [ : [a,b] — R este o functie continud pe inter-
valul [a,b], atunci exista un sir de polinoame algebrice cu coeficienti reali,
P, () = apx™ + . + 1T + ap,,,, astfel incit lim, o P, (x) = f(x),

uniform in raport cu x € |a, b].
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O demonstratie constructiva a teoremei de mai sus a fost obtinuta de
catre matematicianul rus S.N. Bernstein in 1912, care a aratat ca sirul
de polinoame algebrice care astazi ii poarta numele, anume B,(f)(x) =
Soieo (M)a" (1 —x)"* f)k/n), converge uniform la functia f presupusd con-
tinua pe [0, 1].

Primul rezultat cantitativ in teoremele lui Weierstrass si Bernstein de
mai sus, a fost obtinut de catre matematicianul roman Tiberiu Popoviciu

in anul 1942, care a aratat ca

B()(&) ~ f(@)] < Swr(f1/v) Vo € 0, 1], m €N,

unde wy(f;6) = sup{|f(z) — f(v)|:z,y € [0,1],|z — y| < &} reprezinta
modulul de continuitate al functiei f.

In cazul aproximérii functiilor continue si 2r-periodice, primul rezultat
constructiv a fost obtinut de catre matematicianul maghiar L. Fejér in anul
1900, care a aratat urmatoarele : daca f : R — R este o functie 27r-periodica

si continua pe R, notind cu S, (f)(z) = > ,_, ax cos(kx) + by sin(kz), unde

So(f)(x)+...45n (f) ()
n+1

ay s by, sunt coeficientii Fourier ai lui f, atunci T,,(f)(z) =
reprezinta un sir de polinoame trigonometrice care converge uniform la
functia f pe R.

Primul rezultat cantitativ §i constructiv in cazul aproximarii cu poli-
noame trigonometrice, a fost obtinut de catre matematicianul american D.
Jackson in teza lui de doctorat din 1911, care poate fi enuntat in felul
urmator : daca f : R — R este continua si 2m-periodica, atunci se poate
construi un sir de polinoame trigonometrice J,(f)(z), n € N, cu propri-

etatea ca

[ Jn(f)(2) = f(z)] < Cws(f;1/n), Ve € R,n €N,



unde wo(f;0) = sup{|f(z + h) — 2f(x) + f(x — h)[;0 < h < §,x € R}
reprezinta modulul de netezime de ordinul 2 al functiei f.

O directie importanta in Teoria Aproximarii Functiilor este reprezentata
de teoria aproximarii cu siruri de operatori liniari si pozitivi, cu radacinile
intre anii 1950 si 1970 prin rezultatele de acum clasice ale lui Tiberiu Popovi-
ciu, Bohman, Korovkin, Shisha-Mond si altii. In esenta, aceste rezultate
afirma faptul ca pentru ca un gir de operatori liniari si pozitivi, (L, (f))nen,
sa convearga uniform la f pentru orice functie continua pe [a, b, este sufi-
cient ca L,(ex) sa convearga uniform la ey, doar pentru k = 0,1 si 2, unde
eo(r) =1, e1(x) = x i ez(x) = 22

In cazul aproximarii functiilor complexe sau/sji de o variabila complexa,
radacinile acestei teorii se gasesc in aproximarea functiilor continue prin
polinoame sau prin functii intregi, prin lucrarile lui Miintz-Szasz si Carle-
man, iar in aproximarea functiilor analitice de variabila complexa prin poli-
noame sau prin functii rationale, mentionind aici, in principal, rezultatele
obtinute de catre Runge, Walsh, Faber, Mergelyan, Arakelyan gi Dzyadyk.

Aceasta teza contine contributiile originale pe care le-am obtinut in
domeniul teoriei aproximarii functiilor de o variabila reala si de o variabila
complexa.

Teza este structurata in 4 capitole.

In Capitolul prezent 1, se face o introducere generala in Teoria Aproxi-
marii si o descriere rezumativa a tezei.

In Capitolul 2 intitulat ” Aproximare cu operatori integrali neliniari”,
idea de baza este inlocuirea integralei clasice in expresiile unor operatori
de aproximare liniari integrali, cu integrale mai generale (care nu mai sunt

liniare), si studierea proprietatilor de aproximare ale operatorilor noi obtinuti.

Capitolul are doua sectiuni.
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Astfel, in prima sectiune, intitulata ” Aproximare cu operatori Durrmeyer-
Choquet”, in expresiile operatorilor clasici Bernstein-Durrmeyer, se inlocuieste
integrala Lebesgue cu integrala (neliniara) a lui Choquet in raport cu o
functie de multime monotona si submodulara. Se arata ca noii operatori
(neliniari de data asta) ramin uniform convergenti la functia continua aprox-
imata.

In a doua sectiune a capitolului, in clasica schema de aproximare a lui
Feller de generare a operatorilor liniari si pozitivi cu proprietati de aprox-
imare, se inlocuieste integrala clasica liniara in raport cu o masura tip
Lebesgue, cu integrala neliniara posibilistica. In acest mod, se genereaza
noi operatori (neliniari) cu proprietati bune de aproximare, incluzind si aga
numitii operatori max-produs studiati intr-o lunga serie de lucrari de catre
B. Bede, L. Coroianu si S.G. Gal (care culmineaza cu monografia de cerc-

etare [10] aparuta la editura Springer).

Tot in aceasta sectiune se studiaza si proprietatile cantitative de aprox-
imare ale operatorilor posibilistici de convolutie obtinuti prin schema lui

Feller adaptata.

In Capitolul 3 intitulat ”Ordin arbitrar prin operatori Szasz si Baskakov”,
plecind de la un gir A, > 0, n € N, convergind la zero cit de rapid dorim
(adica arbitrar de rapid), se construiesc siruri de operatori Baskakov, ¢-
Baskakov, Szész-Stancu si Baskakov-Stancu, care converg la functia aproxi-
mata f : [0,00) — R cu ordinul de convergenta w1 (f; /A,) (in fapt, arbitrar

de bun, deoarece A, poate sa fie ales ca sa tinda la zero, arbitrar de rapid).

Din acest motiv, rezultatele din acest capitol obtinute pentru operatori
de tip Szasz si Baskakov, sunt de tip definitiv (adica cele mai bune posibile).
In acelasi timp, rezultatele obtinute au si un puternic caracter unificator,

in sensul ca se pot reobtine din ele toate rezultatele obtinute anterior de



numerosi alti autori, prin diferite alegeri particulare ale nodurilor A,.

In Capitolul 4, intitulat ”Operatori Szaasz si Baskakov complecsi”, se
aplica ideile din Capitolul 3, la cazul aproximarii functiilor analitice de o
variabila complexa, prin operatori complecsi Szasz, Szész-Kantorovich si
Baskakov.

In prima sectiune a capitolului, plecind din nou de la un gir A, > 0,
n € N, convergind la zero cit de rapid dorim (adica arbitrar de rapid), se
construiesc giruri de operatori Szasz, Szasz-Kantorovich si Baskakov atagati
unei functii analitice si de crestere exponentiala intr-un disc compact cu
centrul in origine, care aproximeaza functia f cu ordinul O(\,,) si pentru care
se obtin rezultate tip Voronovskaja, cantitative cu ordinul de aproximare
O(\2).

In a doua sectiune a capitolului, se considera aceeasi problematica ca
si In sectiunea intii, cu deosebirea ca acum se considera operatori de tip
Baskakov-Faber, atasati prin intermediul polinoamelor Faber, unei functii
analitice de cregtere exponentiala intr-o multime compacta arbitrara (care
nu este neaparat un disc).

Si rezultatele din aceasta sectiune se pot considera de tip definitiv, in

sensul ca sunt cele mai bune posibile.

Rezultatele prezentate in aceasta teza au fost obtinute de catre autor,
in colaborare cu domnul profesor universitar dr. Sorin Gal, cu Nazim Mah-
modov, cu Lucian Coroianu, cu Sorin Trifa sau ca si singur autor, in 6
lucrari :

1) Gal, Sorin G.; Opris, Bogdan D., Approzimation with an arbitrary
order by modified Baskakov type operators. Appl. Math. Comput., 265
(2015), 329-332 (Factor de impact (FI ISI) pe 2015 : 1.345, Scor relativ de
influenta (SRI) pe 2016 : 0.733)
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2) Gal, Sorin G.; Oprig, Bogdan D., Uniform and pointwise con-
vergence of Bernstein-Durrmeyer operators with respect to monotone and
submodular set functions. J. Math. Anal. Appl. 424 (2015), no. 2,
1374-1379 (FI pe 2015 : 1.014, SRI pe 2016 : 1.125)

3) Gal, Sorin G.; Opris, Bogdan D., Approzimation of analytic func-
tions with an arbitrary order by generalized Baskakov-Faber operators in
compact sets. Complex Anal. Oper. Theory 10 (2016), no. 2, 369-377
(FT ISI pe 2015 : 0.663, SRI pe 2016 : 0.724)

4) Coroianu, Lucian ; Gal, Sorin G. ; Oprig, Bogdan D.; Trifa, Sorin,
Feller’s scheme in approximation by nonlinear possibilistic integral opera-
tors, Numer. Funct. Anal. and Optim., 38 (2017), No. 3, 327-343 (FI
ISI pe 2015 : 0.649, SRI pe 2016 : 0.540).

5) Gal, Sorin G.; Mahmudov, Nazim I.; Opris, Bogdan D., Approz-
imation with an arbitrary order of Szdsz, Szdsz-Kantorovich and Baskakov
complex operators in compact disks. Azerb. J. Math. 6 (2016), no. 2,
3-12 (revista recenzata in Mathematical Reviews si Zentralblatt fiir Math-
ematik)

6) Opris, Bogdan, D., Approzimation with an arbitrary order by gen-
eralized Szasz-Stancu and Baskakov-Stancu type operators, Anal. Univ.
Oradea, fasc. math., XXIV (2017), No. 1, 75-81 (revista B+, recenzata
in Mathematical Reviews si Zentralblatt fiir Mathematik).

Rezultatele originale obtinute in teza sunt urmatoarele :

Capitolul 2. Sectiunea 2.1 : Lema 2.1.2, Teorema 2.1.3, Teorema 2.1.4
; Rezultatele au fost publicate in lucrarea [44];

Sectiunea 2.2 : Teorema 2.2.2, Lema 2.2.3, Teorema 2.2.4, Teorema 2.2.5,
Corolarul 2.2.6, Teorema 2.2.7, Corolarul 2.2.8, Teorema 2.2.9, Corolarul

2.2.9 ; Rezultatele au fost publicate in lucrarea [21] ;
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Capitolul 3. Sectiunea 3.1 : Lema 3.1.1, Corolarul 3.1.2, Teorema 3.1.3,
Corolarul 3.1.4, Lema 3.1.5, Teorema 3.1.6, Corolarul 3.1.7, Corolarul 3.1.8
: Rezultatele au fost publicate in lucrarea [43];

Sectiunea 3.2 : Lema 3.2.1, Teorema 3.2.2, Corolar 3.2.3 ; Rezultatele
au fost publicae in lucrarea [59];

Sectiunea 3.3 : Lema 3.3.1, Teorema 3.3.2, Corolarul 3.3.3 ; Rezultatele
au fost publicate in lucrarea [59];

Capitolul 4. Sectiunea 4.1 : Teorema 4.1.1, Teorema 4.1.2, Teorema
4.1.3 ; Rezultatele au fost publicate in lucrarea [46];

Sectiunea 4.2 : Definitia 4.2.1, Lema 4.2.2, Lema 4.2.3, Teorema 4.2.4.
Rezultatele au fost publicate in lucrarea [45].

Cuvinte cheie : functie de multime monotona si submodulara, inte-
grala Choquet, operator Bernstein-Durrmeyer, convergenta uniforma, conver-
genta punctuala ; teoria posibilitatii, schema lui Feller, inegalitatea de tip
Chebyshev, integrala posibilistica neliniara, operatori posibilistitici Picard,
operatori posibilistici Gauss-Weierstrass, operatori posibilistici Poisson-Cau-
chy, operatori max-produs (posibilistici) de tip Bernstein ; operator gen-
eralizat Baskakov de o variabila reala, operatori liniari si pozitivi, modul
de continuitate, ordin de aproximare, g-calcul diferential ; operatori com-
plecsi generalizati Szasz, Szasz-Kantorovich si Baskakov, rezultate de tip
Voronovskaja ; multimi compacte, polinoame Faber, operator Baskakov-
Faber generalizat.

Doresc sa multumesc conducatorului stiintific, domnului profesor uni-
versitar dr. Sorin Gal, pentru deosebita indrumare a mea pe parcursul

elaborarii tezei.
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CAP. 1. INTRODUCERE GENERALA



Cap. 2

Aproximare cu operatori

integrali neliniari

In acest capitol, ne ocupam de studiul proprietatilor de aproximare a oper-
atorilor integrali, in care integrala liniara clasica este inlocuita cu integrala
neliniara Choquet si cu integrala nelniara posibilistica. Capitolul consista
din doua sectiuni : in prima sectiune ne ocupam de operatorii Durrmeyer-

Choquet, iar in sectiunea a doua ne ocupam de operatorii posibilistici.

2.1 Aproximare cu operatori Durrmeyer-Cho-

quet

In aceastd sectiune ne ocupam de operatorul multivariat (adica de mai multe
variabile) Bernstein-Durmayer M, ,, in termenii integralei Choquet in ra-
port cu o functie de multime monotona gi submodulara p, pe simplexul
standard d-dimensional. Acest operator este neliniar si generalizeaza oper-

atorul liniar Bernstein-Durrmeyer in raport cu o masura Borel nenegativa
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si marginita (incluzind masura Lebesgue). Demonstram convergenta uni-
forma si punctuala a lui M, ,(f)(z) la f(z) pentru n — oo, generalizind

astfel rezultatele obtinute in lucrarile recente [11] and [12].

2.1.1 Introducere

Plecind de la lucrarea [13], in alte trei lucrari recente [11], [12] si [52], s-a
obtinut convergenta uniforma, punctuala si in L? a lui M, ,(f)(z) catre f(x)
(pentru n — oo), unde M, ,(f)(z) noteaza operatorul liniar multivariat
Bernstein-Durrmeyer in raport cu o masura Borel nenegativa, marginita, p,

definita pe simplexul standard
S = (21, .., 2q);0 < 2y, 2y < 1,0 < 2y + ..+ 1g < 1},

prin formula

Mn,,u(f) (z)

-y Joa F(£) Ba(t)du(t)

de Bo(D)dl) - By(z) := Z cla, ) - Bo(z), x € Sd’ neN,

loo|=n |o|=n

(2.1)
unde f este presupusi p-integrabila pe S?. De asemenea, in formula (2.1),
am notat o = (ap, a1, ...,0y), cu a; > 0 pentru toti j = 0,...,n, |of =

ag+og+...+a, =nsi

n!
@ a1 (%)
l(l—azl—:cQ—...—xd) sty

= n! - P, ().

ool -aq! !

In cele ce urmeazd, vom arata ca rezultatele din [11] si [12] asupra con-
vergentei punctuale gi uniforme , ramin valabile in cadru mult mai general

cind p este o functie de multime monotons, marginits si submodulars pe S9
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iar integralele aparind in expresiile coeficientilor ¢(a, 1) din formula (2.1),
sunt integrale Choquet in raport cu p.

In acest scop, prezentam pe scurt conceptele si rezultatele care vor fi
folosite in sectiunile urmatoare.

Definitia 2.1.1. Consideram {2 o multime nevida, C o g-algebra de
submultimi ale lui §2 iar (2,C) un spatiu masurabil.

(i) (vezi, de exemplu, [63], p. 63) Functia de multimi p : C — [0, +0o0] se
va numi monotona (sau capacitate), daca u()) = 0iar A, B € C,cu A C B,

implica p(A) < u(B). Daca
u(AU B) + ,u(AﬂB) < u(A) + p(B), pentru toti A, B € C,

atunci p este numita submodulara. In fine, u se va numi normalizata, daca
w(Q) = 1.

(i) (vezi [16], sau [63], p. 233) Fie p : C — [0, +00], normalizata si
monotona. Functia f : Q@ — R se numeste C-masurabila, daca pentru
oricare submultime Borel B C R, are loc f~!(B) € C.

Daca f : 2 — R este C-masurabila, atunci pentru fiecare A € C, inte-
grala Choquet va fi definita prin formula

+00 0
©) [ rau= [ wmn N5+ [ WA = s,
unde Fa(f) = {w € Q; f(w) > B}. Daca (C) [, fdu existd in R, atunci f se
numeste integrabila Choquet pe A. Observam ca daca f > 0 on A, atunci
termenul din formula de mai sus care contine integrala fi)w devine egal cu
Zero.

In cazul in care p este masura Lebesgue (adica numarabil aditiva), atunci

integrala Choquet (C) [, fdu se reduce la integrala Lebesgue.

Listam mai jos niste proprietati cunoscute de care vom avea nevoie in

sectiunea principala.
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Observatii. Sa presupunem ca u : C — [0, 4+00] este o functie monotona
de multimi. Atunci, au loc urmatoarele proprietati :

(i) (C) [, este pozitiv omogena, adica pentru orice a > 0 avem

©) [ afin=a-(©) [ sin

(pentru f > 0 vezi, de exemplu, [63], Teorema 11.2, (5), p. 228 iar pentru
f de semn arbitrar, vezi, de exemplu, [23], p. 64, Propozitia 5.1, (ii)).

(i) In cazul general pentru f si g, avem (C) [ (f+g)du # (O) [, fdu+
(C) [, 9du. Dacd p este si submodulard, atunci integrala Choquet este

subliniara, adica

©) [ (r+9)du<(©) [ fau+(C) [ ain,

pentru toate functiile f, g de semn arbitrar si marginite inferior (vezi, de
exemplu, [23], p. 75, Teorema 6.3).

Apoi, pentru orice ¢ € R si f de semn arbitrar, are loc

©) / (f + )du = (C) / fdut - (A),

(vezi, de exemplu, [63], pp. 232-233, sau [23], p. 65).

(iii) Daca f < g pe A atunci (C) [, fdu < (C) [, gdu (vezi, de exemplu,
[63], p. 228, Teorema 11.2, (3) pentru f,g > 0 si p. 232 pentru f, g de semn
arbitrar).

(iv) Fie f > 0. Din definitia integralei Choquet, rezulta imediat ca daca

A C B atunci

iar daca, in plus, p este finit subaditiva, atunci

© [ T (© [ sau+ic) [ ran
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(v) Din definitia integralei Choquet, rezulté imediat ca

©) / - dpu(t) = p(A).

(vi) Exemple simple de functii de multimi p, monotone si submodulare,
pot fi obtinute dintr-o masura probabilista M definita pe o o-algebra a
lui Q (adica M(0) = 0, M(Q) = 1 si M este numarabil aditiva), prin
formula p(A) = v(M(A)), unde 7 : [0, 1] — [0, 1] este o functie crescatoare
si concava, iar y(0) = 0, v(1) = 1 (vezi, de exemplu, [23], pp. 16-17,
Exemplu 2.1). Observam ca daca de fapt M este doar finit aditiva, atunci
(A) = v(M(A)) ramine inca submodulara.

De asemenea, orice masura de posibilitate p este monotona si sub-
modulari. Intra-adevar, in timp ce monotonia este imediata din axioma
w(AU B) = max{u(A), u(B)}, submodularitatea este imediata din propri-
etatea (A B) < min{u(A), u(B)}.

Reamintim aici ca o functie de multimi p : P(Q) — [0,1] (unde P(Q)
noteaza famila tuturor submultimilor lui ) se numeste masura de posibil-
itate pe multimea nevida €, daca ea satisface axiomele p(0)) =0, u(Q2) =1
si pw(U,e; Ai) = sup{u(A4;);i € I} pentru toate A; € €, si orice familie de
indici .

Este binecunoscut faptul ca orice distributie de posibilitate (pe 2), adica
o functie A : Q — [0, 1], astfel incit sup{A(s); s € Q} = 1, induce o masura de
posibilitate p, : P(2) — [0, 1], data de formula u,(A) = sup{A(s);s € A},
pentru toate A C Q, A # 0, u,(0) =0 (vezi, de exemplu, [27], Capitol 1).

2.1.2 Rezultate principale

Fie Bga sigma algebra a tuturor submultimilor Borel measurabile din P (S¢)

iar p @ Bga — [0,+00) o functie de multimi normalizata, monotona si



6 CAP. 2. APROXIMARE CU OPERATORI INTEGRALI NELINIARI

submodulara pe Bga.

Spunem ca p este strict pozitiva dacd u(A N S%) > 0, pentru fiecare
multime deschisd A C R™ cu AN S # 0.

De asemenea, prin definitie, suportul lui p, supp(u), este multimea tu-
turor € S¢ cu proprietatea ca pentru fiecare vecinatate deschisa N, € Bga
a lui z, avem p(N,) > 0.

Notam cu C, (S9) spatiul tuturor functiilor pozitive si continue pe S?
iar cu LZO(Sd), spatiul functiilor reale, Bga-masurabile f, astfel ca exista
o multime E C S (depinzind de f) cu u(E) = 0 iar f este marginita pe
S\ E.

Notam

M, (f)(x) =) clo,p) - Bo(w), 2 € S, n €N,
la|=n

Aplicind Observal;ia 2.2, () rezulta usor

e i) — fsd du()_ fsd du()
( ’:u) de a ) de :

Este bine de mentionat aici ca prin normalizarea func‘giei de multimi p,

nu se pierde generalitatea si cd, conditia supp(p) \ 9S? # ), garanateaza ci

fsd ) > 0, pentru toti B,.

Pentru demonstra*giile rezultatelor principale, avem nevoie de urmatoarele
rezultate auxiliare.

Lema 2.1.2. (Gal-Opris, [44]) Sa presupunem ca p este o functie
de multimi, normalizata, monotona st submodulara. Daca definim T,

C, (8% — Ry prin

T.(f) = (O) Sdf(t)Pa(t)du(t),f €C.(8),neN, || =n

atunci pentru toate f,g € C,(S9), avem

(0 = Tua)| < Tollf =5l) = (©) [ 1) = 9(0) - Po(t)d(0)
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Primul rezultat principal este analog Teoremei 1 din [11] si se refera la
aproximare uniforma.

Teorema 2.1.3. (Gal-Opris, [44]) Fie p o functie de multimi, normal-
izata, monotona, submodulara si strict pozitiva pe Bga, astfel incit supp(p)\

0S54 £ (). Pentru fiecare f € C(S?) avem

Tim ([ Mou(f) = flleese = 0,

unde ||F||¢(say = max{|F(z)];z € S%}.

Al doilea rezultat principal este un analog al Teoremei 1 din [12] si se
refera la convergenta punctuala. In acest sens, analizind rationamentele
din demonstratia Teoremei 1 din [12] si folosind aceleagi proprietati ale
integralei Choquet ca si in demonstratia Teoremei 2.1.3 de mai sus, rezulta
usor urmatoarea.

Teorema 2.1.4. (Gal-Opris, [44]) Fie p o functie de mulfimi, nor-
malizata, monotond, submodulara pe Bga, cu supp(u) \ 0S¢ # 0. Dacd
f € LfLO(Sd) si f(z) > 0, pentru toti x € S¢, atunci in fiecare punct

x € supp(p) unde [ ese continud, avem

lim [ M, ,,(f)(x) — f(x)] = 0.

n—oo

Observatii. 1) Potrivit cu Observatia anterioara, (vi), un exemplu
de functie de multimi p, submodulara si satisfacind toate cerintele din
enunturile Teoremelor 2.1.3 gi 2.1.4, poate fi simplu definita prin p(A) =

v(A), unde v este o masura Borel de probabilitate ca si in [11] si [12].
De asemenea, este bine de notat ca datorita nonlinearitatii integralei Cho-
quet (vezi Observatia (ii)), spre deosebire de cazul din [11], [12], operatorul

Bernstein-Durrmeyer-Choquet este nelinear.
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2) Pozitivitatea functiei f din Teoremele 2.1.3 gi 2.1.4 este necesara din
cauza pozitiv omogeneitatii integralei Choquet, aplicata in demonstrarea
relatie. Totusi, dacd f este de semn arbitrar pe S?, atunci rezultd imediat
ca enunturile Teoremelor 2.1.3 gi 2.1.4 au loc pentru operatorii Bernstein-

Durrmeyer-Choquet ugor modificati, definiti prin

M;’#(f)(l‘) = Mn,u(f - m)(x) +m,

unde m € R este o margine inferioara pentru f, adica f(x) > m, pentru

toti x € S°.

2.2 Aproximare cu operatori integrali posi-
bilistici

Prin analogie cu schema generala a lui Feller folosita in constructia sirurilor
de operatori liniari si pozitivi, convergenti la functia aproximata, in aceasta
sectiune vom introduce gi studia schema lui Feller bazata pe inlocuirea inte-
gralei clasice, cu integrala posibilistica. In acest mod, se vor construi siruri
de operatori neliniari, care converg la functia aproximata. In particular, in
cazul discret, se reobtin aga numitii operatori de tip max-produs Bernstein
si rezultatele lor calitative de convergenta. De asemenea, operatori posi-
bilistici neliniari de tip Picard, Gauss-Weierstrass si Poisson-Cauchy sunt
studiati iar cei de tipul de la Vallée-Poussin, Fejér si Jackson sunt mentionati

pentru directii viitoare de cercetare.

2.2.1 Introducere

In lucrarea foarte recentd Gal [32], aga numitii operatori max-produs de tip

Bernstein, tip Favard-Szasz-Mirakjan, tip Baskakov, tip Bleimann-Butzer-
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Hahn i tip Meyer-Konig-Zeller (ale caror proprietati cantitative de aprox-
imare au fost studiate intensiv in multe lucrari, ca de exemplu, in [8], [9],
[17]-[20], vezi si bibliografia din [32]), au fost in mod natural interpretati
ca gi valori de expectanta posibilistica ale unor variabile fuzzy particulare
discrete, avind variate distributii de posibilitate. Folosind idea lui Bernstein
din [14], (vezi de asemenea mult mai accesibila lucrare [51]), dar bazati pe
o inegalitate de tip Chebyshev din teoria posibilitatii, aceste interpretari au
permis obtinerea unor rezultate calitative de convergenta.

Este bine de mentionat aici cateoria posibilitatii este o teoria matematica
bine dezvoltata, ocupindu-se cu anumite tipuri de fenomene de incertitu-
dine, fiind considerata ca si o alternativa la teoria probabilitatilor (vezi, de
exemplu, [27], [22]).

Scopul principal al acestei sectiuni este de a prezenta binecunoscuta
schema probabilistica a lui Feller , in cadrul teoriei posibilitatii. In par-
ticular, aceasta schema va permite nu doar o alta abordare a operatorilor
max-produs, dar si introducerea a multor altor operatori posibilistici de
aproximare.

Mai intii, sa reamintim ca o schema clasica in construirea de siruri de
operatori liniari gi pozitivi, este schema probabilistica a lui Feller (vezi [29],
Capitolul 7, sau mai detailat, [3], sectiunea 5.2, pp. 283-319).

Descrisa pe scurt, ea consta in atagarea la o functie continua si marginita

f R — R, a unor operatori de aproximare de forma

L(f)() = / f o Z(n,x)dP = / AP,

unde P este o masura de probabilitate pe spatiul masurabil (£2,C), Z :
N x I — My(Q2), cu I un subinterval a lui R, My(€2) reprezinta spatiul

tuturor variabilelor aleatoare de patrat integrabile pe €2 in raport cu P iar
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Py (n ) denota distibutia variabilei aleatoare Z(n, ) in raport cu P definita
prin Py, . (B) = P(Z*(n,z)(B)), pentru toate submultimile lui R, B-
Borel masurabile. Apoi, notind cu E(Z(n,z)) si Var(Z(n,z)) expectanta
si varianta variabilei aleatoare Z(n, z), in mod respectiv, si presupunind ca
lim, o E(Z(n,x)) = x, lim, o Var(Z(n,z)) = 0, in mod uniform pe I,
este demonstrat ca pentru toate f ca mai sus, L,(f) converge la f uniform

pe fiecare subinterval compact al lui I.

In plus, daca pentru variabila aleatoare Z(n,x), densitatea ei de proba-

bilitate A, , este cunoscuta, atunci pentru orice f putem scrie

/R APy — / 1) - Ma(0)dP(1),

formula care este folositoare in construirea de operatori concreti L, (f)(z).

In lucrarea foarte recenta Gal [33], schema lui Feller a fost generalizata
la cazul cind integrala liniara clasica, este inlocuita cu integrala neliniara

Choquet in raport cu o functie de multimi, monotona si subaditiva.

Prin analogie cu consideratiile de mai sus, in subsectiunea urmatoare
vom considera o schema Feller bazata pe integrala posibilistica, pentru con-

struirea de giruri convergente de operatori neliniari.

In particular, in cazul discret, se reobtin aga numitii operatori de tip
max-produs Bernstein si rezultatele lor calitative de convergenta. De aseme-
nea, operatori posibilistici neliniari de tip Picard, Gauss-Weierstrass si Pois-
son-Cauchy sunt studiati, iar cei de tipul de la Vallée-Poussin, Fejér si Jack-

son sunt mentionati pentru directii viitoare de cercetare.
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2.2.2 Schema lui Feller in termenii integralei posibilis-
tice

Mai intii sumarizam concepte binecunoscute pentru variabile fuzzy dis-
crete si ne-discrete din teoria posibilitatii, care ne vor fi utile in celelalte
subsectiuni ale acestei sectiuni.

Dupa cum se vede usor, aceste concepte sunt corespondente celor din
teoria probabilitatilor, precum variabila aleatoare, distributie de probabili-
tate, valoare medie (expectanta), probabilitate, etc. Pentru detalii, se pot
consulta, de exemplu, [27] si [22].

Definitia 2.2.1. Fie © o multime nevida, discreta (adica cel mult
numarabila) sau o multime ne-discreta.

(i) O variabila fuzzy X este o aplicatie X : @ — R. Daca Q este o
multime discreta, atunci X este numita variabila fuzzy discreta. Daca (2
este finita atunci X este numita o variabila fuzzy finita. Daca 2 este ne
discreta, atunci X este numita variabila fuzzy ne-discreta.

(i) O distributie posibilistica (pe €2), este o functie A : 2 — [0, 1], astfel
incit sup{A(s);s € Q} = 1.

(iii) Expectanta posibilistica a unei variabile fuzzy X (pe ), cu distribu-
tia posibilistica A este definita prin M,,(X) = sup,cq X(s)A(s). Varianta

posibilistica a lui X este definita prin
Vaun(X) = sup{ (X (s) — Mip(X))?A(s): s € ).

(iv) Daca © este o multime nevida, atunci o masura posibilistica este
o aplicatie P : P(Q) — [0, 1], satisfacind axiomele P()) = 0, P(Q) = 1 si
P(U;er Ai) = sup{P(A;);i € I} pentru toate A; € €2, si orice I, o familie
de indici cel mult numarabila (daca € este finita, atunci in mod evident si [

trebuie sa fie finita). Observam ca daca A, B C 2, satisface A C B, atunci
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din ultima proprietate rezulta ugor ca P(A) < P(B) si ca P(AUB) <
P(A) + P(B).

Este binecunoscut faptul (vezi, de exemplu, [27]) ca orice distributie
posibilistica A pe €, induce o méasura de posibilitate Py : P(2) — [0, 1],
data de formula Py (A) = sup{\(s); s € A}, pentru toate A C 2.

Pentru fiecare variabila fuzzy (posibilistica) X : Q@ — R, putem defini
masura ei de distributie in raport cu masura de posibilitate P indusa de

distributia posibilistica A, prin formula
Px:B— Ry, Px(B)=P(X '(B)) = P{w e Q; X(w) € B}), B€B,

unde Ry = [0,400) iar B este clasa tuturor submultimilor lui R care sunt
Borel masurabile. Este clar ca Px este o masura posibilistica pe B, indusa

de catre distributia posibilistica definita de
N 1R = [0,1], X (t) = sup{A\(w);w € X' ()}, if X7(t) # 0,

M) =0, if X7'(t) =0.

(v) (vezi, de exemplu, [22]) Integrala posibilistica a lui f : @ — Ry
pe A C §2, in raport cu masura posibilistica P, indusa de catre distributia

posibilistica A, este definita prin

(Pos) / F(H)APy(t) = sup{ £(1) - Mt);t € A},

Este clar ca aceasta Definitie este un caz particular al integralei posibilistice
in raport cu o semi-norma ¢, introdusa in [22], luind acolo t(z,y) = x - y.
De asemenea, notind Ay : Q — [0,1], A(x) = 1, pentru toti = € €, este

imediat ca putem scrie

(Pos) / F(H)dPy, (1) = sup{ f(£); 1 € A},
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(Pos) [ £0aPs(0) = (Pos) [ f0) - At)aP,
si dP\(t) = A(t) - dPy,(1).

Este de asemenea bine de mentionat ca definitia conceptului de mai sus
de integrala posibilistica, are un sens doar pentru functii cu valori poz-
itive, deoarece, de exemplu, daca notam R_ = (—o0,0], atunci pentru
price f : Q@ — R_ cu f(wg) = 0 pentru un anumit wy € A C 2, primim
(Pos) [, F(D)dP\(t) = 0.

In cele ce urmeaza, de asemenea avem nevoie in cadrul teoriei posibilitatii
de o analoaga a inegalitatii lui Chebyshev din teoria probabilitatilor.

Teorema 2.2.2. (vezi [32]) Fie Q o mulfime nevida, \ : Q — [0,1] si
consideram X : 0 — R cu distributia de posibilitate \. Atunci, pentru orice
r >0 avem

Viup(X)
72

Pa({s € | X(s) = Mo (X)| = 7}) <

I

unde Py este masura de posibilitate indusa de \.

Acest rezultat a fost demonstrat in Teorema 2.2 din [32] pentru €
multime discreta, dar analizind demonstratia ei, este evident ca ea ramine
adevarata gi in cazul ne-discret.

In cazul particular cind X : 2 — R, in termenii integralei posibilistice,

inegalitatea lui Chebyshev poate fi scrisa ca si

Py({s € | X (s) — (Pos) /QX(t)dPA(t)| > )

_ (Pos) [o(X — (Pos) [, X (t)dPx(t))*dPy

< 2 )
In cele ce urmeaz, prin analogie cu schema lui Feller din teoria probabi-

litatilor, care produce operatori liniari si pozitivi cu proprietati frumoase de

aproximare, vom considera o schema de aproximare analoaga, dar care va
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produce operatori de aproximare neliniari, construiti cu ajutorul integralei
posibilistice.

In acest scop, s& notam cu Var®(Q) clasa tuturor X : Q — R marginite
si cu Vari(Q) clasa tuturor X : Q2 — R, , marginite. De asemenea, pentru
I C R un interval (marginit sau nemarginit), sa consideram aplicatia Z
definita pe Nx I — Y unde Y = Var?(Q) sau Y = Var? (), depinzind de
context.

Observam ca dacd pentru orice (n,z) € Nx I avem Z(n,x) € Var? (),
atunci pentru conceptele de expectanta posibilistica si varianta posibilistica
a lui Z(n,z) (definite prin Definitia 2.2.1, (iii), de mai sus) putem scrie
formulele integrale

Mupy(Z(n,z)) = (Pos) /Q Z(n,x)(t)dPx(t) := ana, (2.2)

Veup(Z(n,z)) = (Pos) /Q(Z(n,a:)(t) - an,x)zdPA(t) = O'i@. (2.3)

Acum, potrivit schemei lui Feller, la f : R — R, sa atagsam un gir de

operatori prin formula

Ln.(f)(x) = (Pos)/Rf(t)dPZ(n’z)(t), neN, zel, (2.4)

unde Py, ,) este definita ca gi in Definitia 2.2.1, (iv), adica in raport cu
masura de posibilitate Py indusa de distributia posibilistica .

Mai intii, pentru operatorii dati de (2.4), are loc urmatoarea formula de
reprezentare.

Lema 2.2.3. (Coroianu-Gal-Opris-Trifa, [21]) Cu notatiile anterioare,
dacd Z : N x I — Var®(Q) si, in plus, f : R — R, este marginitd pe R,

atunci are loc formula

Lo(f)(@) = (Pos) /R F(O)dPn () = (Pos) /Q foZ(n,z)dPy, z € T (2.5)
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si ambele integrale sunt finite.
Daca [ : I — R, este marginita pe I, unde I C R este un subinterval

si P\({w € Q; Z(n,x)(w) € I}) =0, atunci avem

L£)(@) = (Pos) [ F(0aPztu () = (Pos) [ fo Z(n,z)a.

Observatie. In mod explicit, formula (2.5) poate fi scrisi ca

Ln(f)(x) = sup{f(t) - Ag(n0)(£);t € R} = sup{f[Z(n, x)(t)] - A(t); 1 € Q},

unde A, .\(t) este definita in raport cu A, ca si in Definitia 2.2.1, (iv).

Deoarece urmatorul rezultat principal foloseste cantitatea «,, , data de
formula (2.2), in mod necesar vom presupune ca Z(n,z) € Varf ().

Are loc urmatorul rezultat de tip Feller.

Teorema 2.2.4. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Fie I C R un subin-
terval, Z(n,z) € Varl (Q) pentru toti (n,x) € N x I gi sd presupunem cd
f R —= R, este uniform continua i marginita pe R. Cu notatile din for-
mulele (2.2), (2.3) si din enuntul Lemei 2.2.3, dacd lim,_, o 0y = T §1
lim,, 4 o0 ai’z = 0, uniform in raport cu x € I, atunci lim,_,o L,(f)(x) =
f(x), uniform in raport cu x € I.

Observatii. 1) Analizind demonstratia Teoremei 2.2.4, rezulta usor ca
fara nici o schimbare in demonstratia ei, constructia operatorilor L, (f)(x)
poate fi usor generalizata considerind ca nu doar Z depinde de n si z, dar
ca i A (si in consecintd gi Py) pot depinde de n gi . Mai exact, putem

considera L, (f)(z) de forma mai geerala

L(f)() := (Pos) / F(1)dPyny (1) = (Pos) / foZ(na)dP,, . €l

unde Py, , : P(Q) — [0,1], (n,x) € N x I, este o familie de masuri posi-

bilistice induse de o familie de distributii posibilistice A, ., (n,z) € N x I.
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Aceasta Observatie este folositoare in producerea de exemple concrete de
astfel de operatori.

De asemenea, este bine de notat aici ca daca presupunem ca Py({w €
O Z(n,z)(w) € I} = 0, atunci operatorii L,, pot fi atagati la functii con-
tinue, marginite definite pe subinterval I C R, f : [ — R, , extinzind f
la o functie continua si marginita, f* : R — R, gi tinind cont the relatia

evidenta
(Pos)/f*dPZ(nw) = (POS)/fdPZ(n,m).
R I

2) Daca f : I — R nu este neaparat pozitiva, dar este marginita, atunci
in mod evident ca exista o constanta ¢ > 0 astfel incit f(x)+ ¢ > 0, pentru
toti x € I gi in acest caz, pentru n € N, putem atasa lui f operatorii de

aproximare

L(f)(a) = (Pos) [(£(8) + JdPzun(t) ~ ¢

I

— (Pos) /Q(f + C) o Z(n, x)dPAM —C.

3) Ca si cazuri particulare de operatori pentru care proprietatile cal-
itative de aproximare pot fi deduse prin schema lui Feller din Teorema

2.2.4, sunt toti agsa numitii operatori Bernstein de tip max-produs. Ast-

fel, de exemplu, dacd luam Q = {0,1,....,n}, I = [0,1], Z(n,z)(k) = &

n’

Fo0] = Rey Mualk) = g2 50, cu pr(e) = (1= o) s

\/?:o Pn,j k
7777

din definitia integralei posibilistice, primim

V pus(@)f (%)
LAﬁ@ﬂzU%ﬂAfomeM&wzk”Q —
Pnk\T
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care sunt exact operatorii Bernstein max-produs BT(ALM)( f)(z). Proprietatile
calitative de aproximare ale lui quM)( f)(z) pot fi deduse acum din Teorema
2.2.4.

In mod analog, daci, de exemplu, luam Q = {0,1,..., k, ..., } numarabila

si Py, , masura posibilistica indusa de distributia posibilistica

Sn.k(T)
Mz(k) = o,z € [0,+00), k € N {0},
Vizo Snk(2) U
nT k . o0 .
cu sy p(x) = (k!) $i Vieo Snk(®) = maxg—(o1,. k.1 {snk(x)}, atunci for-

mula din Lema 2.2.3 ne da operatorii max-produs Favard-Széasz-Mirakjan.
Intr-un mod similar, din Teorema 2.2.4 pot fi obtinute proprietati de
aproximare calitative si pentru alti operatori de tip max-produs, precum
pentru cei de tip Baskakov, de tip Bleimann-Butzer-Hahn si de tip Meyer-
Konig-Zeller.
Este bine de mentionat aici ca folosind alte metode (directe), pentru
acesti operatori s-au obtinut estimari cantitative intr-o serie lunga de lucrari,

vezi de exemplu, [8], [9], [17]-[20] si bibliografiile lor.

2.2.3 Aproximare cu operatori posibilistici de convo-
lutie

In aceasti subsectiune, folosind schema lui Feller anterioara, introducem si

studiem variante posibilistice ale operatorilor liniari clasici de convolutie ai

lui Picard, Gauss-Weierstrass si Poisson-Cauchy, date in mod formal prin

formulele

Pn(f)(x) = g/Rf(t)e_”|$—t|dt7 Wn(f)(x) = %/Rf(t)e—nt—aﬁdt,

=" [ /)

7w Jgni(t—x)2+1’
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in mod respectiv, unde n € N and z € R.
Notind Q@ = {0,1,...,k,..., } si Z(n,z) ca si in Observatia 3) anterioara
si definind A, 5 (k) = ot

vszoo efn\sz/n\ 9

prin formula din Lema 2.2.3

Ln(F)(@) = (Pos) /Q f o Z(n,z)dP, .,

obtinem urmatorii operatori posibilistici (max-produs !) discreti, ai lui Pi-

card o
© k/n) —nlzr—k/n
(M) _ e oo [ (

e—n(m—k/n)2
vzo:—oo e—n(z—k/n)

In mod similar, pentru X, ,(k) = 5 si

1/(n2( — k/n)? + 1)
Vito 1/ (n2(x — k/n)? + 1)

obtinem urmatorii operatori posibilistici (max-produs !) discreti

(M) _ ka s/ (k/n)

/\n,a:(k) =

- de tip Gauss-Weierstrass,

o JR/N) - e
QM (f)(x) = k Oioo( /) G k/n)QH - de tip Poisson-Cauchy.

k=—o00 m

Sa notam cu BUC(R), spatiul tuturor functiilor uniform continue, mar-
ginite gi cu valori pozitive. Convergenta acestor operatori poate fi demon-
stratata folosind Teorema 2.2.4. Totusi, putem obtine si urmatoarele es-
timari cantitative, prin demonstratie directa, dupa cum urmeaza.

Teorema 2.2.5. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Pentru orice f €
BUC(R) avem

IPM(f)(z) = f(2)] < 2-wi(f;1/n)z.
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M)

De asemenea, putem considera trunchiatii operatorului P Tn acest

sens, putem enunta urmatorul.

Corolar 2.2.6. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Fie (m(n)),en un sir
m(n)

n

de numere naturale cu proprietatea ca lim,,_,,

BUCL(R) sa definim

= 400 tar pentru f €

+m(n) —n|x—k/n|
quM) (f) (J}) = +m(n)
k=—m(n)

e—nlz—k/n|

Atunci, Tn(M)( f) converge uniform (pentrun — oo) la f, pe orice subinterval
compact de forma [—A, A], A > 0.

In cele ce urmeaza, prezentam rezultate similare pentru ceilalti operatori
posibilistici, W,(LM)( f)(x), ,(lM)( f)(x) si trunchiatii lor corespunzatori dati

de
000 — VIS ()74
€T pry
n +m(n) n(x—k/n
b= —m(n) e—n(z—k/n)?

si
i (/) m

UMD (f)(w) = =0

k=—m(n) m
Teorema 2.2.7.  (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Pentru toti f €
BUCL(R) avem

(WM ()() = f()] < 2-wi(f;1/vn)r.

Corolar 2.2.8. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Fie (m(n))nen un sir

de numere naturale cu proprietatea ca lim,, . mn) _

+o0o. Atunci, pentru
orice f € BUC,(R), SSLM)(f) converge uniform (pentru n — oo) la f, pe
orice subinterval compact de forma [—A, A, A > 0 (ST(LM)(f) este definit

chiar deasupra enunfului Teoremei 2.2.7).
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Teorema 2.2.9. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Pentru toate f €
BUC(R) avem

QY () (@) = f(w)] < 2-wi(f;1/ (2n))e.

Corolar 2.2.10. (Coroianu-Gal-Oprig-Trifa, [21]) Fie (m(n))nen un

- - <1 m(n)
sir de numere naturale cu proprietatea ca lim, ., —

= 4o00. Atunci,
pentru orice f € BUC,(R), U,SM)(f) converge uniform (pentru n — o0)
la f, pe orice subinterval compact de forma [—A, A], A >0 (Ur(lM)(f) este
definit tocmai deasupra enunfului Teoremei 2.2.7).

Observatii. 1) Sa notam ca in [28], Favard a introdus forma discreta a

integralei singulare clasice a lui Gauss-Weierstrass, prin formula

+o0
D) = o=+ 3 flk/n)-e "M e N e R
k=—0oc0

si a demonstrat ca daca f : R — R este continua pe R, cu cresterea expone-
tiala |f(t)] < Me*” pentru toti t € R (aici M, A > 0), atunci F,(f)(z)
converge la f(z) punctual pentru fiecare z € R gi uniform in orice subin-
terval compact al lui R. Alte proprietati de aproximare ale lui F,,(f)(z), in
mod special, in variate spatii ponderate, au fost studiate in multe lucrari,
vezi, de exemplu, [1] si bibliogafia de acolo.

Exact ca si pentru alti operatori max-produs studiati in lucrari ante-
rioare (vezi, de exemplu, [17]-[20]), legat de contrapartea ei liniara, F,,(f)(z),
pentru operatorii max-produs WT(LM)( f)(z), poate fi demonstrat ca in anu-
mite subclase de functii f, au proprietati de aproximare globala mai bune
si prezinta rezultate de localizare mult mai puternice.

Mai precis, ei reprezinta local, mult mai bine (probabil cel mai bine)

functia aproximata, in sensul ca daca f si g coincid pe un subinterval strict
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inclus in I C R, atunci pentru orice subinterval I strict inclus in 1, WM (f)
si WM (g) coincid in Iy pentru n suficient de mare.

2) Folosind schema posibilistica Feller, putem introduce pentru studiu
variante posibilistice ale operatorilor liniari clasici, trigonometrici de con-
volutie, ai lui de la Vallée-Poussin, Fejér si Jackson, in mod formal definiti

prin formulele
Vil 27?/ f(@®)kp(x —t)dt, F,( 27?/ f(®)bp(x —t)d

= %/W f(t)en(z —t)dt,

in mod respectiv, unde f este 27-periodic,

kn(t) = (n!)! (2 005(15/2))2”7 ba(t) = % (%)

4
. - 3 sin(nt/2)
sicu(t) = 2n(2n2+1) ( sin(t/2) ) ’

Mai precis, notind Q = {-n, ..., =1,0,1,...,n} si definind Z, ,(k) = 4=,

kn(z—km/n)
Vk _p kn(z—km/n)’

2.2.3 si din definitia integralei posibilistice, obtinem operatorii posibilistici

pentru f: [—m, 7| = Rgi Ao (k) = prin formula din Lema

ai lui de la Vallée-Poussin

\/k__n (km/n)k,(x — kn/n)
\/szn ky(z — km/n) '

In mod similar, putem obtine operatorii posibilistici de tip Fejér

_ Vi, f(km/n)b,(x — kn/n)
Viz_pbu(z — km/n)

VI (£)(z) = (Pos) /foZ n,x)dPy, ,

_ Vi, flkm/n)cy(x — kn/n)
Vi pen(z —km/n)

Studierea acestor operatori ramine ca si o directie de cercetare viitoare.
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Cap. 3

Aproximare cu un ordin
arbitrar prin operatori Szasz si

Baskakov de variabila reala

Fiind dat un sir arbitrar A, > 0, n € N, cu proprietatea ca lim,, o, A\, = 0
cit de rapid dorim, in acest capitol construim operatori de tip Baskakov si
Szész, avind ordinul de aproximare wy(f; \,).

Constructia acestor operatori generalizati, se bazeaza pe urmatoarea

idee simpla : in formulele clasice ale operatorilor de tip Baskakov si de tip

Szasz, se inlocuieste pest tot n cu /\i
n

Spre exemplificare, plecind de la formula clasica a operatorilor Szasz

— (na)"

Suw) = e 30 f(ie /),

k=0

1

prin inlocuirea lui n cu — obtinem operatorul Szasz generalizat

An
o) 1 - k
Su(fdn(e) = e Y () 7o),
k=0 " "

23
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iar plecind de la formula clasica a operatorului Baskakov

Vi = ey (M (1-fx)j'f ()

S0 S () o (2)
:(1—|—:c)”2%~n(n+l)'...-(n+j—l) <1f_m)j-f(%>,

prin inlocuirea lui n cu /\i obtinem operatorul Baskakov generalizat
n

V(i ) ()
(14 21 2% %( ;n)-...~<j—1+/\in>~(1ix>jf(j)\n)-

3.1 Operatori Baskakov generalizati pe R,

Fiind dat un gir arbitrar A,, > 0, n € N, cu proprietatea ca lim,,_,o, A, = 0 cit
de rapid dorim, in aceasta sectiune introducem gi studiem operatori de tip
Baskakov, astfel incit pe fiecare subinterval compact din [0, +00), s& obtinem
ordinul de aproximare uniforma w;(f;+v/A,). Acesti operatori modificati,
pot aproxima o functie 1-Lipschitz 1 pe fiecare subinterval compact din
[0,4+00), cu ordinul de aproximare arbitrar de bun, y/)\,. De asemenea,
consideratii similare facem pentru operatori modificati ¢,-Baskakov, cu 0 <

Gn < 1, lim,_,o q, = 1.

3.1.1 Introducere

Fie (A\), un sir de numere reale pozitive cu proprietatea ca lim,, ., A, = 0.
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In lucrarea [15], Cetin si Ispir au introdus o remarcabila generalizare
a operatorilor Szdsz-Mirakjan atagati unei functii analitice f, de crestere

exponentiala intr-un disc compact,

o0

Su(Fidn)(e) = S () ),

k=0
care aproximeaza f in orice disc compact |z| < r, r < R, cu ordinul de
aproximare \,.

Implicind in construirea lor si polinoamele Faber, acesti operatori si or-
dinul lor de aproximare au fost extinse in Gal [36], pentru a aproxima functii
analitice in submultimi compacte ale planului complex. Marele avantaj al
tuturor acestor constructii este ca sirul A\,, n € N, poate fi, in mod evident,
ales sa convearga la zero, cu un ordin arbitrar de mic. Observam ca de
fapt, toate rezultatele mentionate mai sus au fost obtinute pentru A, scris
in forma mai complicata (dar ne-necesara) A, = g—z

In primul rind, vom introduce si studia operatorii liniari modificati /gene-

ralizati de tip Baskakov definiti prin

2 (Lo (N )
Lalfidn)(w) = 3 i)

J=0

f A, (3.1)

pentru functii f : [0,0) — R (aici b poate fi gi +00) astel ca seria de mai sus
converge (de exemplu, daca f este marginita si uniform continua pe [0, b)),
unde girul de functii analitice ¢,, : [0,b) — R, n € N, satisface ipotezele :
(1) ©(Mn; 0) = 1; (ii) (=1)7W(\,;2) > 0, pentru toti n,j € N, x € [0, b].

Este bine de observat ca pentru cazul particular A\, = % si sub ipoteza
aditionala

(iii) exista un gir m(n), n € N cu limy o0 ity = 1 si @%k)()\n;x) =
—ngp%kil)()\n;x), pentru toti « € [0,b), n € N, k € N, operatorii din (3.1)

au fost introdusi si studiati in Baskakov [7].
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Alegind o(\,;7) = (14 )~/ in (3.1), din cauza formulei
(4) J 1 1 . 1 —j—1/A
OV Apx)=(-1—(1+— ) .- [j—14+— ] - (14+2) " (3.2)
A An An
obtinem imediat operatorii Baskakov modificati definiti prin

Va(fs An) ()

=11 1 1 z Y’
=(142) Yy —. . —(14+—=)- .. (j—1+—)- An
()™ 5 /\n( +>\n) <] +/\n> (1+x> S (),
(3.3)
xZO,undeprinconven‘gieﬁ<1+ﬁ)-...-<j—1+ﬁ)zlpentruj:O.

Pentru acesti operatori V,,(f; \,) () din (3.3), in Subsectiunea urmatoare
demonstram ca in fiecare subinterval compact din [0, +00), ordinul de aprox-
imare uniform obtinut este w;(f;v/A,), si In consecinta, aproximeaza uni-
form o functie 1-Lipschitz, pe fiecare subinterval compact din [0, 00), cu
ordinul de aproximare arbitrar de bun 1/),. Cu alte cuvinte, din punct de
vedere al teoriei aproximarii, acesti operatori Baskakov modificati reprezinta
cea mai buna constructie. In acelasi timp, rezultatele obtinute au si un put-
ernic caracter unificator, in sensul ca se pot reobtine din ele toate rezultatele
obtinute anterior de numerosi alti autori, prin diferite alegeri particulare ale
nodurilor \,. Este de asemenea de remarcat, ca modificind un tip de op-
erator Baskakov introdus in Lopez-Moreno [53], consideratii similare pot fi

facute pentru operatorul definit prin formula

= G+ (N ) - (—gp)d
Lor(FA) () = 3 (-1 - £ (An; @) - (—2) W) rn €N,

J=0 J

(3.4)
Apoi, in subsectiunea urmatoare facem consideratii similare pentru op-

eratorii modificati g-Baskakov, 0 < ¢ < 1.
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3.1.2 Rezultate principale

Mai intii, avem nevoie de urmatoarele rezultate auxiliare.
Lema 3.1.1. (Gal-Oprig [43]) Fie A\, >0, n € N, cu lim, ,,, A, = 0.
(i) Daca L,(f;\,)(x) dat de (3.1) este bine definita, atunci se poate

scrie
Lo(f; M) () = i M) - (=1)7 - 0D (X;0) - [0, Ay, ooy An; f] - 27, € [0, ],
unde [0, Ay, ..., jA\n; [] este diferenta divizatd a lui f pe nodurile 0, \,, ..., j\,.
(ii) Notind ex(x) = x*, avem
L(eo; A\n)(z) =1, Ly(e1; M) (2) = =220 (A3 0),

Lu(e2; M) (@) = (Ma)? - [2%0" (An; 0) — 2’ (A3 0)].

Observatie. In cazul cind ), = 1 formula din Lema 3.1.1, (i) a fost
obtinuta de catre Lupas [54].

Corolar 3.1.2. (Gal-Opris [43]) (i) Daca (1+ \,)...(1+ (7 —D)A,) =
1 pentru j = 0 (prin conventie), atunci pentru V,(f; \,)(x) dat de (3.3),

avem

Vo (f; M) (2) = Z (T4+X) e (T4 G = DA - [0, Aps oons G An: flad 2 > 0.

<

(11) Vi(eo; Ap) () = 1, Viu(er; Ao () = z, Vi(ea; M) (2) = 224\, -2 (1+1)

Vil(- = 2)%0) (2) = A (1 4 ).

Deoarece V,,(f;A,), n € N, sunt operatori liniari si pozitivi, putem

enunta urmatorul rezultat.
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Teorema 3.1.3. (Gal-Oprig [43]) Fie f : [0,00) — R wuniform continud
pe [0,00). Notam w,(f;0) = sup{|f(z) = f(y)|; [z —y| <9, 2,y € [0,00)}.

Pentru toti x € [0,00), n € N avem

Valfi (@) = F@)] < 2w (fi3/ A Vall+2))

Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.1.3, primim urmatorul rezultat.
Corolar 3.1.4. (Gal-Opris [43]) Daca exista L > 0 astfel incit | f(z) —
f()| < Llx —y|, pentru toti z,y € [0,00), atunci

Vo f: M)(@) — f(2)] < 2L/z(1+ 2) - /An,n € N,z > 0.

Observatii. 1) Daca z apartine la un subinterval compact al lui [0, +00),
atunci evident ca primim convergenta uniforma in acel subinterval.

2) Optimalitatea estimarilor din Teorema 3.1.3 si Corolarul 3.1.4 consista
in faptul ca fiind dat un sir arbitrar de numere strict pozitive (v,,),, cu
lim,, ;. 7,, = 0 si un subinterval compact al lui [0, b], putem gasi un sir \,,
satisfacind 2wy (f; VA, - v/2(1 + 7)) < 7, pentru toti n € N, = € [0,b] in
cazul Teoremei 3.1.3 i 2L/A,,-1/2(1 + ) < 7,, pentru totin € N, z € [0, 1]
in cazul Corolarului 3.1.4.

3) Daca f este uniform continua pe [0,400), atunci este binecunoscut
faptul ca cresterea ei pe [0, +00) este liniara, adica exista a, 8 > 0 astfel
incit | f(z)| < ax+ B, pentru toti x € [0, +00) (vezi, de exemplu, [25], p. 48,
Probleme 4, sau [26]). Aceasta implica faptul ca in acest caz, V,,(f; \,)(x)
este bine definita pentru toti x € [0, co).

4) In lucrarea [53], au fost studiati operatorii Baskakov de forma

Los () (@) = i<_1)rf (l) , sogﬂ)(m? (=z) (%)r wen

n g!

§=0
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obtinind, de exemplu daca ¢, (z) = (1 + x)™", estimarile cantitative de or-
dinul Q(f;n"1/%)+ <, unde Q(f; ) este un modul de continuitate ponderat.
Urmind liniile demonstratiilor din [53], alegind ¢(\,;z) = (1 + z)~/* in
operatorul Baskakov modificat L,, .(f; A\,)(x) dat de formula (3.4), se obtine
ordinul de aproximare €2 ( f; \/)\_n) +C\,, unde )\, poate fi ales sa convearga

la zero cit de rapid dorim.

3.1.3 Cazul operatorilor ¢g-Baskakov, 0 < ¢ < 1

Mai intii, avem nevoie de urmatoarele concepte din ”quantum calculus”
(vezi, de exemplu, e.g. [50], pp. 7-13).

Pentru 0 < ¢, ¢ # 1, si a € R, g-analogul lui a este definit prin [a], =
%. Pentru n € NU{0}, primim [n], = 1+¢+...4+¢" ', n e N, [0], = 1. ¢-

factorialul este definit prin [n],! = [1],-[2],- ... [n], si coeficientul ¢-binomial
este dat de (Z)q = m, k=0,1,..n.

Observam ca pentru ¢ = 1 primim [n|, = n si in consecinta, [n],! = n!
st (1), = (0):

g-derivativa unei functii f : R — R este definita prin D,(f)(z) =
%, x # 0, Dy(f)(0) = lim,_,o Dy(f)(x), si g-derivatele de ordin supe-
rior sunt date recursiv prin DY(f) = f, DI(f) = Dg(D2*(f)), n € N.

Peste tot in aceasta sectiune, consideram 0 < ¢ < 1.

In, de exemplu, lucrdrile [2], [60], [4]-[6], [49], [30], au fost studiate
diverse tipuri de operatori ¢-Baskakov.

Urmind ideile anterioare si sugerat de operatorii ¢-Baskakov introdusi si
studiati in [60] si [2], introducem in cele ce urmeaza un operator g-Baskakov
modificat, astfel.

Fie A\, > 0, n € N cu lim,,_, /\i = 4o00. Este clar ca fara a pierde din

generalitate, putem presupune ca /\i > 1, n € N. Pentru ¢(\,;-) : [0,00) —
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R, n € N, un gir de functii analitice satisfacind ipotezele (i) @(A,;0) = 1;
(ii) (=1)7pW(N\,;2) > 0, pentru toti n,j € N, x € [0,00), s& introducem
operatorii g-Baskakov dati prin

atasati functiilor pentru care T, ,(f; \,) () este bine definit.

Observam ca pentru 1/\, = n, reobtinem operatorii ¢-Baskakov din
[60], [2].

Urmind exact liniile din demonstratia Lemei 1 din [60] si de asemenea
folosind relatiile (21) si (22) din [2], obtinem imediat urmatoarea.

Lema 3.1.5. (Gal-Opris [43]) Fie A, >0, i~ >1,n € Ncu lim, o0 r =
+00. Pentru tofin e Nyx >0 510 < g <1, avem :

(i) Thgle0: M)(@) = 1 : Togler: M) (@) = =2 - Dyl )(0) - 7

(i) Tuglei M) (@) = 22 - D2(p(Mz D(0) - iz — - Dylp(Az )(0)
e

(iii) T, 4 ((- — )% \) (x) = A, g2 + Bp gz, unde

Ang =1+ Di(e(A;)(0) - PRTNE [11/%]2 2+ Dy(0(Ani ))(0) - [1/1,1](,
. _Dq@()‘n; 0)
D= TN

Notind cu Cg(R,) spatiul tuturor functiilor reale marginite si continue pe
[0, 00) §i urmind exact liniile de demonstratie a Teoremei 2 din [2], putem
enunta urmatoarea.

Teorema 3.1.6. (Gal-Opris [43]) Fie A\, > 0, /\L >1,n e N cu
lim,, 00 1= 3. = 100 i fie (Gn)nen un gir astfel incit 0 < g, < 1 pentru toti

n € N gi lim, yoo ¢, = 1. Atunci, pentru f € Cg(R,) uniform continud,
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operatorii q, dati de formula (3.5), satisfac

| Tg (3 A0) () — f(2)] < (14 max{z,2?}) - wi(f;/Cng)n € Nz >0,

unde Cy g, = |An g, |+ Bngns (Ang)ns (Bng, )n sunt date de Lema 3.1.5, (iii)
si wi(f;0) =sup{[f(z) = f(y)l;z,y € [0,00), |z —y| < 6}
Drept consecinte ale Teoremei 3.1.6, primim urmatoarele doua corolare.
Corolar 3.1.7. (Gal-Oprig [43]) Fie A, > 0, ﬁ > 1, n €N cu
limnﬁwﬁ = 400 §i (qn)nen un gir astfel incit 0 < q, < 1 pentru toti

n € N and lim,, o ¢, = 1. Atunci, pentru f € Cg(R,) uniform continud,

operatorii dati de

T M) = Ty
Z% 1/ Ao - [1/ A +1][]]q;1!...-[1/)\n+j—1]qn g
! [j]Qn 1
rap ! (qgl | [1/An]qn) ’ (36)

satisfac estimarea

Ly (3 M) (@) F (@) < (/{77 (f; T+, 1 )

In [1/Xn]gn
neNxz>0.
Corolar 3.1.8. (Gal-Oprig [43]) Fie A, > 0, ﬁ > 1, n €N cu
limn_moﬁ = 400 §i (qn)nen un gir astfel incit 0 < g, < 1 pentru toti

n € N gi lim, ,oo ¢, = 1. Atunci, pentru f € Cg(R,) uniform continud,

operatorii dati de

Snan (5 (0)
- (Ll Ldetl o ) 7 (U i) )

n
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satisfac estimarea

[Sngo (£ A0) (@) = f(2)] < (14 v/max{z, 22}) - wy (fs ﬁ) ,

neNxz>0.
Observatie. Ordinul de aproximare pentru operatorii ¢,-Baskakov din
Corolarul 3.1.7 si pentru operatorii ¢,-Szasz-Mirakjan din Corolarul 3.1.8

este
O(1/4/[1/An]g)-

Pe de alta parte, pentru ¢, = 1, pentru toti n € N, ordinul de aproximare
este O(1/1/1/\,) = O(v/A,) (vezi Teorema 3.1.3 din cazul operatorilor tip
Baskakov).

Totusi, pentru 0 < ¢, < 1 pentru toti n € N, este usor de vazut ca

V. < \/ﬁ, deoarece [1/An]q, < 2/An.

Intr-adevar, notind cu [a]. partea intreaga a lui a, avem 1/\, < [1/A,].+
1, ceea ce prin 0 < ¢, < 1 implica q,[ll/’\”]*ﬂ < q}/’\”, conducind la [1/)\,],, <
/e + 1] < [/ +1 <2/,

Pe de alta parte, din [24], Lema 3.4, n < C’[n],,, pentru toti n € N (cu
(" > 0 independenta de n), daca si numai daca exista o constanta ¢ > 0 i

no € N (independenta de n) astfel incit ¢ > ¢, pentru toti n > ng. Deci,

in acest caz, obtinem
1A < [1/An]s +1 < C[1/ A0 + 1],

< C'201/ Anllgn < 2C7[[1/ Anlilg, < 2C71/ Anl,-

In concluzie, daca in Corolariile 3.1.7 si 3.1.8, g, este ales sa satisfaca g >
¢, pentru toti n > ng, 0 < ¢, < 1, n € N, si lim, ,¢q, = 1, atunci

ordinele de aproximare pentru operatorii ¢,-Baskakov si ¢,-Szdsz-Mirakjan
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corespunzatori, sunt w; ( fiv )\n), care pot fi alese sa convearga la zero cit

de rapid dorim.

3.2 Operatori Szasz-Stancu generalizati pe
0, 400)

Fie 0 <, si A\, > 0, n € N satisfacind lim,, ,,, A\, = 0.
In aceasti sectiune obtinem estimari pentru operatorii generalizati Szasz-

Stancu dati de formula
_ |+ a)
L) _ —a/M n(J 0.
ida)z) = ZA’%' (1+m 220

Este clar ci L™ este operator liniar si pozitiv pe [0, +00), pentru orice

n € N.
Avem nevoie de urmatorul rezultat auxiliar.

Lemma 3.2.1. (Oprisg [59]) Fie 0 < o, 8 si A\, > 0, n € N satisfacind

lim,, oo Ay = 0. Notdim ey(z) = 2%, k = 0,1,2,..... Pentru totin € N si
x >0 avem :
. a,B 045 Ao .
(i) L (eo; M) (@) = 1 7 L (e4; M) (2) = s
(ZZ) L(a,ﬁ) (62 A )(ZL') (24 na)2 — |::E+)\nai| 4 .Y
n )y \n (1+Xn58)2 1+An (1+2nB)?
, Cn(a—z
(iii) L 6)(( — )% A)(7) = Ay (1+)\fﬁ)) :

Notam cu Cp(R,) spatiul tuturor functiilor reale, continue gi marginite
pe [0,00). Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 3.2.2. (Oprig [59]) Fie 0 < a,8 si A\, > 0, n € N cu
lim,, 00 Ay = 0, cit de rapid dorim. Atunci, pentru f € Cg(Ry) uniform

continua, are loc estimarea

LD M) (@) = F@)] < 201 (£3/ - VAnla = 2B 7)o 20,
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unde wy(f;0) = sup{|f(z) — f(y)|;z,y € [0,00), |z —y| < &} reprezinta
modulul de continuitate al functiei f.
Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.2.2, primim urmatorul corolar.
Corolar 3.2.3. (Opris [59]) Sub ipotezele Teoremei 3.2.2, daca, in plus,
exista L > 0 astfel incit |f(z) — f(y)| < Lz — y|, pentru toti z,y € [0,00)
(f este functie Lipschitz), atunci

L 2) (@) = F@)] < 203D v/ Anla = 2) + 2,m € N, > 0,

Observatii. 1) Daca x apartine unui subinterval compact al lui [0, +00),
atunci in mod evident primim convergenta uniforma in acel subinterval.

2) Deoarece sirul ), poate fi ales sa convearga la zero cit de rapid dorim,

rezultatele din Teorema 3.2.2 si Corolar 3.2.3 sunt de tip definitiv, adica sunt

cele mai bune posibile (nu se mai pot imbunatati).

3.3 Operatori Baskakov-Stancu generalizati
pe [0, +00)

Fie0<a,Bsi A\, >0,n€N culim,_ oA, =0.
In aceasti sectiune obtinem estimari pentru operatorii generalizati Baskakov-

Stancu dati de formula

R 1 , 1 7 M+ a)

AnQ Ao +7)
L+ X877 1+ A8

:Z(1+>\n)~...-(1+(j—1))\n) f] 2!,z > 0.

J
In mod evident, K este operator liniar gi pozitiv pe [0, 4+00), pentru

orice n € N.
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Avem nevoie de urmatorul rezultat auxiliar.

Lema 3.3.1. (Opris [59]) Fie0 <, st A, > 0, n € N culim, o A\, =
0. Pentru totin € N si x > 0 avem :

(i) K7 (eor M) (@) = 11 Ko ens o) () = $5325

1+A\.8 7
.. (a,8) . (@A) z(z+l) | 24 na 2 Anz(z+1) |
(i1) K (e3; M) (@) = 0Ll _ [tda] "y dunlre)
a,f An(a—2B)?+a(1+x
(iid) K (- = )% An) () = A, - 2elaedfialion)

Notam cu Cg(R,) spatiul tuturor functiilor reale, continue gi marginite
pe [0,00). Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 3.3.2. (Oprig [59]) Fie 0 < a,8 si A\, > 0, n € N cu
lim,, o0 Ay = 0, cit de rapid dorim. Atunci, pentru f € Cg(Ry) uniform

continua, are loc estimarea

KO0 @)~ @) < 20 (53 VAo — 2B+ 21+ 2)) 2 20,

unde wy(f;0) = sup{|f(z) — f(y)|;z,y € [0,00), |z —y| < &} reprezinta
modulul de continuitate al functiei f.

Observatie. Pentru o« = § = 0 reprimim estimarea pentru V,(f; ;)
obtinuta in Corolarul 2.1, (ii) din [43] (vezi de asemenea Sectiunea 3.1 an-
terioara).

Ca si o consecinta imediata a Teoremei 3.3.2, primim urmatorul corolar.

Corolar 3.3.3. (Opris [59]) Sub ipotezele Teoremei 3.3.2, daca, in plus,
exista L > 0 astfel incit |f(x) — f(y)| < Lz — y|, pentru toti z,y € [0,00)
(f este functie Lipschitz), atunci

KD 0 (@) = F(@)] < 203/ N0/ Aala — 2B + (1 +2),m € N,z > 0.

Observatii. 1) Daca x apartine unui subinterval compact al lui [0, +00),

atunci in mod evident primim convergenta uniforma in acel subinterval.
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2) Deoarece sirul A, poate fi ales sa convearga la zero cit de rapid dorim,
rezultatele din Teorema 3.3.2 si Corolar 3.3.3 sunt de tip definitiv, adica sunt

cele mai bune posibile (nu se mai pot imbunatati).



Cap. 4

Aproximarea cu un ordin
arbitrar prin operatori de tip
Szasz si Baskakov de variabila

complexa

In acest capitol, se reiau ideile din capitolul precedent si se transpun la cazul
aproximarii functiilor analitice, prin operatori complecsi Szasz si Baskakov,
in multimi compacte din C. Studiem doua cazuri : (i) aproximare in discuri
compacte cu centrul in origine ; (ii) aproximare in multimi compacte arbi-

trare, prin folosirea polinoamelor Faber atagate acestor multimi compacte.

4.1 Ordin arbitrar in discuri compacte

Fie deci A,, > 0, n € N, un sir cu proprietatea ca A\, — 0 cit de rapid dorim.
Pentru citiva operatori complecsi generalizati de tip Szasz, Szasz-Kan-

torovich, si Baskakov, atasati functiilor intregi sau functiilor analitice de

37



38CAP. 4. OPERATORI SZASZ SI BASKAKOV IN PLANUL COMPLEX

crestere exponentiala in discuri compacte ( si fara a mai implica si valorile

functiei f pe [0,+00), obtinem ordinul de aproximare O(\,) .

4.1.1 Introducere

In lucrarea [15], cu notatiile de acolo pentru doua siruri a,, and b,, n € N
(si notind aici A, = £2) autorii au introdus operatorul complex generalizat

de tip Szész, prin formula

Su(fh)e) = S L ), (1)

J=0

unde A, >0, A, — 0.

Pentru acest operator, atasat functiilor f : Dg|J[R, +o0) — C de
crestere exponentiala in Dg | J[R, +00), analitica in discul Dp = {z € C; |2| <
R}, R > 1 gi continua pe [0, +00), in [15] a fost obtinut ordinul exact de
aproximare O()\,). De asemenea, in aceeasi lucrare a fost obtinut un rezul-

tat de tip Voronovskaja, cu o estimare superioara de ordinul O(\2).

Primul scop al acestei sectiuni este de a extinde rezultatele din [15] la
cazul functiilor intregi si apoi, la un tip de operator Szész, care nu implica
valorile lui f pe [0,400). De asemenea, se introduce un operator de tip
Szasz-Kantorovich, pentru care se obtin rezultate similare, imbunatatind

atfel iIn mod esential ordinul de aproximare O(1/n) obtinut in [58].

In al doilea rind, in aceasta sectiune introducem operatori complecsi
Baskakov generalizati, pentru care se obtin rezultate similare cu cele pentru

operatorii de tip Szasz.
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4.1.2 Operatori Szasz si Szasz-Kantorovich

In cazul operatorului complex de tip Szdsz, putem demonstra urmatorul
rezultat.

Teorema 4.1.1. (Gal-Oprig [46]) Fie A, > 0, n € N cu A\, — 0 cit
de rapid dorim. Fie f : Dr — C, 1 < R < +oo, adicd f(z) = Y pey k2",

pentru toti z € Dgi. Presupunem ca exista M > 0 ¢i A € (1/R,1), cu

Ak

o pentru toti k = 0,1, ..., (ceea ce implica |f(z)| <

proprietatea |c| < M
MeAl pentru toti z € Dg). Consideram 1 <r < %.

(i) Daca R = +o0, (1/R = 0), adica f este o functie intreaga, atunci
Sn(f;An)(2) este functie intreaga, pentru tofi z € C, n € N avem

o0

Su(f; An)(2) = Z CrSn(er; An)(2)

k=0

si pentru toti |z| < r urmdtoarele estimari au loc :

‘Sn(fa )\n)(z) - f(Z)’ S CVr,M,A : )‘na

lry .
SO A)(z) — J0(2)]| < PO ot

)\n7
(ry—r

A

Snlfi An)(2) = f(2) = 2f"(2)] < My(f)(2) - A < Cf) A

ISP (f3 Xa) = F Pl ~ A,

ultima echivalenta avind loc daca f nu este un polinom de gradul < p € N
iar constantele din echivalenta depind de f, r, p.

Mai sus avem, Cypa = 352 (k4 1)(rA)f <oco,peN, 1 <r<r <
T Mo(f)(2) = 2EL 30 (k+ 1) (rA)F ! < oo, Cu(f) = A 350 (k+

DA si || £l = max{| f(2)[; ]z < r}.

(ii) Daca R < 400, atunci operatorul de aprorimare complex

o0

S;,(f’ An)(z) = Z cr - Snler; /\n)(z)’ z € Dy,

k=0
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este bine definit i S’ (f; \n)(2) satisface toate estimarile de la punctul (i),
pentru toti 1 < r < % < R.
In cele ce urmeaza, putem defini operatorul complex, generalizat Szasz-

Kantorovich prin formula

* (2 J (G+1)An
Ko(f: 0)(2) :e—z/knzﬂ-i-/ f(v)dv

|
= 7 M
z )\
:e_z/A" / / ft+ )
j= O
Notind F(z fo t)dt, un calcul simplu ne conduce la formula (sub

ipoteza ca seria S,,(F'; A\,)(z) este uniform convergenta)

Ko (f; M) (2) = S;(F§ An)(2). (4.2)

Putem demonstra urmatoarele rezultate.

Teorema 4.1.2. (Gal-Oprig [46]) Fie A, > 0, n € N cu A\, = 0 oricit
de rapid dorim. Fie f : Dr — C, 1 < R < +oo, adicd f(z) = Y pey k2",
pentru toti z € Dp. Presupunem ca exista M > 0 gi A € (1/R,1), cu

proprietatea |cp| < M4, pentru toti k = 0,1, ..., (ceea ce implicd |f(2)] <

kl )
MeAl pentru toti z € Dg). De asemenea, consideram 1 <r < 1/A.

(i) Daca R = +oo, (1/R = 0), adica f este o functie intreaga, atunci
K, (f; M) (2) este functie intreagd, pentru tofi z € C, n € N avem

o0

Z eIy (er; An)(2)

k=0
si pentru toti |z| < r, au loc urmdatoarele estimari :

An

Kn(f;An)(2) = f(2) = = 1f'(2) + 21" (2)]

ISP (f3 M) = £l ~ A,
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ultima echivalenta avind loc daca f nu este un polinom de gradul < p si
constantele din echivalenta depind de f, r, p.

Mai sus, avem p € N|J{0}, C/(f) < oo este o constantd independentd
de n si z iar || f[|, = max{|f(2)[;]2| < r}.

(ii) Daca R < 400, atunci operatorul complex de aprozimare

KX (f;An) ch wler; An)(2), 2 € Dy,

este bine definit si K (f; \n)(2) satisface toate estimarile de la punctul (i),
pentru tofi 1 < r < % < R.

Observatii. 1) In concluzie, rezultatele din din cazul complex, Teo-
remele 4.1.1 gi 4.1.2, sunt de tip definitiv, in sensul ca permit construirea
de operatori care pot aproxima functiile cu un ordin arbitrar, ales dinainte.

2) Prima estimare din enuntul Teoremei 4.1.1, (i), a fost extinsa (cu o
constanta diferita desigur) in [36] la aproximarea cu operatori generalizati

Szasz-Faber, in multimi compacte din C.

4.1.3 Operatori Baskakov generalizati

Pentru x real si > 0, formula originala a operatorului clasic al lui Baskakov,

este data de (vezi [7])

Z.()(x) = (1 +>f} (") (75) som

Multe rezultate de aproximare ale acestui operator clasic au fost publicate

dea lungul timpului.

Potrivit Teoremei 2 din [54], sub aceleasi ipoteze ale lui f potrivit carora
Zn(f)(x) este bine definit si notind cu [0,1/n, ..., j/n; f] diferenta divizata a
lui f pe nodurile 0, ..., j/n, pentru > 0 putem scrie Z,,(f)(z) = W,(f)(x),
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x > 0, unde

W (f)(x) == JZ% (1 + %) Ce (1 + ‘];—1> [0,1/n,....5/n; fla’,z > 0,
(4.3)
(aici pentru j =0gi j=1luam (1 +1/n)-...- (1 +(j —1)/n) =1).
Pentru A, \, 0, arbitrar, din formula (1) din lucrarea [43] (particu-
larizind acolo ¢, (A\n;x) = (14 )72, Z,(f)(z) poate fi generalizat prin

formula

Zu(f: M) (@) |
_ (Hx)m.i%.i (”A%) <j—1+)\in>~ ~ )men),

J=0

x
x > 0, unde prin conventie avem ﬁ (1 + ﬁ) Cae <j -1+ %) = 1 pentru
Jj=0.

Pentru aceasta generalizare, in [43] s-a obtinut ordinul de aproximare
wl(f; VA V 1‘(1 + SC))

In mod corespunzitor, W,,(f)(z) dat de formula (4.3), poate fi general-

izat prin formula

(e 9]

Waf5 ) (@) =) (14 ) o (L+ (G = DAR) - [0, Ay ooy s fl27, 2 > 0,

=0
unde prin conventie, (1 + Ay) ... (1 + (j —1)A,) = 1 pentru j = 0.

Este clar ca Z,(f; \n)(z) = Wo(f; An)(x) for all 2 > 0, dar dupa cum
a fost observat in [34], p. 124, in cazul particular A, = %, daca |z| < 1 nu
este pozitiv, atunci W, (f; \,)(z) §i Z,(f; A\n)(z) nu neaparat coincid si din
cauza acestui motiv, in sectiunea 1.8 a cartii [34], pp. 124-138, ei au fost
studiati separat, sub diferite ipoteze asupra lui f si z € C.

In cele ce urmeazi, vom studia proprietatile de aproximare ale op-
eratorilor Baskakov generalizati complecsi W,,(f; A\,)(z), atasati functiilor

analitice satisfacind anumite conditii de crestere exponentiala.
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In acest sens, putem enunta urmatoarea.

Teorema 4.1.3. (Gal-Opris [46]) Fie 0 < X\, < 3, n €N cu X\, — 0 cit
de rafid dorim. Fie f : Dp — C, 1 < R < 400, adicd f(z) = Y pey k2",
pentru tofi z € Dpg. Presupunem ca exista M > 0 si A € (1/R,1), cu

proprietatea |cp| < M4y, pentru toti k = 0,1, ..., (ceea ce implicd |f(2)] <

A
MeAl# pentru toti z € Dg). Consideram 1 < r < %.

(i) Daca R = +o0, (1/R =0), adica f este o functie intreaga, atunci
pentru |z| < r, W,(f; A\n)(2) este functie analitica, avem W, (f;  \n)(2) =

Y o Wa(er; An)(2) st au loc urmatoarele estimari :

‘Wn(fa )\n)(z) - f(zﬂ S CVr‘,M,A : )\na

plri - Cr A
(ri—r

Wl M)(2) = F(2) = 5221+ 2)f"(2)| < My (1) - X,

WP (f5 ) = £ ~ A,

(WP (f: ) (2) = fP(2)] < *Ans

ultima echivalenta avind loc daca f nu este un polinom de grad < p € N iar
constantele din echivalenta depind de f, r, p.

Mai sus, Crpra = 6M Y 02 (k+ 1)(k — 1)(rA)* < oo, p € N, 1 <
r<r < g, Mi(f) = 16M - 357 5 (k = 1)(k = 2)(rA)" < oo and ||f], =
max{[f(z);[2] <r}.

(ii) Daca R < 400, atunci operatorul complex de aprozimare
W* f )\ ch W eka ( )7 G]DTT?

este bine definit si W (f; \n)(2) satisface toate estimarile de la punctul (i),
pentru tofi 1 < r < % < R.
Observatie. Datorita rezultatelor din cazul variabilei reale din [43]

si celor din cazul complex din Teorema 4.1.3, putem spune ca ele sunt
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definitive, in sensul ca pun in evidenta operatori de tip Baskakov care pot

aproxima functiile cu un ordin arbitrar, ales dinainte.

4.2 Ordin arbitrar prin operatori Baskakov-

Faber

Fie un sir A\, > 0, n € N cu proprietatea ca A\, — 0 cit de repede dorim. In
aceasta sectiune, pentru un operator generalizat Baskakov-Faber, atagat
functiilor analitice de crestere exponentiala intr-un continuum G C C,
obtinem ordinul de aproximare O(\,). Indicam mai multe exemple concrete
de continuumuri GG, pentru care acest operator poate fi construit in mod
explicit. In acest mod, se generalizeaza rezultatele obtinute in sectiunea
anterioara pentru discuri compacte, la cazul mai general cind discul este

inlocuit cu o multime compacta din C.

4.2.1 Introducere

In conformitate cu consideratiile din Subsectiunea 4.1.1, notind

. 1 —1 :

Wo(f)(z) = jzo (1 + ﬁ) Ce <1 + ]T) -10,1/n, ... j/n; fl27,
pentru functii analitice satisfacind anumite conditii de crestere exponen-
tiald, estimari cantitative de ordinul O (1) in aproximarea cu W,(f)(z) in
discuri compacte cu centrul in origine, au fost pentru prima data obtinute
n [34], sectiunea 1.9, pp. 124-138. Pentru f(z) = Y ;= ax2", toate rezul-
tatele cantitative se bazeaza pe formula W, (f)(z) = > pear - Waler)(2),
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cu e(z) = 2*, adica

Wo(f)(z) = g:ak : z; (1 + %) o (1 + ‘%) 0,1/1y ey § /1 €120,

(4.4)
De asemenea, este bine de notat ca estimari cantitative similare in aprox-
imare cu alti operatori complecsi pot fi gasite in, de exemplu, cartile [34],
[35], [48] si in lucrarile [15], [37], [38]-[47], [55]-[57].

Folosind un gir de numere reale pozitive, (A,)nen, cu A, — 0 si sug-
erata i de formula (4.4), in aceasta sectiune com generaliza rezultatele
obtinute pentru operatorii W,,(f)(z), la aproximarea prin aga numitii oper-
atori Baskakov-Faber generalizati, atasati unor functii cu cresteri exponen-

tiale Intr-un continuum din C, obtinind si ordinul de aproximare O (A,,).

Deoarece A\, — 0, evident ca fara a pierde din generalitate, putem pre-

supune ca 0 < A, < %, pentru toti n € N.

4.2.2 Preliminarii

Mai intii, amintim pe scurt citeva concepte de baza asupra polinoamelor

Faber si ale dezvoltarilor in serie Faber.

Pentru G C C o multime compact astfel incit C\G este conexa, fie A(G)
spatiul Banach al tuturor functiilor care sunt continue pe G si analitice in
interiorul lui G, inzesrat cu norma || f||¢ = sup{|f(2)|; z € G}. Notind D, =
{z € C;|z| < r}, potrivit Teoremei lui Riemann, exista o unica aplicatie
conforma W of C\ Dy pe C\ G astfel cd ¥(oo) = oo si ¥ (o) > 0. Atundi,
lui G se poate atasa polinomul de grad exact n, F,(z), numit polinom Faber,

definit prin =)l = 5~ G o G | > 1.

U(w)—z n=0 wn+t1l>
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Daca f € A(G) atunci

an(f) = % /u|:1 %du = % /_T; f(¥(e*))e "™dt,n € NU {0}

sunt numiti coeficientii Faber ai lui f iar ) a,(f)F,(2) este numita seria
(dezvoltarea) Faber atagata lui f pe G. Este bine de notat ca seria Faber
reprezinta o generalizare naturala a serie Taylor, cind discul unitate este
inlocuit cu un domeniu simplu conex marginit de o curba cu proprietati
de netezime suficient de bune. Detalii asupra proprietatilor polinoamelor si

dezvoltarilor Faber pot fi gasite in, de exemplu, [31], [62].

Fie G un compact conex din C (adica un continuum) si presupunem ca
f este analitica pe G, adica exista R > 1 astfel incit f este analitica in G,
datd prin formula f(z) = > 77, ar(f)Fi(2), 2 € Gg. Reamintim aici cd Gg
noteaza interiorul curbei de nivel inchise I'g, data de I'gp = {¥(w); |w| = R}
(si ca G C G, pentru toti 1 <r < R).

Sugerata de formula (4.4), putem introduce urmatoarea.

Definitia 4.2.1. (Gal-Opris [45]) Operatorul Baskakov-Faber gener-
alizat atasat lui G si f este definit prin W,(f;  \n, G2) = > 0o gan(f) -
W, (ex; An, G; 2), adica,

Wo(f; An, G 2)

k

=D ar(f) > L+ M) (L4 (= DA)-[0, Ay s A 4] - Fj(2), (45)
k=0 7=0

unde pentru j = 0 i j = 1, prin conventie (1 + A,)-...-(1+ (j — 1)A,) = 1.
Observatie. Pentru A\, = 1/n, n € N si G = Dy, deoarece F;(z) = 2/,
generalizarea de mai sus se reduce la operatorul complex Baskakov clasic,

introdus si studiat in [34], sectiunea 1.9.
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4.2.3 Rezultate principale

Pentru demonstratia rezultatului principal, avem nevoie de doua leme, dupa
cum urmeaza.

Lema 4.2.2. (Gal-Opris [45]) Fie 0 < X\, <1 <1, neN, cu i, —0.
Pentru toti k,n € N cu k < [1/\,] (aici [a] noteaza partea intreaga a lui a)

avem inegalitatea

k—1
Brni=> (L4 X)) oos (L4 (G = DAn) - [0, X, ooy fAnsex] < Ay - (B +3)1.

5=0
Prin conventie, pentru j =0 gi j =1 luam (14+X,)-...-(14+ (G —1)A\,) = 1.
De asemenea, putem demonstra urmatoarea.
Lema 4.2.3. (Gal-Oprig [45]) Fie 0 < A, < 2, n € N, cu A, — 0.
Pentru toti k > 0 sin € N, avem

hE

Gin =3 (L4 A) - (14 (G = DA - [0, Ay ooy GAs €] < (K + 1)L,

J=0

Rezultatul principal este urmatorul.

Teorema 4.2.4. (Gal-Opris [45]) Fie f analitica pe continuumul G,
adica exista R > 1 astfel incit [ este analitica in Gg, data prin f(z) =
Y oreoak(f)Fk(2), z € Gg. Deasemenea, presupunem ca exista M > 0 and
A € (%,1), cu |ap(f)] < MAk—T, pentru toti k = 0,1,...; (ceea ce implica
|f(2)] < C(r)Me? pentru toti z € G,, 1 <r < R).

Fiel <r < % arbitrar fizat. Atunci, exista un indice ng € N si o
constanta C(r, f) > 0 depinzind doar de r si f, astfel incit pentru toti

2z € G, sin>ng, avem

’Wn<f7 An, G; Z) - f(Z)‘ < C<7n7 f) “An.
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Observatii. 1) Teorema 4.2.4 generalizeaza Teorema 1.9.1, p. 126 din
[34], in doua sensuri : mai intii, este extinsa de la discuri compacte centrate
in origine, la multimi compacte, iar in al doilea rind, ordinul de aproximare
O () este in mod esential imbunatatit la ordinul O (A,), cu A, — 0 cit de
rapid dorim.

2) Este clar ca Teorema 4.2.4 are loc sub ipoteza mult mai generala
lap(f)] < Pn(k) - é—f, pentru toti £ > 0, unde P, este un polinom algebric
de grad m cu P, (k) > 0 pentru toti £ > 0.

3) Sunt multe exemple pentru G cind aplicatia conforma ¥ si poli-
noamele Faber asociate lui (G, si in consecinta cind si operatorii Baskakov-
Faber, pot fi explicit scrisi (vezi, de exemplu, [35], pp. 81-83, sau [36]),
dupa cum urmeaza : G = [—1;1], G este continuumul marginit de m-

hypocycloidul, G este m-steaua regulata (m = 2,3, ..., ), G este m-lemniscata

simetrica, m = 2,3, ..., sau G este un semidisc.



Bibliografie

1]

Abel, U., Butzer, P. L., Complete asymptotic expansion for general-

ized Favard operators, Constr. Approz., 35(2012), 73-88.

Agratini, O., Radu, C., On ¢-Baskakov-Mastroianni operators, Rocky
Mount. J. Math., 42(3)(2012), 773-790.

Altomare F., Campiti, M., Korovkin-type Approximation Theory and
its Applications, de Gruyter Studies in Mathematics, vol. 17. New
York, Berlin (1994).

Aral, A., A generalization of Szasz-Mirakjan operator based on g¢-

integers, Math. Comput. Model., 47(2008), 1052-1062.

Aral, A., Gupta, V., On ¢-Baskakov type operators, Demonstratio
Math., 47(1)(2009), 109-122.

Aral, A., Gupta, V., On the Durrmeyer type modiication of g¢-
Baskakov type operators, Nonlinear Anal., 72(2010), No. 3-4, 1171-
1180.

Baskakov, V. A., An example of a sequence of linear positive opera-
tors in the space of continuous functions (Russian), Dokl. Akad. Nauk

SSSR, 113(1957), 249-251.

49



20

8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

BIBLIOGRAFIE

Bede, B., Coroianu, L., Gal, S. G., Approximation and shape pre-
serving properties of the Bernstein operator of max-product kind,
Int. J. Math. Math. Sci., volume 2009, Article ID 590589, 26 pages,
doi:10.1155/2009/590589.

Bede, B., Coroianu, L., Gal, S. G., Approximation and shape pre-
serving properties of the nonlinear Meyer-Konig and Zeller operator
of max-product kind, Numer. Funct. Anal. Optim., 31(2010), No. 3,
232-253.

Bede, B., Coroianu, L., Gal, S. G., Approximation by Max-Product
Type Operators, Springer, New York, 2016.

Berdysheva, E. E., Uniform convergence of Bernstein-Durrmeyer op-
erators with respect to arbitrary measure, J. Math. Anal. Appl.
394(2012) 324-336.

Berdysheva, E. E., Bernstein-Durrmeyer operators with respect to
arbitrary measure, II : Pointwise convergence, J. Math. Anal. Appl.

418(2014) 734-752.

Berdysheva, E. E., Jetter, K., Multivariate Bernstein-Durrmeyer op-
erators with arbitrary weight functions, J. Approx. Theory 162(2010)
576-598.

Bernstein, S. N., Démonstration du théorém de Weierstrass fondeé
sur le calcul des probabilités, Commun. Soc. Math. Kharkov,

13(1912/1913), 1-2.



BIBLIOGRAFIE 51

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

Cetin, N., Ispir, N.; Approximation by complex modified Szész-
Mirakjan operators, Studia Sci. Math. Hungar., 50 (3) (2013), 355-
372.

Choquet, G., Theory of capacities, Ann. Inst. Fourier (Grenoble)
5(1954) 131-295.

Coroianu, L., Gal, S. G., Classes of functions with improved estimates
in approximation by the max-product Bernstein operator, Anal. Appl.

(Singap.), 9(2011), No. 3, 249-274.

Coroianu, L., Gal, S. G., Localization results for the Bernstein max-

product operator, Appl. Math. Comp., 231(2014), 73-78.

Coroianu, L., Gal, S. G., Localization results for the max-product
Meyer-Konig and Zeller operator, Numer. Funct. Anal. Optim.,
34(2013), No. 7, 713-727.

Coroianu, L., Gal, S. G., Localization results for the non-truncated
max-product sampling operators based on Fejér and sinc-type kernels,

Demonstratio Math., 49(2016), No. 1, 38-49.

Coroianu, L., Gal, S. G., Opris, D. B., Trifa, S., Feller’s scheme in
approximation by nonlinear possibilistic integral operators, Numer.

Funct. Anal. Optim., 38 (2017), No. 3, 327-343.

De Cooman, G., Possibility theory. I. The measure-and integral-
theoretic groundwork, Internat. J. Gen. Systems, 25(1997), No. 4,
291-323.

Denneberg, D., Non-Additive Measure and Integral, Kluwer Academic
Publisher, Dordrecht, 1994.



52

[24]

[25]

[20]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

BIBLIOGRAFIE

Derriennic, M. M., Modified Bernstein polynomials and Jacobi poly-
nomials in g-calculus, Rend. Circ. Mat. Palermo, 76(2005), 269-290.

Dieudonné, J., Eléments dAnalyse ; 1. Fondements de I’Analyse Mod-
erne, Gauthiers Villars, Paris, 1968.

Djebali, S., Uniform continuity and growth of real continuous func-
tions, Int. J. Math. Education in Science and Technology, 32(2001),
No. 5, 677-689.

Dubois D., Prade, H., Possibility Theory, Plenum Press, New York,
1988.

Favard, J., Sur les multiplicateurs d’interpolation, J. Math. Pures

Appl., 23(1944), No. 9, 219-247.

Feller, W., An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
vol. II, Wiley, New York, 1966.

Finta, Z., Gupta, V., Approximation propertis of g-Baskakov opera-
tors, Centr. Eur. J. Math., 8(2010), No. 1, 199-211.

Gaier, D., Lectures on Complex Approximation, Birkhauser, Boston,

1987.

Gal, S. G., A possibilistic approach of the max-product Bernstein kind
operators, Results Math., 65(2014), 453-462.

Gal, S. G., Approximation by Choquet integral operators, Annali Mat.
Pura Appl., 195(2016), No. 3, 881-896.



BIBLIOGRAFIE 23

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

Gal, S. G., Approzimation by Complex Bernstein and Convolution-
Type Operators, World Scientific Publ. Co, Singapore-Hong Kong-
London-New Jersey, 2009.

Gal, S. G., Overconvergence in Complex Approximation, Springer,

New York, 2013.

Gal, S. G., Approximation of analytic functions by generalized Favard-

Szasz-Mirakjan-Faber operators in compact sets, Complex Anal. Oper.

Theory, 9(2015), No. 5, 975-984.

Gal, S. G., Approximation in compact sets by g-Stancu-Faber poly-
nomials, ¢ > 1, Comput. Math. Appl., 61(2011), no. 10, 3003-3009.

Gal, S. G., Gupta, V., Approximation by complex Durrmeyer type op-
erators in compact disks, in : Mathematics without Boundaries, Sur-
veys in Interdisciplinary Research, P.M. Pardalos and T.M. Rassias
(editors), Springer, New York-Heidelberg-Dordrecht-London, 2014,
pp. 263-284.

Gal, S. G., Gupta, V., Approximation by the complex form of a link
operator between the Phillips and the Szasz-Mirakjan operators, Re-
sults Math., 67(2015), 381-393.

Gal, S. G., Gupta, V., Mahmudov, N. I., Approximation by a complex
g-Durrmeyer type operator, Ann. Univ. Ferrara, 58 (1) (2012), 65-87.

Gal, S. G., Gupta, V., Verma, D. K., Agrawal, P. N., Approximation
by complex Baskakov-Stancu operators in compact disks, Rend. Circ.

Mat. Palermo, 61(2012), no. 2, 153-165.



o4

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

BIBLIOGRAFIE

Gal, S. G., Mahmudov, N. I., Kara, M., Approximation by complex ¢-
Szasz-Kantorovich operators in compact disks, ¢ > 1, Complex Anal.

Oper. Theory, 7(2013), No. 6, 1853-1867.

Gal, S. G., Opris, D. B., Approximation with an arbitrary order by
modified Baskakov type operators, Appl. Math. Comp., 265(2015),
329-332.

Gal, S. G., Oprig, D. B., Uniform and pointwise convergence of
Bernstein-Durrmeyer operators with respect to monotone and sub-

modular set functions, J. Math. Anal. Appl., 424(2015), 1374-1379.

Gal, S. G., Opris, D. B., Approximation of analytic functions with an
arbitrary order by generalized Baskakov-Faber operators in compact

sets, Complex Anal. Oper. Theory, 10(2016), No. 2, 369-377.

Gal, S. G., Mahmudov, N. I., Opris, D. B., Approximation with an
arbitrary order by Szasz, Szasz-Kantorovich and Baskakov complex
operators in compact disks, Azerbaijan J. Math., 6(2016), No. 2, 3-
12.

Gupta, V., Complex Baskakov-Szasz operators in compact semi-disks,

Lobachevskii J. Math., 35 (2014), no. 2, 65-73.

Gupta, V., Agarwal, R. P., Convergence Estimates in Approzimation

Theory, Springer, New York, 2014.

Gupta, V., Aral, A., Some approximation properties of g-Baskakov-
Durrmeyer operators, Appl. Math. Comput., 218(2011), No. 3, 783-
788.



BIBLIOGRAFIE 95

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[57]

[58]

Kac, V., Cheung, P., Quantum Calculus, Universitext, Springer-
Verlag, New York, 2002.

Levasseur, K. N., A probabilistic proof of the Weierstrass approxima-

tion theorem, Amer. Math. Monthly, 91(1984), No. 4, 249-250.

Li, B.-Z., Approximation by multivariate Bernstein-Durrmeyer oper-
ators and learning rates of least-square regularized regression with

multivariate polynomial kernel, J. Approx. Theory 173(2013) 33-55.

Lopez-Moreno, A.-J., Weighted simultaneous approximation with
Baskakov type operators, Acta Math. Hungar., 104(1-2)(2004), 143-
151.

Lupas, A., Some properties of the linear positive operators, 11, Math-
ematica(Cluj), 9(32)(1967), 295-298.

Mahmudov, N. 1., Approximation properties of complex ¢-Szasz-
Mirakjan operators in compact disks, Comput. Math. Appl., 60 (6)
(2010), 1784-1791.

Mahmudov, N. I., Convergence properties and iterations for g-Stancu
polynomials in compact disks, Comput. Math. Appl., 59 (12) (2010),
3763-3769.

Mahmudov, N. L., Approximation by Bernstein-Durrmeyer-type oper-

ators in compact disks, Appl. Math. Lett., 24 (7) (2011), 1231-1238.

Mahmudov, N. 1., Kara, M., Approximation theorems for complex
Szasz-Kantorovich operators, J. Comput. Anal. Appl., 15 (1) (2013),
32-38.



26

[59]

BIBLIOGRAFIE

Oprig, D. B., Approximation with an arbitrary order by general-
ized Szasz-Stancu and Baskakov-Stancu type operators, Anal. Univ.

Oradea, fasc. math., XXIV (2017), No. 1, 75-81.

Radu, C., On statistical approximation of a general class of posi-
tive linear operators extended in g¢-calculus, Appl. Math. Comput.,

215(2009), 2317-2325,

Shisha, O., Mond, B., The degree of convergence of linear positive

operators, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 60(1968), 1196-1200.

Suetin, P. K., Series of Faber Polynomials, Gordon and Breach, Am-
sterdam, 1998.

Wang, 7., Klir, G.J., Generalized Measure Theory, Springer, New
York, 2009.



