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Introducere

Cuvant inainte

In ultimele decenii, daci consultdm bazele de date electronice, observim
ca teoria punctului fix a inregistrat cresteri semnificative ca gi numar de
lucrari scrise de autori din diverse domenii ale matematicii. Totodata, ea
reprezinta o puternica metoda de rezolvare a multor probleme aparute in
aceste domenii ale matematicii, indeosebi in matematica pura si aplicata.

Ideea de punct fix a provenit de la a determina solutiile ecuatiei = = f(z)
si a devenit importanta in studiul problemelor de existenta si unicitate a
ecuatiilor si incluziunilor diferentiale.

Dezvoltarea acesteia continua in colective de cercetare avand ca tema
teoria punctului fix.

Printre autorii care au adus contributii importante in teoria metrica a
punctului fix se gasesc: S. Banach, B. Knaster, K. Kuratowski, S. Mazurki-
ewicz, R. Caccioppoli, V.V. Niemytzki, L. Kantorovich, M.A. Krasnoselskii,
T. Wazewski, M. Edelstein, A.I. Perov, F.E. Browder, W.A. Kirk, L.B. Ci-
ri¢, I.LA. Rus, K. Goebel, J. Caristi, B. Fisher, S. Heikkila, B.E. Rhoades,
S. Seikkald, M. Kwapisz, J. Matkowski, S. Reich, J. Dugundji, A. Granas,
T.A. Makarevich, P.P. Zabrejko, E. De Pascale, T. Burton, R.P. Agarwal, D.

O’Regan, C. Avramescu.

Motivarea cercetarii

Un rol central in teoria metrica a punctului fix il are Principiul Contrac-
tiei al lui Banach—Caccioppoli. Astéazi exista multe generalizari ale acestui
rezultat care au fost date in diferite tipuri de spatii metrice, printre care
spatiile metrice generalizate, b-metrice si E-metrice.

Prin intermediul modelarii matematice, multe probleme cunoscute din fi-
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INTRODUCERE

zica, biologie, chimie, inginerie, etc. dau nagtere unui sistem bi-dimensional
sau multi-dimensional de ecuatii, respectiv incluziuni diferentiale sau inte-
grale. Un astfel de sistem de ecuatii, respectiv de incluziuni poate fi studiat
ca o ecuatie operatoriala, respectiv incluziune operatoriala in contextul unui
spatiu metric vectorial, iar in studiul multimii solutiilor un instrument ex-
trem de util este tehnica de punct fix. Deseori, obtinerea rezultatelor de
punct fix are loc pe o cale operatoriala, iar avantajul acestora consta in fap-
tul ca demonstratiile numai sunt atat de voluminoase.

In studiul ecuatiei de punct fix # = f(z) sau a incluziunii de punct
fix x € F(z), in mod clasic, se urmarea: existenta gi unicitatea solutiei,
respectiv dependenta continud de date a solutiei. In plus fata de acestea,
se pot studia si alte proprietati de puncte fixe, precum: stabilitatea Ulam—
Hyers a problemei de punct fix, proprietatea problemei de punct fix bine
pusa, proprietatea de umbrire la limita, siruri de operatori si puncte fixe, etc.
Totodata, se poate urmari un studiu cantitativ al multimii solutiilor pentru
sisteme de ecuatii, respectiv de incluziuni ce au in componenta fiecare sume
a cate doi operatori integrali si sd se puna in evidenta rezultatele de punct fix
gasite, prin aplicarea lor in studiul existentei solutiei sistemelor de ecuatii,
respectiv incluziuni integrale de tip Fredholm—Volterra.

Mai departe, metrica poate fi inlocuita cu o b-metrica, respectiv E-b-
metrica si astfel, sa se cerceteze obtinerea de noi teoreme extinse de punct

fix, precum si tehnici diferite de demonstrare.

In acest sens, scopul principal al acestei teze este de a continua cercetarile

in urmatoarele directii:

e teoreme de punct fix care asigura existenta solutiei intr-un spatiu me-
tric generalizat pentru operatori ce satisfac o conditie de A-contractie

multivoca in sens Nadler, probleméa deschisa din [19];

e noi teoreme de punct fix pentru operatori univoci, respectiv multivoci
in spatii E-metrice pornind de la ideea din [25] si alte proprietati date
in [5], [45], [99], [24];

e elaborare a unei teorii pentru o teorema de punct fix pentru operatori
univoci, respectiv multivoci in spatii F-metrice folosind modelul clasic
din [89], respectiv [75];
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e diverse extinderi ale Principiului Contractiei pentru cazul ¢-contractiilor

in contextul spatiilor E-metrice pe baza modelului din [43];

e teoreme de tip Krasnoselskii si alte rezultate conexe pentru suma a doi
operatori univoci si multivoci in spatii Banach generalizate pornind de
la rezultatele clasice obtinute in [48], [72], [20];

e rezultate de existentd a solutiei, respectiv a multimii solutiilor pen-
tru cazul abstract al sistemelor de ecuatii si incluziuni integrale de tip
Fredholm—Volterra in spatii Banach generalizate pornind de la rezulta-
tele obtinute in [71], [72], [76], [77];

e teoreme de tip Krasnoselskii pentru suma a doi operatori univoci si
multivoci in spatii F-Banach folosind idei din [29], [31], [42], [96], [97];

e rezultate de existentd a solutiei, respectiv a multimii solutiilor pen-
tru cazul sistemelor de ecuatii si incluziuni integrale de tip Fredholm—
Volterra in spatii E-Banach avand ca reper [71], [72], [29], [31], [42],
[96], [97];

e teoreme de punct fix si punct fix strict in spatii b-metrice generali-
zate pentru operatori univoci gi multivoci folosind tehnica operatorilor
Picard si slab Picard pornind de la ideile din [14], [16], [12];

e teoreme de punct fix in spatii F-b-metrice pentru operatori univoci si
multivoci folosind tehnica operatorilor Picard si slab Picard in conul

elementelor cu unitate strict ordonatd dupa conceputul introdus in [57].

Structura tezei. Rezultate originale

Teza de doctorat intitulata ,, Incluziuni operatoriale prin tehnica punctului
fix in spatii metrice vectoriale” este structurata in patru capitole, fiecare

capitol continand cateva sectiuni.

Capitolul 1: Spatii metrice vectoriale

In primul capitol se definesc notiunile de spatiu metric generalizat si spa-
tiu metric vectorial, in particular cand metrica ia valori intr-un spatiu Riesz.
Totodata, se discuta despre proprietatea Archimedeana, respectiv de com-
pletitudine ordonata (Dedekind), de care se poate bucura un spatiu Riesz.

In aceste spatii metrice inzestrate cu o metrica vectoriala finit dimensionala
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si infinit dimensionala, se definesc notiunile de gir convergent, sir Cauchy,
sir complet, submultime inchisa, diametrul si marginirea unei submultimi ale
unui spatiu metric vectorial, diverse proprietati si elemente de topologie.

Totodata, se enunta cateva rezultate metrice si topologice de punct fix
preliminare teoremei lui Krasnoselskii intr-un spatiu Banach generalizat, pre-
cum teorema lui Perov intr-un spatiu metric generalizat si teorema lui Scha-
uder intr-un spatiu Banach generalizat. Pentru cazul operatorilor multivoci
se obtin rezultate extinse noi.

Contributii proprii: lemele 1.3.16, 1.3.17, 1.3.18 si teorema 1.3.19 care
reprezinta teorema lui Perov pentru un operator ce satisface o conditie de
A-contractie multivoca in sens Nadler, fiind data ca si raspuns la o probleméa
deschisd enuntata in A. Bucur, L. Guran, A. Petrugel [19]. In lema 1.3.20
stabilim un rezultat de dependenta de date pentru excesul dintre multimile
punctelor fixe a doi operatori multivoci ce satisfac o conditie de A-contractie
multivoca in sens Nadler, iar in teorema 1.3.21 extindem un rezultat prelimi-
nar teoremei lui Krasnoselskii dat in L. Rybinski [92], care asigura existenta
unei selectii continue pentru un operator multivoc, in contextul unui spatiu
Banach generalizat.

Lucrarea care cuprinde rezultatele originale ale acestui capitol este:

[.-R. Petre, A. Petrusel, Krasnoselskii’s Theorem in generalized Banach
spaces and applications, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., Nr. 85,
2012, 1-20.

Capitolul 2: Teoria unei teoreme E-metrice de punct fix

In capitolul doi, pornind de la ideile din [29], [5] si [25], rezultatele noi
aduse cuprind extinderi ale unor teoreme metrice de punct fix pentru ope-
ratori univoci, respectiv multivoci din teoria clasica la situatia spatiilor F-
metrice (teoremele 2.1.3, 2.1.4, 2.1.6, 2.1.8 si 2.1.11). Totodata, discutam
o teorie a Principiului Contractiei pentru operatori univoci si multivoci in
spatii E-metrice ce cuprinde lema lui Cauchy extinsa 2.2.1, respectiv teore-
mele 2.2.3, 2.2.12, 2.2.13 si 2.2.14 folosind conceptul de teorie a unei teoreme
metrice de punct fix introdus si studiat de prof. I.A. Rus in cazul metricii
clasice. Aceasta consta in studiul unor proprietati de puncte fixe precum:
existenta si unicitatea punctelor fixe gi a punctelor fixe stricte, dependenta

de date a punctelor fixe, convergenta multimii punctelor fixe a unui sir de
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operatori, stabilitatea Ulam—Hyers a problemei de punct fix, proprietatea
problemei de punct fix bine pusa, proprietatea de umbrire la limita si altele
(vezi [89] si [75]). In mod similar, teoria poate fi extinsd asupra celorlalte
teoreme metrice de punct fix studiate ce satisfac conditii de contractii ge-
neralizate in spatii F-metrice. Se ofera exemple pentru extinderile facute
(exemplele 2.1.2 gi 2.1.9) si aplicatii pentru operatori univoci a Principiului
Contractiei (lema lui Gronwall 2.2.5 i teorema de comparatie 2.2.6).

In contextul spatiilor F-metrice sunt prezentate diverse extinderi glo-
bale gi locale ale Principiului Contractiei pentru operatori univoci (teoremele
2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, lemele 2.3.6, 2.3.7 si teorema 2.3.9), respectiv pentru ope-
ratori multivoci (teorema 2.3.10 i problema 2.3.14) ce satisfac o conditie
neliniara de (p-contractie. Aceste rezultate generalizeaza principii de punct
fix bine cunoscute din literatura de specialitate (istoric, vezi [84], [47], [46],
[98], [29], [96], [97] si [25]). De asemenea, prezentam alte rezultate metrice
si topologice de punct fix preliminare teoremei lui Krasnoselskii in spatii F-
metrice complet ordonate (lemele 2.3.15, 2.3.16, teorema 2.3.17 gi problema
2.3.19, dar si o versiune extinsa a teoremei lui Cantor si a lemei lui Cesaro
care se gaseste in lema 2.3.20, respectiv lema 2.3.21).

Lucrarile care cuprind rezultatele originale ale acestui capitol sunt:

[.-R. Petre, Fized points for @-contractions in E-Banach spaces, Fixed
Point Theory, Vol. 13 (2), 2012, 623-640.

[.-R. Petre, Fized point theorems in vector metric spaces for single-valued
operators, Ann. Tiberiu Popoviciu Semin. Funct. Equ. Approx. Convexity,
Vol. 9, 2011, 59-80.

[.-R. Petre, Fized point theorems in vector metric spaces for multivalued

operators, Topol. Methods Nonlinear Anal. (trimisa spre publicare).

Capitolul 3: Teoreme topologice de punct fix si aplicatii in spatii Banach
vectoriale

In capitolul trei demonstram teorema lui Krasnoselskii si alte rezultate
posibile de existentd a punctului fix pentru suma a doi operatori intr-un
spatiu Banach generalizat, respectiv intr-un spatiu £-Banach. Studiul punc-
tului fix are loc pentru operatori univoci si multivoci ce satisfac o conditie de
A-contractie, respectiv ¢-contractie si o conditie de compactitate, teoremele
3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.3.1 si problema 3.3.2. Prezentam cateva probleme
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deschise si totodatd, modul de aplicare al teoremelor in studiul sistemelor
abstracte de ecuatii si incluziuni integrale de tip Fredholm—Volterra intr-
un spatiu Banach generalizat, respectiv intr-un spatiu E-Banach, teoremele
3.2.1, 3.2.3, 3.4.1 si problema 3.4.2.

Lucrarile care cuprind rezultatele originale ale acestui capitol sunt:

[.-R. Petre, A. Petrusel, Krasnoselskii’s Theorem in generalized Banach
spaces and applications, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., Nr. 85,
2012, 1-20.

[.-R. Petre, Fized points for @-contractions in E-Banach spaces, Fixed
Point Theory, Vol. 13 (2), 2012, 623-640.

[.-R. Petre, A multivalued version of Krasnoselskii’s theorem in genera-
lized Banach spaces, An. Stiint. Univ. “Ovidius” Constanta, Ser. Mat.

(trimisa spre publicare).

Capitolul 4: Teoreme de punct fix in spatii b-metrice vectoriale

In ultimul capitol, pornim de la notiunea clasica de spatiu b-metric apa-
rutd in [30] si cateva lucrari de reper, precum [12], [38], [14] si [16]. Astfel,
introducem notiunile de spatiu b-metric generalizat, respectiv E-b-metric si
un concept relevant de strict pozitivitate intr-un spatiu Riesz (vezi [57]). Un
avantaj al acestui concept reiese imediat din renuntarea la ipoteza ¢(t) < t
pentru t € E, asupra operatorului de o-comparatie ¢ si folosirea unui for-
malism “e—§” pentru demonstrarea rezultatelor din sectiunile 4.3 si 4.4.

Contributiile proprii se gasesc in exemplele 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4, lemele 4.1.5,
4.1.6,4.1.7, 4.1.8, 4.1.9, 4.1.10 si intr-un mod netrivial in propozitiile 4.3.3,
4.3.4, 4.3.5, lema 4.3.6, corolarul 4.3.7 si lema 4.3.8, care lucreaza cu concep-
tul de strict pozitivitate. De asemenea, teoremele de punct fix 4.2.1, 4.2.3,
4.2.4, 4.2.6 i punct fix strict 4.2.7, 4.2.8 in spatii b-metrice generalizate,
respectiv F-b-metrice (teoremele de punct fix 4.4.2 i 4.4.4) folosind tehnica
operatorilor Picard si slab Picard, reprezinta rezultate noi.

Lucrarile care cuprind rezultatele originale ale acestui capitol sunt:

Zs. Pales, 1.-R. Petre, Iterative fized point theorems in E-metric spaces,
Acta Math. Hung., DOI: 10.1007/s10474-012-0274-8.

[.-R. Petre, M. Bota, Fixed point theorems on generalized b-metric spaces,
Publ. Math. Debrecen (acceptata spre publicare).

[.-R. Petre, Fized point theorems in E-b-metric spaces, Arabian J. Math.
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(trimisa spre publicare).

Articole stiintifice. Conferinte

Contributiile originale ale autorului incluse integral sau partial in aceasta

teza fac parte din urmatoarele articole gtiintifice:

1. I.-R. Petre, A. Petrusel, Krasnoselskii’s Theorem in generalized Banach
spaces and applications, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., Nr.
85, 2012, 1-20, indexata ISI, Web of Science, ISSN: 1417-3875.

2. Zs. Pales, 1.-R. Petre, [terative fixed point theorems in E-metric spa-
ces, Acta Math. Hung., DOI: 10.1007/s10474-012-0274-8, indexata IST,
Web of Science, ISSN: 0236-5294, ISSN: 1588-2632.

3. L-R. Petre, Fized points for p-contractions in E-Banach spaces, Fixed
Point Theory, Vol. 13 (2), 2012, 623-640, indexata ISI, CNCS A, ISSN:
1583-5022.

4. 1.-R. Petre, M. Bota, Fized point theorems on generalized b-metric spa-
ces, Publ. Math. Debrecen, indexata ISI, Web of Science, ISSN: 0033-
3883 (acceptatd spre publicare).

5. L-R. Petre, Fixed point theorems in vector metric spaces for single-
valued operators, Ann. Tiberiu Popoviciu Semin. Funct. Equ. Approx.
Convexity, Vol. 9, 2011, 59-80, indexata BDI, CNCS B+, ISSN: 1584-
4536.

6. I.-R. Petre, On the solution operator of a differential inclusion, JP J.
of Fixed Point Theory and Appl., Vol. 6 (2), 2011, 107-117, indexata
BDI, ISSN: 0973-4228.

7. 1.-R. Petre, Fized point theorems in vector metric spaces for multiva-
lued operators, Topol. Methods Nonlinear Anal., indexata ISI, Web of
Science, ISSN: 1230-3429 (trimisa spre publicare).

8. I.-R. Petre, Fized point theorems in E-b-metric spaces, Arabian J.
Math., indexata ISI, Web of Science, ISSN: 2193-5343 (trimisa spre
publicare).
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9. I.-R. Petre, A multivalued version of Krasnoselskii’s theorem in gene-
ralized Banach spaces, An. Stiint. Univ. “Ovidius” Constanta, Ser.

Mat. (trimisa spre publicare).

O parte din rezultatele originale ce se gasesc in articolele mentionate mai

sus au fost prezentate anual in cate o conferinta internationala:

1. A 7-a Conferintd Internationald de Matematica Aplicata (ICAMT), 1-4
Septembrie, 2010, Baia Mare, Romania;

2. Conferinta Internationala de Operatori Neliniari, Ecuatii Diferentiale
si Aplicatii (ICNODEA), 5-8 Tulie, 2011, Cluj-Napoca, Roméania;

3. A 10-a Conferinta Internationala de Teoria Punctului Fix si Aplicatiile
sale (IC-FPTAC), 9-15 ITulie, 2012, Cluj-Napoca, Roméania.

Cuvinte cheie: A-contractie, aplicatii ale teoremei lui Krasnoselskii, con
convex, contractie generalizata, contractie multivoca, contractie Reich, -
contractie, convergenta Hausdorff, convergenta vectoriala, dependenta de
date, ecuatia integrala Fredholm—Volterra, element unitate ordonat, extin-
deri Principiul Contractiei, latice liniara, lema Gronwall, incluziunea inte-
grala Fredholm—Volterra, matrice convergenta la zero, metoda iterativa, me-
trica vectoriala, norma Bielecki, norma vectoriala, operator compact, opera-
tor contractiv, operator multivoc, operator Picard vectorial, operator slab
Picard vectorial, principiu de comparatie, proprietatea de punct fix bine
pusa, proprietatea de umbrire la limita, punct fix, punct fix strict, spatiu
Banach vectorial, spatiu metric vectorial, spatiu b-metric vectorial, spatiu
Riesz, stabilitatea Ulam—Hyers, suma a doi operatori, teorema lui Krasno-

selskii, teorema lui Perov, teoria unei teoreme de punct fix.

Multumire. Autorul doreste sa multumeasca pentru suportul financiar pro-
venit din cadrul programelor co-finantate de Programul Operational Sectorial
pentru Dezvoltarea Resurselor Umane, Contract POSDRU/88/1.5/S /60185

- "Studii Doctorale Inovative intr-o Societate Bazata pe Cunoagtere".



Capitolul 1

SPATII METRICE VECTORIALE

1.1 Spatiu metric generalizat. Spatiu F-metric

Este bine cunoscut cé, istoric vorbind, A.L. Perov [58], respectiv A.L
Perov si A.V. Kibenko [59] au extins Principiul Contractiei dat de Banach
in literatura clasica pentru un operator contractiv inzestrat cu o metrica
vectoriald. In acest sens, vom reaminti in sectiunea 1.3 cateva rezultate
cunoscute care se pot gasi in A.-D. Filip, A. Petrusel [33] si R. Precup [79],
precum si altele noi. De asemenea, in R. Precup [79], sunt prezentate cateva
avantaje a modului de lucru cu o norma vectoriala in raport cu o norma
scalara obignuita.

Spre sfargitul secolului XX si inceputul secolului XXI apar lucrari care
trateaza rezultate in care aceasta metrica vectoriala ia valori intr-un spa-
tiu infinit dimensional, in particular, spatiul Riesz (vezi C. Cevik, 1. Altun
[25], W.A.J. Luxemburg, A.C. Zaanen [45], A.C. Zaanen [99]). Aceste spatii
K-metrice cum le-a denumit P.P. Zabrejko in [100] extind spatiile metrice
generalizate. Insd, la multe rezultate obtinerea de aplicatii in aceste spatii
este adesea dificild datoritda modului abstractizat de lucru. In continuare vom

defini notiunile de spatiu metric generalizat si spatiu E-metric.

Definitia 1.1.1. ([58]) Fie X o multime nevida si consideram spatiul R’
inzestrat cu o relatie de ordine partiala obignuita pe componente. Operatorul
d: X x X — R ce satisface toate axiomele uzuale ale metricii se numeste
metrica generalizata in sens Perov, iar (X, d) se numegte spafiu metric gene-

ralizat.

Fie (X, d) un spatiu metric generalizat in sens Perov. Daca v,r € R™,

v = (v1,V9, ..., V) $i 7= (r1,79,...,7), atunci prin v < r intelegem ca
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v; < r;, pentru fiecare ¢ € {1,2,...,m} si prin v < r intelegem ca v; < ry,
pentru fiecare ¢ € {1,2,...,m}. De asemenea, |[v| := (|v1],|va],...,|vm]).
Daca w,v € R™, cu u := (ug,ug,...,Upy) si v := (v1,v2,...,0,), atunci
max(u,v) = (max(uy,vy1),..., max(uy,, v,)). Dacd ¢ € R, atunci v < ¢

inseamna ca v; < ¢, pentru fiecare i € {1,2,...,m}.

Definitia 1.1.2. ([5]) Dacd E este o multime si ,<” este o relatie de or-
dine partiala pe E, atunci perechea (E, <) se numesgte mulfime partial or-
donatd. Intr-o multime partial ordonata (E, <), notatia = < y inseamni
cd x < y i x # y. Printr-un interval ordonat [x,y] intelegem multimea

{z € E:x < z<y}, iar daca x si y nu sunt comparabile, atunci [z, y] = (.

Definitia 1.1.3. ([5]) Spunem ca z este supremumul perechii de elemente

x,y € F daca:

(i) z este un majorant al multimii {x,y}, adica x < z si y < z;

(ii) z este cel mai mic majorant, adicd x < u §i y < w implica z < u.

Similar se definegte infimumul a doua elemente z,y € FE si notdm cu

x Vy =sup{x,y}, respectivz Ay = inf {z, y}.

Definitia 1.1.4. ([5]) O multime partial ordonatd (E, <) se numeste latice

daca orice pereche de elemente x,y € E admite un supremum si un infimum.

Functiile (z,y) — = V y si (x,y) — x A y reprezinta operatiile laticeale
pe E. Intr-o latice orice multime finitd, nevidd admite un supremum si un
infimum. Dacad {x1,...,2,} este o submultime finita a unei latice, atunci

n n
notdm cu V z; = sup{wzy,...,x,}, respectiv. A z; = inf {xq,...,2,}.
i=1 i=1

Definitia 1.1.5. Fie E un spatiu liniar real. Spunem ca K C F se numegte

con convex daca:

(i) K con, adica tK C K, pentru orice t > 0 (echivalent, t > 0 gi z € K
implica tx € K);

(ii) K convex, adicd K + K € K (echivalent, z,y € K implicd z +y € K).

Definitia 1.1.6. ([5]) Un spatiu liniar real E impreuna cu o relatie de ordine

, <7 compatibila cu structura algebrica a lui F in sensul ca pentru orice

x,y € E sunt satisfacute proprietatile:
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(1) z <y implica x + z < y + z, pentru orice z € E;
(2) = <y implica tx < ty, pentru orice t > 0;

se numeste spatiu liniar ordonat.

Definitia 1.1.7. ([5]) Un spatiu liniar ordonat care este si latice se numegte

spatiu Riesz sau latice liniard.

Interpretarea geometrica a structurii de latice pe un spatiu Riesz este

ilustrata in Figura 1.

zVy

Ey

0 T Ay

Figura 1: Geometria lui sup si inf.
Definitia 1.1.8. ([5]) Pentru un vector z dintr-un spatiu Riesz, definim
|z| = 2V (—x) valoarea absoluta a lui x.

O multitudine de spatii bine cunoscute sunt spatii Riesz.

Exemplul 1.1.9. ([5]) Spatiul euclidian R", cu norma definita prin

||z]| = (im>2

impreund cu relatia de ordine uzuala, unde x = (z1,...,2,) <y = (y1,-.-,Yn)
atunci cand z; < y;, pentru orice ¢ € {1,...,n} este un spatiu Riesz. Infi-

mumul si supremumul celor doi vectori z si y este dat de
xVy=(max{zy,y},. .. max{w,,yn}) i
r Ay = (min{zy,y1},...,mn{z,,y,}).

Exemplul 1.1.10. ([5]) Spatiul liniar al functiilor continue cu valori reale
C' (X)) si spatiul functiilor marginite gi continue cu valori reale C, (X) definite

pe un spatiu topologic X, cu normele definite prin

1/l = sup{[f ()] : 2 € X}
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sunt spatii Riesz, relatiile de ordine fiind definite punctual, adica f < g atunci
cand f(z) < g(x), pentru orice x € X. Pentru acest exemplu operatiile

laticeale sunt:

(fVg)(x) =max (f (z),g(x)) si
(f Ng) (x) = min(f (z), g (z)).

Exemplul 1.1.11. ([5]) Spatiul liniar al functiilor p-integrabile in sens Le-
besgue L, (1) ,0 < p < oo, cu norma din L,, definita prin

IIfIIp:{ 1P di)7 0 <p < o0

esssup || ,p = oo

este un spatiu Riesz, relatia de ordine fiind definita punctual a.p.t., adica
f <gin L, (p) atunci cand f(x) < g(z), a.p.t. « € p. Operatiile laticeale

sunt date de
(f Vg)(x) = max(f (z),g(x)) si
(f Ag)(z) =min(f (z),g(z)).
Definitia 1.1.12. (L. Kantorovich, [25], [100]) Fie X o multime nevida si £

un spatiu Riesz. Spunem ca functia d : X x X — FE este o metrica vectoriald

(sau E-metrica) daca satisface urméatoarele axiome:

(a) d(x,y) =0 daca gi numai daca x = y;

(b) d(x,y) < d(x,z)+d(y,z), pentru orice z,y,z € X;

iar tripletul (X, d, E') se numeste spatiu metric vectorial (sau spatiu E-

metric).

Este evident ca spatiile E-metrice generalizeaza spatiile metrice, pentru

orice elemente z, ¥, z, w ale unui spatiu E-metric fiind verificate urmatoarele

proprietati:
() 0 <d(z,y);
(i) d(z,y) = d(y,);
(iil) |d(z,2) —d(y,2)| < d(z,y);
(iv) [d(z,2) —d(y,w)| < |d(z,y) —d(z,w)].
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Exemplul 1.1.13. (L. Kantorovich, [25], [100]) Un spatiu Riesz E este un
spatiu F-metric cu d : E x E — E definita de

d(z,y) =z —yl.

Aceasta E-metrica se numeste metrica valoare absolutd pe E. Pentru mai

multe exemple de spatii E-metrice, vezi C. Cevik, I. Altun [25].

Daca X este o multime nevida si f : X — X este un operator univoc,
notam cu Fix (f) :={x € X | o = f(x)}, iar dacd F': X — P (X) este un
operator multivoc, notam cu

Fix(F)={reX |zeF(v)};
SFix (F):={x € X | {z} =F(x)};
$(X) == {(#n),ep | 20 € X, n e N*}.

In contextul unui spatiu metric (X, d), vom nota cu

P(X) = (v | Y C X},
P(X) = (Y €P(X) |V £0},
Py(X):={Y e P(X
Py = {Y € P(X

(

(

| Y este inchisa} ;
| Y este marginita gi inchisa}

P, (X):={Y e P(X

)
)
Pyiev (X):={Y € P(X) | Y este marginita, inchisa si convexi} ;
) | Y este compacta};

P :={Y € P(X) | Y este compacta si convexa} ;

Graph (F) :={(z,y) e X x X |y € F(x)}
si vom folosi urmatoarele functionale:

Dg: P(X)xP(X) =Ry, Dy(A,B) =inf{d(a,b) : a € A, b€ B} - functio-
nala distanta;

dg: P(X)x P(X) =Ry, (A, B) =sup{d(a,b) :a € A be B} - functio-
nala diametru;

pa: P(X)x P(X)—= Ry, pa(A,B) =sup{Dqy(a,B) : a € A} - functionala
exces;

Hy: P(X)xP(X)— Ry, H;(A, B) = max {supinfd(a, b) ,supinfd (a, b)}
ac AbEB peBaEA
- functionala Pompeiu-Hausdorff.
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Dacéd A gi B sunt doud mul{imi nevide ale unui spatiu metric generalizat

dl(xvy)
(X,d) cud(z,y) = : , atunci notam cu
dm(z,y) |
Dy, (A,B) ] 54, (A, B) ]
D(A,B) = : ,0(A,B) = : ,
de (A7 B) | 5dm (A7 B) ]
Pdy (A7 B) Hd1 (A7 B) ]
p(A,B) = : , H(A,B) = :
Pd,, (A, B) Hdm (A, B) |

De remarcat ca dacd A si B sunt doud multimi nevide ale unui spatiu
E-metric (X, d, E), atunci aceste functionale se pot defini ca in contextul
spatiilor metrice, in cazul particular cand A gi B sunt E-marginite si spatiul
Riesz E este complet ordonat. Aceste conditii restrictive, conform Definitiei
1.2.9, asigura existenta unui supremum, respectiv infimum in F.

Operatorul multivoc F': X — P (X) se numeste E-inchis daca Graph (F)
este E-inchis in X x X. Un sir (2,),.y C X, definit recurent prin

Lo = I, L1 =Y,
Tpt1 € F (x,), pentru orice n € N

se numegte girul aproximatiilor succesive pentru F', pornind din (z,y) €
X x X.

Pentru modul de definire a F-marginirii, F-inchiderii unei multimi si a
proprietatii de completitudine ordonata a unui spatiu Riesz, vezi sectiunea

urmatoare.

1.2 Proprietati si elemente de topologie

In cazul spatiilor metrice generalizate in sens Perov, notiunile de sir con-
vergent, sir Cauchy, completitudine, modul de definire a submultimilor des-
chise gi inchise este similar cu cel al spatiilor metrice obignuite. Totodata, in
cele ce urmeazd prezentam cateva elemente de topologie (vezi, de exemplu,
A. Granas si J. Dugundji [35], P.P. Zabrejko [99], E. Zeidler [101]).
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Definitia 1.2.1. (|25]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. O submul-
time A C X se numeste deschisd daca pentru orice z € A, exista r € RT
cu r > 0 astfel incat B (zg,7) C A, unde B (zo,7) = {x € X : d(xp,2) <1}
noteaza bila deschisa de centru xg si raza r. Orice bila deschisa este o mul-
time deschisa, iar colectia tuturor submultimilor deschise ale lui X reprezinta

topologia metrica generalizata pe X.

Definitia 1.2.2. (|99]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. O submul-
time C' a lui X se numeste compacta daca orice acoperire deschisa a lui C'
contine o subacoperire finitda. O submultime C a lui X este secvential com-

pacta daca orice sir din C' contine un subgir convergent cu limita in C.

O submultime C a lui X este total marginita daca pentru fiecare ¢ € R
cu € > 0, existd un numar finit de elemente x1,x,,...,x, in X astfel incat
CC Zng (x;,€). Multimea {x1, 2o, ..., z,} se numeste e-retea finitd.

O submultime C' a unui spatiu topologic este relativ compacta daca inchi-
derea sa este compacta, adica, C este compactd. Multimea C' este secvential
relativ compacta dacd orice sir din C' contine un subsgir convergent (limita

poate sd nu fie in ('), adicd, C' este secvential compacta.

Propozitia 1.2.3. (/99]) Daca C este o submultime a lui X, atunci au loc

urmdtoarele afirmatii:

(i) C este compactd < C' este secvential compacta < C' este inchisa si total
marginita;
(ii) C relativ compacta < C' secvential relativ compacta < C' total margi-

nita.

Definitia 1.2.4. ([86], [100]) Fie X o multime nevida si fie |-| : X — R™
o norma pe X. Atunci perechea (X, ||) se numeste spatiu normat generali-
zat. Dacd, in plus, (X, |-|) are proprietatea ca orice sir Cauchy din X este
convergent in sensul normei, atunci spunem ca (X, |-|) este un spatiu Banach

generalizat.

Definitia 1.2.5. ([101]) Fie X,Y doua spatii normate generalizate, K C X

si f: K — Y un operator. Atunci f se numeste:

(i) compact, daca pentru orice submutime marginita A C K avem ca f (A)

este relativ compactd sau f (A) este compact;
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(ii) complet continuu, daca f este continuu si compact;
(iii) cu imagine relativ compactd, daca f este continuu si f (K) este relativ

compactd sau f (K) este compacta.

In cele ce urmeazi vom prezenta citeva proprietiti de ordine si laticeale
de care se pot bucura spatiile Riesz, iar in contextul spatiilor E-metrice vom
defini notiunile de gir F-convergent, sir £-Cauchy, sir F-complet, submultime
FE-deschisa si F-inchisa, E-diametrul si E-marginirea unei submultimi ale
unui spatiu E-metric precum si alte proprietati, modul de definire fiind diferit

fata de cel uzual.

Definitia 1.2.6. ([5]) Fie E un spatiu Riesz. Spunem cd A C E este mar-
ginit ordonata superior (inferior) dacad existd un vector u numit o margine
superioard (inferioard) a lui A ce domina (este dominat de) fiecare element
din A, adicd a < u (a > u), pentru orice a € A. Asadar, A este marginit

ordonatd daca este marginit ordonata superior si inferior.
Definitia 1.2.7. ([5]) Fie £ un spatiu Riesz si (z,,) un sir din £. Spunem
cd (x,) este descrescator (crescator) si notdm z, | (x, 1), daca n > m
implica =, < z,, (z, > x,), iar simbolul z, |> z (z, < z) noteazi un sir
descrescitor (crescator) marginit ordonat inferior (superior) de x.
Semnificatia scrierii x,, | = inseamna cd z, | si inf{z,} = x. Daci

(2n), (ym) C E, atunci avem urméatoarele proprietati de baza:

Tp 4 T §1 Ym 4y Implicd zp + Y L © + y;

Tn | implica Az, | Az, pentru A > 0 si Ax,, T Az, pentru A < 0;

T 4 @ §1 Y by implicd z, Vym L 2V Y 1 0 Ay L & Ay.
Semnificatia scrierii x,, T = i proprietatile de baza ale scrierii 1 se trateaza

similar.

Definitia 1.2.8. ([5]) Spunem ca un spatiu Riesz E este Archimedean daca

%x 4 0, pentru orice x € E,, unde
E,:={x € E:x >0} este conul pozitiv al lui E.

Definitia 1.2.9. ([5]) Spunem ca un spatiu Riesz E este complet ordonat
sau complet Dedekind daca orice multime nevida marginit ordonata superior
admite un supremum (echivalent, orice multime nevida méarginit ordonata

inferior admite un infimum).

8
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Lema 1.2.10. (/5/) Orice spatiu Riesz complet ordonat este Archimedean.

Reciproca Lemei 1.2.10 este falsa, un exemplu de spatiu Riesz Archime-

dean, dar nu complet ordonat este C'[0, 1].

Exemplul 1.2.11. ([5]) Considerdm sirurile de functii liniare (f,),-, si

(gn)pso din C'[0, 1] definite pe portiuni

1, dacz‘i()gxgé—l,
n

ful@) = { —n(e—1), decal-L<a<t,
0, dacé%§x<1
1, dacéogxgl—%,
gn($) = « 1
n(l—w), dcal—_<x<1

o
DO =
3=
wl=
—

Figura 2: Graficele functiilor f, si gy.

Avem ca 0 < f,, 1< 1in C'[0, 1], unde 1 reprezinta functia constanta unu,
dar conform figurii 2, {f,} nu are un supremum in C'[0, 1], deci C'[0, 1] nu

este complet ordonat. Se mai poate observa ca implicatia

fn(z) 1 f (), pentru orice x € [0,1] = f, 1 f

este adevarata in sens laticeal, insa reciproc f,, T f in sens laticeal nu implica
cd fn (x) T f (x), pentru orice x € [0,1]. Un astfel de exemplu este functia g,
ilustrata in figura 2, unde g, 1 1 in sens laticeal pe cand g, (1) = 0, pentru

orice n € N*.

Definitia 1.2.12. (|25], [29], [100]) Fie E un spatiu Riesz. Spunem c& un
sir (b,) din E este convergent ordonat (sau o-convergent) la b € E si notam
b, = b, daca exista un sir (a,) in E astfel incat a, | 0 si |b, — b| < an,

pentru orice n € N.
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Definitia 1.2.13. ([25], [29], [100]) Fie E, F doud spatii Riesz si f : B — F
o functie. Spunem ci f este continud ordonat dacd b, — b in E implica
f(by) == f(b)in F.

Definitia 1.2.14. ([25], [29], [100]) Fie E un spatiu Riesz. Spunem cid un
sir (b,) din F este Cauchy ordonat (sau o-Cauchy), daca exista un sir (a,)

in E astfel incat a,, | 0 si b, — bytp| < ayp, pentru orice n € N gi p € N*,

Definitia 1.2.15. (]|25], [29], [100]) Spunem c& un spatiu Riesz E este com-

plet ordonat (sau o-complet) daci orice gir o-Cauchy este o-convergent.

Pentru mai multe aspecte legate de proprietati de ordine si laticeale, con-
vergenta si continuitate ordonata in spatii Riesz cititorul interesat poate
consulta C.D. Aliprantis, K.C. Border [5].

Definitia 1.2.16. ([25], [29], [100]) Fie (X,d, E) un spatiu E-metric. Spu-
nem ci un gir (x,) din X converge vectorial (sau E-converge) la x € E i no-
tam x, LB x, daca existd un sir (a,) in E astfel incat a,, | 0sid (z,,x) < a,,

pentru orice n € N.

Definitia 1.2.17. ([25], [29], [100]) Fie (X,d, E) un spatiu E-metric. Spu-
nem ca un sir (z,,) din X este Cauchy vectorial (sau E-Cauchy), daca exista
un sir (a,) in E astfel incat a,, | 0 si d (2, Tntp) < ap, pentru orice n € N si

p e N*.

Definitia 1.2.18. ([25], [29], [100]) Spunem ca un spatiu E-metric (X, d, E)
este complet vectorial (sau E-complet) daca orice sir E-Cauchy din X este

FE-convergent la o limita din X.

Definitia 1.2.19. (|25], [29], [100]) Fie X,Y doua spatii E-metrice si f :
X — Y o functie. Spunem ca f este continud vectorial (sau E-continud)

daci z, 25 2z in X implica f (x,) LE f(z)inY.
Lema 1.2.20. (/25]) Daca x,, LN x, atunci au loc urmatoarele proprietati:

1. Limita x este unicd;
2. Orice subgir al lui (z,) E-converge la x;

3. Daca y, LE y atunci d (2, yn) — d(z,7) .

10
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Daca (X, d, F) este un spatiu E-metric, atunci o submultime A C X se
numeste E-deschisd daca pentru orice x € A, exista r > 0 in E astfel incat
B (z,r) C A, unde B (z,r) = {y € X | d(x,y) < r}. Orice bild E-deschisa
este o multime FE-deschisa, iar colectia tuturor submultimilor E-deschise ale
lui X reprezinta topologia metrica vectoriald pe X, notata cu 74 .

Intr-un spatiu E-metric, definirea notiunilor de multime compacti, rela-
tiv compacta, total marginita, operator compact, operator complet continuu,
operator cu imagine relativ compacta, respectiv a notiunilor de compactitate
secventiald (caracterizate cu giruri) se definesc ca gi in contextul spatiilor
metrice generalizate prin inlocuirea spatiului R™ cu spatiul Riesz E. Propo-
zitia 1.2.3 are loc i in cazul spatiilor E-metrice (vezi A.C. Zaanen [99], pg.
500). Similar, conceptele de multime F-inchisa si E-méarginita sunt definite

in sensul E-metricii.

Definitia 1.2.21. (|25]) Fie (X, d, E) un spatiu E-metric. SpunemcdY C X

este inchisa vectorial (sau E-inchisd) daca are loc implicatia
. dE .
Tp CY iz, — ximplicaz €Y.

Definitia 1.2.22. ([25]) Fie (X,d, E) un spatiu E-metric. Spunem ca o

submultime nevida A C X definita prin
§(A) =sup{d(z,y):z,y € A}

se numeste diametrul vectorial al lui A (sau E-diametru) daca
sup{d (z,y) : v,y € A} exista in E.

Mai mult, daca exista a > 0 in F astfel incat d (x,y) < a, pentru orice x,y €

A, atunci A se numeste o multime marginita vectorial (sau E-marginita).

Corolarul 1.2.23. (/25]) Daca E este un spatiu Riesz complet ordonat,

atunct orice multime E-marginita a lui X are un E-diametru.

Teorema 1.2.24. ([25]) Fie (X,d, E) un spatiu E-metric. Atunci urmatoa-

rele afirmatii sunt adevarate:

(i) Orice sir E-convergent este E-Cauchy;

11
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(i1) Orice gir E-Cauchy este E-marginit;
(11i) Daca un sir E-Cauchy (x,) are un subsir (x,,) astfel incat
Ty, E) T, atunct T, ﬂ xT;

(iv) Daca (x,) si (yn) sunt doud siruri E-Cauchy, atunci (d(x,,y,))

este un sir o-Cauchy.

Observatia 1.2.25. (|25]) Daca E' = R, atunci conceptele de E-convergenta
si convergenta in sensul metricii, respectiv conceptele de sir E-Cauchy si sir
Cauchy sunt aceleagi. Daca X = F i d este metrica valoare absoluta pe X,

atunci conceptele de E-convergenta si o-convergenta sunt aceleagi.

Definitia 1.2.26. (|29]) Fie X un spatiu liniar §i £ un spatiu Riesz. O
functie ||-|| : X — E se numeste E-normd pe X daca satisface urmatoarele

proprietati:
(a) [|z|] > 0, pentru orice x € X;
(b) ||z +yl|| < ||=|| + ||y||, pentru orice z,y € X.
Mai mult, tripletul (X, ||-]|, E) se numeste spafiv E-normat.

Observatia 1.2.27. ([29]) Daca ||-|| este o E-norma pe X, atunci functia
d: X xX — E d(z,y) = ||z — y|| este o E-metrica pe X si d se numeste

E-metrica generatd de E-norma ||-|].

Definitia 1.2.28. ([29]) Un spatiu E-normat (X, ||-||, £) se numeste spatiu
Banach vectorial (sau spativ E-Banach) daca orice gir E-Cauchy din X este

E-convergent in sensul normei.

Daca |-| reprezinta valoarea absolutd a spatiului Riesz E, atunci (£, ||, E)
este un spatiu F-Banach. Orice spatiu Riesz E-normat este Archimedean si

astfel, un spatiu E-Banach este Archimedean (vezi A.C. Zaanen [99]).

1.3 Rezultate de punct fix in spatii metrice generalizate

Stiind deja ce inseamna o metrica vectoriala care ia valori in spatiul finit
dimensional R™ sau spatiul Riesz E, ne propunem ca in aceasta sectiune sa
acordam atentie notiunilor si rezultatelor metrice si topologice de punct fix
care au la baza metrica generalizata in sens Perov, capitolul urmator fiind

dedicat 1In exclusivitate E-metricii.
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Reamintim modul de definire a contractiei, precum si alte rezultate ajuta-
toare cunoscute in demonstarea teoremei lui Krasnoselskii pentru operatori

univoci in spatii Banach generalizate.

Definitia 1.3.1. ([94]) O matrice patraticd de numere reale A se numeste

convergenta la zero daca A" — 0 cand n — oo.

Definitia 1.3.2. (|58]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat si fie f : X —
X un operator univoc. Atunci, f se numeste o A-contractie univocd daca si

numai daca A € M,, ,,, (Ry) este o matrice convergenta la zero si
4f (2) £ (1) < Ad (2, ) , pentru orice 7,y € X.

Definitia 1.3.3. ([86]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. Atunci f :
X — X este un operator Picard (prescurtat PO), daca:

(i) Fix(f) = {z*};

(ii) pentru orice zo € X, girul x,, = f™ (xg) converge la punctul fix al lui f.
Definitia 1.3.4. ([86]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat si fie f : X —
X un operator Picard. Atunci f este un operator M-Picard (prescurtat M-
PO) daca si numai daca M € M,, ,, (Ry) si exista operatorul f*: X — X,

fe(x) = 1i_{11 ™ (xo) astfel incat d|[xg, [ (xg)] < Md[zo, f (z0)], pentru

orice g € X.

Teorema 1.3.5. (Perov [58]). Fie (X,d) un spaliu metric generalizat si

complet si fie f : X — X o A-contractie univocd, atunci:

(i) exista un unic punct fiz x* pentru f si sirul aprozimatiilor succesive
(%0)pen » Tn = [ (20) este convergent si are limita x*, pentru orice

xg € X sin e N¥;

(ii) d(xn, ) < A" (I — A" d (o, 1), pentru orice n € N*,

Lema 1.3.6. ([79], [87]) Fie A € Mym (Ry). Atunci urmdtoarele afirmatii

sunt echivalente:

(i) A este o matrice convergentd la zero;

13
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(i1) Valorile proprii ale lui A sunt in discul unitate deschis, adica, |\ <1,
pentru fiecare X € C cu det (A — ) = 0;

(iii) Matricea I — A este nesingulara si (I — A) ™' =T+ A4+ A"+
(iv) Matricea I—A este nesingulara si (I — A)~!are elementele nenegative;
(v) A"q — 0 g1 gA" — 0 cdnd n — oo, pentru orice ¢ € R™.

Exemplul 1.3.7. (|79]) Cateva tipuri de matrice convergente la zero sunt:

1) A= Z ,unde a,b e R, sia+b < 1;
@ b .
2) A= ; ,unde a,b € Ry sia+b < 1;
a
(@ b ] .
3) A= 0 ,unde a,b,c € Ry ¢i max{a,c} < 1.
c

Teorema 1.3.8. (Schauder [29]). Fie (X,|:|) un spatiu Banach generalizat,
fie Y C X o multime inchisa si convexd si fie f 'Y — Y un operator cu

imagine compacta. Atunci f are cel putin un punct fix in'Y.
Pentru cazul operatorilor multivoci avem urmatoarele notiuni.

Definitia 1.3.9. ([19]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat, Y C X si
F:Y — P(X) un operator multivoc. Atunci, F' se numeste o A-contractie
multivoca daca si numai dacd A € M., ,, (Ry) este o matrice convergenta la
zero gi pentru orice z,y € Y si pentru orice u € F (z), existd v € F (y) astfel

incat
d(u,v) < Ad(z,y) .

Reamintim cd un operator multivoc F' : X — P (Y) se numeste semi-
continuu inferior (prescurtat s.c.i.) in xy € X, daca gi numai dacd, pentru
orice multime deschisa U C X astfel incat F' (xg)NU # (), exista o vecinitate

V pentru xq astfel incat pentru orice z € V', avem ca F (x) N U # 0.

Spunem ca F este H-s.c.i. in xyp € X, daca si numai daca, pentru orice
€ € R cue > 0, existd . € R' cu n. > 0 astfel incat pentru orice

x € B(xo,1n:), avem ca F (xg) C V (F (z),e), unde
V(F(z),e)={x € X:D(z,F(z)) <e}.
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De remarcat ca o functionald Pompeiu—Hausdorff generalizata
H Pb,cl (X) X Pb,cl (X) — RT

poate fi introdusa pe un spatiu metric generalizat in sens Perov si astfel se
poate extinde conceptul de contractie multivoca dat de S.B. Nadler Jr. in
[50].

Definitia 1.3.10. ([19]) Fie Y € X gi fie F : Y — P, 4 (X) un operator
multivoc. Atunci, F' se numeste o A-contractie multivoca in sens Nadler

daca si numai dacd A € M,,,, (R;) este o matrice convergenta la zero si
HIF (z),F (y)] < Ad(z,y), pentru orice z,y € Y.
In mod similar se poate considera si conditia
H'[F (x),F (y)] <d'(x,y) A, pentru orice z,y € Y,

unde A’ noteazi transpusa matricei A. Insd, rezultatele care se pot ob-
tine sunt de tip dual. De asemenea, din proprietatile lui H, daca F' este
o A-contractie multivoca in sens Nadler rezulta ca F' este o A-contractie

multivoca.

Definitia 1.3.11. ([19]) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. Atunci
F : X — P(X) este un operator multivoc slab Picard (prescurtat operator
MW P), daca pentru fiecare x € X si y € F (z), exista un sir (2,),,y astfel
incat:
(i) zo=m, 21 =1y;
(11) Tpi1 € F (ZL’n),
(iii) girul (2,),.y este convergent la un punct fix al lui F.

Pentru exemple de operatori MW P, vezi A. Petrusel [73] si I.LA. Rus, A.
Petrugel, A. Santdmarian [90].

Definitia 1.3.12. ([73|) Fie (X,d) un spatiu metric generalizat si fie F' :
X — P (X) un operator MW P. Atunci definim operatorul multivoc

F* : Graph (F) — P (Fix (F))

prin formula {F* (z,y) = z € Fix(F) : existd un sir al aproximatiilor

succesive pentru F' pornind din (x,y) care converge la z}.
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Definitia 1.3.13. ([82]) Fie X,Y # () ¢i fie F : X — P(Y) un operator
multivoc. Atunci un operator univoc f : X — Y este o selectie pentru F

daca si numai daca f (z) € F (z), pentru orice x € X.

Definitia 1.3.14. ([73]|) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat si fie F' :
X — P (X) un operator MW P. Atunci F este un operator multivoc M -slab
Picard (prescurtat operator M-MW P) dacé si numai daca M € M,, ., (Ry)
sl existd o selectie f*° pentru F'* astfel incat d [z, f* (z,y)] < Md(z,y),
pentru orice (z,y) € Graph (F).

Lema 1.3.15. (/86]) Fie (X,||) un spatiu Banach generalizat. Atunci:
HY+ZY+W)<H(ZW), pentru fiecare Y, Z, W € B, (X).

Reamintim c& un operator multivoc masurabil F' : [a,b] — P, (R") se
numeste marginit integrabil daca si numai daca exista o functie integrabila
Lebesgue m : [a,b] — R™ astfel incat pentru fiecare v € F (t), avem ca
lv| < m(t), a.p.t. pe [a,b]. Pentru un operator multivoc méasurabil gi mar-
ginit integrabil F', avem ca multimea tuturor selectiilor integrabile in sens
Lebesgue S} pentru F este inchisi si nevida (vezi H. Covitz, S.B. Nadler Jr.
27)).

In continuare prezentam cateva rezultate ajutatoare noi in demonstarea
teoremei lui Krasnoselskii si a altor teoreme conexe pentru suma a doi ope-
ratori multivoci in spatii Banach generalizate, printre care:

- demonstram Teorema lui Perov pentru un operator ce satisface o conditie
de A-contractie multivoca in sens Nadler, care este un raspuns la o probleméa
deschisd enuntata in A. Bucur, L. Guran, A. Petrusel [19];

- stabilim un rezultat de dependenta de date pentru excesul dintre multi-
mile punctelor fixe a doi operatori ce satisfac o conditie de A-contractie
multivoca in sens Nadler;

- extindem un rezultat preliminar teoremei lui Krasnoselskii dat in L.

Rybinski [92].

Lema 1.3.16. Fie (X,d) un spatiu metric generalizat si fie A, B C Py (X),
q > 1. Atunci, pentru orice a € A, exista b € B astfel incat

d(a,b) < qH (A, B).
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Lema 1.3.17. Fie (X,d) un spativ metric generalizat, A € P(X) si z € X.
Atunci D (z, A) = 0 dacd si numai dacd v € A.

Lema 1.3.18. Fie A € M,,,, (Ry) o matrice convergenta la zero. Atunci,
exista QQ > 1 astfel incat pentru orice g € (1,Q) avem ca gA este convergenta
la 0.

Teorema 1.3.19. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat complet si fie F' :
X — Py (X) o A-contractie multivoca in sens Nadler. Atunci, F este un
operator (I — A)"'-MW P,

Lema 1.3.20. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat si complet si fie Fy, Fy :
X — Py (X) doua A-contractii multivoce in sens Nadler. Atunci:
suppa, [F1 () , F> (2)]
zeX
p[Fix (Fy),Fix (Fy)] < (I — A)~'

SuppdnL [Fl ('Zl) ’ F2 (‘/E)]
zeX

Teorema 1.3.21. Fie (X, d) un spatiuv metric generalizat $i fie Y o sub-
multime inchisa a unui spativ Banach generalizat (Z,|-|). Presupunem ca

operatorul multivoc F': X XY — Py, (Y) satisface urmatoarele conditii:

(i) A este o matrice convergentd la zero gi

H[F(may1>>F($ay2)] < A’yl_y2|7 pentruﬁecar@ (wayl)f ($,y2> €
X xY;

(ii) pentru fiecare y €Y, F (-,y) este H-s.c.i. pe spafiul X .
Atunci exista un operator continuu f : X XY — Y astfel incat:

f(z,y) € F(x, f(x,y)), pentru fiecare (x,y) € X x Y.
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Capitolul 2

TEORIA UNEI TEOREME E-METRICE DE PUNCT
FIX

2.1 Teoreme E-metrice de punct fix

Un rezultat de referinta in studiul existentei si unicitatii punctului fix
intr-un spatiu E-metric il prezinta o teorema data de C. Cevik si I. Altun in
[25]. Cazul X = E a fost studiat si de alti autori, precum: L. Kantorovich,
R. Cristescu, F. Voicu.

Teorema 2.1.1. ([25]) Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archi-
medean gi fie f : X — X un operator ce satisface o conditie de k-contractie

univocd, adicd exista o constanta k € [0,1) astfel incat
A1f (@), f ()] < kd (2, 3), pentru orice 7,y € X.

Atunci, f are un punct fix unic in X si pentru orice xg € X, sirul iteratelor (z,,)
definit prin x, = f(x,_1), pentru orice n € N*, E-converge la punctul fix al

lui f.

Exemplul 2.1.2. (|39]) Fie E = R? impreuni cu relatia de ordine definita

pe componente (deci E-Archimedean) si consideram
X={(z,00eR*:0<2<1}U{(0,z) eR*:0< 2z <1}.
Definim operatorul d : X x X — E prin
4
a.0). (5.0 = (3o = sl o=l )
2
4 2
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Astfel, X este un spatiu F-metric complet. Fie f : X — X cu f((z,0)) =

(0,2) s f((0,x)) = (%£,0), atunci f satisface conditia de k-contractie univoca

pentru k£ = %, ceea ce reiese din verificarea inegalitatilor

41 (2,0, (5,0)] < 2d[(,0), (5,0)]
A1 (£,0), £ 0.9)] < Sd[(x,0),0,9)]
417 (0,2), £ (5,0)] < 2410, (5,0)],
417 0,2), £ (0.9)] < 31(0,2), (0,)

si conform Teoremei 2.1.1, f are un punct fix unic in X, insd f nu este o
contractie (de exemplu, in raport cu metrica de tip Cebigev) pe X C R?, deci

teorema clasica a lui Banach—Caccioppoli nu poate fi aplicata.

In cele ce urmeazi, extindem alte rezultate de punct fix pentru operatori
univoci ce satisfac conditii de contractii generalizate la contextul spatiilor

E-metrice.

Teorema 2.1.3. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archi-
medean. Presupundnd ca operatorul f : X — X satisface conditia lui
Cirié-Reich-Rus de (a,b, c)-contractie univocd, adicd existd a,b,c € Ry cu

a+ b+ c <1 astfel incdt

dif (z), f ()] <ad(z,y)+bd [z, f (x)|+cdy, f (y)], pentru orice x,y € X.

Atunci f are un punct fix unic in X gi pentru orice xg € X, sirul iteratelor (x,,)
definit prin x,, = f (x,—1), pentru orice n € N*, E-converge la punctul fix al
lui f.

Teorema 2.1.4. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archime-
dean. Presupundnd ca operatorul g : X — X satisface conditia de (a,b,c, e, f)-
contractie univoca, adica exista a,b,c,e, f € Ry cua+b+c+2f <1 astfel

incdt pentru orice x,y € X, sa avem

dlg(z),g ()]
<ad(z,y)+bd[z,g(x)] +cdly, g (W) +edly,g(x)] + fd[z,g(y)].

Atunci g are un punct fix unic in X gi pentru orice xg € X, sirul iteratelor (x,,)
definit prin x,, = g (r,_1), pentru orice n € N*, E-converge la punctul fix al

lui g.
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Observatia 2.1.5. Teorema 2.1.4 generalizeaza Teorema 2.1.3 prin alegerea
constantelor e = f = 0, iar Teorema 2.1.3 generalizeaza Teorema 2.1.1 prin

alegerea constantelor b = ¢ = 0.

O alta teorema metrica de punct fix pentru operatori univoci ce poate fi
extinsa intr-un spatiu E-metric este prima forma a Teoremei lui Ciri¢. Se
poate observa ca si aceasta teorema este un caz particular al Teoremei 2.1.4,

demonstratia fiind similara.

Teorema 2.1.6. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archime-
dean. Presupundnd ca operatorul g : X — X satisface conditia lui Ciri¢ de
a-contractie univocd, adica exista o € [0, 1) astfel incat pentru orice x,y € X,

sa avem

dlg (z),9(y)]

< amax {d(x,y) ydlz,g(x)],dly,g )], 5 [d(x,g(y) +d(y,g (93))]} :

DN | —

Atunci g are un punct fiz unic in X §i pentru orice xg € X, sirul iteratelor (x,,)
definit prin x, = g (x,_1), pentru orice n € N*, E-converge la punctul fix al

lui g.

In continuare prezentam céateva teoreme de punct fix pentru operatori

multivoci in spatii EF-metrice.

Definitia 2.1.7. Fie (X,d, F) un spatiu E-metric. Spunem ca operatorul
F: X — P, (X) este o k-contractie multivocd, daca gi numai daca k € [0, 1)

si pentru orice z,y € X si orice u € F (z), existd v € F (y) astfel incat
d(u,v) < kd(z,y).

Teorema 2.1.8. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archime-
dean. Presupundnd ca operatorul F': X — P, (X) este o k-contractie mul-
tivocd, atunci F admite un punct fix in X si pentru orice v € X, existd
un sir (o,),cy @l aprovimatiilor succesive pentru F pornind din (v,y) €
Graph(F') care E-converge in (X,d, E) la punctul fiz al lui F.

Exemplul 2.1.9. Fie E = R? cu relatia de ordine definita pe componente

(deci E-Archimedean) si consideram
X={(z,00eR*:0<z<1}U{(0,z) eR*:0<z <1}.
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Definim operatorul d : X x X — E prin
4
d[(l’,O),(y,O)] = §|x—y|,|x—y| )
2
d[(0,2),(0,y)] = { |z —yl, gl —yl ),
4 2
d[(z,0),(0,y)] = (gzc +y,z+ gy) .

Astfel, X este un spatiu F-metric complet. Fie F' : X — P, (X) cu
F (1, 29) = {u(z1,22) ,v (x1,22)}, unde u,v : X — X sunt definiti prin

: T
u((,0)) = (0.2) siu((0.2)) = (5.0
: x
v ((@,0) = (0,2) siv((0,2)) = (5.0).
Avem urmétoarele posibilitati:
Cazul 1: pentru orice 7 = (2,0),22 = (y,0) € X si orice u = (0,2) €

(
F(xy), exista v = (0,y) € F (22)
Cazul 2: pentru orice x; = (2,0),22 = (0,y) € X si orice u = (0,2) €
u ( ) € F(x9)
Cazul 3: pentru orice z; = (0,2),22 = (y,0) € X si orice u = (%£,0) €

F (1), existd v = (4,0) € F (z,) sau v

F (1) sau orice u = (£,0) € F (1), existd v = (0,y) € F (22)
Cazul 4: pentru orice 21 = (0,z),2z, = (0,y) € X si orice u = (£,0) €

F (x1), existda v = (%,0) € F (x3), respectiv pentru orice x; = (0,z), 29 =
(0,y) € X siorice u = (£,0) € F (21), existd v = (4,0) € F (z2)

Pentru toate aceste cazuri conditia de k-contractie multivoca are loc pen-
tru k = %. Din Teorema 2.1.8 rezultd ca F' are un punct fix in X, insa I’ nu
este o contractie multivoca (de exemplu, in raport cu metrica de tip Cebigev)

pe X C R?, deci teorema clasici a lui Nadler nu poate fi aplicata.

Definitia 2.1.10. Fie (X, d, E') un spatiu E-metric. Spunem ca operatorul
F : X — P,(X) este o (a,b,c)-contractie multivocd, daca si numai daca
a,b,c € Ry cua+b+c < 1¢ipentru orice z,y € X si orice u € F (), exista
v € F (y) astfel incat

d(u,v) <ad(x,y)+bd(z,u) + cd(y,v) .

Teorema 2.1.11. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archime-

dean. Presupundnd ca operatorul F': X — P (X) este o (a,b,c)-contractie
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multivoca, atunci F' admite un punct fix in X s pentru orice x € X, exista
un $ir (o,),ey @l aprovimatiilor succesive pentru F pornind din (v,y) €
Graph(F') care E-converge in (X,d, E) la punctul fiz al lui F.

Observatia 2.1.12. Teoremele 2.1.8 gi 2.1.11 generalizeaza rezultatele cu-
noscute din teoria punctului fix pentru operatori multivoci de tip contractiv
in spatii metrice complete (vezi Nadler [85], Covitz-Nadler |75], S. Reich [80],
A. Bucur, L. Guran si A. Petrusel [19]), etc. si nu necesitda impunerea con-
ditiei de grafic inchis asupra operatorului F', care de exemplu in [19] este

ceruta.

2.2 Teoria unei teoreme EF-metrice de punct fix

In aceasta sectiune discutam o teorie a teoremei metrice de punct fix a
lui Banach—Caccioppoli in spatii F-metrice (vezi Teorema 2.1.1 din sectiunea
anterioard) in sensul dat de I.A. Rus in [89] pentru cazul spatiilor metrice
clasice. De asemenea, se discuta cazul operatorilor multivoci dupa modelul
dat de A. Petrugel si I.A. Rus in [75].

Similar, teoria poate fi extinsa asupra celorlalte teoreme metrice de punct
fix din sectiunea anterioara ce satisfac conditii de contractii generalizate in
spatii F-metrice.

Pornim prin a extinde lema lui Cauchy datd de I.A. Rus si M.-A. Serban

in [91] la cazul spatiilor Riesz.

Lema 2.2.1 (Lema lui Cauchy). Fie E un spatiu Riesz complet ordonat. Fie
an € Ry, b, € EL,n € N* astfel incat > |a;| < +00 i b, —= 0 candn — 0o.

) 1=0
Atunct

Zan_ibi 250 cdnd n — oo.
i=0
Observatia 2.2.2. Dacd (X, d, F) este un spatiu F-metric gi f : X — X

este o k-contractie univoca, este ugor de observat ca f este E-continua.

Teorema 2.2.3. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archimedean

si f: X — X o k-contractie univoca. Atunci urmdtoarele afirmatii au loc:

i) Fix(f) = {z3} si f" (2) LE x} cdnd n — oo, pentru orice v € X,

adica, f este un operator Picard vectorial (prescurtat E-PO);
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i)

i)
i)

v)

vi)

vii)

viii)

24

Fix (f) = Fix(f") = {x}}, pentru orice n € N*, adica, f este un

operator Bessaga vectorial;
d[f (), 5] < £5d [, f (2)], pentru orice x € X gi orice n € N*;

d(x,z"}) < ﬁd[m,f(x)], pentru orice x € X, adica, [ este ﬁ-E-
PO;

%\Id L™ (), fr (2)] < 2 d [z, f (x)], pentru orice x € X, adica, f
este E-PO bun;

n%:wd [f" (:U),xﬂ < ﬁd (x,x}), pentru orice x € X, adica, f este
E-PO special;

Daca x,, € X,n € N sunt astfel incdt
d,E .

d [y, f (z,)] = 0 cdnd n — oo,

atunci
4E .

T, — &y cand n — 0o,
adicd, problema de punct fix pentru operatorul f este bine pusa;
Daca z,, € X,n € N &

(d (zns1, [ (2))) —= 0 cdnd n — oo,
implica ca exista x € X astfel incat

d[zn, f* (r)] == 0 cdnd n — oo,
adica, operatorul f are proprietatea de umbrire la limitd;
Dacd (xy),cn este un sir E-mdrginit in X, atunci

n 4a.E i

J" (zn) = @} cdnd n — oo;
Daca g - X — X este astfel incdt exista n € Ey cu

d[f (x),g(x)] <n, pentru orice z € X,

atunca:

1

x, € Fix(g) implica d (J:},x;) < T
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zi) Daca fr, - X — X, fn unil; f, zf € Fix(f,), n € N, atunci
* dvE * A
T, — &y cdnd n — 0o,

zii) Dacd (X,d, E) este un spativ E-metric normat, cu d(x,y) = |z —y|,
unde || + X — E4, atunci 1x — f : X — X este un izomorfism

E-topologic;

ziii) Daca (X,d, E) este un spatiu E-metric si E-marginit cu E complet

ordonat, atunci

N " (X) = {7},

neN

adica, f este un operator Janos.

In continuare prezentam doua aplicatii ale teoremei E-metrice studiate

pentru operatori univoci. In acest scop avem nevoie de urmatoarea cerinta.

Definitia 2.2.4. Prin definitie, (X, d, F, <) este un spatiu E-metric ordonat
daca (X, d, F) este un spatiu E-metric si,,<” este o relatie de ordine partiala
pe X, astfel incat urmatoarea implicatie are loc: daca (zn),,cn s (Yn)pen 0 X

sunt astfel incat
i) x, <y, pentru orice n € N;
. d,E d,E A
i) z, — z, y, — y cand n — oo,
atunci
z < y.

Lema 2.2.5 (Lemda de tip Gronwall pentru k-contractii). Fie (X, d, F, <)
un spativ E-metric ordonat st complet cu E Archimedean si f : X — X un
operator. Presupundnd ca f este o k-contractie univoca si f este crescator,
atuncs:

i) x < f(x) implica v < x7};

i) x> f(x) implica v > 7.
Teorema 2.2.6 (Teorema de comparatie pentru k-contractii). Fie (X,d, E <)
un spatiu E-metric ordonat si complet cu E Archimedean si f,g,h: X — X

trei operatori. Presupundnd ca:
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i) f<g<h
it) f,g,h sunt k-contractii univoce;

ii1) operatorul g este crescator.

Atunci:
* * *
Ty < x, < x,.

Pentru cazul multivoc (vezi Teorema 2.1.8), de asemenea, studiem alte
proprietati de puncte fixe, precum:

- existenta punctelor fixe si a punctelor fixe stricte;

- dependenta de date a punctelor fixe;

- convergenta multimii punctelor fixe a unui sir de operatori multivoci;

- stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii x € F'(x);

- proprietatea problemei de punct fix bine pusa;

- proprietatea de umbrire la limita;

- altele.

Definitia 2.2.7. Fie (X, d, F) un spatiu E-metric. Atunci operatorul mul-
tivoc F': X — P (X) se numeste slab Picard vectorial (prescurtat operator
E-MW P), daca si numai dacd pentru orice z € X si orice y € F' (x), exista

un sir (o,),,cy in X astfel incat:

(i) zo=m, 21 =1y;
(ii) zp41 € F (), pentru orice n € N;

(iii) girul (z,), oy este E-convergent si limita sa este un punct fix pentru F.

Definitia 2.2.8. Fie (X, d, F) un spatiu E-metric si fie F': X — P (X) un
operator E-MW P. Atunci definim operatorul multivoc F*° : Graph (F') —
P (Fix (F')) prin formula {F*> (z,y) = z* € Fix (F) : existd un sir al aproxi-

matjiilor succesive pentru F' pornind din (z,y) care E-converge la z*}.

Definitia 2.2.9. Fie (X, d, E) un spatiu metric vectorial gi F': X — P (X)
un operator E-MW P. Atunci F' se numeste c-slab Picard vectorial (pres-
curtat operator c-E-MW P) daca si numai daca ¢ € RY si existd o selectie
f a lui F*° astfel incat d [z, f* (z,y)] < ed(x,y), pentru orice (z,y) €
Graph (F).
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Definitia 2.2.10. Fie (X, d, E) un spatiu E-metric si fie (F,), oy un sir de
multimi ordonate in P, (X). Atunci F,, se numeste Hausdorff E-convergent
la o multime ordonata si inchisa F' din X, notam cu F, TLE B cand n — oo
daca si numai daca exista un sir (a,) C E astfel incat a,, | 0 cand n — oo si
pentru orice u, € F, (z), existd v € F (x) (respectiv pentru orice v € F' (),

exista u, € F), (x)) astfel incat
d (un,v) < a,, pentru orice n € N.

Definitia 2.2.11. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet i F' : X —
P (X) un operator multivoc. Prin definitie, F' se numeste operator Picard
vectorial (prescurtat E-M PO) daca si numai dacé:

(i) SFix (F) = Fix (F) = {z*};
(i) F™(x) 1al {z*} cand n — oo, pentru orice x € X.
Un prim rezultat pentru k-contractii multivoce in spatii F-metrice este

urmatorul.

Teorema 2.2.12. Fie (X,d, E) un spativ E-metric complet cu E Archi-
medean i F': X — Py (X) o k-contractie multivoca. Atunci urmatoarele

afirmatit au loc:

i) Fix (F) # 0;

it) F' este un operator ﬁ-E—MWP;

iii) Fie G : X — Py (X) o k-contractie multivoca si n € E, astfel incdt
pentru orice u € G (z), exista v € F (x) astfel incat d (u,v) < n (res-
pectiv pentru orice v € F (x), exista v € G (x) astfel incat d (u,v) <
n). Atunci pentru orice p € Fix (G), ewxista q € Fix (F') astfel incat
d(p,q) < 50 (respectiv pentru orice p € Fix (F), ezistd q € Fix (G)
astfel incat d (p, q) < n).

w) Fie F, : X — Py (X), n € N un sir de k-contractii multivoce astfel
incat F, (v) Lap F (z) cand n — oo, uniform in raport cu x € X.
Atunci, Fix (F},) 24 pix (F') cand n — oo;

v) (Stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii x € F (x)) Fie € € E, astfel
incat exista y € F (x) : d(x,y) < e. Atunci, exista 2* € Fix (F') astfel
incat d (z,2%) < e

1-k

27



TEORIA UNEI TEOREME FE-METRICE DE PUNCT FIX

Un al doilea rezultat pentru k-contractii multivoce in spatii F-metrice

este urmatorul.

Teorema 2.2.13. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archime-
dean gi F : X — Py (X) o k-contractie multivocd cu SFix (F) # (). Atunci

urmdatoarele afirmatii au loc:

i) Fix (F) = SFix (F) = {z*};

ii) Fix (F") = SFix (F™) = {2*}, pentru n € N*;

iii) F™(x) 1al {z*} cdnd n — oo, pentru orice x € X;

w) Fie G : X — P,y (X) un operator multivoc si n € E, astfel incdt
Fix (G) # 0 si pentru orice u € G (x), exista v € F (x) astfel incdt
d(u,v) < n (respectiv pentru orice uw € F (x), exista v € G (x) astfel
incat d (u,v) < n). Atunci pentru orice p € Fix (G), exista q € Fix (F)
astfel incat d (p,q) < ﬁn (respectiv pentru orice p € Fix (F), ezistd
q € Fix (G) astfel incdt d (p,q) < £n);

v) Fie F,, : X — P, (X),n € N un sir de operatori multivoci astfel incdt
Fix (F,) # 0 pentru orice n € N gi F, (x) el F (z) cind n — oo,
uniform in raport cu x € X. Atunci, Fix (F},) 4L pix (F) cand n —
0.

vi) (Proprietatea problemei de punct fiz bine pusa) Dacd (x,,),oy este un

sir in X astfel incat exista y, € F (z,), n € N cu proprietatea
d(Tn,Yn) —= 0, cdnd n — oo,

. 4oE
atunci x, — x*, cdnd n — o0.

vii) (Proprietatea de umbrire la limitd a operatorului multivoc) Dacd (yn),,en

este un gir in X astfel incat ezista u, € F (y,), n € N cu proprietatea
d (Yps1, Un) — 0, cdnd n — oo,

atunci existd un §ir (r,),.y C X al aprozimatiilor succesive pentru F,

astfel incat

d (T, yn) — 0, cand n — oco.

Un al treilea rezultat pentru k-contractii multivoce in spatii F-metrice

este urmatorul.
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Teorema 2.2.14. Fie (X,d, F) un spatiu E-metric complet cu E Archime-
dean i F': X — P., (X) o k-contractie multivoca astfel incat F (Fix (F')) =

Fix (F). Atunci urmdtoarele afirmatii au loc:

i) F(x) =Fix (F), pentru orice v € Fix (F);
i) Dacd (x,),cy C X este un sir astfel incat x, LB e Fix (F) cdnd

n — oo, atunci F (z,,) 1AL pix (F) cand n — oo.

2.3 Rezultate neliniare de punct fix in spatii F-metrice

In aceast sectiune se gasesc rezultate neliniare noi de punct fix, ce pre-
zinta diverse extinderi si abordari ale Principiului Contractiei pentru opera-
tori univoci si multivoci in spatii E-metrice, vezi J. Matkowski [47] si T.A.
Rus [86].

Printre acestea, se afla modul de obtinere a unei teoreme neliniare univoce
de punct fix cu concluzii echivalente cu cele ale Principiului Contractiei intr-
o submultime a unui spatiu E-metric dat ca si o reuniune de bile inchise,
precum si o versiune extinsa a teoremei lui Wegrzyk in spatii E-metrice. De
asemenea, sunt prezentate rezultate neliniare noi de punct fix preliminare
teoremei lui Krasnoselskii in spatii £-metrice.

In cele ce urmeazi prezentdm modul de definire a ¢-contractiei neliniare
univoce, precum si versiuni neliniare a Teoremei 2.1.1 (globala si locala)

pentru operatori univoci in spatii E-metrice.

Definitia 2.3.1. Un operator crescitor ¢ : E, — E, cu p(t) < t i
o™ (1) 25 0, pentru orice t > 0 se numeste operator de comparatie ordo-

nat (prescurtat o-comparatie).

Definitia 2.3.2. Fie (X,d, F) un spatiu E-metric i fie ¢ : B, — E, un
operator de o-comparatie. Spunem ca operatorul f : X — X este o ¢-

contractie neliniard univocd, daca si numai daca

d[f (x), f(y)] < ¢ld(z,y)], pentru orice z,y € X.

Teorema 2.3.3. Fie (X,d, E) un spatiuv E-metric complet cu E-Archimedean

st fie f: X — X o p-contractie neliniara univocda. Atunci:

i) existd un punct fix unic * pentru f in X si pentru orice x € X, girul
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i) dz*, f" (x)] < " [d(z*, x)], pentru orice n € N.

O versiune locala a Teoremei 2.3.3 poate fi obtinuta in bila inchisa

B (xg,7):=={z | z € X,d(zg,z) <7} .
Teorema 2.3.4. Fie (X,d, E) un spatiuv E-metric complet cu E-Archimedean,
vg € X, r € Ey, fie f : B(xg,7) — X un operator §i evistd un opera-
tor crescator ¢ : [0,r] — [0,r] C Ey (nu neaparat o-continuu) astfel incat
e (t) = 0, pentru orice t € (0,7] cu proprietatea cd d[f (x), f (y)] <

old(x,y)] si d(z,y) < r, pentru orice x,y € B(wo,r). Presupunem cd
d[zo, f (z0)] <7 — @ (r). Atunci:

i) existd un punct fir unic x* pentru f in B (zo,7) $i pentru orice T €

B (xg, 1), sirul f(z) LN x*;

i) d[x*, f* (x)] < ¢™(b), pentru orice n € N.

Urmarind ideile din M. Kwapisz [43], se pot obtine alte rezultate cu con-

cluzii echivalente cu ale Teoremelor 2.3.3 si 2.3.4, in spatiul

X (zg,7) := U B(mg, A\r) = /\e%u {z |z e X,d(x,zg) < Ar}.

AeEL

Teorema 2.3.5. Fie (X, d, E') un spativ E-metric complet cu E-Archimedean,
xg € X, 1r € Ey, fie f: X (xg,r) = X un operator si exista un operator cres-
citor ¢ : By — E, (nu neaparat o-continuu) astfel incdt o™ (t) — 0, pentru

orice t > 0, cu proprietatile:

1) p(Ar) < @ (N)r, pentru A € Ey;

2) d[f (z),f )] < wld(z,y)] sid(z,y) < Ar, pentru orice x,y € X (zo,7)
st pentru A\ € B, ;

3) d[zo, f (z0)] < Ao, pentru A\ € E.
Atunci:

i) exista un punct fix unic x* pentru f in X (zo,7) $i pentru orice x €
X (xo, 1), sirul f (x) LB x*;
i) dz*, f* ()] < ¢"d (z*,x), pentru orice n € N.
Lema 2.3.6. Daca (y,) C X (x,7) $i yn LE y, atunciy € X (xg,r), adica,

A VRN A d,E
X (zg,7) este E-inchisd in X in raport cu convergenta ——.
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Inzestrand spatiul X (zo,7) cu o E-metrica p : X (z,7)x X (z0,7) = By,
data de

= inf <
p(z,y) Jnf {d(z,y) < Arj,
avem urmaéatoarele:

Lema 2.3.7. Fie (X,d, E) un spatiuv E-metric complet cu E-Archimedean.

Atunci, spatiul X (zo,7) este E-complet in raport cu p.

Folosind aceleasi ipoteze ca si in Teorema 2.3.5, obtinem un alt rezultat
de existentd si unicitate in spatiul E-metric X (z¢,r). De remarcat ci, de
aceasta data, demonstratia este bazata pe legatura dintre E-metricile p si d
si astfel, nu vom aplica Teorema 2.3.5 pentru a arata ca sirul aproximatiilor

, . . d,E . C o
succesive al lui f converge in raport cu — la unicul punct fix al lui f in
X (xg,1).

Teorema 2.3.8. Daca ipotezele Teoremer 2.5.5 au loc, atunci:

i) f este o -contractie neliniara univocd in X (xg,r) in raport cu p;

i) exista un punct fix unic x* pentru f in X (xo,7) $i pentru orice yy €
dE
X (zo,7), £ (yo) — ™.

In cele ce urmeaza prezentam modul de definire a p-contractiei neliniare
multivoce, o versiune neliniara a Teoremei 2.1.1 pentru operatori multivoci

si probleme deschise pe aceasta directie.

Definitia 2.3.9. Fie (X,d, £) un spatiu E-metric si fie ¢ : E, — E, un
operator de o-comparatie. Spunem ca operatorul F' : X — P, (X) este o
p-contractie neliniara multivoca, daca si numai daca pentru orice z,y € X si

orice u € F (), existd v € F'(y) astfel incat

d(u,v) < ¢ld(z,y)].

Teorema 2.3.10. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet. Presupundnd ca
operatorul F' : X — P, (X) este o p-contractie neliniara multivocd, atunci
F are un punct fix in X si pentru orice v € X, exista un §ir (x,),oy al
aprozimatiilor succesive pentru F pornind din (x,y) € Graph(F) care E-

converge in (X, d, E) la punctul fix al lui F.
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Daca alegem cazul particular cand ¢ (t) = kt, k € [0, 1) obtinem Teorema
2.1.8.

Observatia 2.3.11. Teoremele 2.3.3, 2.3.4 si 2.3.10 reprezinta extinderea la
cazul spatiilor F-metrice a catorva principii metrice clasice de punct fix din
analiza neliniara. Daca alegem X = FE si d metrica valoare absoluta pe FE,

atunci obtinem teoreme de punct fix in spatiul Riesz E (vezi R. Cristescu
[29]).

Problema 2.3.12. S& se demonstreze alte teoreme de punct fix in spatii
FE-metrice pentru operatori univoci si multivoci ce satisfac conditii neliniare
de ¢-contractii generalizate si de asemenea, sa se studieze teoria unei astfel
de teoreme (vezi I.-R. Petre [63], A. Petrusel, I.A. Rus [75] si I.A. Rus [89]).

Consideram urmatoarea definitie:

Definitia 2.3.13. Fie (X,d, F) un spatiu F-metric cu £ complet ordonat
si fie ¢ : E. — FE, un operator de o-comparatie. Spunem ca operatorul
F: X — Bua(X) este o p-contractie neliniara multivoca in sens Nadler,

daca gi numai daca
HI[F(z),F(y)] < ¢ld(z,y)], pentru orice z,y € X. (2.3.1)

Problema 2.3.14. Sa se defineasca o functionala H lucrativa pentru care are
loc conditia (2.3.1) cand F este o latice liniara, si se demonstreze Teorema
2.3.10 in termenii Definitiei 2.3.13 si sa se stabileasca o leméa de dependenta
de date pentru excesul dintre multimile punctelor fixe a doi operatori ce

satisfac o conditie de ¢-contractie neliniara multivoca in sens Nadler.

Dificultatea apare din cauza faptului ca nu putem nega in mod obisnuit
inegalitatea u < v pentru u,v € E,. De exemplu, pentru £, = Ri, avem

urmatoarea figura:

(0,0) a

Figura 3: Dificultati de negare intr-o latice liniara.
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De aici se observa ca elementele comparabile sunt cele de pe diagonala
boldata, iar elementele din afara dreptunghiul D = [0, a] x [0, b] nu sunt doar
cele din portiunea D. Astfel, nu putem stabili o lema de tipul Lemei 1.3.16
in contextul spatiilor F-metrice. Pentru a evita demonstrarea unei astfel
de leme, in sectiunea 4.3 introducem o notiune de strict pozitivitate intr-
un spatiu Riesz si astfel, avem o noua perspectiva de abordare a Problemei
2.3.14.

Lema 2.3.15. Fie (X,d, E) un spatiuv E-metric cu E complet ordonat si fie
A C Py (X). Atunci D (x, A) = 0 dacd si numai dacd x € A.

In continuare prezentam cateva rezultate topologice preliminare teoremei
lui Krasnoselskii in spatii £-Banach. Tinem cont ca intr-un spatiu £-Banach
X, Lema lui Ky Fan si Teorema lui Schauder pot fi demonstrate folosind o
metoda similara cu cea clasica, unde presupunem ca E este complet ordo-
nat §i Y C X este o multime E-marginitd (astfel, defintia completitudinii
ordonate 1.2.9 garanteaza ca %gif/ ||z — f (yo)|| exista in E). Mai precis, avem

urmatoarele rezultate.

Lema 2.3.16. Fie X un spatiu E-normat cu E complet ordonat, fie Y C X
o multime E-compacta st E-convexa si fie f 'Y — X un operator univoc

E-continuu. Atunci ||yo — f (yo)|| = ;rel)f; llz — f (vo)l]-

Teorema 2.3.17. Fie X un spatiuv E-Banach cu E complet ordonat, fie
Y C X o multime E-marginita, E-inchisd si E-convexa si fie f 1Y —Y un
operator univoc cu imagine E-relativ compactd. Atunci f are cel putin un

punct fix in'Y.

Observatia 2.3.18. Pentru o alta teorema de tip Schauder intr-o latice
liniara Hausdorff Archimedeana, vezi T. Kawasaki, M. Toyoda, T. Watanabe
[42].

Problema 2.3.19. Sa se demonstreze o teorema de tip Rybinski dupa mode-
lul Teoremei 1.3.21 in contextul spatiilor F-metrice care sa asigure existenta
unei selectii EF-continue pentru un operator multivoc care necesita impunerea
unei conditii de p-contractie neliniara multivoca in sens Nadler in raport cu

al doilea argument.
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Avem nevoie de o versiune extinsd a teoremei de intersectie a lui Cantor

si a lemei lui Cesaro.

Lema 2.3.20. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu proprietatea cd
pentru orice sir descrescator {Fn}n21 de submultimi nevide si E-inchise ale
lui X avem cd 6 (F,) -2+ 0 cand n — oo. Atunci intersectia OriFn contine

un element si numai unul.

Lema 2.3.21. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E Archimedean
st fie (xy,) un gir E-marginit in X. Atunci, exista un subgir E-convergent
() n X.
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Capitolul 3

TEOREME TOPOLOGICE DE PUNCT FIX SI
APLICATII iN SPATII BANACH VECTORIALE

3.1 Teorema lui Krasnoselskii in spatii Banach genera-

lizate

In aceast# sectiune demonstram teorema de punct fix a lui Krasnoselskii
in spatii Banach generalizate pentru operatori univoci si multivoci. Totodata,
discutam alte rezultate posibile de existenta a punctului fix pentru suma a
doi operatori multivoci, unde un operator satisface o conditie de A-contractie

multivoca, iar celalalt operator satisface o conditie de compactitate.

Teorema 3.1.1. Fie (X, |-|) un spativ Banach generalizat si fie Y € P o (X).

Presupundnd ca operatorii f,qg:Y — X satisfac proprietatile:

i) f este o A-contractie univocd;
it) g este continuu,

iii) g (Y) este relativ compacta si f (x) + g (y) € Y, pentru orice x,y € Y.

Atunci f + g are un punct fir in Y.

Al == (lai;)ijeq,..my € Mmm(Ry).

In acest context, spunem ca o matrice nesingulard A are proprietatea de
valoare absolutd daca A~'|A| < I. Cateva exemple de matrice convergente

la zero A € My (R), care de asemenea satisfac proprietatea
(- Ay - Al <1
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sunt:

0
1) A= ( g ; ),unde a,b € Ry si max(a,b) < 1;

2) A= (g b_c),undea,b,c€R+§ia+b<1,c<1;

a —a
3)Az<b b),undea>1,b>0§i|a—b|<1.

Pentru studiul existentei punctului fix pentru suma a doi operatori mul-
tivoci, forma de baza a teoremei lui Krasnoselskii intr-un spatiu Banach
generalizat, precum gi alte rezultate conexe ei sunt prezentate in cele ce ur-

meaza.

Teorema 3.1.2. Fie (X, |-|) un spatiu Banach generalizat si fie Y € Py, o, (X).
Presupundand ca operatorii F' @Y — Py o (X), G:Y — Py (X) satisfac

proprietatile:

i) F(y1) + G (y2) CY, pentru fiecare yi,y2 € Y,
ii) F este o A-contractie multivocd in sens Nadler;
iii) G este s.c.i. $i G(Y) este relativ compacta;

i) matricea I — A are proprietatea de valoare absolutd.
Atunci F + G are un punct fir in Y.

Extinzand o idee a lui T.A. Burton (vezi [20]), observam ca putem slabi

ipoteza i) din Teorema 3.1.2.

Teorema 3.1.3. Fie (X, |-|) un spativ Banach generalizat si fie Y € Py e (X).
Presupunand ca operatorii F' :Y — Py e (X), G:Y — P (X) satisfac
proprietatile:
i)ye F(y)+G(x),x €Y atunciy € Y;
ii) F este o A-contractie multivocd in sens Nadler;
iii) G este s.c.i. si G(Y) este relativ compactd;

iv) matricea I — A are proprietatea de valoare absoluta.

Atunci F' + G are un punct fiv in Y.
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Teorema 3.1.4. Presupunem cd conditiile ii), iii) si iv) ale Teoremei 3.1.3
au loc. Dacd exista r € R astfel incat pentru Y = {x € X : x| <r}, avem
ca GY)CY sily <Dly, F(y)l, y €Y, atunci concluzia Teoremei 3.1.3

are loc.

De remarcat ca in termenii unei masuri abstracte de necompactitate pe
Y, putem spune ca operatorul multivoc F' : Y — P, ; (X)) se numeste («, A)-
contractie multivoca dacd si numai daca A € M,,,, (Ry) este o matrice
convergenta la zero si a (F (B)) < A« (B), pentru fiecare B € P, (Y). Pu-
tem da nagtere aici la o noua directie de studiu a teoremei lui Krasnoselskii
folosind rezultatele clasice date in A. Petrugel [70], I.A. Rus [88] si A. Petrusel
[72].

Problema 3.1.5. Fie (X, |-|) un spatiu Banach generalizat si fie Fy, Fy :
X — P, (X) doi operatori multivoci, astfel incat F; este o A-contractie
multivoca gi F» este compact. Atunci F; + F este o (a, A)-contractie multi-

voca.

Problema 3.1.6. Fie (X, |-]) un spatiu Banach generalizat sifie Y € Py 0 (X).
Dacad F : Y — Pue (Y) este o (a, A)-contractie multivocd s.c.s., atunci F

are un punct fix in Y.

Problema 3.1.7. Fie (X, |]) un spatiu Banach generalizat sifie Y € P, o, (X).
Presupunéand cd operatorii F,G : Y — P, ., (X) satisfac proprietétile:

i) F(y) +G(y) CY, pentru fiecare y € Y;
ii) F este o A-contractie multivoca in sens Nadler;

iii) G este s.c.s. i compact.

Atunci F' + G are un punct fix in Y.

3.2 Aplicatii

Din literatura de specialitate este bine cunoscut faptul ca Teoremele 3.1.1
si 3.1.2 au o multime de aplicatii interesante pentru forma clasica, de exem-

plu, L. Collatz [26] a stabilit existenta unei solutii pentru ecuatia integrala

x(t):é[xQ(t)—l—t] +%/0 |I(S)—t|%d8,t€ 0,1]
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si asa mai departe, alta aplicatie a teoremei lui Krasnoselskii in spatii Hil-
bert poate fi gasita in M. Zuluaga [102] sau pentru cazul multivoc, vezi, de
exemplu A. Petrugel [72].

Scopul nostru este de a extinde aceste aplicatii pentru rezultatele din sec-
tiunea anterioara, impunénd o conditie de A-contractie univoca, respectiv
multivoca asupra unuia dintre operatorii integrali si alte conditii care conduc
la obtinerea existentei solutiei unui sistem de ecuatii, respectiv incluziuni in-
tegrale intr-un spatiu Banach generalizat. Folosind Teoremele 3.1.1 gi 3.1.2,
respectiv Teoremele conexe 3.1.3 si 3.1.4, se pot obtine rezultate de existenta
pentru o multime de sisteme de ecuatii si incluziuni diferentiale. In continu-
are consideram cazul abstract al sistemelor de doua ecuatii integrale de tip
Fredholm—Volterra.

Teorema 3.2.1. Fie I =[0,a] (cu a > 0) un interval al axei reale §i consi-

deram urmatorul sistem de ecuatii integrale in C (I,R™) x C (I,RRP):

{ x1 () = A3 f(f ki (t, s, @1 (s), @2 (s)) ds + Ao [3 1 (8, 8,21 (s) @2 (s)) ds
To (t) = Aoy fot ko (t,s,21 (), 22 () ds + Aaa [y 12 (t, 8,21 (s), 22 (s)) ds

pentru t € I, unde \;; € R pentru i,j € {1,2}. Presupunem cd:

i) kil € O (I x R* x R, R") si ko, Iy € C (I x R" x R?, R?);

aix a2

ii) exista matricea A = < ) € Mys (Ry) astfel incdt

21 Q22

|/€7; (t75>U17U2) — ki (ta 37U1,U2)| < a; ’U1 - U1| + a;o |U2 - U2| ,

pentru fiecare (t,s,uy,uz), (t,8,v1,v2) € I x R" x R?, i € {1,2};

N S ST

ZZZ) < |>\11| ) < ( 2a(a11r;+a12r2) ) i ( |)\12| ) < 2];4“ , unde
) 2
‘)‘21 ’ 2a(a21m1+a22r2) ’)\22‘ 2M,

ri= ( " )7 CU 11,72 > 0 392 Mli = max f()a |l2 (t,S,I’l (S> y L2 (8))| dS;

T9 te(0,a)
pentru i € {1,2}.

Atunci, existd xo := (29,29) € C(I,R") x C (I,RP) astfel incdt sistemul
nostru de ecuatii are o solutie v* = (x% 23) € B(29,r) x B(29,15) C
C(I,R") x C (I,RP).
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Observatia 3.2.2. Teoremele 3.2.1 si 3.2.3 pot fi imbunatatite, presupunand
in locul existentei unei matrice patratice de numere reale pozitive A, o alta
unde a;; € LP([0,a] ,R+) 4,5 € {1,2} s

pe baza inegalitatii lui Holder care ne garanteaza ca

matrice patraticd A = (a;), ;_ 5

1
t t a7 1 1
[ as@reris <ol ([ o) unde 242 <1
0 0

p q

putem de asemenea obtine, alte rezultate similare.

Folosind Teorema 3.1.2 vom demonstra un rezultat de existenta a solutiei
pentru un sistem abstract de doud incluziuni integrale de tip Fredholm-—
Volterra intr-un spatiu Banach generalizat. De remarcat ca in rezultatul
ce urmeaza existenta punctului fix are loc pentru o multime de operatori
multivoci F; : Y; = P, 0 (X;), unde (XZ», ||Xz) este un spatiu Banach i Y; €
Py 1,00 (X;), pentru i € {1,2}.

Pentru a arata ca Fj este o contractie multivoca in sens Nadler inseamna
sd ardtdm cd pentru ¢ € {1,2}, existd o matrice convergentd la zero A =
(@ij); ;=19 € M2 (Ry) cu proprietatea cd pentru orice x := (21,22), y :=
(y1,92) € Y7 X Y, gi pentru fiecare w; € F; (x1,x9), existd v; € F; (y1,y2),

respectiv pentru fiecare v; € Fi(y1,ys), existd u; € Fj(x1, xo) astfel incat

lu; — Ui|Xi < ag v —yily, + i |Te — Yaly, -

Consideram operatorul multivoc F': Y] x Yo — P, 0, (X7 X X3) dat de F :=

|ug — U2|X2
Atunci inegalitatile anterioare pot fi reprezentate in forma vectoriala: pentru

(Fi, Fy) sinotam Y = Vi x Ya, X 1= X, x Xa, [u— 0]y := ( 1 =il )

orice x,y € Y si pentru fiecare u € F (z), existd v € F' (y), respectiv pentru

fiecare v € F'(y), exista u € F (x) astfel incat

a1; Q12

|u—v]X§A]x—y]X,undeA:< >EM2,2(R+).

21 Q22

Teorema 3.2.3. Fie I =[0,a] (cua > 0) un interval al axei reale §i consi-

deram urmatorul sistem de incluziuni integrale in C' (I,R") x C (I,RP):

{ x1 () € Ay f(f Ky (t,s,21(s),22(s))ds + Az [y Ly (t, 5,21 (s) , 2 (s)) ds
To (1) € Aoy fg Ky (t, 8,21 (s), 22 () ds + Aaa [, Lo (¢, 5,21 (s) , 2 (s)) ds

pentru t € I, unde \;; € R pentru i,j € {1,2}. Presupunem ca:
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i) Ki: *xR"XRP — Pyo (R"), Ky : I* x R" X RP — P, o, (RP) sunt
dot operatori multivoci s.c.i., masurabilt st marginit integrabili;

i) L1 : [ XR" X RP = Poyoy (R"), Ly : I? X R" x RP — P, ., (RP) sunt
doi operatori multivoci s.c.i., masurabili i marginit integrabili (de doua
functii integrabile mp,, mp,);

ailz a2

ii1) existd matricea A = ( ) € Mo (Ry) astfel incat pentru

Q21 A22
fiecare (t,s,uy,us), (t,8,v1,v9) € I? x R" x R? gi pentru i € {1,2},

avem ca:
H (K (t,s,uy,uz), K; (t,s,01,02)) < a1 |ug — v1| + iz |ug — ol ;
‘)‘11’ 2 RRl R |)‘12’ 2al]?/}
z'v) < a(a11 }1%:-(112 2) si < R2L1 , unde
|)\21 | 2a(a21 Ry +CL22R2) |>\22 ’ 2(1ML2

My Zgagamnqmnykﬁzzgggynme

st my, reprezinta mulfimea selectitlor continue pentru operatorul mul-
tivoc t — N [y Li (t, 5,21 (s) 22 (s)) ds, pentru i € {1,2}.

v) matricea I — M are proprietatea de valoare absolutd, unde

Aot | s
M:(Lﬂ@> 7> 0.
T ij=1,2

Atunci, ezista (29,29) € C (I,R™) x C (I,R?) astfel incdt sistemul nostru de
incluziuni are o solutie x* = (z},23) € B (29, Ry) x B (29, Ry) C C (I,R") x
C (I, R¥).

3.3 Teorema lui Krasnoselskii in spatii £-Banach

In aceastd sectiune demonstram o versiune neliniard a teoremei de punct
fix a lui Krasnoselskii in spatii F-Banach pentru operatori univoci urmand ca
in sectiunea urmatoare sa prezentam modul de aplicare al teoremei. Varianta
multivocd a teoremei este o problema deschisa care survine din Problema
2.3.14.

Teorema 3.3.1. Fie (X,||||, E) un spativ E-Banach cu E complet ordonat
st fie' Y o submultime nevida, E-marginita, E-convexa st E-inchisd a lut X.

Presupundnd ca operatorii f,q:Y — X satisfac proprietatile:
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i) [ este o p-contractie neliniard univoca $i operatorul v : E, — E,

definit prin ¢ (t) =t — ¢ (t) satisface urmatoarea relatie:
daca (¢ (t,)) 4 0 cand n — oo, atunci (t,) L 0 cind n — oo;
it) g este E-continuu,
iii) g(Y) este E-relativ compactd si f (x)+g (y) € Y, pentru oricex,y € Y.
Atunci f + g are un punct fir in Y.

Problema 3.3.2. Sa se demonstreze Teorema lui Krasnoselskii intr-un spa-
tiu £-Banach pentru suma a doi operatori multivoci, unde un operator sa-
tisface o conditie de y-contractie neliniara multivoca in sens Nadler, iar al

doilea operator o conditie de compactitate.

3.4 Aplicatii

In aceastd ultima sectiune, dim un rezultat de existenti a solutiei intr-un
spatiu F-Banach pentru o ecuatie integrala de tip Fredholm—Volterra care
necesita aplicarea Teoremei 3.3.1. Obtinerea unui rezultat de existenta a
solutiei pentru o incluziune integrala de tip Fredholm—Volterra intr-un spa-
tiu E-Banach reprezinta o problema deschisa, drept consecinta a Problemei
3.3.2.

Teorema 3.4.1. Fie E un spatiu Riesz complet ordonat, r € E, cur > 0 si
fie I =1[0,a] (unde a > 0) un interval al axei reale. Consideram urmdatoarea

ecuatie integrala de tip Fredholm—Volterra in C (I, F):

t
x(t) = /k(t, s,x(s))ds +/ [(t,s,z(s))ds, tel. (3.4.1)
I 0
Presupunem ca:

i) ke C(I*x E,F) sil € C(I* x E,E) sunt doi operatori o-continui;
i) exista w € C (I?, Ey) cusup [;w(t,s)ds <1, astfel incat
tel

ke (t5,0) — k (t,5,9)| < w (t,s) o (e —yl), pentru orice (t,5) € I2, v,y € E,

unde ¢ : E. — FE, este un operator de o-comparalie si operatorul

v By — Ey definit de ¢ (t) =t — ¢ (t) satisface urmatoarea relatie:

daca (¢ (t,)) 4 0 cdnd n — oo, atunci (t,) L 0 cdnd n — oo;
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ii1) avem ca M; := supfotl(t7 s,z (s))ds < 3r si ¢ (r) > 4, unde § =
tel

Sup/k(t,s,x(s))ds

tel JI

sup
x€B(0,r)

€L,

Atunci, ecuatia (3.4.1) are o solutie * in B (0,7) C C (I, E).

Problema 3.4.2. Fie E un spatiu Riesz complet ordonat, r € £, cur > 0
sifie I = [0, a] (unde @ > 0) un interval al axei reale. Consideram incluziunea
integrald de tip Fredholm—Volterra in C (I, F):

x(t) € /IK(t, s,x(s))ds+ /OtL(t,s,a:(s))ds, tel. (3.4.2)

S4 se impuna conditii asupra operatorilor multivoci K, L : I* x E — P(FE)
astfel incat incluziunea (3.4.2) si admita o solutie z* in B (0,7) C C (I, E).
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Capitolul 4

TEOREME DE PUNCT FIX IN SPATII bO-METRICE

VECTORIALE

4.1 Spatiu b-metric generalizat

In aceastd sectiune introducem o notiune mai largd de spatiu b-metric
generalizat care extinde notiunea folosita de alti autori precum V. Berinde
in [12], S. Czerwik in [30], J. Heinonen in [38|, M. Boriceanu, A. Petrusel,
[.A. Rus in [14], M. Bota in [16]. Folosind acest context, prezentam céateva
proprietati si rezultate ajutatoare pentru demonstratiile teoremelor de punct

fix din sectiunea urmatoare.

Definitia 4.1.1. Fie X o multime nevida si fie S > I o matrice patratica de
tipul m x m de numere reale nenegative, unde I noteaza matricea identitate.
O functionala d : X x X — R’ se numeste b-metrica generalizata daca si

numai daca pentru orice x,y, z € X sunt satisfacute urmatoarele conditii:

1. d(z,y) = 0 daca si numai daca = = y;
2. d(z,y) = d(y, );
3. d(z,2) < S[d(z,y) + d(y, 2)].

Perechea (X, d) se numeste spatiu b-metric generalizat.

Clasa spatiilor b-metrice generalizate este mai larga decat clasa spatiilor
metrice generalizate, deoarece un spatiu b-metric generalizat este un spatiu
metric generalizat cand S = I inlocuind in inegalitatea triunghiului din de-
finitia anterioara. Exemple de spatii b-metrice sunt date in V. Berinde [12],
S. Czerwik [30], J. Heinonen [38]. Aici vom da céteva exemple de spatii

b-metrice generalizate.
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Mentionam ca dacd A,B € My, (Ry), A = [a;], B = [b;], pentru
i,j € {1,2,...,m} atunci prin A < B intelegem ca a;; < b;;, pentru i,j €
{1,2,...,m}.

Exemplul 4.1.2. Fie X o multime cu cardinalul card(X) > 3. Presupunem

cd X = X; U X, este o partitie a lui X astfel incat card(X;) > 2. Fie
S$11 S 10

S = [ ook ] > [ ) ] o matrice de numere reale. Atunci, functionala

S21 S22 0
d: X x X — R?2 definitd prin

(o
. z=y
0

S
d(z,y) =4 2| |, myeX
5922

1
[ ] , altfel
1

este o b-metrica generalizata pe X.

Exemplul 4.1.3. Multimea ¢’(R) (cu 0 < p < 1), unde #(R) := {(z,) CR
| Z |2, |P < oo}, impreund cu functionala d : [(P(R) x (9(R)]* — R2,

n=1

(Z |x1n - y1n|p)1/p
n=1

d(z,y) = =
() |20 — y20]1)
n=1
21/p S12 10
este un spatiu b-metric generalizat cu S = > . De
S12 21/q 01

remarcat ca exemplul are loc i in cazul general #(X) cu 0 < p < 1, unde X

este un spatiu Banach generalizat.

Exemplul 4.1.4. Spatiul L?[0, 1] (unde 0 < p < 1) al tuturor functiilor cu
valori reale z(t), t € [0,1] cu proprietatea ca fol |z(t)|Pdt < oo, impreuna cu

functionala

| Uyl () = @) ey

d(z,y) = 1
) (Jo lw2(t) = ya(t)|2dt) "/

, pentru orice (z1,y1),(x2,y2) €

£7[0,1] x L7[0, 1]
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2U/r ]

este spatiu b-metric generalizat cu S =
un spatiu b-metric generaliz u [ 0 ol

Intr-un spatiu b-metric generalizat (X, d) notiunile de gir convergent, sir
Cauchy, completitudinte, multime deschisa si inchisd sunt similare cu cele
din spatiile metrice obisnuite, insa o b-metrica generalizata nu este continua

in general si nu induce o topologie pe X.

Lema 4.1.5. Fie (X, d) un spatiu b-metric generalizat gi fie A, B € P(X).

Presupunem ca exista n € R, n > 0 astfel incdt au loc:

(i) pentru orice a € A, exista b € B astfel incat d(a,b) < n;
(ii) pentru orice b € B, existd a € A astfel incdt d(a,b) <n

Atunci, H(A, B) <.

Lema 4.1.6. Fie (X, d) un spatiu b-metric generalizat, A € P(X) six € X.
Atunci D(z, A) = 0 dacd si numai dacd x € A.

Lema 4.1.7. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat si fie {xyx}p_o C X.
Fie S € My, (R) cu S > 1. Atunci:

d(zo, 7,) < Sd(xg, z1) 4+ -+ S" ' d(2p_s, Tp_1) + S”_ld(xn_l, Tp)-

Lema 4.1.8. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat si fie S € My, m (R)
cu S > 1. Atunci pentru orice A, B,C € P(X), avem cd:

H(A,C) < S[H(A, B) + H(B,C)].

Lema 4.1.9. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat si fie A, B € Py(X).
Atunci pentru orice « € RT' cu o > 0 g1 orice b € B, exista a € A astfel

Incat
d(a,b) < H(A, B) + «.

Mai mult, daca, A, B € Pp(X) siS € Mym (R) cuS > I. Atunci pentru

orice b € B, exista a € A astfel incdt
d(a,b) < SH(A, B).

Lema 4.1.10. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat si fie A, B € Py(X),
q > 1. Atunci, pentru orice a € A, exista b € B astfel incdt

d(A, B) < qd(a,b).
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4.2 Teoreme de punct fix in spatii b-metrice generalizate

In aceasta sectiune prezentam cateva teoreme de punct fix si punct fix
strict in spatii b-metrice generalizate folosind tehnica operatorilor Picard si
slab Picard. Modul de definire a operatorilor Picard, M-Picard, multivoc
slab Picard gi multivoc M-slab Picard intr-un spatiu b-metric generalizat
este similar celui dintr-un spatiu metric generalizat (vezi sectiunea 1.3).

Incepem prin a prezenta cateva teoreme de punct fix pentru operatori

univoci in spatii b-metrice generalizate.

Teorema 4.2.1. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat complet cu S €
Mpym Ry), S > 1 i fie f: X — X o A-contractie univoca astfel incat
AS = SA si SA < I. Atunci f este un operator (I — SA)™" S-Picard.

Definitia 4.2.2. Fie (X, d) un spatiu b-metric generalizat si fie f : X — X
un operator univoc. Atunci, f se numeste o (A, B,C)-contractie univoca
daca si numai dacd existd matricele A, B,C" € M, (R;), unde A este

convergenta la zero cu A+ B + C' < [ astfel incat
d[f(x), f ()] < Ad(z,y)+Bd[z, f (x)]+Cdly, f (y)], pentru orice z,y € X.

Teorema 4.2.3. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat complet cu S €
Mpm RL), S >1T1 sifie f: X - X o (A, B,C)-contractie univoca astfel
incit KS = SK, unde K :== (I —C)"' (A4 B) si SA < 1. Atunci f este
un operator (I — SA)™" S (I — B)-Picard.

Este ugor de observat (vezi S. Czerwik [30]) ca dacd (X, d) este un spatiu
b-metric generalizat, atunci functionala H : P, 4(X) X P, (X) — R este o
b-metrica generalizatd in P, (X). De asemenea, daca (X, d) este un spatiu
b-metric generalizat complet, avem ca (P, 4(X), H) este un spatiu b-metric
generalizat complet.

In continuare prezentam cateva teoreme de punct fix si punct fix strict in

spatii b-metrice generalizate pentru operatori multivoci.

Teorema 4.2.4. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat complet cu S €
My Ry), S > 1 si fie F: X — Py(X) o A-contractie multivoca in sens
Nadler astfel incit AS = SA si SA < I. Atunci F este un operator multivoc
(I — SA)™" S-slab Picard.
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Definitia 4.2.5. Fie Y C X o multime nevida si fie ' : Y — P, (X) un
operator multivoc. Atunci, F' se numegte o (A, B, C)-contractie multivoca
dacd gi numai dacd existd matricele A, B,C € M,,,, (R;), unde A este

convergenta la zero cu A+ B + C < [ astfel incat
H[F(z), F(y)] < Ad(xz,y)+BD [z, F(z)|+CD |y, F(y)], pentru orice z,y € Y.

Teorema 4.2.6. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat complet cu S €
Mpm Ry), S>1 sifie F: X — Py(X) o (A, B,C)-contractie multivoca
astfel incat KS = SK, unde K := (I — qC’)_1 (A+ B), q € (1,@)
si SA < I. Atunci F este un operator multivoc (I — SA)™" S (I — B)-slab
Picard.

Avem doud rezultate aditionale pentru multimea punctelor strict fixe ale

lui F'. Primul in termenii functionalei H, iar al doilea in termenii functionalei

J.

Teorema 4.2.7. Daca ipotezele Teoremei 4.2.6 au loc i SFix (F') este ne-

vida, atunci:

Fix (F) = SFix (F') = {«*} .
Teorema 4.2.8. Fie (X,d) un spatiu b-metric generalizat complet cu S €
Mo (RL), S > 1 si fie F: X — Py(X) astfel incit A, B,C € Mpm (Ry),

unde A este o matrice convergentd la zero cu A+ B+ C < I, KS = SK,
unde K == (I —C)"' (A+B), SA< I si

S[F(x),F (y)] < Ad(x,y)+Bd [z, F(x)]+Cd [y, F(y)], pentru orice z,y €Y.
Atunci SFix (F') = {z*}.

Observatia 4.2.9. Daca alegem B = C' = 0 in Teorema 4.2.8 implica ca
d[F (z),F ()] = 0, pentru orice x € X ceea ce inseamnd cd F' este un

operator univoc. Astfel, Teorema 4.2.8 nu este triviala daca B 4+ C' > 0.

4.3 Spatiu F-b-metric

In aceastd sectiune introducem notiunea de spatiu E-b-metric si un con-
cept relevant de strict pozitivitate intr-un spatiu Riesz. De asemenea, prezen-
tam cateva rezultate ajutatoare pentru demonstratiile teoremelor de punct

fix din sectiunea urmatoare care au la baza conceptul de strict pozitivitate.
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Definitia 4.3.1. Fie X o multime nevida si fie s > 1 un numar real. O
functionala d : X x X — FE, se numeste E-b-metrica daca si numai daca

pentru orice x,y, z € X sunt satisfacute urmatoarele conditii:

1. d(z,y) = 0 dacd gi numai daca = = y;
2. d(z,y) = d(y, z);
3. d(z, 2) < sld(x,y) + d(y, 2)].

Perechea (X, d, F) se numeste spatiu E-b-metric.

Reamintim din C.D. Aliprantis, K.C. Border [5] c& un element e € E
intr-un spatiu Riesz E se numeste element unitate ordonat daca, pentru
orice € E, existd A € R, astfel incat |z| < e. Insd, aceastd notiune de
strict pozitivitate este insuficienta pentru scopul nostru. Astfel, introducem

urmatorul concept.

Definitia 4.3.2. Spunem ca e € E, este un element unitate strict ordonat,
notat cu e > 0 daca, pentru orice submultime H C E, cu inf H = 0, exista
hi, ..., h, € H astfel incat min (hy,..., h,) <e.

De exemplu, dacid £ = R?, B, = R?, atunci e = (e1,e2) > 0 daci si
numai daci e; > 0gi ey > 0. Astfel, in acest caz, putem observa ci elementele

unitate ordonate sunt la fel de bine elemente unitate strict ordonate.

Propozitia 4.3.3. Daca E este un spatiu Riesz Archimedean si e este un

element unitate strict ordonat, atunci e este un element unitate ordonat.

Implicatia reciproca din propozitia anterioara nu este adevarata in general

ceea ce aratam in propozitia urmatoare.
Propozitia 4.3.4. In spatiul E = (> cu conul pozitiv
E, ={(e1,e9,...):e; >0} C £,

e € B, este un element unitate ordonat dacd si numai dacd inf {e1, ey, ...} >

0. Insd, nu existd un element unitate strict ordonat in E.
Notam cu F,; multimea elementelor unitate strict ordonate in E.
Propozitia 4.3.5. E, este un con convez.
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In rezultatele urmatoare vom caracteriza convergenta sirurilor in termenii

elementelor unitate strict ordonate.

Lema 4.3.6. Fie E un spatiu Riesz complet ordonat si presupunem ca Ey
este nevidd. Atunci h, — 0 dacd si numai dacd, pentru orice e € B,

existd ng € N astfel incat
|hn| < e, pentru orice n > ny.

Corolarul 4.3.7. Fie (X,d, E) un spatiu E-metric complet cu E complet
ordonat si presupunem cd E. . este nevida. Atunci x, LB v daca $t numazi

daca, pentru orice e € E, , exista ng € N astfel incdt
d(zn,,x") < e, pentru orice n > ny.

Lema 4.3.8. Fie (X, d, E) un spatiu E-metric complet cu E complet ordonat
st presupunem ca E,, este nevidda. Atunci x, LB 2* este un sir E-Cauchy

daca st numai dacd, pentru orice e € E, , exista ng € N astfel incit

d(x,, ) < e, pentru orice m > n > ng.

4.4 Teoreme de punct fix in spatii F-b-metrice

In aceastd sectiune prezentim cateva teoreme de punct fix in spatii E-b-
metrice folosind tehnica operatorilor Picard si slab Picard. Studiul punctului
fix se realizeaza folosind conul elementelor unitate strict ordonate £, ., con-
cept introdus in sectiunea anterioara, vezi de asemenea Zs. Pales, I.-R. Petre
[57] si I.-R. Petre [61]. Mai mult, urmatoarele teoreme nu necesita impunerea

conditiei ¢ (t) < t asupra operatorului de o-comparatie .

Definitia 4.4.1. Fie (X,d, E) un spatiu F-metric gi fie f : X — X un
operator Picard vectorial. Atunci spunem ca operatorul f se numeste -
Picard vectorial daca si numai daca ¢ : E, — FE, este un operator cu
proprietatea ca: pentru orice sir descrescator (¢,) din E, cu t, | t, avem
cad ¢ (t,) L ¥ (t), pentru orice t € E, cut > 0si d(z,2*) < ¢ [d(z, f(z))],

pentru orice x € X.

Teorema 4.4.2. Fie (X,d, E) un spatiuv E-b-metric complet cu s > 1 si cu
E complet ordonat. Presupunem ca E. . este nevida si fie f : X — X o
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p-contractie neliniard univocd. Dacd pentru orice sir descrescator (t,) din
E. cut, | t, avem ca ¢ (t,) L ¢ (t) si operatorul ¢ : E. — E, definit
de ¢ (t) = %t — @ (t) este inversabil, atunci f este un operator v ~'-Picard

vectorial.

Definitia 4.4.3. Fie (X,d, F) un spatiu E-metric si fie ' : X — P (X)
un operator multivoc slab Picard vectorial. Atunci spunem céa operatorul F’
se numeste Y-slab Picard vectorial daca gi numai daca ¢ : E, — E, este
un operator cu proprietatea cd: pentru orice sir descrescator (¢,) din E.
cu t, | t, avem ca v (t,) | ¥ (t), pentru orice t € E, cut > 0 si exista o
selectie f° pentru F'*° astfel incat d [z, f*° (z,y)] < ¥ [d(x,y)], pentru orice
(x,y) € Graph (F).

Teorema 4.4.4. Fie (X,d, E) un spatiu E-b-metric complet cu s > 1 gi cu E
complet ordonat. Presupunem cd F. | este nevida i fie F' : X — Py(X) o -
contractie neliniara multivocd. Presupunem cd: pentru orice sir descrescator
(t,) din Ey cut, | t, avem ca ¢ (t,) | ¢ (t) si @ (st) < sp(t), pentru orice
t€ Ey cut>0. Daca operatorul ¢ : Ey — E.. definit de ¢ (t) = 1t — s ()

este inversabil, atunci F este un operator 1~'-slab Picard vectorial.
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