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Introducere

Taria si importanta stiintei s-a demonstrat inca o data in cel de-al Doilea Razboi Mondial
cand victoria a fost a celor care au folosit ultimele descoperiri din fizica, chimie, matematica, infor-
maticd. In 1939, Leonid Kantorovich a dezvoltat ceea ce astizi poarta denumirea de programare
liniara pentru a planifica iegirile si intrarile pentru a minimiza astfel costurile si de a maximiza
pierderile inamicului.

Mai tarziu, in 1947, George B. Dantzig a publicat metoda simplex ca metoda de rezolvare
a problemei de programare liniare in timp ce John von Neumann a dezvoltat teoria dualitatii ca
o solutie la aceasta problema, impreuna cu aplicatiile ei in teoria jocurilor. Multe concepte din
teoria optimizarii, cum ar fi si dualitatea, convexitatea si generalizarile acesteia au fost inspirate de
idei provenind din programarea liniara care s-a extins mult datorita utilizarii ei in microeconomie,
inginerie, transport, planificare, productie si altele. In practica, de cele mai multe ori intalnim
probleme de optimizare care implica functii convexe care sa fie minimizate, functii care nu sunt in
mod necesar liniare. Din aceasa cauza si datorita interesului pentru calculul variational, studiul
multimilor si functiilor convexe au inregistrat un interes crescut. Primele lucrari in domeniu sunt
datorate matematicienilor ca Fenchel, Moreau, Brondsted, Rockafellar, lucrari care includ notiuni
din teoria functiilor complexe, functiilor conjugate, dualitate.

Conditii necesare pentru solutii optime ale problemei de programare liniare au fost date
de Karush-Kuhn-Tucker, care admit restrictii de tip inegalitate, gi care generalizeaza metoda
multiplicatorilor lui Lagrange care permite doar restrictii de tip egalitate. Pentru ca un punct de
minim sa satisfaca conditiile Karush-Kuhn-Tucker, acesta trebuie sa satisfaca cateva conditii de
regularitate.

Studiul problemei de optimizare clasice este bine prezentata in literatura de specialitate.
In cele mai multe lucrari, solutia optima a acestei probleme poate fi obtinuta prin atagarea unei
probleme duale. Dualitatea este o metoda intens studiata, amintim aici dualitatea Lagrange si
Fenchel. Problemele de optimizare sunt folosite ca mijloc in rezolvarea altor clase de probleme
cum ar fi inegalitatile variationale si problemele de echilibru.

Scopul principal al prezentei lucrari este de a studia diferite inegalitati variationale, pro-
bleme de echilibru si probleme de optimizare si de a caracteriza solutiile acestor probleme prin
intermediul dualitatii.

Aceasa teza este structurata in patru capitole, care sunt prezentate pe scurt subliniind cele
mai importante rezultate.

In Capitolul 1, Sectiunea 1.1, sunt prezentrate cateva notiuni si rezultate din analiza
functionala si analiza convexa. Apoi sunt prezentate in Sectiunea 1.2 cateva conditii de regula-
ritate pentru problema de optimizare scalara generala gi duala ei, probleme care sunt exprimate
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cu ajutorul unei functii de perturbare. Conditiile de regularitate sunt folosite pentru a asigura
dualitatea tare intre cele doua probleme. De asemenea, sunt prezentate conditiile de regularitate
pentru cateva cazuri particulare.

Capitolul 2 se ocupa cu inegalitatile variationale. In prima sectiune a acestui capitol
introducem o e-inegalitate variationala si duala ei, formulate cu ajutorul unei functii de per-
turbare i a unui opertator multivoc. Rezultatele principale ale subsectiunii 2.1 asigura ca daca
functia implicata este proprie, convexa si daca o conditie de regularitate este indeplinita, daca
e-inegalitatea variationala admite solutie atunci si duala ei admite o sulutie. Invers, cand e-
inegalitatea variationala duala admite solutie si functia implicata este proprie, convexa si infe-
rior semicontinua, atunci si primala ei admite o solutie. Subliniem faptul ca nu avem nevoie de
conditie de regularitate pentru validitatea acestui rezultat. Mai departe, dam rezultate similare
pentru cateva cazuri particulare cand particularizam functia de perturbare. Printre aceste cazuri
particulare redescoperim schema duala cu e-inegalitati variationale considerata de Kum, Kim si
Lee data in spatii finit dimiensionale. Am imbunatatit rezultatele date in [94] aratand ca teoremele
referitoare la implicatia e-inegalitatea variationala primala admite solutie atunci si e-inegalitatea
variationala duala admite solutie si vice versa, au loc in conditii mai slabe. Un exemplu este dat
pentru a justifica folosirea coditiilor mai slabe. Schema de dualitate propusa de Mosco in [113]
cu privire la inegalitati variationale poate fi vazuta ca un caz particular a rezultatelor noastre
principale. La finalul acestei sectiuni, dam rezultate de dualitate pentru perechea duala de e-
inegalitati variationale in care este implicat cazul in care avem suma de doua functii din care una
este compusa cu o alta functie.

In Sectiunea 2.2 introducem inegalitatea variationala generala de tip Stampacchia. In
Subsectiunea 2.2.1 reformulam aceasta inegalitate variationala intr-o problema de optimizare care
depinde de o variabila fixata. Atasam acestei probleme de optimizare o duala si definim o functie
cu ajutorul valorii optime a dualei. Conditiile de regularitate care asigura dualitatea tare pentru
aceasta pereche primala-duala de probleme de optimizare joaca un rol important in demonstrarea
faptului ca aceasta functie introdusa este functie gap pentru inegalitatea variationala generala.
Convexitatea acestei functii este asigurata in anumite ipoteze de convexitate si monotonie. In
Subsectiunea 2.2.2 sunt prezentate cateva functii gap pentru cazuri particulare ale inegalitatii
variationale generala si redescoperim cateva functii gap introduse in literatura de specialitate de
Altangerel, Bot, si Wanka. Sunt date rezultate imbunatatite ale celor date de Altangerel et al. fo-
losind conditii de regularitate mai slabe. Un exemplu este dat ca sa justifice folosirea unor conditii
mai slabe. In Subsectiunea 2.2.3 introducem o functie dual gap pentru inegalitatea variationala
generala prin intermediul unei inegalitati variationale generala de tip Minty. Aratam ca in conditii
de monotonie gi continuitate, inegalitatea variationala generala de tip Stampacchia si inegalitatea
variationala generala de tip Minty sunt echivalente. Construim o functie dual gap reformuland
inegalitatea variationala generala de tip Minty intr-o problema de optimizare, atasandu-i o duala
si definind o functie cu ajutorul valorii optime a problemei duale. Se demonstreaza in conditii
de monotonie ca cele doua functii pot fi comparate. Rezultatul principal al acestei sectiuni da
conditii care sa asigure ca functia introdusa cu ajutorul inegalitatii variationale de tip Minty este
functie gap pentru inegalitatea variationala generala de tip Stampacchia. Facem remarca ca aceasta
functie este o functie convexa. In ultima parte a acestei sectiuni particularizam functia dual gap
pentru cateva cazuri particulare redescoperind astfel functii dual gap introduse in [3, Sectiunea
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4]. De asemenea, este prezentat un exemplu care arata ca in general functia gap si functia dual
gap nu coincid, chiar daca toate conditiile teoremelor ce asigura ca acestea sunt functii gap sunt
indeplinite.

In ultima sectiune a acestui capitol, Sectiunea 2.3, dam conditii de optim bazate pe cal-
culul subdiferential pentru inegalitatea variationala generala si pentru cateva cazuri particulare.
In Subsectiunea 2.3.2 prezentam caracterizari secventiale pentru solutiile inegalitatii variationale
generale dar si pentru cazurile ei particulare. Acest tip de caracterizare este aplicabil in absenta
unei conditii de regularitate. Folosim ca si instrument de lucru conditiile secventiale date de Bot,
Csetnek si Wanka in [28, 29] pentru probleme de optimizare. Cateva exemple vin sa justifice
utilitatea unor astfel de caracterizari secventiale.

Capitolul 3 este dedicat problemelor de echilibru. Acest capitol este impartit in trei
sectiuni. Sectiunea 3.1 generalizeaza problema de echilibru considerata de Bigi, Castellani si Kassay
[19]. Am considerat o problema de echilibru cu suma de doua functjii in care una este compusa cu un
operator liniar. In subsectiunea 3.1.1 dam conditii de regularitate pentru o problema de optimizare
cu suma de trei functii, una fiind compusa cu un operator liniar, conditie necesara in sectiunea
urmétoare. In Subsectiunea 3.1.2 atagsam problemei de equilibru, o problema de optimizare. Dam
rezultate care stabilesc conexiuni intre problema de echilibru gi problema de optimizare atasata.
Folosind caracterizari cu subdiferentiale, atasam problemei de echilibru, o problema duala. Sunt
date apoi rezultate de dualitate pentru aceasta pereche duala de probleme de echilibru. Apoi
atagam problemei de echilibru o functie Lagrange si aratam ca solutiile problemei de echilibru
si ale dualei ei sunt strict legate de punctele sa ale functiei Lagrange. Consideram apoi si duala
Fenchel a problemei de optimizare atagsate problemei de echilibru. Aceasta problema de optimizare
duala nu este forma de optimizare a problemei de echilibru duale, dar dam conditii astfel incat sa
asiguram relatii intre ele. De asemenea, dam rezultate care garanteaza ca toate solutiile problemei
de echilibru si ale dualei ei pot fi gasite folosind problema de optimizare atasata, respectiv, duala
ei. Acest ultim rezultat este dat in ipoteze care folosesc conditia de regularitate prezentata in
subsectiunea 3.1.1. In ultima parte a acestei sectiuni prezentam cateva cazuri particulare ale
rezultatelor noastre, reusgind sa redescoperim rezultate introduse in literatura de catre Bigi et al.
[19] pentru probleme de echilibru gi de asemenea pentru inegalitatile variationale considerate in
Subsectiunea 2.1.2 daca consideram cazuri particulare ale acestora.

Sectiunea 3.2 se refera la functii gap introduse pentru problema generala de echilibru de tip
Stampacchia, formulata cu ajutorul unei functii de perturbare. Utilizand aceeasi tehnica prezentata
in Sectiunea 2.2 pentru inegalitati variationale, construim functii gap pentru problema de echilibru
generala. In ipoteze de convexitate gi daca o conditie de regularitate este indeplinita asiguram ca
functia introdusa este functie gap pentru problema de echilibru generala. Particularizand functia de
perturbare redescoperim cateva functii gap introduse pentru probleme de echilibru in literatura
de catre Bot si Capata in [26] si de catre Altangerel et al. in [2]. Mentionam de asemenea ca
prin particularizarea la inegalitati variationale, redescoperim cadrul si rezultatele prezentate in
Sectiunea 2.2.

In Subsectiunea 3.2.3 introducem o functie dual gap pentru problema de echilibru gene-
rala utilizand agsa-numita problema de echilibru de tip Minty care e strans legata de problema
de echilibru generala de tip Stampacchia. Pentru a formula functia dual gap pentru problema de
echilibru generala in sens Stampacchia sunt utilizate notiuni generalizate de monotonie si convexi-
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tate. Utilizand ipoteze precum monotonie, convexitate, hemicontinuitate stabilim incluziuni intre
multimea solutiilor problemei de echilibru de tip Stampacchia gi multimea solutiilor problemei de
echilibru de tip Minty. Rezultatul principal al acestei subsectiuni ofera conditii pentru a asigura
ca functia introdusa cu ajutorul problemei de echilibru de tip Minty este functie gap pentru pro-
blema de echilibru de tip Stampacchia. De asemenea, cateva cazuri particulare sunt considerate si
printre ele putem redescoperi situatii referitoare la inegalitati variationale din subsectiunea 2.2.3
gi functia dual gap considerata de Altangerel et al. in [2].

In ultima sectiunea a acestui capitol, Sectiunea 3.3, dam caracterizari pentru solutiile pro-
blemei de echilibru generale cu ajutorul calculului subdiferential. Asemenea caracterizari sunt date
si pentru cateva cazuri particulare. Particularizarea acestor rezultate la inegalitati variationale
ne aduc inapoi rezultatele prezentate in Subsectiunea 2.3.1. Ultima parte a acestei sectiuni cu-
ca rezultatele similare obtinute pentru inegalitati variationale pot fi regasite din caracterizarile
secventiale pentru problemele de echilibru daca particularizam bifunctia din formularea problemei
de echilibru la un operator.

Capitolul 4 este dedicat unei probleme de optimizare careia ii atagam o problema de
optimizare aproximanta. Pentru a demonstra echivalente intre cele doua probleme am folosit o
proprietate de convexitate generalizata si anume invexitate de ordin doi. Cateva exemple sunt
oferite pentru a ilustra notiunile teoretice. Se stabilesc legaturi intre multimea solutiilor admi-
sibile ale problemei de optimizare originala si intre multimea solutiilor admisibile ale problemei
de optimizare aproximanta. Apoi, se studiaza conexiuni intre solutiile optime ale problemei de
optimizare aproximante si solutiile optime ale problemei de optimizare originale prin intermediul
punctelor sa ale functiilor Lagrange ale celor doua probleme. In ultima sectiune a acestui capitol
atagam problemei de optimizare originale o problema duala. Cateva rezultate asigura, in ipoteze
potrivite, ca daca problema de optimizare duala admite solutie atunci si problema de optimizare
aproximanta admite solutie si vice versa.

Contributiile originale ale autoarei sunt urmatoarele:

In Capitolul 2: Teoremele: 2.1.3, 2.1.5, 2.1.9, 2.1.12, 2.1.17, 2.1.19, 2.1.27, 2.1.28, 2.1.41,
2.1.45,2.2.1,2.24,2.25,22.7,2.2.9, 2.2.10, 2.2.14, 2.2.16, 2.2.20, 2.2.22, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4, 2.3.5,
2.3.6,2.3.7,2.3.8,2.3.9,2.3.10, 2.3.11, 2.3.12, 2.3.17, 2.3.18; Propozitiile: 2.2.3, 2.2.19; Observatiile:
2.14, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.8, 2.1.10, 2.1.11, 2.1.13, 2.1.14, 2.1.15, 2.1.16, 2.1.18, 2.1.20, 2.1.21, 2.1.22,
2.1.23, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.26, 2.1.29, 2.1.30, 2.1.31, 2.1.32, 2.1.33, 2.1.34, 2.1.35, 2.1.37, 2.1.39,
2.1.40, 2.1.42, 2.1.43, 2.1.44, 2.1.46, 2.1.47, 2.1.47, 2.1.48, 2.1.49, 2.2.2, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.11, 2.2.12,
2.2.15, 2.2.17, 2.2.21, 2.2.24, 2.2.25; 2.3.3; Exemplele: 2.1.36, 2.2.13, 2.2.23, 2.3.13, 2.3.14, 2.3.15,
2.3.16;

In Capitolul 3: Teoremele: 3.1.1, 3.1.3, 3.1.5, 3.1.7,3.1.9, 3.1.10, 3.1.11, 3.1.14, 3.1.15, 3.1.16,
3.2.1,3.2.13,3.3.1, 3.3.3, 3.3.5, 3.3.8, 3.3.11, 3.3.13, 3.3.15, 3.3.16, 3.3.18; Corolariile: 3.1.12, 3.1.13,
3.2.11; Propozitiile: 3.2.8, 3.2.9, 3.2.12; Observatiile: 3.1.2, 3.1.4, 3.1.6, 3.1.8, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4,
3.2.10, 3.2.14, 3.2.15, 3.2.16; 3.3.2, 3.3.4, 3.3.6, 3.3.6, 3.3.7, 3.3.9, 3.3.10, 3.3.12, 3.3.14, 3.3.17;
Exemplul 3.3.19.

In Capitolul 4: Teoremele: 4.2.3, 4.2.4, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.5, 4.3.6, 4.3.7, 4.4.3, 4.4.4; Definitiile:
4.1.3, 4.1.8; Exemplele: 4.1.6, 4.1.7, 4.2.1, 4.2.2, 4.3.4; Observatiile: 4.1.5, 4.1.9, 4.1.11.

Aceste rezultate sunt incluse in urmatoarele lucrari: L. Cioban [45], L. Cioban [46], L.
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Cioban [47], L. Cioban [48], L. Cioban [49], L. Cioban si E.R. Csetnek [50], L. Cioban si E.R.
Csetnek [51], L. Cioban si D. Duca [52].

Cuvinte cheie: analiza convexa, functii conjugate, subdiferentiala (convexa), solutie op-
tima, teoria perturbarii, dualitate Fenchel si Lagrange, e-inegalitate variationala, e-subdiferentiala,
e-conditii de optim, inegalitate variationala, problema de echilibru, functie gap, functie dual gap,
conditii secventiale, functie Lagrange, punct sa, problema de optimizare, (0,2) — n— problema de
optimizare aproximanta.
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Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol sunt date notiuni si rezultate folosite in aceasa teza.

1.1 Notiuni si rezultate

In toatd teza voi folosi notiunile gi notatiile clasice ale analizei functionale si ale analizei
convexe ([14, 22, 23, 24, 34, 57, 58, 59, 79, 80, 81, 119, 122, 133]).

1.2 Conditii de regularitate pentru Probleme de Optimi-

zare

Este bine cunoscut faptul ca valoarea optima a problemei de optimizare duala nu este mai
mare decat valoarea optima a problemei de optimizare primale. In literatura de specialitate acest
lucru poarta denumirea de dualitate slaba. Conditiile de regularitate sunt folosite pentru a asigura
dualitatea tare, adica acea situatie in care valoarea optima a problemei de optimizare primala este
egala cu valoarea optima a problemei de optimizare duala si aceasta din urma are o solutie optima.

1.2.1 Problema de optimizare scalara generala

Scopul acestei sectiuni este sa prezinte cateva conditii de regularitate pentru problema
scalara de optimizare generala si pentru duala ei, care sunt exprimate cu ajutorul unei functii de
perturbare.

1.2.2 Cazuri particulare

Aceasta sectiune prezinta conditii de regularitate pentru cateva cazuri particulare de pro-
bleme de optimizare utilizate pe parcursul tezei. Cazurile prezentate aici sunt cazul cu compunere,
cazul f+goA, cazul f4+0_goA, cazul go A, cazul f+g, cazul f+0g, cazul cu restrictii geometrice
si cu conuri.



Capitolul 2

Inegalitati variationale

O inegalitate care implica o functionala si a carei solutii trebuie gasite pentru toate valorile
unei variabile care apartine de obicei unei multimi convexe, este numita inegalitate variationala.
Teoria matematica despre inegalitati variationale a fost dezvoltata incepand cu problema lui Sig-
norini, care consta in gasirea echilibrului unui corp elastic si neomogen care sta pe o suprafata
rigida si care se supune numai fortei de masa proprii. [63]. Functionala implicata in problema lui
Signorini a fost obtinuta dintr-o problema variationala. Aplicabilitatea acestei teorii a fost extinsa
si include probleme din fizica, optimizare, economie, finante, teoria jocurilor, etc.

2.1 Dualitate pentru s-inegalitati variationale prin inter-
mediul calculului subdiferential

Cercetarea care face subiectul acestei sectiuni este motivata de urmatoarea schema de
dualitate referitoare la e-inegalitati variationale propusa de Kum, Kim gi Lee in [94]. Pentru e > 0
se considera urmatoarea e-inegalitate:

(VD)4 Gasiti T € R™ pentru care sa existe v € F(T),
al (v,x —T) > f(AT) — f(Az) — e Vo € R",
(DVD)/4  Gasiti 7 € R™ pentru care si existe w € A(F~1(— A7),
ad (w,y —7) < f(y) — [ @) +eVy eR™,

unde F' : R® = R"™ este un operator multivoc, f : R™ — R este o functie proprie, convexa si
inferior semicontinud, A : R® — R™ este un operator liniar care indeplineste A~!(dom f) # 0, f*
este conjugata Fenchel a functiei f gi A* este operatorul adjunct al lui A.

In cele ce urmeazd extindem schema de dualitate a lui Kum, Kim si Lee in spatiul infinit di-
mensional. In locul functiei fo A in formularea problemei (VI)/4, considerm o functie generala de
perturbare. Atasam acestei e-inegalitati variationale o duala, in care se foloseste conjugata functiei
de perturbare. Utilizand puternica tehnica a calculului subdiferential ([30, 32, 78, 133]) aratam
ca daca functia implicata este proprie, convexa gi daca o conditie de regularitate este indeplinita,
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daca e-inegalitatea variationala primala admite solutie atunci si duala ei admite solutie. Invers,
cand e-inegalitatea variationala duala admite solutie si functia implicata este proprie, convexa si
inferior semicontinua, atunci si primala admite solutie. Observam ca pentru aceasta implicatie
nu avem nevoie de conditie de regularitate. Consideram cateva cazuri particulare ale rezultatelor
principale. Aratam ca schema duala propusa de Kum, Kim si Lee rezulta ca si caz particular
a rezultateor principale. De asemenea mentionam ca schema de dualitate propusa de Mosco in
[113] referitoare la inegalitati variationale, poate fi vazuta ca un alt caz particular al rezultatelor
noastre.

2.1.1 O abordare cu functii de perturbare a c-inegalitatilor
variationale

In aceasti sectiune introducem o e-inegalitate variationala generala si duala acesteia.
Aratam ca daca anumite conditii sunt indeplinite, primala are solutie daca si numai daca du-
ala are solutie. Tehnicile se bazeaza pe calcul e-subdiferential, in contextul in care conditiile de
regularitate joaca un rol foarte important.

Consideram acum e-inegalitatile variationale generale anuntate. Fie F': X == X* o functie
multivoca. Pentru € > 0 consideram urmatoarea e-inegalitate variationala:

(VI)?  Gasiti T € X pentru care si existe v € F(T),
al (v,x —T) > ®(7,0) — P(x,0) —e Vo € X. (2.1)

e-inegalitatii variationale generale (VI)® 1i atagim urmitoarea e-inegalitate variationala
duala:

(DVD)?  Gasiti (75,7°) € X* x Y* pentru care s existe w € ' (—7"),
al (w,x* —7%) < ¢* (2", y") — " (", ¥") + e V(2" y") € X" x Y. (2.2)

In cele ce urmeaza aratam ca, daca o conditie de regularitate este indeplinita si functia
® este proprie, convexa si inferior semicontinua, atunci (VI)® admite solutie dacd si numai daca
(DVI)? admite solutie.

Teorema 2.1.3 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50]) Fie ® : X xY — R o functie proprie si convexd
astfel incat 0 € pry(dom®) si presupunem cd una din conditiile de regularitate (RCY), i €
{1,2,3,4,5,6,7}, este indeplinita. Presupunem ca pentru un € > 0 fixrat, T € X este o solutie
pentru (VI)® siv € F(T) satisface (2.1). Atunci si (DVD)® admite solutie si o solutie a ei poate
fi construita astfel: luam orice §* astfel incat (—v,y*) € 0.P(7,0). Atunci (—v,7*) este o solutie
pentru (DVD® si T € F~Y(v) satisface (2.2).

Teorema 2.1.5 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie ® : X x Y — R o functie proprie, convexd
si inferior semicontinud astfel incat 0 € pry (dom ®). Presupunem ca pentru e > 0 fizat, (T5,7") €
X* x Y* este o solutie pentru (DVD® si w € F~1(=7*) satisface (2.2). Atunci si (V)2 admite
solutie si w este o solutie pentru (VI)® si —z* € F(w) satisface (2.1).
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Observatia 2.1.6 Subliniem faptul ca pentru validitatea acestei teoreme nu avem nevoie de
conditie de reqularitate.

Observatia 2.1.7 Este evident, din formularea (V)2 cd T trebuie sd aparting dom ®(-,0). Mai
mult, elementul (T*,5*) din (DVD® apartine dom ®* si (w,0) € dom ®**.

2.1.2 Cazuri particulare

In aceasti subsectiune consideram cateva cazuri particulare a rezultatelor generale obtinute
mai sus. Printre altele, redescoperim si imbunatatim schema de dualitate referitoare la inegalitati
variationale considerats de Kum, Kim & Lee [94] si Mosco [113]. In continuare X si ¥ sunt spatii
reale local convexe separate.

Cazul f+go A

Fie f: X = R, ¢ : Y — R functii proprii si convexe si A : X — Y un operator liniar
continuu, indeplinind dom f N A~!(dom g) # 0.
Pentru €,e1, 9 > 0 consideram urmatoarele e-inegalitati variationale:

(VI)/94  Gasiti T € X pentru care sd existe v € F(T),
al (v, —T) > (f+goA)T)—(f+goA)(x) —eVre X (2.3)

—x

(DVI)Q’&? Gasiti (T,7") € X* x Y™ pentru care sa existe
(wi,wp) € (F7H(=T" — A'Y") x A(F7'(—7" — A7) N A%
{ (wy, 2" =) < f*(a") = [1(T") + &1 Vo € X7,
{ ) <

) <9 W) g [y) tea Yy e YT,
unde A4 = {(z, Az) : x € X}.
Urmitoarele doud teoreme rezumi rezultatele de dualitate obtinute pentru (VI)5:94 si
(DVI)f:9:4

€1,62 °

(2.4)

w27y -y

Teorema 2.1.9 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y — R si f : X — R doud functii
proprii i conveze $i A : X — Y un operator liniar continuu indeplinind dom f N A~!(dom g) # 0.
Presupunem cd una din condifiile de reqularitate (RCif’g’A), i€{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita.
Presupunem cd pentru € > 0 fizat, T € X este o solutie pentru (V194 si v € F(Z) satisface
(2.8). Atunci existd e1,65 > 0, €1 + €9 = €, astfel incat (DVI)194 admite solutie si o solutie poate

€1,€2
fi construita dupa cum urmeazd: luam orice oy € O, f(T) i ag € 8829(145) cuv =—a; — A*as.
Atunci (T*,7*) = (a1, a2) € X* x Y* este o solutie pentru (DVIL92 gi (wy,wy) = (T, AT) €
(FH (—aq — A*a) x A(F7 M~y — A%an))) N A% satisface (2.4).

Observatia 2.1.10 Abordarea constructiei solutieir pentru (DV])fg;4 este bine definita.

Observatia 2.1.11 In locul problemei (DVI)gféf se poate considera urmatoarea e-inegalitate

variationala:
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(DVID)/94  Gasiti (T*,5") € X* x Y™ pentru care sd existe (wy,w,) €
(FH(—7" — AY") x A(F 1 (=7" — A7) N A% ai V(z*,y*) € X* x YV*
(wi, " =77) 4+ (wo, y" =) < f* (") +9"(y") = [*@) —g" (") + €. (2.5)

Se poate ardta cd dacd pentru un & > 0 dat (V194 admite solutie, atunci si (DVI){94
admite solutie si o solutie a ei poate fi construita ca in Teorema 2.1.9.

Teorema 2.1.12 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y — R si f : X — R doud functii
proprii, convexe si inferior semicontinue st A : X — Y wun operator liniar continuu indeplinind
dom f N A7'(domg) # 0. Presupunem cd pentru €i,69 > 0 fizali, (T*,7*) € X* x Y* este o
solutie pentru (DVII92 i (wi,wy) € (F7H(—T* — A7) x A(F~H(—7* — A*7*))) N A} satisface

(2.4). Atunci, pentru ¢ = g, + &5, (VD194 admite solutie, w, este o solutie pentru (V194 si
—T* — A*y* € F(w) satisface (2.3).

Cazul f+0_goA

Sa particularizdm rezultatele de dualitate pentru (VI)/94 gi (DVI)149:4 la cazul g = 6_g,

unde K C Y este un con convex inchis si nevid. Ca si in subsectiunea anterioara, f : X — R
este o functie proprie i convexa si A : X — Y este un operator liniar continuu, indeplinind
dom fNA Y —K) # 0.

Pentru ¢, 1,9 > 0 consideram urmatoarele e-inegalitati variationale:

(VD)4 Gasiti 7 € A™H(—K), pentru care si existe v € F(T),
al (v,z —7) > f(T) — f(z) —e Vo € A7 (—K). (2.6)

(DVD)/ KA Gasiti (7%,7%) € X* x K* pentru care si existe

€1,€2
a.l. {

Urmatoarele rezultate sunt cazuri particulare ale Teoremei 2.1.9 i Teoremei 2.1.12.

< fH(x*) — fX(T*) 4 & Vo € X* 2.7)
< .

gy Yy* € K*.

Teorema 2.1.17 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie f : X — R o functie proprie si convexd,
K CY un con convex si inchis si A : X — Y un operator liniar continuu indeplinind dom f N
AN =K) # 0 si presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RCJ’K’A), ie€{1,2,3,4,5,6,7}
este indeplinitd. Presupunem cd pentru € > 0 fizat, T € A~1(=K) este o solutie pentru (V)54
siv € F(T) satisface (2.6). Atunci existd e1,e2 > 0, €1 + &3 = €, astfel incat (DVILA admite
solutie g1 o solutie a ei poate fi construita dupa cum urmeaza: luam orice a; € 0., f(T) $i ag €
N2 (AT) cu v = —ay — A*ap. Atunci (on, as) € X* x K* este o solufie pentru (DVI)[EA gi
(T, AT) € (FH(—ouq — A*an) X A(FH(—ay — A*an))) N A% satisface (2.7).
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Teorema 2.1.19 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie f : X — R o functie proprie, convexd si
inferior semicontinua, K CY un con convex $i inchis si A : X — Y un operator liniar continuu
indeplinind dom fNA™Y(—K) # 0. Presupunem cd pentru ci,eo > 0 fizati, (T, 7*) € X* x K* este
o solutie pentru (DVI)IEA si (wi,wy) € (F~H—7* — AY*) x A(F~H(—z* — A*y"))) N A% satisface

2.7). Atunci, pentru € = €1 + 4, (VI)IEA admite solutie, wy este o solutie pentru (VI)IHA g
( ) p ) £ lf ) t p 5 §
-7 — A*y* € F(w,) satisface (2.6).

Observatia 2.1.23 Sa remarcam ca Teorema 2.1.17 si Teorema 2.1.19 pot fi obtinute aplicand
Teorema 2.1.3 si Teorema 2.1.5 functiet de perturbare @y 4: X XY — R,

f(z), daci Ax+ye—-K

(@ y) :{ oo, altfel.

Observatia 2.1.24 (i) Rezultatele de dualitate obtinute aici pot fi particularizate cazului X =Y
st A: X — X operatorul identitate.
(i) O alta particularizare a rezultatelor de mai sus poate fi facuta pentru e = €1 = g9 = 0.

Cazul go A

Aceasta subsectiune este devotata particularizarii rezultatelor de dualitate obtinute pentru
(V)94 gi (DVI)1:94 1a cazul f: X — R, f(z) = 0 pentru orice z € X.

€1,€2
Pentru € > 0 consideram urmatoarele doua e-inegalitati variationale:

(V)24 Gasiti 7 € X pentru care si existe v € F(T),

al (v,x —T) > g(AT) — g(Azx) —e Vz € X. (2.8)
(DVI)2*  QGasiti 7* € Y* pentru care si existe w € A(F~H(—Ag")),
al (w,y" =7") <g'(y") —g"(¥") +e vy €Y (2.9)

Numim (DVI)%4 inegalitatea variationald duald pentru (VI)4.

Observatia 2.1.25 Remarcam ca aceasta pereche de e-inegalitati variationale au fost considerate
in [94] in cadru finit dimensional, si anume pentru X = R"™ si Y = R™, unde m,n € N.

Teorema 2.1.27 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y — R o functie proprie si convexd,
A : X — Y un operator liniar continuu indeplinind A~'(dom g) # O si presupunem cd una din
condititle de reqularitate (RC'Z-Q’A), i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Presupunem ca pentru
e >0 fizat, T € X este o solutie pentru (V)94 siv € F(T) satisface (2.8). Atunci (DVI)I4 admite
solutie si o solutie poate fi construitd dupd cum urmeazd: ludm orice a € 0.g(AT) N (A*) 71 (—v).
Atunci o € Y* este o solutie pentru (DVI)94 si AT € A(F~Y(—A*«)) satisface (2.9).

Teorema 2.1.28 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y — R o functie proprie, convexd si
inferior semicontinud si A : X — Y un operator liniar continuu indeplinind A~*(dom g) # 0.
Presupunem cd pentru e > 0 firat, §* € Y* este o solutie pentru (DVD94 siw € A(F~H—A*y"))
satisface (2.9). Atunci (VI)94 admite solutie si o solutie poate fi construitd dupd cum urmeazd:
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luam orice § € F71(=A7y*) N A~ (w). Atunci B este o solutie pentru (V)24 si —A*y* € F(B)
satisface (2.8).

Observatia 2.1.32 Sd obervam cd rezultatele de dualitate pentru (V)94 si (DVII4 pot fi
obtinute din Teorema 2.1.3 si Teorema 2.1.5 ludnd ®,4 : X XY — R, &, a(2,y) = g(Az +y)
pentru orice (z,y) € X x Y.

Observatia 2.1.35 In Teorema 2.1.27 st Teorema 2.1.28 am extins la cadru infinit dimensional
rezultate similare date in [94] in spatii finit dimensionale. Remarcam cd in [94] rezultatele de
dualitate sunt date sub o conditie de reqularitate care se regaseste printre cele propuse de noi.
Am considerat si alte conditii de reqularitate care se pot aplica si in spatii infint dimensionale. Sa
subliniem i alte imbundatatiri aduse [94, Teorema 2.1]. Din Teorema 2.1.27 avem ca [94, Teorema
2.1(i)] este adevarata chiar daca functia g nu este inferior semicontinua. Mai mult, [94, Teorema
2.1(ii)] are loc in absenta oricarei conditii de regularitate.

Exemplul urmator justifica folosirea conditiilor de regularitate mai slabe.

Exemplul 2.1.36 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie X =R, Y =R? A: R — R?, A(z) =
(x,0),

g:R* >R, g(z,y) =14 2

— 122, dacix €eR,y >0,
+o00, altfel,

si I : R =2 R operator multivoc arbitrar. Se arata ca pentru aceasta functie, conditia de reqularitate
folosita in [94, Teorema 2.1(i)] nu este indeplinita, dar putem folosi o conditie de reqularitate de
tip inchidere i putem aplica Teorema 2.1.27.

Redescoperind inegalitatea variationala duala introdusa de Mosco

Daca consideram X un spatiu real local convex separat, ¢ : X — R o functie proprie,
convexa si inferior semicontinua si F' : dom F' — X* un operator, dom F' fiind domeniul lui F.
Pentrue =0, X =Y si A: X — X operatorul identitate (Az = x pentru orice z € X) si daca
presupunem ci F este injectiv, problemele (VI)24 si (DVI)24 devin cele considerate de Mosco in
[113] si rezultatele date de Mosco rezulta din Teorema 2.1.27 gi Teorema 2.1.28.

2.1.3 Cazul compunerii

Fie X,Y spatii reale, local convexe, separate, K C Y un con convex inchis si nevid, ¢ :
Y — R o functie proprie si convexa, K-crescatoare cu g(oog) =400, f: X — R o functie proprie
gi convexa gi h : X — Y* o functie proprie, K-convexa astfel incat h(dom f Ndom h) N dom g # (.
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Pentru €, €1, £9,e3 > 0 consideram urmatoarele e-inegalitati variationale:

(VI)C  Gasiti T € X pentru care si existe v € F(T),
al (v, —T) > (f+goh)(T)—(f+goh)(zr)—eVrelX. (2.10)
(DVD)ES, ., Gasiti (v, v2,A) € X* x X* x K* pentru care sa existe (wy, wa, w3) €
(F7'(=v1 — v2) x F7'(—v; —v2) X h(F " (—v1 — 12))) N A%,
(wy,z* — o) < f*(2*) — f*(v1) + &1 Va* € X*
al ¢ (wg, T" — ) < (AR)*(Z*) — (Ah)*(ve) + &2 VT* € X* (2.11)
(ws,y" = X) < g"(y") —g"(A) +es Vy" € ¥

unde A% = {(z,z,h(z)) : 2 € dom h}.

In continuare enuntdm rezultatele de dualitate pentru (VI)¢¢ si (DVI)¢Y

€1,€2,€3°

Teorema 2.1.41 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y — R o functie proprie, convexd si K -
crescdtoare, f: X — R o functie proprie si convexd, h: X — Y* o functie proprie si K -convexd
astfel incat h(dom f Ndomh) Ndomg # O si presupunem ca una din conditiile de regularitate
(RCS?), i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Presupunem cd pentru e > 0 fizat, T € X este o
solutie pentru (V)Y siv € F(T) satisface (2.10). Atunci existd €1,&5,63 > 0, €1 + €9 + €3 = €,
astfel incat (DV])‘QCI?;Q,53 admite solutie $i o solutie poate fi construita astfel: luam orice v, €
O, f(T), N € K*N0-,9(h(T)) sive € 0-,(AR)(T) cuv = —vy —vg. Atunci (v1,v2, ) € X* x X* x K*
este o solutie pentru (DVDES, i (w1, wa, w3) := (T,7Z, h(T)) € (F(—v1 —va) x FH(—vy —

€1,€2,€3

vs) X h(F7Y(—v1 — 12))) N A% satisface (2.11).

Teorema 2.1.45 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y — R o functie proprie, convexd, K-
crescdtoare si inferior semicontinud, f : X — R o functie proprie, convexd si inferior semicontinud
sih: X —Y* o functie proprie, K -convezd si star K-inferior semicontinua astfel incat h(dom fn
dom h) Ndom g # 0. Presupunem cda pentru e1,&9,e3 > 0 fizati, (v, v9,A) € X* X X* x K* este
o solutie pentru (DVNEY, . si (wi, wo,w3) € (F7'(—v1 — v3) X F7Y(—vy — v3) X h(F~'(—vy —

vg))) NAL satisface (2.11). Atunci, pentru e = 1 +¢e9+e3 (VI)EC admite solutie, w; este o solutie
pentru (VISC siv = —v; — vy € F(wy) satisface (2.10).

2.2 Functii gap pentru inegalitati variationale cu ajutorul
dualitatii conjugate

In [3] autorii au considerat urmatoarea inegalitate variationala mixta care consta in gasirea
unui element x € K astfel incat

(MVI) F(x)"(y—2)+ f(y) — f(z) >0 Vy € K,

unde f : R® — R este o functie proprie si convexa, K C R” gi F' : R® — R" este o multifunctie. Au-
torii au asociat problemei (MVI) o problema de optimizare convexa. Folosind dualitatea Fenchel
si o conditie de regularitate au construit o functie gap pentru (MVI) (vezi [3]).

Scopul acestei sectiuni este sa introducem functii gap pentru o inegalitate variationala
mai generala. Extindem (MV]) la spatii infinit dimensionale si in locul functiei f in formularea
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problemei (MVI) consideram o functie de perturabare generala (vezi [25, 31, 57, 133]). Vom
folosi tehnicile din [1, 2, 3]: vom reformula inegalitatea variationala generald intr-o problema
de optimizare care depinde de o variabila fixata. Atasam problemei de optimizare o duala iar
functia gap va fi formulata cu ajutorul valorii optime a problemei duale. Conditiile de regularitate
care garantezaa dualitatea tare intre perechea primala-duala de probleme de optimizare joaca
un rol important in demonstrarea faptului ca aceste functii sunt intr-adevar functii gap pentru
inegalitatea variationala. Folosim conditii de regularitate mai slabe decat cele utilizate in [3], si
prin exemple vom justifica folosirea lor. Particularizand functia de perturbare vom redescoperi
cateva functii gap introduse in literatura.

2.2.1 O functie gap pentru inegalitatea variationala generala

Consideram inegalitatea variationald generalizata (de tip Stampacchia) care consta in
gasirea unui element T € X astfel incat

(VDH®  (F(@),z —T)+ ®(z,0) — ®(7,0) > 0 Vz € X,

unde X si Y sunt spatii reale local convexe separate, ® : X x Y — R este o functie proprie
indeplinind 0 € pry(dom®) i F' : X — X* un operator dat. Mentionam ca defapt cautam un
element T € dom ®(-, 0) si este de ajuns ca si cerem ca inegalitatea (VI)® s& aiba loc pentru orice
x € dom ®(-,0).

O abordare in rezolvarea problemei (VI)® este prin formularea unei functii gap pentru
problema (VI)?.

O functie v : X — R se numeste functie gap pentru problema (VI)® dac# satisface pro-
prietatile:

(i) 7(z) > 0V € X;
(ii) v(x) = 0 daca si numai dacd z este o solutie a problemei (VI)?®.

Fie T € dom ®(-, 0) fixat. Problemei (VI)® ii putem asocia urmitoarea problema de opti-
mizare

(Pcpaf) m)f({(F(E),x) + (I)(xa 0)} - <F(E)7§> - (I)(Ea 0)
Tre
Este evident faptul ci T este o solutie a inegalitatii variationale (V1)® daca si numai daci
v(P®,7) =0.
Problema duala pentru (P®,T) este (vezi [31, page 110] sau [133, page 117])
y*e *
Urmand ideea din [3], introducem functia v* : X — R definita pentru orice 7 € dom ®(-,0) de

v?(7) := —v(D®,7) = inf {®*(—F(z),y")} + (F(7),z) + ®(%,0)

y*ey*

si v®(T) = +o0 pentru T ¢ dom ®(-,0).
Ardtam c& in conditii potrivite v® devine functie gap pentru (V1)®.



2.2 Functii gap pentru inegalitati variationale 19

Teorema 2.2.1 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X §i Y spatii reale local convexe separate,
®: X xY — R o functie proprie si convexd astfel incat 0 € pry (dom ®) si presupunem cd una
din conditiile de regularitate (RC?®),i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci v* este functie
gap pentru problema (VI)®.

Observatia 2.2.2 Mentionam ca nu avem nevoie de existenta solutiei optime a problemer duale
(D*,7), demontratia teoremei utilizeazd doar egalitatea v(P®,T) = v(D®,T), care in literaturd
poarta denumirea de "zero-duality gap”. Aceasta inseama ca in locul conditiilor de regularitate
folosite, se pot utiliza conditii de reqularitate mai slabe, ca de exemplu in [30, 84] si referintele
lor.

Propozitia 2.2.3 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) (Convezitatea functiei v*) Presupunem cd
F: X — X* este un operator afin si monoton si cd functia ®(-,0) este convexd. Atunci y® este o
functie convexa.

2.2.2 Cazuri particulare

In aceasta subsectiune consideram cateva cazuri particulare a rezultatului nostru general
obtinut mai sus si aratam ca putem redescoperi cateva functii gap introduse in literatura.

Primul caz de compunere

Fie ®°“1 : X x Y — R functia de perturbare definita prin ®°“1(z,y) = f(x) + g(h(z) +y)
pentru orice (z,y) € X x Y, unde X si Y sunt spatii reale local convexe separate, K C Y un con
nevid, g : Y* — R este o functie proprie cu g(oog) = +o0, f: X = Rsi h: X — Y* sunt functii
propri astfel incat h(dom f N dom h) N dom g # (.

Inegalitatea variationald (V)2 devine: gisiti un element Z € dom fNdom ANA ™ (dom g)
astfel incat

(VD) (F(@),z =) + f(z) + g(h(z)) — f(@) — 9(h(T)) > 0 Vo € X.
Functia v*““* devine pentru z € dom f N dom AN h~'(dom g)

@) = inf {g"(y") + (f +y"h) (-F(@))} + (F(7),7) + f(@) + g(h(T))

i 791 (Z) = +oo pentru T ¢ dom f N dom h N h~*(dom g).

Teorema 2.2.4 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X §i Y spatii reale local convexe separate,
K CY un con nevid, g : Y — R o functie proprie, convexd, K-crescitoare cu g(oog) = +00,
f: X — R o functie proprie si convexd si h : X — Y* o functie proprie, K -convexd astfel incat
h(dom f Ndomh) Ndomg # O si presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RC’iccl),z' €
{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci Y°C1 este functie gap pentru problema (VI)°C.

Al doilea caz de compunere

Fie ®°“2 : X x X x Y — R functia de perturbare definita prin ®“2(z, z,9) = f(z + 2) +
g(h(z)+y) pentru orice (z,z,y) € X x X xY, unde X si Y sunt spatii reale local convexe separate,
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K C Y este un con nevid, g : Y* — R este o functie proprie cu g(oog) = +oo, f : X — R este
proprie si h: X — Y*® este o functie proprie astfel incat h(dom f N dom h) N dom g # 0.

Inegalitatea variationala (V1 )‘I’CC2 este (VI)9C: gasiti un element Z € dom f N domh N
h~!(dom g) astfel incat

(VD) (F(@),x =) + f(x) + g(h(x)) — f(T) — g(h(T)) > 0 Va € X.
Functia v*““ devine pentru T € dom f N dom h N h~='(dom g)

@ = inf_ A{g' () + () + R (—F(@) - )} + (F(@),7) + f(@) + (9 0 h)(T)

2rEX* yrEK*
si 7992 (T) = +oo pentru T ¢ dom f N dom h N h~*(dom g).

Teorema 2.2.5 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X §i Y spatii reale local convexe separate,
K CY un con convex nevid, g : Y — R o functie proprie, convexd, K-crescitoare cu g(oox) =
+00, f: X — R o functie proprie, convezd sih: X — Y'* o functie proprie, K -convexd astfel incdt
h(dom f Ndomh) Ndomg # O si presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RC’Z»CCQ),Z' €
{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci y°©2 este functie gap pentru problema (VI)°C.

Cazul f+go A

Particularizam primul caz de compunere la situatia K = {0} si h : X — Y, h(z) = Ax
pentru orice # € X, unde A este un operator continuu liniar. Problema (V1)““ consta in gisirea
unui element T € dom f N A~!(dom g) astfel incat

(V9 (F(T), 2 — %) + f(z) + g(Az) — f(Z) — g(AT) > 0 Vx € X.

cCy

Functia y9“" devine pentru T € dom f N A~!(dom g)

V9AT) = inf {g* () + f(—F@) — A%y} + (F(Z),T) + f(T) + g(AT)

yrey*
si 7v/94(T) = 400 pentru T ¢ dom f N A~ (dom g).

Teorema 2.2.7 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X §i Y spatii reale local convexe separate,
A X = Y un operator liniar continuu, g : Y — R si f : X — R o functie proprie si con-
vezd indeplinind dom g N A~ (dom f) # 0 si presupunem cd una din conditiile de regularitate
(RC’if’g’A),i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Atunci v/94 este functie gap pentru problema
(VI)h9A,

Cazul f+g¢g

Acesta este un caz particular al Sectiunii 2.2.2 cand luam X =Y si A =idy. In acest caz,
inegalitatea variationala se reduce la a gasi un element * € dom f N dom g astfel incat

(VDI (F(@),2 —7) + f(z) + g(2) — f(T) - 9(T) 2 0 Vz € X.
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Functia /94 devine pentru # € dom f N dom g

(@) = inf {f(~F@) ~y") +9"(y)} + (F(@),7) + f(@) + 9(T)

y*EX*
si v/9(%) = 400 pentru T ¢ dom f N dom g.

Teorema 2.2.9 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spatiu real local convex separat, f,q :
X — R functii proprii si conveze indeplinind dom g N dom f # O si presupunem cd una din
conditiile de regularitate (RC’if’g),z’ € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Atunci v"9 este functie
gap pentru problema (VI)79.

Cazul [+ ik

In continuare particularizim rezultatele din Sectiunea 2.2.2 la cazul g = ik, unde K C X
este o multime nevida. In acest caz, inegalitatea variationald (VI)/9 devine: gasiti un element
T € dom f N K astfel incat

(VDK (F@),x —7) + f(o) - f(T) > 0V € K.
Functia 79 devine pentru 7 € dom f N K

v (T) = Jf {7 = F@) + ok (=y)} + (F@),7) + f(T) + 0k (7)

§i v/ E(T) = 400 pentru T ¢ dom f N K.

Teorema 2.2.10 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spatiu real local conver separat, K C X
o multime convexd nevidd, f : X — R o functie proprie si convexd indeplinind dom f N K # ()
st presupunem ca una din condititle de regqularitate (RC’if’K),i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita.
Atunci v15 este functie gap pentru problema (VI)HK.

Observatia 2.2.11 Obervam ca in cazul in care consideram X = R™, redescoperim functia in-
trodusa in [3].

Observatia 2.2.12 In cazul in care consideram f=0,yMvi
(vezi de asemenea [3]).

devine functia gap Auslender. [12]

Exemplul 2.2.13 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X =R, f : R — R definitd pentru v € R
de

2

+o00, altfel,

122 dacax >0
)= .

K = (—00,0] i F:R — R, F(z) =z pentru orice v € R.

Demonstram ca in acest caz Teorema 2.2.10 poate fi aplicata, in timp ce [3, Teorema 3.1]
nu poate fi aplicata deoarece (RC’;’K) nu este indeplinita, justificand astfel folosirea conditiei de
reqularitate de tip inchidere.
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Cazul cu restrictii geometrice si cu conuri

Mai departe vom enunta rezultate care particularizeaza rezultatele din Sectiunea 2.2.1 cand
se considers functia de perturbare ®r : X x Z — R,

SO (, ) = f(x), dacazxze S gx)ez—C,
| 40, altfel,

unde X si Z sunt spatii reale local convexe separate, Z spatiu partial ordonat de un con nevid
C C Z, S C X este o multime nevida, f : X — R este o functie proprie si g : X — Z* este o
functie proprie indeplinind dom f NS N g~ (=C) # 0.

Inegalitatea variationals (VI)*“" devine: gisiti un element Z € dom f N A astfel incat

(VDS  (F@),z—T)+ f(z) — f(T) > 0Vz € A,
unde A= SnNg1(C).
Functia 7*“* devine pentru Z € dom f N A

V@) = inf {(f+ (z°9)5(=F @)} + (F(2),7) + (@) + 04(@)

z*eC*
si vYL(T) = +o0 pentru T ¢ dom f N A.

Teorema 2.2.14 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X i Z spatii reale local conveze separate,
Z patial ordonat de conul convex C C Z, S C X o multime convexd nevidd, f : X — R o functie
proprie si convexd si g : X — Z* o functie proprie C-convexd indeplinind dom fNSNg=1(=C) # 0
s1 presupunem ca una din conditiile de reqularitate (RCZ-CL),Z' € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita.
Atunci vt este functie gap pentru problema (VI)°.

Observatia 2.2.15 In cazul in care consideram X = S = R", Z =R™, C =R} si g(x) =
(g1(2), oes gm ()T, unde g; : R® — R, i € {1,....m}, obtinem functia gap introdusd in [3, Sectiunea
3]. Mai mult, in cazul cind f =0, obtinem functia gap Giannessi [67] (vezi si [3]).

Daci consideram o altd functie de perturbare adica ®°7r : X x X x Z — R,

flr+y), dacaxe S g(x)ez—C,
(v, 2) :{ —1—(00 | altfel. “

Functia v*“** devine pentru 7 € dom f N A

V@) = inf {f () + (Z79)5(-F(@) — ")} + (F(T),7) + f(T) + 04(T)

2reCH yrex
si 7OFL(T) = 400 pentru T ¢ dom f N A.

Teorema 2.2.16 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X si Z spatii reale local conveze separate, Z
partial ordonat de conul convex C C Z, S C X este o multime convexd nevidd, f : X — R o functie
proprie si convexd si g : X — Z* o functie proprie, C-convex indeplinind dom fNSNg=1(=C) # 0
1 presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RCiCFL),z’ € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita.
Atunci y°FL este functie gap pentru problema (VI)C.
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Observatia 2.2.17 (a) Urmand ideea din [3] se poate demonstra relatia: v < yCFL,
(b) In ipotezele folosite in Remarca 2.2.15 obtinem functia gap introdusd in [3, Sectiunea

3.

2.2.3 Functia dual gap pentru inegalitatea variationala generala

In cele ce urmeaza consideram urmatoarea inegalitate variationala de tip Minty: gasiti un
element 7 € X astfel incat

(VIY®  (F(z),z —T) + ®(z,0) — ®(F,0) > 0 Vz € X.

Introducem acum functia dual gap pentru (VI)®. Pentru T € dom ®(-,0) fixat, inegalitatii
variationale (VI)'® ii atagam problema de optimizare

(P*.7) inf {(F(z),x — F) + ®(x,0)} — &(T,0)

zeX

si duala Fenchel:

(D7) sup {—sup{<x*,x> (o) 7)) <<I><-,o>>*<—x*>} ~a(,0).

r*eX* zeX

Urmand ideea din (3], introducem functia +'® definita pentru orice T € dom ®(-,0) prin

@ =it sl )~ (Fe)a - D)+ @ () b+ o0
x*eX*,y*EY* (EGX
i v®(Z) = 400 pentru T ¢ dom ®(-,0).
In cele ce urmeaza vom compara functia v® cu functia nou introdusa, si anume '®.

Propozitia 2.2.19 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Dacd F : X — X* este un operator monoton
atunci are loc
v®(@) < 4*(7) VT € X.

Teorema 2.2.20 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X i Y spatii reale local convere se-
parate, F : X — X* un operator monoton si superior hemicontinuu, ® : X xY — R o
functie proprie astfel incit 0 € pry(dom ®) si presupunem ca una din condifiile de regularitate
(RC}),i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci v'® este functie gap pentru (VI)®.

Observatia 2.2.21 Remarcam cd, in contrast cu functia ¥®, functia ~'® este intotdeauna o functie
conveza daca presupunem ca ®(-,0) este converd (vezi Propozitia 2.2.3).

In continuare vom particulariza functia de perturbare ® si vom considera cadrul din
Sectiunea 2.2.2. Pentru acest caz particular avem urmatoarea inegalitate variationala: gasiti un
element € dom f N dom g astfel incat

(vVIyrs  (F(z),z =)+ f(z) + g(z) — f(T) — 9(T) >0 Vo € X.
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Functia 7'® devine pentru € dom f Ndom g

yH(@) = _ inf {Sup{<x*,x>—(F(x)’l’—@}Jrf*(—x*—y*)+g*(y*)}+f(T)+g(f)

zreX*y*eY* | zex
si v/9(T) = +o0 pentru T ¢ dom f N dom g. Avem urmétorul rezultat.

Teorema 2.2.22 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spatiu real local convex separat, F :
X — X* un operator monoton si superior hemicontinuu, f,q: X — R functii proprii si conveze
indeplinind dom f Ndom g # 0 si presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RC’if’g),i €
{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci v'"9 este functie gap pentru (VI)59.

S& observam ca am introdus dous functii, 79 si duala +//9, care in anumite conditii devin
functii gap pentru inegalitatea variationala (V' 1)79. Dam in continuare un exemplu pentru a arita
ca in general aceste functii nu coincid, chiar daca toate ipotezele din Teorema 2.2.9 si Teorema
2.2.22 sunt indeplinite.

Exemplul 2.2.23 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Consideram cazul X =R gi f,9,F : R — R,
f(x) = g(x) = F(x) = x pentru orice v € R. Se poate ardta ca [* = g* = dpy, deci, pentru orice
T € R avem

779(T) = inf {sup{x*l‘ —2* + 27} + inf {0y (—2* —y*) + 5{1}(y*)}} +27
T*€R | zeRr y*€eR

=sup{—2r — 2> + 2T} + 2T = (T — 2)?/4+ 22 = (T + 2)*/4
z€R
$1

+19(T) = yi*%%{fs{l}(—f — ") + 0y ()} + T + 2T = 613 (7).

Observatia 2.2.24 Consideram f = 0 s1 g = 0 unde K este o multime nevida. In acest caz
redescoperim functia Y introdusd in [3].

Observatia 2.2.25 Consideram functia de perturbare considerata in prima parte a Sectiunit 2.2.2
in cazul cand X = S =R", Z =R", C =RY, f =0 g g(z) = (q1(2), ..., gm(x))", unde
gi - R" =R, i€ {l,..,m}. Redescoperim in acest caz functia gap introdusa in [3, Sectiunea 4].

2.3 Conditii de optim pentru inegalitati variationale

In aceastd sectiune vom da conditii de optim pentru inegalitagile variationale, conditii
bazate pe calculul subdiferential. In acest context sunt implicate din nou conditiile de regularitate.
Mai departe, aratam ca putem obtine caracterizari secventiale care au loc in absenta conditiilor
de regularitate, aplicand rezultatele date in [28, 29] pentru probleme de optimizare. Sunt date de
asemenea si exemple care vin sa justifice utilitatea unor astfel de caracterizari.



2.3 Conditii de optim pentru inegalitati variationale 25

2.3.1 Conditii de optim pentru inegalitati variationale bazate pe calcul
subdiferential

Scopul acestei sectiuni este de a caracteriza solutiile inegalitatilor variationale considerate
in aceasta lucrare, cu ajutorul subdiferentialei convexe.

Teorema 2.3.1 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem cda toate ipotezele din Teorema
2.2.1 sunt indeplinite. Atunci T este o solutie a inegalitatii variationale (VI)® dacd si numai dacd

_F(T) € Pry-(99(7, 0)).

Teorema 2.3.2 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem ca toate ipotezele din Teorema
2.2.7 sunt indeplinite. Atunci T este o solutie a inegalitatii variationale (VI)/94 dacd si numai
daca

—F(z) € 0f(7) + A"0y(AT).

Teorema 2.3.4 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem ca toate ipotezele din Teorema
2.2.9 sunt indeplinite. Atunci T este o solutie a inegalitatii variationale (VI)"9 dacd si numai
daca

—F(z) € 0f(7) 4+ 09(T).

Teorema 2.3.5 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem ca toate ipotezele din Teorema
2.2.10 sunt indeplinite. Atunci T este o solutie a inegalitatii variationale (VI)'"5 dacd si numai
daca

—F(z) € 0f(T) + Nk(T),

care este echivalentd cu: exista x* € Of(T) astfel incdt urmatoarea inegalitate variationald sa aiba

loc:
(F(z)+a2*2—T)>0Vr € K.

2.3.2 Conditii secventiale pentru inegalitati variationale

Sa observam ca in caracterizarile date anterior pentru solutiile inegalitatilor variationale,
prin intermediul functiilor gap sau cu ajutorul calculului subdiferential, indeplinirea unei conditii
de regularitate a avut o mare importanta. Aratam in aceasta sectiune ca putem caracteriza solutiile
acestor probleme chiar in absenta acestor conditii de regularitate. Folosim ca si instrument de lucru
conditiile secventiale date in [28, 29] pentru diferite probleme de optimizare.

Conditii secventiale pentru inegalitatea variationala generala

In cele ce urmeaza dam conditii secventiale pentru a caracteriza solutiile inegalitatii
variationale generale (VI)®. In continuarea acestei sectiuni presupunem ci X este un spatiu
Banach reflexiv gi Y este un spatiu Banach.

Teorema 2.3.6 (L. Cioban, [48]) Fie ® : X x Y — R o functie proprie, convexd si inferior
semicontinud si 0 € Pry(dom ®). Atunci T € dom ®(-,0) este o solutie pentru (VI)® dacd si
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numai dacd exista (T,,y,) € dom® gi (2%, y%) € 0P (2, yn) astfel incat
xr = —F(T), 2y, = T, yo — 0(n = +00),

D2, yn) — (Yo, Yn) — P(Z,0) — 0(n — +00).

Conditii secventiale pentru cazul g+ foh

Pentru acest caz von lucra in cadrul urmator: X este un spatiu Banach reflexiv gi Y este un
spatiu Banach partial ordonat de conul convex nevid K C X, f : X — R este o functie proprie,
convexi si inferior semicontinui, h : X — Y* este proprie si K-convexa si g : Y* — R este o
functie proprie, convexa si inferior semicontinua cu g(+o0og) = +00. Presupunem de asemenea ca
dom f N'domh N h~!(dom g) # 0.

Consideram doua cazuri particulare ale acestuia. Primul, cand presupunem ca h este K-epi
inchisa, si al doilea caz, cand presupunem ca functia h este continua.

1. Cazul h este K-epi inchisa

Pentru acest caz, presupunem in plus ca Y este reflexiv, h este K-epi-inchis si g este
K-crescatoare pe h(domh) + K.

Teorema 2.3.7 (L. Cioban, [48]) Elementul T € dom f N domh N h~'(domg) este o solutie
pentru (VI)CC dacd si numai dacd

p

I(zn, Prs @ny ¢,,) € X x dom f x domg X Y, h(z,) <k ¢,

ur, en s 4n), 4y € K7 up, € 0f (pn), a, + €, € 99(qn),

uy € 0(gyh) (), (4, @ — M(zn)) = 0Vn € N,

ul +u* — —F(x), el — 0,p, = T,q, = h(T),q, = h(T) (n - +00),

f(Pn) = (s pn — Tn) + (F(T), 2 — T) + (g, h(20) — 1(T)) — f(T) = 0(n = +00),
L 9(¢) — (a3, @n — 1(T)) — g(R(T)) = 0 (n — +o00).

2. Cazul h este continua
Pentru acest caz consideram in plus ¢c& h : X — Y este continud si g : ¥ — R este
K-crescatoare pe Y.

Teorema 2.3.8 (L. Cioban, [48]) Elementul T € dom fNh~'(dom g) este o solutie pentru (VI1)°°
daca st numai daca

/

Hxp, yn) € dom f x dom g, I(ul, vi, yr) € X* x X* x K*,
n— F () € 0f (), vy, € (ynh)(2n), yy, € 9g(yn) V1 € N,
up + vk — 0,2, = T, Yy, = h(T) (n — +00),

f(@n) + (Y, M(zn) = h(Z)) + (F(T), 2, —T) — f(T) = 0(n — +00),
L 9(yn) — Yy yn — M(T)) — g(h(T)) = 0 (n — +00).

Conditii secventiale pentru cazul f +go A

Teorema 2.3.9 (L. Cioban, [48]) Fie A : X — Y un operator liniar continuu, f,g : X — R
doud functii proprii, convexe gi inferior semicontinue astfel incat A(dom f) N domg # (). Atunci
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7 € dom f N A~ (dom g) este o solutie pentru (VI)H94 dacd si numai dacd
e, } 10,3z € 0., f(T), 3y, € 0.,9(AT) astfel incdt x;, + A*y; — —F(T), (n — +00).

Teorema 2.3.10 (L. Cioban, [48]) Fie A : X — Y un operator liniar continuu, f,g: X — R
doud functii proprii, convere gi inferior semicontinue astfel incat A(dom f) N domg # (). Atunci
7 € dom f N A~ (dom g) este o solutie pentru (VI)194 dacd si numai dacd

Az, y,) € dom f x dom g, 3z} € Of (v,), Iy, € Ig(yy) astfel incat
z; + A*yt — —F(T), x, = T, yp — AT (n — +00),

flan) = (@5, 20 = T) — f(T) = 0(n — +00),

9(yn) = (U yn — AT) = g(AT) = 0 (n — +00).

Conditii secventiale pentru cazul f + g

Teorema 2.3.11 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spatiu Banach reflexiv si f,g: X — R
doud functii proprii, convexe i inferior semicontinue astfel incat dom f N domg # 0. Atunci
7 € dom f Ndom g este o solutie a inegalitatii variationale (VI)"9 dacd si numai dacd

(@, yn) € dom f x dom g, 3z € Of (x,), Jy: € Og(yn,) astfel incat
T, + Yy, — —F(I), Ty — Ty Yp — E(n — —|—oo),

f(zn) = (2}, 20, — T) — f(T) = 0(n — +00),

9(yn) = (i yn —T) — g(T) = 0(n — +00).

Conditii secventiale pentru cazul f + ik

Teorema 2.3.12 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X un spatiu Banach reflexiv, f : X — R
o functie proprie, convexa si inferior semicontinua si K C X o mulfime inchisa st convexa astfel
incat dom fNK # 0. Atunci T € dom fN K este o solutie a inegalitatii variationale (VI)/5 daca
st numai daca

xn,yn) € dom f x K, Jxt € Of(x,,), Iyt € Nk (yn) astfel incat
xt+yt = —F(T), 2, =T, yp > T(n — +0),

f(zn) = (2}, 20 — @) — f(T) = 0(n — +00),

W yn —T) — 0(n — +00).

In cele ce urmeaza vom da un exemplu prin care subliniem avantajul unor astfel de carac-
terizari secventiale.

Exemplul 2.3.13 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X = R?, K = {0} xR, f: R? - R,
f(x,y) = —/7Yy + (5Rgr (r,y) si F: R? = R?, F(x,y) = (z,y) pentru orice x,y € R. In acest caz
aratam ca nict Teorema 2.2.10 sau Teorema 2.3.5 nu pot fi aplicate, totusi conditiile Teoremei
2.3.12 sunt indeplinite.



Capitolul 3

Probleme de echilibru

Problemele de echilibru ne ofera un cadrul unificat pentru studiul diferitelor probleme in
optimizare, teoria punctului fix, teoria punctelor sa, inegalitati variationale, etc. dupa cum lucrarea
scrisa de Blum-Oettli [20] arata.

In cele ce urmeazd vom da caracteriziri ale solutiilor unor probleme de echilibru folosind
punctele sa ale unei functii Lagrange asociata, prin intermediul dualitatii, folosind functiile gap,
cu ajutorul proprietatilor subdiferentialei convexe si de asemenea, vom da caracterizari secventiale
pentru solutiile acestor probleme de echilibru.

3.1 Dualitate pentru o problema de echilibru extinsa

Bigi, Castellani gi Kassay [19] au introdus aga numita ”problema de echilibru generalizata”
si care consta in gasirea unui punct T € R” astfel incat

(GEP) »(T,y) + f(y) > f(T), Vy € R",

unde f : R" — (—o00, 400] este o functie proprie, convexa gi inferior semicontinua, ¢ : R" xR" — R
este o functie care satisface conditiile p(x,-) este convexa pentru orice z € dom f si p(z,z) =0
pentru orice x € dom f, i s-a aratat ca solutiile problemei (GEP) si ale dualei sale sunt strict
legate de punctele sa ale functiei Lagrange asociata.

In cele ce urmeazi vom studia o formi extinsi a problemei (GEP), o problema de echi-
libru mai generala cu suma a doua functii, una fiind compusa cu un operator continuu si liniar.
Introducem si studiem de asemenea, o problema de echilibru duala asociata acesteia.

3.1.1 Conditii de optim pentru o problema de optimizare

In aceasta sectiune vom da conditii de optim pentru o problema de optimizare care este
formata din suma de trei functii, una din ele fiind compusa cu un operator liniar continuu.
Consideram problema de optimizare

(Ps) Inf {fl(m) + fa(z) + fs(Bx)}-

Problema duala asociata problemei (P3) este
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(D) sup { = fia) - f) - fE)
x],x5 ER™ x3€R™,
] +x5+B*x5=0
Folosind ca instrument conditiile de regularitate date pentru probleme care au in functia
obiectiv compunere cu un operator (vezi [31, section 3.2.2]), putem da, in cazul finit dimensional,

urmatorul rezultat.

Teorema 3.1.1 (L. Cioban, [45]) Fie B : R® — R™ un operator liniar, fi,f> : R* — R,
f3 : R™ — R functii proprii indeplinind dom f;Ndom foN B~ (dom f3) # 0. Fie (T35, 75) € R" xR™
o solutie optima pentru (D3) si presupunem ca ridom f;N(—ridom f5 — B*ridom f3) # (0. Atunci
exista T € R", o solutie optima pentru duala problmei (Ds3), astfel incat

1. T € 0ff(—m5 — B*T%)
2. T € 0f;(T5)

3. BT € 0f;(T3).

3.1.2 Dualitate pentru problema de echilibru (CEP)

Consideram urmatoarea problema de echilibru care consta in gasirea unui element ¥ € R"
astfel incat

(CEP) »(7,y) + f(y) + 9(Ay) > f(T) + g(AT), Yy € R",

unde A € L(R",R™), f : R® — R i g : R™ — R sunt functii proprii si convexe indeplinind
dom fNA~ domg # 0, o : R*xR" — R, i p(x, -) este o functie convexa Vo € dom fN A~ dom g,
o(z,2) =0 Vr € dom f N A~ dom g.

Pentruz € dom fNA~! dom g putem rescrie problema de echilibru (C'E P) ca pe o problema
de optimizare

(P) inf {(@y) + f(u) + 9(Ay)}.

yeR”

Urmatoarea teorema stabilegte conexiuni intre (CEP) si (Py).

Teorema 3.1.3 (L. Cioban, [45]) Fie f : R® — R si g : R™ — R doud functii proprii si
conveze si A € L(R",R™) indeplinind dom f N A~tdomg # 0, ¢ : R" x R® — R, p(x,-) o
functie convezd Vr € dom f N A~ dom g, p(z,z) = 0 Vz € dom f N A~ dom g si presupunem cd
A(ridom f) Nridom g # 0. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) T este o solulie pentru (CEP);
(ii) T este o solutie pentru (Py);
(iti) D(T) # 0;

unde D(z) = {(u*,v*) Lut € Of(2), 0" € Og(Ax), —u* — A*v* € dy(a, -)(x)}.
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Cand conditia de regularitate A(ridom f)Nridom g # () este indeplinita, problema (C'EP)
poate fi reformulata astfel: gasiti 7 € R™ astfel incat sa existe (u*,7*) € R™ x R™ astfel incat

(p1) —u* — A" € 0p(T, ) (T);
(p2) w* € 0f(T);
v* € 0g(AT);

Putem ataga problemei (C'EP) urmatoarea problema duala care consta in gasirea unui
element (u*,7*) € R™ x R™ astfel incat sa existe T € R™ astfel incat

(DCEP) (dl) 7€ 0p*(Z,-)(—u" — A*T");
(@) 7eof (@),
AT € 0g*(v*),

unde ¢*(x,-)(x*) este conjugata functiei ¢ pe a doua variabila, ¢*(x,-)(z*) = (p(z,))*(z*).

Teorema 3.1.5 (L. Cioban, [45]) Fie f : R® — R si g : R™ — R doud functii proprii si
conveze si A € L(R",R™) indeplinind dom f N A~'domg # 0, ¢ : R" x R* — R, p(z,-) o
functie convexd Vx € dom f N A~ domg, p(z,x) =0, Vo € dom f N A~ dom g si presupunem cd
A(ridom f)Nridom g # 0. DacaT € R™ este solutie pentru (C'EP) atunci orice element din D(T)
este o solutie pentru (DCEP).

Consideram multimea:

P(u*,v*) = {x €dom fNAtdomg:z € dp*(z,)(—u* — A**) N If*(u*) N A_l(‘?g*(v*)}.

Teorema urmatoare caracterizeaza solutiile problemei (DCEP) prin intermediul multimii
P(u*,v*).

Teorema 3.1.7 (L. Cioban, [45]) Fie f : R" = R si g : R™ — R doud functii proprii, convexe
si inferior semicontinue si A € L(R™, R™) indeplinind dom f N A~ domg # 0, ¢ : R" x R" — R,
o(z,+) o functie converd Vr € dom f N A~ domyg, ¢(z,z) = 0, Vo € dom f N A~'dom g. Daca
(u*,v*) este o solutie pentru (DCEP) atunci orice element din P(u*,T*) este o solutie pentru

(CEP).

Observatia 3.1.8 Teorema 3.1.7 afirma ca orice element T € P(u*,v*) genereazd o solulie pentru
(CEP). Daca se considera in plus conditia de reqularitate A(ridom f) Nridom g # O indeplinita,
atunci mulfimea P(u*,0*) nu este altceva decat multimea solutiilor problemei (CEP) asociate
elementului w* + A*v*.

Teorema 3.1.9 (L. Cioban, [45]) Fie f : R* = R si g : R™ — R doud functii proprii si conveze
si A € LR",R™) indeplinind dom fN A~ domg # 0, ¢ : R" x R® — R, ¢(x,-) o functie convexd
Vo € dom f N A~'domyg, p(z,z) = 0, Vo € dom f N A~ domg. Daca (u*,v*) € D(T) atunci
T € P(u*,v").
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Teorema 3.1.10 (L. Cioban, [45]) Fie f : R™ = R si g : R™ — R doud functii proprii, convexe
si inferior semicontinue $i A € L(R™,R™) indeplinind dom f N A~ domg # 0, ¢ : R" x R" — R,
o(x,+) o functie convexd Vr € dom f N A~tdomyg, p(z,z) = 0, Vo € dom f N A~'dom g. Dacd
T € P(u*,v") atunci (u*,7*) € D(T).

Solutiile problemei (C'E P) respectiv ale problemei (DCE P) sunt legate de punctele sa ale functjiei
Lagrange:

La(z,y,u’,0%) = fz) = (W' 2) + 9(y) — (v 9) — (T, ) (—u" — A™07)
dupa cum ne arata urmatoarea teorema.

Teorema 3.1.11 (L. Cioban, [45]) Fie f : R® = R si g : R™ — R doud functii proprii, convere
si inferior semicontinue si A € L(R",R™) indeplinind dom f N A~ domg # 0, p : R" x R" —
R, ¢(z,-) o functie convezd Yz € dom f N A~ domg, ¢(z,z) = 0, Vo € dom f N A~ domg.
Urmatoarele afirmatic sunt echivalente:

(1) (u*,7") € D(T);
(ii) T € P(u*,v*);
(i11) (T, AT, u*,v*) este punct sa pentru L.
Urmatoarele rezultate sunt consecinte directe ale Teoremei 3.1.11.

Corolarul 3.1.12 (L. Cioban, [45]) Fie f : R® = R si g : R™ — R doud functii proprii si
conveze i A € L(R™, R™) indeplinind dom f N A~1domg # 0, ¢ : R* x R* — R, ¢(z,-) o
functie convexrd Vx € dom f N A 'domg, p(x,x) =0, Vo € dom f N A~ dom g si presupunem cd
A(ridom f)Nridom g # 0. T € R™ este o solufie pentru (CEP) daca si numai dacd existd (u*,v*)
astfel incat (T, AT, u*,v*) este punct sa pentru Lz.

Corolarul 3.1.13 (L. Cioban, [45]) Fie f : R® = R si g : R™ — R doud functii proprii, conveze
si inferior semicontinue si A € L(R™,R™) indeplinind dom f N A~1domg # 0, v : R® x R* —
R, ¢(z,-) o functie convexd Yz € dom f N A~'domg, ¢(z,z) = 0, Vo € dom f N A~ domg.
(w*,v*) € R" x R™ este o solutie pentru (DCEP) daca si numai daca exista T € R™ astfel incat
(z, Az, u*,v%) este punct sa pentru L.

Daca consideram problema de optimizare (Pr) putem formula duala Fenchel astfel:

(D) sup { — 9" (@) (=) —g°(y") — [ = Ay .

Putem observa ca (D) nu are forma problemei de optimizare atagate problemei de echilibru
(DCEP), dar, putem demonstra urmatoarele relatii intre ele.

Teorema 3.1.14 (L. Cioban, [45]) Fie f : R" = R si g : R™ — R doud functii proprii si convexe
si A € L(R",R™) indeplinind dom fN A domg # 0, p: R" x R" = R, ¢(z,-) o functie convexd
Vo € dom fN A~ domyg, ¢(z,z) =0, Vo € dom fN A~ dom g. Dacd (u*,v*) este o solutie pentru
(DCEP) atunci exista T € P(u*,v*) astfel incat (u* + A*0*,0") este o solutie pentru (Dz).
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In continuare enuntam rezultate care garanteaza ca toate solutiile problemelor (C'EP) sau
(DCEP) pot fi gasite utilizand problemele de optimizare (P;) respectiv (Dz) dacd urmatoarea
proprietate a functiei ¢ este indeplinita:

p(z,y) < o(x,2) + ¢(z,9), Vo, y, 2 € RY, (3.1)
proprietate folosita in acelasi scop in [17, 19, 20].

Teorema 3.1.15 (L. Cioban, [45]) Fie f : R — R si g : R™ — R doud functii proprii si
conveze $i A € L(R™ R™) indeplinind dom f N A~1domg # 0, ¢ : R* x R* = R, ¢(z,-) o
functie convexd Yx € dom f N A~'dom g, ¢(z,z) = 0, Vo € dom f N A~ dom g. Dacd functia ¢
satisface proprietatea (3.1) atunci T este o solutie pentru problema (CEP) daca si numai daca
existd z € dom f N A~ dom g astfel incit T este o solutie pentru (P,).

Teorema 3.1.16 (L. Cioban, [45]) Fie f : R® — R si g : R™ — R doud functii proprii si
conveze si A € L(R",R™) indeplinind dom f N A~'domg # 0, ¢ : R" x R — R, p(x,-) o
functie convexd Vr € dom f N A~'domg, ¢(z,z) = 0, Vo € dom f N A~ dom g. Presupunem cd
ridom ¢*(T,-) N (—ridom f* — A*ridom g*) # () pentru orice x € R™ gi functia ¢ satisface (3.1).
Atunci, (u*,v*) este o solutie pentru (DCEP) dacd si numai dacd existd z € dom f N A~ dom g
astfel incat (u* + A*v*,7*) este o solutie pentru (D).

3.1.3 Cazuri particulare
Probleme de echilibru

Particularizand rezultatele de dualitate pentru problemele (CEP) si (DCEP) la cazul
cand m = n, g(x) = 0,Vz € R", A: R" — R este operatorul identitate, redescoperim atat cadrul
cat i rezultatele prezentate in [19, Sectiunea 3.

Inegalitati variationale

Daca consideram X = R" gi Y = R™, ¢ = ¢ = g9 = 0, in formularea problemelor
(VD)2 54 si (DVI)gi{cgf prezentate in Sectiunea 2.1.2, obtinem aceleasi probleme ca si in cazul cand
consideram ¢ (z,y) = (F(z),y —x), F : R™ — R", pentru problema (C'EP). Mai mult, daca luam
n=m, g =0, A operatorul identitate si daca F' este un operator injectiv, redescoperim perechea

duala de inegalitati variationale gi rezultatele de dualitate introduse de Mosco in [113].

3.2 Functii gap pentru probleme de echilibru

Scopul acestei sectiuni este sa aplicam tehnicile utilizate in Sectiunea 2.2 pentru probleme
de echilibru. Construim functii gap pentru o problema de echilibru generala si consideram cateva
cazuri particulare printre care redescoperim functii gap introduse in literatura.

3.2.1 O functie gap pentru problema de echilibru generala

Consideram problema de echilibru care consta in gasirea unui element = € X astfel incat
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(PEP) F(z,z)+ ®(z,0) > &(7,0) Vo € X,

unde X si Y sunt spatii reale local convexe separate, ® : X x Y — R este o functie proprie
indeplinind 0 € pry (dom ®) si F': X x X — R este o bifunctie care satisface relatia F(x,z) = 0
pentru orice € dom ®(+,0).

Fie 7 € dom ®(-,0) fixat. Problemei (PEP) ii asociem urmatoarea problema de optimizare

(PPEP 7) gg)f({F(f, r) + ®(z,0)} — ®(7,0)

Se poate observa ca T este o solutie pentru problema de echilibru (PEP) daca gi numai
daca v(PPEF 7) = 0.

Consideram duala Fenchel a problemei (PPFF 7):

(D7) sup { - F}(7,27) — (2(-,0))"(=2")} — ©(7,0),
T*eX*
unde F(7,z*) = (F(z,-))*(z*).
Introducem functia v"#¥ : X — R definitd pentru orice T € dom ®(-, 0) astfel

VPER(7) = inf {F;(E, r*) + @*(—x*,y*)} + ®(z,0)

T*EX* y*EY*

i vPEP(T) = 400 pentru T ¢ dom (-, 0).

Teorema 3.2.1 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X §i Y spatii reale local convexe separate,
d: X xY — R o functie proprie si convezd, F : X x X — R o bifunctie proprie astfel incadt
pentru orice T € dom ®(+,0), F(z,7) = 0, dom ®(-,0) Ndom F(Z,-) # 0 si F(T,-) este convexd
si continud intru-un punct din dom ®(-,0) N dom F(Z,-). Presupunem cd una din conditiile de
reqularitate (RC?), i € {1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci Y'EY este functie gap pentru
problema (PEP).

Observatia 3.2.2 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Continuitatea functiei F(T,-) a fost folosita
pentru a garanta egalitatea v(PPEY ) = v(DPEP 7). Alternativ, putem inlocui continuitatea cu
o conditie de regularitate care foloseste notiuni de tip interior, sau o conditie de reqularitate de

tip inchidere.

3.2.2 Cazuri particulare

In cele ce urmeazi particularizim functia de perturbare ® si aratam ca unele functii gap in-
troduse in literatura pentru probleme de echilibru (vezi [2, 26]) pot fi vazute ca si cazuri particulare
ale rezultatului nostru principal.

Cazul go h

Fie ®¢“1 : X x Y — R functia de perturbare definita de ®““(z, y) = d.4(z) + g(h(x) +y)
pentru orice (z,y) € X x Y, unde X si Y sunt spatii reale local convexe separate, A C X este o
multime nevids, K C Y este un con nevid, g : Y — R este o functie proprie cu g(cog) = 400 si
h: X — Y este o functie proprie astfel incat h(ANdom h)Ndom g # 0. In acest caz redescoperim
functia introdusa in [26, Sectiunea 4] pentru cazul cand g are domeniul intreg spatiul.
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Observatia 3.2.3 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Dacd consideram functia de perturbare ®59 :
X x X — R si dacd pentru aceasta consideram f = 8, unde K C X este o multime nevidd si
g = 0, vom redescoperi functia introdusa in [2].

Observatia 3.2.4 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Particularizind rezultatele date pentru pro-
blemele de echilibru la inegalitati variationale vom redescoperi problemele si rezultatele prezentate
in Sectiunea 2.2.1.

3.2.3 Functia dual gap pentru problema de echilibru generala

In aceastd sectiune introducem o alta clasa de functii gap pentru problema (PEP). In cele
ce urmeaza ne vom ocupa de aga numita problema de echilibru de tip Minty care e strans legata
de (PEP) si care consta in gasirea unui element 7 € X astfel incat

(DPEP)  F(z,T) + ®(z,0) < ®(2,0),Vz € X.

Notdm prin STEF gi SPPEP multimea solutiilor problemelor (PEP) respectiv (DPEP).

Pentru a formula o alta functie gap pentru problema (PEP) folosind problema
(DPEP), sunt amintite cateva definitii (vezi [18, 20, 87, 89, 109]): monotonia gi pseudomo-
notonia unei bifunctii, cvasiconvexitate, explicit cvasiconvexitate, (explicit) cvasiconcavitate, u-
hemicontinuitate gi I-hemicontinuitate.

Propozitia 3.2.8 (L. Cioban, [49]) Dacd F este o bifunctie monotond, atunci ST¥* C SPPEP,

Propozitia 3.2.9 (L. Cioban, [49]) Fie F(z,-) convexa ¥z € X, F(-,x) u-hemicontinud Vx € X
si ®(-,0) proprie, convexd si I-hemicontinud. Atunci SPTEP C SPEP,

Observatia 3.2.10 (L. Cioban, [49]) Putem inlocui convezitatea functiilor F(x,-) si ®(-,0) cu
explicit cvasiconveritatea functiei F(z,-) + ®(-,0) in Propozitia 3.2.9.

Problemei de echilibru de tip Minty (D PE P) ii atasam urméatoarea problema de optimizare:
(PPPEP 7)) inf {—F(2,7) + ®(2,0)} — ®(7,0)

zeX

unde T este fixat. Problema duali Fenchel a problemei (PPPEP T) este (vezi [57, 133]):

(DDPEP,E) sup {— sup[(z*, ) + F(z,7)] — (q)(.’o))*(_fk)} — 0(z,0).

r*eX* reX

Urmand ideile folosite in [2, 3], introducem functia yPPFF definitd pentru orice T €
dom ®(-,0) astfel:

PPEP(z) = g {supux*, 2) + F(r, 7)) + 0*(—a", y*>} 9(7,0),
ereX*yreV* | pex

si yPPPP(T) = 400 pentru T ¢ dom (-, 0).
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Corolarul 3.2.11 (L. Cioban, [49]) Fie X siY spatii reale local conveze separate,  : X XY —
R o functie proprie si convexd, F : X x X — R o bifunctie proprie astfel incdt pentru orice
T € dom ®(-,0), F(Z,7) =0, dom ®(-,0) Ndom F(Z,-) si —F(-,T) este convexd i continud intr-
un punct x din dom ®(-,0)Ndom F (T, ). Presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RC?),
i€{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinitd. Atunci vPPEY este functie gap pentru (DPEP).

Comparam in cele ce urmeaza functia v#% cu nou-introdusa functie, si anume yP?F#7.
Propozitia 3.2.12 (L. Cioban, [49]) Presupunem ca F este o bifunctie monotond. Atunci are
loc

VPP (x) < 47 (2), Vo € X.

DPEP

In cele ce urmeazd ddm conditii pentru ca functia sa fie functie gap pentru problema

de echilibru generala de tip Stampacchia, (PEP).

Teorema 3.2.13 (L. Cioban, [49]) Fie X si Y spatii reale local convexe separate, ® : X X
Y — R o functie proprie si convexd, ®(-,0) l-hemicontind, F : X x X — R o bifunctie proprie
si monotona astfel incat pentru orice T € dom ®(-,0), F(z,7) = 0, F(x,-) convexa Yz € X,
dom ®(-,0) N dom F(Z,-) si F(-,T) este convexa i continua intr-un punct x € dom®(-,0) N
dom F(z,-). Presupunem cd una din conditiile de regularitate (RCY), i € {1,2,3,4,5,6,7} este

DPEP

indeplinita. Atunci este functie gap pentru (PEP).

Observatia 3.2.15 Remarcam cd am introdus doud functii vFFF si vPPEY | care sunt functii gap
pentru problema de echilibru (PEP) in anumite ipoteze. In general aceste functii nu coincid, chiar

daca toate conditiile din Teorema 3.2.1 si Teorema 3.2.13 sunt indeplinite.

Cazuri particulare

In aceast’ subsectiune particularizam problema (DPFEP) si aratam ca rediscoperim cateva
functii dual gap pentru problemele de echilibru considerate in literatura [2] si pentru inegalitati
variationale care sunt prezentate in Sectiunea 2.2.3.

3.3 Conditii de optim pentru probleme de echilibru

Acest subcapitol este dedicat caracterizarii solutiilor problemei de echilibru generale dar si
pentru cateva cazuri particulare ale acesteia, folosindu-ne de proprietatile subdiferentialei convexe
in cazul in care lucram in ipoteze de convexitate si daca o conditie de regularitate este indeplinita.
In cazul in care nu este indeplinitd nici o conditie de regularitate vom da conditii secventiale
necesare gi suficiente pentru aceste solutii.

3.3.1 Conditii de optim pentru probleme de echilibru bazate pe calcul
subdiferential

In continuare vom prezenta caracterizari ale solutiilor problemei de echilibru generale prin
intermediul subdiferentialei convexe.
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Teorema 3.3.1 (L. Cioban, [46]) Fie X siY spatii reale local conveze separate, ® : X x Y — R
o functie proprie si convexd, F': X x X — R o bifunctie proprie astfel incat pentru orice T €
dom ®(-,0), F(z,7) = 0, dom ®(-,0) Ndom F(Z,-) # 0 si F(T,-) este converd si continud intr-
un punct din dom ®(-,0) N dom F(7,-). Presupunem cd una din conditiile de reqularitate (RC?),
i€{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Atunci T este o solutie a problemei de echilibru (PEP) daca
st numai daca

0 € O(F(F,")(T) + Prx-(09(z,0)).

Cazuri particulare

1. Cazul f +go A

Teorema 3.3.3 (L. Cioban, [46]) Fie X si Y spatii reale local conveze separate, g : Y — R,
f: X = R o functie proprie, convexd si A : X — Y un operator liniar continuu, indeplinind
dom f N A '(domg) # 0, F : X x X — R o bifunctie proprie astfel incat pentru orice T €
dom fN A~ (domyg), F(z,Z) = 0, dom f N A~ (dom g) Ndom F(Z,-) # 0 si F(T,) este convexd si
continud intr-un punct din dom f N A~'(dom g) Ndom F(Z,-). Presupunem cd una din conditiile
de reqularitate (RC’if’g’A), i€{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Atunci T este o solutie a problemei
de echilibru (EP)"94 dacd si numai dacd

0 € A(F(T,))(T) + 0f(F) + A*9g(AT).

2. Cazul f + g

Teorema 3.3.5 (L. Cioban, [46]) Fie X un spatiu real local convex separat, f,g: X — R, doud
functii proprii, convexe indeplinind dom f Ndomg # 0, F : X x X — R o bifunctie proprie astfel
incat pentru orice T € dom f Ndomyg, F(Z,7) = 0, dom f Ndom g Ndom F(Z,-) # 0 si F(T,-)
este convezrd gi continud intr-un punct din dom f Ndom g Ndom F(Z,-). Presupunem ca una din
conditiile de reqularitate (RC’if’g), i€{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Atunci T este o solutie a
problemei de echilibru (EP)"9 dacd si numai dacd

0€d(F(z,-))(T)+ of(x) + dg(T).

3. Cazul f+ 0k

Teorema 3.3.8 (L. Cioban, [46]) Fie X un spatiu real local convex separat, K C X o multime
convexd nevidd, f : X — R o functie proprie si convexd indeplinind dom fNK #0, F: XxX — R
o bifunctie proprie astfel incat pentru oriceT € dom fNK, F(z,T) = 0, dom fNKNdom F(Z,-) # ()
si F(T,-) este convexa gi continud intr-un punct din dom f N K Ndom F(Z,-). Presupunem cd una
din conditiile de reqularitate (RCif’K), i€{1,2,3,4,5,6,7} este indeplinita. Atunci T este o solufie
a problemei de echilibru (EP)"X dacd si numai dacd

0 € O(F(z,))(T) + 0f(F) + Nk ().
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3.3.2 Conditii secventiale pentru probleme de echilibru

In aceasti sectiune vom da caracterizari pentru solutiile problemelor de echilibru, carac-
terizari care au loc in absenta conditiilor de regularitate. Ca si instrument de lucru vom folosi
conditiile secventiale date in [28, 29] pentru probleme de optimizare.

Conditii secventiale pentru problema de echilibru generala

Urmatorul rezultat foloseste conditii secventiale pentru caracterizarea solutiilor problemei
de echilibru generala (PEP).

Teorema 3.3.11 (L. Cioban, [46]) Fie X un spatiu Banach reflexiv $i Y un spatiu Banach,
d: X xY — R o functie proprie, convexd si inferior semicontinud si 0 € Pry(dom D), F :
X x X — R o bifunctie proprie astfel incat pentru orice T € dom ®(-,0), F(Z,Z) = 0, dom ®(-,0)N
dom F(Z,-) # 0 si F(T,-) este convexd si continud intr-un punct din dom ®(-,0) N dom F(T, ).
Atunci T € dom®(-,0) N dom F(Z,-) este solutie pentru (PEP) dacd $i numai dacd erxista
(Tp,Yn) € (dom@(-,y) Ndom F(Z,-)) x dom ®(x,-), (af,y’) € 0P(xn,yn), 2 € O(F(T,-))(xn),
astfel incat
z,+zr = 0,2, > T, yp = 0(n — +00),

D2, yn) — (Y, Yn) — P(Z,0) — 0(n — +00).

In Teorema 3.3.11 sunt date conditii secventiale pentru a caracteriza solutiile problemei
de echilibru generala (PEP) folosind continuitatea functiei F(ZT, ). In cele ce urmeazi vom da
caracterizari secventiale pentru caracterizarea solutiilor problemei de echilibru generala (PEP)
fara a cere continuitatea functiei ' pe a doua variabila.

Teorema 3.3.13 (L. Cioban, [47]) Fie X un spatiu Banach refleziv $i Y un spativ Banach, ® :
X xY — R o functie proprie, convexd si inferior semicontinud si 0 € Pry (dom ®), F: X x X — R
o bifunctie proprie astfel incat pentru orice T € dom ®(+,0), F(Z,Z) = 0, F(T,-) este converd i
inferior semicontinud $i dom ®(-,0) Ndom F(,-) # (). Atunci T € dom ®(-,0) Ndom F(z,-) este
solutie pentru (PEP) daca si numai daca exista (x,,y,) € dom®, z, € dom F(Z, ), (z},y:) €
0P (T, yn), z5 € O(F(T,-))(2zn), astfel incat

xt 2z —= 0,2, > T, Yy > 0,2, > T(n — +00),
F(Z, 2z,) — (2}, 20 — T) = 0(n — +00),

D (20, yn) — (x5, 20 — T) — (Y2, yn) — ©(T,0) = 0(n — +00).

Conditii secventiale pentru ) f;

Consideram urmatoarea problema de optimizare:
P>) inf (2) 3.
(PE) ;gx{;m)}

In cele ce urmeazi vom deduce pornind de la [54, Teorema 3.4] conditii secventiale pentru
problema de optimizare (P2).
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Teorema 3.3.15 (L. Cioban, [47]) Fie X un spatiu Banach reflexiv, f; : X — R, i=1,....m,
sunt proprii, conveze si inferior semicontinue astfel incat (.-, dom f; # 0. Atunci @ € (-, dom f;
este solutie pentru (P2%) dacd si numai dacd 3(x), ...,2™) € dom f; x ... xdom f,,, I(zL*, ..., 2™*) €
Of1(zh) x ... x Ofm (™), astfel incat

{ T a0, 2, S T i =1, m (n— +oo), (3.2)

Pentru cazul cand m = 3 si fi(z) = F(T,z), f» = f(z), fs = g(z), unde f,g : X — R sunt
functii proprii, convexe si inferior semicontinue, F : X x X — R este o bifunctie proprie astfel
Incat pentru orice T € dom fNdom g, F(Z,T) = 0, dom f Ndom gNdom F(Z,-) # 0 si F(T, ) este
convexa si inferior semicontinua, avem urmitorul rezultat pentru problema de echilibru (EP)/9.

Teorema 3.3.16 (L. Cioban, [47]) Fie X un spatiuv Banach reflexiv, f,g : X — R functii
proprii, conveze si inferior semicontinue, F : X x X — R o bifunctie proprie astfel incdt pentru
orice T € dom f Ndomg, F(Z,Z) =0, dom f Ndom g Ndom F(Z,-) # 0 si F(T,-) este convexrd i
inferior semicontinud. Atunci T € dom f N domgNdom F(Z,-) este solutie pentru (EP)"9 dacd
si numai dacd existd (T, Yn, 2,) € dom F(T, ) x dom f x dom g, (zF,y%, 2%) € O(F(T,-))(x,) X
Of (yn) x 0g(2n), astfel incat

o4yt =02, 2T, Yy =T, 2, = T, (N — +00),
F(Z,x,) — (2}, 2, — T) = 0 (n — +00),

fun) = Wnoy — @) — f(@) = 0(n = +00),

9(zn) — (25, 20 — T) — g(T) = 0 (n — +00).

Teorema 3.3.18 (L. Cioban, [47]) Fie X un spativ Banach refleziv, f : X — R o functie proprie,
convexd si inferior semicontinud, K C X o multime convexd si inchisd, F : X x X — R o bifunctie
proprie astfel incat pentru orice T € dom fNK, F(Z,T) =0, dom fNKNdom F(z,-) # 0 si F(T,-)
este convexd si inferior semicontinud, T € dom f N K Ndom F(Z,-) este solutie pentru (EP)"E
daca si numai dacd exista (Tpn, Yn, 2n) € dom F(Z,-) x dom f x K, (2}, 9k, 2%) € O(F(T,-))(x,) X
Of (yn) X Ng(zy), astfel incat

iy 4z —= 0,2, 2T, Yy = T, 2, > T, (n — 400),
F(T,2,) — (x5, 2, — T) — F(T,7) — 0(n — +o00),

) = W yn —T) — f(T) = 0(n — +o0),
(2,20 —T) = 0(n — +00).

In continuare vom prezenta un exemplu pentru a justifica aplicabilitatea acestor conditii
secventiale.

Exemplul 3.3.19 (L. Cioban, [47]) Fie X =R?* K = —-R%, f:R? 5 R,
LUQ - 9 2 O — S —
f(@) = { VI 120 ppe s m L B2 P(E D) (y) = (@ T (oy) — (7.9). Se

400, altfel,
arata ca pentru acest caz toate conditiile Teoremei 3.5.18 sunt indeplinite.

Facem remarca ca daca particularizam functia F', adica F(z,z) = (G(T), z—7) pentru toate
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rezultatele prezentate in acesta sectiune vom redescoperi rezultatele considerate pentru inegalitati
variationale date in Sectiunea 2.3.



Capitolul 4

Probleme de optimizare si (0,2)
n-probleme de optimizare aproximante

In acest capitol, atagsam unui probleme de optimizare initiale, o problema de optimizare
aproximanta numita (0, 2) n-problema de optimizare aproximanta. Pentru a demonstra relatii intre
problema de optimizare originala si problema de optimizare aproximanta asociata ei vom folosi
notiuni de convexitate generalizata cum este invexitatea si invexitatea de ordin doi. Vom studia
legaturi intre multimile solutiilor admisibile ale celor doua probleme dar gi intre solutiile optime
ale celor doua probleme prin intermediul punctelor sa ale functiilor Lagrange atasate celor doua
probleme. La final vom ataga problemei originale duala ei si vom arata ca in anumite ipoteze, daca
duala are solutie atunci si (0,2) n-problema de optimizare aproximanta are solutie si vice versa.

4.1 Introducere si preliminarii

Consideram problema de optimizare

(P) min f(z)
al. ze€eX
g(x)=0
h(z) =0,

unde X este submultime din R" si f : X - Rsig = (g1,..,9m) : X = R" si h = (hy,..., hy) :
X — R? sunt trei functii, m,n,q € N.
Prin
F(P):={ze X :g(x) 20, h(x) =0}
notam multimea solutiilor admisibile ale problemei (P), si fie functia Lp : X x (R™ x R?) — R
definita prin
Lp (z, (v,w)) = f () + (v, g (x)) + (w, h (z)),

pentru orice (z, (v,w)) € X x (R™ x RY?), si care este functia Lagrange asociata problemei (P).
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Un punct (2%, (v°, w?)) € X x (R7 x RY) se numeste punct sa pentru Lp daca
LP (x(]? (U7w)) < LP ('Toa <U07 w0>) < LP (.T, (an wO)) )

pentru orice (z, (v,w)) € X x (R x RY).
Definim functiile G : X — R™, H : X — R? astfel
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pentru orice z € X.
Fie n: X x X — R" o functie, 2° un punct interior din X. Presupunem ci ¢ si h sunt de
doua ori diferentiabile in z°.

Atagam problemei (P), problema

(AP) min f(z)
al x€X
G(r)=0
H(z) =0,

numita (0,2) n— problema de optimizare aproximanta si vom studia conexiuni intre solutiile
optime ale acestei probleme si solutiile optime ale problemei (P). Aceasta problema depinde nu
doar de X, f, si g, dar si de 2° i .
Fie
F(AP) ={z e X: G(x) =0, H(z)=0}

multimea solutiilor admisibile ale problemei (AP).

Amintim aici cateva definitii gi notiuni utilizate si care sunt sintetizate in [110], precum
invexitate, incavitate, invexitate de ordin doi, incavitate de ordin doi, cvasiinvexitate de ordin doi
intr-un punct cu privire la o functie.

Definitia 4.1.3 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o mulfime nevidd din R"™, 2° un punct interior
din X, f: X = R o functie diferentiabild in 2°, sin: X x X — R"™ o functie. Spunem cd functia
f este avexd in 2° cu privire la n dacd

fx)—f (xo) = <Vf (:r:o) N (:L',:L'O)>, pentru orice v € X. (4.2)

Definitia 4.1.8 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime nevidd din R™, z° un punct
interior din X, f : X — R o functie de doud ori diferentiabild in 2°, sin: X x X — R" o functie.
Spunem cd functia f este avexd de ordin doi x° cu privire la n dacd

F@) -~ £ () = (VF (@) o @) 5 [ a?)] " (92 @) ). (49

pentru orice x € X g1y € R™.
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4.2 Conexiuni intre solutiile admisibile ale (0,2) n-
problemei de optimizare aproximante si solutiile ad-

misibile ale problemei originale

Observam ca multimile solutiilor admisibile ale problemei originale i a aproximantei ei nu
sunt legate dupa cum ne arata cateva exemple. Dar, daca functiile implicate in descrierea celor
doua probleme indeplinesc anumite conditii atunci putem stabili legaturi intre solutiile admisibile
ale (0,2) n-problemei de optimizare aproximante si solutiile admisibile ale problemei originale.

Teorema 4.2.3 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime din RY, x2° un punct interior
din X, n: X xX —=>R" g: X - R™ si h: X — R? sunt trei functii. Presupunem ca:

O cu privire la n;

(i) g este diferentiabild de ordin doi in z° si incavd de ordin doi in x

(i) h este diferentiabild de ordin doi in x° si avexd de ordin doi x° cu privire la 7.

Atunci orice solutie admisibila a problemei (AP) este de asemenea admisibila pentru pro-
blema (P), adica

F(AP) C F(P).

Teorema 4.2.4 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime din R"™, ' un punct interior
din X, n: X xX —->R" g: X - R™ h:X — R? sunt trei functii. Presupunem ca:
(i) g este diferentiabild de ordin doi in x° si invexd de ordin doi in x°

(i) h este diferentiabild de ordin doi in x° si avexd de ordin doi in x°

cu privire la n;
cu privire la n.
Atunci orice solutie admisibila a problemei (P) este de asemenea admisibila pentru pro-
blema (AP), adica
F(P)C F(AP).

4.3 Conexiuni intre solutiile optime ale (0,2) n-problemei
de optimizare aproximanta si solutiile optime ale pro-
blemei originale

Functia Lagrange atasata problemei (AP) este notat cu Lap, adica Lap : X xRT' xR — R
definitd astfel: Lap (z,(v,w)) = f(z) + (v,9(2)) + <77 (z,29),[Vg (°)]" (U)> -

(ol @a) [V @) (n(@,a®)  +  whG) + (0, [VAE) @) +

3 <w, [ (z,2°)]" [V2h (2°)] (n (x, a:o))> , pentru orice (z, (v,w)) € X x (R7 x RY).

Teorema 4.3.3 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime din R"™ si 2° un punct interior
din X;n: X xX —>R" f: X >R, g: X —-R"” h:X — R? sunt patru functii. Presupunem
ca:

(i) n (2% 2%) = 0;

(it) g este diferentiabild de ordin doi in z° si g;, i € I (2°) sunt cvasiinvexe de ordin doi in x°;

0

(i11) h este diferentiabild de ordin doi in x° si h avexd de ordin doi in z° cu privire la 7.
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Daca (2°, (v°,w°)) € X x (R x RY) este punct sa al functiei Lagrange Lap atasat problemei
(AP), atunci 2° este solutie optimd a problemei (P) .

In continuare vom prezenta un exemplu care sa arate aplicabilitatea teoremei de mai sus.
Exemplul a fost inspirat din [7].

Exemplul 4.3.4 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Consideram problemele de optimizare

(P1) min f(z) = 1arctan?z + arctan z
g(z) = (1 + 2*)(arctan? z — arctan z) < 0
h(z) =0,

unde f,g,h : R — R. Remarcam ca F(P,) = {z € R,0 < 2 < T}, $i T = 0 este solutie pentru
(P1). Consideram n: R x R — R, n(x,T) = 1(arctanz — arctan). In aceste ipoteze se aratd cd
putem aplica teorema anterioara.

Teorema 4.3.5 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime din R™ gi 2° un punct interior
din X,n: X xX —=>R" f: X >R g: X —=>R" h:X — R? sunt patru functii. Presupunem
ca:

(i) n (2% 2°%) = 0;

(it) f este invexd in x°

cu privire la n;

(i13) g este diferentiabild de ordin doi in 2° si g;, i € I (2°) sunt cvasiinveze de ordin doi in x°
cu privire la n;

(iv) h este diferentiabild de ordin doi in z° si h avexd de ordin doi in x° cu privire la n;

(v) este indeplinitd o conditie de regularitate (P) in z°;

(vi) [ (z,2°)]" [V2g (2°)] (0 (2, 2°)) + [0 (2, 2°)]" [V?h (2%)] (9 (2,2°)) 2 0, pentru orice x € X.
Daca 2° € X este soluie optima pentru problema (P) atunci existd un punct (v°,w°) € R x RY

astfel incat (x°, (v°, w?)) € X x (RT X ]Rq) este punct sa al functiei Lagrange L op atasat problemei
(AP).

Teorema 4.3.6 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime din R"™ si 2° un punct interior
din X;,n: X xX —->R" f: X >R, g: X —-R" h:X — R? sunt patru functii. Presupunem
ca:

(i) n(2°,2%) = 0;

(i1) f este diferentiabild in x° si invexd in 2° cu privire la n;

(ii1) g este diferentiabild de ordin doi in x° si g;, i € I (2°) sunt cvasiinveze de ordin doi in x°
cu privire la n;

(iv) h este diferentiabild de ordin doi in z° si h avexd de ordin doi in x° cu privire la n;
(v) o conditie de reqularitate este indeplinitd pentru problema (P) in x°;

(vi) [ (2, 2)]" [V2g ()] (n (2,2°)) + [ (2, 2°)]" [V2] ()] (5 (2,2°)) Z 0, pentru orice x € X.
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Dacd 2° € X este solutie optimd pentru problema (P) atunci x° este solutie optimd pentru pro-
blema (AP).

Teorema 4.3.7 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submultime din R"™ si 2° un punct interior
din Xon, p: XxX >R f: X >R g: X - R" h:X — R sunt cinci functii, f
diferentiabild in 2°, g, h sunt de doud ori diferentiabile in 2°, G : X — R™, H : X — RY definite
de (4.1). Presupunem ca:

cu privire la p;

o conditie de regularitate este indelinitd pentru problema (AP) in z°.

Daci 2° € X este o solutie optimd pentru problema (AP) atunci z° este solutie optimd pentru
problema (P) .

4.4 Dualitate

Atagam problemei (P) problema de optimizare duala

(D) max f(@)+ (v, g(@)) + (w, h(z)
al  (z,v,w) € X x R™ x R?
v =0
VH) + (Vo) (0) + (VAT (w) =0,

unde X este o multime deschisa din R" gi f : X = R, g = (g1, ..., 9m) : X > R"sih = (hy, ..., hy) :
X — R? sunt trei functii diferentiabile.

Notdm prin F(D) := {(z,v,w) € X x R™ x R? : —v < 0, Vf(2°) + [Vg(z)]" (v) +
[Vh(z)]" (w) = 0}, multimea solutiilor admisibile problemei (D).

Teorema 4.4.3 Fie X C R" o multime nevidd, deschisd si convexd, x° un punct interior din X,
nN: XXX >R p: XxX >R, f: X >R g: X —>R"h:X — R? sunt cinci functii.
Presupunem ca:

(i) n(2,2°%) =0;

(ii) g este diferentiabild de ordin doi in 2° si g;, i € I (2°) sunt cvasiinveze de ordin doi in x°
cu privire la n;

(iii) h este diferentiabild de ordin doi in x° gi h; sunt functii avexe de ordin doi in 2° cu privire
la n;

(iv) o conditie de regqularitate este indeplinitd pentru problema (P) in zY;

(W) [ (2, 2)]" [V2g ()] (0 (2,2°)) + [ (2, 2°)]" [V?h ()] (1 (2, 2°)) = 0, pentru orice x € X.
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Daca (2°,0°,wP) este o solutie optimd pentru (D) si dacd existd o vecindtate V- x W a
punctului (v°, w°) si o functiey : VxW — X, diferentiabild in (v°, w°) astfel incat v (v°, w®) = 2°
si VI (v (v,w))+ [Vg((v,w))] (v°) + [VA ((v,w))] (w®) = 0, pentru orice (v,w) € F(D), atunci
20 este solutie optimd pentru problema (AP).

Teorema 4.4.4 Fie X C R" o multime deschisd si nevidd, x° un punct interior din X, n :
XXX —->R" f: X >R g: X —=R" h:X — RY trei functii. Presupunem ca:

(i) n este diferentiabild in x° sin (2%, 2°) = 0;

(i) g este diferentiabild de ordin doi in 2° si g;, i € I (2°) sunt functii cvasiinvexe de ordin doi
in 2° cu privire la u;

(iii) h este diferentiabild de ordin doi in z° si h; sunt functii aveze de ordin doi in x° cu privire
la p;

0

(iv) f este invexa in x° cu privire la p;

(v) o conditie de reqularitate este indeplinitd pentru problema (AP) in x°.

Dacd x°

este solutie optima pentru problema (AP) si problema (P) satisface conditiile
Kukn-Tucker in 2°, atunci existd un punct (v°,w®) astfel incat (2° v°, w°) este solutie optimd

pentru problema (D) .



Bibliografie

1]

L. Altangerel, A Duality Approach to Gap Functions for Variational Inequalities and Equilibrium
Problems, Dissertation, 2006

L. Altangerel, R.I. Bot, G. Wanka, On gap functions for equilibrium problems via Fenchel duality,
Pacific Journal of Optimization, 2(3), 667—678, 2006

L. Altangerel, R.I. Bot, G. Wanka, On the construction of gap functions for variational inequalities
via conjugate duality, Asia-Pacific Journal of Operational Research, 24(3), 353-371, 2007

L. Altangerel, G. Wanka, Gap functions for wvector equilibrium problems via conjugate duality,
Optimization and Optimal Control, Optimization and Its Applications, Springer Verlag, Berlin
and Heidelberg, 39, 185-197, 2010

Q.H. Ansari, J.C. Yao, Pre-variational Inequalities in Banach Spaces, Optimization, Techniques
and Applications, 2, 11651172, 1998

T. Antczak, An n-approrimation method in nonlinear vector optimization, Nonlinear Analysis:
Theory, Methods & Applications, 63, 225-236, 2005

T. Antczak, Saddle-point criteria in an n-approximation method for nonlinear mathematical pro-
gramming problems involving invex functions, Journal of Optimization Theory and Applications,
132, 71-87, 2007

T. Antczak, A Second Order n— Approxzimation Method for Constrained Optimization Problems
Involving Second Order Invex Functions, Applications of Mathematics, 54(5), 433-445, 2009

S. Antman, The influence of elasticity in analysis: modern developments, Bulletin of the American
Mathematical Society, 9(3), 267-291, 1983

H. Attouch, M. Théra, A general duality principle for the sum of two operators, Journal of Convex
Analysis, 3, 1-24, 1996

G. Auchmuty, Variational principles for variational inequalities, Numerical Functional Analysis

and Optimization, 10(9-10), 863-874, 1989
A. Auslender, Optimization. Méthods Numériques, Masson, Paris, 1976

D. Aussel, N. Hadjisavvas, On quasimonotone variational Inequalities, Journal of Optimization
Theory and Applications, 121(2), 445-450, 2004

H.H. Bauschke, P.L.. Combettes, Convexr Analysis and Monotone Operator Theory in Hilbert Spaces,
CMS Books in Mathematics/Ouvrages de Mathématiques de la SMC. Springer, New York, 2011

C.R. Bector, B.K. Bector, (Generalized)-bonvex functions and second order duality for a nonlinear
programming problem, Congr. Numerantium, 52, 37-52, 1985

A. Ben-Israel, B. Mond, What is invezity?, The Journal of the Australian Mathematical Society,
Series B. Applied Mathematics, 28, 1-9, 1986



BIBLIOGRAFIE 47

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

M. Bianchi, G. Kassay, R. Pini, Fxistence of equilibria via Ekeland’s principle, Journal of Mathe-
matical Analysis and Applications, 305, 502-512, 2005

M. Bianchi, S. Schaible, Generalized Monotone bifunctions and equilibrium problems, Journal of
Optimization Theory and Applications, 90(1), 31-43, 1996

G. Bigi, M. Castellani, G. Kassay, A dual view of equilibrium problems, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 342, 17-26, 2008

E. Blum, W. Oettli, From optimization and variational inequalities to equilibrium problems, The
Mathematics Student, 63(1-4), 123-145, 1994

H.V. Boncea, D. Duca, On the n-(1,2) approximated optimization problems, Carpathian Journal of
Mathematics, 28(1), 17-24, 2012

J.M. Borwein, A.S. Lewis, Convexr Analysis and Nonlinear Optimization, Theory and Examples,
Springer, 2000

J.M. Borwein, J.D. Vanderwerft, Convex Functions: Constructions, Characterizations and Counte-
rexamples, Cambridge University Press, New York, 2010

J. M. Borwein, Q. J. Zhu, Techniques of Variational Analysis, Springer, 2005

R.I. Bot, Conjugate Duality in Convex Optimization, Lecture Notes in Economics and Mathematical
Systems, Vol. 637, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2010

R.I. Bot, A.E. Capata, Existence results and gap functions for generalized equilibrium problem with
composed function, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 72, 316-324, 2010

R.I. Bot, E.R. Csetnek, Regularity conditions via generalized interiority notions in convexr opti-
mization: new achievements and their relation to some classical statements, Optimization, 61(1),
35-65, 2012

R.I. Bot, E.R. Csetnek, G. Wanka, Sequential optimality conditions for composed convex optimiza-
tion problems, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 342(2), 1015-1025, 2008

R.I. Bot, E.R. Csetnek, G. Wanka, Sequential optimality conditions in convex programming via
perturbation approach, Journal of Convex Analysis, 15(2), 149-164, 2008

R.I. Bot, S.-M. Grad, Lower semicontinuous type reqularity conditions for subdifferential calculus,
Optimization Methods and Software, 25(1), 37-48, 2010

R.I. Bot, S.-M. Grad, G. Wanka, Duality in Vector Optimization, Springer, 2009

R.I. Bot, I.B. Hodrea, G. Wanka, e-Optimality conditions for composed convex optimization pro-
blems, Journal of Approximation Theory, 153, 108-121, 2008

R.I. Bot, G. Wanka, A weaker reqularity condition for subdifferential calculus and Fenchel duality
in infinite dimensional spaces, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 64(12), 2787—
2804, 2006

W.W. Breckner, Functional Analysis (in Romanian), Presa Universitara Clujeana, Cluj-Napoca,
2009

W.W. Breckner, Operational Research (in Romanian), Universitatea Babeg Bolyai, Cluj-Napoca,
1981

F.E. Browder, Ezistence and approximation of solutions of nonlinear variational inequalities, Pro-
ceeding of the National Academy of Sciences, U.S.A.; 56, 1080-1086, 1966

A. Brgndsted, Conjugate convex functions in topological vector spaces, Matematiskfysiske Medde-
lelser udgivet af det Kongelige Danske Videnskabernes Selskab, 34(2), 1-27, 1964



48

BIBLIOGRAFIE

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

A. Brogndsted, R.T. Rockafellar, On the subdifferentiability of convex functions, Proceedings of the
American Mathematical Society, 16, 605611, 1965

R.S. Burachik, V. Jeyakumar, A new geometric condition for Fenchel’s duality in infinite dimen-
sional spaces, Mathematical Programming, 104(2-3), 229-233, 2005

R.S. Burachik, V. Jeyakumar, Z.-Y. Wu, Necessary and sufficient conditions for stable conjugate
duality, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 64(9), 1998-2006, 2006

A. Cambini, L. Martein, Generalized convexity and optimality conditions in scalar and vector opti-
mization, in: Handbook of generalized convexity and generalized monotonicity, Springer, New York,
151-193, 2005

M. Castellani, G. Mastroeni, On the duality theory for finite dimensional variational inequalities,
in: F. Giannessi, A. Maugeri (Eds.), Variational Inequalities and Network Equilibrium Problems,
Plenum Press, New York, 21-31, 1995

D. Chan, J.S. Pang, The generalized quasi-variational inequality problem, Mathematics of Opera-
tions Research, 7, 211-222, 1982

G.Y. Chen, C.J. Goh, X.Q. Yang, On gap functions and duality of variational inequality problems,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 214(2), 658-673, 1997

L. Cioban, Duality for an extended equilibrium problem, submitted to Pacific Journal of Optimi-
zation

L. Cioban, Optimality conditions for equilibrium problems, Proceedings of the 4'* IEEE Interna-
tional Conference on Nonlinear Science and Complexity, Budapest, 6-11 August, 95-98, 2012

L. Cioban, Sequential optimality conditions for equilibrium problems, to appear in Annals of the
Tiberiu Popoviciu Seminar of Functional Equations, Approximation and Convexity

L. Cioban, Sequential optimality conditions for variational inequalities, General Mathematics,
Special Issue, 20(5), 21-30, 2012

L. Cioban, The dual gap function for an equilibrium problem, submitted to Optimization

L. Cioban, E.R. Csetnek, Duality for e-variational inequalities via the subdifferential calculus,
Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 75(6), 3142-3156, 2012

L. Cioban, E.R. Csetnek, Revisiting the construction of gap functions for variational inequalities
and equilibrium problems via conjugate duality, to appear in Central European Journal of Mathe-
matics

L. Cioban, D. Duca, Optimization problems and (0,2)-n-approximated optimization problems, Car-
pathian Journal of Mathematics, 28(1), 3746, 2012

G. Cristescu, L. Lupsa, Non-Connected Convezities and Applications, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, 2002

E.R. Csetnek, Overcoming the failure of the classical generalized interior-point regularity conditions
in convex optimization. Applications of the duality theory to enlargements of maximal monotone
operators, Logos Verlag Berlin, 2010

N. Dinh, J.J. Strodiot, V.H. Nguyen, Duality and optimality conditions for generalized equilibrium
problems involving DC' functions, Journal of Global Optimization, 48(2), 183-208, 2010

D. I. Duca, E. Duca, Optimization Problems and n— Approximation Optimization Problems, Studia
Universitatis Babes-Boyai, Math, 54(4), 49-62, 2009



BIBLIOGRAFIE 49

[57]

[58]

[59]

[65]

[66]

[67]

[68]

[70]

[71]

[72]

I. Ekeland, R. Temam, Convexr Analysis and Variational Problems, North-Holland Publishing Com-
pany, Amsterdam, 1976

M. Fabian, P. Habala, P. Hijek, V. Montesinos, V. Zizler, Banach Space Theory The Basis for
Linear and Nonlinear Analysis, Springer, 2010

M. Fabian, P. Habala, P. Hajek, V. Montesinos Santaluca, J. Pelant, V. Zizler, Functional Analysis
and Infinite-Dimensional Geometry, CSM Books in Mathematics/Ouverages de Mathématiques de
la SMC 8, Springer-Verlag, New York, 2001

F. Facchinei, J.-S. Pang, Finite-dimensional Variational Inequalities and Complementarity Pro-
blems, Vol. I, II, Springer Series in Operations Research, Springer-Verlag, New York, 2003

W. Fenchel, On conjugate convex functions, Canadian Journal of Mathematics, 1, 73-77, 1949

G. Fichera, FElastostatic problems with unilateral constraints: the Signorini problem with ambiguous
boundary conditions, Seminari dell’istituto Nazionale di Alta Matematica, 19621963, Rome, Edizioni
Cremonese, 613-679, 1964

G. Fichera, La nascita della teoria delle diseguaglianze variazionali ricordata dopo trent’anni, In-
contro scientifico italo-spagnolo, Roma, 21 ottobre 1993, Atti dei Convegni Lincei, 114, Roma:
Accademia Nazionale dei Lincei, 47-53, 1995

G. Fichera, Problemi elastostatici con wvincoli unilaterali: il problema di Signorini con ambigue
condizioni al contorno, Memorie della Accademia Nazionale dei Lincei, Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali, 7(2), 91-140, 1964

G. Fichera, Sul problema elastostatico di Signorini con ambigue condizioni al contorno, Rendiconti
della Accademia Nazionale dei Lincei, Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, 34(2),
138-142, 1963

F. Giannessi, A remark on infinite-dimensional variational inequalities Equilibrium problems with
side constraints. Lagrangean theory and duality (Acireale, 1994). Matematiche (Catania), 49(2),
243-247, 1995

F. Giannessi, On some connections among variational inequalities, combinatorial and continuous
optimization, Annals of Operations Research, 58, 181-200, 1995

F. Giannessi, On Minty variational principle, New Trends in Mathematical Programming, Kluwer,
Dordrecht, 1998

F. Giannessi, Separation of sets and gap functions for quasi-variational inequalities, Giannessi, F.
(ed.) et al., Variational inequalities and network equilibrium problems. Proceedings of a conference,
Erice, Italy, New York, NY: Plenum, 101-121, 1995

C.J. Goh, X.Q. Yang, Duality in Optimization and Variational Inequalities, Taylor & Francis,
London, 2002

M.S. Gowda, M. Teboulle, A comparison of constraint qualifications in infinite-dimensional convex
programming, SIAM Journal on Control and Optimization, 28(4), 925-935, 1990

A. Grad, Quasi-relative interior-type constraint qualifications ensuring strong Lagrange duality for
optimization problems with cone and affine constraints, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 361(1), 86-95, 2010

M.A. Hanson, On Sufficiency of the Kuhn Tucker condition, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 80, 545-550, 1981



50

BIBLIOGRAFIE

[74]

[75]

[76]

[77]

P.T. Harker, J.S. Pang, Finite-dimensional variational inequality and nonlinear complementarity
problems, A survey of theory, algorithms and applications, Mathematical Programming Series B,
48(2), 161-220, 1990

D.W. Hearn, The gap function of a convex program, Operational Research Letter, 82(2), 67-71,
1981

E.C. Henkel, C. Tammer, e-variational inequalities for vector approximation problems, Optimiza-
tion, 38(1), 11-21, 1996
E.C. Henkel, C. Tammer, e-variational inequalities in partially ordered spaces, Optimization, 36(2),

105-118, 1996

J.-B. Hiriart-Urruty, e-subdifferential calculus, in: J.-P. Aubin, R.B. Vinter (eds.), Convex Analysis
and Optimization, Research Notes in Mathematics, 57, Pitman, Boston, 43-92, 1982

J.B. Hiriart-Urruty, C. Lemaréchal, Convex Analysis and Minimization Algorithms I: Fundamen-
tals, Springer-Verlag, Berlin, 1993

J.B. Hiriart-Urruty, C. Lemaréchal, Convex Analysis and Minimization Algorithms II: Advanced
theory and bundle methods, Springer-Verlag, Berlin, 1993

J.B. Hiriart-Urruty, C. Lemaréchal, Fundamentals of Convex Analysis, Springer-Verlag, Berlin,
2001

A. Toffe, Three theorems on subdifferentiation of convex integral functionals, Journal of Convex
Analysis, 13(3-4), 759-772, 2006

F.M.O. Jacinto, S. Scheimberg, Duality for generalized equilibrium problem, Optimization, 57(6),
795-805, 2008

V. Jeyakumar, G. Li, Stable zero duality gaps in convex programming: complete dual characteriza-
tions with applications to semidefinite programs, Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions, 360(1), 156-167, 2009

V. Jeyakumar, W. Song, N. Dinh, G.M. Lee, Stable strong duality in convexr optimization, Applied
Mathematics Report AMR 05/22, University of New South Wales, Sydney, Australia, 2005

V. Jeyakumar, Z.Y. Wu, A qualification free sequential Pshenichnyi-Rockafellar Lemma and convex
semidefinite programming, Journal of Convex Analysis, 13(3-4), 773-784, 2006

S. Karamardian, Generalized complementarity problem, Journal of Optimization Theory and Appli-
cations, 8, 161-168, 1971

W. Karush, Minima of Functions of Several Variables with Inequalities as Side Constraints, M.Sc.
Dissertation. Departament of Mathematics, University of Chicago, Chicago, Illinois, 1939

G. Kassay, The Equilibrium Problem and Related Topics, Risoprint, Cluj, Romania, 2000

B.T. Kien, G.M. Lee, An existence theorem for generalized variational inequalities with discontinu-
ous and pseudomonotone operators, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 74(4),
1495-1500, 2011

D. Kinderlehrer, G. Stampacchia, An introduction to variational inequalities and their applications,
Pure and Applied Mathematics, Vol. 88. Academic Press, New York, 1980

1.V. Konnov, S. Schaible, Duality for equilibrium problems under generalized monotonicity, Journal
of Optimization Theory and Applications, 104(2), 395-408, 2000

H.W. Kuhn, A.W. Tucker, Nonlinear programming, Proceedings of the second Berkeley Symposium,
Berkeley: University of California Press, 481-492, 1951



BIBLIOGRAFIE 51

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]
[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

S. Kum, G.S. Kim, G.M. Lee, Duality for e-variational inequality, Journal of Optimization Theory
and Applications, 139(3), 649655, 2008

C.S. Lalitha, A note on duality of generalized equilibrium problem, Optimization Letters, 4, 5766,
2010

C.S. Lalitha, G. Bhatia, Duality in e-variational inequality problems, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 356(1), 168-178, 2009

T. Larsson, M. Patriksson, A class of gap functions for variational inequalities, Mathematical
Programming, 64(1), 53-79, 1994

G.M. Lee, D.S. Kim, B.S. Lee, G.Y. Chen, Generalized vector variational inequality and its duality
for set-valued mappings, Applied Mathematics Letters, 11, 21-26, 1998

S.J. Li, S.H. Hou, G.Y. Chen, Generalized differential properties of the Auslender gap function for
variational inequalities, Journal of Optimization Theory and Applications, 124(3), 739-749, 2005

M. B. Lignola, Regularized gap functions for variational problems, Operations Research Letters,
36(6), 710-714, 2008

J.L. Lions, G. Stampacchia, Inquations variationnelles non coercives, Comptes rendus hebdoma-
daires des sances de ’Acadmie des sciences, 261, 25-27, 1965

J.L. Lions, G. Stampacchia, Variational inequalities, Communications on Pure and Applied Ma-
thematics, 20(3), 493-519, 1967

O.L. Mangasarian, Nonlinear Programming, McGraw-Hill Book Company, New York, NY, 1969

D.H. Martin, The essence of invexity, Journal of Optimization Theory and Applications, 47, 65-76,
1985

J.E. Martnez-Legaz, What is invexity with respect to the same n?, Taiwanese Journal of Mathema-
tics, 13, 753-755, 2009

J.E. Martinez-Legaz, W. Sosa, Duality for equilibrium problems, Journal of Global Optimization,
35, 311-319, 2006

J.E. Martinez-Legaz, M. Théra, e-subdifferentials in terms of subdifferentials, Set-Valued Analysis,
4(4), 327-332, 1996

G. Mastroeni, Gap functions for equilibrium problems, Journal of Global Optimization, 27(4),
411-426, 2003

G.J. Minty, Monotone (non linear) operators in Hilbert space, Duke Math. Journal, 29, 341-346,
1962

S.K. Mishra, G. Giorgi, Nonconvex Optimization and its Applications - Invexity and Optimization,
Volume 88, Springer - Verlag, Berlin-Heidelberg, 2008

S.K. Mishra, Second order invexity and duality in mathematical programming, Optimization, 42,

51-69, 1997

J.J. Moreau, Fonctions convexes en dualité, (multigraph), Faculté des Sciences, Séminaires de
Mathématiques, Université de Montpellier, Montpellier, 1962

U. Mosco, Dual variational inequalities, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 40,
202-206, 1972

J.-P. Penot, Subdifferential calculus without qualification assumptions, Journal of Convex Analysis,
3(2), 207-219, 1996



52

BIBLIOGRAFIE

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]
[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]
[134]

[135]

E.L. Pop, D. Duca, Optimization problems, first order approrimated optimization problems and
their connections, Carpathian Journal of Mathematics, 28(1), 133-141, 2012

J. Prapairat, P. Somyot, Ezistence of solutions for generalized variational inequality problems in
Banach spaces, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 74(3), 999-1004, 2011

S.M. Robinson, Composition duality and mazimal monotonicity, Mathematical Programming, 85,
1-13, 1999

R.T. Rockafellar, Conjugate duality and optimization, Conference Board of the Mathematical Scien-
ces Regional Conference Series in Applied Mathematics, 16, Society for Industrial and Aplied Ma-
thematics, Philadelphia, 1974

R.T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton University Press, Princeton, 1970

R.T. Rockafellar, Duality and stability in extremum problems involving convexr functions, Pacific
Journal of Mathematics, 21(1), 167187, 1967

R.T. Rockafellar, Duality theorems for convexr functions, Bulletin of the American Mathematical
Society, 70, 189-192, 1964

T.R. Rockafellar, R.J-B. Wets, Variational Analysis, Springer, 1998

L. Shizheng, Necessary and Sufficient Conditions for Regularity of Constraints in Convex Program-
ming, Optimization, 25(4), 329-340, 1992

M. Soleimani-damaneh, The gap function for optimization problems in Banach spaces, Nonlinear
Analysis: Theory, Methods & Applications, 69(2), 716-723, 2008

G. Stampacchia, Formes bilineaires coercitives sur les ensembles convexes, Comptes rendus hebdo-
madaires des sances de I’Académie des sciences, 258, 44134416, 1964

L. Thibault, Sequential convex subdifferential calculus and sequential Lagrange multipliers, SIAM
Journal on Control and Optimization, 35(4), 1434-1444, 1997

N. Yamashita, K. Taji, M. Fukushima, Unconstrained optimization reformulations of variational
inequality problems, Journal of Optimization Theory and Applications, 92(3), 439-456, 1997

X.Q. Yang, On the gap functions of prevariational inequalities, Journal of Optimization Theory
and Applications, 116(2), 437-452, 2003

X.Q. Yang, Vector variational inequality and its duality, Nonlinear Analysis: Theory, Methods &
Applications, 21, 869-877, 1993

J.C. Yao, Variational inequalities with generalized monotone operators, Mathematics of Operations

Research, 19(3), 691-705, 1994

Z. Wu, S.Y. Wu, Gateaux differentiability of the dual gap function of a wvariational inequality,
European Journal of Operational Research, 190(2), 328-344, 2008

C. Zalinescu, A comparison of constraint qualifications in infinite-dimensional convex programming
revisited, Journal of Australian Mathematical Society Series B, 40(3), 353-378, 1999

C. Zalinescu, Convex Analysis in General Vector Spaces, World Scientific, 2002

J. Zhang, C. Wan, N. Xiu, The dual gap function for variational inequalities, Applied Mathematics
and Optimization, 48(2), 129-148, 2003

D.L. Zhu, P. Marcotte, An extended descent framework for wvariational inequalities, Journal of
Optimization Theory and Applications, 80(2), 349-366, 1994



