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Introducere

Tăria şi importanţa ştiinţei s-a demonstrat ı̂ncă o dată ı̂n cel de-al Doilea Război Mondial

când victoria a fost a celor care au folosit ultimele descoperiri din fizică, chimie, matematică, infor-

matică. În 1939, Leonid Kantorovich a dezvoltat ceea ce astăzi poartă denumirea de programare

liniară pentru a planifica ieşirile şi intrările pentru a minimiza astfel costurile şi de a maximiza

pierderile inamicului.

Mai târziu, ı̂n 1947, George B. Dantzig a publicat metoda simplex ca metodă de rezolvare

a problemei de programare liniare ı̂n timp ce John von Neumann a dezvoltat teoria dualităţii ca

o soluţie la această problemă, ı̂mpreună cu aplicaţiile ei ı̂n teoria jocurilor. Multe concepte din

teoria optimizării, cum ar fi şi dualitatea, convexitatea şi generalizările acesteia au fost inspirate de

idei provenind din programarea liniară care s-a extins mult datorită utilizării ei ı̂n microeconomie,

inginerie, transport, planificare, producţie şi altele. În practică, de cele mai multe ori ı̂ntâlnim

probleme de optimizare care implică funcţii convexe care să fie minimizate, funcţii care nu sunt ı̂n

mod necesar liniare. Din aceasă cauza şi datorită interesului pentru calculul variaţional, studiul

mulţimilor şi funcţiilor convexe au ı̂nregistrat un interes crescut. Primele lucrări ı̂n domeniu sunt

datorate matematicienilor ca Fenchel, Moreau, Brondsted, Rockafellar, lucrări care includ noţiuni

din teoria funcţiilor complexe, funcţiilor conjugate, dualitate.

Condiţii necesare pentru soluţii optime ale problemei de programare liniare au fost date

de Karush-Kuhn-Tucker, care admit restricţii de tip inegalitate, şi care generalizează metoda

multiplicatorilor lui Lagrange care permite doar restricţii de tip egalitate. Pentru ca un punct de

minim să satisfacă condiţiile Karush-Kuhn-Tucker, acesta trebuie să satisfacă câteva condiţii de

regularitate.

Studiul problemei de optimizare clasice este bine prezentată ı̂n literatura de specialitate.

În cele mai multe lucrări, soluţia optimă a acestei probleme poate fi obţinută prin ataşarea unei

probleme duale. Dualitatea este o metodă intens studiată, amintim aici dualitatea Lagrange şi

Fenchel. Problemele de optimizare sunt folosite ca mijloc ı̂n rezolvarea altor clase de probleme

cum ar fi inegalităţile variaţionale şi problemele de echilibru.

Scopul principal al prezentei lucrări este de a studia diferite inegalităţi variaţionale, pro-

bleme de echilibru şi probleme de optimizare şi de a caracteriza soluţiile acestor probleme prin

intermediul dualităţii.

Aceasă teză este structurată ı̂n patru capitole, care sunt prezentate pe scurt subliniind cele

mai importante rezultate.

În Capitolul 1, Secţiunea 1.1, sunt prezentrate câteva noţiuni şi rezultate din analiza

funcţională şi analiza convexă. Apoi sunt prezentate ı̂n Secţiunea 1.2 câteva condiţii de regula-

ritate pentru problema de optimizare scalară generală şi duala ei, probleme care sunt exprimate
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cu ajutorul unei funcţii de perturbare. Condiţiile de regularitate sunt folosite pentru a asigura

dualitatea tare ı̂ntre cele două probleme. De asemenea, sunt prezentate condiţiile de regularitate

pentru câteva cazuri particulare.

Capitolul 2 se ocupă cu inegalităţile variaţionale. În prima secţiune a acestui capitol

introducem o ε-inegalitate variaţională şi duala ei, formulate cu ajutorul unei funcţii de per-

turbare şi a unui opertator multivoc. Rezultatele principale ale subsecţiunii 2.1 asigură că dacă

funcţia implicată este proprie, convexă şi dacă o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită, dacă

ε-inegalitatea variaţională admite soluţie atunci şi duala ei admite o suluţie. Invers, când ε-

inegalitatea variaţională duală admite soluţie şi funcţia implicată este proprie, convexă şi infe-

rior semicontinuă, atunci şi primala ei admite o soluţie. Subliniem faptul că nu avem nevoie de

condiţie de regularitate pentru validitatea acestui rezultat. Mai departe, dăm rezultate similare

pentru câteva cazuri particulare când particularizăm funcţia de perturbare. Printre aceste cazuri

particulare redescoperim schema duală cu ε-inegalităţi variaţionale considerată de Kum, Kim şi

Lee dată ı̂n spaţii finit dimiensionale. Am ı̂mbunătăţit rezultatele date ı̂n [94] aratând că teoremele

referitoare la implicaţia ε-inegalitatea variaţională primală admite soluţie atunci şi ε-inegalitatea

variaţională duală admite soluţie şi vice versa, au loc ı̂n condiţii mai slabe. Un exemplu este dat

pentru a justifica folosirea codiţiilor mai slabe. Schema de dualitate propusă de Mosco ı̂n [113]

cu privire la inegalităţi variaţionale poate fi văzută ca un caz particular a rezultatelor noastre

principale. La finalul acestei secţiuni, dăm rezultate de dualitate pentru perechea duală de ε-

inegalităţi variaţionale ı̂n care este implicat cazul ı̂n care avem suma de două funcţii din care una

este compusă cu o altă funcţie.

În Secţiunea 2.2 introducem inegalitatea variaţională generală de tip Stampacchia. În

Subsecţiunea 2.2.1 reformulăm această inegalitate variaţională ı̂ntr-o problemă de optimizare care

depinde de o variabilă fixată. Ataşăm acestei probleme de optimizare o duală şi definim o funcţie

cu ajutorul valorii optime a dualei. Condiţiile de regularitate care asigură dualitatea tare pentru

această pereche primală-duală de probleme de optimizare joacă un rol important ı̂n demonstrarea

faptului că această funcţie introdusă este funcţie gap pentru inegalitatea variaţională generală.

Convexitatea acestei funcţii este asigurată ı̂n anumite ipoteze de convexitate şi monotonie. În

Subsecţiunea 2.2.2 sunt prezentate câteva funcţii gap pentru cazuri particulare ale inegalităţii

variaţionale generală şi redescoperim câteva funcţii gap introduse ı̂n literatura de specialitate de

Altangerel, Boţ şi Wanka. Sunt date rezultate imbunătăţite ale celor date de Altangerel et al. fo-

losind condiţii de regularitate mai slabe. Un exemplu este dat ca să justifice folosirea unor condiţii

mai slabe. In Subsecţiunea 2.2.3 introducem o funcţie dual gap pentru inegalitatea variaţională

generală prin intermediul unei inegalităţi variaţionale generală de tip Minty. Arătăm că ı̂n condiţii

de monotonie şi continuitate, inegalitatea variaţională generală de tip Stampacchia şi inegalitatea

variaţională generală de tip Minty sunt echivalente. Construim o funcţie dual gap reformulând

inegalitatea variaţională generală de tip Minty ı̂ntr-o problemă de optimizare, ataşându-i o duală

şi definind o funcţie cu ajutorul valorii optime a problemei duale. Se demonstrează ı̂n condiţii

de monotonie că cele două funcţii pot fi comparate. Rezultatul principal al acestei secţiuni dă

condiţii care să asigure că funcţia introdusă cu ajutorul inegalităţii variaţionale de tip Minty este

funcţie gap pentru inegalitatea variaţională generală de tip Stampacchia. Facem remarca că această

funcţie este o funcţie convexă. În ultima parte a acestei secţiuni particularizăm funcţia dual gap

pentru câteva cazuri particulare redescoperind astfel funcţii dual gap introduse ı̂n [3, Secţiunea
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4]. De asemenea, este prezentat un exemplu care arată că ı̂n general funcţia gap şi funcţia dual

gap nu coincid, chiar dacă toate condiţiile teoremelor ce asigură că acestea sunt funcţii gap sunt

ı̂ndeplinite.

În ultima secţiune a acestui capitol, Secţiunea 2.3, dăm condiţii de optim bazate pe cal-

culul subdiferenţial pentru inegalitatea variaţională generală şi pentru câteva cazuri particulare.

În Subsecţiunea 2.3.2 prezentăm caracterizări secvenţiale pentru soluţiile inegalităţii variaţionale

generale dar şi pentru cazurile ei particulare. Acest tip de caracterizare este aplicabil ı̂n absenţa

unei condiţii de regularitate. Folosim ca şi instrument de lucru condiţiile secvenţiale date de Boţ,

Csetnek şi Wanka ı̂n [28, 29] pentru probleme de optimizare. Câteva exemple vin să justifice

utilitatea unor astfel de caracterizări secvenţiale.

Capitolul 3 este dedicat problemelor de echilibru. Acest capitol este ı̂mpărţit ı̂n trei

secţiuni. Secţiunea 3.1 generalizează problema de echilibru considerată de Bigi, Castellani şi Kassay

[19]. Am considerat o problemă de echilibru cu suma de două funcţii ı̂n care una este compusă cu un

operator liniar. În subsecţiunea 3.1.1 dăm condiţii de regularitate pentru o problemă de optimizare

cu sumă de trei funcţii, una fiind compusă cu un operator liniar, condiţie necesară ı̂n secţiunea

următoare. În Subsecţiunea 3.1.2 ataşăm problemei de equilibru, o problemă de optimizare. Dăm

rezultate care stabilesc conexiuni ı̂ntre problema de echilibru şi problema de optimizare ataşată.

Folosind caracterizări cu subdiferenţiale, ataşăm problemei de echilibru, o problemă duală. Sunt

date apoi rezultate de dualitate pentru această pereche duală de probleme de echilibru. Apoi

ataşăm problemei de echilibru o funcţie Lagrange şi arătăm că soluţiile problemei de echilibru

şi ale dualei ei sunt strict legate de punctele şa ale funcţiei Lagrange. Considerăm apoi şi duala

Fenchel a problemei de optimizare ataşate problemei de echilibru. Această problemă de optimizare

duală nu este forma de optimizare a problemei de echilibru duale, dar dăm condiţii astfel ı̂ncât să

asigurăm relaţii ı̂ntre ele. De asemenea, dăm rezultate care garantează că toate soluţiile problemei

de echilibru şi ale dualei ei pot fi găsite folosind problema de optimizare ataşată, respectiv, duala

ei. Acest ultim rezultat este dat ı̂n ipoteze care folosesc condiţia de regularitate prezentată ı̂n

subsecţiunea 3.1.1. În ultima parte a acestei secţiuni prezentăm câteva cazuri particulare ale

rezultatelor noastre, reuşind să redescoperim rezultate introduse ı̂n literatură de către Bigi et al.

[19] pentru probleme de echilibru şi de asemenea pentru inegalităţile variaţionale considerate ı̂n

Subsecţiunea 2.1.2 dacă considerăm cazuri particulare ale acestora.

Secţiunea 3.2 se referă la funcţii gap introduse pentru problema generală de echilibru de tip

Stampacchia, formulată cu ajutorul unei funcţii de perturbare. Utilizând aceeaşi tehnică prezentată

ı̂n Secţiunea 2.2 pentru inegalităţi variaţionale, construim funcţii gap pentru problema de echilibru

generală. În ipoteze de convexitate şi dacă o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită asigurăm că

funcţia introdusă este funcţie gap pentru problema de echilibru generală. Particularizând funcţia de

perturbare redescoperim câteva funcţii gap introduse pentru probleme de echilibru ı̂n literatură

de către Boţ şi Capătă ı̂n [26] şi de către Altangerel et al. ı̂n [2]. Menţionăm de asemenea că

prin particularizarea la inegalităţi variaţionale, redescoperim cadrul şi rezultatele prezentate ı̂n

Secţiunea 2.2.

În Subsecţiunea 3.2.3 introducem o funcţie dual gap pentru problema de echilibru gene-

rală utilizând aşa-numita problemă de echilibru de tip Minty care e strâns legată de problema

de echilibru generală de tip Stampacchia. Pentru a formula funcţia dual gap pentru problema de

echilibru generală ı̂n sens Stampacchia sunt utilizate noţiuni generalizate de monotonie şi convexi-
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tate. Utilizând ipoteze precum monotonie, convexitate, hemicontinuitate stabilim incluziuni ı̂ntre

mulţimea soluţiilor problemei de echilibru de tip Stampacchia şi mulţimea soluţiilor problemei de

echilibru de tip Minty. Rezultatul principal al acestei subsecţiuni oferă condiţii pentru a asigura

că funcţia introdusă cu ajutorul problemei de echilibru de tip Minty este funcţie gap pentru pro-

blema de echilibru de tip Stampacchia. De asemenea, câteva cazuri particulare sunt considerate şi

printre ele putem redescoperi situaţii referitoare la inegalităţi variaţionale din subsecţiunea 2.2.3

şi funcţia dual gap considerată de Altangerel et al. ı̂n [2].

În ultima secţiunea a acestui capitol, Secţiunea 3.3, dăm caracterizări pentru soluţiile pro-

blemei de echilibru generale cu ajutorul calculului subdiferenţial. Asemenea caracterizări sunt date

şi pentru câteva cazuri particulare. Particularizarea acestor rezultate la inegalităţi variaţionale

ne aduc ı̂napoi rezultatele prezentate ı̂n Subsecţiunea 2.3.1. Ultima parte a acestei secţiuni cu-

prinde caracterizări fără condiţii de regularitate pentru problemele de echilibru prezentate. Arătăm

că rezultatele similare obţinute pentru inegalităţi variaţionale pot fi regăsite din caracterizările

secvenţiale pentru problemele de echilibru dacă particularizăm bifuncţia din formularea problemei

de echilibru la un operator.

Capitolul 4 este dedicat unei probleme de optimizare căreia ı̂i ataşăm o problemă de

optimizare aproximantă. Pentru a demonstra echivalenţe ı̂ntre cele două probleme am folosit o

proprietate de convexitate generalizată şi anume invexitate de ordin doi. Câteva exemple sunt

oferite pentru a ilustra noţiunile teoretice. Se stabilesc legături ı̂ntre mulţimea soluţiilor admi-

sibile ale problemei de optimizare originală şi ı̂ntre mulţimea soluţiilor admisibile ale problemei

de optimizare aproximantă. Apoi, se studiază conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale problemei de

optimizare aproximante şi soluţiile optime ale problemei de optimizare originale prin intermediul

punctelor şa ale funcţiilor Lagrange ale celor două probleme. În ultima secţiune a acestui capitol

ataşăm problemei de optimizare originale o problemă duală. Câteva rezultate asigură, ı̂n ipoteze

potrivite, că dacă problema de optimizare duală admite soluţie atunci şi problema de optimizare

aproximantă admite soluţie şi vice versa.

Contribuţiile originale ale autoarei sunt următoarele:

În Capitolul 2: Teoremele: 2.1.3, 2.1.5, 2.1.9, 2.1.12, 2.1.17, 2.1.19, 2.1.27, 2.1.28, 2.1.41,

2.1.45, 2.2.1, 2.2.4, 2.2.5, 2.2.7, 2.2.9, 2.2.10, 2.2.14, 2.2.16, 2.2.20, 2.2.22, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4, 2.3.5,

2.3.6, 2.3.7, 2.3.8, 2.3.9, 2.3.10, 2.3.11, 2.3.12, 2.3.17, 2.3.18; Propoziţiile: 2.2.3, 2.2.19; Observaţiile:

2.1.4, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.8, 2.1.10, 2.1.11, 2.1.13, 2.1.14, 2.1.15, 2.1.16, 2.1.18, 2.1.20, 2.1.21, 2.1.22,

2.1.23, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.26, 2.1.29, 2.1.30, 2.1.31, 2.1.32, 2.1.33, 2.1.34, 2.1.35, 2.1.37, 2.1.39,

2.1.40, 2.1.42, 2.1.43, 2.1.44, 2.1.46, 2.1.47, 2.1.47, 2.1.48, 2.1.49, 2.2.2, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.11, 2.2.12,

2.2.15, 2.2.17, 2.2.21, 2.2.24, 2.2.25; 2.3.3; Exemplele: 2.1.36, 2.2.13, 2.2.23, 2.3.13, 2.3.14, 2.3.15,

2.3.16;

În Capitolul 3: Teoremele: 3.1.1, 3.1.3, 3.1.5, 3.1.7, 3.1.9, 3.1.10, 3.1.11, 3.1.14, 3.1.15, 3.1.16,

3.2.1, 3.2.13, 3.3.1, 3.3.3, 3.3.5, 3.3.8, 3.3.11, 3.3.13, 3.3.15, 3.3.16, 3.3.18; Corolariile: 3.1.12, 3.1.13,

3.2.11; Propoziţiile: 3.2.8, 3.2.9, 3.2.12; Observaţiile: 3.1.2, 3.1.4, 3.1.6, 3.1.8, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4,

3.2.10, 3.2.14, 3.2.15, 3.2.16; 3.3.2, 3.3.4, 3.3.6, 3.3.6, 3.3.7, 3.3.9, 3.3.10, 3.3.12, 3.3.14, 3.3.17;

Exemplul 3.3.19.

În Capitolul 4: Teoremele: 4.2.3, 4.2.4, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.5, 4.3.6, 4.3.7, 4.4.3, 4.4.4; Definiţiile:

4.1.3, 4.1.8; Exemplele: 4.1.6, 4.1.7, 4.2.1, 4.2.2, 4.3.4; Observaţiile: 4.1.5, 4.1.9, 4.1.11.

Aceste rezultate sunt incluse ı̂n următoarele lucrări: L. Cioban [45], L. Cioban [46], L.
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Cioban [47], L. Cioban [48], L. Cioban [49], L. Cioban şi E.R. Csetnek [50], L. Cioban şi E.R.

Csetnek [51], L. Cioban şi D. Duca [52].

Cuvinte cheie: analiză convexă, funcţii conjugate, subdiferenţială (convexă), soluţie op-

timă, teoria perturbării, dualitate Fenchel şi Lagrange, ε-inegalitate variaţională, ε-subdiferenţială,

ε-condiţii de optim, inegalitate variaţională, problemă de echilibru, funcţie gap, funcţie dual gap,

condiţii secvenţiale, funcţie Lagrange, punct şa, problemă de optimizare, (0, 2)− η− problemă de

optimizare aproximantă.
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Ernö Csetnek pentru ajutorul său nepreţuit acordat ı̂n timpul celor opt luni de stagiu de cercetare
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Preliminarii

În acest capitol sunt date noţiuni şi rezultate folosite ı̂n aceasă teză.

1.1 Noţiuni şi rezultate

În toată teza voi folosi noţiunile şi notaţiile clasice ale analizei funcţionale şi ale analizei

convexe ([14, 22, 23, 24, 34, 57, 58, 59, 79, 80, 81, 119, 122, 133]).

1.2 Condiţii de regularitate pentru Probleme de Optimi-

zare

Este bine cunoscut faptul că valoarea optimă a problemei de optimizare duală nu este mai

mare decât valoarea optimă a problemei de optimizare primale. În literatura de specialitate acest

lucru poartă denumirea de dualitate slabă. Condiţiile de regularitate sunt folosite pentru a asigura

dualitatea tare, adică acea situaţie ı̂n care valoarea optimă a problemei de optimizare primală este

egală cu valoarea optimă a problemei de optimizare duală si aceasta din urmă are o soluţie optimă.

1.2.1 Problema de optimizare scalară generală

Scopul acestei secţiuni este să prezinte câteva condiţii de regularitate pentru problema

scalară de optimizare generală şi pentru duala ei, care sunt exprimate cu ajutorul unei funcţii de

perturbare.

1.2.2 Cazuri particulare

Această secţiune prezintă condiţii de regularitate pentru câteva cazuri particulare de pro-

bleme de optimizare utilizate pe parcursul tezei. Cazurile prezentate aici sunt cazul cu compunere,

cazul f+g◦A, cazul f+δ−K ◦A, cazul g◦A, cazul f+g, cazul f+δK , cazul cu restricţii geometrice

şi cu conuri.
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Inegalităţi variaţionale

O inegalitate care implică o funcţională şi a cărei soluţii trebuie găsite pentru toate valorile

unei variabile care aparţine de obicei unei mulţimi convexe, este numită inegalitate variaţională.

Teoria matematică despre inegalităţi variaţionale a fost dezvoltată ı̂ncepând cu problema lui Sig-

norini, care constă ı̂n găsirea echilibrului unui corp elastic şi neomogen care stă pe o suprafaţă

rigidă şi care se supune numai forţei de masă proprii. [63]. Funcţionala implicată ı̂n problema lui

Signorini a fost obţinută dintr-o problemă variaţională. Aplicabilitatea acestei teorii a fost extinsă

şi include probleme din fizică, optimizare, economie, finanţe, teoria jocurilor, etc.

2.1 Dualitate pentru ε-inegalităţi variaţionale prin inter-

mediul calculului subdiferenţial

Cercetarea care face subiectul acestei secţiuni este motivată de următoarea schemă de

dualitate referitoare la ε-inegalităţi variaţionale propusă de Kum, Kim şi Lee ı̂n [94]. Pentru ε ≥ 0

se consideră următoarea ε-inegalitate:

(VI)f,Aε Găsiţi x ∈ Rn pentru care să existe v ∈ F (x),

a.̂ı. 〈v, x− x〉 ≥ f(Ax)− f(Ax)− ε ∀x ∈ Rn,

(DVI)f,Aε Găsiţi y ∈ Rm pentru care să existe w ∈ A(F−1(−A∗y)),

a.̂ı. 〈w, y − y〉 ≤ f ∗(y)− f ∗(y) + ε ∀y ∈ Rm,

unde F : Rn ⇒ Rn este un operator multivoc, f : Rm → R este o funcţie proprie, convexă şi

inferior semicontinuă, A : Rn → Rm este un operator liniar care ı̂ndeplineşte A−1(dom f) 6= ∅, f ∗
este conjugata Fenchel a funcţiei f şi A∗ este operatorul adjunct al lui A.

În cele ce urmează extindem schema de dualitate a lui Kum, Kim şi Lee ı̂n spaţiul infinit di-

mensional. În locul funcţiei f ◦A ı̂n formularea problemei (VI)f,Aε , considerăm o funcţie generală de

perturbare. Ataşăm acestei ε-inegalităţi variaţionale o duală, ı̂n care se foloseşte conjugata funcţiei

de perturbare. Utilizând puternica tehnică a calculului subdiferenţial ([30, 32, 78, 133]) arătăm

că dacă funcţia implicată este proprie, convexă şi dacă o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită,
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dacă ε-inegalitatea variaţională primală admite soluţie atunci şi duala ei admite soluţie. Invers,

când ε-inegalitatea variaţională duală admite soluţie şi funcţia implicată este proprie, convexă şi

inferior semicontinuă, atunci şi primala admite soluţie. Observăm că pentru această implicaţie

nu avem nevoie de condiţie de regularitate. Considerăm câteva cazuri particulare ale rezultatelor

principale. Arătăm că schema duală propusă de Kum, Kim şi Lee rezultă ca şi caz particular

a rezultateor principale. De asemenea menţionăm că schema de dualitate propusă de Mosco ı̂n

[113] referitoare la inegalităţi variaţionale, poate fi văzută ca un alt caz particular al rezultatelor

noastre.

2.1.1 O abordare cu funcţii de perturbare a ε-inegalităţilor

variaţionale

În această secţiune introducem o ε-inegalitate variaţională generală şi duala acesteia.

Arătăm că dacă anumite condiţii sunt ı̂ndeplinite, primala are soluţie dacă şi numai dacă du-

ala are soluţie. Tehnicile se bazează pe calcul ε-subdiferenţial, ı̂n contextul ı̂n care condiţiile de

regularitate joacă un rol foarte important.

Considerăm acum ε-inegalităţile variaţionale generale anunţate. Fie F : X ⇒ X∗ o funcţie

multivocă. Pentru ε ≥ 0 considerăm următoarea ε-inegalitate variaţională:

(VI)Φ
ε Găsiţi x ∈ X pentru care să existe v ∈ F (x),

a.̂ı. 〈v, x− x〉 ≥ Φ(x, 0)− Φ(x, 0)− ε ∀x ∈ X. (2.1)

ε-inegalităţii variaţionale generale (VI)Φ
ε ı̂i ataşăm următoarea ε-inegalitate variaţională

duală:

(DVI)Φ
ε Găsiţi (x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗ pentru care să existe w ∈ F−1(−x∗),

a.̂ı. 〈w, x∗ − x∗〉 ≤ Φ∗(x∗, y∗)− Φ∗(x∗, y∗) + ε ∀(x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗. (2.2)

În cele ce urmează arătăm că, dacă o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită şi funcţia

Φ este proprie, convexă şi inferior semicontinuă, atunci (VI)Φ
ε admite soluţie dacă şi numai dacă

(DVI)Φ
ε admite soluţie.

Teorema 2.1.3 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie Φ : X×Y → R o funcţie proprie şi convexă

astfel ı̂ncât 0 ∈ prY (dom Φ) şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCΦ
i ), i ∈

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, este ı̂ndeplinită. Presupunem că pentru un ε ≥ 0 fixat, x ∈ X este o soluţie

pentru (VI)Φ
ε şi v ∈ F (x) satisface (2.1). Atunci şi (DVI)Φ

ε admite soluţie şi o soluţie a ei poate

fi construită astfel: luăm orice y∗ astfel ı̂ncât (−v, y∗) ∈ ∂εΦ(x, 0). Atunci (−v, y∗) este o soluţie

pentru (DVI)Φ
ε şi x ∈ F−1(v) satisface (2.2).

Teorema 2.1.5 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie Φ : X × Y → R o funcţie proprie, convexă

şi inferior semicontinuă astfel ı̂ncât 0 ∈ prY (dom Φ). Presupunem că pentru ε ≥ 0 fixat, (x∗, y∗) ∈
X∗ × Y ∗ este o soluţie pentru (DVI)Φ

ε şi w ∈ F−1(−x∗) satisface (2.2). Atunci şi (VI)Φ
ε admite

soluţie şi w este o soluţie pentru (VI)Φ
ε şi −x∗ ∈ F (w) satisface (2.1).
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Observaţia 2.1.6 Subliniem faptul că pentru validitatea acestei teoreme nu avem nevoie de

condiţie de regularitate.

Observaţia 2.1.7 Este evident, din formularea (VI)Φ
ε că x trebuie să aparţină dom Φ(·, 0). Mai

mult, elementul (x∗, y∗) din (DVI)Φ
ε aparţine dom Φ∗ şi (w, 0) ∈ dom Φ∗∗.

2.1.2 Cazuri particulare

În această subsecţiune considerăm câteva cazuri particulare a rezultatelor generale obţinute

mai sus. Printre altele, redescoperim şi ı̂mbunătăţim schema de dualitate referitoare la inegalităţi

variaţionale considerată de Kum, Kim & Lee [94] şi Mosco [113]. În continuare X şi Y sunt spaţii

reale local convexe separate.

Cazul f + g ◦ A

Fie f : X → R, g : Y → R funcţii proprii şi convexe şi A : X → Y un operator liniar

continuu, ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1(dom g) 6= ∅.
Pentru ε, ε1, ε2 ≥ 0 considerăm următoarele ε-inegalităţi variaţionale:

(VI)f,g,Aε Găsiţi x ∈ X pentru care să existe v ∈ F (x),

a.̂ı. 〈v, x− x〉 ≥ (f + g ◦ A)(x)− (f + g ◦ A)(x)− ε ∀x ∈ X (2.3)

(DVI)f,g,Aε1,ε2
Găsiţi (x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗ pentru care să existe

(w1, w2) ∈
(
F−1(−x∗ − A∗y∗)× A(F−1(−x∗ − A∗y∗))

)
∩∆A

X ,

a.̂ı.

{
〈w1, x

∗ − x∗〉 ≤ f ∗(x∗)− f ∗(x∗) + ε1 ∀x∗ ∈ X∗,
〈w2, y

∗ − y∗〉 ≤ g∗(y∗)− g∗(y∗) + ε2 ∀y∗ ∈ Y ∗,
(2.4)

unde ∆A
X = {(x,Ax) : x ∈ X}.
Următoarele două teoreme rezumă rezultatele de dualitate obţinute pentru (VI)f,g,Aε şi

(DVI)f,g,Aε1,ε2
.

Teorema 2.1.9 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y → R şi f : X → R două funcţii

proprii şi convexe şi A : X → Y un operator liniar continuu ı̂ndeplinind dom f ∩A−1(dom g) 6= ∅.
Presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCf,g,A

i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită.

Presupunem că pentru ε ≥ 0 fixat, x ∈ X este o soluţie pentru (VI)f,g,Aε şi v ∈ F (x) satisface

(2.3). Atunci există ε1, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 = ε, astfel ı̂ncât (DVI)f,g,Aε1,ε2
admite soluţie şi o soluţie poate

fi construită după cum urmează: luăm orice α1 ∈ ∂ε1f(x) şi α2 ∈ ∂ε2g(Ax) cu v = −α1 − A∗α2.

Atunci (x∗, y∗) := (α1, α2) ∈ X∗ × Y ∗ este o soluţie pentru (DVI)f,g,Aε1,ε2
şi (w1, w2) := (x,Ax) ∈(

F−1(−α1 − A∗α2)× A(F−1(−α1 − A∗α2))
)
∩∆A

X satisface (2.4).

Observaţia 2.1.10 Abordarea construcţiei soluţiei pentru (DVI)f,g,Aε1,ε2
este bine definită.

Observaţia 2.1.11 În locul problemei (DVI)f,g,Aε1,ε2
se poate considera următoarea ε-inegalitate

variaţională:
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(DV I)f,g,Aε Găsiţi (x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗ pentru care să existe (w1, w2) ∈(
F−1(−x∗ − A∗y∗)× A(F−1(−x∗ − A∗y∗))

)
∩∆A

X a.̂ı. ∀(x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗

〈w1, x
∗ − x∗〉+ 〈w2, y

∗ − y∗〉 ≤ f ∗(x∗) + g∗(y∗)− f ∗(x∗)− g∗(y∗) + ε. (2.5)

Se poate arăta că dacă pentru un ε ≥ 0 dat (VI)f,g,Aε admite soluţie, atunci şi (DV I)f,g,Aε

admite soluţie şi o soluţie a ei poate fi construită ca ı̂n Teorema 2.1.9.

Teorema 2.1.12 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y → R şi f : X → R două funcţii

proprii, convexe şi inferior semicontinue şi A : X → Y un operator liniar continuu ı̂ndeplinind

dom f ∩ A−1(dom g) 6= ∅. Presupunem că pentru ε1, ε2 ≥ 0 fixaţi, (x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗ este o

soluţie pentru (DVI)f,g,Aε1,ε2
şi (w1, w2) ∈

(
F−1(−x∗ −A∗y∗)×A(F−1(−x∗ −A∗y∗))

)
∩∆A

X satisface

(2.4). Atunci, pentru ε = ε1 + ε2, (VI)f,g,Aε admite soluţie, w1 este o soluţie pentru (VI)f,g,Aε şi

−x∗ − A∗y∗ ∈ F (w1) satisface (2.3).

Cazul f + δ−K ◦ A

Să particularizăm rezultatele de dualitate pentru (VI)f,g,Aε şi (DVI)f,g,Aε1,ε2
la cazul g = δ−K ,

unde K ⊆ Y este un con convex ı̂nchis şi nevid. Ca şi ı̂n subsecţiunea anterioară, f : X → R
este o funcţie proprie şi convexă şi A : X → Y este un operator liniar continuu, ı̂ndeplinind

dom f ∩ A−1(−K) 6= ∅.
Pentru ε, ε1, ε2 ≥ 0 considerăm următoarele ε-inegalităţi variaţionale:

(VI)f,K,Aε Găsiţi x ∈ A−1(−K), pentru care să existe v ∈ F (x),

a.̂ı. 〈v, x− x〉 ≥ f(x)− f(x)− ε ∀x ∈ A−1(−K). (2.6)

(DVI)f,K,Aε1,ε2
Găsiţi (x∗, y∗) ∈ X∗ ×K∗ pentru care să existe

(w1, w2) ∈
(
F−1(−x∗ − A∗y∗)× A(F−1(−x∗ − A∗y∗))

)
∩∆A

X

a.̂ı.

{
〈w1, x

∗ − x∗〉 ≤ f ∗(x∗)− f ∗(x∗) + ε1 ∀x∗ ∈ X∗
〈w2, y

∗ − y∗〉 ≤ ε2 ∀y∗ ∈ K∗.
(2.7)

Următoarele rezultate sunt cazuri particulare ale Teoremei 2.1.9 şi Teoremei 2.1.12.

Teorema 2.1.17 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie f : X → R o funcţie proprie şi convexă,

K ⊆ Y un con convex şi ı̂nchis şi A : X → Y un operator liniar continuu ı̂ndeplinind dom f ∩
A−1(−K) 6= ∅ şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCf,K,A

i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
este ı̂ndeplinită. Presupunem că pentru ε ≥ 0 fixat, x ∈ A−1(−K) este o soluţie pentru (VI)f,K,Aε

şi v ∈ F (x) satisface (2.6). Atunci există ε1, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 = ε, astfel ı̂ncât (DVI)f,K,Aε1,ε2
admite

soluţie şi o soluţie a ei poate fi construită după cum urmează: luăm orice α1 ∈ ∂ε1f(x) şi α2 ∈
N ε2
−K(Ax) cu v = −α1 − A∗α2. Atunci (α1, α2) ∈ X∗ × K∗ este o soluţie pentru (DVI)f,K,Aε1,ε2

şi

(x,Ax) ∈
(
F−1(−α1 − A∗α2)× A(F−1(−α1 − A∗α2))

)
∩∆A

X satisface (2.7).
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Teorema 2.1.19 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie f : X → R o funcţie proprie, convexă şi

inferior semicontinuă, K ⊆ Y un con convex şi ı̂nchis şi A : X → Y un operator liniar continuu

ı̂ndeplinind dom f∩A−1(−K) 6= ∅. Presupunem că pentru ε1, ε2 ≥ 0 fixaţi, (x∗, y∗) ∈ X∗×K∗ este

o soluţie pentru (DVI)f,K,Aε1,ε2
şi (w1, w2) ∈

(
F−1(−x∗−A∗y∗)×A(F−1(−x∗−A∗y∗))

)
∩∆A

X satisface

(2.7). Atunci, pentru ε = ε1 + ε2, (VI)f,K,Aε admite soluţie, w1 este o soluţie pentru (VI)f,K,Aε şi

−x∗ − A∗y∗ ∈ F (w1) satisface (2.6).

Observaţia 2.1.23 Să remarcăm că Teorema 2.1.17 şi Teorema 2.1.19 pot fi obţinute aplicând

Teorema 2.1.3 şi Teorema 2.1.5 funcţiei de perturbare Φf,K,A : X × Y → R,

Φf,K,A(x, y) =

{
f(x), dacă Ax+ y ∈ −K
+∞, altfel.

Observaţia 2.1.24 (i) Rezultatele de dualitate obţinute aici pot fi particularizate cazului X = Y

şi A : X → X operatorul identitate.

(ii) O altă particularizare a rezultatelor de mai sus poate fi făcută pentru ε = ε1 = ε2 = 0.

Cazul g ◦ A

Această subsecţiune este devotată particularizării rezultatelor de dualitate obţinute pentru

(VI)f,g,Aε şi (DVI)f,g,Aε1,ε2
la cazul f : X → R, f(x) = 0 pentru orice x ∈ X.

Pentru ε ≥ 0 considerăm următoarele două ε-inegalităţi variaţionale:

(VI)g,Aε Găsiţi x ∈ X pentru care să existe v ∈ F (x),

a.̂ı. 〈v, x− x〉 ≥ g(Ax)− g(Ax)− ε ∀x ∈ X. (2.8)

(DVI)g,Aε Găsiţi y∗ ∈ Y ∗ pentru care să existe w ∈ A(F−1(−A∗y∗)),
a.̂ı. 〈w, y∗ − y∗〉 ≤ g∗(y∗)− g∗(y∗) + ε ∀y∗ ∈ Y ∗. (2.9)

Numim (DVI)g,Aε inegalitatea variaţională duală pentru (VI)g,Aε .

Observaţia 2.1.25 Remarcăm că această pereche de ε-inegalităţi variaţionale au fost considerate

ı̂n [94] ı̂n cadru finit dimensional, şi anume pentru X = Rn şi Y = Rm, unde m,n ∈ N.

Teorema 2.1.27 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y → R o funcţie proprie şi convexă,

A : X → Y un operator liniar continuu ı̂ndeplinind A−1(dom g) 6= ∅ şi presupunem că una din

condiţiile de regularitate (RCg,A
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Presupunem că pentru

ε ≥ 0 fixat, x ∈ X este o soluţie pentru (VI)g,Aε şi v ∈ F (x) satisface (2.8). Atunci (DVI)g,Aε admite

soluţie şi o soluţie poate fi construită după cum urmează: luăm orice α ∈ ∂εg(Ax) ∩ (A∗)−1(−v).

Atunci α ∈ Y ∗ este o soluţie pentru (DVI)g,Aε şi Ax ∈ A(F−1(−A∗α)) satisface (2.9).

Teorema 2.1.28 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y → R o funcţie proprie, convexă şi

inferior semicontinuă şi A : X → Y un operator liniar continuu ı̂ndeplinind A−1(dom g) 6= ∅.
Presupunem că pentru ε ≥ 0 fixat, y∗ ∈ Y ∗ este o soluţie pentru (DVI)g,Aε şi w ∈ A(F−1(−A∗y∗))
satisface (2.9). Atunci (VI)g,Aε admite soluţie şi o soluţie poate fi construită după cum urmează:
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luăm orice β ∈ F−1(−A∗y∗) ∩ A−1(w). Atunci β este o soluţie pentru (VI)g,Aε şi −A∗y∗ ∈ F (β)

satisface (2.8).

Observaţia 2.1.32 Să obervăm că rezultatele de dualitate pentru (VI)g,Aε şi (DVI)g,Aε pot fi

obţinute din Teorema 2.1.3 şi Teorema 2.1.5 luând Φg,A : X × Y → R, Φg,A(x, y) = g(Ax + y)

pentru orice (x, y) ∈ X × Y .

Observaţia 2.1.35 În Teorema 2.1.27 şi Teorema 2.1.28 am extins la cadru infinit dimensional

rezultate similare date ı̂n [94] ı̂n spaţii finit dimensionale. Remarcăm că ı̂n [94] rezultatele de

dualitate sunt date sub o condiţie de regularitate care se regăseşte printre cele propuse de noi.

Am considerat şi alte condiţii de regularitate care se pot aplica şi ı̂n spaţii infint dimensionale. Să

subliniem şi alte ı̂mbunătăţiri aduse [94, Teorema 2.1]. Din Teorema 2.1.27 avem că [94, Teorema

2.1(i)] este adevărată chiar dacă funcţia g nu este inferior semicontinuă. Mai mult, [94, Teorema

2.1(ii)] are loc ı̂n absenţa oricărei condiţii de regularitate.

Exemplul următor justifică folosirea condiţiilor de regularitate mai slabe.

Exemplul 2.1.36 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie X = R, Y = R2, A : R → R2, A(x) =

(x, 0),

g : R2 → R, g(x, y) =

{
1
2
x2, dacă x ∈ R, y ≥ 0,

+∞, altfel,

şi F : R⇒ R operator multivoc arbitrar. Se arată că pentru această funcţie, condiţia de regularitate

folosită ı̂n [94, Teorema 2.1(i)] nu este ı̂ndeplinită, dar putem folosi o condiţie de regularitate de

tip ı̂nchidere şi putem aplica Teorema 2.1.27.

Redescoperind inegalitatea variaţională duală introdusă de Mosco

Dacă considerăm X un spaţiu real local convex separat, g : X → R o funcţie proprie,

convexă şi inferior semicontinuă şi F : domF → X∗ un operator, domF fiind domeniul lui F .

Pentru ε = 0, X = Y şi A : X → X operatorul identitate (Ax = x pentru orice x ∈ X) şi dacă

presupunem că F este injectiv, problemele (VI)g,Aε şi (DVI)g,Aε devin cele considerate de Mosco ı̂n

[113] şi rezultatele date de Mosco rezultă din Teorema 2.1.27 şi Teorema 2.1.28.

2.1.3 Cazul compunerii

Fie X, Y spaţii reale, local convexe, separate, K ⊆ Y un con convex ı̂nchis şi nevid, g :

Y → R o funcţie proprie şi convexă, K-crescatoare cu g(∞K) = +∞, f : X → R o funcţie proprie

şi convexă şi h : X → Y • o funcţie proprie, K-convexă astfel ı̂ncât h(dom f ∩domh)∩dom g 6= ∅.
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Pentru ε, ε1, ε2, ε3 ≥ 0 considerăm următoarele ε-inegalităţi variaţionale:

(VI)CCε Găsiţi x ∈ X pentru care să existe v ∈ F (x),

a.̂ı. 〈v, x− x〉 ≥ (f + g ◦ h)(x)− (f + g ◦ h)(x)− ε ∀x ∈ X. (2.10)

(DVI)CCε1,ε2,ε3 Găsiţi (v1, v2, λ) ∈ X∗ ×X∗ ×K∗ pentru care să existe (w1, w2, w3) ∈(
F−1(−v1 − v2)× F−1(−v1 − v2)× h(F−1(−v1 − v2))

)
∩∆h

X ,

a.̂ı.


〈w1, x

∗ − v1〉 ≤ f ∗(x∗)− f ∗(v1) + ε1 ∀x∗ ∈ X∗
〈w2, x̃

∗ − v2〉 ≤ (λh)∗(x̃∗)− (λh)∗(v2) + ε2 ∀x̃∗ ∈ X∗
〈w3, y

∗ − λ〉 ≤ g∗(y∗)− g∗(λ) + ε3 ∀y∗ ∈ Y ∗
(2.11)

unde ∆h
X = {(x, x, h(x)) : x ∈ domh}.
În continuare enunţăm rezultatele de dualitate pentru (VI)CCε şi (DVI)CCε1,ε2,ε3 .

Teorema 2.1.41 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y → R o funcţie proprie, convexă şi K-

crescătoare, f : X → R o funcţie proprie şi convexă, h : X → Y • o funcţie proprie şi K-convexă

astfel ı̂ncât h(dom f ∩ domh) ∩ dom g 6= ∅ şi presupunem că una din condiţiile de regularitate

(RCCC2
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Presupunem că pentru ε ≥ 0 fixat, x ∈ X este o

soluţie pentru (VI)CCε şi v ∈ F (x) satisface (2.10). Atunci există ε1, ε2, ε3 ≥ 0, ε1 + ε2 + ε3 = ε,

astfel ı̂ncât (DVI)CCε1,ε2,ε3 admite soluţie şi o soluţie poate fi construită astfel: luăm orice v1 ∈
∂ε1f(x), λ ∈ K∗∩∂ε3g(h(x)) şi v2 ∈ ∂ε2(λh)(x) cu v = −v1−v2. Atunci (v1, v2, λ) ∈ X∗×X∗×K∗
este o soluţie pentru (DVI)CCε1,ε2,ε3 şi (w1, w2, w3) := (x, x, h(x)) ∈

(
F−1(−v1 − v2) × F−1(−v1 −

v2)× h(F−1(−v1 − v2))
)
∩∆h

X satisface (2.11).

Teorema 2.1.45 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [50])Fie g : Y → R o funcţie proprie, convexă, K-

crescătoare şi inferior semicontinuă, f : X → R o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă

şi h : X → Y • o funcţie proprie, K-convexă şi star K-inferior semicontinuă astfel ı̂ncât h(dom f∩
domh) ∩ dom g 6= ∅. Presupunem că pentru ε1, ε2, ε3 ≥ 0 fixaţi, (v1, v2, λ) ∈ X∗ ×X∗ ×K∗ este

o soluţie pentru (DVI)CCε1,ε2,ε3 şi (w1, w2, w3) ∈
(
F−1(−v1 − v2) × F−1(−v1 − v2) × h(F−1(−v1 −

v2))
)
∩∆h

X satisface (2.11). Atunci, pentru ε = ε1 +ε2 +ε3 (VI)CCε admite soluţie, w1 este o soluţie

pentru (VI)CCε şi v = −v1 − v2 ∈ F (w1) satisface (2.10).

2.2 Funcţii gap pentru inegalităţi variaţionale cu ajutorul

dualităţii conjugate

În [3] autorii au considerat următoarea inegalitate variaţională mixtă care constă ı̂n găsirea

unui element x ∈ K astfel ı̂ncât

(MV I) F (x)T (y − x) + f(y)− f(x) ≥ 0 ∀y ∈ K,

unde f : Rn → R este o funcţie proprie şi convexă, K ⊆ Rn şi F : Rn → Rn este o multifuncţie. Au-

torii au asociat problemei (MV I) o problemă de optimizare convexă. Folosind dualitatea Fenchel

şi o condiţie de regularitate au construit o funcţie gap pentru (MV I) (vezi [3]).

Scopul acestei secţiuni este să introducem funcţii gap pentru o inegalitate variaţională

mai generală. Extindem (MV I) la spaţii infinit dimensionale şi ı̂n locul funcţiei f ı̂n formularea
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problemei (MV I) considerăm o funcţie de perturabare generală (vezi [25, 31, 57, 133]). Vom

folosi tehnicile din [1, 2, 3]: vom reformula inegalitatea variaţională generală ı̂ntr-o problemă

de optimizare care depinde de o variabilă fixată. Ataşăm problemei de optimizare o duală iar

funcţia gap va fi formulată cu ajutorul valorii optime a problemei duale. Condiţiile de regularitate

care garantezaă dualitatea tare ı̂ntre perechea primală-duală de probleme de optimizare joacă

un rol important ı̂n demonstrarea faptului că aceste funcţii sunt ı̂ntr-adevăr funcţii gap pentru

inegalitatea variaţională. Folosim condiţii de regularitate mai slabe decât cele utilizate ı̂n [3], şi

prin exemple vom justifica folosirea lor. Particularizând funcţia de perturbare vom redescoperi

câteva funcţii gap introduse ı̂n literatură.

2.2.1 O funcţie gap pentru inegalitatea variaţională generală

Considerăm inegalitatea variaţională generalizată (de tip Stampacchia) care constă ı̂n

găsirea unui element x ∈ X astfel ı̂ncât

(V I)Φ 〈F (x), x− x〉+ Φ(x, 0)− Φ(x, 0) ≥ 0 ∀x ∈ X,

unde X şi Y sunt spaţii reale local convexe separate, Φ : X × Y → R este o funcţie proprie

ı̂ndeplinind 0 ∈ prY (dom Φ) şi F : X → X∗ un operator dat. Menţionăm că defapt căutăm un

element x ∈ dom Φ(·, 0) şi este de ajuns ca să cerem ca inegalitatea (V I)Φ să aibă loc pentru orice

x ∈ dom Φ(·, 0).

O abordare ı̂n rezolvarea problemei (V I)Φ este prin formularea unei funcţii gap pentru

problema (V I)Φ.

O funcţie γ : X → R se numeşte funcţie gap pentru problema (V I)Φ dacă satisface pro-

prietăţile:

(i) γ(x) ≥ 0 ∀x ∈ X;

(ii) γ(x) = 0 dacă şi numai dacă x este o soluţie a problemei (V I)Φ.

Fie x ∈ dom Φ(·, 0) fixat. Problemei (V I)Φ ı̂i putem asocia următoarea problemă de opti-

mizare

(PΦ, x) inf
x∈X
{〈F (x), x〉+ Φ(x, 0)} − 〈F (x), x〉 − Φ(x, 0).

Este evident faptul că x este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)Φ dacă şi numai dacă

v(PΦ, x) = 0.

Problema duală pentru (PΦ, x) este (vezi [31, page 110] sau [133, page 117])

(DΦ, x) sup
y∗∈Y ∗

{−Φ∗(−F (x), y∗)} − 〈F (x), x〉 − Φ(x, 0).

Urmând ideea din [3], introducem funcţia γΦ : X → R definită pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0) de

γΦ(x) := −v(DΦ, x) = inf
y∗∈Y ∗

{Φ∗(−F (x), y∗)}+ 〈F (x), x〉+ Φ(x, 0)

şi γΦ(x) = +∞ pentru x /∈ dom Φ(·, 0).

Arătăm că ı̂n condiţii potrivite γΦ devine funcţie gap pentru (V I)Φ.
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Teorema 2.2.1 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate,

Φ : X × Y → R o funcţie proprie şi convexă astfel ı̂ncât 0 ∈ prY (dom Φ) şi presupunem că una

din condiţiile de regularitate (RCΦ
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γΦ este funcţie

gap pentru problema (V I)Φ.

Observaţia 2.2.2 Menţionăm că nu avem nevoie de existenţa soluţiei optime a problemei duale

(DΦ, x), demontraţia teoremei utilizează doar egalitatea v(PΦ, x) = v(DΦ, x), care ı̂n literatură

poartă denumirea de ”zero-duality gap”. Aceasta ı̂nseamă că ı̂n locul condiţiilor de regularitate

folosite, se pot utiliza condiţii de regularitate mai slabe, ca de exemplu ı̂n [30, 84] şi referinţele

lor.

Propoziţia 2.2.3 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) (Convexitatea funcţiei γΦ) Presupunem că

F : X → X∗ este un operator afin şi monoton şi că funcţia Φ(·, 0) este convexă. Atunci γΦ este o

funcţie convexă.

2.2.2 Cazuri particulare

În această subsecţiune considerăm câteva cazuri particulare a rezultatului nostru general

obţinut mai sus şi arătăm că putem redescoperi câteva funcţii gap introduse ı̂n literatură.

Primul caz de compunere

Fie ΦCC1 : X × Y → R funcţia de perturbare definită prin ΦCC1(x, y) = f(x) + g(h(x) + y)

pentru orice (x, y) ∈ X × Y , unde X şi Y sunt spaţii reale local convexe separate, K ⊆ Y un con

nevid, g : Y • → R este o funcţie proprie cu g(∞K) = +∞, f : X → R şi h : X → Y • sunt funcţii

propri astfel ı̂ncât h(dom f ∩ domh) ∩ dom g 6= ∅.
Inegalitatea variaţională (V I)ΦCC1 devine: găsiţi un element x ∈ dom f∩domh∩h−1(dom g)

astfel ı̂ncât

(V I)CC 〈F (x), x− x〉+ f(x) + g(h(x))− f(x)− g(h(x)) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Funcţia γΦCC1 devine pentru x ∈ dom f ∩ domh ∩ h−1(dom g)

γCC1(x) = inf
y∗∈K∗

{g∗(y∗) + (f + y∗h)∗(−F (x))}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + g(h(x))

şi γCC1(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ domh ∩ h−1(dom g).

Teorema 2.2.4 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate,

K ⊆ Y un con nevid, g : Y → R o funcţie proprie, convexă, K-crescătoare cu g(∞K) = +∞,

f : X → R o funcţie proprie şi convexă şi h : X → Y • o funcţie proprie, K-convexă astfel ı̂ncât

h(dom f ∩ domh) ∩ dom g 6= ∅ şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCCC1
i ), i ∈

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γCC1 este funcţie gap pentru problema (V I)CC.

Al doilea caz de compunere

Fie ΦCC2 : X ×X × Y → R funcţia de perturbare definită prin ΦCC2(x, z, y) = f(x+ z) +

g(h(x)+y) pentru orice (x, z, y) ∈ X×X×Y , unde X şi Y sunt spaţii reale local convexe separate,
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K ⊆ Y este un con nevid, g : Y • → R este o funcţie proprie cu g(∞K) = +∞, f : X → R este

proprie şi h : X → Y • este o funcţie proprie astfel ı̂ncât h(dom f ∩ domh) ∩ dom g 6= ∅.
Inegalitatea variaţională (V I)ΦCC2 este (V I)CC : găsiţi un element x ∈ dom f ∩ domh ∩

h−1(dom g) astfel ı̂ncât

(V I)CC 〈F (x), x− x〉+ f(x) + g(h(x))− f(x)− g(h(x)) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Funcţia γΦCC2 devine pentru x ∈ dom f ∩ domh ∩ h−1(dom g)

γCC2(x) = inf
z∗∈X∗,y∗∈K∗

{g∗(y∗) + f ∗(z∗) + (y∗h)∗(−F (x)− z∗)}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + (g ◦ h)(x)

şi γCC2(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ domh ∩ h−1(dom g).

Teorema 2.2.5 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate,

K ⊆ Y un con convex nevid, g : Y → R o funcţie proprie, convexă, K-crescătoare cu g(∞K) =

+∞, f : X → R o funcţie proprie, convexă şi h : X → Y • o funcţie proprie, K-convexă astfel ı̂ncât

h(dom f ∩ domh) ∩ dom g 6= ∅ şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCCC2
i ), i ∈

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γCC2 este funcţie gap pentru problema (V I)CC.

Cazul f + g ◦ A

Particularizăm primul caz de compunere la situaţia K = {0} şi h : X → Y , h(x) = Ax

pentru orice x ∈ X, unde A este un operator continuu liniar. Problema (V I)CC constă ı̂n găsirea

unui element x ∈ dom f ∩ A−1(dom g) astfel ı̂ncât

(V I)f,g,A 〈F (x), x− x〉+ f(x) + g(Ax)− f(x)− g(Ax) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Funcţia γCC1 devine pentru x ∈ dom f ∩ A−1(dom g)

γf,g,A(x) = inf
y∗∈Y ∗

{g∗(y∗) + f ∗(−F (x)− A∗y∗)}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + g(Ax)

şi γf,g,A(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ A−1(dom g).

Teorema 2.2.7 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate,

A : X → Y un operator liniar continuu, g : Y → R şi f : X → R o funcţie proprie şi con-

vexă ı̂ndeplinind dom g ∩ A−1(dom f) 6= ∅ şi presupunem că una din condiţiile de regularitate

(RCf,g,A
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γf,g,A este funcţie gap pentru problema

(V I)f,g,A.

Cazul f + g

Acesta este un caz particular al Secţiunii 2.2.2 când luăm X = Y şi A = idX . În acest caz,

inegalitatea variaţională se reduce la a găsi un element x ∈ dom f ∩ dom g astfel ı̂ncât

(V I)f,g 〈F (x), x− x〉+ f(x) + g(x)− f(x)− g(x) ≥ 0 ∀x ∈ X.
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Funcţia γf,g,A devine pentru x ∈ dom f ∩ dom g

γf,g(x) = inf
y∗∈X∗

{f ∗(−F (x)− y∗) + g∗(y∗)}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + g(x)

şi γf,g(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ dom g.

Teorema 2.2.9 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spaţiu real local convex separat, f, g :

X → R funcţii proprii şi convexe ı̂ndeplinind dom g ∩ dom f 6= ∅ şi presupunem că una din

condiţiile de regularitate (RCf,g
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γf,g este funcţie

gap pentru problema (V I)f,g.

Cazul f + δK

În continuare particularizăm rezultatele din Secţiunea 2.2.2 la cazul g = δK , unde K ⊆ X

este o mulţime nevidă. În acest caz, inegalitatea variaţională (V I)f,g devine: găsiţi un element

x ∈ dom f ∩K astfel ı̂ncât

(V I)f,K 〈F (x), x− x〉+ f(x)− f(x) ≥ 0 ∀x ∈ K.

Funcţia γf,g devine pentru x ∈ dom f ∩K

γf,K(x) = inf
y∗∈X∗

{f ∗(y∗ − F (x)) + σ∗K(−y∗)}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + δK(x)

şi γf,K(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩K.

Teorema 2.2.10 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spaţiu real local convex separat, K ⊆ X

o mulţime convexă nevidă, f : X → R o funcţie proprie şi convexă ı̂ndeplinind dom f ∩ K 6= ∅
şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCf,K

i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită.

Atunci γf,K este funcţie gap pentru problema (V I)f,K.

Observaţia 2.2.11 Obervăm că ı̂n cazul ı̂n care considerăm X = Rn, redescoperim funcţia in-

trodusă ı̂n [3].

Observaţia 2.2.12 În cazul ı̂n care considerăm f ≡ 0, γMV I
F devine funcţia gap Auslender. [12]

(vezi de asemenea [3]).

Exemplul 2.2.13 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X = R, f : R→ R definită pentru x ∈ R
de

f(x) =

{
1
2
x2, dacă x ≥ 0

+∞, altfel,

K = (−∞, 0] şi F : R→ R, F (x) = x pentru orice x ∈ R.

Demonstrăm că ı̂n acest caz Teorema 2.2.10 poate fi aplicată, ı̂n timp ce [3, Teorema 3.1]

nu poate fi aplicată deoarece (RCf,K
7 ) nu este ı̂ndeplinită, justificând astfel folosirea condiţiei de

regularitate de tip ı̂nchidere.
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Cazul cu restricţii geometrice şi cu conuri

Mai departe vom enunţa rezultate care particularizează rezultatele din Secţiunea 2.2.1 când

se consideră funcţia de perturbare ΦCL : X × Z → R,

ΦCL(x, z) =

{
f(x), dacă x ∈ S, g(x) ∈ z − C,
+∞, altfel,

unde X şi Z sunt spaţii reale local convexe separate, Z spaţiu parţial ordonat de un con nevid

C ⊆ Z, S ⊆ X este o mulţime nevidă, f : X → R este o funcţie proprie şi g : X → Z• este o

funcţie proprie ı̂ndeplinind dom f ∩ S ∩ g−1(−C) 6= ∅.
Inegalitatea variaţională (V I)ΦCL devine: găsiţi un element x ∈ dom f ∩ A astfel ı̂ncât

(V I)C 〈F (x), x− x〉+ f(x)− f(x) ≥ 0 ∀x ∈ A,

unde A = S ∩ g−1(C).

Funcţia γΦCL devine pentru x ∈ dom f ∩ A

γCL(x) = inf
z∗∈C∗

{(f + (z∗g))∗S(−F (x))}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + δA(x)

şi γCL(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ A.

Teorema 2.2.14 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Z spaţii reale local convexe separate,

Z paţial ordonat de conul convex C ⊆ Z, S ⊆ X o mulţime convexă nevidă, f : X → R o funcţie

proprie şi convexă şi g : X → Z• o funcţie proprie C-convexă ı̂ndeplinind dom f∩S∩g−1(−C) 6= ∅
şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCCL

i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită.

Atunci γCL este funcţie gap pentru problema (V I)C.

Observaţia 2.2.15 În cazul ı̂n care considerăm X = S = Rn, Z = Rm, C = Rm
+ şi g(x) =

(g1(x), ..., gm(x))T , unde gi : Rn → R, i ∈ {1, ...,m}, obţinem funcţia gap introdusă ı̂n [3, Secţiunea

3]. Mai mult, ı̂n cazul ĉınd f ≡ 0, obţinem funcţia gap Giannessi [67] (vezi şi [3]).

Dacă considerăm o altă funcţie de perturbare adică ΦCFL : X ×X × Z → R,

ΦCFL(x, y, z) =

{
f(x+ y), dacă x ∈ S, g(x) ∈ z − C,
+∞, altfel.

Funcţia γΦCFL devine pentru x ∈ dom f ∩ A

γCFL(x) = inf
z∗∈C∗,y∗∈X∗

{f ∗(y∗) + (z∗g)∗S(−F (x)− y∗)}+ 〈F (x), x〉+ f(x) + δA(x)

şi γCFL(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ A.

Teorema 2.2.16 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Z spaţii reale local convexe separate, Z

parţial ordonat de conul convex C ⊆ Z, S ⊆ X este o mulţime convexă nevidă, f : X → R o funcţie

proprie şi convexă şi g : X → Z• o funcţie proprie, C-convex ı̂ndeplinind dom f∩S∩g−1(−C) 6= ∅
şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCCFL

i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită.

Atunci γCFL este funcţie gap pentru problema (V I)C.



2.2 Funcţii gap pentru inegalităţi variaţionale 23

Observaţia 2.2.17 (a) Urmând ideea din [3] se poate demonstra relaţia: γCL ≤ γCFL.

(b) În ipotezele folosite ı̂n Remarca 2.2.15 obţinem funcţia gap introdusă ı̂n [3, Secţiunea

3].

2.2.3 Funcţia dual gap pentru inegalitatea variaţională generală

În cele ce urmează considerăm următoarea inegalitate variaţională de tip Minty: găsiţi un

element x ∈ X astfel ı̂ncât

(V I)′Φ 〈F (x), x− x〉+ Φ(x, 0)− Φ(x, 0) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Introducem acum funcţia dual gap pentru (V I)Φ. Pentru x ∈ dom Φ(·, 0) fixat, inegalităţii

variaţionale (V I)′Φ ı̂i ataşăm problema de optimizare

(P ′Φ, x) inf
x∈X
{〈F (x), x− x〉+ Φ(x, 0)} − Φ(x, 0)

şi duala Fenchel:

(D′Φ, x) sup
x∗∈X∗

{
− sup

x∈X
{〈x∗, x〉 − 〈F (x), x− x〉} − (Φ(·, 0))∗(−x∗)

}
− Φ(x, 0).

Urmând ideea din [3], introducem funcţia γ′Φ definită pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0) prin

γ′Φ(x) = inf
x∗∈X∗,y∗∈Y ∗

{
sup
x∈X
{〈x∗, x〉 − 〈F (x), x− x〉}+ Φ∗(−x∗, y∗)

}
+ Φ(x, 0)

şi γ′Φ(x) = +∞ pentru x /∈ dom Φ(·, 0).

În cele ce urmează vom compara funcţia γΦ cu funcţia nou introdusă, şi anume γ′Φ.

Propoziţia 2.2.19 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Dacă F : X → X∗ este un operator monoton

atunci are loc

γ′Φ(x) ≤ γΦ(x) ∀x ∈ X.

Teorema 2.2.20 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe se-

parate, F : X → X∗ un operator monoton şi superior hemicontinuu, Φ : X × Y → R o

funcţie proprie astfel ı̂ncât 0 ∈ prY (dom Φ) şi presupunem că una din condiţiile de regularitate

(RCΦ
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γ′Φ este funcţie gap pentru (V I)Φ.

Observaţia 2.2.21 Remarcăm că, ı̂n contrast cu funcţia γΦ, funcţia γ′Φ este ı̂ntotdeauna o funcţie

convexă dacă presupunem că Φ(·, 0) este convexă (vezi Propoziţia 2.2.3).

În continuare vom particulariza funcţia de perturbare Φ şi vom considera cadrul din

Secţiunea 2.2.2. Pentru acest caz particular avem următoarea inegalitate variaţională: găsiţi un

element x ∈ dom f ∩ dom g astfel ı̂ncât

(V I)′f,g 〈F (x), x− x〉+ f(x) + g(x)− f(x)− g(x) ≥ 0 ∀x ∈ X.
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Funcţia γ′Φ devine pentru x ∈ dom f ∩ dom g

γ′f,g(x) = inf
x∗∈X∗,y∗∈Y ∗

{
sup
x∈X
{〈x∗, x〉 − 〈F (x), x− x〉}+ f ∗(−x∗ − y∗) + g∗(y∗)

}
+ f(x) + g(x)

şi γ′f,g(x) = +∞ pentru x /∈ dom f ∩ dom g. Avem următorul rezultat.

Teorema 2.2.22 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spaţiu real local convex separat, F :

X → X∗ un operator monoton şi superior hemicontinuu, f, g : X → R funcţii proprii şi convexe

ı̂ndeplinind dom f ∩ dom g 6= ∅ şi presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCf,g
i ), i ∈

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γ′f,g este funcţie gap pentru (V I)f,g.

Să observăm că am introdus două funcţii, γf,g şi duala γ′f,g, care ı̂n anumite condiţii devin

funcţii gap pentru inegalitatea variaţională (V I)f,g. Dăm ı̂n continuare un exemplu pentru a arăta

că ı̂n general aceste funcţii nu coincid, chiar dacă toate ipotezele din Teorema 2.2.9 şi Teorema

2.2.22 sunt ı̂ndeplinite.

Exemplul 2.2.23 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Considerăm cazul X = R şi f, g, F : R→ R,

f(x) = g(x) = F (x) = x pentru orice x ∈ R. Se poate arăta că f ∗ = g∗ = δ{1}, deci, pentru orice

x ∈ R avem

γ′f,g(x) = inf
x∗∈R

{
sup
x∈R
{x∗x− x2 + xx}+ inf

y∗∈R
{δ{1}(−x∗ − y∗) + δ{1}(y

∗)}
}

+ 2x

= sup
x∈R
{−2x− x2 + xx}+ 2x = (x− 2)2/4 + 2x = (x+ 2)2/4

şi

γf,g(x) = inf
y∗∈R
{δ{1}(−x− y∗) + δ{1}(y

∗)}+ x2 + 2x = δ{−2}(x).

Observaţia 2.2.24 Considerăm f ≡ 0 şi g = δK unde K este o mulţime nevidă. În acest caz

redescoperim funcţia γV I
′

F introdusă ı̂n [3].

Observaţia 2.2.25 Considerăm funcţia de perturbare considerată ı̂n prima parte a Secţiunii 2.2.2

ı̂n cazul când X = S = Rn, Z = Rm, C = Rm
+ , f ≡ 0 şi g(x) = (g1(x), ..., gm(x))T , unde

gi : Rn → R, i ∈ {1, ...,m}. Redescoperim ı̂n acest caz funcţia gap introdusă ı̂n [3, Secţiunea 4].

2.3 Condiţii de optim pentru inegalităţi variaţionale

În această secţiune vom da condiţii de optim pentru inegalităşile variaţionale, condiţii

bazate pe calculul subdiferenţial. În acest context sunt implicate din nou condiţiile de regularitate.

Mai departe, arătăm că putem obţine caracterizări secvenţiale care au loc ı̂n absenţa condiţiilor

de regularitate, aplicănd rezultatele date ı̂n [28, 29] pentru probleme de optimizare. Sunt date de

asemenea şi exemple care vin să justifice utilitatea unor astfel de caracterizări.
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2.3.1 Condiţii de optim pentru inegalităţi variaţionale bazate pe calcul

subdiferenţial

Scopul acestei secţiuni este de a caracteriza soluţiile inegalităţilor variaţionale considerate

ı̂n această lucrare, cu ajutorul subdiferenţialei convexe.

Teorema 2.3.1 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem că toate ipotezele din Teorema

2.2.1 sunt ı̂ndeplinite. Atunci x este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)Φ dacă şi numai dacă

−F (x) ∈ PrX∗(∂Φ(x, 0)).

Teorema 2.3.2 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem că toate ipotezele din Teorema

2.2.7 sunt ı̂ndeplinite. Atunci x este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)f,g,A dacă şi numai

dacă

−F (x) ∈ ∂f(x) + A∗∂g(Ax).

Teorema 2.3.4 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem că toate ipotezele din Teorema

2.2.9 sunt ı̂ndeplinite. Atunci x este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)f,g dacă şi numai

dacă

−F (x) ∈ ∂f(x) + ∂g(x).

Teorema 2.3.5 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Presupunem că toate ipotezele din Teorema

2.2.10 sunt ı̂ndeplinite. Atunci x este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)f,K dacă şi numai

dacă

−F (x) ∈ ∂f(x) +NK(x),

care este echivalentă cu: există x∗ ∈ ∂f(x) astfel ı̂ncât următoarea inegalitate variaţională să aibă

loc:

〈F (x) + x∗, x− x〉 ≥ 0 ∀x ∈ K.

2.3.2 Condiţii secvenţiale pentru inegalităţi variaţionale

Să observăm că ı̂n caracterizările date anterior pentru soluţiile inegalităţilor variaţionale,

prin intermediul funcţiilor gap sau cu ajutorul calculului subdiferenţial, ı̂ndeplinirea unei condiţii

de regularitate a avut o mare importanţă. Arătăm ı̂n această secţiune că putem caracteriza soluţiile

acestor probleme chiar ı̂n absenţa acestor condiţii de regularitate. Folosim ca şi instrument de lucru

condiţiile secvenţiale date ı̂n [28, 29] pentru diferite probleme de optimizare.

Condiţii secvenţiale pentru inegalitatea variaţională generală

În cele ce urmează dăm condiţii secvenţiale pentru a caracteriza soluţiile inegalităţii

variaţionale generale (V I)Φ. În continuarea acestei secţiuni presupunem că X este un spaţiu

Banach reflexiv şi Y este un spaţiu Banach.

Teorema 2.3.6 (L. Cioban, [48]) Fie Φ : X × Y → R o funcţie proprie, convexă şi inferior

semicontinuă şi 0 ∈ PrY (dom Φ). Atunci x ∈ dom Φ(·, 0) este o soluţie pentru (V I)Φ dacă şi
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numai dacă există (xn, yn) ∈ dom Φ şi (x∗n, y
∗
n) ∈ ∂Φ(xn, yn) astfel ı̂ncât

x∗n → −F (x), xn → x, yn → 0 (n→ +∞),

Φ(xn, yn)− 〈y∗n, yn〉 − Φ(x, 0)→ 0 (n→ +∞).

Condiţii secvenţiale pentru cazul g + f ◦ h

Pentru acest caz von lucra ı̂n cadrul următor: X este un spaţiu Banach reflexiv şi Y este un

spaţiu Banach parţial ordonat de conul convex nevid K ⊆ X, f : X → R este o funcţie proprie,

convexă şi inferior semicontinuă, h : X → Y • este proprie şi K-convexă şi g : Y • → R este o

funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă cu g(+∞K) = +∞. Presupunem de asemenea că

dom f ∩ domh ∩ h−1(dom g) 6= ∅.
Considerăm două cazuri particulare ale acestuia. Primul, când presupunem că h este K-epi

ı̂nchisă, şi al doilea caz, cand presupunem că funcţia h este continuă.

1. Cazul h este K-epi ı̂nchisă

Pentru acest caz, presupunem ı̂n plus că Y este reflexiv, h este K-epi-̂ınchis şi g este

K-crescătoare pe h(domh) +K.

Teorema 2.3.7 (L. Cioban, [48]) Elementul x ∈ dom f ∩ domh ∩ h−1(dom g) este o soluţie

pentru (V I)CC dacă şi numai dacă

∃(xn, pn, qn, q′n) ∈ X × dom f × dom g × Y, h(xn) ≤K q′n
∃(u∗n, e∗n, u′∗n , q∗n), q∗n ∈ K∗, u∗n ∈ ∂f(pn), q∗n + e∗n ∈ ∂g(qn),

u′∗n ∈ ∂(q∗nh)(xn), 〈q∗n, q′n − h(xn)〉 = 0∀n ∈ N,
u∗n + u′∗n → −F (x), e∗n → 0, pn → x, qn → h(x), q′n → h(x) (n→ +∞),

f(pn)− 〈u∗n, pn − xn〉+ 〈F (x), xn − x〉+ 〈q∗n, h(xn)− h(x)〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

g(qn)− 〈q∗n, qn − h(x)〉 − g(h(x))→ 0 (n→ +∞).

2. Cazul h este continuă

Pentru acest caz considerăm ı̂n plus că h : X → Y este continuă şi g : Y → R este

K-crescătoare pe Y .

Teorema 2.3.8 (L. Cioban, [48]) Elementul x ∈ dom f∩h−1(dom g) este o soluţie pentru (V I)CC

dacă şi numai dacă

∃(xn, yn) ∈ dom f × dom g,∃(u∗n, v∗n, y∗n) ∈ X∗ ×X∗ ×K∗,
u∗n − F (x) ∈ ∂f(xn), v∗n ∈ ∂(y∗nh)(xn), y∗n ∈ ∂g(yn)∀n ∈ N,
u∗n + v∗n → 0, xn → x, yn → h(x) (n→ +∞),

f(xn) + 〈y∗n, h(xn)− h(x)〉+ 〈F (x), xn − x〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

g(yn)− 〈y∗n, yn − h(x)〉 − g(h(x))→ 0 (n→ +∞).

Condiţii secvenţiale pentru cazul f + g ◦ A

Teorema 2.3.9 (L. Cioban, [48]) Fie A : X → Y un operator liniar continuu, f, g : X → R
două funcţii proprii, convexe şi inferior semicontinue astfel ı̂ncât A(dom f) ∩ dom g 6= ∅. Atunci
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x ∈ dom f ∩ A−1(dom g) este o soluţie pentru (V I)f,g,A dacă şi numai dacă

∃{εn} ↓ 0, ∃x∗n ∈ ∂εnf(x),∃y∗n ∈ ∂εng(Ax) astfel ı̂ncât x∗n + A∗y∗n → −F (x), (n→ +∞).

Teorema 2.3.10 (L. Cioban, [48]) Fie A : X → Y un operator liniar continuu, f, g : X → R
două funcţii proprii, convexe şi inferior semicontinue astfel ı̂ncât A(dom f) ∩ dom g 6= ∅. Atunci

x ∈ dom f ∩ A−1(dom g) este o soluţie pentru (V I)f,g,A dacă şi numai dacă
∃(xn, yn) ∈ dom f × dom g, ∃x∗n ∈ ∂f(xn), ∃y∗n ∈ ∂g(yn) astfel ı̂ncât

x∗n + A∗y∗n → −F (x), xn → x, yn → Ax (n→ +∞),

f(xn)− 〈x∗n, xn − x〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

g(yn)− 〈y∗n, yn − Ax〉 − g(Ax)→ 0 (n→ +∞).

Condiţii secvenţiale pentru cazul f + g

Teorema 2.3.11 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X spaţiu Banach reflexiv şi f, g : X → R
două funcţii proprii, convexe şi inferior semicontinue astfel ı̂ncât dom f ∩ dom g 6= ∅. Atunci

x ∈ dom f ∩ dom g este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)f,g dacă şi numai dacă
∃(xn, yn) ∈ dom f × dom g, ∃x∗n ∈ ∂f(xn), ∃y∗n ∈ ∂g(yn) astfel ı̂ncât

x∗n + y∗n → −F (x), xn → x, yn → x (n→ +∞),

f(xn)− 〈x∗n, xn − x〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

g(yn)− 〈y∗n, yn − x〉 − g(x)→ 0 (n→ +∞).

Condiţii secvenţiale pentru cazul f + δK

Teorema 2.3.12 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv, f : X → R
o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă şi K ⊆ X o mulţime ı̂nchisă şi convexă astfel

ı̂ncât dom f ∩K 6= ∅. Atunci x ∈ dom f ∩K este o soluţie a inegalităţii variaţionale (V I)f,K dacă

şi numai dacă
∃(xn, yn) ∈ dom f ×K, ∃x∗n ∈ ∂f(xn), ∃y∗n ∈ NK(yn) astfel ı̂ncât

x∗n + y∗n → −F (x), xn → x, yn → x (n→ +∞),

f(xn)− 〈x∗n, xn − x〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

〈y∗n, yn − x〉 → 0 (n→ +∞).

În cele ce urmează vom da un exemplu prin care subliniem avantajul unor astfel de carac-

terizări secvenţiale.

Exemplul 2.3.13 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X = R2, K = {0} × R, f : R2 → R,

f(x, y) = −√xy + δR2
+

(x, y) şi F : R2 → R2, F (x, y) = (x, y) pentru orice x, y ∈ R. În acest caz

arătăm că nici Teorema 2.2.10 sau Teorema 2.3.5 nu pot fi aplicate, totuşi condiţiile Teoremei

2.3.12 sunt ı̂ndeplinite.



Capitolul 3

Probleme de echilibru

Problemele de echilibru ne oferă un cadrul unificat pentru studiul diferitelor probleme ı̂n

optimizare, teoria punctului fix, teoria punctelor şa, inegalităţi variaţionale, etc. după cum lucrarea

scrisă de Blum-Oettli [20] arată.

În cele ce urmează vom da caracterizări ale soluţiilor unor probleme de echilibru folosind

punctele şa ale unei funcţii Lagrange asociată, prin intermediul dualităţii, folosind funcţiile gap,

cu ajutorul proprietăţilor subdiferenţialei convexe şi de asemenea, vom da caracterizări secvenţiale

pentru soluţiile acestor probleme de echilibru.

3.1 Dualitate pentru o problemă de echilibru extinsă

Bigi, Castellani şi Kassay [19] au introdus aşa numita ”problemă de echilibru generalizată”

şi care constă ı̂n găsirea unui punct x ∈ Rn astfel ı̂ncât

(GEP) ϕ(x, y) + f(y) ≥ f(x), ∀y ∈ Rn,

unde f : Rn → (−∞,+∞] este o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă, ϕ : Rn×Rn → R
este o funcţie care satisface condiţiile ϕ(x, ·) este convexă pentru orice x ∈ dom f şi ϕ(x, x) = 0

pentru orice x ∈ dom f , şi s-a arătat că soluţiile problemei (GEP ) şi ale dualei sale sunt strict

legate de punctele şa ale funcţiei Lagrange asociată.

În cele ce urmează vom studia o formă extinsă a problemei (GEP ), o problemă de echi-

libru mai generală cu suma a două funcţii, una fiind compusă cu un operator continuu şi liniar.

Introducem şi studiem de asemenea, o problemă de echilibru duală asociată acesteia.

3.1.1 Condiţii de optim pentru o problemă de optimizare

În această secţiune vom da condiţii de optim pentru o problemă de optimizare care este

formată din sumă de trei funcţii, una din ele fiind compusă cu un operator liniar continuu.

Considerăm problema de optimizare

(P3) inf
x∈Rn

{
f1(x) + f2(x) + f3(Bx)

}
.

Problema duală asociată problemei (P3) este
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(D3) sup
x∗1,x

∗
2∈Rn,x∗3∈Rm,

x∗1+x∗2+B∗x∗3=0

{
− f ∗1 (x∗1)− f ∗2 (x∗2)− f ∗3 (x∗3)

}
.

Folosind ca instrument condiţiile de regularitate date pentru probleme care au ı̂n funcţia

obiectiv compunere cu un operator (vezi [31, section 3.2.2]), putem da, ı̂n cazul finit dimensional,

următorul rezultat.

Teorema 3.1.1 (L. Cioban, [45]) Fie B : Rn → Rm un operator liniar, f1, f2 : Rn → R,

f3 : Rm → R funcţii proprii ı̂ndeplinind dom f1∩dom f2∩B−1(dom f3) 6= ∅. Fie (x∗2, x
∗
3) ∈ Rn×Rm

o soluţie optimă pentru (D3) şi presupunem că ri dom f ∗1 ∩(− ri dom f ∗2 −B∗ ri dom f ∗3 ) 6= ∅. Atunci

există x ∈ Rn, o soluţie optimă pentru duala problmei (D3), astfel ı̂ncât

1. x ∈ ∂f ∗1 (−x∗2 −B∗x∗3)

2. x ∈ ∂f ∗2 (x∗2)

3. Bx ∈ ∂f ∗3 (x∗3).

3.1.2 Dualitate pentru problema de echilibru (CEP )

Considerăm următoarea problemă de echilibru care constă ı̂n găsirea unui element x ∈ Rn

astfel ı̂ncât

(CEP) ϕ(x, y) + f(y) + g(Ay) ≥ f(x) + g(Ax), ∀y ∈ Rn,

unde A ∈ L(Rn,Rm), f : Rn → R şi g : Rm → R sunt funcţii proprii şi convexe ı̂ndeplinind

dom f∩A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn×Rn → R, şi ϕ(x, ·) este o funcţie convexă ∀x ∈ dom f∩A−1 dom g,

ϕ(x, x) = 0 ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g.

Pentru x ∈ dom f∩A−1 dom g putem rescrie problema de echilibru (CEP ) ca pe o problemă

de optimizare

(Px) inf
y∈Rn

{
ϕ(x, y) + f(y) + g(Ay)

}
.

Următoarea teoremă stabileşte conexiuni ı̂ntre (CEP ) şi (Px).

Teorema 3.1.3 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi

convexe şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn → R, ϕ(x, ·) o

funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0 ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g şi presupunem că

A(ri dom f) ∩ ri dom g 6= ∅. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) x este o soluţie pentru (CEP );

(ii) x este o soluţie pentru (Px);

(iii) D(x) 6= ∅;

unde D(x) :=
{

(u∗, v∗) : u∗ ∈ ∂f(x), v∗ ∈ ∂g(Ax),−u∗ − A∗v∗ ∈ ∂ϕ(x, ·)(x)
}

.
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Când condiţia de regularitate A(ri dom f)∩ ri dom g 6= ∅ este ı̂ndeplinită, problema (CEP )

poate fi reformulată astfel: găsiţi x ∈ Rn astfel ı̂ncât să existe (u∗, v∗) ∈ Rn × Rm astfel ı̂ncât

(p1) −u∗ − A∗v∗ ∈ ∂ϕ(x, ·)(x);

(p2) u∗ ∈ ∂f(x);

v∗ ∈ ∂g(Ax);

Putem ataşa problemei (CEP ) următoarea problemă duală care constă ı̂n găsirea unui

element (u∗, v∗) ∈ Rn × Rm astfel ı̂ncât să existe x ∈ Rn astfel ı̂ncât

(DCEP ) (d1) x ∈ ∂ϕ∗(x, ·)(−u∗ − A∗v∗);
(d2) x ∈ ∂f ∗(u∗);

Ax ∈ ∂g∗(v∗),

unde ϕ∗(x, ·)(x∗) este conjugata funcţiei ϕ pe a doua variabilă, ϕ∗(x, ·)(x∗) = (ϕ(x, ·))∗(x∗).

Teorema 3.1.5 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi

convexe şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn → R, ϕ(x, ·) o

funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩A−1 dom g şi presupunem că

A(ri dom f)∩ ri dom g 6= ∅. Dacă x ∈ Rn este soluţie pentru (CEP ) atunci orice element din D(x)

este o soluţie pentru (DCEP ).

Considerăm mulţimea:

P(u∗, v∗) =
{
x ∈ dom f ∩ A−1 dom g : x ∈ ∂ϕ∗(x, ·)(−u∗ − A∗v∗) ∩ ∂f ∗(u∗) ∩ A−1∂g∗(v∗)

}
.

Teorema următoare caracterizează soluţiile problemei (DCEP ) prin intermediul mulţimii

P(u∗, v∗).

Teorema 3.1.7 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii, convexe

şi inferior semicontinue şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn ×Rn → R,

ϕ(x, ·) o funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g. Dacă

(u∗, v∗) este o soluţie pentru (DCEP ) atunci orice element din P(u∗, v∗) este o soluţie pentru

(CEP ).

Observaţia 3.1.8 Teorema 3.1.7 afirmă că orice element x ∈ P(u∗, v∗) generează o soluţie pentru

(CEP ). Dacă se consideră ı̂n plus condiţia de regularitate A(ri dom f) ∩ ri dom g 6= ∅ ı̂ndeplinită,

atunci mulţimea P(u∗, v∗) nu este altceva decât mulţimea soluţiilor problemei (CEP ) asociate

elementului u∗ + A∗v∗.

Teorema 3.1.9 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi convexe

şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn×Rn → R, ϕ(x, ·) o funcţie convexă

∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g. Dacă (u∗, v∗) ∈ D(x) atunci

x ∈ P(u∗, v∗).
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Teorema 3.1.10 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii, convexe

şi inferior semicontinue şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn ×Rn → R,

ϕ(x, ·) o funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g. Dacă

x ∈ P(u∗, v∗) atunci (u∗, v∗) ∈ D(x).

Soluţiile problemei (CEP ) respectiv ale problemei (DCEP ) sunt legate de punctele şa ale funcţiei

Lagrange:

Lx(x, y, u∗, v∗) = f(x)− 〈u∗, x〉+ g(y)− 〈v∗, y〉 − ϕ∗(x, ·)(−u∗ − A∗v∗)

după cum ne arată următoarea teoremă.

Teorema 3.1.11 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii, convexe

şi inferior semicontinue şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn →
R, ϕ(x, ·) o funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) (u∗, v∗) ∈ D(x);

(ii) x ∈ P(u∗, v∗);

(iii) (x,Ax, u∗, v∗) este punct şa pentru Lx.

Următoarele rezultate sunt consecinţe directe ale Teoremei 3.1.11.

Corolarul 3.1.12 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi

convexe şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn → R, ϕ(x, ·) o

funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩A−1 dom g şi presupunem că

A(ri dom f)∩ ri dom g 6= ∅. x ∈ Rn este o soluţie pentru (CEP ) dacă şi numai dacă există (u∗, v∗)

astfel ı̂ncât (x,Ax, u∗, v∗) este punct şa pentru Lx.

Corolarul 3.1.13 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii, convexe

şi inferior semicontinue şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn →
R, ϕ(x, ·) o funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g.

(u∗, v∗) ∈ Rn × Rm este o soluţie pentru (DCEP ) dacă şi numai dacă există x ∈ Rn astfel ı̂ncât

(x,Ax, u∗, v∗) este punct şa pentru Lx.

Dacă considerăm problema de optimizare (Px) putem formula duala Fenchel astfel:

(Dx) sup
x∗∈Rn

y∗∈Rm

{
− ϕ∗(x, ·)(−x∗)− g∗(y∗)− f ∗(x∗ − A∗y∗)

}
.

Putem observa că (Dx) nu are forma problemei de optimizare ataşate problemei de echilibru

(DCEP ), dar, putem demonstra următoarele relaţii ı̂ntre ele.

Teorema 3.1.14 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi convexe

şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn×Rn → R, ϕ(x, ·) o funcţie convexă

∀x ∈ dom f ∩A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩A−1 dom g. Dacă (u∗, v∗) este o soluţie pentru

(DCEP ) atunci există x ∈ P(u∗, v∗) astfel ı̂ncât (u∗ + A∗v∗, v∗) este o soluţie pentru (Dx).
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În continuare enunţăm rezultate care garantează că toate soluţiile problemelor (CEP ) sau

(DCEP ) pot fi găsite utilizănd problemele de optimizare (Px) respectiv (Dx) dacă următoarea

proprietate a funcţiei ϕ este ı̂ndeplinită:

ϕ(x, y) ≤ ϕ(x, z) + ϕ(z, y), ∀x, y, z ∈ Rn, (3.1)

proprietate folosită ı̂n acelaşi scop ı̂n [17, 19, 20].

Teorema 3.1.15 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi

convexe şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn → R, ϕ(x, ·) o

funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g. Dacă funcţia ϕ

satisface proprietatea (3.1) atunci x este o soluţie pentru problema (CEP ) dacă şi numai dacă

există z ∈ dom f ∩ A−1 dom g astfel ı̂ncât x este o soluţie pentru (Pz).

Teorema 3.1.16 (L. Cioban, [45]) Fie f : Rn → R şi g : Rm → R două funcţii proprii şi

convexe şi A ∈ L(Rn,Rm) ı̂ndeplinind dom f ∩ A−1 dom g 6= ∅, ϕ : Rn × Rn → R, ϕ(x, ·) o

funcţie convexă ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g, ϕ(x, x) = 0, ∀x ∈ dom f ∩ A−1 dom g. Presupunem că

ri domϕ∗(x, ·) ∩ (− ri dom f ∗ − A∗ ri dom g∗) 6= ∅ pentru orice x ∈ Rn şi funcţia ϕ satisface (3.1).

Atunci, (u∗, v∗) este o soluţie pentru (DCEP ) dacă şi numai dacă există z ∈ dom f ∩ A−1 dom g

astfel ı̂ncât (u∗ + A∗v∗, v∗) este o soluţie pentru (Dz).

3.1.3 Cazuri particulare

Probleme de echilibru

Particularizând rezultatele de dualitate pentru problemele (CEP ) şi (DCEP ) la cazul

când m = n, g(x) = 0, ∀x ∈ Rn, A : Rn → Rn este operatorul identitate, redescoperim atât cadrul

cât şi rezultatele prezentate ı̂n [19, Secţiunea 3].

Inegalităţi variaţionale

Dacă considerăm X = Rn şi Y = Rm, ε = ε1 = ε2 = 0, ı̂n formularea problemelor

(VI)g,f,Aε şi (DVI)g,f,Aε1,ε2
prezentate ı̂n Secţiunea 2.1.2, obţinem aceleaşi probleme ca şi ı̂n cazul când

considerăm ϕ(x, y) = 〈F (x), y− x〉, F : Rn → Rn, pentru problema (CEP ). Mai mult, dacă luăm

n = m, g ≡ 0, A operatorul identitate şi dacă F este un operator injectiv, redescoperim perechea

duală de inegalităţi variaţionale şi rezultatele de dualitate introduse de Mosco ı̂n [113].

3.2 Funcţii gap pentru probleme de echilibru

Scopul acestei secţiuni este să aplicăm tehnicile utilizate ı̂n Secţiunea 2.2 pentru probleme

de echilibru. Construim funcţii gap pentru o problemă de echilibru generală şi considerăm câteva

cazuri particulare printre care redescoperim funcţii gap introduse ı̂n literatură.

3.2.1 O funcţie gap pentru problema de echilibru generală

Considerăm problema de echilibru care constă ı̂n găsirea unui element x ∈ X astfel ı̂ncât
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(PEP ) F (x, x) + Φ(x, 0) ≥ Φ(x, 0) ∀x ∈ X,

unde X şi Y sunt spaţii reale local convexe separate, Φ : X × Y → R este o funcţie proprie

ı̂ndeplinind 0 ∈ prY (dom Φ) şi F : X ×X → R este o bifuncţie care satisface relaţia F (x, x) = 0

pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0).

Fie x ∈ dom Φ(·, 0) fixat. Problemei (PEP ) ı̂i asociem următoarea problemă de optimizare

(P PEP , x) inf
x∈X
{F (x, x) + Φ(x, 0)} − Φ(x, 0)

Se poate observa că x este o soluţie pentru problema de echilibru (PEP ) dacă şi numai

dacă v(P PEP , x) = 0.

Considerăm duala Fenchel a problemei (P PEP , x):

(DPEP , x) sup
x∗∈X∗

{
− F ∗x (x, x∗)− (Φ(·, 0))∗(−x∗)

}
− Φ(x, 0),

unde F ∗x (x, x∗) = (F (x, ·))∗(x∗).
Introducem funcţia γPEP : X → R definită pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0) astfel

γPEP (x) = inf
x∗∈X∗,y∗∈Y ∗

{
F ∗x (x, x∗) + Φ∗(−x∗, y∗)

}
+ Φ(x, 0)

şi γPEP (x) = +∞ pentru x /∈ dom Φ(·, 0).

Teorema 3.2.1 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate,

Φ : X × Y → R o funcţie proprie şi convexă, F : X × X → R o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât

pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0), F (x, x) = 0, dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·) este convexă

şi continuă ı̂ntru-un punct din dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·). Presupunem că una din condiţiile de

regularitate (RCΦ
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γPEP este funcţie gap pentru

problema (PEP ).

Observaţia 3.2.2 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Continuitatea funcţiei F (x, ·) a fost folosită

pentru a garanta egalitatea v(P PEP , x) = v(DPEP , x). Alternativ, putem ı̂nlocui continuitatea cu

o condiţie de regularitate care foloseşte noţiuni de tip interior, sau o condiţie de regularitate de

tip ı̂nchidere.

3.2.2 Cazuri particulare

În cele ce urmează particularizăm funcţia de perturbare Φ şi arătăm că unele funcţii gap in-

troduse ı̂n literatură pentru probleme de echilibru (vezi [2, 26]) pot fi văzute ca şi cazuri particulare

ale rezultatului nostru principal.

Cazul g ◦ h

Fie ΦCC1 : X × Y → R funcţia de perturbare definită de ΦCC1(x, y) = δA(x) + g(h(x) + y)

pentru orice (x, y) ∈ X × Y , unde X şi Y sunt spaţii reale local convexe separate, A ⊆ X este o

mulţime nevidă, K ⊆ Y este un con nevid, g : Y → R este o funcţie proprie cu g(∞K) = +∞ şi

h : X → Y • este o funcţie proprie astfel ı̂ncât h(A∩domh)∩dom g 6= ∅. În acest caz redescoperim

funcţia introdusă ı̂n [26, Secţiunea 4] pentru cazul când g are domeniul ı̂ntreg spaţiul.
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Observaţia 3.2.3 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Dacă considerăm funcţia de perturbare Φf,g :

X × X → R şi dacă pentru aceasta considerăm f = δK, unde K ⊆ X este o mulţime nevidă şi

g ≡ 0, vom redescoperi funcţia introdusă ı̂n [2].

Observaţia 3.2.4 (L. Cioban, E.R. Csetnek, [51]) Particularizând rezultatele date pentru pro-

blemele de echilibru la inegalităţi variaţionale vom redescoperi problemele şi rezultatele prezentate

ı̂n Secţiunea 2.2.1.

3.2.3 Funcţia dual gap pentru problema de echilibru generală

În această secţiune introducem o altă clasă de funcţii gap pentru problema (PEP ). În cele

ce urmează ne vom ocupa de aşa numita problema de echilibru de tip Minty care e strâns legată

de (PEP ) şi care constă ı̂n găsirea unui element x ∈ X astfel ı̂ncât

(DPEP ) F (x, x) + Φ(x, 0) ≤ Φ(x, 0),∀x ∈ X.

Notăm prin SPEP şi SDPEP mulţimea soluţiilor problemelor (PEP ) respectiv (DPEP ).

Pentru a formula o altă funcţie gap pentru problema (PEP ) folosind problema

(DPEP ), sunt amintite câteva definiţii (vezi [18, 20, 87, 89, 109]): monotonia şi pseudomo-

notonia unei bifuncţii, cvasiconvexitate, explicit cvasiconvexitate, (explicit) cvasiconcavitate, u-

hemicontinuitate şi l-hemicontinuitate.

Propoziţia 3.2.8 (L. Cioban, [49]) Dacă F este o bifuncţie monotonă, atunci SPEP ⊆ SDPEP .

Propoziţia 3.2.9 (L. Cioban, [49]) Fie F (x, ·) convexă ∀x ∈ X, F (·, x) u-hemicontinuă ∀x ∈ X
şi Φ(·, 0) proprie, convexă şi l-hemicontinuă. Atunci SDPEP ⊆ SPEP .

Observaţia 3.2.10 (L. Cioban, [49]) Putem ı̂nlocui convexitatea funcţiilor F (x, ·) şi Φ(·, 0) cu

explicit cvasiconvexitatea funcţiei F (x, ·) + Φ(·, 0) ı̂n Propoziţia 3.2.9.

Problemei de echilibru de tip Minty (DPEP ) ı̂i ataşăm următoarea problemă de optimizare:

(PDPEP , x) inf
x∈X
{−F (x, x) + Φ(x, 0)} − Φ(x, 0)

unde x este fixat. Problema duală Fenchel a problemei (PDPEP , x) este (vezi [57, 133]):

(DDPEP , x) sup
x∗∈X∗

{
− sup

x∈X
[〈x∗, x〉+ F (x, x)]− (Φ(·, 0))∗(−x∗)

}
− Φ(x, 0).

Urmănd ideile folosite ı̂n [2, 3], introducem funcţia γDPEP definită pentru orice x ∈
dom Φ(·, 0) astfel:

γDPEP (x) = inf
x∗∈X∗,y∗∈Y ∗

{
sup
x∈X

[〈x∗, x〉+ F (x, x)] + Φ∗(−x∗, y∗)
}

+ Φ(x, 0),

şi γDPEP (x) = +∞ pentru x /∈ dom Φ(·, 0).
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Corolarul 3.2.11 (L. Cioban, [49]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate, Φ : X×Y →
R o funcţie proprie şi convexă, F : X × X → R o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru orice

x ∈ dom Φ(·, 0), F (x, x) = 0, dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) şi −F (·, x) este convexă şi continuă ı̂ntr-

un punct x din dom Φ(·, 0)∩domF (x, ·). Presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCΦ
i ),

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci γDPEP este funcţie gap pentru (DPEP ).

Comparăm ı̂n cele ce urmează funcţia γPEP cu nou-introdusa funcţie, şi anume γDPEP .

Propoziţia 3.2.12 (L. Cioban, [49]) Presupunem că F este o bifuncţie monotonă. Atunci are

loc

γDPEP (x) ≤ γPEP (x), ∀x ∈ X.

În cele ce urmează dăm condiţii pentru ca funcţia γDPEP să fie funcţie gap pentru problema

de echilibru generală de tip Stampacchia, (PEP ).

Teorema 3.2.13 (L. Cioban, [49]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate, Φ : X ×
Y → R o funcţie proprie şi convexă, Φ(·, 0) l-hemicontină, F : X × X → R o bifuncţie proprie

şi monotonă astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0), F (x, x) = 0, F (x, ·) convexă ∀x ∈ X,

dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) şi F (·, x) este convexă şi continuă ı̂ntr-un punct x ∈ dom Φ(·, 0) ∩
domF (x, ·). Presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCΦ

i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este

ı̂ndeplinită. Atunci γDPEP este funcţie gap pentru (PEP ).

Observaţia 3.2.15 Remarcăm că am introdus două funcţii γPEP şi γDPEP , care sunt funcţii gap

pentru problema de echilibru (PEP ) ı̂n anumite ipoteze. În general aceste funcţii nu coincid, chiar

dacă toate condiţiile din Teorema 3.2.1 şi Teorema 3.2.13 sunt ı̂ndeplinite.

Cazuri particulare

În această subsecţiune particularizăm problema (DPEP ) şi arătăm că rediscoperim câteva

funcţii dual gap pentru problemele de echilibru considerate ı̂n literatură [2] şi pentru inegalităţi

variaţionale care sunt prezentate ı̂n Secţiunea 2.2.3.

3.3 Condiţii de optim pentru probleme de echilibru

Acest subcapitol este dedicat caracterizării soluţiilor problemei de echilibru generale dar şi

pentru câteva cazuri particulare ale acesteia, folosindu-ne de proprietăţile subdiferenţialei convexe

ı̂n cazul ı̂n care lucrăm ı̂n ipoteze de convexitate şi dacă o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită.

În cazul ı̂n care nu este ı̂ndeplinită nici o condiţie de regularitate vom da condiţii secvenţiale

necesare şi suficiente pentru aceste soluţii.

3.3.1 Condiţii de optim pentru probleme de echilibru bazate pe calcul

subdiferenţial

În continuare vom prezenta caracterizări ale soluţiilor problemei de echilibru generale prin

intermediul subdiferenţialei convexe.
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Teorema 3.3.1 (L. Cioban, [46]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate, Φ : X×Y → R
o funcţie proprie şi convexă, F : X × X → R o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru orice x ∈
dom Φ(·, 0), F (x, x) = 0, dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·) este convexă şi continuă ı̂ntr-

un punct din dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·). Presupunem că una din condiţiile de regularitate (RCΦ
i ),

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci x este o soluţie a problemei de echilibru (PEP ) dacă

şi numai dacă

0 ∈ ∂(F (x, ·))(x) + PrX∗(∂Φ(x, 0)).

Cazuri particulare

1. Cazul f + g ◦ A

Teorema 3.3.3 (L. Cioban, [46]) Fie X şi Y spaţii reale local convexe separate, g : Y → R,

f : X → R o funcţie proprie, convexă şi A : X → Y un operator liniar continuu, ı̂ndeplinind

dom f ∩ A−1(dom g) 6= ∅, F : X × X → R o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru orice x ∈
dom f ∩A−1(dom g), F (x, x) = 0, dom f ∩A−1(dom g)∩domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·) este convexă şi

continuă ı̂ntr-un punct din dom f ∩ A−1(dom g) ∩ domF (x, ·). Presupunem că una din condiţiile

de regularitate (RCf,g,A
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci x este o soluţie a problemei

de echilibru (EP )f,g,A dacă şi numai dacă

0 ∈ ∂(F (x, ·))(x) + ∂f(x) + A∗∂g(Ax).

2. Cazul f + g

Teorema 3.3.5 (L. Cioban, [46]) Fie X un spaţiu real local convex separat, f, g : X → R, două

funcţii proprii, convexe ı̂ndeplinind dom f ∩ dom g 6= ∅, F : X ×X → R o bifuncţie proprie astfel

ı̂ncât pentru orice x ∈ dom f ∩ dom g, F (x, x) = 0, dom f ∩ dom g ∩ domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·)
este convexă şi continuă ı̂ntr-un punct din dom f ∩ dom g ∩ domF (x, ·). Presupunem că una din

condiţiile de regularitate (RCf,g
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci x este o soluţie a

problemei de echilibru (EP )f,g dacă şi numai dacă

0 ∈ ∂(F (x, ·))(x) + ∂f(x) + ∂g(x).

3. Cazul f + δK

Teorema 3.3.8 (L. Cioban, [46]) Fie X un spaţiu real local convex separat, K ⊆ X o mulţime

convexă nevidă, f : X → R o funcţie proprie şi convexă ı̂ndeplinind dom f∩K 6= ∅, F : X×X → R
o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ dom f∩K, F (x, x) = 0, dom f∩K∩domF (x, ·) 6= ∅
şi F (x, ·) este convexă şi continuă ı̂ntr-un punct din dom f ∩K ∩domF (x, ·). Presupunem că una

din condiţiile de regularitate (RCf,K
i ), i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} este ı̂ndeplinită. Atunci x este o soluţie

a problemei de echilibru (EP )f,K dacă şi numai dacă

0 ∈ ∂(F (x, ·))(x) + ∂f(x) +NK(x).
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3.3.2 Condiţii secvenţiale pentru probleme de echilibru

În această secţiune vom da caracterizări pentru soluţiile problemelor de echilibru, carac-

terizări care au loc ı̂n absenţa condiţiilor de regularitate. Ca şi instrument de lucru vom folosi

condiţiile secvenţiale date ı̂n [28, 29] pentru probleme de optimizare.

Condiţii secvenţiale pentru problema de echilibru generală

Următorul rezultat foloseşte condiţii secvenţiale pentru caracterizarea soluţiilor problemei

de echilibru generală (PEP ).

Teorema 3.3.11 (L. Cioban, [46]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv şi Y un spaţiu Banach,

Φ : X × Y → R o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă şi 0 ∈ PrY (dom Φ), F :

X×X → R o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0), F (x, x) = 0, dom Φ(·, 0)∩
domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·) este convexă şi continuă ı̂ntr-un punct din dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·).

Atunci x ∈ dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) este soluţie pentru (PEP ) dacă şi numai dacă există

(xn, yn) ∈ (dom Φ(·, y) ∩ domF (x, ·)) × dom Φ(x, ·), (x∗n, y
∗
n) ∈ ∂Φ(xn, yn), z∗n ∈ ∂(F (x, ·))(xn),

astfel ı̂ncât

x∗n + z∗n → 0, xn → x, yn → 0 (n→ +∞),

Φ(xn, yn)− 〈y∗n, yn〉 − Φ(x, 0)→ 0 (n→ +∞).

În Teorema 3.3.11 sunt date condiţii secvenţiale pentru a caracteriza soluţiile problemei

de echilibru generală (PEP ) folosind continuitatea funcţiei F (x, ·). În cele ce urmează vom da

caracterizări secvenţiale pentru caracterizarea soluţiilor problemei de echilibru generală (PEP )

fără a cere continuitatea funcţiei F pe a doua variabilă.

Teorema 3.3.13 (L. Cioban, [47]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv şi Y un spaţiu Banach, Φ :

X×Y → R o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă şi 0 ∈ PrY (dom Φ), F : X×X → R
o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ dom Φ(·, 0), F (x, x) = 0, F (x, ·) este convexă şi

inferior semicontinuă şi dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) 6= ∅. Atunci x ∈ dom Φ(·, 0) ∩ domF (x, ·) este

soluţie pentru (PEP ) dacă şi numai dacă există (xn, yn) ∈ dom Φ, zn ∈ domF (x, ·), (x∗n, y
∗
n) ∈

∂Φ(xn, yn), z∗n ∈ ∂(F (x, ·))(zn), astfel ı̂ncât
x∗n + z∗n → 0, xn → x, yn → 0, zn → x (n→ +∞),

F (x, zn)− 〈z∗n, zn − x〉 → 0 (n→ +∞),

Φ(xn, yn)− 〈x∗n, xn − x〉 − 〈y∗n, yn〉 − Φ(x, 0)→ 0 (n→ +∞).

Condiţii secvenţiale pentru
∑
fi

Considerăm următoarea problemă de optimizare:

(P
∑

) inf
x∈X

{ m∑
i=1

fi(x)

}
.

În cele ce urmează vom deduce pornind de la [54, Teorema 3.4] condiţii secvenţiale pentru

problema de optimizare (P
∑

).
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Teorema 3.3.15 (L. Cioban, [47]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv, fi : X → R, i = 1, ...,m,

sunt proprii, convexe şi inferior semicontinue astfel ı̂ncât
⋂m
i=1 dom fi 6= ∅. Atunci x ∈

⋂m
i=1 dom fi

este soluţie pentru (P
∑

) dacă şi numai dacă ∃(x1
n, ..., x

m
n ) ∈ dom f1×...×dom fm, ∃(x1∗

n , ..., x
m∗
n ) ∈

∂f1(x1
n)× ...× ∂fm(xmn ), astfel ı̂ncât{

x1∗
n + ...+ xm∗n → 0, xin → x, i = 1, ...,m (n→ +∞),

fi(x
i
n)− 〈xi∗n , xin − x〉 − fi(x)→ 0 (n→ +∞), i = 1, ...,m.

(3.2)

Pentru cazul când m = 3 şi f1(x) = F (x, x), f2 = f(x), f3 = g(x), unde f, g : X → R sunt

funcţii proprii, convexe şi inferior semicontinue, F : X × X → R este o bifuncţie proprie astfel

ı̂ncât pentru orice x ∈ dom f ∩dom g, F (x, x) = 0, dom f ∩dom g∩domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·) este

convexă şi inferior semicontinuă, avem următorul rezultat pentru problema de echilibru (EP )f,g.

Teorema 3.3.16 (L. Cioban, [47]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv, f, g : X → R funcţii

proprii, convexe şi inferior semicontinue, F : X ×X → R o bifuncţie proprie astfel ı̂ncât pentru

orice x ∈ dom f ∩ dom g, F (x, x) = 0, dom f ∩ dom g ∩ domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·) este convexă şi

inferior semicontinuă. Atunci x ∈ dom f ∩ dom g ∩ domF (x, ·) este soluţie pentru (EP )f,g dacă

şi numai dacă există (xn, yn, zn) ∈ domF (x, ·) × dom f × dom g, (x∗n, y
∗
n, z
∗
n) ∈ ∂(F (x, ·))(xn) ×

∂f(yn)× ∂g(zn), astfel ı̂ncât
x∗n + y∗n + z∗n → 0, xn → x, yn → x, zn → x, (n→ +∞),

F (x, xn)− 〈x∗n, xn − x〉 → 0 (n→ +∞),

f(yn)− 〈y∗n, yn − x〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

g(zn)− 〈z∗n, zn − x〉 − g(x)→ 0 (n→ +∞).

Teorema 3.3.18 (L. Cioban, [47]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv, f : X → R o funcţie proprie,

convexă şi inferior semicontinuă, K ⊆ X o mulţime convexă şi ı̂nchisă, F : X×X → R o bifuncţie

proprie astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ dom f∩K, F (x, x) = 0, dom f∩K∩domF (x, ·) 6= ∅ şi F (x, ·)
este convexă şi inferior semicontinuă, x ∈ dom f ∩ K ∩ domF (x, ·) este soluţie pentru (EP )f,K

dacă şi numai dacă există (xn, yn, zn) ∈ domF (x, ·)× dom f ×K, (x∗n, y
∗
n, z
∗
n) ∈ ∂(F (x, ·))(xn)×

∂f(yn)×NK(zn), astfel ı̂ncât
x∗n + y∗n + z∗n → 0, xn → x, yn → x, zn → x, (n→ +∞),

F (x, xn)− 〈x∗n, xn − x〉 − F (x, x)→ 0 (n→ +∞),

f(yn)− 〈y∗n, yn − x〉 − f(x)→ 0 (n→ +∞),

〈z∗n, zn − x〉 → 0 (n→ +∞).

În continuare vom prezenta un exemplu pentru a justifica aplicabilitatea acestor condiţii

secvenţiale.

Exemplul 3.3.19 (L. Cioban, [47]) Fie X = R2, K = −R2
+, f : R2 → R,

f(x) =

{
x2 −√y, y ≥ 0

+∞, altfel,
F : R2 × R2 → R2, F ((x, y), (x, y)) = 〈(x, y), (x, y) − (x, y)〉. Se

arată că pentru acest caz toate condiţiile Teoremei 3.3.18 sunt ı̂ndeplinite.

Facem remarca că dacă particularizăm funcţia F , adică F (x, x) = 〈G(x), x−x〉 pentru toate
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rezultatele prezentate ı̂n acestă secţiune vom redescoperi rezultatele considerate pentru inegalităţi

variaţionale date ı̂n Secţiunea 2.3.



Capitolul 4

Probleme de optimizare şi (0, 2)

η-probleme de optimizare aproximante

În acest capitol, ataşăm unui probleme de optimizare iniţiale, o problemă de optimizare

aproximantă numită (0, 2) η-problema de optimizare aproximantă. Pentru a demonstra relaţii ı̂ntre

problema de optimizare originală şi problema de optimizare aproximantă asociată ei vom folosi

noţiuni de convexitate generalizată cum este invexitatea şi invexitatea de ordin doi. Vom studia

legături ı̂ntre mulţimile soluţiilor admisibile ale celor două probleme dar şi ı̂ntre soluţiile optime

ale celor două probleme prin intermediul punctelor şa ale funcţiilor Lagrange ataşate celor două

probleme. La final vom ataşa problemei originale duala ei şi vom arăta că ı̂n anumite ipoteze, dacă

duala are soluţie atunci şi (0, 2) η-problema de optimizare aproximantă are soluţie şi vice versa.

4.1 Introducere şi preliminarii

Considerăm problema de optimizare

(P ) min f (x)

a.̂ı. x ∈ X
g (x) 5 0

h(x) = 0,

unde X este submulţime din Rn şi f : X → R şi g = (g1, ..., gm) : X → Rm şi h = (h1, ..., hq) :

X → Rq sunt trei funcţii, m,n, q ∈ N.

Prin

F(P ) := {x ∈ X : g(x) 5 0, h(x) = 0}

notăm mulţimea soluţiilor admisibile ale problemei (P ), şi fie funcţia LP : X × (Rm × Rq) → R
definită prin

LP (x, (v, w)) = f (x) + 〈v, g (x)〉+ 〈w, h (x)〉 ,

pentru orice (x, (v, w)) ∈ X × (Rm × Rq) , şi care este funcţia Lagrange asociată problemei (P ) .
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Un punct (x0, (v0, w0)) ∈ X × (Rm
+ × Rq) se numeşte punct şa pentru LP dacă

LP
(
x0, (v, w)

)
≤ LP

(
x0, (v0, w0)

)
≤ LP

(
x, (v0, w0)

)
,

pentru orice (x, (v, w)) ∈ X × (Rm
+ × Rq).

Definim funcţiile G : X → Rm, H : X → Rq astfel

G (x) := g
(
x0
)

+
[
∇g
(
x0
)]
η
(
x, x0

)
+

1

2

[
η
(
x, x0

)]T [∇2g
(
x0
)] (

η
(
x, x0

))
, (4.1)

H (x) := h
(
x0
)

+
[
∇h
(
x0
)]
η
(
x, x0

)
+

1

2

[
η
(
x, x0

)]T [∇2h
(
x0
)] (

η
(
x, x0

))
,

pentru orice x ∈ X.
Fie η : X ×X → Rn o funcţie, x0 un punct interior din X. Presupunem că g şi h sunt de

două ori diferenţiabile ı̂n x0.

Ataşăm problemei (P ), problema

(AP ) min f (x)

a.̂ı. x ∈ X
G(x) 5 0

H(x) = 0,

numită (0, 2) η− problema de optimizare aproximantă şi vom studia conexiuni ı̂ntre soluţiile

optime ale acestei probleme şi soluţiile optime ale problemei (P ) . Această problemă depinde nu

doar de X, f, şi g, dar şi de x0 şi η.

Fie

F (AP ) := {x ∈ X : G(x) 5 0, H (x) = 0}

mulţimea soluţiilor admisibile ale problemei (AP ) .

Amintim aici câteva definiţii şi noţiuni utilizate şi care sunt sintetizate ı̂n [110], precum

invexitate, incavitate, invexitate de ordin doi, incavitate de ordin doi, cvasiinvexitate de ordin doi

ı̂ntr-un punct cu privire la o funcţie.

Definiţia 4.1.3 (L. Cioban, D. Duca, [52])Fie X o mulţime nevidă din Rn, x0 un punct interior

din X, f : X → R o funcţie diferenţiabilă ı̂n x0, şi η : X ×X → Rn o funcţie. Spunem că funcţia

f este avexă ı̂n x0 cu privire la η dacă

f (x)− f
(
x0
)

=
〈
∇f

(
x0
)
, η
(
x, x0

)〉
, pentru orice x ∈ X. (4.2)

Definiţia 4.1.8 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime nevidă din Rn, x0 un punct

interior din X, f : X → R o funcţie de două ori diferenţiabilă ı̂n x0, şi η : X×X → Rn o funcţie.

Spunem că funcţia f este avexă de ordin doi x0 cu privire la η dacă

f (x)− f
(
x0
)

=
〈
∇f

(
x0
)
, η
(
x, x0

)〉
+

1

2

[
η
(
x, x0

)]T [∇2f
(
x0
)]

(y) , (4.3)

pentru orice x ∈ X şi y ∈ Rn.
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4.2 Conexiuni ı̂ntre soluţiile admisibile ale (0,2) η-

problemei de optimizare aproximante şi soluţiile ad-

misibile ale problemei originale

Observăm că mulţimile soluţiilor admisibile ale problemei originale şi a aproximantei ei nu

sunt legate după cum ne arată câteva exemple. Dar, dacă funcţiile implicate ı̂n descrierea celor

două probleme ı̂ndeplinesc anumite condiţii atunci putem stabili legături ı̂ntre soluţiile admisibile

ale (0,2) η-problemei de optimizare aproximante şi soluţiile admisibile ale problemei originale.

Teorema 4.2.3 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime din Rq, x0 un punct interior

din X, η : X ×X → Rn, g : X → Rm şi h : X → Rq sunt trei funcţii. Presupunem că:

(i) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi incavă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η;

(ii) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi avexă de ordin doi x0 cu privire la η.

Atunci orice soluţie admisibilă a problemei (AP ) este de asemenea admisibilă pentru pro-

blema (P ) , adică

F (AP ) ⊆ F (P ) .

Teorema 4.2.4 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime din Rn, x0 un punct interior

din X, η : X ×X → Rn, g : X → Rm, h : X → Rq sunt trei funcţii. Presupunem că:

(i) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi invexă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η;

(ii) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi avexă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η.

Atunci orice soluţie admisibilă a problemei (P ) este de asemenea admisibilă pentru pro-

blema (AP ) , adică

F (P ) ⊆ F (AP ) .

4.3 Conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale (0,2) η-problemei

de optimizare aproximantă şi soluţiile optime ale pro-

blemei originale

Funcţia Lagrange ataşată problemei (AP ) este notat cu LAP , adică LAP : X×Rm
+×Rq → R

definită astfel: LAP (x, (v, w)) := f (x) + 〈v, g (x0)〉 +
〈
η (x, x0) , [∇g (x0)]

T
(v)
〉

+

1
2

〈
v, [η (x, x0)]

T
[∇2g (x0)] (η (x, x0))

〉
+ 〈w, h (x0)〉 +

〈
η (x, x0) , [∇h (x0)]

T
(w)
〉

+

1
2

〈
w, [η (x, x0)]

T
[∇2h (x0)] (η (x, x0))

〉
, pentru orice (x, (v, w)) ∈ X ×

(
Rm

+ × Rq
)
.

Teorema 4.3.3 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime din Rn şi x0 un punct interior

din X, η : X ×X → Rn, f : X → R, g : X → Rm, h : X → Rq sunt patru funcţii. Presupunem

că:

(i) η (x0, x0) = 0;

(ii) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi gi, i ∈ I (x0) sunt cvasiinvexe de ordin doi ı̂n x0;

(iii) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi h avexă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η.
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Dacă (x0, (v0, w0)) ∈ X ×
(
Rm

+ × Rq
)

este punct şa al funcţiei Lagrange LAP ataşat problemei

(AP ) , atunci x0 este soluţie optimă a problemei (P ) .

În continuare vom prezenta un exemplu care să arate aplicabilitatea teoremei de mai sus.

Exemplul a fost inspirat din [7].

Exemplul 4.3.4 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Considerăm problemele de optimizare

(P1) min f(x) = 1
2

arctan2 x+ arctanx

g(x) = (1 + x4)(arctan2 x− arctanx) ≤ 0

h(x) = 0,

unde f, g, h : R → R. Remarcăm că F(P1) = {x ∈ R, 0 ≤ x ≤ π
4
}, şi x = 0 este soluţie pentru

(P1). Considerăm η : R × R → R, η(x, x) = 1
2
(arctanx − arctanx). În aceste ipoteze se arată că

putem aplica teorema anterioară.

Teorema 4.3.5 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime din Rn şi x0 un punct interior

din X, η : X ×X → Rn, f : X → R, g : X → Rm, h : X → Rq sunt patru funcţii. Presupunem

că:

(i) η (x0, x0) = 0;

(ii) f este invexă ı̂n x0 cu privire la η;

(iii) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi gi, i ∈ I (x0) sunt cvasiinvexe de ordin doi ı̂n x0

cu privire la η;

(iv) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi h avexă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η;

(v) este ı̂ndeplinită o condiţie de regularitate (P ) ı̂n x0;

(vi) [η (x, x0)]
T

[∇2g (x0)] (η (x, x0)) + [η (x, x0)]
T

[∇2h (x0)] (η (x, x0)) = 0, pentru orice x ∈ X.

Dacă x0 ∈ X este soluţie optimă pentru problema (P ) atunci există un punct (v0, w0) ∈ Rm
+ × Rq

astfel ı̂ncât (x0, (v0, w0)) ∈ X×
(
Rm

+ × Rq
)

este punct şa al funcţiei Lagrange LAP ataşat problemei

(AP ) .

Teorema 4.3.6 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime din Rn şi x0 un punct interior

din X, η : X ×X → Rn, f : X → R, g : X → Rm, h : X → Rq sunt patru funcţii. Presupunem

că:

(i) η (x0, x0) = 0;

(ii) f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 cu privire la η;

(iii) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi gi, i ∈ I (x0) sunt cvasiinvexe de ordin doi ı̂n x0

cu privire la η;

(iv) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi h avexă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η;

(v) o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită pentru problema (P ) ı̂n x0;

(vi) [η (x, x0)]
T

[∇2g (x0)] (η (x, x0)) + [η (x, x0)]
T

[∇2h (x0)] (η (x, x0)) = 0, pentru orice x ∈ X.
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Dacă x0 ∈ X este soluţie optimă pentru problema (P ) atunci x0 este soluţie optimă pentru pro-

blema (AP ) .

Teorema 4.3.7 (L. Cioban, D. Duca, [52]) Fie X o submulţime din Rn şi x0 un punct interior

din X, η, µ : X × X → Rn, f : X → R, g : X → Rm, h : X → Rq, sunt cinci funcţii, f

diferenţiabilă ı̂n x0, g, h sunt de două ori diferenţiabile ı̂n x0, G : X → Rm, H : X → Rq definite

de (4.1) . Presupunem că:

(i) η(·, x0) : X → Rn este diferenţiabilă ı̂n x0 şi η (x0, x0) = 0;

(ii) gi, i ∈ I (x0) sunt cvasiinvexe de ordin doi ı̂n x0 cu privire la η;

(iii) h este avexă de ordin doi ı̂n x0 cu privire la µ;

(iv) f,G sunt invexe ı̂n x0 cu privire la µ;

(v) H este avexă ı̂n x0 cu privire la µ;

(vi) o condiţie de regularitate este ı̂ndelinită pentru problema (AP ) ı̂n x0.

Dacă x0 ∈ X este o soluţie optimă pentru problema (AP ) atunci x0 este soluţie optimă pentru

problema (P ) .

4.4 Dualitate

Ataşăm problemei (P ) problema de optimizare duală

(D) max f(x) + 〈v, g(x)〉+ 〈w, h(x)〉
a.̂ı. (x, v, w) ∈ X × Rm × Rq

−v 5 0

∇f(x) + [∇g(x)]T (v) + [∇h(x)]T (w) = 0,

unde X este o mulţime deschisă din Rn şi f : X → R, g = (g1, ..., gm) : X → Rm şi h = (h1, ..., hq) :

X → Rq sunt trei funcţii diferenţiabile.

Notăm prin F(D) :=
{

(x, v, w) ∈ X × Rm × Rq : −v 5 0, ∇f(x0) + [∇g(x)]T (v) +

[∇h(x)]T (w) = 0
}
, mulţimea soluţiilor admisibile problemei (D).

Teorema 4.4.3 Fie X ⊆ Rn o mulţime nevidă, deschisă şi convexă, x0 un punct interior din X,

η : X × X → Rn, µ : X × X → Rq, f : X → R, g : X → Rm, h : X → Rq sunt cinci funcţii.

Presupunem că:

(i) η (x0, x0) = 0;

(ii) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi gi, i ∈ I (x0) sunt cvasiinvexe de ordin doi ı̂n x0

cu privire la η;

(iii) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi hj sunt funcţii avexe de ordin doi ı̂n x0 cu privire

la η;

(iv) o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită pentru problema (P ) ı̂n x0;

(v) [η (x, x0)]
T

[∇2g (x0)] (η (x, x0)) + [η (x, x0)]
T

[∇2h (x0)] (η (x, x0)) = 0, pentru orice x ∈ X.
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Dacă (x0, v0, w0) este o soluţie optimă pentru (D) şi dacă există o vecinătate V × W a

punctului (v0, w0) şi o funcţie γ : V ×W → X, diferenţiabilă ı̂n (v0, w0) astfel ı̂ncât γ (v0, w0) = x0

şi ∇f (γ (v, w)) + [∇g ((v, w))] (v0) + [∇h ((v, w))] (w0) = 0, pentru orice (v, w) ∈ F(D), atunci

x0 este soluţie optimă pentru problema (AP ) .

Teorema 4.4.4 Fie X ⊆ Rn o mulţime deschisă şi nevidă, x0 un punct interior din X, η :

X ×X → Rn, f : X → R, g : X → Rm, h : X → Rq trei funcţii. Presupunem că:

(i) η este diferenţiabilă ı̂n x0 şi η (x0, x0) = 0;

(ii) g este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi gi, i ∈ I (x0) sunt funcţii cvasiinvexe de ordin doi

ı̂n x0 cu privire la µ;

(iii) h este diferenţiabilă de ordin doi ı̂n x0 şi hj sunt funcţii avexe de ordin doi ı̂n x0 cu privire

la µ;

(iv) f este invexă ı̂n x0 cu privire la µ;

(v) o condiţie de regularitate este ı̂ndeplinită pentru problema (AP ) ı̂n x0.

Dacă x0 este soluţie optimă pentru problema (AP ) şi problema (P ) satisface condiţiile

Kukn-Tucker ı̂n x0, atunci există un punct (v0, w0) astfel ı̂ncât (x0, v0, w0) este soluţie optimă

pentru problema (D) .
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