| MINISTERUT

EDUCATIEL

?— e ‘ CERCETARI

TINERETULUI

l/ T, | 81 SPORTULUI
UNIUNEA EURDPEANA GUVERNLUL ROMANIEI Fondul Social European Sir e OIPOSDRU UNIVERSITATEA BABE §-BOLYAI

MIMISTERUL MUNCH, FAMILIEI §1 POSDRU 2007-2013 1 CLUJ-NAPOCA
PROTECTIEI SOCIALE
AMPOSDRU

UNIVERSITATEA BABES-BoOLYAT CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Oana Ruxandra Tuns (Bode)

Probleme particulare de optimizare cu aplicatie in

economie

Rezumatul tezei de doctorat

Conducator de doctorat: Prof. Univ. Dr. Liana Lupsa

FONDUL SOCIAL EUROPEAN Titlul proiectului UNIVERSITATEA BABE§-BOLYAI
»Studii doctorale inovative intr-o societate bazata pe cunoagtere”  Departamentul Cercetare gi Management de Programe

to T POSDRU/BSB/1.5/S/60185 Str. Universitatii, nr. 7-9, 400091 Cluj-Napoca
Il]VfSt(‘§“‘ n Proiect cofinantat din Fondul Social European Tel. (00) 40 - 264 - 40.53.00%; int. 5329

O A M E N I prin Programul Operational Sectorial Dezvoltarea Resurselor Umane Fax: 40 - 264 - 59.19.06
2007-2013 E-mail: bd.posdru2008@ubbeluj.ro






Cuprins

Introducere 5
1 Preliminarii 11
1.1 Notiuni si rezultate relative la problemele de optimizare multicriteriala . . . . . . 11
1.2 Notiuni si rezultate relative la problemele de optimizare lexicografica . . . . . . . 11
1.3 Notiuni si rezultate relative la problemele de optimizare pe mai multe nivele . . . 12

2 Probleme de optimizare lexicografica multicriteriala de tip timp si puncte de

optim cu proprietatea P (pipeline) 14
2.1 Probleme de optimizare lexicografica multicriteriala de tip timp . . . . . ... .. 15
2.2 Solutii optime cu proprietatea P . . . . . . ... .o 16
2.3 Probleme de optimizare discreta lexicografica de tip timp . . . . . . .. .. .. .. 18

2.4 O metoda de determinare a solutiilor optime cu proprietatea P ale problemei (LDpBP) 19

3 O aplicatie referitoare la managementul costurilor unei firme 21
3.1 Problema colectarii laptelui . . . . . . . . ... ... 21
3.2 Generalizarea modelului matematic atagat problemei colectarii laptelui . . . . . . 22

4 Aplicatii ale optimizarii multicriteriale relative la programele de pregatire

profesionala a somerilor 26
4.1 Notiuni gi rezultate relative la problemele de asignare . . . . . . .. .. ... ... 26
4.2  Formularea problemelor economice . . . . . .. .. ... .00 27
4.3 Studiul problemei (AEP)) . . . . .. . 28
4.3.1 Modelul matematic atagat problemei (AEP) . . .. . ... .. ... ... 28
4.3.2  Conditii necesare i suficiente de optimalitate pentru (PS) . . . ... . .. 29
4.3.3 O tehnica de rezolvare a problemei (PM). . . . . .. ... ... ... ... 32

4.4 Studiul problemei (AEPy) . . . . . .. 32
5 Aplicatii practice legate de optimizarea portofoliilor 35
5.1 Legatura dintre problemele de selectie a portofoliului si optimizarea bicriteriala . . 36
5.1.1 Notiuni si rezultate relative la teoria portofoliilor . . . . . . . ... .. .. 36
5.1.2 Modelele de selectie a portofoliului de tip Markowitz . . . . . ... .. .. 36
5.1.3 Problema de selectie a portofoliului versus optimizarea bicriteriala . . . . . 36

5.1.4 Un tip particular de problema de selectie a portofoliului in variabile 0 i 1. 37
5.2 Doua aplicatii ale problemei de selectie a portofoliului in variabile O gi 1 . . . . . . 38
5.2.1 Formularea problemei economice concrete . . . . .. ... ... ... ... 38



4 CUPRINS
5.2.2  Modelarea matematica si rezolvarea problemei (EB) . . . . . . ... .. .. 38

5.2.3 Modelarea matematica si rezolvarea problemei (EBCT) . . . . .. . .. .. 40

6 Aplicatii ale optimizarii pe mai multe nivele in transferul tehnologic 45
6.1 Notiuni gi rezultate relative la transferul tehnologic . . . . . . . .. ... ... .. 45
6.2 Formularea problemei economice studiate . . . . . . . . ... ... 0L 46
6.3 Cazul Benchmark (no-licensing) . . . . . .. .. ... .. Lo oL 46
6.3.1 Modelarea matematica si rezolvarea problemei economice . . . . . . . . .. 47

6.3.2 Benchmark: Cazul no-licensing pentru un produs diferentiat . . . . . . .. 50

6.4 Contractul de tip per-unit royalty rate . . . . . .. .. ... 0oL 51
6.4.1 Modelarea matematica si rezolvarea problemei economice . . . . . . . . .. 51

6.4.2 Contractul de tip per-unit royalty rate pentru un produs diferentiat . . . . 53

6.5 Contractul de tip fixed-fee pentru un produs diferentiat . . . . . . . . .. ... .. 53
6.6 Contractul de tip two-part tariff pentru un produs diferentiat . . . . . . . . . .. 54

Bibliografie 56



Introducere

"Viata presupune luarea unor decizii. Deciziile, indiferent daca sunt luate de catre un
grup sau un individ, de obicei implica mai multe obiective contradictorii. Observatia ca
problemele generate de viata de zi cu zi trebuie rezolvate optim in functie de anumite
criterii, care nu permit determinarea unei solutii ideale - optima pentru fiecare persoand
care ia decizia in functie de fiecare dintre criteriile luate in considerare - a condus la
dezvoltarea optimizarii multicriteriale.” (EHRGOTT M. [27])

Cercetarile operationale, adesea considerate a fi un subdomeniu al matematicii, sunt o
disciplina care se ocupa cu aplicarea metodelor analitice avansate cu scopul de a ajuta in luarea
unor decizii mai bune. In cazul problemelor complexe de luare a deciziilor, acestea conduc la
solutii optime sau aproape de ele. De cele mai multe ori scopul este determinarea maximului sau a
minimului unor obiective din lumea reala precum profitul, performanta, randamentul, pierderile,
riscul, costul etc.

Realizarile proprii din prezenta teza se refera la introducerea unor tipuri particulare de
probleme de optimizare generate de probleme economice concrete. Pentru fiecare astfel de pro-
blema studiata se dau conditii necesare gi/sau suficiente de optim pe baza carora se elaboreaza o
metoda de rezolvare. Metoda urmaregte caracteristicile specifice ale functiei gi/sau ale restrictiilor.

Dupa cum sugereaza i titlul tezei, studiem diferite tipuri particulare de probleme de op-
timizare lexicografica multicriteriala si de probleme de optimizare pe mai multe nivele, legatura
fiind data de punctul de vedere discret in abordarea lor. Toate tipurile de probleme studiate se
bazeaza pe aplicatii concrete, care pot fi intalnite in situatii reale din viata de zi cu zi.

Oportunitatea de a efectua cercetari intr-un domeniu atat de atractiv reprezinta un real
privilegiu. Aceasta teza contine rezultatele proprii ale autoarei, obtinute individual sau in colabo-
rare, relative la probleme economice concrete din diferite domenii economice, cum ar fi: manage-
mentul costurilor, teoria portofoliilor, transferul tehnologic si alocarea somerilor la cursurile de
pregatire profesionala.

intregul continut este impartit in sase capitole, precedate de o introducere si urmate de o
bibliografie ce include 138 de referinte.

Capitolul 1, denumit Preliminarii, contine o succinta prezentare referitoare la: problemele
de optimizare multicriteriala, problemele de optimizare lexicografica multicriteriala si problemele
de optimizare pe mai multe nivele. De asemenea, se evidentiaza situatia in care, intr-o problema de
optimizare pe mai multe nivele, coeficientii depind de unul sau mai multi parametri. O problema
de acest tip, obtinuta prin modelarea matematica a unei probleme de ordin practic, este prezentata
in Capitolul 6 al prezentei teze.

Capitolul 2, denumit Probleme de optimizare lexicografica multicriteriala de tip timp si
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puncte de optim cu proprietatea P (pipeline), contine in intregime rezultate originale, obtinute de
autoare singura sau in colaborare, incluse in lucrérile [76], [118], [114] si [115]. Incepem expunerea
noastra explicand ceea ce intelegem prin probleme lexicografice multicriteriale cu p functii obiec-
tiv de tip timp (LpBP). Apoi, in lema 2.1.2 i teorema 2.1.3 studiem structura multimii solutiilor
optime ale acestui tip de problema. In sectiunea 2.2 introducem notiunea de solutie optima cu
proprietatea P (pipeline) pentru problemele lexicografice multicriteriale de tip timp si analizam
unele aspecte relative la multimea solutiilor optime cu proprietatea P. Introducem notiunea de
punct de minim cu proprietatea P a unei functii de tip timp relativ la o multime (definitia 2.2.1).
Observam ca in aceasta definitie functia f nu apare, dar teorema 2.2.2 justifica utilizarea termenu-
lui "minim”. Exemple de puncte de minim care au proprietatea P si care nu au aceasta proprietate
se gasesc in exemplul 2.2.3. In propozitiile 2.2.4 si 2.2.5 se dau doua metode diferite, care pot fi
folosite pentru a verifica daca un punct are proprietatea P. Unele proprietati ale multimii tuturor
punctelor de minim cu proprietatea P sunt prezentate in teorema 2.2.2, propozitiile 2.2.7, 2.2.8 si
2.2.9. In sectiunea 2.3 studiem problemele lexicografice de tip timp pentru care multimea tuturor
solutiilor admisibile este discreta. Se analizeaza si structura multimii solutiilor optime (teoremele
2.3.6 si 2.3.7), precum si structura multimii solutiilor optime cu proprietatea P pentru aceste
tipuri particulare de probleme (propozitiile 2.3.8, 2.3.10, 2.3.11 si corolarul 2.3.9). In sectiunea
2.4, bazandu-ne pe teorema 2.4.2, relevam o metoda de determinare a unei solutii optime cu pro-
prietatea P pentru problemele lexicografice de tip timp discrete. Aceasta metoda se incadreaza in
tehnica ponderilor. Originalitatea consta in faptul ca tipul ponderii introdus de catre noi permite
obtinerea directa a punctelor optime cu proprietatea P. Am obtinut astfel o generalizare atat a
metodei folosite de catre BANDOPADHYAYA L. [6] cat si a celei descrise de catre ZAREPISHEH M.
si KHORRAM E. [135].

In Capitolul 3, denumit O aplicatie referitoare la managementul costurilor unei firme,
pornim de la o problema concreta legata de planificarea modului de achizitionare si transport a
laptelui ce urmeaza a fi colectat in vederea prelucrarii lui, cu cerinta minimizarii costului colectarii
laptelui si, in aceasta situatie, a minimizarii laptelui stocat, tinandu-se cont si de unele cerinte
suplimentare. Generalizam apoi modelul matematic atasat problemei concrete. Noul model, ca de
altfel si cel initial, este un tip special de problema de optimizare pe doua nivele in care multimea
solutiilor admisibile reprezinta multimea subgrafelor unui graf dat. Aceste subgrafe indeplinesc
anumite restrictii date. Se da o metoda de rezolvare a problemei bazata pe tehnica splitarii.

Mentionam faptul ca problema studiata nu numai ca modeleaza matematic o problema
concreta de management a costurilor, dar, in acelasi timp, problema poate fi interpretata ca o
generalizare a problemei rutelor sau ca o generalizare a problemei voiajorului comercial. Pentru
rezolvarea modelului generalizat, folosim tehnica splitarii. In baza lemelor 3.2.1, 3.2.2, 323 51 a
teoremelor 3.2.4 si 3.2.5, reducem rezolvarea acestei probleme la rezolvarea a trei probleme: (PP),
(P1(Ho)), (P2(Hp)), unde Hy este o solutie optima a primei probleme. Problema (P, (Hy)) este o
problema clasica de determinare a minimului unei functii pe o multime data de subgrafe ale unui
graf. Problema (P,(H,)) este o problema de optimizare lexicografica bicriteriala. Utilizand metoda
prezentata in sectiunea 2.4, putem reduce rezolvarea acestei ultime probleme tot la rezolvarea unei
probleme clasice de determinare a minimului unei functii pe o multime data de subgrafe ale unui
graf. In acest scop am demonstrat teorema 3.2.6. Toate rezultatele prezentate in acest capitol
sunt originale. Ele au fost obtinute in colaborare gi au fost publicate in GoiNA D. gi TUNS
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(BopE) O.R. [43]. Consideram ca rezultatele obtinute de noi in acest capitol pun in evidenta
un nou tip de problema de optimizare pe doua nivele, care poate fi rezolvata exact prin tehnica
splitarii. De asemenea evidentiaza un nou tip de problema a rutelor, deci pot aduce o completare
la lucrarile GUTIN G. si PUNNEN A. [45] si ToTn P. si Vico D. [120].

Capitolul 4, denumit Aplicatii ale optimizarit multicriteriale relativ la programele de
pregatire profesionald a somerilor, se ocupa cu studiul, din punct de vedere al optimizarii, a
unor probleme economice concrete legate de repartizarea somerilor la cursurile de formare profe-
sionali. In paragraful 4.2 formulam doua probleme economice generate de repartizarea somerilor
la aceste cursuri. Mentionam faptul ca ambele probleme reprezinta doua noi generalizari a proble-
melor clasice de asignare. Prin urmare, aceste probleme completeaza rezultatele obtinute de catre
PENTICO D.W. [92]. In subparagraful 4.3 studiem problema economics (AEP;). Prezentim mo-
delul matematic corespunzator si dam conditii necesare si suficiente de optimalitate (propozitiile
4.3.3,4.3.5, 4.3.6 5i 4.3.7 i teorema 4.3.14). Bazandu-ne pe propozitiile 4.3.3 si 4.3.5, prezentam o
metoda pentru rezolvarea problemei (PM). In subparagraful 4.4 studiem cea de a doua problema
economica, notata prin (AEP;). In propozitia 4.4.1 este data o conditie necesara si suficienta ca o
solutie admisibila sa fie si optima. Apoi, prezentam modul in care tehnica introdusa in subpara-
graful anterior poate fi folosita pentru rezolvarea acestei probleme. Tehnica introdusa de catre noi
este mai eficienta decat cea data de catre DELLA CROCE F., PAscHOS V.TH. gi TSOUKIAS A.
[24]. Toate rezultatele matematice din acest capitol sunt originale si se regasesc in lucrarile [116]
si [119].

Capitolul 5, denumit Aplicatii practice legate de optimizarea portofoliilor, este dedicat
problemelor economico-financiare relative la teoria portofoliilor.

In paragraful 5.1, dup& o succintd prezentare referitoare la teoria modernd a portofoliilor
data in subsectiunea 5.1.1, evidentiem in subsectiunea 5.1.2 cele mai cunoscute si utilizate modele
de selectie a portofoliilor, adica modelele de tip Markowitz. In continuare, in subsectiunea 5.1.3 in-
troducem o relatie intre modelele de selectie a portofoliilor de tip Markowitz si optimizarea bicrite-
riala. Prin intermediul acestei legaturi evidentiate, dam un nou mod de abordare pentru problema
de selectie a portofoliilor (propozitiile 5.1.2 si 5.1.4). Folosind rezultatele obtinute, in subsectiunea
5.1.4 analizam un tip particular de probleme de selectie a portofoliilor. Modelul matematic atasat
acestui tip de problema este o problema de optimizare fractionara pseudo-booleana. Contributiile
autoarei cu privire la cele prezentate in acest prim paragraf au fost publicate in lucrarea [110].
Tot ceea ce prezentam in continuare in acest capitol reprezinta rezultate originale ce sunt incluse
in lucrarile [75], [111] si [112].

In paragraful 5.2 prezentam doua probleme diferite de selectie a portofoliului optim. Pen-
tru fiecare dintre ele construim modelul matematic corespunzator, respectiv problemele (EB) si
(EBCT).

In paragraful 5.2.1 studiem problema (EB), care reprezinta o problema de optimizare de
asignare, pe doua nivele, de tip cost. Particularitatile acestei probleme ne permit utilizarea tehnicii
splitarii pentru rezolvarea ei (a se vedea teoremele 5.2.1, 5.2.2 i corolarul 5.2.5).

In paragraful 5.2.3, extindem problema economica, pe baza unor noi restrictii. Modelul
matematic atasat acestei probleme, adica problema (EBCT), este o problema de optimizare pe
doua nivele in care functia de nivel inferior este bicriteriala de tip cost-timp. Din cunostintele
noastre, acest tip de problema de optimizare pe doua nivele nu este analizat in literatura. In
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rezolvarea acestei probleme utilizam atat tehnica splitarii cat si tehnica introdusa in sectiunea 2.4
(a se vedea teoremele 5.2.9, 5.2.10, 5.2.12, 5.2.13 5i 5.2.14). De asemenea, se da un algoritm pentru
rezolvarea acestei probleme, ilustrat printr-un exemplu.

Capitolul 6, denumit Aplicatii ale optimizarii pe mai multe nivele in transferul tehno-
logic, este dedicat studiului problemelor economice referitoare la transferul tehnologic. Tncepem in
sectiunea 6.1 cu o succinta prezentare referitoare la transferul tehnologic, apoi continuam cu for-
mularea, in paragraful 6.2, a problemei economice concrete studiate de noi: un model Stackelberg
in care doua firme competitoare pe piata, A si B, produc n produse diferentiate. Firma A, pe care
o vom numi in continuare firma lider, se angajeaza intr-un proces de cercetare - dezvoltare, care 1i
ofera o inovatie endogena, ce determina reducerea costurilor de productie. Firma B nu face acest
lucru.

Obiectivul nostru este analiza, in sectiunile care urmeaza, atat a situatiei cand cele doua
firme concureaza pe piata fara ca firma lider (leader firm) sa vanda inovatia, situatie numita
benchmark sau no-licensing case, cat si a celei cand firma lider A vinde inovatia firmei B, care se
va numi in continuare firma "urmag” (follower firm), situatie numita licensing. In acest ultim caz,
analiza o vom face urmarind trei posibilitati de contracte de vanzare:

- vanzarea inovatiei pe baza perceperii unei taxe pe fiecare unitate de produs vandut de firma
"urmas”, caz denumit per-unit royalty licensing case;

- vanzarea inovatiei pe baza perceperii unei taxe fixe, independente de cantitatea de produs
vanduta de firma "urmas”, caz denumit fixed-fee licensing case;

- vanzarea inovatiei pe baza perceperii unei taxe sub forma combinatiei celor doua tipuri de taxe
de mai sus, caz denumit two-part tariff licensing case. Toate rezultatele prezentate in paragrafele
6.2 - 6.5 din teza sunt originale si sunt cuprinse in lucrarile [11], [32], [33], [113] si [118].

In sectiunea 6.3 atagsam modelul matematic problemei economice studiate pentru cazul
benchmark. Noutatea consta in faptul ca acest model matematic reprezinta o problema de op-
timizare parametrica pe trei nivele cu doi parametri in functiile obiectiv. Acest lucru permite
rezolvarea problemei matematice folosind variabilele problemelor de nivel superior ca parametri
in problemele de nivel inferior (propozitiile 6.3.2, 6.3.4, 6.3.6 si 6.3.8). In propozitia 6.3.6 si
observatiile 6.3.7 si 6.3.9 determinam domeniul de admisibilitate al parametrului care reprezinta
gradul de diferentiere a produselor. Evidentiem faptul ca pentru cazul particular cand n = 1
g ambii parametri apartin intervalului |0, 1[, solutia optima a problemei matematice coincide
cu solutia optima a problemei economice. Mai mult, rezultatul obtinut, ca valoarea absoluta a
parametrului care reprezinta gradul de diferentiere a produselor nu poate depasi valoarea 1, are
o semnificatie economica importanta. Rezultatul justifica intr-o oarecare masura faptul ca acest
parametru apartine intervalului |0, 1[, dupa cum este utilizat si in literatura economica. In subpara-
graful 6.3.2 reluam problema economica formulata in paragraful 6.2, pentru cazul particular n = 1.
In acest paragraf se determina valoarea optima pentru unele variabile care au o semnificatie impor-
tanta din punct de vedere economic, cum ar fi: profitul ambelor firme, surplusul consumatorului si
bunastarea sociala. Mentionam ca pentru aceste variabile am utilizat notatiile din literatura eco-
nomica de specialitate. Am analizat efectele gradului de diferentiere a produselor asupra tuturor
acestor variabile, precum si asupra valorii optime a marimii inovatiei si a cantitatii optime produse
de fiecare firma (teorema 6.3.11 si observatia 6.3.12). Ca noutate principala a acestor rezultate
am remarcat faptul ca solutiile matematice obtinute pentru valorea optima a marimii inovatiei
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si a cantitatii produse de fiecare firma coincid cu valorile obtinute aici. In paragraful 6.4 atasam
modelul matematic problemei economice concrete in cazul unui contract de tip per-unit royalty.
Noutatea consta in faptul ca acest model matematic reprezinta o problema de optimizare parame-
trica pe patru nivele cu doi parametrii in functiile obiectiv. Din nou rezolvam problema matematica
folosind variabilele din problemele de nivel superior ca si parametri in problemele de nivel inferior
(propozitia 6.4.2). In subparagraful 6.4.2 reluam problema economica formulata in paragraful 6.2,
pentru cazul particular n = 1. Ca si in subsectiunea 6.3.2, se determina valoarea optima pentru
marimea inovatiei, a cantitatii si a profitului pentru fiecare firma, a surplusului consumatorului
si a bunastarii sociale. Din nou, analizam efectele gradului de diferentiere a produselor asupra
tuturor acestor variabile (teorema 6.4.3 si observatia 6.4.4). De asemenea, evidentiem faptul ca
solutiile matematice obtinute pentru valorea optima a marimii inovatiei si a cantitatii produse de
fiecare firma coincid cu valorile obtinute aici. In paragraful 6.5, respectiv 6.6, rezolvam problema
economica formulata in paragraful 6.2 pentru cazul particular n = 1, in situatia in care vanzarea
inovatiei are loc pe baza unui contract de tip fixed-fee, respectiv a unuia de tip two-part tariff. Prin
intermediul observatiei 6.5.1 si a teoremei 6.5.2, respectiv a teoremelor 6.6.2 si 6.6.3, prezentam
interpretarea economica a rezultatelor matematice obtinute. Contributiile autoarei se refera la:
e Analiza i compararea tuturor cazurilor posibile referitoare la licensing (pre-licensing, per-unit
royalty licensing, fixed-fee licensing si two-part tariff licensing) in cadrul unui duopol Stackelberg
diferentiat, in situtia in care una dintre firme investeste in cercetare si dezvoltare cu scopul de a
obtine o reducere a costurilor de productie.
e Analiza vanzarii inovatiei pe baza unui contract de tip per-unit royalty si a unuia de tip fixed-fee,
in cadrul modelelor Cournot i Bertrand.
e Compararea dintre rezultatele obtinute de noi si cele obtinute de catre L1 C. si J1 X. [68],
pentru acelasi tip de duopol [11].
e Modelarea matematica folosind problemele de optimizare parametrica in cazul benchmark si
per-unit royalty in cadrul duopolului Stackelberg in care cele doua firme competitoare pe piata
produc n produse diferentiate. In acest fel, obtinem unele explicatii matematice referitoare la
anumite considerente economice.

Rezultatele din prezenta teza sunt incluse in 19 lucrari, realizate de catre autoare singura
sau in colaborare (a se vedea [11], [32], [33], [43], [48], [49], [50], [75], [76], [110], [111], [112],
[113], [118], [114], [115], [116], [117] si [119]). 10 dintre aceste lucrari sunt deja publicate, 6 au fost
acceptate pentru publicare, iar 3 au fost trimise spre recenzie.

Keywords: modelare matematica, optimizare multicriteriala, optimizare lexicografica,
optimizare pe mai multe nivele, optimizare pe doua nivele pe un graf, optimizare parametrica pe
mai multe nivele, problema lexicografica multicriteriala de tip timp, puncte de minim lexicografic
cu proprietatea P, problema de optimizare lexicografica discreta cu functii obiectiv de tip timp,
problema de asignare, problema de selectie a portofoliului, vanzarea inovatiei (licensing), model
Stackelberg diferentiat, benchmark, vanzarea inovatiei pe baza achitarii unei taxe pe fiecare unitate
de produs, vanzarea inovatiei pe baza achitarii unei taxe fixe independente de cantitatea produsa,
vanzarea inovatiei pe baza unei combinatii intre taxa achitata pe fiecare unitate de produs gi cea
independenta de cantitatea produsa.
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Multumiri

In primul rand doresc sa aduc multumiri deosebite doamnei Prof. Univ. Dr. Liana Lupsa,
de la Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Babeg-Bolyai Cluj-Napoca, coordo-
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Capitolul 1

Preliminarii

In vederea modeldrii matematice a diverselor tipuri de probleme economice studiate in
prezenta teza folosim diferite notiuni legate de problemele de optimizare multicriteriala, proble-
mele de optimizare multicriteriala lexicografica si problemele de optimizare pe mai multe nivele
(multilevel).

1.1 Notiuni si rezultate relative la problemele de opti-

mizare multicriteriala

Exista multe probleme practice in care scopul este acela de a realiza concomitent mai multe
obiective. Aceste probleme sunt numite probleme de optimizare multicriteriala sau multi-obiectiv
si sunt generate de diverse probleme de ordin practic care apar in viata de zi cu zi. Rezolvarea lor
poate fi abordata in diverse moduri, mentionate succint in teza. Sunt amintite astfel notiunile de:
punct ideal (punct de maxim global /punct de minim global), punct max-eficient, respectiv punct
min-eficient si punct nedominat in raport cu o relatie de preferinta.

Printre numeroasele lucrari in care sunt studiate problemele de optimizare multicriteriala,
amintim: [27], [57], [72], [88], [100] si [109]. De asemenea, amintim lucrari ale unor autori romani
foarte utile din punct de vedere practic, cum ar fi [3], [5], [90], [108] si [121].

1.2 Notiuni si rezultate relative la problemele de opti-

mizare lexicografica

Problemele de optimizare lexicografica multicrietriala apar atunci cand exista obiective
contradictorii intr-o problema de decizie si, suplimentar, aceste obiective trebuie sa fie luate in
considerare intr-o ordine ierarhica, care nu poate fi controlata de catre persoana care ia decizia.
Exemple concrete a caror model matematic este un astfel de tip de problema sunt date, spre
exemplu, in lucrarile [10], [53] si [131].

In acest paragraf reamintim notiunile clasice de relatie de ordonare lexicografica, punct de
maxim (respectiv, minim) lexicografic al unei functii relative la o multime data, notiuni utilizate
in prezenta teza.
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In general, problema de optimizare o vom nota prin:

(LP) { i(g)gz (fi(x),..., fm(x)) — lex —max (sau lex — min),

Exista situatii in care nu toate criteriile urmaresc o maximizare, sau toate o minimizare.
De aceea, in cazul in care acest lucru se intampla, vom folosi o notatie specifica care sa precizeze
ce se urmaresgte: maximizarea sau minimizarea. Numim punct de optim al problemei (LP) orice
punct de maxim (minim) lexicografic al functiei f relativ la multimea S.

Exista numerosi algoritmi care pot fi folositi pentru rezolvarea problemei (LP), care, dupa
cum se prezinta in ZAREPISHEH M. si KHORRAM E. [135], au la baza doua tehnici diferite de
lucru, cunoscute sub denumirea de metoda secventiala, respectiv metoda ponderilor. In tezd vom
folosi ambele tehnici.

1.3 Notiuni si rezultate relative la problemele de opti-

mizare pe mai multe nivele

Optimizarea pe mai multe nivele (multilevel), si implicit pe doua nivele (bilevel), a devenit
in ultimul timp un domeniu important al optimizarii. O bibliografie detaliata legata de aceasta
tematica este data in [123]. Problemele de optimizare pe mai multe nivele sunt folosite pentru
modelarea a numeroase tipuri de probleme concrete, cum ar fi: probleme de proiectare a retelelor
[13], determinarea pretului optim [71], probleme de fixare optima a semnalului [67], probleme de
transport [26], probleme legate de organizarea transportului cu trenul [40] si probleme de alocare
a resurselor [89)].

In cele ce urmeaza, prezentam formularea problemei de optimizare pe doua nivele dupa
cum este data in [25].

Fie multimile D € R" x R™, X C R", Y C R™. Consideram functiile F : D — R,
f+D—=-R,G:D—-RPsig: D— R

Introducem multimea S ={z € X, y € Y |(z,y) € D, G(z,y) £ 0,, g(z,y) < 0,}. Pentru
fiecare x € X, notam S, :={y € Y| (z,y) € D, G(z,y) = 0,} si, In ipoteza ca S, # ), notam
S* .= {argmin(arg max) {f(x,y)|y € S.}}.

Matematic, folosind notatiile de mai sus, problema de optimizare pe doua nivele se noteaza
astfel:

F(z,y) — min(max),
G(z,y) < 0y,

reX,

y e Sk

(BP) (1.1)

Reamintim terminologia utilizata in literatura de specialitate pentru acest tip de probleme
de optimizare: multimea relaxata a solutiilor admisibile (relaxed feasible set), multimea solutiilor
admisibile, multimea solutiilor admisibile de nivel inferior, multimea solutiilor de reactie rationala a
subordonatului (follower’s rational reaction set), valoarea optima de nivel inferior, functie obiectiv
de nivel superior, functie obiectiv de nivel inferior, problema de nivel superior, problema de nivel
inferior.
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Mentionam ca exista cazuri (a se vedea spre exemplu [35] si [101]) in care rezolvarea proble-
mei de optimizare bilevel poate fi redusa la rezolvarea unei probleme de optimizare multicriteriala,
noua problema obtinuta putand fi rezolvata utilizand metoda ponderilor. O tehnica asemanatoare
vom aplica si in teza.

Un alt aspect, de noutate, dar care apare in aplicatiile practice, este cel care presupune
considerarea problemelor de optimizare pe doua si pe mai multe nivele in care coeficientii functiilor
obiectiv sau ai restrictiilor depind de unul sau mai multi parametri. Un astfel de tip de problema
este numit problema de optimizare parametrica pe doua (pe mai multe) nivele. De fapt, a rezolva
o problema de optimizare parametrica inseamna a specifica, pentru fiecare valoare a parametrului,
care este solutia problemei de optimizare pe doua nivele obtinuta daca parametrul este fixat la
aceasta valoare. Este bine stiut faptul ca in cazul optimizarii pe doua nivele se lucreaza in ipoteza
ca atat functiile obiectiv de nivel inferior, cat si functia obiectiv de nivel superior, sunt marginite
pe multimea solutiilor optime. De acest lucru trebuie tinut cont atunci cand se determina multimea
caracteristica (domeniul caracteristic) de variatie a parametrilor.



Capitolul 2

Probleme de optimizare lexicografica
multicriteriala de tip timp si puncte de
optim cu proprietatea P (pipeline)

In acest capitol prezentam cateva rezultate legate de optimizarea lexicografica multicrite-
riala in care functia scop are p componente de tip timp.

Amintim faptul ca in cadrul problemelor de transport de tip timp, timpul in care se re-
alizeaza transportul este egal cu maximul dintre timpii in care se efectueaza transportul dintr-o
locatie in alta. Solutiile optime, in cazul problemelor de minim, se bucura de proprietatea ca acest
timp maxim este cel mai mic. In problemele practice, dintre solutiile optime sunt preferate acelea
pentru care timpul maxim corespunzator este atins de un numar cat mai mic de ori. Aceasta
proprietate a fost sesizatd de BANDOPADHYAYA L. [6]. In articolul amintit, acesta introduce, pen-
tru o problema de transport triaxiala cu functia scop bicriteriala de tip cost-timp, notiunea de
"lexicographic optimal solution with minimum pipeline”. Pornind de la acest articol, am introdus
notiunea de punct de optim lexicografic cu proprietatea P pentru o problema de optimizare lexi-
cografica multicriteriala in care functia scop are p componente de tip timp. Astfel de puncte se
intalnesc in problemele cu caracter aplicativ, dupa cum se va vedea si in teza. In acest capitol ne
vom ocupa cu studiul structurii multimii punctelor de minim lexicografic si cu studiul structurii
multimii punctelor de minim lexicografic cu proprietatea P. Acelasi studiu il facem si in cazul in
care multimea solutiilor admisibile este o multime discreta. Mentionam faptul ca astfel de studii
nu am intalnit in literatura consultata. De asemenea, dam o teorema care permite obtinerea unei
solutii optime cu proprietatea P, pentru o problema de optimizare discreta lexicografica multi-
criteriala in care functia scop are p componente de tip timp, prin rezolvarea unei probleme de
optimizare discreta cu o singura functie scop. Aceasta teorema reprezinta o generalizare a teo-
remelor din BANDOPADHYAYA L. [6] si a teoremelor din ZAREPISHEH M. si KHORRAM E. [135].
Rezultatele din acest capitol sunt continute in lucrarile TuNs (BobpE) O.R. si Lupsa L., [76] si
[118].
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2.1 Probleme de optimizare lexicografica multicriteriala
de tip timp

In aceastd sectiune formulam problema de optimizare lexicografica cu functie scop cu p
componente de tip timp si studiem structura multimii solutiilor sale optime.
Fie m, n, p numere naturale nenule, cu 1 < p < m. Notam

I:={1,....m}, J:={1,...,n}, H:={1,...,p}.

Fie  C R". Spunem ca functia vectoriala f = (fi,..., fm) : € — R™ are p componente
de tip timp ( bottleneck type) daca exista p numere naturale 7y, . .., 1%, si o matrice de numere reale
T = [ty;] cu p linii si n coloane astfel incat pentru fiecare h € H,

fin(x) = max{ty; -sgn(z;)|j € J}, Vo e Q (2.1)

sau
fi,(x) = min{t; -sgn(z;)|j € J}, Vo e (2.2)

Fie I¢:=1\ {in|h € H}.

In acest capitol vom considera numai cazul in care pentru fiecare componenta de tip timp
se foloseste formula (2.1). In capitolul 4 al tezei vom folosi formula (2.2). In general, in cadrul unei
probleme pot fi folosite gi ambele tipuri.

Pentru fiecare h € H notam:

Zn =A{tn;lj € J}, an = card(Zy) st Kn:=={1,...,a}-

Sa observam ca, pentru fiecare h € H, multimea 7, este finita. Ca urmare, putem numerota
elementele multimii Zj, cu zp1, ..., 25, , astfel incat sa avem

Zpl > Rh2 > 0 > Zhgy- (23)

Pentru fiecare h € H si k € K), construim multimea Ly, := {j € J|tn; = 2 }-

Observatia 2.1.1 (Tuns (Bobe) O.R. [114]). Oricare ar fi h € H avem f;, (x) = zp, daca si
numai daca
{] S Lhk|l'j > 0} = @, Vke Ky, k<r, si {] S Lh7~|l'j > 0} ?é 0.

Fie S o submultime nevida a lui €2. Consideram urmatoarea problema de optimizare

f(x) — lex —min (or lex — max),
x €S,

(LpBP) {

pe care o vom numi problema de optimizare cu p functii obiectiv de tip timp.

Un punct 2° din S este solutie optima a acestei probleme daca este un punct de minim
lexicografic al functiei f relativ la multimea S. Daca cu S notdm multimea punctelor de optim
ale problemei (LpBP) si daca, pentru fiecare 1 € I, cu S, notim multimea punctelor de minim ale
functiei f; relativ la multimea S 1, unde Sp 1= S, atunci S = S
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Ne intereseaza structura multimii S relativ la proprietatea de convexitate.

Lema 2.1.2 (Tuns (BobE) O.R. [114]). Daca A C S este o multime conveza si h € H, atunci
multimea punctelor de minim ale functiei f;, relativ la A este conveza.

Ca o consecinta, obtinem un rezultat important pentru aplicatiile practice.

Teorema 2.1.3 (Tuns (Bobg) O.R. [114]). Daca S este o multime convexd nevida si functiile
fr, k€ I\ {in|h € H} sunt conveze, atunci mulfimea S este convezxa.

2.2 Solutii optime cu proprietatea P
Fie AC S, heH.

Definitia 2.2.1 (Tuns (Bobpg) O.R. ¢i LUPSA L. [118]). Un punct 2° € A se numeste punct de
minim cu proprietatea P (minimum point with pipeline property) al functiei f;, relativ la multimea
A daca pentru orice x € A, avem

a) Y sgn(ah) = 3 sgn(z;), Yk € Ky,

JELpg JELpk
sat
b) existd r € Ky, astfel incat Y sgn(xl) < > sgn(x;), si, dacd r > 2, atunci
JELp, JE€Lpy
> sgn(ac?) = Y. sgn(x;), Vke{l,..,r—1}.
JELpk JELpi

In ceea ce urmeazi, pentru fiecare h € H, prin ]\zh notam multimea punctelor de minim
cu proprietatea P ale lui f;, relativ la A.

Teorema 2.2.2 (Tuns (BopE) O.R. [114]). Dacd h € H i 2° € A,,, atunci z° este un punct

de minim al lui f;, relativ la A.

ih 2

Concluzia teoremei justifica utilizarea adjectivului minim din definitia 2.2.1.
Tinand cont ca A;, este multimea punctelor de minim ale lui f;, relativ la A, din teorema
2.2.2 deducem ca
A, CA;,. (2.4)
Mentionam faptul ca exista puncte de minim care nu au proprietatea P, dupa cum rezulta din

exemplul ce urmeaza.

Exemplul 2.2.3 (Tuns (Bobpge) O.R. [114]). Fie A = [1,2] x [0,2] x [0,1] x [0,1] i fie functia
f = (fluf2) A — RQ}

fi(zy, ke, 23, 14) = max{2sgn(x1), 3sgn(xa), 2sgn(x3)}, oricare ar fi (x1, 9, T3, x4) € A,
fo(@1, xo, k3, 4) = max{3sgn(xy), 2sgn(z2), sgn(xs3)}, oricare ar fi (x1,x2, T3, 24) € A.

Avem

Ay = {(21,0, 25, 24) |1 € [1, 2], 23 € [0, 1], 24 € [0, 1]} siAy = [(1,0,0,0), (2,0,0,0)].

Prin urmare Ay # Ay.
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In ipoteza ca A C S C R} si h € H, in urmatoarele doua propozitii dam conditii necesare
si suficiente pentru ca un punct sa fie punct de minim cu proprietatea P, in ipoteza ca deja se
cunoaste un astfel de punct. Aceste propozitii sunt importante din punct de vedere teoretic.

Propozitia 2.2.4 (Tuns (Bopg) O.R. [114]). Dacd x € A,,, fi,(x) = 21 siy € A, atunci
y € /~\ih daca si numai daca

Finl@) = fu(y) si Y sgn(a;) = Y sgnly;), Yk € {r,... . an}. (2.5)

JELpg JELpi

Propozitia 2.2.5 (Tuns (Bobpg) O.R. [114]). Daca x € /L-h siy €N\, atunci y € /L-h daca si
numai daca

Z sgn(x;) = Z sgn(y;), Yk € K. (2.6)

JELpk JELRK

Fie h € H. In continuare vom studia proprietatile multimii ./N\Z-h relative la convexitate.
Fie A C S C R}, h € Hsixz,y € A Pentru fiecare k € Kj,, notam Lj, = {j €
Lyi|sgn(x;) = 1,sgn(y;) = 0}.
Propozitia 2.2.7 (Tuns (Bobpg) O.R. [114]). Daca multimea A C S este conveza, h € K, §i

e (Ay, \ A;,), atunci existi x € A;, astfel incdt |z, y] € (A;, \ As,).
Propozitia 2.2.8 (Tuns (Bobpe) O.R. [114]). Daca multimea A C S este convexd, h € H,

T,y € Aih si |z, y[ﬂ[\ih # 0, atunci |z, y[C A;, .

Propozitia 2.2.9 (Tuns (Bobpe) O.R. [114]). Daca multimea A C S este convexda, h € H,
z,y €N, x #y, atunci [z, y] C A;, daca si numai daca L, = 0 (echivalent cu L, = 0), oricare
ar fi k € K.

Conditia L§, = 0, Vk € K}, este esentiala dupa cum rezultd din exemplul care urmeaza.

Exemplul 2.2.10 (Tuns (BobEe) O.R. [114]). Fie functia f = (f1,f2) : R* — R? cu
filxy, o) = max{2sgn(zy),2sgn(xs)} si fo(w1,22) = x1 + T2, Vo = (71,22) € R Fie
A=1(2,0), (0,2)] = {(2(1=X), 2X)|X € [0, 1]}. Avem A, = [(2,0), (0,2)], si A = {(2,0), (0,2)}.
Evident cd multimea A nu este convexd. Luind x = (2,0) siy = (0,2) avem L¥ = {1} # (), ceea
ce indica faptul ca ipoteza propozitiei 2.2.9 nu este satisfacuta.

In continuare introducem notiunea de solutie optima cu proprietatea P a problemei (LpBP).

Definitia 2.2.11 (TuNs (BobpE) O.R. si LUPSA L. [118]). Un punct 2° € S se numeste solutie
optima cu proprietatea P a problemei (LpBP) sau punct de minim lexicografic cu proprietatea P
a functiei f relativ la S, dacd 2° este un punct de minim al functiei f;, relativ la multimea Sy_1
pentru fiecare k € I si, in plus, daca k € {in|h € H} atunci este chiar un punct de minim cu
proprietatea P a lui fy relativ la mulfimea Sy_1.

Multimea punctelor de minim lexicografic ale functiei f relativ la multimea S o vom nota
prin S. In continuare dam un exemplu in care determinam multimea S.

Exemplul 2.2.12 (Tuns (Bobpg) O.R. [114]). Sa revenim la exemplul 2.2.3. Daca S = [1, 2] X
[0, 2] x [0, 1] x [0,1], atunci avem Sy = {(z1,0,0,0)|z; € [1, 2]} 5i Sy := A = {(21,0,0,0)|z; €
11, 2]}. Ca wrmare, A = {(21,0,0,0)|x; € [1, 2]}.
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2.3 Probleme de optimizare discreta lexicografica de tip
timp

In acest paragraf vom studia problema (LpBP) in ipoteza ca multimea S este o submultime
a lui N caz in care problema (LpBP) o vom nota prin (LDpBP) si o vom numi problema de
optimizare discreta lexicografica cu p functii obiectiv de tip timp. Desi aparent astfel de probleme
par foarte restrictive, ele se intalnesc frecvent in viata cotidiana. Cateva exemple concrete vor fi
studiate in celelalte capitole ale tezei.

Exemplul 2.3.1 (Tuns (Bobpg) O.R. si Lupga L. [118)).

Fie S ={(-1,-1),(=1/2,-1)} si f : S = R, f(x1,22) = max{2zy, 22}, oricare ar fi (x1,x2) € S.
Punctele 2° = (=1, —1) six = (—=1/2,—1) sunt ambele puncte de minim ale lui f relativ la S, dar
numai (—1,—1) este un punct de minim cu proprietatea P.

Exemplul 2.3.2 (Tuns (Bobe) O.R. gi Lupga L. [118)).
Fie S ={0,1,2} x {1,2,3} x {0,1} si fie functia f = (f1, fo, f3) : R — R3, cu

fi(zy, 22, 3) = =5 + 2% — a3,
fo(xy, 29, 23) = max{2sgn(x1), 2sgn(x2), 3sgn(x3)},
f3(x1, 29, 03) = —8 + 23 + 22,

oricare ar fi v = (1, T, 3) € R3.
Avem § = {(0,1,0), (0,2,0), (0,3,0)}.

Deoarece lucram in caz discret, pentru studiul proprietatilor legate de convexitate a
multimilor S si S utilizdm notiunile de multime 2-tare convexi relativ la N gi functie 2-tare
convexa relativ la N” x R date in CRISTESCU G. si Lupsa L. [23].

Fie QCR%Y, SC QNN si f=(fi,....[p) : Q=R

Teorema 2.3.6 (TuNns (Bobpe) O.R. gi LupsA L. [118]). Daca multimea A C S este 2-tare
convexa relativ la N™ si h € H, atunci Aih, multimea punctelor de minim ale lui f;, relativ la A,
este 2-tare convexa relativ la N™.

Corolar 2.3.7 (Tuns (BobpE) O.R. gi Lupsa L. [118]). Daca mulfimea S este nevida si 2-tare
conveza relativ la N™ gi functiile fi, k € I\ {in|h € H}, sunt 2-tare conveze relativ la N™, atunci
S este 2-tare convexd relativ la N™.

Proprietati similare obtinem si pentru multimea punctelor de minim cu proprietatea P.

Propozitia 2.3.8 (Luprsa L. si Tuns (Bobpe) O.R. [70]). Daca multimea A C S este 2-tare
convexa relativ la N*, h € H, y este un punct de minim al lui f;, relativla A, dary ¢ ]\ih’ atunci

(Jz, yINN") N Ay, = 0.

Corolar 2.3.9 (Lursa L. i Tuns (Bobe) O.R. [76]). Daca mulfimea A C S este 2-tare
conveza relativ la N*, h € H si z,y € A \ A atunci

(o] ()N") € (A\ ).



2.4 O metoda de determinare a solutiilor optime cu proprietatea P ale problemei (LDpBP) 19

Propozitia 2.3.10 (LupsA L. ¢i Tuns (Bope) O.R. [76]). Daca mulfimea A C S este 2-

tare convezra relativ la N", h € H, x,y € A si exista z €]z, y[\N" astfel incit z € ]\im atunci
]l‘7 y[ﬂ N™ C Aih'

Propozitia 2.3.11 (LuprsAa L. i Tuns (Bobg) O.R. [76]). Daca multimea A C S este 2-tare
conveza relativ la N, h € H, x,y € N;, si |z, y[NN™ # 0, atunci multimea [x, y] este 2-tare
convezad relativ la N dacd si numai daca Lf), = 0 (sau echivalent L}, = 0), oricare ar fi k € K.

Conditia Lf, = 0, Vk € K}, este esentiala dupa cum rezulta din exemplul care urmeaza.

Exemplul 2.3.12 (Lupsa L. ¢i Tuns (Bobe) O.R. [70]).

Fie S = {(2,0), (1,1), (0,2)} si fie f = (f1,f2) : R? — R? cu fl(x},xQ) = 1+ 22 §i
fa(wy, 22) = max{2sgn(x1),2sgn(zs)}, oricare ar fi x = (r1,79) € R%. Avem S = {(2,0), (0,2)}.
Deoarece (1,1) € S, N2, dar (1,1) & S, deducem cd multimea S nu este 2-tare convexd relativ la
multimea N2,

2.4 O metoda de determinare a solutiilor optime cu pro-
prietatea P ale problemei (LDpBP)

In acest paragraf demonstram o teorema care permite determinarea unei solutii optime cu
proprietatea P a problemei (LDpBP). Metoda se bazeaza pe tehnica ponderilor si reprezinta o
generalizare a metodelor prezentate in BANDOPADHYAYA L. [6] si in ZAREPISHEH M. si KHOR-
rRAM E. [135].

Fie m, n, p numere naturale nenule, cu 1 < p <m. Fie I :={1,...,m}, J :={1,...,n},
H:={1,...,p} sifie i, h € H, p numere naturale distincte cu proprietatea ca i; < --- < i,.

Fie S C N” gi fie functia vectoriala f = (f1,...,fm) : S — N™ cu p componente de tip
timp, date prin (2.1), unde t,;, h € H, j € J, sunt numere naturale. Consideram problema:

f@) = (fi(x),..., fm(z)) — lex — min,

(LDpBP) { e

Pentru fiecare h € H construim ¢, + 1 numere, astfel:

Mg, =1 (2.7)
si
an
My, =1+ Z th . card(th), Vk e {qh_l, ,0} (28)
Jj=k+1
Se vede imediat ca .
h
MhO =1+ Z th . Card(th). (29)
j=1

Fie
MO =1 + maX{Mho‘h € H} (210)



20 Capitolul 2. Probleme de OLM de tip timp si puncte de optim cu proprietatea P

Evident ca, oricare ar fi r € Kj, avem

qn v

My, —1< Myg—1< My —1< M, 1
S th-Card(Lhk):{ hr-1 — 1S Mo —1< Mo —1 < Mo, dacar>1, (2.11)
k=r

Mh0—1§M0—1<M0, dacar = 1.

Pentru fiecare i € I, fie f; un numar natural satisficand conditia f; > 2, astfel incat

fiz) < fi, Vo € S, (2.12)
Fie
A =1+max{l+ My, {fili € I}}. (2.13)
Usor se vede ca
NPT 9N S 0, Vi € T, gl AT — (M — 04 1)A™ " >0, Vh € H. (2.14)

Urmatorul rezultat are un caracter pur tehnic si va fi utilizat in demostratiile ulterioare.

Observatia 2.4.1 (Tuns (BobpEg) O.R. [115]). Fie u,v € S, u# v, i € I°, h € H si k € K.
Urmatoarele inegalitali sunt adevarate:

(i) daca fi,(u) > fi,(v), atunci f;,(u) — fi,(v) > 1;

(i) > A"T(filw) = fiw) = = 3 ATfi(v) > 3D A

i€l i>ig ieli>ig il i>io
(1it)  daca fi,(u) = zps € Zp, atunci Y sgn(u;) > 1;
jeth
(i) % (sgnluy) — sgn(vy)) = — % sgn(uy) = — card(Ly);
JE€LLK JE€LLK
(v) > Mu > (sgn(u;) — sgn(v;)) > — >, Mpgcard(Lpg) = 1 — Mpg > 1 — M.
keKy JELpg keKy,

Sa consideram acum problema:

F(x) =My X2 N fi(w) + >0 A 37 (Mpe ) sgn(x;)) — min,
(PUP) iele heH kEK), €Lk
xr € S.

Teorema 2.4.2 (Tuns (Bobe) O.R. [115]). Un punct 2° € S este un punct de optim cu

proprietatea P al problemei (LDpBP) daca si numai dacd el este o solutie optimd a problemei
(PUP).



Capitolul 3

O aplicatie referitoare la managementul
costurilor unei firme

In acest capitol am prezentat o problemé concreti de management al costurilor. Modelul
matematic atasat este o problema de optimizare bilevel pe grafe. Functia scop de nivel inferior este
bicriteriala. Am generalizat modelul obtinut pastrand proprietatile caracteristice esentiale. Am dat
conditii necesare si suficiente de optim in cazul problemei generalizate. Utilizand aceste rezultate,
am indicat o metoda exacta de rezolvare a problemei generalizate bazata pe tehnica divizarii.
Utilizand teorema 2.4.2 am redus rezolvarea problemei de optimizare bicriteriala de nivel inferior
la rezolvarea unei probleme de optimizare a unei functii scop scalare relativ la multimea subgrafelor
unui graf, subgrafe ce satisfac anumite cerinte precizate. Revenind la modelul atasat problemei
concrete, rezolvarea problemei se reduce la rezolvarea unei secvente finite de perechi de probleme de
tip voiajor comercial, adica la determinarea unui ciclu hamiltonian de cost minim care sa treaca
prin toate varfurile grafului. Pentru rezolvarea problemei voiajorului comercial exista numerosi
algoritmi. Ca referinte bibliografice amintim APPLEGATE D.L., BixBY R.E., CHVATAL V. si
Cook W.J. [4], GuTIN G. si PUNNEN A. [45], ToTH P. si Vico D. [120].

Mentionam ca in materialul bibliografic consultat nu am intalnit studiat un astfel de tip
de problema. Problema studiata de noi poate fi considerata ca o generalizare a problemei rutelor.
Ca lucrari de baza legate de problema rutelor amintim cartile autorilor GUTIN G. si PUNNEN A.
[45] i a autorilor ToTH P. si Vico D. [120].

Rezultatele din acest capitol sunt continute in lucrarea GoOINA D. si TuNs (BobpE) O.R.
[43].

3.1 Problema colectarii laptelui

O companie de prelucrare a laptelui colecteaza de doua ori pe zi, dimineata si seara, lapte
dintr-o anumita zona agricola. Punctele de colectare sunt situate pe soselele care unesc satele
din zona respectiva. Cantitatea de lapte livrat de un furnizor, la punctul de colectare de care el
apartine, depinde de momentul in care se cere livrarea. Unii furnizori pot livra lapte de doua ori pe
zi. Altii pot aduce lapte numai dimineata, iar altii numai seara. De asemenea, exista unii furnizori
care pot stoca pana seara laptele de dimineata, in conditii corespunzatoare de igiena, si pot sa-1
aduca la punctul de colectare numai seara. Laptele este transportat de la punctele de colectare
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cu un tanc colector. Evident, nici dimineata, nici seara, cantitatea de lapte transportat nu poate
depasi capacitatea tancului colector. Cunoscand cantitatea de lapte pe care o poate livra fiecare
furnizor si regimul in care poate face el livrarea, capacitatea tancului colector, costul transportului
tancului intre oricare doua puncte de colectare, sau intre acestea si baza, se cere sa se determine
un plan de colectare astfel incat:

- sa nu se depasgeasca capacitatea tancului,

- tancul sa ridice laptele de la un punct de colectare cel mult o data, atat dimineata cat si seara,
- costul total al transporturilor efectuate zilnic de tanc sa fie cat mai mic,

- pentru acest cost minim, cantitatea de lapte care este stocata sa fie cat mai mica. Prin intocmirea
unui plan de colectare intelegem precizarea, pentru fiecare furnizor in parte, a cantitatii de lapte pe
care trebuie sa o livreze, a regimului in care aceasta trebuie livrata (dimineata, seara, dimineata si
seara, stocheaza laptele de dimineata si 1l livreaza numai seara) si a punctului de colectare in care
trebuie adusa si, de asemenea, precizarea traseului pe care trebuie sa il parcurga tancul colector
atat dimineata cat si seara, respectand cerintele impuse.

3.2 (eneralizarea modelului matematic atasat problemei
colectarii laptelui

In acest paragraf, dupa ce se construieste modelul matematic atagat problemei laptelui,
se da o generalizare a acestuia. Pentru problema de optimizare corespunzatoare modelului atagat
se dau conditii necesare si suficiente de optimalitate si se indica o metoda de rezolvare a ei,
deci indirect i a problemei colectarii laptelui. Vom prezenta direct generalizarea, precizand ce
particularizare trebuie facuta pentru obtinerea modelului matematic atagat problemei colectarii
laptelui.

Fie n un numar natural nenul, N = {1,...,n}, G = (N, E) un graf neorientat valuat si fie
I C N. Cu A vom nota multimea subgrafelor I' = (Nr, Er) a lui G cu Nr # () si Er # 0.

Fie C; multimea acelor elemente G; = (Ny, Ey) ale lui A care satisfac anumite conditii
impuse nodurilor. De asemnea, fie C; multimea acelor elemente Gy = (Na, Ey) ale lui A care
satisfac alte conditii impuse nodurilor. Fie h : A — R si g : A — N doua functii date, iar a si b
numere pozitive date. Construim functia F': A x A — R, prin

F(G1,G2) = a-h(Gy) +b-h(Ga), ¥ (G1,Ga) € A x A. (3.1)

Consideram urmatoarea problema de optimizare bilevel, cu functia scop de nivel inferior bicrite-
riala,
F(G1,G3) — min,
(P BG) G, € Cl,
Gq € S*(Gh),

unde S*(G) este multimea solutiilor optime ale problemei
g9(G2) — min,

(P(Gh)) G € Cy,
N1 N N2 N [ = @
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Observam ca problema de nivel inferior are functia scop bicriteriala. In literatura de specialitate
consultatd nu am intalnit studiate probleme de tipul problemei (PBG).

In cazul problemei colectarii laptelui, n este cu 2 mai mare decat numarul punctelor de
colectare. Multimea {1,...,n} va corespunde punctelor de colectare la care se adauga punctul din
care pleaca tancul colector si punctul in care se intoarce. Multimea E a muchiilor corespunzatoare
grafului G = (N, E) va corespunde drumurilor care unesc punctele corespunzatoare nodurilor
grafului. Valuarea grafului corespunde costurilor drumurilor. C; reprezinta multimea subgrafelor
lui G, care satisfac conditia ca nodurile lor corespund centrelor de colectare din care se va colecta
laptele dimineata. Cy reprezinta multimea subgrafelor lui GG, care satisfac conditia ca nodurile
corespund locatiilor de unde se va colecta laptele seara. Multimea [ corespunde locatiilor in care
laptele de dimineata poate fi stocat si preluat abia seara. In problema laptelui avem a = b = 1.
Pentru fiecare I' € A, h(I") va fi egal cu valoarea ciclului Hamiltonian minimal in raport cu costul
format cu varfurile lui I'. Numarul g(I") este egal cu cantitatea de lapte stocata.

In continuare vom da o metodi exacti de rezolvare a problemei (PBG), bazandu-ne pe
tehnica divizdrii. In acest scop vom uza de particularitatile functiei scop si ale restrictiilor (mai
precis de conditia ca Ny N Ny N 1T = ().

Fie

S = {(Gl,GQ) eAxA|G) €C, Gy € Co, NlﬂNgr‘u]:®}

51:{G1€A|3G2€As. t. (Gl,Gg)ES},

adica

Slz{Gle(Zl]EIGgngs.t.NlﬂNgﬁ[:(Z)}.

Pentru fiecare GG; € S; consideram multimea
S(Gy) = {G2 €C | (G1,Go) € 5} - {GQ €0 | NlﬂNzﬂI:(i)}.

Se vede imediat ca S(G;) este multimea solutiilor admisibile ale problemei (P(G)).
Fie H € 2!. Consideram problemele:

h(G1) — min,
(Pl(H)) Gl c Cl,
NNI=H
(e )
9(Go 1 .
h(G) — lex — min,
() § e

Ny N H =9.
Sa notam cu hi? valoarea optima a problemei (Py(H)) si cu (g4, h¥) valoarea optima a problemei
(Py(IT)). ~
Construim functia F : 27 — R,

F(H)=a-h"+b-hl v He2, (3.2)
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si consideram problema de optimizare:

F(H) — min
PP ’
(PP) { H e 2.
In cele ce urmeazi vom stabili cateva legaturi intre solutiile admisibile ale problemelor
(PBG) si (PP) si apoi intre cele optime.

Lema 3.2.1 (GomwNa D. si Tuns (Bopg) O.R. [43]). Dacd G? € Cy, GY este o solutie admisibild
a problemei (P(GY)) si H® = NY NI, atunci GY este o solutie admisibild a problemei (Py(HY)).

Lema 3.2.2 (GoiNa D. gi Tuns (BobpE) O.R. [/9]). Dacd (GY,GY) este o solutie admisibild
a problemei (PBG) si HY = NY N I, atunci G este o solutie admisibild a problemei (Py(H®)) si
GY este o solutie admisibild a problemei (Py(H)).

Lema 3.2.3 (GoiNa D. si TuNs (BopE) O.R. [43]). Dacd H° € 21, GY este o solutie admisibild
a problemei (P (H®)) si GY este o solutie optimd a problemei (Po(H?)), atunci (GY,GY) este o
solutie admisibilda a problemei (PBG).

Teorema 3.2.4 (GoiNa D. si Tuns (Bobg) O.R. [43]). Dacd (GY,GY) este o solutie optima
a problemei (PBG), atunci, luand H® = N? N I, urmdtoarele propozitii sunt adevdrate:

i) GY este o solufie optimd a problemer (Pi(H"));

i) GY este o solutie optimd a problemei (Py(HY));

iii) HY este o solutie optimd a problemei (PP).

Teorema 3.2.5 (GoiNA D. i Tuns (Bope) O.R. [49]). Daci H este o solufie optimd a
problemei (PP) i GY, respectiv GY, este o solufie optimd a problemer (Py(H°)), respectiv (P2(H?)),
atunci (GY,GY) este o solutie optimd a problemei (PBG).

Sa remarcam faptul ci problema (Py(HY)) este o problemd de optimizare lexicografica
bicriteriala. Pentru rezolvarea ei putem utiliza metoda introdusa in paragraful 4.2, particularizand-
0 corespunzator.

Fie

A > 1+ max{F(Gy,Gs), V (G1,Gs) € A}. (3.3)

Fie G, € S; si fie H € 2! astfel incat
NyNI=H. (3.4)
Construim problema

A- g(Gz) + F(Gl, Gg) — min,
(PLy(H)) Gy € Co,

Teorema 3.2.6 (GoiNA D. si TuNs (Bopg) O.R. [45]). Daca G, € Sy si H € 2! satisface
conditia (3.4), atunci un element Gy € Cy este solutie optima a problemei (PLo(H)) daca si numai
daca este solutie optima a problemei (Py(H)).
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Observatia 3.2.7 Tindnd cont de teorema 3.2.6, putem reduce rezolvarea problemei (PBQ)
la rezolvarea unei secvente finite de perechi de probleme (Pi(H),Py(H)), in care parametrul H

parcurge multimea 27 .

Rezultatele din paragraful 2 al acestui capitol pot fi generalizate, ceea ce ne propunem sa
facem intr-o lucrare ulterioara.



Capitolul 4

Aplicatii ale optimizarii multicriteriale
relative la programele de pregatire
profesionala a somerilor

Educatia reprezinta un proces de invatare continua (pe parcursul intregii vieti). Din acest
motiv, se impune necesitatea participarii la cursuri de formare profesionala, deoarece persoanele
cu un nivel de calificare mai ridicat se adapteaza mai rapid la schimbarile tehnologice si au o
productivitate mai ridicata pe termen lung. Diferite aspecte (probleme) legate de cursurile de
formare profesionala pot fi gasite in lucrarile GuT C.M. si BoDE O.R. [48], GuT C.M., VORZSAK
M., Cuiru C.I. si BopE O.R. [49], GuT C.M., Vorzsak M. si BopE (Tuns) O.R. [50].

Avand in vedere importanta persoanelor calificate, trebuie sa mentionam ca o problema
majora cu care se confrunta institutiile din tara gi strainatate este cea a lipsei resurselor financiare
alocate cursurilor de formare profesionala pentru someri. O problema care apare frecvent este
insuficienta fondurilor bugetare alocate cursurilor de formare profesionala, care sa permita fiecarui
somer sa beneficieze gratuit de aceste cursuri. Prin urmare, diferite probleme economice privind
alocarea persoanelor pentru a participa la cursurile de formare profesionala sau lipsa resurselor
financiare alocate acestor cursuri pot fi gasite in diferite situatii din viata de zi cu zi. In acest
capitol, studiem din punct de vedere al optimizarii diferitele probleme economice care apar si care
sunt rezolvate in practica intuitiv.

Contributiile autoarei cu privire la aceste subiecte au fost publicate in articolele in colabo-
rare TUNS (BoDE) O.R. si NEAMTIU L. [119] sau in TuNs (Bobg) O.R. [116].

4.1 Notiuni si rezultate relative la problemele de asignare

In situatiile din viata de zi cu zi, putem gisi diferite probleme economice care implici
participarea somerilor la cursurile de formare profesionala. Avand in vedere ca vom utiliza ca si
instrument matematic problemele de asignare, incepem cu o scurta prezentare a acestor tipuri de
probleme. Ca lucrari de referinta in acest domeniu, dorim sa mentionam [16], [18], [36], [38], [41],
[44], [65], [92], [98] si [125].

De-a lungul timpului, problemele de asignare au cunoscut si alte diferite generalizari. O
imagine de ansamblu foarte utila in ceea ce priveste varietatea modelelor problemelor de asignare se
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gaseste in PENTICO D.W. [92]. Aceasta lucrare ofera un studiu cuprinzator a diferitelor variante de
probleme de asignare, care au aparut in literatura de specialitate, cum ar fi: problema lexicografica
de tip timp, problema de asignare cu side constraints si problema r-lexicografica multi-obiectiv.
Problema lexicografica de tip timp a fost studiata de exemplu in BURKARD R.E. si RENDL F'. [16]
sau In SOKKALINGAM P.T. si ANEJA Y.P. [105]. O alta lucrare foarte utila pentru cercetatori
si practicanti este cea a lui BURKARD R., DELL’AMICO M. §i MARTELLO S. [15]. Aceasta ofera
un studiu cuprinzator a problemelor de asignare de la inceputurile lor conceptuale, pana in zilele
noastre.

In [63] KHANMOHAMMADI S., HAJIHA A. si JASSBI J. introduc o asa numiti matrice a
calificarii folosita pentru a clasifica si selecta persoanele calificate pentru diferite munci cu scopul
de a optimiza forta de munca in cadrul organizatiei.

Bazandu-ne pe lucrarile autoarei cu un preponderent caracter economic (a se vedea [48],
[49] si [50]), una dintre problemele critice care se gaseste in diferite situatii din viata de zi cu zi
si care trebuie rezolvata este cea a recalificarii somerilor. Prin urmare, modelele matematice, pe
care le-am introdus 1n prezenta teza cu scopul de a selecta persoanele potrivite pentru diferite
cursuri de formare profesionala, sunt utilizate pentru rezolvarea diferitelor tipuri de probleme de
optimizare, care pot fi vazute ca probleme generale de asignare.

4.2 Formularea problemelor economice

Vom prezenta in continuare doua dintre problemele ridicate relative la repartizarea
somerilor la cursurile de formare (recalificare) profesionala. In aceeasi perioada de timp se or-
ganizeaza mai multe cursuri pentru recalificarea somerilor. Fiecare curs are atagat un numar,
denumit eficacitate, calculat in functie de sansa pe care o are ca sa se angajeze un somer care a
absolvit acel curs. De asemenea, pentru fiecare somer si fiecare curs, se construieste un numar,
numit scor, tinand cont de date legate de experienta profesionala anterioara, de pregatirea pro-
fesionala, de aptitudini, de interesul pe care il manifesta pentru acel curs etc. De asemenea se
cunoaste numarul locurilor pentru fiecare curs.

Problema (AEP;). In ipoteza c& numérul total al locurilor la cursurile de formare este
mai mare decat cel al somerilor, se cere sa se determine o repartizare a somerilor la cursuri astfel
incat:

i) fiecare somer sa fie Inscris exact la un curs;

ii) cel mai mic scor corespunzator unui somer inscris la un curs sa fie cat mai mare;

iii) cursul pentru care se atinge acest scor sa aiba o eficienta cat mai mare;

iv) numarul de someri pentru care scorul personal la cursul la care este inscris este egal cu scorul
minim sa fie cat mai mic.

Problema (AEP,). In ipoteza ci numirul total al locurilor la cursurile de formare este
mai mic sau cel mult egal cu numarul gsomerilor, se cere sa se determine o repartizare a somerilor
la cursuri astfel incat:

i) numarul de someri calificati prin aceste cursuri sa fie cat mai mare;
ii) cel mai mic scor corespunzator unui somer inscris la un curs sa fie cat mai mare;
iii) un somer sa urmeze cel mult un curs.

Inainte de a construi modelele matematice atasate acestor probleme precizam notatiile
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utilizate:

e m este numarul total al cursurilor de formare si I = {1,...,m};

e cursurile vor fi numerotate de la 1 la m;

e ¢;, 1 € I, eficacitatea cursului ;

e n numarul total al somerilor i J = {1,...,n};

e a;, i € I, numarul maxim al persoanelor care pot participa la cursurile de formare profesionala
1,1 € [

e 1,1 € I,j € J, scorul obtinut de gsomerul j pentru cursul i, R € My, (R%), R = [ry]
matricea scorurilor.

4.3 Studiul problemei (AEP))

In acest paragraf facem un studiu al problemei (AEP).

4.3.1 Modelul matematic atasat problemei (AFP)

Facem ipoteza de lucru ca numerotarea cursurilor s-a facut in ordinea descrescatoare a
eficacitatii lor, adica avem e; > e; 1, V1 € I.
Fie Y multimea matricelor Y = [y;;] € M,xn(R) care satisfac urmatoarele restrictii:

yije{o,l},ViEI,VjEJ; (41)
Sy =1VYjel; (4.2)
i€l
Zyij S a;, Viel (43)
JjeJ

Fie f = (f1, f2, f3) : Y — R? functia datd prin: VY € Y,
fl(Y):min{rij\iGI,jGJ, yijzl}, (44)

fo(Y) = min {Z €l|35€J astfel incat r;y; = fl(Y)}, (4.5)

f(Y) = Z Yij- (4.6)

(1,9)EIxT;rijyij=f1(Y);i> f2(Y)

Lucram in ipoteza

Zai > n, (4.7)

icl
ceea ce asigura faptul ca ) # (). Remarcam faptul ca daca ipoteza (4.7) nu este satisfacuta, atunci

y=10.
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Modelul matematic corespunzator problemei (AEP;) va fi notat prin:

f(Y) — lex — max — max — min,

(PS) { yey (4.8)

Definitia 4.3.2 (Tuns (Bopg) O.R. and NEAMTIU L. [119]). Un punct Y° € Y se numeste
solutie optima a problemei (PS) daca nu exista un punctY € Y astfel incat una dintre urmdatoarele
conditii sa fie indeplinita:

i) 1Y) > [(Y°);

i) i(Y) = [i(Y?) si fo(Y) > fo(YO);

iii) 1Y) = fi(Y?), fo(Y) = f2(Y°) i f5(Y) < f3(Y°).

Remarcam faptul ca modelul atagat problemei (AEP;) este o problema de optimizare le-
xicografica. Daca luam in considerare restrictiile (4.2) si (4.3), si functia f;, problema (PS) poate
fi privita ca o problema de transport neechilibrata de tip timp in care variabilele pot lua numai
valorile 0 si 1, mai precis o problema de tip E cu functia scop de tip timp. Pe de alta parte, daca
ludm in considerare functia f; i restrictia (4.1), problema (PS) poate fi vazuta ca o generalizare
a problemei de asignare cu functie scop de tip timp.

Tinand cont de cele prezentate in Capitolul 2, problema (PS) este o problema de asignare
lexicografica tricriteriala de tip timp. Solutia sa optima este un punct de minim lexicografic al
functiei f, dar nu este un punct de minim cu proprietatea ”pipeline”. Totusi solutia optima
indeplineste, datorita formei functiei f3, o conditie de tip ”pipeline”. Ca atare, putem considera
problema (PS) ca o varianta a problemei studiate in Capitolul 2. Necoincizand, dupa cunostinta
noastra, cu nici una dintre problemele studiate in literatura de specialitate, o vom studia pentru
a putea da o metoda de rezolvare.

Forma particulara a componentelor scalare ale functiei scop, precum si cea a multimii
solutiilor admisibile, permite elaborarea unei metode specifice de rezolvare.

4.3.2 Conditii necesare si suficiente de optimalitate pentru (PS)

Fie
A=min{r; |1 €I, je J}, (4.9)
h =min{i € I |3k € Jastfel incat ryy = A}, (4.10)
Jh7,\:{j S J”/’hj:A}, (4.11)
si
q = card(Jp ). (4.12)

In functie de sensul inegalitatii dintre ) . ; a; si n + ¢, vom deosebi doua situatii distincte,
puse in evidenta de propozitiile ce urmeaza.

Propozitia 4.3.3 (Tuns (Bobe) O.R. ¢i NEAMTIU L. [119]). Daca

» a;i<n+yq, (4.13)

i€l
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atunci pentru fiecare solutie admisibila Y € Y avem:

[HY)=A (4.14)
St

fo(Y) = h. (4.15)

Observatia 4.3.4 Daca conditia (4.13) este indeplinita, atunci, pentru fiecare solutie optimd
Y? € Y a problemei (PS), avem f1(Y?) =X si fo(Y?) = h.

Propozitia 4.3.5 (TuNns (BopE) O.R. st NEAMTIU L. [11Y]). Fie Y° € Y o solutie optimd a
problemei (PS). Daca

Zai >n+q, (4.16)
i€l
atunct avem
Yn; =0,Vj € (4.17)

Din aceasta propozitie rezulta ca, daca ¢ = n, atunci a determina solutia optima a proble-
mei (PS) este echivalent cu determinarea unei solutii optime a unei probleme de acelasi tip ca si
(PS), dar in care, in matricea scorurilor, linia h nu apare. Prin urmare, in continuare, presupunem
caq<n.

In construirea unei metode de rezolvare a problemei (PS) am mers pe ideea obtinerii solutiei
optime in doua etape. In prima etap, determindm un punct de minim lexicografic Y al functiei
bicriteriale ale carei componente scalare sunt f; si fo pe multimea ). In a doua etapa verificam
daci YO este si solutie optima a problemei (PS). Daci nu este o solutie optimi, indicim un mod
de a inlocui Y cu un alt punct de minim lexicografic. Procedeul continua pana cand se giseste
solutia optima a problemei (PS). Deoarece multimea ) este finita, evident metoda indicata de noi
este o metoda care conduce, dupa un numar finit de iteratii, la o solutie optima.

In continuare vom studia problema

oY) = ( A(Y) ) — lex — max — max,

Ye)

(4.18)

Fie A € R} si h € I. Cu ajutorul acestor numere construim matricea Cyp = [c;;], unde

0, daca 1 > A,
cij = 1, daca ry; =X si i>h, (4.19)
n+1, daca (r; <) sau (riy; =X si i<h).

Consideram acum problema

>3 ¢y — min,
(ACy,) 4 ietier 777 (4.20)
Y e

Urmatoarele rezultate reflecta legatura existenta intre solutiile optime ale problemelor (PS),
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Propozitia 4.3.6 (Tuns (Bobg) O.R. si NEAMTIU L. [119]). Daci Y € Y este o solutie
optimd a problemei (PS), A\ = fi(Y) si h = fo(Y), atunci Y este o solutie optimd a problemei
(PM) si o solutie optima a problemei (AC) ).

Propozitia 4.3.7 (TuNs (Bobg) O.R. si NEAMTIU L. [119]). Dacd Y € Y este o solutie
optima a problemei (PM) si o solutie optima a problemei (AC) 1), unde A = f1(Y) si h = fo(Y),
atunci Y este o solutie optima a problemei (PS).

Din propozitiile 4.3.6 si 4.3.7 rezulta ca putem reduce rezolvarea problemei (PS) la deter-
minarea acelei solutii optime Y a problemei (PM) care, in acelagi timp, este si solutie optima a
problemei (ACy ), cu A= f1(Y) si h = fo(Y).

Deoarece problema (AC) ;) este o problema de transport neechilibrata, vom construi mai
intai problema de transport echilibrata corespunzitoare, adaugand o linie.. Fie J = J U {n + 1},

bj=1VYj€J b =) a,—n, (4.21)
sel
. cij, daca i€l, jeJ,
o 4.22
i {0, daca i€l, j=n+1, (4.22)
si
Z = {Z = [Zij] c me{n+1}({0, 1}>| ZZU = a;, Vie I, Zzij = bj, \V/j S J}
jeJ icl
Sa consideram acum urmatoarea problema de transport echilibrata:
HZ) = Z Zcszij — min,
(ACS 1) icl jeJ (4.23)

ZeZ.

Aplicand problemei (ACY ;) teorema planului potential i {inand cont de legatura dintre
problemele (AC3 ) si (AC, ;) obtinem urmatoarea conditie necesara si suficienta de optimalitate.

Teorema 4.3.8 ( TuNs (BobpE) O.R. [110]). Y € Y este o solutie optima a problemei (ACH )
daca i numai daca
chjysj S Cij, Vie [, VJ e J (424)

sel

Din propozitiile 4.3.6 si 4.3.7 si din teorema 4.3.8 obtinem urmatorul rezultat important.

Teorema 4.3.14 ( Tuns (Bopg) O.R. [116]). Matricea Y € Y este o solutie optimd a problemei

(PS) daca si numai daca Y este o solutie optima a problemei (PM) gi
chjysj S Cij) VZ c I, Vj - J, (425)
sel

unde

0, daca ry > fl(f/),
Cij = 1, daca Tij = fl (?) §~Z 1 Z fg(?), ~ B (426)
n+1, daca (ri; < fiY)) sau (riy; = fi(Y) sii< fo(Y)).
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4.3.3 O tehnica de rezolvare a problemei (PM)

Utilizand Propozitiile 4.3.3 si 4.3.5, in teza dam un algoritm polinomial pentru rezolvarea
problemei (PM). Eficienta acestui algoritm consta in faptul cid nu se porneste de la o solutie
admisibila, care este apoi imbunatatita, ci solutia optima se obtine prin parcurgerea succesiva, de
sus in jos si de la dreapta la stanga a matricei scorurilor in vederea eliminarii a cel putin unui
element si fixarea valorii variabilei corespunzatoare lui. Mentionam ca aceasta tehnica poate fi
utilizata si pentru rezolvarea problemei de tip timp de asignare. Dupa prezentarea detaliata a
acestei metode, ea este ilustrata printr-un exemplu.

4.4 Studiul problemei (AEP,)

In prezentul paragraf modeldm matematic si rezolvim cea de a doua problem& economici
in conditiile in care, pe de o parte, nu exista nici o restrictie in ceea ce priveste bugetul alocat
pentru cursurile de formare profesionala si, pe de alta parte, in conditiile in care numarul maxim
de persoane care pot participa la aceste cursuri este mai mic decat numarul total de someri
inregistrati care au nevoie de a participa la aceste cursuri. Scopul urmarit este acela de a cursa
cat mai multi someri, cel mai mic scor atins de un somer asignat la un curs sa fie cat mai mare si
numarul celor pentru care se atinge scorul minim sa fie cat mai mic.

In aceste conditii, in cele ce urmeaza vom lucra in ipoteza ca

> ai<n. (4.27)

el

Utilizand notatiile introduse in subsectiunea 4.2, consideram urmatoarea problema de optimizare
lexicografica:

Yij
01(Y) = zeZI JGZJ — ler — max — max,
min{rzﬂiél,je J, yi; = 1}
(PMR) { > wij<a,Viel, (4.28)
jeJ
icl

vi; €{0,1},VieI,Vje J

\

Vom nota prin 2 multimea solutiilor admisibile ale problemei (PMR), adica

iel jeJ

Deoarece lucram in ipoteza (4.27), valoarea maxima a sumei g E Y;; este E a;.
iel jeJ i€l
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Observam faptul ca daca luam

(1, dacai=1,j€{1,...,a1},
0, dacai =1, j € {a1+1,...,2ai},
el
i—1 7
Vi =\ 1, daciie I\ {1}, je { (ak—l—l),...,Zak}, (4.30)
k=1 k=1
1—1 7
0, dacéiel\{l},je{l,..., ak}u{ (ak+1),...,n}.
\ k=1 k=1

atunci obtinem ca Y™ = [y5;] € . Mai mult,

DD W=ar+tait A+ am

el jeJ

Bazandu-ne pe cele de mai sus, rezolvarea problemei (PMR) este redusa la rezolvarea urmatoarei
probleme:
min{rij|i €enjel Y yy=a,Viel,
jeJ
il
Yij € {0,1}, Viel,Vjel
In continuare vom aduce o modificare problemei (PMR;) astfel incat si poati fi rezolvata
aplicand metoda descrisa inainte pentru rezolvarea problemei (PM).
Fie rpy1j == 1+ max{r;;|i € I,j € J}, ame1 == n — Zai si [ :=T1U{m+1}.

el
Consideram problema:

min{rijyi”i € [_, j € J} — max,

Zyij = a;, VZ € I_,

(PMR,) { i€ (4.32)
Zyij =1,Vjel,

iel

( vi; €{0,1},Viel, Vje

Propozitia 4.4.1 ( Tuns (Bobe) O.R. [116]). i) Daca Y = [7ij] € Mni1)xn({0,1}) este o
solutie optima a problemei (PM Ry), atunci Y* = [yj] € Myxn({0,1}) este o solutie optima a
problemei (PMRy).

i) Daca Y* = [y5;] € Muxn({0,1}) este o solutie optima a problemei (PMRy), atunci

0, daca Zyg‘j =1
Uil = as VjeJ, 4.33
Ym+1,j 1, dacd Zy:j —0 J ( )

i€l

luand

$i Uiy = Yi;, Vi € I,Vj € J, obtinem ca matricea Y = [5i] € Man+1)xn({0,1}) este o solutie
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optima a problemei (PMRy).

Rezolvarea problemei (PM Rs) poate fi facuta aplicand tehnica descrisa in paragraful de
mai sus. In teza este dat un exemplu simplu cu scopul de a evidentia cum se aplica acest algoritm.



Capitolul 5

Aplicatii practice legate de optimizarea
portofoliilor

Experienta profesionala pe care am dobandit-o pana acum in domeniul economic mi-a
dovedit ca instrumentele matematice pot simplifica procesul decizional al managementului firmei,
astfel Incat rezultatele activitatii intreprinse sa fie avantajoase. Una dintre cele mai dificile sarcini
care presupun asumarea unei decizii importante este decizia de investitie, deoarece aceasta pre-
supune folosirea (investirea) unei sume de bani cu scopul de a obtine o suma mai mare. Dar
daca investitia este facuta fara a tine cont de anumite restrictii, rezultatul poate fi nefavora-
bil investitorului. Din acest motiv, in prezentul capitol obiectivul este de a identifica problemele
economico-financiare legate de teoria portofoliului, unde prin utilizarea optimizarii suntem ghidati
spre obtinerea solutiilor optime viabile din punct de vedere practic. Prin urmare, in cadrul acestui
capitol ne indreptam atentia spre modelarea matematica si spre rezolvarea problemelor asociate
cu optimizarea portofoliilor.

Contributiile autoarei cu privire la aceste subiecte au fost publicate in Lupsa L. si TUNS
(Bope) O.R. [75] i in TuNs (Bobe) O.R. [110], [111] si [112].

Analizarea problemei de selectie a portofoliului privita ca o problema de optimizare bicri-
teriala, ne-a permis sa obtinem o noua functie obiectiv pentru investitor. Astfel se introduce un
nou model matematic pentru problema de selectie a portofoliilor, noua functie obiectiv fiind egala
cu raportul dintre risc si beneficiu, tinandu-se cont de anumite restrictii.

In sectiunea 5.2.2, bazandu-ne pe o problema economica concreta, studiem cazul in care
ambele functii obiectiv, atat cea a problemei de nivel superior cat si cea a problemei de nivel
inferior, sunt liniare.

In sectiunea 5.2.3 se studiaza un tip de problema de optimizare pe doua nivele in variabile
0-1, pornind de la modelul matematic atagat unei probleme concrete de optimizare a portofoliilor.
Functia obiectiv de nivel superior trebuie maximizata, in timp ce functia obiectiv de nivel inferior
(care este o functie bicriteriala) trebuie maximizata-minimizata in sens lexicografic. Scopul urmarit
a fost acela de a da o metoda de rezolvare a problemei pe doua nivele prin reducerea ei la un
numar finit de cupluri de probleme de optimizare pseudo-booleene liniare. Una dintre problemele
din cuplu este o problema clasica de asignare.
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5.1 Legatura dintre problemele de selectie a portofoliului

si optimizarea bicriteriala

5.1.1 Notiuni si rezultate relative la teoria portofoliilor

Teoria moderna a portofoliilor reprezinta o abordare stiintifica a investitiilor. Aceasta se
ocupa cu selectarea portofoliilor pentru investitorii care doresc sa-si maximizeze beneficiul agteptat
pentru nivelul de risc pe care fiecare investitor este dispus sa si-1 asume. In prezentul paragraf
prezentam cateva notiuni de baza legate de teoria portofoliilor. Ca si lucrari de referinta in acest
domeniu de cercetare amintim [54], [56], [79], [81], [82], [83], [87], [97] si [130].

5.1.2 Modelele de selectie a portofoliului de tip Markowitz

In acest paragraf prezentam modelele de selectie a portofoliului de tip Markowitz, adica
problema maximizarii beneficiului asteptat precizandu-se clar nivelul de risc asumat, problema
minimizarii riscului precizandu-se clar nivelul beneficiului asteptat si problema de echilibrare a
beneficiului agteptat si a riscului asumat. Se evidentiaza in termeni matematici problema de selectie
a portofoliului. In ciuda faptului ca modelele de selectie a portofoliului de tip Markowitz sunt
considerate a fi modele simplificate, deoarece acestea iau in considerare doar valoarea medie si
dispersia profitului portofoliului, acestea sunt cele mai utilizate in zilele noastre, ramanand piatra
de temelie a teoriei moderne a portofoliului.

5.1.3 Problema de selectie a portofoliului versus optimizarea bicrite-
riala

In acest paragraf tratam problema de selectie a portofoliului ca si o problema de optimizare
bicriteriala. Acest lucru ne permite sa obtinem un nou mod abordare referitor la scopul urmarit de
investitor. Astfel, introducem un nou model matematic relativ la problema de selectie a portofolii-
lor in care noua functie obiectiv este egala cu raportul dintre risc si beneficiu, evident adaugandu-se
anumite restrictii specifice.

Fie f = (f1, f2) : 2 — R? o functie vectoriald, unde f; reprezinta functia risc gi fo reprezinta
functia beneficiu. Putem privi problema de selectie a portofoliului ca i o problema de minimizare
bicriteriala:

_ ( hs) vV — min
ev) ] U= < " huls) ) - ’ (5.1)

s € Q.

Sa remarcam faptul ca, in general, prolema (PV) nu are puncte ideale.

In situatiile concrete, se mai impune conditia ca riscul sa nu depaseasca o valoare data m
si beneficiul asteptat sa fie mai mare decat o valoare precizata m > 0.

Fie Q = {s € Q| fi(s) <, fa(s) > m}. Folosind ideea din STANCU-MINASIAN I.M. [108]
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(§ 1.1), construim functia F : Q — R,

fl(s) o
F(s) = ) daca fy(s) # 0,

+o00, daca fa(s) = 0.

Folosind acum functia F' introducem o relatie de preferinta pe multimea €.

Definitia 5.1.1 (Tuns (Bopg) O.R. [110]). Spunem cd punctul s° € Q este strict preferat
punctului s € 0 in raport cu relatia de preferintd =, si notam acest lucru scriind s° = s, dacd
a) " €Qsisg Qord) s €Q, s€QsiFs) > F(s°).

Un punct s° € Q se numeste nedominat dacd s° € Q si nu existd s € Q strict preferat lui s°.

Propozitia 5.1.2 (Tuns (Bobe) O.R. [110]). Dacd problema (PV) are un punct ideal s° €
si acesta verifica conditiile f1(s°) < m si fo(s°) > m, atunci s° este un punct nedominat in raport
cu relatia de preferinta .

Din definitia 5.1.1 deducem c& un punct z° € € este nedominat in raport cu relatia de
preferinta > daca si numai daca este solutie optima a problemei

( F(s) — min,

> s =M,
=1
fl(s) S m?

f2(8) Z m,
[ s € R

Propozitia 5.1.4 (Tuns (Bobpe) O.R. [110]). Dacd s € Q este o solutie optimd a problemei

(PO) si m > 0, atunci s° este un punct min-eficient al functiei f = (f1, —fo) relativ la mulfimea
Q.

Observatia 5.1.5 Tinand cont de cele expuse mai sus, vom numi portofoliu optim orice punct
sY € Q nedominat in raport cu relatia de preferintd - .

5.1.4 Un tip particular de problema de selectie a portofoliului in vari-
abile 0 si 1

In aceasts sectiune se exemplifica noul mod de alegere a portofoliului optim pentru un
caz particular de problema de selectie a portofoliului in care variabilele pot lua doar valorile 0 si
1. Modelul matematic corespunzator este o problema de optimizare fractionara pseudo-booleana.
Pentru rezolvarea acestei probleme este sugerata o metoda de tip enumerativ, bazata pe calculul
cu siruri de caractere.
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5.2 Doua aplicatii ale problemei de selectie a portofoliului

in variabile 0 si 1

In aceastd sectiune prezentam doua aplicatii concrete de probleme de selectie a portofo-
liului in variabile 0 i 1. Folosind optimizarea pe doua nivele pentru a modela matematic aceasta
problema, consideram doua situatii diferite care implica studiul a doua probleme diferite:

(i) o problema de selectie a portofoliului booleana, in care avem de a face cu o singura perioada
in care se face investitia, iar portofoliul de actiuni contine actiuni care au aceeasi cotatie pe piata
de capital;

(i) o problema de selectie a portofoliului booleana, in care perioada de investitie este divizata in
mai multe subperioade de timp, pe piata de capital se poate tranzactiona cu diferite portofolii de
actiuni gi exista mai multe restrictii referitoare la investitie.

In fiecare caz in parte, demonstram conditii necesare si suficiente de optim gi dam o metoda
de rezolvare a problemei.

5.2.1 Formularea problemei economice concrete

Fie S o firma care detine n sucursale, notate prin S;, j € J = {1,...,n}. Firma urmeaza
sa faca investitii in anumite portofolii de actiuni de pe piata de capital.

Fie P, i € I ={1,...,m}, m > n, portofoliile de actiuni in care firma S va investi. Pentru
fiecare portofoliu de actiuni P;, ¢ € I, firma S detine date istorice pe baza carora poate previziona
beneficiul asteptat pentru un anumit nivel al riscului asumat intr-o perioada de timp 7.

Firma S va tranzactiona cu portofoliile de actiuni in doua moduri diferite:

i) direct, prin intermediul celor n sucursale ale sale;

ii) indirect, prin intermediul a p companii notate prin Cy, k € K = {1,...,p}, care fac parte
dintr-un grup de companii specializat in servicii de investitii financiare, notat cu C. In acest caz,
pe baza unui acord intre cele doua companii, grupul C' va ceda o parte din beneficiul obtinut firmei
S.

Ambele companii reprezinta jucatorii unui joc Stackelberg: firma lider S actioneaza prima
si va alege acele portofolii de actiuni in care va investi direct, gi abia apoi firma follower C' va
putea tranzactiona cu portofoliile in care firma lider nu a ales sa tranzactioneze direct. Amintim
restrictiile jocului pentru ambii jucatori:

- pentru lider: fiecare sucursala va tranzactiona cu exact un portofoliu de actiuni astfel incat sa
1si maximizeze beneficiul;

- pentru follower: compania C' va obtine propriul beneficiu in urma tranzactionarilor facute si,
pe baza unui acord cu firma lider, 1i va ceda o parte din acest beneficiu. Follower-ul va trebui sa
tranzactioneze doar cu acele portofolii care nu au fost alese de catre firma lider pentru a investi
direct.

In termeni matematici, aceast problema economica ne conduce la o problema de optimizare
pe doua nivele.

5.2.2 Modelarea matematica si rezolvarea problemei (EB)

Consideram prima problema mentionata in sectiunea 5.2.
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Fie f1 : R™*" — R functia definita prin f1(X) = > > azy, V X = [x;] € R™™
i€l jeJ
Reprezinta beneficiul total al firmei S obtinut pe baza investitiei directe.

Fie g : R™® — R functia definita prin ¢(Y) = > > cuyir, VY = [yu] € R™*P.
i€l keK
Reprezinta beneficiul total al companiilor Cy, k € K.

Fie fo : R™*? — R functia definita prin fo(Y) = Zzb“‘fyik’ VY = [yx] € R™P.

iel keK
Reprezinta beneficiul total al firmei S obtinut pe baza investitiei indirecte.

Modelul matematic pentru problema de selectie a portofoliului este urmatoarea problema
de optimizare pe doua nivele:

f1(X) + f2(Y) = max,
(EB) { XeA,
Y € U,

unde A = {X = [zy] € {0, 1} Y iy =1, Vi€ J Y my < 1,Vi€ I} si U™X este

multimea solutiilor optime ale problemei:

g(Y) = ZZCZkka — max,

(P2x) icl keK
Y € UX,

cu UX = {YX =Xl €0, 3™ Py yX =1, Ve K, Y yy=1-)Y uz, Vie 1}.
i€l keK jeJ

In continuare aritim ci problema (EB) poate fi rezolvata utilizand tehnica splitarii. In
acest sens introducem artificial un parametru v si divizam domeniul de variatie a parametrului.

Fie V= {v=(v1,...,v) € {0,1}"" |v1 + - - - +v,, = n}. Pentru fiecare v = (vy, ..., ) € V,
construim multimea AY = {X = [zi] € A inj = v, Vi € I} si UV = {Y = |yu] €

jeJ

{0,1}m=P | Zyik =1,Vk € K, Z?ﬁk =1—uv;, Vi € ]}. De asemenea, pentru fiecare v € V,

iel keK

consideram problemele:
fl(X> = Z Z Qi Ti5 — Imax,

(Py) iel jeJ
X e A
si
QU(Y) = Z Zcikyik — 1nax,
(Py) ie(I\M,) k€K
Y e U",

unde M, = {iel|v; =1}.

Fie F} valoarea maxima a lui f; pe A, XY multimea solutiilor optime ale problemei (P}),
GV valoarea maxima a lui ¢” pe U", si V¥ multimea solutiilor optime ale problemei (FP5).

In continuare vom demonstra legitura dintre problema (EB) si problemele (P?) si (PY).
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Teorema 5.2.1 (Tuns (Bobe) O.R. [111]). Dacd (X°,Y?) este o solutie optimd a problemei
(EB), atunci ezistd v° = (19,...,00) € V astfel incit X° sd fie solutie optimd a problemei (PY")

rm

si Y sd fie solutie optimd a problemei (Pgo)
Fie F: V = R, F(v) = FY + max{f2(Y)|Y € U"}. Consideram problema

F(v) —» max,
velV.

(EBV) {

Teorema 5.2.3 (TuNs (BopE) O.R. [111]). Dacd functia g este injectivd si v° este o solutie
optimd a problemei (EBV), atunci (X°,Y?) este o solutie optimd a problemei (EB), oricare ar fi
X0ex” siy®ey”,

Printr-un exemplu aratam faptul ca cerinta ca functia g sa fie injectiva este esentiala. Metoda
sugerata pentru rezolvarea problemei (EB) este ilustrata in exemplul 5.2.4.

5.2.3 Modelarea matematica si rezolvarea problemei (EBCT)

Consideram a doua problema mentionata in sectiunea 5.2.
Modelul matematic atagat acestei probleme este:

FXY) = 32> agziy + >0 >0 bin( Y- yikn) — max,

el jeJ icl keK heH
(EBCT){ X = lwiy] €,
max{ri;zi; |i € I, j € J} < e,
Y = [yirn] € V*(X) with Y € {0, 1}m=s,

unde YV*(X) noteaza multimea punctelor din (X)) care sunt max-p min-max (conform definitiei
5.2.9 din teza).

(EBCT) este o problema de optimizare pe doua nivele in care functia de nivel inferior este
bicriteriala de tip cost-timp. Dupa cunostintele noastre, astfel de probleme nu au fost analizate
in mod special, desi, dupa cum vom vedea, admit metode specifice de rezolvare in ipoteza ca,
coeficientii din functiile scop si din restrictii sunt numere strict pozitive. Forma particulara a
restrictiilor problemei ne permite din nou sa elaboram un algoritm finit de rezolvare. In acest scop
divizam multimea €2, intr-un numar de submul{imi mai mic sau egal cu C}}, prin intermediul unui
parametru v introdus. Fie

V=Av=(v,...,om) € {0, 1}" |v; + -+ + v, =n}.
Pentru fiecare v = (vy, ..., v,) € V construim
U'={icllv=1}, U ={iellv=0}=1\U"

AV = {X = [Q;U] (- {0, 1}m><n| ZLEU = 1, VJ € J, Zl’ij = vy, Vi c [}
el JEJ
si
XY = {X = [%Z]] € Av’ max{rijfcij\i S UU, j S J} < 6}.
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Observam ca, daca V; = {v € V| X? # 0}, atunci avem [J AY = X. De asemenea, pentru
vEV]
fiecare v € V, notam

Wv .= {Y = [yzkh] € {O, 1}m><p><s‘

sgn(Z Zyikh) =1,VkeK,

icOv heH

sgn(Z Z%‘kh) = 1,VieU",

keK heH

Zyikh <1,VieU’ VheH,

keK

th:QVieU2VkeA;VheH}

V= {Y € W | max{dynyixn|i € U',k € K} < ey, Vh € H}.
FieVy := {veV|Y'#0}and V = VN .

Observatia 5.2.10 (Tuns (Bobg) O.R. [112)). Dacav € V si X € A", atunci:

r; =0, VieU’ Vjel, (5.2)
Zl’z‘jzl,\V/ieUU, inj:]-a V]EJ, (53)

JjeJ icUv
IIl&X{TZ'jZL'Z'j |Z S I, j S J} = IIl&X{T’Z'jI'Z'j |Z S Uv, j c J} (54)

Observatia 5.2.11 (Tuns (Bobe) O.R. [112]). Din inegalitatile de mai sus obfinem:

(i) Daca X € X, Y € Y(X) siv = (ZjeJxlj,...,ZjeJxmj), atunciv €V, X € XV si Y € Y.
(ii) Dacav €V, X € X" i Y € V', atunci X e X 1Y € Y(X).

(i1i) Dacav eV gi X', X" € X, atunci Y*(X') = Y*(X").

Pentru v € V consideram problema:

[i(X) = > > ary; — max,
(Plf) iel jeJ
X € X",

Multimea solutiilor sale optime o vom nota prin Xjj.
Prin (P%) vom nota problema determinarii punctelor max —p min — max ale functiei vec-
toriale ¢ relativ la multimea Y si prin )j multimea acestor puncte.

Teorema 5.2.12 (TuNs (BobpE) O.R. [112]). Dacd (X°,Y?) este o solutie optimd a lui (EBCT)

§i
110:(Zm?j,...,Zx?j,...,Zx?n]), (5.5)

jeJ jeJ jeJ
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atunci v® € V, X0 € A 5i YO € Y.

In continuare consideram functia F': V — R data prin

F(v) = Z Zaijxij + Z Zbik (Z yikh) , Yoey, (5.6)

€eUv jed icUv keK heH

unde X € AJ 51 Y € )y sunt alese arbitrar.
Acum consideram problema:

F(v) — max

Teorema 5.2.13 (Tuns (Bope) O.R. [112]). Dacd v° este o solutie optimd a lui (EBVT),
atunci perechea (X°,Y?) este o solutie optimd a problemei (EBCT), oricare ar fi X° € X(}’O st
Yoe .

Teoremele 5.2.12 gi 5.2.13 ne permit sa reducem rezolvarea problemei (EBCT) la rezolvarea
unei secvente finite de cel mult C' perechi de probleme clasice de optimizare pseudo-booleana.
De obicei, acest numar este mai mic din cauza restrictiilor

max{rijxij ‘Z S UU, j S J} < €,
si
max{dixnyirn |1 € U, k € K} < ey, oricare ar fih € H.

In continuare analizim modul in care putem transforma problemele (PY) si (P3) pentru a
fi mai usor de rezolvat.
Fie numerele pp = 1 + >7,.; > . ; ai; si matricile A = [a;;] i Cp = [Cigp], unde

a;j = {g+.?] 1> i =e , oricare ar fi iel,jeJ (5.7)
N 1 rij (&
si
ikh s if di < . .
Cikn = { (C)?kh . ' dikhk>h e—heh , oricare ar fi ielLkeK heH. (5.8)

Observatia 5.2.14 (Tuns (Bobe) O.R. [112]). Fie v € V. Urmatoarele propozitii sunt
adevarate:
(i) Daca exista i € U astfel incat Zdij =0, atunci problema (PY) este inconsistenta.

jeJ
(ii) Daca exista j € J astfel incat Z a;; = 0, atunci problema (P}) este inconsistentd.
iU
(111) Daca exista i € UV astfel incat Z Z Cin = 0, atunci problema (PS) este inconsistenta.
keK heH

(iv) Daca exista k € K astfel incat Z Z Cikn = 0, atunci problema (Py) este inconsistentad.
icUv heH
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Fie functia f; : {0, 11" = R, fi(X) = Z Zdzjxij, VX e {0, 1},
ieUv jeJ
Fie X € A", si fie A(X> = {(27]) € U’ x J“rl] = 1, Tij < 6} si A<X) - {(Zaj) <
U’ x J|xi; =1, 1y >e}. Avem 0 < card(A(X)) < n si

fi(X) = Z a;jTij + Z ajxry; = p-card(A(X)) + Z ajj. (5.9)
(.)eA(X)

(i,)€A(X) (.3) EA(X)
Pentru fiecare v € V' consideram problema:

(PMY) { féﬁ&féma& (5.10)

Teorema 5.2.15 (Tuns (Bobpg) O.R. [112]). Fiev € V.

(i) Problema (PY) are solutii admisibile dacd si numai dacd existd XV € A astfel incit f1(XY) >
nu.

ii) Daca v € Vy, atunci problemele (P}) si (PM}) au aceleasi solutii optime.

In baza teoremei 5.2.15, rezolvarea problemei (PY) se reduce la rezolvarea unei probleme
clasice de asignare. In acest scop se poate aplica algoritmul dat de KunN H.W. [66], sau cel al
lui BERTSEKAS D.P. [9], sau se pot aplica algoritmi genetici, precum cei descrigi de SAHU A. si
TAPADAR R. [102].

In cele ce urmeaza, consideram functia ¢ = (@1, e, f2), unde

oY) = Z Z Z Ciknlikn, VY € {0, 1}, (5.11)

icUv k€K he H

Fie v € V. Prin (PM}) vom nota problema determinarii punctelor max —p min — max ale
functiei @ relativ la multimea W, unde W = {Y € W |¢(Y) — ¢(Y) = 0}. Fie Y multimea
punctelor max —p min — max ale lui ¢ relativ la we.

mm@V$YeW%Mmme:{@hmemewam:1gidmg%}

§1 f(Y) = {(Z,k’,h) S UU x K x H|yzkh =1 §1 dikh > eh}. Atunci,

¢1<Y) = Z Cikn + Z Cikh = Z Cikh- (5.12)

(i,k,h)ET(Y) (i,k,h)ED(X) (i,k,h)ED(Y)

Teorema 5.2.16 (TuNs (Bopg) O.R. [112)). Daciv € V, atunci avem: Y = Wv 5i Y = VL.

Problema (PM}) este o problema de optimizare booleana lexicografica cu trei functii obiec-
tiv. Tinand cont de cele expuse in paragraful 2.4, putem reduce rezolvarea acestei probleme la
o problema de optimizare liniara pseudo-booleana. In acest scop, definim secventa de numere
M, My, My, ..., M,, unde ¢ este cardinalul multimii ¢5({0, 1}"P**). Fie M = 1+ > by >

i€l keK
1+ max{fo(Y)|Y € {0, 1}P*s},
Utilizand notatiile anterioare, construim numerele My, k € {¢,¢q—1,...,0}, astfel M, = 1

siMy =14 >0, M, -card(L,), oricare ar fi te{q—1,...,0}.
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Fie functia FL : {0, 1}™#*¢ — R,

FLY) = =M -My-51(Y) + MZ <Mt' Z yikh) — foY), (5.13)

(i,k,h)ELy

oricare ar fi Y € {0, 1}">*P**,
Vom considera acum problema:

FL(Y) — min,
PLY ~
e { S

Multimea solutiilor optime ale acestei probleme o vom nota prin Wg.

Teorema 5.2.17 (Tuns (Bobg) O.R. [112]). Fiev € V. Un element Y° € W" este solutie
optima a problemei (PLY) daca si numai daca este un punct max —p min —max al functiei @
relativ la multimea W°.

Teorema 5.2.17 poate fi utilizata la determinarea punctelor max —p min — max ale functiei
@ relativ la multimea W".

Remarcam faptul ca problemele (PLY) sunt probleme de optimizare liniara pseudobooleana,
deci pot fi rezolvate utilizand oricare dintre algoritmii descrigi in BERTHOLD T., HEINZ S. si
PreTscH M.E. [8], sau HAMMER P.L. si RUDEANU S. [51], sau MANQUINHO V. si MARQUES-
SILvA J. [77].

In continuare, tinand cont de teoremele 5.2.12, 5.2.13, 5.2.15, 5.2.16, 5.2.17, si de observatiile
anterioare, in teza este descris un algoritm pentru rezolvarea problemei (EBCT), ilustrat prin
exemplul 5.2.18.

Contributia in acest capitol a autoarei o constituie noul punct de vedere de alegere a
portofoliului optim si studiul celor doua aplicatii. Din punct de vedere matematic, cele doua
aplicatii pun in evidenta doua clase particulare de probleme de optimizare pe doua nivele, care
pot fi rezolvate exact utilizand tehnica splitarii, construindu-se si metodele corespunzatoare.



Capitolul 6

Aplicatii ale optimizarii pe mai multe
nivele in transferul tehnologic

Transferul tehnologic este definit in diferite moduri, in functie fie de domeniul de cercetare,
fie de scopul cercetarii.

Prezentul capitol analizeaza licensing-ul, una dintre cele mai cunoscute metode utilizate
pentru transferul tehnologic intre firme. Studiem diferite contracte de licensing in cadrul unui
duopol Stackelberg diferentiat, in care una dintre cele doua firme se implica intr-un proces de
cercetare-dezvoltare in urma caruia poate obtine o inovatie endogena care 1i reduce costurile de
productie. Pe de alta parte, studiem unele tipuri de probleme particulare de optimizare pe mai
multe nivele generate de problemele economice concrete referitoare la diversele tipuri de contracte
de licensing.

Contributiile proprii relationate cu aceste subiecte au fost publicate in lucrarile in colabo-
rare FERREIRA F. gi BoDE O.R. [32], [33], precum si in TuNs (Bobpg) O.R. [113].

6.1 Notiuni si rezultate relative la transferul tehnologic

Incepem printr-o succintid prezentare referitoare la transferul tehnologic, si implicit a
licensing-ului. Acesta a fost obiectul a numeroase studii teoretice dupa cum se poate vedea si
in lucrarile [2], [19], [20], [31], [34], [37], [58], [59], [60], [61], [62], [68], [80], [93], [94], [99], [127],
[128], [129] si [138].

Mentionam faptul ca in prezenta teza lucram in ipoteza in care competitia pe piata are loc
in cadrul modelului Stackelberg deoarece, din punct de vedere matematic, acest lucru ne conduce
la problemele de optimizare pe mai multe nivele. Aceste aspecte rezulta si din lucrarile, individuale
sau in colaborare, ale autoarei [32], [33], [111], [112] si [113]. Contributiile proprii ale autoarei insa
s-au materializat i in studiile intreprinse pentru modelele Bertrand gi Cournot, regasite in lucrarea
[11].
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6.2 Formularea problemei economice studiate

Consideram un duopol in care cele doud firme, notate prin F*' si F°, produc n bunuri

diferentiate. Functia cererii este definita prin p* = 1 — ¢"— < d,¢'~" >, unde:

o p = (ph, ..., pl) € R™ reprezinta pretul firmei F" h =0, 1;

o " = (¢ ...,d") eR"si ¢ = (¢7" ..., ¢}7") € R™ reprezinti cantitatea produsa de firma
F" respectiv F'~" unde h = 1;

e d reprezinta gradul de diferentiere a produselor, d = (ds,...,d,) € R", unde d; € (0,1),Vj €
{1,...,n}.

Duopolul este modelat sub forma unei competitii de tip Stackelberg: firma lider F! isi
alege cantitatea care s& o produca si abia apoi firma follower F este libera sa isi aleaga cantitatea
optima care sa o produca, tinand cont de cantitatea produsa de lider. Initial, ambele firme au
costuri marginale identice ¢ = (c1,...,¢,) € R", unde ¢; € (0,1), Vj € {1,...,n}. Consideram
cazul in care firma F!, lider-ul, se implica intr-un proces de cercetare - dezvoltare pentru a isi
imbunatati tehnologia. Acesta 1i va permite o reducere a costurilor sale de productie. Costul
marginal se va reduce cu o valoare, pe care o notam cu k. Atunci, suma investita in procesul de
cercetare - dezvoltare este k?/2.

In cazul in care existd un transfer tehnologic intre cele doua firme, vom considera urmatorul
joc, 1n cinci etape. In prima etapa, firma inovatoare decide valoarea inovatiei (sau, echivalent, suma
ce urmeaza sa fie investita in procesul de cercetare-dezvoltare). In a doua etapa, firma inovatoare
decide daca sa vanda inovatia sau nu, deoarece aceasta va reduce costul marginal al firmei care o
achizitioneaza (licensee firm). Daca decide sa acorde inovatia, atunci va percepe o taxa de la firma
care o va accepta (fie o per-unit royalty rate, o fixed-fee sau o combinatie a lor). In a treia etapa,
firma care nu detine inovatia decide daca sa accepte sau sa refuze oferta facuta de firma inovatoare.
Apoi, ambele firme reprezinta jucatorii unui joc Stackelberg. In a patra etapa, firma inovatoare
decide cantitatea produsa, iar in ultima etapa firma care a acceptat inovatia, fiind constienta de
cantitatea produsa de lider, alege ce cantitate va produce.

In prezentul capitol consideram ambele cazuri:

i) situatia cand nu are loc transferul tehnologic intre cele doua firme (benchmark case sau no-
licensing case);
ii) situatia cand are loc transferul tehnologic intre cele doua firme pe baza unuia dintre urmatoarele
tipuri de contracte: contract de tip per-unit royalty, contract de tip fixed-fee sau contract de tip
two-part tariff.

6.3 Cazul Benchmark (no-licensing)

In prezenta sectiune vom incepe prin a modela matematic si apoi a rezolva problema eco-
nomica concreta pentru cazul benchmark. Modelul matematic atagat acestei probleme reprezinta
o problema de optimizare parametrica pe trei nivele in care atat functia obiectiv de nivel superior
cat si cea de nivel inferior trebuiesc a fi maximizate cu anumite restrictii. Vom prezenta apoi
rezultatele obtinute din punct de vedere economic.
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6.3.1 Modelarea matematica si rezolvarea problemei economice

Contributiile proprii relationate cu acest subiect au fost publicate in TuNs (Bobe) O.R.
113].

Fie n € N* un numar natural, J = {1,...,n}, si fie v = (71,72, ...,7n) € R". Fie T C R"
domeniul de variatie a parametrului d = (dy, ds, ..., d,) € R". Utilizand acest parametru d putem
construi matricea D € R™ x R"™ astfel incat

d 0 0
D 0 ds 0
0 0 dy,

Pentru fiecare d € T, fie f; : R" XR"xR" - R, F; : R"XR"XR"” - Rgigs: R"xR"” - R
functiile definite prin

falx,y,2) =<vy—x—Dy+z,x > V(r,y,z) € R" x R" x R",

1 1
Fd(x,y,Z) :<7—$—Dy+Z,ZL‘> _§||Z||2 = fd([lf,y,Z)—§||Z||2,V($,y,2) € R" xR" x R"
si
ga(r,y) =<v—y—Dr,y > V(z,y) € R" xR".

Consideram urmatoarea problema de optimizare parametrica pe trei nivele

Fy(z,y,z) — max
y € Si(z)

x € S5(2)

z e R”

(P;T) ,deT,

unde S;(x) = {y*} := argmaz{gs(z,y) |y € R"}, x € RY, si Sj(2) := argmax{fa(x,y", 2)|x €
R" }, z € R"™. Pentru fiecare d € T', vom nota prin (FP;) problema de optimizare pe trei nivele care
se poate obtine din (P;T') daca acest parametru este fixat ca fiind d.

Observatia 6.3.1 Daca T =0, 1["™, atunci problema (P;T) reprezinta modelul matematic atagat
problemei economice descrise in cele de mai sus.

Rezolvarea problemei (F,), d € T, se reduce la rezolvarea a trei probleme de optimizare.
Fie d € T' si x € R’}. Consideram problema:

Pl Pd,x (y) — Inax,
i { )

unde @q.(y) = ga(x,y) =<y —y — Dz,y >, Vy € R".
Revenind la problema (Fy), d € T, rezulta ca, oricare ar fi z € R™, daca Sji(z) # 0 si
x € Si(z), atunci Sh(z) = {y*} = {%(7 - Dx)}
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Vom considera acum urmatoarea problema de optimizare:

¢a,.(x) — max,
r € RY,

AN

unde @q.(x) = fa(z,y",2) =<~y—3iDy+z,2 >+ < (D*—I,)z,x >, Vo € RY, I, fiind matricea
unitate de ordinul n. ,

Observam faptul ca ¢g.(z) = Y <— (1-— dZJ)x + (v — d]’YJ + z;)z ) Vo eR"

jeJ

Pentru d € T fixat, vom nota cu J¢ = {j e J|d > 2}, Jt = {j € J|d; < 2},
Jd = {j € J|d2.:2}.

Pentru d € T si z € R™, ambii fixati, considerdm mulgimile J§, (2 ) { JjeJi v — j;j +
2> 0}, Jih(2) = {5 € Tty — B 42 =0}, i (2) = {j € Iy - 2 + 2 < 0.

Propozitia 6.3.2 (Tuns (Bobe) O.R. [119]). Fied e T.
(i) Daca Jj‘ﬁ # 0, atunci functia ¢q. este nemarginitda superior pe R’ , pentru fiecare z € R™;

(i) Dacd J& =0 si z € R™ astfel incat J§ (z) # 0, atunci functia ¢q,. este nemdrginita superior
pe RY}.

Fie d € T si z € R" astfel incat J¢ = 0 si J§, (z) = 0. Vom nota prin p = card(J§(z)) si
prin q¢ = card(J$ (z)). Fiem =n —p — q = card(J?).

Observatia 6.3.3 (Tuns (Bobg) O.R. [119]). Este usor de observat ca, daca m = 0 gi A =
(M, ..., An) € RY, atunci o = (2f,...,2%) € R, unde

o 0, dacd j € Ji (2),
i \j, dacd j € J&(2),

este un punct de mazim al functiei ¢q, ..

Daca m > 0, fie J2 = {ji,...,jm}, unde 1 < j; < --+ < j,, < n. Consideram functia
¢d,z cR™ — R,

5 m d m /7 .
¢d,z<xj17---7$jm) = — Z(l — Z ]h Jh —l—zjh)xjh, Y ($j1,...,$jm) € R™.

h=1

Propozitia 6.3.4 (Tuns (Bopg) O.R. [115]). Functia ¢q. : R™ — R este strict concavd si
29y, =iy Vip 225

unicul sau punct de mazim este T = (&, ..., Z;,,), unde T;, = o)

{1,...,m}.

Fiede T si z € R™
Consideram mulgimile J¢ (z) = {j € J|y — dﬂj + z; < 0} J (2) = {j € J |y —

, pentru fiecare h €

Gy g > o} §i J90(2) = {j € Jd |y — U4 o = o} Bvident, J¢ = J¢_(2)UJ?, (2) UJ%(2).
Bazandu-ne pe remarca 6.3.3 si propozrgla 6.3.4, obtinem urmatorul rezultat.
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Corolar 6.3.5 (Tuns (Bobg) O.R. [119]). Daci d € T si = € R™ astfel incat J¢ = 0 i
J& (2) =0, atunci, oricare ar fi A = (M\1,...,\,) € RY, punctul 27 = (2%,...,22), unde

(), dacdj € J&(2),
. 0, dacd j € (JL(2)UJ?_(2)UJ%(2)),

275 — djy; + 2z

w-@) dacdj € J%, (2),

este un punct de mazim al functiei ¢q ..

Bazandu-ne pe faptul ca pentru o problema de optimizare pe mai multe nivele functiile
obiectiv de nivel inferior trebuie sa aiba puncte de maxim (respectiv, minim), propozitia 6.3.2
implica faptul ca domeniul 7% de admisibilitate al parametrului d are urmatoarea proprietate:

T"C{deT|J{=0siJ =0} ={deT|d <2,Vje J} (6.2)

In continuare, vom considera ca (6.2) are loc. In aceste conditii, pentru fiecare z € R,
multimea S%(z) are exact un element, adica avem S}(z) = {2* = («7,23,...,22)}, unde

0, daca j € J¢_(2)U J%(2),
2v;—d;v;+22 <
%, daca j € J%, (2).

In situatia in care (6.2) are loc, avem J = J% Rezolvarea problemei initiale (P;) este
echivalentd cu determinarea multimii argmax{Fy(z* y* ,2)|z € R"}. Prin urmare, vom rezolva
problema

04(z) — max
3 d )
(77) {zeR”,

unde 0q(z) = Fy(2®,y™ ,2) =<y —a7 — Dy™ + z,2° > — 3|2
Propozitia 6.3.6 (TuNs (Bopg) O.R. [115]). Dacd exista j € J astfel incdt: (i) 2 > di > 1
sau (i1) d? =1 s1v; # 0, atunci functia 04 este superior nemarginita pe R™.

Observatia 6.3.7 Din propozitia 6.53.6 rezulta ca T* C {d € T'| d? <1, VjeJ}

Propozitia 6.3.8 (Tuns (Bopg) O.R. [113)). Dacid € T sid; <1, Vj € J, atunci functia 04

are un unic punct de maxim z* = (25,25, ..., 2%), unde z; = 20 Vel

Observatia 6.3.9 Din propozitia 6.3.8 rezulta ca {d € T|d§ <1, Vj e J} C T* Atunci,
bazindu-ne pa remarca 6.3.6 obtinem ca T* = {d € T'|d; <1, Vj € J}.

Observatia 6.3.10 Originalitatea problemei de optimizare pe trei nivele studiate mai sus consta
in faptul ca depinde de parametrii d giy. Pentru cazul particular cand n =1, d €0, 1] si v €]0, 1],
solutia optima a problemei coincide cu solutia optima care se obfine din punct de vedere economic
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in lucrarea in colaborare FERREIRA F. ¢i BODE O.R. [32]. Mai mult, rezultatul referitor la faptul
ca valoarea absoluta a parametrului d este mai mica decat 1 are o importanta economica semni-
ficativa. Deoarece d reprezinta gradul de diferentiere a produselor, rezultatul evidentiaza conditia
ca d €0, 1], utilizata din punct de vedere economic.

6.3.2 Benchmark: Cazul no-licensing pentru un produs diferentiat

In prezenta sectiune incepem prin a da problema economica studiata de autoare in lucrarea
in colaborare FERREIRA F. i BODE O.R. [32]. Contributiile autoarei relative la situatia cand nu
are loc transfer tehnologic intre cele doua firme sunt prezentate in cadrul acestui paragraf. Este
important de remarcat faptul ca toate aceste rezultate se pot obtine pentru cazul particular cand

n = 1 al problemei de optimizare parametrica formulata in subsectiunea 6.2. In plus, determinam

2 2
q1+2dq192+9;5 _
AT SRR W =

si surplusul consumatorului C'S si bunastarea sociala W definite prin C'S = 5

T + Ty + CSs.

Analizam situatia in care nu are loc transfer tehnologic in cadrul duopolului Stackelberg
diferentiat. In functie de gradul de diferentiere a produselor, s-a aritat ci:

(i) daca 0 < d < d;*, atunci firma follower F, va decide sa fie in competitie pe piata cu firma lider
F} utilizand vechea ei tehnologie si va obtine profit (inovatia non-drastica);

(ii) daca d; < d < 1, atunci pentru firma follower F, nu este profitabil sa produca (inovatia
drastica). In acest caz, firma F} va detine monopolul.

Determinam explicit cantitatea optima produsa de fiecare firma, profitul fiecarei firme,
valoarea optima a marimii inovatiei, surplusul consumatorului si bunastarea sociala, atat in cazul
inovatiei non-drastice cat si a celei drastice.

Analizam efectele gradului de diferentiere a produselor asupra: marimii inovatiei, profi-
tului ambelor firme (lider si follower), surplusului consumatorului si bunastarii sociale. Obtinem
urmatorul rezultat.

Teorema 6.3.11 (FERREIRA F. gi BODE O.R. [32]). Dacd nu are loc transferul tehnologic,
atuncs:

(i) Dacd d € (dy,dy)?* (respectiv, d € (0,dy) U[dy, 1)), atunci valoarea optimd a mdrimii inovafiei
descreste (respectiv, creste) pe masurd ce produsele tind sa se diferentieze;

(ii) Daca d € (0,0.5) U (ds, 1)® (respectiv, d € (0.5,d3)), atunci profitul firmei inovatoare creste
(respectiv, descreste) pe masurd ce produsele tind sa se diferentieze;

(iii) Dacd d € (0,dy) U [dy,1)* (respectiv, d € (dy,dy)), atunci surplusul consumatorului creste
(respectiv, descreste) pe masurd ce produsele tind s se diferentieze;

(iv) Dacd d € (0,ds) U [dy,1)° (respectiv, d € (ds,dy)), atunci bundstarea sociald creste (respectiv,
descreste) pe masura ce produsele tind sa se diferentieze.

Observatia 6.3.12 (FERREIRA F. gi BoDE O.R. [32)). Remarcam faptul ca dacd nu are loc
transferul tehnologic $i inovatia este non-drastica (adica d € (0,dy)), atunci profitul firmei care
nu detine inovatia creste pe masurd ce produsele tind sa se diferentieze.

Ld; este solutia din intervalul ]0, 1[ a ecuatiei d® + 2d — 2 = 0, d; ~ 0.732.

2dy este solutia din intervalul |0, 1] a ecuatiei d> — 4d + 1 = 0, dy ~ 0.268.

3d3 este solutia din intervalul |0, 1] a ecuatiei d* + 2d® + 8d — 8 = 0, d3 ~ 0.268.
10, 1]
10, 1]

4d, este solutia din intervalul a ecuatiei d* — 5d® — 3d? + 10d — 2 = 0, dy ~ 0.219.
5ds este solutia din intervalul a ecuatiei 7d* — 13d3 — 9d? + 28d — 10 = 0., d5 ~ 0.458..

)

)
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6.4 Contractul de tip per-unit royalty rate

In aceastd sectiune analizdm cazul in care existd un transfer tehnologic de la firma lider
la firma follower pe baza contractului de tip per-unit royalty rate. Atagam un model matematic
acestel probleme economice concrete. Acest model matematic reprezinta o problema de optimizare
parametrica pe patru nivele, in care atat functia obiectiv de nivel superior cat si functiile obiectiv
de nivel inferior trebuiesc a fi maximizate luand in considerare anumite restrictii date. Rezolvam
si determinam solutia optima a problemei atat din punct de vedere matematic, cat si economic.

6.4.1 Modelarea matematica si rezolvarea problemei economice

Fie n € N*, J = {1,2,....n}, r = (r,re,...;7) € R* gi v = (71,7, -.,7) € R™, cu
proprietatea ca v; €]0,1[, Vj € J. Fie T" C ]0,1[" domeniul de variatie al parametrului d =
(dy,ds, ...,d,) € T. Folosindu-ne de parametrul d putem construi matricea D € R" x R™ data in
subsectiunea 6.3.1.

Pentru fiecare d € T, consideram Fjy : R" X R*" xR*" xR" — R, f; : R" XxR" xR" xR"” - R
i
gq : R" x R* x R" x R" — R functiile definite astfel

1
Fd(xayvz7r> :<’Y—I—Dy+2,$> _§||Z’|2+<T7y>7 (64>
fd(QT,y,Z,T) =<7—$—Dy—|—z,x>—|—<r,y>, (65)
gd(x7yazvr) :<’7—y—DI+Z—’f‘,y>, (66)

V(z,y,z,7r) € R" x R" x R" x R".
Consideram urmatoarea problema de optimizare parametrica pe patru nivele:

( Fy(z,y,2,7) — max
yeSi(x,zr)

(Proyaity) z € Si(z,7) ,deT,
r e Si(z)

z e R”

\

unde Sj(z, z,r) = {y™*"} = argmax{ga(x,y, 2,7) |y € R"}, pentru fiecare z € R" si x,r € RY;
Si(z,r) = {z*"} = argmaz{fs(x,y>>", z,r) |z € R}, pentru fiecare z € R", y € Sj(z,z,7)
sir e RY; sl Sh(z) = {r*} = argmax{Fy(«®",y">*", z,7)|r € R}, pentru fiecare z € R",
x € Si(z,r)siy € Sh(x,z1).

Pentru fiecare d € T, vom nota prin (Py,oyaty) problema de optimizare pe patru nivele
care se poate obtine din (P, ,ya,) daca parametrul este fixat ca fiind d.

Observatia 6.4.1 Daca T =|0,1[", atunci problema (Proyairy) este chiar modelul matematic
atasat problemer economice formulata in sectiunea 6.5.2 in situatia in care are loc transferul tehno-
logic pe baza unui contract de tip per-unit royalty.

Reducem rezolvarea problemei (P, qyq1y) la rezolvarea a patru probleme de optimizare.
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Fiede T, x,r € R} si z € R". Consideram problema:

( 1 ) @d,z,zm(w — max,
d,z,z,r y c Rn7

unde ¢d,x,z,r(y) = gd(Ia Y, Z,’I“) = _||y||2+ <7 - Dz +z - Y >, V?J € Rny
Revenind la problema (Py oyaty), d € T, rezulta ca, oricare ar fi z € R”, daca r € Sj(2) si

x € S5(z,r), atunci S§(x, z,r) = {y**"} = {%}

Fie acum d € T', z € R" si r € R". Consideram urmatoarea problema de optimizare:

(P2 ) { ba - () = max,

d,z,r
r e RY,

unde ¢g . (v) = falz,y™*", 2,1) =<y — %D7+z, r>+ < (D?*-1I1)x, x>+ <ry>" >, oricare
ar fi x € R, I, fiind matricea unitate de ordinul n.
Revenind la problema (Py,oyaity), d € T, rezulta ca oricare ar i z € R”, daca r € Sj(z)

atunci

%, daca v+ z > 0,

Sy(z,r) ={a*"} =
0, daca v+ 2z < 0.

In continuare, fie d € T si z € R™. Consideram urmatoarea problema de optimizare:

P3 pd,z(r) — makx,
( d,z) { = Rn,

unde pg.(r) = Fy(x®",y™>", z,r).
Revenind la problema (Py,oyaiy), d € T, rezulta ca, oricare ar fi z € R", avem

'Ygz, daca v+ z > 0,

Sa(z) ={r*} =
0, daca v+ 2z <0.

In aceste conditii, a rezolva problema initiald (P oyaty) €ste echivalent cu a determina
Yy

2T X2,
)

multimea argmax{F;(z ,2,7%) | z € R"}. Prin urmare, vom rezolva problema:

04(z) — max
p* ’
(7 { z € R",

unde 04(z) = Fy(x®", y™*" z,r?) =<y —2*" — Dy™*" + 2, 2°" > —%||z||2+ < rFytET >

Propozitia 6.4.2 ( Tuns (BobpE) O.R. gi FERREIRA F. [117]). Daca d € T, atunci functia 64

. v . . . (2d:—3 .
este strict concavd i are un unic punct de mazxim z* = (25,25, ..., z%) unde z; = ;(1]2_(_—22]__)1, Vi e J
J
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6.4.2 Contractul de tip per-unit royalty rate pentru un produs
diferentiat

In aceast’ sectiune se studiaza situatia in care are loc transferul tehnologic de la firma care
detine inovatia catre cea care nu o detine pe baza unui contract per-unit royalty (taxa perceputa
pe fiecare unitate produsa) si sunt evidentiate principalele rezultate. Considerand cazul parti-
cular cand n = 1 pentru problema economica formulata in sectiunea 6.2, sunt prezentate toate
contributiile autoarei relationat cu acest subiect publicate in articolul in colaborare FERREIRA F'.
si Tuns (Bobpg) O.R. [33]. Este important de remarcat faptul ca toate aceste rezultate se pot
obtine pentru cazul particular cand n = 1 al problemei de optimizare parametrica pe patru nivele
studiate anterior.

In cazul acestui tip de contract, inovatia este non-drastica oricare ar fi d € (0,1). Deter-
minam in mod explicit valoarea optima a cantitatii produse de fiecare firma, a profitului fiecarei
firme, precum si valoarea optima a marimii inovatiei, surplusului consumatorului si bunastarii
sociale, atat in cazul inovatiei non-drastice cat si a celei drastice.

Analizam efectele gradului de diferentiere a produselor asupra marimii inovatiei, a royalty
rate, surplusului consumatorului, bunastarii sociale gi profitului ambelor firme (lider si follower).
Obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 6.4.3 (FERREIRA F. gi TUuNs (BODE) O.R. [33]). Daca transferul tehnologic se rea-
lizeaza pe baza unui contract de tip royalty rate, atunci:

(i) Valoarea optima a marimii inovatiei, royalty rate, surplusului consumatorului si bundstarii
sociale creste pe masura ce produsele tind sa se diferentieze;

(ii) In cazul inovatiei non-drastice (d € (0,dy)), interesul firmei inovatoare de a realiza transferul
tehnologic creste pe masura ce produsele tind sa se diferentieze;

(iii) In cazul inovatiei drastice (d € [dy,1)), daci (d € [dy,dg))® (respectiv, daci (d € (dg,1)),
atunci interesul firmei inovatoare de a realiza transferul tehnologic creste (respectiv, descreste) pe
masurd ce produsele tind sa se diferentieze.

Observatia 6.4.4 (FERREIRA F. gi TUNs (BoDE) O.R. [89)). In cazul inovatiei non-drastice,
interesul firmei care nu define inovatia de a accepta transferul tehnologic platind o per-unit royalty
creste pe masura ce produsele tind sa se diferentieze.

6.5 Contractul de tip fixed-fee pentru wun produs
diferentiat

In aceastd sectiune studiem situatia in care are loc transferul tehnologic de la firma care
detine inovatia catre cea care nu o detine pe baza unui contract de tip fixed-fee (taxa fixa perceputa
independenta de cantitatea produsa). Contributiile autoarei cu privire la acest subiect au fost
publicate in articolul in colaborare FERREIRA F. gi TUNS (BoDE) O.R. [33].

Atat in cazul inovatiei non-drastice cat si a celei drastice determinam valoarea maxima a
taxei fixe care poate fi perceputa de catre firma lider, valoarea corespunzatoare pentru marimea

6dg este solutia din intervalul ]0.1[ a ecuatiei 4d® — 16d° + 28d° — 63d* + 50d> + 32d? — 24d — 8 = 0, dg ~ 0.849.
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inovatiei, valoarea optima a cantitatii produse de catre fiecare firma, profitul fiecarei firme, sur-
plusul consumatorului gi bunastarea sociala.

Remarcam ca in aceasta situatie pentru firma lider se impune restrictia urmatoare: igi va
vinde inovatia daca si numai daca profitul total obtinut (adica profitul siu + taxa fixa perceputa)
va depasi profitul obtinut in cazul cand nu are loc transfer tehnologic.

Observatia 6.5.1 (FERREIRA F. gi TuNs (BopE) O.R. [39]).

(i) Dacd produsele tind sd se diferentieze (d € (0,dy))7, atunci contractul de tip fived-fee domind
strict cazul benchmark;

(i1) Daca produsele tind sa fie omogene (d € [dr, 1)), atunci firma care define inovalia nu o va
vinde pe baza unui contract de tip fized-fee.

Studiem efectele gradului de diferentiere a produselor asupra principalelor variabile.

Teorema 6.5.2 (FERREIRA F. i TUNs (BODE) O.R. [35]). Daca transferul tehnologic se rea-
lizeaza pe baza unui contract de tip fized-fee (adica d € (0,dy)), atunci:

(i) Valoarea optima a mdrimii inovatiei, taxei fize percepute de catre firma inovatoare, surplusului
consumatorului si bunastarii sociale, creste pe masura ce produsele tind sa se diferentieze;

(i1) Interesul firmei inovatoare de a realiza transferul tehnologic creste pe masurda ce produsele tind
sa se diferentieze.

6.6 Contractul de tip two-part tariff pentru un produs
diferentiat

Vom considera acum situatia in care are loc transferul tehnologic de la firma care detine
inovatia catre cea care nu o detine pe baza unui contract de tip two-part tariff, adica se percepe
atat o taxa fixa independenta de cantitatea produsa (fixed-fee), cat si o taxa pe fiecare unitate
de produs (royalty per-unit of output). Contributiile autoarei cu privire la acest subiect au fost
publicate in articolul in colaborare FERREIRA F. gi BoDE O.R. [32].

Determinam atat in cazul inovatiei non-drastice, cat i in cazul celei drastice, valoarea
maxima a taxei fixe care poate fi perceputa de catre firma lider, valoarea optima a marimii
inovatiei, a royalty rate, a cantitatii produse de fiecare firma si a profitului fiecarei firme, cat si
a surplusului consumatorului si a bunastarii sociale. Remarcam faptul ca profitul firmei follower
este egal cu profitul care l-ar obtine daca ar accepta un contract de tip fixed-fee.

Obtinem urmatorul rezultat important.

Observatia 6.6.1 (FERREIRA F. gi BODE O.R. [32]). Un contract de tip two-part tariff domind
strict cazul benchmark.

Pe baza rezultatelor de mai sus, evidentiem faptul ca chiar daca inovatia este drastica,
intotdeauna este bine pentru firma care o detine sa o vanda fie pe baza unui contract de tip per-
unit royalty, fie pe baza unui contract de tip two-part tariff. Acest lucru nu este deloc avantajos
daca 1si vinde inovatia pe baza unui contract de tip fixed-fee.

dy; este solutia din intervalul ]0.1[ a ecuatiei 9d7 + 24d® — 76d®> — 160d* + 360d> + 160d*> — 576d + 256 = 0,
d7 >~ 0.793.



6.6 Contractul de tip two-part tariff pentru un produs diferentiat 5%

Analizam efectele gradului de diferentiere a produselor asupra principalelor variabile de
mal sus.

Daca ne aflam in cazul inovatiei non-drastice (adica d € (0, d;)), obtinem urmatorul rezul-
tat.

Teorema 6.6.2 (FERREIRA F. si BOoDE O.R. [37)).

Daca inovatia este non-drastica (d € (0,dy)) si transferul tehnologic se realizeaza pe baza unui
contract de tip two-part tariff, atunci:

(i) Valoarea optimda a mdrimii inovatiei, a taxei fize care poate fi perceputa de catre firma inova-
toare, a surplusulut consumatorulut si a bunastarii soctale, creste pe masura ce produsele tind sa
se diferentieze;

(ii) Dacd d € (0,dg)®, (respectiv, dacd d € (dg,dy)), atunci valoarea optimd a royalty rate creste
(respectiv, descreste) pe masurd ce produsele tind s se diferentieze.

Daca ne aflam in cazul inovatiei drastice (adica d € [dy, 1)), obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 6.6.3 (FERREIRA F. gi BODE O.R. [32]). Daca inovatia este drastica (d € [dy, 1)) si
transferul tehnologic se realizeaza pe baza unui contract de tip two-part tariff, atunci:

(i) Dacd d € [dy,dy)? (respectiv, dacd d € (dg,1)), atunci valoarea optimd a mdrimii inovatiei
creste (respectiv, descreste) pe masurda ce produsele tind sa se diferentieze;

(ii) Valoarea optima a royalty rate §i a surplusului consumatorului descreste pe masurd ce produsele
se diferentiaza;

(1i) Taza fixa care poate fi perceputa de catre firma inovatoare creste pe masura ce produsele tind
sa se diferentieze;

(iv) Dacd d € [dy,d10)" (respectiv, dacd d € (dyg, 1)), atunci bundstarea sociald creste (respectiv,
descreste) pe masurd ce produsele tind sa se diferentieze.

8dg este solutia din intervalul ]0.1[ a ecuatiei 6d® — 42d® + 125d* — 156d3 + 14d? + 112d — 56 = 0, dg ~ 0.721..

9dy este solutia din intervalul ]0.1[ a ecuatiei 6d* — 18d + 11 = 0, dy ~ 0.855.

10,4 este solutia din intervalul ]0.1[ a ecuatiei 54d'° —99d° — 621d® + 1866d” — 42d°® — 4446d° + 3146d* + 3020d> —
3276d? — 344d + 736 = 0, d1p ~ 0.863..
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