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Introducere

Metodele variationale reprezinta un capitol important atat al analizei neliniare, cat si a teoriei
ecuatiilor diferentiale. Avantajul acestor metode in teoria ecuatiilor este acela de a oferi propri-
etati vaiationale ale solutiilor.

S-au publicat numeroase articole referitoare la aceasta metoda bazata pe teoria punctului
critic, care prin comparatie cu metoda punctului fix, ofera informatii aditionale despre solutie,
de exemplu, aceasta poate fi punct de minim, de maxim sau punct sa.

Pentru rezultate in aceasta directie, cititorul poate consulta de exemplu, una dintre urma-
toarele referinte: A. Ambrosetti si P. H. Rabinowitz [4], O. Kavian [41], P. H. Rabinowitz [79], M.
Struwe [94].

Teoria punctului fix ne ofera conditii care garanteaza existenta punctelor fixe pentru anumite
clase de operatori neliniari. Una din intrebarile care ni le adresam in mod natural este aceea daca
ecuatia de punct fix are o forma variationala, data de functionala asociata acesteia. De exemplu,
suntem interesati daca punctul fix este un punct de extrem al functionalei energie.

Motivatia adresarii acestei probleme provine din fizica, unde in multe cazuri, starea unui
proces se conforma principiului minimizarii energiei.

Probleme de acest tip au fost luate in considerare, de exemplu, in articolele A. Budescu [17],
A. Budescu si R. Precup [18, 19], R. Precup [78], D. Motreanu si C. Varga [55], si B. Ricceri [84, 86],
in conexiune cu proprietati Lipschitz ale operatorilor neliniari.

In aceasta teza, suntem interesati de studiul ecuatiei operatoriale semiliniare

Au = J (u), (0.0.1)

intr-un spatiu Hilbert (H, (.,.)g), unde A este un operator liniar, pozitiv definit, iar termentul
neliniar este derivata Fréchet a unei functionale J.

Cautam proprietati variationale ale solutiilor slabe u € Hy4, unde H 4 este spatiul energetic
asociat operatorului A.

Ecuatia (0.0.1) este echivalenta cu ecuatia de punct fix
u="T(u), (0.0.2)

unde T := A~1J'. Constructia functionalei asociate ecuatiei (0.0.1) se bazeaza pe teoria operato-
rilor liniari, auto-adjuncti, pozitiv definiti in spatii Hilbert ( H. Brezis [15], H. Brezis si F. Browder
[16], S. G. Michlin [53] ). Aceasta functionala este definita astfel

1
E:Hy—R, E(u)= §||uH2HA — J(u). (0.0.3)
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In mod similar, discutam sistemul

A1u = Jn(u,v) (004)
AQ’U = JQQ(U,U), o

asociat a doi operatori liniar pozitiv definiti A, A, sia doua functionale .J1, J», unde prin Jy1 (u, v), Joo (u, v)
intelegem derivatele Fréchet ale lui J1 (., v), respectiv Ja(u, .).
In continuare, prezentam cateva rezultate date in lucrarea R. Precup [77], pe care le vom aplica
ecuatiei (0.0.1) si respectiv sistemului (0.0.4). In lucrarea R. Precup [77], s-a aratat ca unicul punct
fix al unei contractii T’ pe un spatiu Hilbert, care se identifica cu dualul sau, in cazul in care 7" are
forma variationala
T(u) =u— E'(u), (0.0.5)

minimizeaza functionala F.
De asemenea, unicul punct fix (u*,v*) al unei contractii Perov (T3 (u,v), T2(u,v)), unde T3 si

T, se pot exprima astfel

Ty (u,v) = u— E11(u,v) (0.0.6)
To(u,v) = u — Eao(u,v), (0.0.7)

este, sub anumite conditii, un punct de echilibru de tip Nash al perechii de functionale (£, E2),
adica:

Ey(u*,v*) = minFE(u,v")

Es(u*,v*) = min Ey(u*,v).

Mai multe informatii despre punctele de echilibru de tip Nash, probleme relationate, diferite
metode si aplicatii, se pot gasi in lucrarile A. Kristdly, V. Radulescu si C. Varga [44], ]. F. Nash
[60], si S. Park [68].

In cazul sistemelor vom folosi o metoda vectoriala bazata pe matrici in loc de constante, si pe
norme vectoriale, utilizata initial in A. I. Perov si A. V. Kibenko [71] pentru versiunea vectoriala
a principiului contractiei, si care a fost extinsa in lucrarea R. Precup [74] in conexiune cu alte
principii ale analizei neliniare.

Scopul nostru este de a dezvolta o teorie generala bazata pe studiul existentei si caracterizarii
variationale ale solutiilor slabe ale ecuatiilor de tipul (0.0.1) si sisteme de tipul (0.0.4), si apoi de
a aplica rezultatele abstracte la probleme specifice: probleme Dirichlet pentru ecuatii eliptice si
sisteme, probleme eliptice sub conditii de nerezonanta, ecuatii si sisteme de ecuatii singulare de
ordinul al doilea.

Motivati de numarul mare de aplicatii, facem un pas inainte si discutam cazul ecuatiei de
punct fix u = N(u), de aceasta data in contextul teoriei topologice a punctului fix. Presupunem

ca operatorul NV este in conexiune cu functionala energie E, prin relatia

E'(u) =u— N(u)
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in cazul spatiilor Hilbert si in mod corespunzator, prin relatia

in spatii Banach mai generale, unde J este aplicatia de dualitate definita in Sectinea 5.3.

Prin abordarea noastra, comparativ cu teoremele clasice topologice de punct fix ale lui Schauder,
Krasnoselskii, Darbo, si Sadovskii, o parte ale ipotezelor asupra operatorului N este inlocuita de
conditii cerute functionalei E.

Structura tezei

Teza se divide in 5 capitole, fiecare capitol continand multiple sectiuni, si este organizata in felul
urmator.

Capitolul 1: Preliminarii

In Sectiunea 1.1 reamintim cateva notiuni si rezultate de baza, mai exact: operatorul de super-
pozitie Nemytskii si proprietatile sale ( P. Jebelean [39], D. Pascali si S. Sburlan [69], R. Precup [76]
), principiul variational al lui Ekeland ( I. Ekeland [31, 32], D. G. de Figueiredo [33], M. Frigon
[35, 36] ), matrici cu raza spectrala mai mica decat 1, sau matrici convergente la zero, si rolul
acestora in studiul sistemelor ( A. I. Perov [70], R. Precup [74] ), cateva principii de punct fix din
analiza neliniara: principiul contractiei lui Banach pe spatii metrice complete si terema punctului
fix a lui Perov pentru operatori de tipcontractiv pe spatii metrice gemeralizate ( J. Dugunji si A.
Granas [30], A. Granas si J. Dugunji [37], A. L. Perov [70], A. L. Perov si A. V. Kibenko [71], R.
Precup [73], I. A. Rus [87, 88, 89] ), serii Fourier abstracte in spatii Hilbert si proprietatile acestora
( L. V. Kantorovich si G. P. Akilov [40], R. Precup [76] ).

In Sectiunea 1.2, prezentam notiunile de operator compact, operator complet continuu si cat-
eva ditre propritatile acestora ( H. Brezis [14], K. Deimling [25], A. Granas si J. Dugunji [37],
M. A. Krasnoselskii [43], R. Precup [73], E. Zeidler [97] ); de asemenea prezentam cateva dintre
teoremele topologice de punct fix: Teorema de punct fix a lui Schauder pentru operatori com-
pacti, principiul Leray-Schauder pentru operatori complet continui, contractii, si condensatori (
J. Leray si J. Schauder [49], D. O’ Regan si R. Precup [66], R. Precup [75], J. Schauder [93] ), si
teoremele de punct fix ale lui Krasnoselskii, Darbo, si Sadovskii ( G. Darbo [23], A. Granas si .
Dugunji [37], M. A. Krasnoselskii [42, 43], B. N. Sadovskii [91, 92] ).
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Sectiunea 1.3 contine caracterizarea variationala ale punctelor fixe pentru operatori de tip
contractie, data in lucrarea R. Precup [77], care reprezinta punctul de start al prezentei teze.

Capitolul 2: Ecuatii si sisteme de ecuatii operatoriale semiliniare
cu neliniaritati de tip potential

In acest capitol, dezvoltam o teorie generala, abstracta pentru ecuatii si sisteme de ecuatii op-
eratoriale semiliniare cu partea liniara data de operatori pozitiv definiti si neliniaritati de tip
potential. De asemenea, prezentam aplicatii la ecuatii si sisteme de ecuatii eliptice.

Pentru inceput, suntem interesati de studiul ecuatiei operatoriale semiliniare (0.0.1)iar apoi,
vom discuta cazul sistemelor de ecuatii (0.0.4). In acest scop, vom folosi teoria ecuatiilor opera-
toriale dezvoltate in S. G. Michlin [53].

Interesul nostru in acest tip de ecuatii si sisteme este reprezentat de problema eliptica

—Au = f(z,u) in Q 0.0.8)
u=0 pe 00N
si in mod corespunzator, de urmatorul sistem eliptic
—Au = f(z,u,v) in Q
—Av = g(z,u,v) in Q 0.09)
u=0 pe 0§
v =0 pe 99,

unde (2 este o submultime deschisa si marginita a multimii R”.

De asemenea, problemele eliptice cu conditii la limita au reprezentat subiect de studiu pentru
alti autori, precum G. Dinca, P. Jebelean si J. Mawhin [29], D. G. de Figueiredo [34], P. Jebelean
[39], L. Nirenberg [61], si V. Radulescu [82].

In particular, vom obtine caracterizari variationale ale solutiilor slabe ale problemei Dirichlet
problem (0.0.8), si pentru sistemul (0.0.9). Mai exact, vom da conditii astfel incat solutia proble-
mei Dirichlet (0.0.8) sa minimizzeze functionala energie asociata, si astfel incat solutia problemei
corespunzatoare pentru sistemul (0.0.9) sa fie punct de echilibru de tip Nash al perechii de func-
tionale energie asociate. In cazul sistemelor vom adapta abordarea variationala pentru o singura
ecuatie datorata autorilor C. Bereanu, P. Jebelean si J. Mawhin [10].

*

Acest capitol este organizat dupa cum urmeaza. In sectiunea 2.1 aruncam o privire de ansam-
blu al capitolului iar in Sectiunea 2.2 prezentam preliminarii aditionale necesare acestui capitol.
In Sectiunea 2.3, discutam cazul ecuatiei (0.0.1), iar in Sectiunea 2.4, obtinem rezultate teoretice
pentru sistemul (0.0.4). Mai departe, in Sectiunea 2.5 aplicam primul rezultat abstract la prob-
lema eliptica (0.0.8), iar in Sectiunea 2.6 vom aplica cel de-al doilea rezultat abstract la sistemul
(0.0.9).
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Contributiile personale aduse la acest capitol sunt: Teoremele 2.3.1, 2.4.1, 2.5.1, 2.6.1. Aceste
rezultate sunt continute in articolele A. Budescu [17], si A. Budescu si R. Precup [19].

Capitolul 3: Ecuatii semiliniare sub conditii de nerezonanta

In acest capitol, studiem caracterizarea variationala a solutiilor slabe pentru ecuatia semiliniara
de forma
Au—cu = J' (u), (0.0.10)

intr-un spatiu Hilbert H cu conditia de nerezonanta ¢ # X;, j = 1,2,..., unde ); sunt valorile
proprii ale operatorului A. Aici A este un operator liniar pozitiv definit, indeplinind toate pro-
prietatile cerute in Sectiunea 2.2.

Probleme de nerezonanta au fost studiate de numerosi autori, printre care H. Amann si E.
Zehnder [2], R. P. Agarwal, D. O'Regan si R. Precup [7], D. G. de Figueiredo [34], ]. Mawhin si .
R. Ward Jr. [50], D. Muzsi [56, 57], D. Muzsi si R. Precup [58, 59], D. O'Regan [63].

Rezultatul principal al acestui capitol este acela ca sub anumite ipoteze asupra functionalei
J € C1(H), daca FE este functionala energie asociata ecuatiei (0.0.10) data de

1 2 C 2
E(w) =5 lully, — 5 lulf -7 (),

atunci orice solutie u satisface E(u) < E(u + w), pentru orice element w ortogonal pe primii k
vectori proprii ai lui A.

Demonstratia se bazeaza pe aplicarea principiului lui Ekeland unei functionale alese in mod
potrivit, si difera esential fata de demonstratia cazului particular ¢ = 0, care a fost discutat in
Sectiunea 2.3.

In particular, vom aplica teoria generala dezvoltata in Sectiunea 3.4 la problema eliptica

{ —Au—cu= f(z,u) inQ (0.0.11)

u=0 pedQ,

in domeniul marginit 2 C R".
Rezultatul obtinut este urmatorul: daca A\y < ¢ < Agy1, pentru anumiti £ € {0,1,...}, si
f Q2 x R — R este o functie care satisface conditiile Carathéodory si conditia Lipschitz

[f (@, u) = fz,0)] < afu—al,

A1
Ak+1 ) o
are loc urmatoarea proprietate variationala:

cul <a< (Ak+1 — ¢), atunci pentru orice solutie slaba u* € H}(2) a problemei (0.0.11),

E(w) = inf F(u* .
(W)= inf E(u +w)

Aici I este fuctionala energie asociata si

H;, = {u € Hyj(Q): (u,gZ)j)Hé =0 pentru j =1, 2, ,k}
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Capitolul este organizat dupa cum urmeaza. Sectiunea 3.1 este devotata prezentarii generale,
in timp ce in Sectiunea 3.2 prezentam teoria spectrala a operatorilor liniari, simetrici si complet
continui ( H. Brezis [14], L. V. Kantorovich si G. P. Akilov [40], R. Precup [76] ). In Sectiunea 3.3,
prezentam cateva rezultate auxiliare in legatura cu seriile Fourier, si anume Lema 3.3.1 si Lema
3.3.2, pe care le vom folosi pentru a enunta rezultatul principal al acestui capitol, Teorema 3.4.1.
Mai mult, in Sectiunea 3.4, discutam cazul ecuatiei (0.0.10), si dezvoltam o teorie generala in
cazul de nerezonanta, iar in Sectiunea 3.6, aplicam aceasta teorie problemei eliptice (0.0.11).

*

Contributiile personale din acest capitol sunt: Teoremele 3.4.1, 3.5.1, Lemele 3.3.1, 3.3.2. Aeste
rezultate sunt continute in lucrarea A. Budescu si R. Precup [18].

Capitolul 4: Proprietati variationale ale solutiilor ecuatiilor si
sistemelor de ecuatii singulare de ordinul doi

Acest capitol contine rezultate care provin din teoria abtracta obtinuta in Sectiunea 2.3 pentru o
ecuatie, si in Sectiunea 2.4 pentru sisteme. Mai exact, prezentam applicatii la probleme specifice:
ecuatii diferentiale singulare de ordinul doi si sisteme de ecuatii de acest tip. Toate rezultatele
din acest capitol se bazeaza pe teoria abstracta dezvoltata in Capitolul2.

Problemele singulare cu conditii la limita au fost studiate in mod intensiv in anii recenti.
Facem referinta la bibliografiile lucrarilor R. P. Agarwal, R. P. Agarwal, D. O'Regan si R. Precup
[7], K. Q. Lan [47], K. Q. Lan si J. R. L. Webb [48], D. O'Regan [62, 63, 64], D. O'Regan si R. P
Agarwal [65], I. Rachunkova [80], I. Rachunkova si J. Tomecek [81].

Mali intai, in Sectiunea 4.2, abordam cazul unei ecuatii, si vom prezenta rezultate pentru prob-
lema cu conditii la limita pentru o ecuatie de ordinul doi de tipul

{ — (p(a)d/ (@) = f (z,u(x) ae xe(01) (0.0.12)

u(0) =wu(l) =0.

Aicip € C[0,1]NC1(0,1), p > 0 on (0,1), se poate anula pentru z = 0 sau = = 1, ecuatia devenind

1
1
singulara in raport cu variabila independenta x. Presupunem ca I = / ﬁdx e finita. In acest
o pl\r
caz, H = L?(0,1), si Au= — (pu') cu

D(A) = {ueC[0,1]nC*0,1): u(0) =u(l) =0,
pu' € AC[0,1], (pu') € L?(0,1)}.

De asemenea, spatiul energetic H 4 este spatiul Sobolev ponderat

Hj(0,1;p) = {u e AC[0,1] : u(0) =u(1) =0, y/pu' € L*(0,1)}.
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Pentru o prezentare de baza a spatiilor Sobolev, se poate consulta de exemplu cartea R. A. Adams
[1].
Rezultatul obtinut afirma ca unica solutie a (0.0.12) minimizeaza functionala energie asociata.
In continuare, extindem teoria la sisteme de forma

— (p(a)d/ (2))" = f (2, u(2),v (2))

(4 @) =g (@), v () 0013
w(0) =u(l)=0

v(0) =v(1) =0,

unde ambele functii p si ¢ pot introduce singularitati.
In cazul sistemelor (0.0.13), rezultatul nostru se refera la existenta unui punct de echilibru de
tip Nash al perechii de functionale energie asociate.

*

Acest capitol este organizat dupa cum urmeaza. Sectiunea 4.1 este devotata prezentarii generale,
in timp ce in Sectiunea 4.2 prezentam rezultatele principale, pentru inceput in cazul unei ecu-
atii, apoi in cazul sistemelor. In Sectiunea 4.3, am dat doua exemple pentru a ilustra rezultatele
obtinute in sectiunea precedenta.

Contributiile personale din acest capitol sunt: Teoremele 4.2.1, 4.2.2 si Exemplele 4.3.1, 4.3.2.
Aceste rezultate sunt continute in lucrarea A. Budescu si R. Precup [19].

Capitolul 5: Teoreme de punct fix sub conditii variationale si
topologice combinate

In acest capitol, obtinem puncte fixe care minimizeaza functionalele asociate, de aceasta data in

contextul teoriei topologice de punct fix. Vom folosi principiul variational al lui Ekeland si condi-

tia de compacitate Palais-Smale garantata prin propietatile topologice ale operatorilor neliniari.
Mai precis, consideram ecuatia de punct fix

u= N(u) (0.0.14)

intr-o submultime D a spatiului Hilbert H cu produsul scalar (., .) sinorma ||.||, care are o struc-
tura variationala in sensul ca exista o functionala E € C''(H), astfel incat

u— N(u) = E'(u) (0.0.15)

pentru orice u € D.
Ideea pe care o urmarim este aceea de a obtine caracterizari variationale ale solutiilor ecu-
atiei (0.0.14). Comparativ cu abordarea clasica (Schauder, Krasnoselskii, Darbo si Sadovskii),
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in rezultatele noastre vom inlocui o parte din ipoteze asupra operatorului N cu conditii cerute
functionalei energie E.

Intai, obtinem un rezultat pentru cazul in care NV este suma a doi operatori, si anume Teorema
5.2.1. Consecinta acesteia, Teorema 5.2.2, poate fi interpretata ca fiind versiunea variational-
topologica a teoremei de punct fix a lui Darbo.

In cele ce urmeaza, generalizam Teorema 5.2.2 pentru operatori condensatori. Rezultatul,
Teorema 5.2.3, este versiunea variational-topologica a teoremei de punct fix a lui Sadovskii.

Mai mult, in Sectiunea 5.3, obtinem un rezultat variational-topologic in spatii Banach mai
generale. Aici, consideram problema de punct fix (0.0.14) intr-un spatiu Banach X cu proprietati
geometrice favorabil alese, care sunt exprimate in acord cu proprietatile aplicatiei de dualitate.

Aplicatiile de dualitate au devenit un instrument important in analiza functionala neliniara,
iar in particular pentru chestiuni in conexiune cu operatori neliniari. Pentru mai multe detalii,
recomandam spre citire urmatoarele titluri pentru studiul proprietatilor gemetrice ale spatiilor
Banach spaces si multe altele: V. Barbu [9], I. Cioranescu [22], G. Dinca [27], G. Dinca si P. Jebelean
[28], G. Dinca, P. Jebelean si J. Mawhin [29].

Rezultatul pe care il enuntam in Sectiunea 5.3, si anume Teorema 5.3.1, este versiunea analoaga
vectorial-topologica a teoremei de punct fix a lui Schauder.

La final, vom da o aplicatie la problema cu conditii la capetele frontierei

{ (I () P2 (1)) = f(tu(t), teo,1] (0.0.16)

u(0) =u(l) =0,

folosind Teorema 5.3.1.

In acest caz, spatiul X := WO1 P(0,1) este inzestrat cu norma energetica

1 1/p
- ( / |u'<t>ﬁdt> ,
0

[Ju

si funnctionala energie este data de
e
Bwr ) >R B = [ (SWOP - Feu)) .
0

unde F(t,7) = /T f(t,s)ds.
0

De asemena, aplicatia de dualitate a spatiului W, (0, 1) este functia
J i WyP(0,1) - Wh4(0,1), (1/p+1/g=1)

data de
J(u) = —(Ju'|P~2u)".

Rezultatul obtinut afirma ca problema (0.0.16) are o solutie v € W, (0,1) cu full,, < R,

unde R > 0 satisface
RP  «a
h(R):=— — —-R?—0bR > 0,
p q
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care minimizeaza functionala energie E, pe bila inchisa centrata in origine si de raza R din
Lp
I/V() (07 1) .

Capitolul acesta este organizat dupa cum urmeaza. In Sectiunea 5.1 prezentam perspectiva de
ansamblu, iar Sectiunea 5.2 o devotam studiului problemei de punct fix (0.0.14) in spatii Hilbert.
In Sectiunea 5.3, extindem teoria la spatii Banach mai generale, unde vom presupune ca aplicatia
de dualitate J este monovalenta, inversabila, si atat .J cat si J~! sunt continue. Sectiunea 5.4
contine o aplicatie a teoriei generale dzvoltate in Sectiunea 5.3 la problema (0.0.16) cu conditii pe
capetele frontierei.

Contributiile personale din acest capitol sunt: Teoremele 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3, 5.3.1, 5.4.1. Aceste
rezultate sunt continute in lucrarea A. Budescu si R. Precup [20].

*

Activitatea de cercetare a autorului

Majoritatea rezultatelor prezentate in aceasta teza de doctorat sunt parte din urmatoarele lucrari:

e A. Budescu, Semilinear operator equations and systems with potential-type nonlinearities, Studia
Univ. Babes-Bolyai Math. 59 (2014), 199-212, MR3229442.

e A. Budescu si R. Precup, Variational properties of the solutions of semilinear equations under
nonresonance conditions, J. Nonlinear Convex Anal., 17(2016), Issue 8, 1517-1530.

e A.Budescu si R. Precup, Variational properties of the solutions of singular second-order differen-
tial equations and systems, ]. Fixed Point Theory Appl. 18 (2016)3, 505-518.

e A.Budescu si R. Precup, Fixed point theorems under combined topological and variational condi-
tions, Results Math., 70(2016), 3, 487-797.

Cuvinte cheie si fraze: Ecuatie eliptica, problema cu conditii la limita, punct fix, punct critic,
punct de echilibru de tip Nash, ecuatie operatoriala semiliniara, valori proprii, nerezonanta,
principiul variational al lui Ekeland, problema eliptica, ecuatie diferentiala singulara, operator
neliniar compact, operator condensator.
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Notiuni si rezultate de baza

Scopul acestui capitol introductiv este de a prezenta cateva definitii si rezultate de baza pe care

le vom folosi in cele ce urmeaza.

1.1.1 Principiul variational al lui Ekeland

In aceasta sectiune prezentam principiul variational al lui Ekeland, care este unul dintre cele mai
frecvent aplicate rezultate ale analizei neliniare. Pentru mai multe detalii, a se vedea, de exemplu,
I. Ekeland [31], E. Bishop si R. R. Phelps [11], ]. Danes [24] si M. Frigon [36].

Vom aplica principiul variational al lui Ekeland in demonstratiile a divrse rezultate obtinute
de-a lungul tezei.

Vom prezenta versiunea slaba a principiului variational al lui Ekeland, care este suficienta
pentru contextul in care vom lucra.

Mai intai, sa ne reamintim faptul ca o functionala reala E definita pe un spatiu metric Xeste

semicontinua inferior daca multimea
(E<r)={ueX:E(u)<r}
este inchisa pentru orice r € R.

Teorema 1.1.1 Fie (X, d) un spatiu metric complet si fie E : X — R o functie semicontinua inferior si

marginita inferior. Atunci date fiind e > 0 si ug € X, exista un punct u € X astfel incat

E(v)—E(u) + ed(u,v) > 0  pentru oricare v € X, (1.1.1)
E(u) < E(ug) — ed(u,ug). (1.1.2)

Corolarul 1.1.2 Sub ipotezele Teoremei 1.1.1, pentru orice € > 0, exista un element uw € X astfel incat
(1.1.1) sa aiba loc si
E(u) < i&fE +e.
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Corolarul 1.1.3 Sub ipotezele Teoremei 1.1.1, daca X este un spatiu Banach cu norma |-||, si E € C*(X),
atunci exista un sir (uy) cu
E(u) — i&fE si E'(ug) —0. (1.1.3)

Definitia 1.1.1 Spunem ca functionala E satisface conditia de compacitate Palais-Smale daca orice sir
satisfacand
E(ug) = c¢ si E'(ux) =0

pentru orice c € R, are un subsir convergent.

Corolarul 1.1.4 Under the assumptions of Corollary 1.1.3, if in addition E satisfies the Palais-Smale
condition, then there is a point u € X with

E(u) = igl(fE and E'(u) = 0.

1.1.2 Matrici cu raza spectrala mai mica decat unu

In continuare, vom prezenta notiunea de matrice cu raza spectrala mai mica decat unu, uneori
numite matrici convergente la zero. Vom prezenta proprietatile lor de baza, iar in particular vom
sublinia relatia dintre conceptul de matrice convergenta la zero si matrice inversa-pozitiva.

Definitia 1.1.2 O matrice patratica M € M, (R4) se numeste convergenta la zero daca
M* =0 atunci cand k — oo,

unde cu 0 am notat matricea zero de ordin n.

Lema 1.1.1 Fie M € M,,«,(Ry). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) M este o matrice convergenta la zero;

(ii) I — M este nesingular si
(I-M)™'=IT+4+M+M*+... (1.1.4)

(unde I reprezinta matricea unitate de acelasi ordin ca si M);

(iii) wvalorile proprii ale Iui M sunt localizate in interiorul discului unitate al planului complex (raza
spectrala p(M) este mai mica decat 1);

(iv) I — M este nesingulara si (I — M)~ are elemente pozitive (matricea I — M este inversa-pozitiva).

De notat ca, in acord cu echivalenta afirmatiilor (¢) si (iv), o matrice M este convergenta la
zero daca si numai daca matricea I — M este inversa-pozitiva.

De asemenea, folosind bine-cunoscutul concept, raza spectrala ( A. 1. Perov [70], R. Precup [74],
O. Bolojan-Nica [12] ), putem spune ca o matrice M este convergenta la zero daca si numai daca
p(M) < 1, unde raza spectrala p(M) se defineste astfel

p(M) = max {|A] : X € C este o valoare proprie a lui M }.
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De notat ca pentru o matrice patratica de ordinul 2
a b
M = [ d ] GMQ,Q(R_,_),

are loc p(M) < 1 daca si numai daca
a+d < min{2,1 + ad — bc} (1.1.5)

(a se vedea O. Bolojan and R. Precup [13] ). Facem referire la R. Precup [74], pentru un studiu
amanuntit despre rolul matricilor cu raza spectrala mai mica decat unu in studiul sistemelor de
ecuatii operatoriale semiliniare. In lucrarea mentionata, autorul subliniaza de asemenea avanta-
jul utilizarii normelor vectoriale, fata de normele scalare.

Cateva dintre rezultatele care urmeaza a fi prezentate see notiunea de contractie generalizata in
sensul lui Perov.

Fie (X, d) un spatiu metric generalizat cud : X x X — R".

Definitia 1.1.3 Un operator T : X — X se numeste contractie generalizata in raport cu metrica
vectoriala d, daca exista o matrice convergenta la zero M de ordinul n astfel incat

d(T(u),T(v)) < Md(u,v)

pentru orice u,v € X.

Matricea M se numeste matrice Lipschitz.
Aceasta notiune se foloseste in versiunea vectoriala a principiului contractiei lui Banach, care

se datoreaza lui A. I. Perov [70].

1.2 Teoreme topologice de punct fix

In aceasta sectiune prezentam cateva rezultate fundamentale topologice din analiza neliniara, pe
care le vom folosi pe parcursul prezentei teze.

Teorema de punct fix conectata la conceptul de operator complet continuu este teorema de
punct fix a lui Schauder. Urmatoarele doua teoreme sunt cunoscute sub denumirea de teoremele
de punct fix ale lui Schauder ( a se vedea J. Schauder [93]). In aplicatii a doua teorema este mai
folositoare.

Teorema 1.2.1 (Teorema de punct fix a lui Schauder) Fie X un spatiu Banach, K C X o multime
nevida, convexa, compacta si fie
N:K—K

un operator continuu. Atunci N are cel putin un punct fix.

Teorema 1.2.2 (Teorema de punct fix a lui Schauder) Fie X un spatiu Banach, D C X o multime
nevida, convexa, marginita inchisa si fie
N:D—D
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un operator complet continuu. Atunci N are cel putin un punct fix.

1.2.1 Teoremele de punct fix ale lui Krasnoselskii, Darbo si Sadovskii

Teoremele topologice de punct fix care urmeaza, vor fi utilizate in Capitolul 5. Vom incepe cu
cateva notiuni si rezultate preliminare.

Un rezultat care unifica teoremele de punct fix ale lui Banach si Schauder este urmatorul.

Teorema 1.2.3 (Krasnoselskii) Daca D C X este o multime nevida, convex, marginita inchisa, T' :
D — X un operator contractiv, S : D — X un operator compact, si

T(D)+SD):={T(u)+ S(w): u, ve D} C D,
atunci exista cel putin un u € D astfel incat N (u) = u, unde N :=T + S.

In aplicatii, unul din dezavantajele folosirii teoremei de punct fix precedente este conditia
de invarianta N (D) C D. Principiul lui Leray-Schauder ( a se vedea de exemplu J. Leray si J.
Schauder [49] ) face posibila evitarea unei astfe de conditii si cere in schimb faptul ca o conditie

pe frontiera sa fie satisfacuta.

Teorema 1.2.4 (Principiul lui Leray-Schauder) Fie X un spatiu Banach. De asemenea, fie K C X
o multime inchisa , convexa, U C K o multime deschisa marginita in K si ug € U un element fixat.
Notam cu OU frontiera multimii U in raport cu K. Presupunem ca operatorul N : U — K este compact
si satisface conditia pe frontiera

u# (1= Nug + AN (u) (1.2.1)

pentru orice u € OU si X € (0,1). Atunci N are cel putin un punct fix in U.

Pentru demonstratiile Teoremelor 1.2.1, 1.2.2, 1.2.4 a se vedea, de exemplu R. Precup [73].
Fie P multimea tuturor submultimilor marginite ale lui X. Notam cu a masura de necompacitate
Kuratowski pe X, adica,

a(M) = inf{d > 0 : M admite o acoperire finita de multimi de diametru < d}, (1.2.2)

pentru orice M € P.

Sa reamintim cateva proprietati de baza a masurii de necompacitate Kuratowski( A. Am-
brosetti [3], G. Darbo [23], K. Deimling [25], J. Duguniji si A. Granas [30], ]. K. Hale si S. M. V.
Lunel [38], K. Kuratowski [46] ):

(@) a(M) = 0daca si numai daca M este o multime relativ compacta;
(b) (MU M) = max{a(My),a(Ms)};
(© afconv M) =a{M}=a(M).

Un operator continuu N : D C X — X se numeste
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(@) de tip Krasnoselskii, daca N = S + T, unde S este complet continuu si T" este un operator

contractiv;

(b) un operator k contractiv (de tip Darbo) pentru anumiti k € [0,1), daca
a(N(M)) < ka(M), (1.2.3)

pentru orice M C D marginita;

(c) un operator condensator, daca
a(N(M)) < a(M), (1.2.4)

pentru orice M C D marginita, cu (M) > 0.

In mod evident, fiecare functie complet continua este de tip Krasnoselskii si fiecare functie
de tip Krasnoselskii este un operator contractiv. De asemenea, orice operator contractiv este un
operator condensator.

Inlocuind in Teorema 1.2.4 operatorul complet continuu 7" cu o functie de tip Krasnoselskii,
cu un operator contractiv, sau un operator condensator, Teorema 1.2.4 devine, mai general, mai
general principiul Leray-Schauder pentru functii de tip Krasnoselskii ,pentru contractii, respectiv
pentru operatori condensatori.

Notiunilor de operator de tip Krasnoselskii, operator contractiv si operator condensator, putem
asocia Teorema 1.2.3 si urmatoarele generalizari ale teoremei de punct fix ale lui Schauder ( a se
vedea, de exemplu M. A. Krasnoselkii [43], G. Darbo [23], B. N. Sadovskii [91, 92] ).

Teorema 1.2.5 (Teorema de punct fix a lui Darbo) Fie X un spatiu Banach. Daca D C X este o
multime nevida, convexa, marginita inchisa si N : D — D este un operator k-contractiv, atunci exista cel
putin un w € D astfel incat N (u) = u.

Teorema 1.2.6 (Teorema de punct fix a lui Sadovskii) Fie X un spatiu Banach. Daca D C X este o
multime nevida, convexa, marginita inchisa si N : D — D este un operator condensator, atunci exista cel
putin un u € D astfel incat N (u) = u.

1.3 Proprietati variationale pentru operatori contractivi

In aceasta sectiune, sumarizam rezultatele abstracte din lucrarea R. Precup [77], in legatura
cu caracterizarea variationala a punctelor fixe ale operatorilor de tip contractiv, care reprezinta
punctul de start al prezentei teze.

Primul rezultat se refera la contractii uzuale pe un spatiu Hilbert.

Teorema 1.3.1 (R. Precup [77]) Fie (X, (.,.)) un spatiu Hilbert identificat cu dualul sausiT : X — X o
contractie cu unicul punct fix u* (garantatde principiul contractiei lui Banach). Daca exista o functionala
E de clasa C* marginita inferior astfel incat

E'(u) =u—T(u) (1.3.1)
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pentru orice w € X, atunci w* minimizeaza functionala E, adica
E(u*) =inf E.
X

Urmatorul rezultat din lucrarea R. Precup [77] este despre sisteme de forma

u="Ti(u,v) (13.2)
v = To(u,v), o

unde v € X1, v € Xs. In acest caz, in loc de constante Lipschitz, vom folosi matrici.
Referitor la sistemul (1.3.2), presupunem ca (X, || - ||:), ¢ = 1, 2, sunt spatii Hilbert identificate
cu dualul lor si notam cu X := X; x Xs.
De asemenea, presupunem ca fiecare ecuatie a sistemului are o forma variationala, adica,
exista functionalele continue
E,Ey: X - R,

astfel incat E4 (., v) sa fie diferentiabila in sens Fréchet pentru orice v € X», FEs(u,.) sa fie difer-
entiabila in sens Fréchet pentru orice u € X1, si

{ B (u,v) = u—Ti(u,v) (13.3)

Eos(u,v) =v —To(u,v).

Aici Ey4(.,v), Eaa(u, .) sunt derivatele Fréchet ale lui F (., v), respectiv Es(u, .),.
Urmatoarea teorema ne ofera o caracterizare variationala a punctului fix a unei contractii

Perov, fiind versiunea vectoriala a Teoremei 1.3.1.

Teorema 1.3.2 (R. Precup [77]) Presupunem ca au loc conditiile de mai jos. In plus, presupunem ca
Eq(.,v) si Ex(u,.) sunt marginite inferior pentru orice u € X1, v € Xy, si ca exista R, ¢ > 0 astfel incat
una din urmatoarele conditii au loc:

Ei(u,v) > i)r(1fE1(.,v) + ¢ pentru |ul; > Rsiv € Xo, (1.3.4)
1

Es(u,v) > i)I(leg(u, .) + ¢ pentru |v|s > Rsiu € X;.

Atunci punctul fix (uv*,v*) al Ty, Ty) (garantat de teorema de punct fix a lui Perov) este un punct de
echilibru de tip Nash al perechii de functionale (E1, Es), adica

Ey(u*,v*) = inf Ei(.,v")
X1

Ey(u*,v*) = inf Es(u®,.).
X2

Cateva aplicatii ale Teoremelor 1.3.1 si 1.3.2 la ecuatii diferentiale au fost date in R. Precup
[77]. De asemenea, extensii ale acestor rezultate la functionale nenetede se pot gasi in R. Precup
[78].
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Capitolul 2

Ecuatii si sisteme de ecuatii
operatoriale semiliniare cu

neliniaritati de tip potential

2.1 Prezentare generala

Acest capitol se bazeaza pe lucrarea A. Budescu [17], a carui motivatie a fost articolul R. Precup
[77].
Rezultatele principale se refera la proprietatile variationale ale solutiilor ecuatiilor semiliniare

avand forma
Au = J' (u), (2.1.1)

unde A este un operator liniar, simetric, pozitiv definit, iar termenul neliniar este derivata Fréchet

a unei functionale J.

2.2 Teoria variationala a ecuatiilor operatoriale liniare

In aceasta sectiune, prezentam teoria variationala a ecuatiilor operatoriale liniare din S. G. Mich-
lin [53, 54]( a se vedea de asemenea si D. Muzsi si R. Precup [58] ) pentru ecuatii liniare asociate
operatorilor pozitiv definiti. Teoria va fi folosita in urmatoarele sectiuni ale tezei.

Fie H un spatiu Hilbert cu produsul scalar notat cu (.,.) g, sinorma |.|| . Fie
A:DA)—- H

un operator liniar, simetric si dens definit.

Reamintim ca un operator A se numeste simetric daca
(Au,v)g = (u, Av) g,

pentru orice u,v € D(A).
Un operator simetric definit peste tot este auto-adjunct.
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Operatorul simetric A se numeste positiv definit daca

A
inf % > 0. 2.2.1)
weD(A) |lull%

u#0

Operatorul simetric A se numeste pozitiv definit daca exista o constanta y > 0 astfel incat
(Au,w)rr = 7*[Jullf (222)

pentru orice u € D(A).

Pentru un asemenea operator liniar, inzestram subspatiul liniar D(A) a lui H cu functionala
biliniara:

(u,v)g, = (Au,v) g
pentru orice u,v € D(A).

Se poate verifica ca (.,.) g, este un produs scalar. In consecinta, D(A) inzestrat cu produsul
scalar (.,.)m, este un spatiu pre-hilbertian. Acest spatiu poate sa nu fie complet. Completatul
H 4 aspatiului (D(A), (.,.)m,) se numeste spatiul energetic al operatorului A.

Prin constructie, D(A) C H4 C H cu incluziuni dense.

Folosim acelasi simbol (.,.) g, pentru a nota produsul scalar al lui H4. Norma corespunza-
toare

lullzy = v/(w w)m,

se numeste norma energetica asociata operatorului A.
Daca u € D(A), atunci ||u|| g, = +/(Au,u)y, iar in (2.2.2), avem inegalitatea lui Poincaré

1
luller < =l (2.2.3)

pentru orice u € D(A). Prin densitate inegalitatile de mai sus se extind la spatiul H.

Fie H/, spatiul dual al lui H 4. Daca facem identificarea lui H cu dualul sau, atunci din incluz-
iunea Hy C H avem H C H/,.

Atasam operatorului A urmatoarea problema

Au=f, ue Hy (2.2.4)

unde f € H/,.
Printr-o solutie slaba a (2.2.4) intelegem un element u € H4 cu

(u,v) 0 = (f,0) (22.5)
pentru orice v € H 4, unde notatia (f,v) semnifica valoarea functionalei f pe elementul v.
Teorema 2.2.1 Pentru orice f € H', exista o unica solutie slaba v € H 4 a problemei (2.2.4).

Acest rezultat ne permite sa definim operatorul solutie A~! asociat operatorului A. Astfel,
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A1 :HA—)HA,
A7l f =,

unde u este unica solutie slaba a problemei (2.2.4).

Operatorul A~! este bine definit de catre teorema precedenta, si avem

(A_lf’ U)HA = (fa U)

. . ,
pentru orice v € Hy,si f € HY.
De asemenea, operatorul A~ este 0 izometrie intre H 'y si Ha, adica,

1 .
IA™ fllza = 1w,

: /!
pentru orice f € H).
Mentionam de asemenea si inegalitatea lui Poincaré pentru incluziunea H C H,,

1
lullg, < —llullg,  uwe€H.
Y
Folosind (2.2.8) si (2.2.9), observam faptul ca, daca f € H, atunci

_ 1
1A s = 1F i, < Sl
Pentru f € H/;, consideram functionala

E:Hy — R,
1
E(u) = §Hu||2HA = (f,u).
Functional F este diferentiabila Fréchet, si pentru orice u,v € H4, avem:

, . Eu+tv) — E(u)
((w)v) = lim t

= (w,v)m, — (f,v) = (U_Ailf,v)HA.

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

Acum, (2.2.11) arata ca u € H 4 este o solutie slaba a (2.2.4) daca si numai daca u este punct critic

pentru F, adica,
E'(u) =0.

2.3 Minimizant pentru operatori de tip contractiv

In aceasta sectiune, prezentam formularea variationala a ecuatiei semiliniare

Au = J'(u),

(2.3.1)
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si enuntam primul rezultat al acestui capitol referitor la proprietatea variationala a solutiei ecu-
atiei (2.3.1).

Fie H un spatiu Hilbert cu produs scalar notat cu (.,.) g, sinorma ||.|| . Let A be a symmetric,
linear, and densely defined operator as in the previous section, and let

J:H—=R

be a C''- functional.
Cautam solutii slabe u € H4 entru ecuatia semiliniara (2.3.1), unde H 4 este spatiul energetic
definit in Sectiunea 2.2.

Ecuatia (2.3.1) este echivalenta cu

u= AT (u),
adica, cu ecuatia de punct fix
u=T(u),
unde T := A~1J".
Asociem ecuatiei (2.3.1) functionala
L2
E:Hy—R, E(u)= §||uH . — J (). (2.3.2)

Avem urmatorul rezultat.

Teorema 2.3.1 (A. Budescu and R. Precup [19]) Presupunand ca precedentele conditii asupra lui A si
J au loc, in plus, presupunand ca urmatoarele conditii sunt satisfacute:

() exista o < ¥2 cu
17" (w) = T ()|l < ellu—vllm (23.3)

pentru orice u,v € H ;
s 1 . )
(ii) exista a < 55 b, c € Ry astfel incat
() < allull,, +llull, +c (234)
pentru orice w € H 4.
Atunci exista o unica solutie u* € H 4 a ecuatiei (2.3.1) astfel incat
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2.4 Puncte de echilibru de tip Nash pentru contractii in sens

Perov

Aceasta sectiune este devotata studiului sistemelor de tipul

{ Ayu = Ji1(u,v) (24.1)

AQ’U = Jgg(u, U),

unde A;, A, sunt operatori liniari, simetrici si pozitiv definiti pe doua spatii Hilbert H;, H».
Notam cu H := H; x Hs.

De asemenea, Ji,J> : H — R sunt doua functionale de clasa C*! si prin J11(u,v) ne referim
la derivata partiala a lui J; in raport cu u, si prin Jo2(u, v) intelegem derivata partiala a lui J; in
raport cu v.

Exprimam sistemul de mai sus sub forma unei ecuatii de punct fix in felul urmator

w =T (w) (2.4.2)

pentru operatorul neliniar 7' = (T}, 7%), unde w = (u, v). Operatorii T si T> sunt definiti dupa
cum urmeaza
TltHAl XHA2—>HA1, Tl(u,U)ZAl_lJH,

respectiv
TQ:HAl XHA24)HA2, TQ(U7U):A2_1J22.

Astfel, (2.4.2) poate fi rescris in mod explicit in felul urmator

u="Ti(u,v) (2.4.3)
v =To(u,v).

Aceasta structura vectoriala a (2.4.2) permite celor doi termeni T} si T sa se comporte diferit unul
de celalalt, si de asemenea in raport cu cele doua variabile. Aceasta presupune uzul matricilor in
loc de constante, atunci cand conditiile Lipschitz se impun operatorilor T si T5.

In continuare, vom descrie structura variationala a fiecarei ecuatii componente a sistemului
(2.4.3). Asociem ecuatiilor sistemului (2.4.3) functionalele

E17E2 :HAl X I‘[A2 — R
definite de
1 2
Ei(u,v) = Sllulla,, — iy, v)

1
Es(u,v) = §||UH%{A2—J2(U,’U).
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Avem

Eiji(u,v) = u—Ti(u,v)
Ex(u,v) = v—Ts(u,v),
sau in mod echivalent
Ell(u, U) = 0
Egg(u, ’U) = O7

unde E11(.,v), Eaa(u,.) sunt derivatele Fréchet ale lui E (., v), respectiv E3(u, .). Rezultatul prin-
cipal al acestei sectiuni este urmatoarea teorema.

Teorema 2.4.1 (A. Budescu and R. Precup [19]) Fie ca precedentele conditii referitoare la A, Az, si
J1, Ja sa aiba loc. In plus, presupunem ca urmatoarele conditii sunt satisfacute:

(i) existam;; € Ry (4,5 = 1,2) astfel incat

[ J11(u, v) = J11 (%, 0)] a,
|22 (u, v) — Jaa(

IN

murllu — all g, +maallv — o[ m,

Il
IN

; 0) || e moi ||u — |, +maz|lv — 0w,

pentru orice u,u € Hy, si v, v € Ho, si raza spectrala a matricii

mir  Mi2
2 2
7 71
M =
ma21  Ma22
2 2
V3 V2

este strict mai mica decat unu;

(ii) exista ay,as < 1/2,5ib1,be,c1,co > 0 astfel incat

J1(u,v)

IN

arlullfr,, + billulla,, +e

A

Jo(u,v) < azfoll,, + ballulli,, + e
pentru oricew € Ha,,v € Ha,;
(iii) exista R, d > 0 astfel incat una dintre urmatoarele conditii au loc:

Ei(u,v) > glnf Ei(,v)+d  for |lullp,, > R ,andv € Hay,
Al

Es(u,v) > }Inf Esy(u,.)+d  for ||lvllg,, > R ,and u € Hy,. (2.4.4)
Ag
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Atunci exista o unica solutie (u*,v*) € Ha, x Ha, a sistemului (2.4.1), care este punct de echilibru

de tip Nash a perechii de functionale (E1, E5), adica,

Ei(u*,v*) = inf Ei(,v")
Ha,

Ey(u*,v*) = inf Es(u”,.).
Ha,

2.5 Aplicatie la ecuatii eliptice

In aceasta sectiune, prezentam o aplicatie a Teoremei 2.3.1 la ecuatii eliptice. Mai exact, avem
problema Dirichlet

{_Au:ﬂ%MinQ (2.5.1)

u=0 pe 0.

Aici Q este o submultime deschisa marginita a lui R”, f :  x R — R, si A este Laplacianul.
In acest caz H = L*(Q),si A= —Acu

D(A) = H*(Q) N H5(Q).

De asemenea, H4 = H} () cu produsul scalar

(u,v) :/VuVde,
Q

1/2
fullny = ([ 1¥aPas)
Q

Functionala J : L?(Q) — R este data de

si norma

() = /Q Fa, u(z))dz,

unde

F(x,t):/o f(z, s)ds.

Pe de alta parte v = /A1, unde \; este prima valoare proprie a problemei Dirichlet pentru —A (
a se vedea de exemplu H. Brezis [15], ]. Mawhin si M. Willem [51], R. Precup [76] ).

Astfel functionala energie asociata ecuatiei (2.5.1) este urmatoarea

E:H}(Q) =R
E(u) = /Q (;|Vu|2 - F(m,u(x))) dz.

Problema (2.5.1) este echivalenta cu problema de punct fix

w=(~A)""Ny(u),
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unde N este operatorul Nemytskii de superpozitie presupun a actiona de la L?() la L?(12),

Ny(u)(@) = f(z, u(z))

( mai multe detalii in Sectiunea 1.1).
De notat ca functionala .J este de clasa C'! pe L*(Q),

J' = Ny,
si
E'(u) = u— (=A)"'Ny(u).
Teorema 2.5.1 (A. Budescu [17]) Presupunem ca urmatoarele conditii sunt satisfcute:

(i) f satisfice conditiile Carathéodory, adica, f(.,y) : & — R este masurabila pentru orice y € R, si
f(z,.) : R — R este continua pentru aproape orice x € §;

(i) f(.,0) € L3(Q);

(iii) exista o € [0, A1) astfel incat
|f(x,u) - f(fL',’a)‘ S a|u - ﬂ’|

pentru orice u,u € R, si aproape orice x € Q.

Atunci (2.5.1) are o unica solutie slaba u* € H}(Q), si

E(u")= inf E.
Hy(2)

2.6 Aplicatie la sisteme eliptice
In aceasta sectiune, prezentam o aplicatie a Teoremei 2.4.1 pentru sistemul eliptic

—Au = f(z,u,v) in Q

—Av = g(x,u,v) in Q
u=0 pe 05
v=0 pe 09,

(2.6.1)

intr-un domeniu marginit @ C R”, unde
f,9: QxR* - R.

Aceasta problema este echivalenta cu sistemul

{ u=(=A)"1f(, u,0)
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O pereche (u,v) € H}(Q) x H} () este o solutie a (2.6.1) daca si numai daca

Ell(u,v) = 0
EQQ(U7U) = O,
unde E1, By : H}(Q) x H} () — R sunt definite de
Lo
Bwe) = glully — [ Flau() v,
Q
1
Es(u,v) = 5”’1)“%[6 — /G(au(m),v(m))dx,
Q
si
t S
F(x,t,s) :/f(x,T,s)dT, G(z,t,s) :/g(x,t,T)dT.
0 0

Functionalele E;(.,v) si Ex(u, .) sunt de clasa C'! pentru orice u, respectiv v fixate,

, Si

Ell(uav) = u_<_A)71f('au’U)
Eos(u,v) = v—(=A)"'g(.,u,v).

Din nou aici E1; (., v), Ea2 (u, .) sunt derivate Fréchet ale lui F (., v), respectiv Es (u, .).
Vom spune ca o functie H : 2 x R — R este de tip coerciv daca functionala

d:H} Q) >R
®(0) = 5llollyy — | @ v@)ia
este coercivea, adica,
®(v) = oo cand |[|lv]lg1 — oco.
Enuntam rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 2.6.1 (A.Budescu[17])Fie f,g: OxR? = R, f = f(z,y,2), g = g(x,y, 2) satisfac conditiile
Carathédory. Presupunem ca f(.,0,0), g(.,0,0) € L?(S2), si ca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) exista mi; € R+ (Z,] =1, 2) Ccu:

{ |f (2,0, 0) = f(2,8,0)] < mufu— G + masfo — | (2.62)

l9(, u,v) — g(a, 4, v)| < ma1u — al +maz|v — 1|
pentru orice u, u,v,v € R, si aproape orice x € €);

(ii) exista H H; : Q2 xR — Rcu

Hy(z,v) < G(z,u,v) < H(z,v), (2.6.3)



Capitolul 2. Ecuatii si sisteme de ecuatii operatoriale semiliniare cu neliniaritati de tip potenti2%

pentru orice u,v € R, si aproape orice x € , unde H si H, sunt de tip coerciv.

1
M= — mi1 Mmi2
AL | mar ma

Daca matricea

e convergenta la zero, atunci (2.6.1) are o unica solutie (u*,v*) € H}(Q) x H} () care este un punct de
echilibru de tip Nash a perechii de functionale energie (E1, Eo) asociate problemei (2.6.1).
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Capitolul 3

Ecuatii semiliniare sub conditii de

nerezonanta

3.1 Prezentare generala

Acest capitol este bazat pe articolul A. Budescu si R. Precup [18], unde avem de a face cu solutii

slabe ale ecuatiei operatoriale semiliniare
Au—cu = J'(u) (3.1.1)

intr-un spatiu Hilbert. Aici, la fel ca si in sectiunile anterioare, A este un operator liniar pozitiv
definit, si J : H — R este o C'-functionala.

Vom presupune ca ecuatia (3.1.1) este sub conditia de nerezonanta, adica ¢ nu este o valoarea
proprie a lui A.

In cadrul unor ipoteze asupra lui J, daca E este functionala energie a ecuatiei (3.1.1), si ¢ se
afla intre doua valori proprii Ax si Aix4+1, atunci pentru orice solutie u a ecuatiei, obtinem urma-
toarea proprietate variationala

E(u) < E(u+ w)

pentru orice element w ortogonal pe primii k vectori proprii ai lui A.

Rezultatele din acest capitol completeaza teoria existenta dezvoltata in D. Muzsi si R.Precup
[58], si aplicatiile la probleme eliptice date de J. Mawhin si J. R. Ward Jr. [50], D. O'Regan si R.
Precup [66].

3.2 Teorie spectrala
Atasam operatorului A din sectiunea anterioara, urmatoarea problema
Au=f, wu€ Hy. (3.2.1)

Din teorema de reprezentare a lui Riesz rezulta ca, pentru orice f € H, exista un unic uy €
H 4, astfel incat
(uf,v)g, = (f,v) pentrufiecare v € Hy, (3.2.2)
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unde notatia (f, v) stands for the value of the functional f on the element v.
Notam uy cu A~! f, si 0 numim solutie slaba a ecuatiei (3.2.1). Astfel,
A7V HY — Hy
(A_1f7 v)HA = (f,v)
pentru f € H,, v € Hx. Este usor de observat ca, operatorul liniar A~ldela H la H este pozitiv
definit.
De acum inainte, in plus, presupunem ca, scufundarea lui H4 in H este compacta. Aceasta
garanteaza ca A~! este un operator compact de la H la el insusi.

Atunci, din teoria spectrala a operatorilor compacti auto-adjuncti ( a se vedea S. G. Mihlin
[54], D. Muzsi si R. Precup [58] ), amintim urmatoarele proprietati.

(i) Multimea valorilor proprii ale operatorului A~ este nevida si cel mult numarabila;

(ii) Zero este singurul punct de acumulare posibil al multimii de valori proprii ai operatorului
A7

(iii) Fiecarei valori proprii ii corespunde un numar finit de vectori proprii liniar independenti;
(iv) Valorile proprii ale lui A~! sunt pozitive;

(v) Exista o multime ortonormala (¢y),~, de vectori proprii ai lui A, cu

H¢kHH =1,

care este cel mult numarabila si
w=> (A" u, ¢x) ; O
k>1

oricare ar fiu € H.

Presupunem ca D (A) este infinit dimensional. Atunci imaginea lui A~! este infinit dimen-

sionala si deci, exista un sir (y;) ., de valori proprii ai lui A~!, si in mod corespunzator, un sir

Jj=21
(¢;),5, de valori proprii, ortonormal in H.
Fie \; := 1/p;. Atunci

D<A <A< <A<, Aj—oo cand j— oo,
si din
A5 = pi;,
avem
(¢j,v) g, = Aj(¢j,v)y oricarearfi v € Hy, (3.2.3)
adica,

Adj = Ao,



Capitolul 3. Ecuatii semiliniare sub conditii de nerezonanta 28

in sens slab. Prin urmare \; si ¢;, j > 1, sunt valorile proprii si respectiv vectorii proprii, ai lui A,
cu gl = 1.

De asemenea, vom folosi urmatoarea caracterizare a valorilor proprii (a se vedea S. G. Michlin
[54] ), si anume

2
u
\j = inf{ ”” |||I;A cu€ Ha\ {0}, (u,i)p, =0 pentrui =1,2,...,5 — 1}
Ul

pentruj=1,2,....

Este de observat faptul ca, pentru j = 1, aceasta arata ca, cea mai buna constanta 7% in (2.2.1)
este v2 = \1.

Daca in H'y consideram produsul scalar si norma

(u, v)H,A = (A*1u7A*1v)H

oo el = (A7l

atunci folosind (3.2.3) obtinem

1

=

il =1, (1@5llua = VAjs @5l =
De asemenea, pentru fiecare v € H/,, avem

(v,65) = (A 0, 05) . = (A7 0, AN (N 85)) s = Xi(v,05) mr, -

Aceasta implica faptul ca, sistemele

()): <¢1§¢) - (Vhe)

sunt ortonormale si complete (baze Hilbert) in H, H 4 sirespectiv H/,, si ca pentru fiecare v € Hy,

seriile Fourier

1 1
Z(v7¢.j)H¢j7 Z (’U, \/Tj(bj)H \/Tj(bj? Z (U7 \/)Tj(éj)H’A \/E(éj

sunt identice si pot fi scrise in urmatorul fel

Z(vv ¢j)¢ja

unde prin (v, ¢;) intelegem actiunea lui v ca un element a lui H’; peste ¢;.

3.3 Rezultate auxiliare referitoare la serii Fourier

In aceasta sectiune, vom da anumite rezultate auxiliare referitoare la proprietatile seriilor Fourier

in spatii Hilbert, care sunt unelte esentiale ale acestui capitol.
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Prima lema extinde la spatiul dual H', al lui H4, rezultatul corespunzator pentru H, folosit
in D. Muzsi si R. Precup [58], si demonstrat pentru prima data pentru A = —A in R. Precup [72]
( vezi de asemenea D. O'Regan si R. Precup[66, Lema 6.1] ).

Lema 3.3.1 (A. Budescu si R. Precup [18]) Fie c orice constanta cu ¢ # A;, pentru j = 1,2, .... Pentru
fiecare v € H',, exista o unica solutie slaba w € H 4 a problemei

Lu:=Au—cu=wv, uw€ Hy

notata cu L~V v, si are loc urmatoarea dezvoltare a vectorilor proprii

- 1
Lv=>Y" (v, ;) b5, (3.3.1)
=1 )\j —C
unde seria converge in H 4. In plus,
1L ), < ocllollar,, (3.3.2)
A ,
unde o. = max 7 =1,2,... 5.
j —C

Lema 3.3.2 (A. Budescu si R. Precup [18]) Pentru fiecare w € Hj, au loc urmatoarele inegalitati:

Jwlla < (3.3.3)

Ll
—F——||W||H4s
v/ Ak+1 4

- VAt o
127wl < 5wl (334)
1
—1 -
L™ 0l < gl (335)

3.4 Rezultatul principal

Rezultatul principal al acestui capitol este referitor la o proprietate variationala a solutiilor ecu-
atiilor semiliniare de forma
Au—cu=J (u), (3.4.1)

unde A este un operator liniar avand toate proprietatile cerute in Sectiunea 2.2 si ¢ nu este o
valoare proprie a lui A.

Trebuie sa dezvoltam o teorie de nerezonanta generala, care in particular, pentru ¢ = 0, con-
tine rezultatele din Sectiunea 2.3.

Astfel, cautam solutii slabe u € H 4 ale ecuatiei semiliniare (3.4.1), adica, un element u € H 4
cu

(u7v)HA - c(u, V)H = (J/ (u) 7U)

oricare ar fi v € H4. Daca notam

Lu = Au — cu,
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atunci (3.4.1) este echivalent cu ecuatia de punct fix
w=L"'J (u), u€ Ha.

Pe de alta parte, ecuatia (3.4.1) are forma variationala

unde E : Hy — R este functionala energie data de

1 c
B (u) = 5 llully, = 5 lull = 7 ().

Este de observat faptul ca
E' (u) = Lu—J (u).

In cazul in care identificam H', cu H4 via A~1, si luam in considerare faptul ca
AN Lu—J (u) = AN Au —cu — J' (u)) = u — A eu + J' (u))],

obtinem
E' (u) =u— A eu+ J' (u)]. (3.4.2)

Remarcam faptul ca metoda folosita in Sectiunea 2.3 nu mai poate fi aplicata atunci cand ¢ # 0,
dupa cum se poate observa ca

A eu+J" ()] # L71T (u).
Fie H, si H kL subspatiile lui H 4 definite prin
Hy = {u € Ha: (u,6;),, =0 pentruj= 1,2, k:} (3.4.3)

Hi = {ueHA:(u,gbj)HA =0 pentruj:k+1,k+2,...}.

In cele ce urmeaza, prin P si P intelegem proiectia operatorilor pe Hy, si pe complementul sau
ortogonal H ,i- Deci, orice element u € H 4 poate fi scris ca

u = Ptu+ Pu.
Acum putem enunta rezultatul principal pentru ecuatia (3.4.1).

Teorema 3.4.1 (A. Budescu si R. Precup [18]) Presupunem ca toate conditiile de mai sus pentru A, J

si ¢ sunt indeplinite. In plus, presupunem ca exista o < A1 —c¢, p < & — %fﬂ si q,r € Ry astfel

incat
[ (w) = J" ()|l < eflu— |4 (34.4)



Capitolul 3. Ecuatii semiliniare sub conditii de nerezonanta 31

oricare ar fi u,v € H 4 satisfacand P+u = Ptv, si
2
J(u) <pllully, +allully, +7 (3.4.5)

oricarear fiw € H 4. Atunci pentru orice solutie u* € H 4 a ecuatiei (3.4.1), are loc urmatoarea proprietate
variationala

E(w*)= inf E(u* . 4.
(u*) Jnf (u* +w) (3.4.6)

La fel ca in Sectiunea 2.5, teoria abstracta prezentata aici poate fi aplicata la ecuatii eliptice
semiliniare cu conditii de nerezonanta, pin urmare , in urmatoarea sectiune vom da o aplicatie la
problema eliptica

—Au—cu=f(z,u) inQ
{ u=0 ped,

undec# A;, 5 =1,2,.....
O directie de cercetare viitoare ar fi sa extindem teoria dezvoltata in acest capitol la sisteme

de nerezonanta de forma
{ Aru — cqu = Ji1 (u,v)

Asv — cov = Jag (u,v),

unde prin Ji1 (u, v), J2a2(u, v) intelegem derivatele partiale a doua functionale de clasa C Lo, Ja
H, x Hy — R. Putem anticipa ca sub anumite conditii, solutia (u, v) a sistemului este un punct de
echilibru de tip Nash pentru perechea de functionale energie asociate pe un subspatiu format din
prudusul cartezian a doua subspatii care depind de constantele £; si k2, unde Ay, < ¢; < Ag,41,
i=1,2.

3.5 Aplicatie la probleme eliptice sub conditii de nerezonanta

In aceasta sectiune, extindem rezultatele din Sectiunea 2.5. Mai exact, tratam cazul problemei

{ —Au—cu= f(z,u) inQ (3.5.1)

u=0 ped,

sub conditia de nerezonanta c # \;, j = 1,2, ..., unde A; sunt valorile proprii ai problemei Dirichlet
pentru —A.

Functionala energie este

E(u) = /Q (; IVul? — §u2 - F(x,u(x))) dz,

unde £ : H}(Q) — R, si F(z,t) = /t f(z, s)ds.
Insa, daca ¢ > A1, ' nu este mar?ginit inferior si, prin urmare, solutia nu poate fi un minorant
al lui E. Cu toate acestea, chiar si in acest caz, o proprietate variationala are loc pentru solutie.
Presupunem ca
Ak < €< Mgyt
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pentru anumiti £ € {0,1, ...}, unde \g = —oc.
Fie Hy, si Hi" subspatiile lui H} definite de

H. = {u € Hyj(Q): (u,gi)j)Hé =0 pentruj = 1,2, ...,k};

Hj:{ueﬂaﬂy@h@hﬁzopaﬂuj:k+Lk+Zm}
Mai mult, daca notam

Lu = —Au — cu,

si luam in considerare faptul ca c # A;, j = 1,2, ...,, atunci L este inversabil si (3.5.1) este echiva-
lenta cu ecuatia de punct fix
u=L""Ny(u), ue HjQ),

unde Ny este operatorul de superpozitie Nemytskii, definit dupa cum urmeaza
Ny LX(Q) — L2(Q),  Ny(u)(z) = f(z, u(@)),

unde presupunem ca este bine-definit.
Pe de alta parte, ecuatia (3.5.1) are forma variationala

si
E'(u) = Lu — Ny (u) = Lu — J'(u).

Daca identificam H~'(Q) cu H}(Q) via (—A) ™", si luam in considerare faptul ca
(=8) " [Lu = Ny ()] = (=8) ' [=Au — cu — Ny ()] = u— (=A) " eu + Ny (u)),

obtinem
E' (u) =u— (=A)""[eu + Ny (u)].

Observam ca metoda folosita in Sectiunea 2.5 nu mai poate fi aplicata cand ¢ # 0, dupa cum se
poate observa ca
(=8) " few+ Ny (w)] # L™ Ny (u).

Folosind Teorema 3.4.1, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 3.5.1 (A. Budescu si R. Precup [18]) Assume that the folllowing conditions are satisfied:
(i) f satisface conditiile Carathéodory;
(ii) f(.,0) € L*(Q);

(iii) exista 0 < o < —1()\k+1 — c) astfel incat
Ak+1

|f (2, u) = f(z,0)] < alu—ul
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oricarear fi u,u € R, siap.t. x € Q.
Atunci pentru orice solutie slaba u* € H}(SY) a problemei (3.5.1) are loc urmatoarea proprietate varia-

tionala:

E@Ww") = inf E(u* .
(u) wlenHk (U +w)
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Capitolul 4

Proprietati variationale ale solutiilor
ecuatiilor si sistemelor de ecuatii

singulare de ordinul doi

4.1 Prezentare generala

Acest capitol este bazat pe articolul A. Budescu si R. Precup [19], unde se studiaza existenta si car-
acterizarea variationala a solutiilor slabe ale problemei Dirichlet pentru ecuatii si sisteme difer-
entiale ordinare singulare de ordinul doi. Solutia apare ca o minimizare a functionalei energie
asociate ecuatiei, iar pentru cazul sistemelor, ca un echilibru de tip Nash-type pentru multimea
de functionale energie.

In acest capitol, consideram problema Dirichlet pentru o singura ecuatie de ordinul doi

{ — (pla)/(2)) = f (v,u(x)) aptaxe(0,1) (4.1.1)
(z,u(x),v(x)) (4.1.2)

Aicip,q € C[0,1] N C*(0,1), p,q > 0 pe (0,1) pot disparea facand ecuatiile singulare in raport cu

variabila independenta z.
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ordinul doi

4.2 Rezultatele principale

4.2.1 Cazul unei singure ecuatii

In aceasta sectiune, prezentam o aplicatie a Teoremei 2.3.1 pentru problema singulara la limita

— (p(2)u' (z)) = f (z,u(x)) apt ze(0,1) 42.1)
u(0) = u(1) =0, o

unde f:[0,1] x R — R, p € C[0,1] N C*(0, 1), si presupunem ca
1
I= / Ld:c
o p(2)

este finita. In particular, ultima conditie este satisfacuta daca p(z) > 0 for all z € [0, 1].
In acest caz specific, H = L?(0,1),si

Au=— (pu')’
cu

D(A) = {uecC0,1]nC*0,1): u(0) =u(l) =0,
pu' € AC[0,1], (pu') € L?(0,1)}.

Mai mult, produsul scalar si norma sunt date de

(u,v) g, :/0 p(x)u'(z)v' (z)dz

si
1/2

ey = ([ stonterar)

respectiv. A se observa ca, aici, spatiul energetic H 4 este spatiul Sobolev ponderat
Hj(0,1;p) = {u € AC[0,1] : u(0) =u(1) =0, /pu' € L*(0,1)},

sau echivalent,

H&(O,l;p)—{u: u(;c)_/ow \;](%l)dg,1)6[/2((),1)7 ; \;%ds—O}.

Pentru simplificare, de acum inainte, vom folosi simbolul H 4 in loc de H{ (0, 1; p).
Printr-o solutie (slaba) a ecuatiei (4.2.1) intelegem o functie v € H 4, astfel incat f(.,u) €
L2(0,1), si

oricarear fiv € Hy.
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De asemenea, functionala J : L?(0,1) — R este data de

1 ¢
J(u):/O F(z,u(x))dz, unde F(a:,t):/o f(z, s)ds.

Operatorul A este pozitiv definit si v = 1/+v/T.

In cele ce urmeaza, vom folosi inegalitatea Poincaré:
lull 20,1y < VIullm,, — u€ Ha. (422)

Functionala energie asociata ecuatiei (4.2.1) este data de

E : Hi—R
1 1
E(u) = 5”“”%{/4 —/0 F(z,u(x))dz.

Evident, problema (4.2.1) este echivalenta cu ecuatia de punct fix
u=A"'N(u),

unde N este operatorul de superpozitie Nemytskii Ny(u)(z) = f(x,u(z)) , definit in Sectiunea
1.1.1.
Expresia lui A~! (h) pentru orice h € L? (0, 1) este

(A1h)(x)=}/Olp(ls)/Osh(r)drds-/ozp(ls)ds—/oz@/Osh(f)dfds.

Cu aceste preliminarii, putem enunta si demonstra primul rezultat al acestui capitol.
Teorema 4.2.1 (A. Budescu si R. Precup [19]) Presupunand ca urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(i) f satisface conditiile Carathéodory;
(i) f(.,0) € L*(0,1);
(iii) exista o € [0,1/1) astfel incat
[f(z,u) = f(z,0)] < alu—ql
oricare ar fi u,u € R, sia.p.t. x € (0,1).
Atunci, (4.2.1) are o unica solutie slaba u* € H 4, si



Capitolul 4. Proprietati variationale ale solutiilor ecuatiilor si sistemelor de ecuatii singulare %87

ordinul doi

4.2.2 Cazul sistemelor

In aceasta sectiune, ca o aplicatie a Teoremei 2.4.1, extindem teoria din Sectiunea 4.2.1 pentru

sisteme de tipul

— (pla)u/ (z)) = [ (z,u(x),v(x))

—(q(z v’(:c))/ =g(z,u(x),v(z)) ae ze(0,1) (42.3)
u(0) =u(1) =0 o
v(0) =v(1) =0,

unde f,g:[0,1] x R? = R, p,q € C[0,1],si

b L |
I:/—dx,I:/—dx
Y p(2) 27 )y alx)

sunt finite. Aici, H = Hy x Hy, H; = Hy = L*(0, 1),

Aju = — (pu')
cu
D(A)) = {ueCl0,1]nC*0,1): u(0) =u(1) =0,
pu' € AC[0,1], (pu') € L*(0,1)}
si
Agv = — (qv')’
cu
D(Ay) = {veC0,1]NnC*0,1): v(0) =v(1) =0,

@' € AC[0,1], (qv') € L*(0,1)}.
De asemenea, spatiile energetice corespunzatoare Hy4,, H4, sunt
HA1 = Hé (07 17p) si HA2 = Hé (07 17Q) )

respectiv, in timp ce definitia solutiei slabe a sistemului (4.2.3) este similara cu cea pentru ecuatia
(4.2.1).
Este de observat faptul ca, A;, A> sunt doi operatori pozitiv definiti si

1 1

"= ﬁ, V2 \/E

Functionalele J1, J5 : H — R sunt date de

Jl(uw):/O F(z,u(x),v(r))de, Jg(u,v):/o G(z,u(x),v(z))ds,
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cu

t s
F(m,t,s):/o f(z, 7, s)dr, G(x,us):/o gz, t,7)dr.

Functionalele energie Ey, Ey : Ha, x Ha, — R sunt definite de

Bi(u) = gl - [ Pl @)
1
Ba(u) = glolf, — [ Glau(e),ola)de,

Urmand aceiasi pasi ca si in cazul unei singure ecuatii obtinem ca sistemul (4.2.3) este echiva-

lent cu problema de punct fix

w= AT Ny (u,0)
v = A" Ny(u,v).

Aici, Ny, N, sunt operatorii de superpozitie Nemytskii asociati lui f si g, respectiv. Fiecare
ecuatie a sistemului (4.2.3) are o forma variationala, deci poate fi rescris astfel

Eyq(u,v) = u—A;le(u,v)
Eoss(u,v) = U—AQ_INg(u,U),

unde F11(.,v), Eg2(u,.) sunt derivatele Fréchet ale lui E1 (., v) si Fs(u,.), respectiv.

Avem urmatorul rezultat.

Teorema 4.2.2 Fie f,g : [0,1] x R? — R, f = f(x,9,2), g = g(z,vy, 2) satisfy the Carathéodory
conditions.
Presupunem ca f(.,0,0), g(.,0,0) € L?(0, 1), si ca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

@) existam;; € Ry (4,5 =1,2) cu

ma1|u — @ + mialv — 7| (4.2.4)

=
®
e
=
|
\’3
B
=
2
AN

l9(x,u,v) — g(z,u,0)] < mor|u—ul+malv—1],

oricare ar fi u,u,v,v € R, si a.p.t. x € [0,1];

(ii) exista H, Hy : [0,1] x R - Rcu
Hi(2,v) < Gla,u,v) < H(z,v), (4.25)

oricare ar fi u,v € R, si a.p.t. x € [0,1], unde H si Hy sunt de tip coerciv, si raza spectrala a
matricii

I I
M= miidy Mmazdy (4.2.6)
mo1ly Mozl

este strict mai mica decat unu.
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Atunci, (4.2.3) are o solutie unica (u*,v*) € Ha, x Ha, care este un punct de echilibru de tip Nash
pentru perechea de functionale energie (E1, Es) asociate problemei (4.2.3), adica,

Ei(u*,v*) = inf Ei(.,v")
Ha,

Ey(u*,v*) = inf Es(u”,.).
Ha,

4.3 Exemple

In aceasta sectiune, sunt date doua exemple pentru a ilustra rezultatele din Sectiunile 4.4.1 si

4.4.2, primul pentru cazul unei singure ecuatii iar al doilea pentru cazul sistemelor.
Exemplu 4.3.1 Un exemplu tipic pentru functia p ca in (4.2.1) este:
p(z) =2 (x€0,1]), cu0<p<1.
Aici - .
1= /0 mdx = m
Functia f : [0,1] x R — R poate fi definita astfel
f(z,u) = asinu + g(z),

cuge L*0,1)sia < 1/1,adica, « < 1 — f3.
In acest caz, functionala energie este
E : Hy—R,

B = gl ~ [ Pl

unde .
F(x,t) = /0 f(z,s)ds = a(l — cost) + g(z)t.

Exemplul considerat satisface toate ipotezele Teoremei 4.2.1.

Un alt exemplu pentru functia p este

1
p(z) = Normwe (z €[0,1]).

In acest caz,

D! ! 1
I= ——dx = ——duz.
/0 V2 — 22 /0 V1=(1-1)

Inlocuind 1 — x := t obtinem
T

1
1
= 1 =T,
/o\/l—t2 2
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Considerind functia f din Exemplul 4.3.1, putem demonstra usor ca toate ipotezele Teoremei 4.2.1 sunt

satisfacute.
Exemplu 4.3.2 Referindu-ne la sistemul (4.2.3), consideram
p(x) = M,
glz) = 2 (x€0,1]), cud <k <1, 0<ky <1.

1 1
1 1 1 1
I = 7d = — I = 7d = .
! /0 k1 o 1-— ]ﬁ’ 2 /0 xk2 . 1— ko

De asemenea, consideram

Prin urmare,

f(z,u,v) = mqysinu+ mav + hi(2)

g(z,u,v) = morsinu+ magv + ho(x),

unde hy, ha € L?(0,1), sim;; € Ry, 4,7 = 1,2. In acest caz, matricea M data de (4.2.6) este

mii mi2

_ | 11—k 1—k
M =1 "my" “man?
1—ky 1—Fko

Ipoteza p(M) < 1 implica prin (1.1.5)

mi1 m22

] <1, < 1.
ﬁelfkl sauli}7€2

Putem presupune ca

ma2
1 4.3.1
5 b (4.3.1)

in caz contrar interschimbam ecuatiile sistemului. Atunci, aratam ca, (4.3.1) garanteaza (4.2.5) cu doua
functii H, Hy de tip coerciv. Intr-adevar, in acest caz, avem

2

G(z,u,v) = moyvsinu + mgg% + ha(x)v,

si
Hy(z,v) < G(z,u,v) < H(z,v),

unde
02
Hi(xz,v) = —moi|v|+ mggg + ha(x)v,
02
H(z,v) = malv|+ m225 + ha(z)v.

Ramane sa demonstram ca H este de tip coerciv, adica,

®(v) = +oo cand |v||m,, = oo,
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unde .
1
®(0) = 3lolf, ~ [ Hle o).

Avem ca
ma2

1 1
B(0) = 3 olfr,, — marloll = "2 ol — [ ha(oyu(o)da.
2 > 2 0
Folosind inegalitatea Poincaré

[oll2 <

1
R
vl

inegalitatea Holder, si scufundarea continua a lui H 4, in L'(0,1), obtinem

1 Mmoo 2
o) 2 5 (1= 722 ) o, - Clili,

Aceasta arata ca
®(v) = +oo cand ||v[|m,, — oo.

Prin urmare, daca raza spectrala a lui M este mai mica decat unu, toate ipotezele Teoremei 4.2.2 sunt
satisfacute.
Observam ca, rezultatul obtinut pentru un sistem de doua ecuatii poate fi extins la un sistem general

de n ecuatii, cu n > 2.
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Capitolul 5

Teoreme de punct fix sub conditii

variationale si topologice combinate

5.1 Prezentare generala

Acest capitol este bazat pe articolul A. Budescu si R. Precup [20], unde ideea principala este de a
inlocui o parte din conditiile asupra operatorului implicat in teoremele clasice de punct fix a lui
Schauder, Krasnoselskii, Darbo, si Sadovskii, prin ipoteze asupra functionalei asociate, in cazul
in care ecuatia de punct fix are o forma variationala.
Vom analiza problema pentru stabilirea unei teorii de punct fix topologice. Mai exact,vom
studia ecuatia de punct fix
u = N(u),

mai intai intr-o submultime a unui spatiu Hilbert identificat cu dualul sau, unde operatorul N
este legat de o functionala C! E prin relatia

N(u) = u — E'(u),

si apoi, mai general in spatii Banach.

5.2 Teoreme de punct fix variational-topologice in spatii Hilbert

In aceasta sectiune, consideram ecuatia de punct fix
u= N(u) (5.2.1)

intr-o submultime D a unui spatiu Hilbert H cu produs scalar (.,.) si norma ||.||, care are o
structura variationala, in sensul ca exista o functionala E € C'(H) astfel incat

u— N(u) = E'(u) (5.2.2)

oricare ar fi u € D. Observam ca formula (5.2.2) necesita ca spatiul H sa fie identificat cu dualul

sau, cum este garantat de teorema de reprezentare a lui Riesz.
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Teorema 5.2.1 Fie U C H o multime nevida, marginita si deschisa, D = U si fie
T:-H—H si S:D—H

doi operatori astfel incat urmatoarele conditii sa fie satisfacute:

(Ay) I —T : H — H este inversabil si
(I —T)~" este~ - Lipschitz, (5.2.3)

pentru anumiti vy > 0;

(Ag) existab € [0,1/), astfel incat
a(S(M)) < ba(M), (5.2.4)

oricare ar fi M C D.
In plus, presupunem ca exista o functionala E € C*(H), marginita inferior pr D, cu
inf F <inf F (5.2.5)
T U
astfel incat
E'(u) =u— S(u) —T(u), oricarearfi u € D. (5.2.6)
Atunci, exista u* € U, astfel incat
E(u)=infE si E'(u")=0.

Urmatorul rezultat este o consecinta directa a Teoremei 5.2.1, si poate fi vazut ca o versiune
variational-topologica teoremei de punct fix a lui Darbo.

Teorema 5.2.2 Fie U C H o multime nevida si marginita, D = U, si fie N : D — H un operator
b-contractiv (de tip Darbo), pentru anumiti b € [0,1) . Daca exista o functionala E € C*(H), marginita
inferior pe D, astfel incat (5.2.5) este indplinita si

E'(u) = u— N(u), oricarearfi u € D, (5.2.7)
atunci exista u* € U, astfel incat
E ") = i%fE si E'(u*)=0.

In comparatie cu teorema lui Darbo, nu vom cere nici convexitatea lui D, nici invarianta lui V.
In schimb, domeniul D are un interior nevid, si forma variationala (5.2.7) este ceruta impreuna
cu proprietatea aditionala (5.2.5).

Teorema 5.2.2 poate fi generalizata pentru operatori condensatori printr-o usoara modificare
a demonstratiei Teoremei 5.2.1. Rezultatul este o versiune variational-topologica a teoremei de
punct fix a lui Sadovskii.



Capitolul 5. Teoreme de punct fix sub conditii variationale si topologice combinate 44

Teorema 5.2.3 Fie U C H o multime nevida, deschisa si marginita, D = U, si fie N : D — H operator
condensator. Daca exista o functionala E € C*(H), marginita inferior pe D, astfel incat (5.2.5) si (5.2.7)
au loc, atunci exista u* € U, astfel incat

E(u")= i%fE si E'(u*)=0.

5.3 O teorema variational-topologica de punct fix in spatii Ba-

nach

In aceasta sectiune, consideram problema de punct fix (5.2.1), mai general intr-un spatiu Banach
cu anumite proprietati geometrice, care sunt exprimate in termenii proprietatilor aplicatiei de
dualitate. Amintim ca, (a se vedea, de exemplu, C. Chidume [21], I. Cioranescu [22]), pentru
o functie gauge, adica, o functie continua si strict crescatoare ¢ : Ry — Ry, cu ¢(0) = 0 si
lim;_, o0 ¢(t) = o0, aplicatia de dualitate corespunzatoare, este definita ca

X 52, (53.1)
prin
J(u) :=A{u" € X* 0" (u) = [lullllu*]], [lu"] = ¢ (lul)}-
In particular, daca ¢(t) = t, atunci aplicatia de dualitate este numita aplicatie de dualitate normata.
In cele ce urmeaza, presupunem ca, pentru o functie gauge data,
(C) aplicatia de dualitate J este monovalenta, inversabila, si atat .J cat si J~! sunt continue.

Conditii suficiente pentru .J sa posede proprietatile de mai sus pot fi gasite in C. Chidume
[21], I. Cioranescu [22].

Spunem ca, ecuatia (5.2.1) are o structura variationala intr-o submultime D C X, daca exista
o functionala E € C(X), astfel incat

pentru orice v € D.
Urmatorul rezultat este o teorema topologica-vectoriala analoaga cu teorema de punct fix lui
Schauder.

Teorema 5.3.1 Fie X un spatiu Banach, astfel incat conditia (C) sa fie satisfacuta, fie U C X o multime
nevida, deschisa marginita si D = U. Presupunem ca N : D — X un operator compact, si exista o
functionala E € C*(X), marginita inferior pe D, astfel incat (5.2.5) sa aiba loc, si

pentru orice w € D. Atunci, exista u* € U, astfel incat

E(u")= i%fE si E'(u*)=0.
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5.4 Aplicatie

In aceasta sectiune, prezentam o aplicatie a Teoremei 5.3.1 la problema cu conditii pe capetele

frontierei
{ —([u’ (&) [P~2" (1)) = f(t,u(t)), te][0,1] (G.4.1)
u(0) =u(l) =0,

unde

(G) p>1,sif:[0,1] x R — R satisface conditiile Carathéodory, si
[f(tw)] < alulT™ +b (542)
pentru aproape orice ¢t € [0, 1], pentru orice u € R, si unele constante a,b > 0, si ¢ > 1.

Consideram spatiul Banach X := W, (0, 1), inzestrat cu norma energetica

1 1/p
nwm=(11wmw0

si functionala energie

Bowr o R Bw= [ (wor- @w»)@
unde F(t,7) = [ f(t,s)ds. Functionala E este de clasa C" in W, "(0,1),s
E'(u) = — (lu'[P~*u)" = £ u).

Astfel, solutiile sistemului (5.4.1) sunt puncte critice ale lui E.
Aplicatia de dualitate a spatiului W, (0, 1) corespunzatoare functiei gauge ¢(t) = t*~! este
functia
J:WP(0,1) = W=h(0,1), (1/p+1/q=1)

data de
J(u) = —(Ju'|P~2u),

care satisface conditia (C) necesara.
De asemenea, solutiile problemei (5.4.1) sunt punctele fixe ale operatorului N : W, ?(0,1) —
VVO1 P(0,1), N (u) = J=1(f (.,u)) ,care este complet continuu folosind argumentele bazate pe teo-

rema Arzela-Ascoli. Evident,

Consideram R > 0si U = Bg(0), bila deschisa din W,?(0,1) cu centrul in origine si de
raza R. Pentru a putea arata ca functionala E este marginita inferior pe U, mai intai vom folosi
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conditia de crestere (5.4.2) pentru a obtine estimarea

P 1
o ||'LL |1,p
E(u) = —= — F(t,u(t))dt
p 0
[l 7 ! (a
> 7”’—/ —|u(t)|? + blu(t )dt
) ; ql ()7 + blu(t)]
lulli,, a
= T’p Y [[u] qu(071) —b ||UHL1(0,1) :

Apoi, luand in considerare inegalitatile

1,
lull ooy < Nl and Jull o < lully, (uwe g2 (0, 1))

obtinem

lullf, a4
Ew) 2 == = luli, = bllvll, - (5:4.3)

Acum, daca ||ul|, , < R, atunci,
a
E(u)>-2R7— bR,
q

ceea ce arata ca F este marginit inferior in U.
Mai mult, aratam faptul ca aceasta conditie, (5.2.5), este satisfacuta cu conditia ca R sa fie
astfel incat
RP  a
h(R):= — — —R?—bR > 0. (5.4.4)
p q

Intr-adevar, in acest caz, daca u € U, adica [|ul|, , = R, din (5.4.3), avem
E(u)>h(R)>0=FE(0)>inf E,
U

de unde
inf £ > h(R)>infE.
oU T

De exemplu, daca ¢ < p, atunci h (R) — oo cand R — o0, si conditia (5.4.4) este indeplinita
oricare ar fi R suficient de mare.
Prin urmare, potrivit Teoremei 5.3.1, avem urmatorul rezultat.

Teorema 5.4.1 Daca conditia (G) este indeplinita, atunci pentru fiecare numar R > 0 satisfacand (5.4.4),
problema (5.4.1) are o solutie u € Wy? (0,1), cu ||u; » < R, care minimizeaza functionala energie E pe
bila inchisa cu centrul in origine si de raza R din W,* (0,1).
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