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Introducere

Scopul acestei teze de doctorat este de a sublinia rolul inegalitilor de tip Harnack in obtinerea unor
rezultate de existenta, localizare si multiplicitate a solutiilor pozitive pentru ecuatii gi sisteme de

ecuatii neliniare.
Teorema de punct fix a lui Krasnosel’skii in con

In centrul acestei teze se afli teorema de compresie-extensie a lui Krasnosel’skit (adicd teorema
de punct fix a lui Krasnosel’skil in con), care ajutd la obtinerea unor rezultate de existenta,
localizare si multiplicitate a solutiilor intr-o coroand a unui con dintr-un spatiu Banach ( vezi M.
A. Krasnosel’skif [51, 52]).

Ideea este sd gasim solutii ale unei ecuatii operatoriale de forma v = N(u), intr-un con K
a unui spatiu liniar normat (X, |- []), cu r < [lul| < R, unde r si R sunt douad numere pozitive
0 < r < R. Daca poate fi stabilit un astfel de rezultat de existenta, atunci imediat se pot
obtine solutii multiple in K. Acest lucru este posibil daca ipotezele teoremei de existenta sunt
satisficute de mai multe perechi de numere (r, R). Prin urmare vom obtine mai multe solutii
Up, Uz, ..., up in K, localizate astfel: r; < |Ju;]| < R;, @ = 1,2, ..., k. Aceste solutii sunt distincte
dacar; < Ry <ry < Ry < ... <71 < Rg. Similar putem obtine giruri infinite de solutii.

Rezultatul fundamental de existenta care permite aplicarea strategiei anterioare este teorema

de punct fix a lui Krasnosel’skil.

Teorema (Krasnosel’skil) Fie (X, ||.||) un spatiu liniar normat; K C X un con; , R € R,
O<r<R;K,p={ueK:r<|u| <R}sifie N: K, g — K un operator compact. Daci una
din urmaétoarele conditii este satisfacuta:

(a) N(u) £ u daca ||ul]| =7 i N(u) # v daca ||u|| = R;

(b) N(u) # u daca |Ju|| = r si N(u) £ u dacd ||u|| = R.
Atunci N are un punct fix v in K cur < |ju| < R.

Conditia (a) exprima o proprietate a operatorului N de a comprima coroana conicd K, g, In
timp ce conditia (b) exprima proprietatea de extensie.

Strategia descrisa anterior pentru cazul unei ecuatii poate fi extinsa la sisteme intr-o maniera

asemanatoare, pe componente. Astfel, pentru un sistem de doua ecuatii

Uy = Nl(uhuQ)

ug = Na(ug, u2)

vom fi interesati si gisim solutii (u1, us), unde u; apartine conului K, us apartine conului Ko si
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fiecare este localizatd dupa cum urmeaza
r1 < lurl] < Ry, ro < lugl| < Ra.

Prin urmare, in acest caz, apar doua coroane conice. Ideea este sa le permitem lui Ny si No sa
satisfaca fie conditia de compresie fie conditia de extensie, individual. Astfel, sunt posibile trei
cazuri:

(1) Ambii operatori Ny, Ny sunt compresivi;

(2) Ambii operatori Ny, Ny sunt expansivi;

(3) Unul dintre operatorii N1, Ny este compresiv, iar celilalt este expansiv.

Rezultatul fundamental de existenta care permite aplicarea strategiei anterioare in cazul sis-
temelor este urmatoarea versiune vectoriala a teoremei de punct fix a lui Krasnosel’skii care este

prezentata pentru un sistem general de n ecuatii.

Theorem([78]) Fie (X,].]|) un spatiu liniar normat; Ki, Ks,..., K, C X conuri; K := K; X
Ky x ... x Kyp;r,ReRY, r=(ry,r2,....,rn), R=(R1,R2,...,R,) cu 0 < r; < R; pentru orice 1,
Kip={uveK:r,<|w|| <R i=12,...,n}tsifile N: K, p - K, N =(Ni,Na,..,N,) un
operator compact. Daca pentru fiecare i = 1,2, ..., n, una din urmatoarele conditii este satisfacuta
in K, g:

(a) N;i(u) &£ u; dacd |Ju;|| = 7; s Ny(u) # u; dacd ||u;|| = Ry;

(b) Ni(u) # u; daca ||u;|| = r; si Ni(u) £ u; daca ||ug|| = R;.

Atunci N are un punct fix u = (uy,us,...,u,) iIn K cur; < |ju;]| < R; pentrui =1,2,...,n.

Pentru aplicatii ale principiilor de compresie-extensie pentru ecuatii gi sisteme integrale si
diferentiale facem referire la to R. P. Agarwal, M. Meehan, D. O’Regan si R. Precup [2], R. P.
Agarwal, D. O'Regan si P. J. Y. Wong [4], S. Budisan [15], A. Cabada si J. A. Cid [17], L. H.
Erbe, S. Hu si H. Wang [24], S. Li [55], W.-C. Lian, F.-H. Wong si C.-C. Yeh [58], B. Liu si J.
Zhang [60], M. Meehan si D. O’'Regan [64], R. Precup [79, 80, 83], Y. N. Raffoul [87], W. Sun, S.
Chen, Q. Zhang si C. Wang [89], P. J. Torres [92], F. Wang si F. Zhang [93], J. R. L. Webb [97]. In
[54] R. W. Leggett si L. R. Williams au obtinut o generalizare remarcabila a rezultatului original
a lui Krasnosel’skii gi au aplicat aceasta teorema de punct fix obtinuta unor ecuatii neliniare care
modeleaza anumite boli infectioase.

In aplicatii, tehnica bazata pe teorema lui Krasnosel’skil necesita constructia unui con adecvat
de functii pentru care conditiile de compresie si extensie pot fi satisficute. In acest scop, 1n cazul
majoritatii problemelor la limita, functiile lui Green corespunzatoare si proprietatile lor joacd un
rol foarte important (vezi de exemplu A. Boucherif [13], F. Haddouchi si S. Benaicha [31], J. R.
L. Webb [96]).

Functiile lui Green au fost numite dupa matematicianul britanic George Green, care a fost
primul care a dezvoltat acest concept in anii 1830. O functie a lui Green este raspunsul la impulsul
unei ecuatii diferentiale ordinare definite pe un domeniu avand anumite conditii initiale specificate
sau conditii la limiti. In conformitate cu D. G. Duffy [23], aplicarea functiilor lui Green la ecuatii
diferentiale ordinare implicind problemele la limitd a inceput cu lucrarea lui Burkhardt(1861-

1914). Mai tarziu, Bocher (1867-1918) a extins aceste rezultate la problemele la limita de ordinul
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In lucrarea R. Precup [85] a fost observat faptul c& in cazul multor probleme pentru care
functiile lui Green nu sunt cunoscute sau proprietatile lor nu sunt suficient de bune, se pot folosi
in schimb inegalitatile slabe de tip Harnack asociate operatorilor diferentiali si conditiilor la limita
(vezi de asemenea R. Precup [79, 83]). Acest tip de inegalitati ajutd la obtinerea de estimari
inferioare care sunt utile pentru realizarea conditiei de compresie-extensie. In anumite cazuri,
astfel de inegalitati apar ca o consecintd a concavitatii solutiilor pozitive.

Lucrarea M. Kassmann [50] prezintd o introducere pentru anumite inegalititi numite dupa
Carl Gustav Axel von Harnack. Aceste inegalitati au fost definite initial pentru functii armonice.
Mai tarziu J. Serrin [88] i J. Moser [65] au generalizat inegalitatea lui Harnack pentru solutii
ale ecuatiilor cu derivate partiale eliptice si parabolice. Multi alti autori au demonstrat astfel
de inegalitati pentru diferite probleme (vezi W. Hebisch si L. Saloff-Coste [37], T. Kuusi [53], R.
Precup [85], R. Zacher [102]).

Rolul inegalitatilor de tip Harnack

Inegalitatile de tip Harnack sunt stabilite in conexiune cu un spatiu Banach ordonat (X, <),
cu norma monotond si un operator dat L : D(L) C X — X.
Spunem ca o inegalitate de tip Harnack are loc pentru L daca exista un element diferit de zero
@ in conul pozitiv K C X astfel incat
u > ulle

pentru fiecare supersolutie pozitiva a ecuatiei Lu = 0, adicd uw € D(L) cu u > 0 si Lu > 0.
Aceasta inegalitate este acompaniatd de una inversa si anume

u < [lull,

unde ¥ > 0 i ¥ # 0, care in aplicatii pentru spatii de functii este satisfacuta in mod trivial, de
exemplu cu ¢ = 1.

Explicam pe scurt utilitatea inegalitatilor de tip Harnack in garantarea conditiei
N(u) £u dacd u € K si||ul| =7

ceruti de teorema lui Krasnosel’skii, in cazul unei ecuatii de forma Lu = F(u), unde N = L~'F.
Presupunand ca operatorul N este pozitiv i crescator in raport cu relatia de ordine <,
demonstratia Incepe astfel:

Presupunem contrarul, si anume
N(u) < u pentru anumiti u € K cu |Ju|| = r.

Din inegalitatea de tip Harnack

u 2 |lulle = re,
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folosind faptul ca N este crescator, obtinem

N(u) = N(re).
Pe de alta parte, din u < [|lul[¢) i N(u) < u, avem

rip > u > N(u).

Atunci r¢ > N(r¢), iar norma fiind monotona deducem ca r|j1|| > ||N(r¢)||. De aici reiese o
contradictie daca cerem ca ipoteza
rllgl < [[N(re)ll.

Mai multe detalii despre utilizarea inegalitatilor de tip Harnack in conexiune cu teorema lui

Krasnosel’skii, intr-un cadru abstract, sunt date in ultimul capitol al tezei.

Structura tezei

Teza de doctorat este impartita in patru capitole, fiecare capitol fiind organizat in mai multe
sectiuni, o Introducere si o lista de Referinte.

Capitolul 1 este dedicat in totalitate prezentarii unor notiuni, rezultate si notatii preliminarii
care vor fi folosite pe intreg parcursul tezei. In Sectiunea 1.1 se introduc conceptele de spatiu
Banach ordonat, operator compact si complet continuu precum si bine cunoscuta teorema de
punct fix a lui Krasnosel’skii in con. In Sectiunea 1.2 prezentam un rezultat de comparatie pentru
problemele la limita cu conditii Dirichlet, in timp ce Sectiunea 1.3 prezinta un rezultat auxiliar
de existenta si unicitate.

In Capitolul 2 discutam patru clase de ecuatii diferentiale neliniare cu diferite conditii la
limita, motivati de anumite probleme neliniare care provin din modelarea matematica a unor
procese din inginerie, mecanica, fizica, economie, etc.

Sectiunea 2.1 contine o prezentare generala a capitolului in care explicam continutul fiecarei
sectiuni gi prezentam principalele instrumente si metode de lucru folosite.

In Sectiunea 2.2 prezentam noi rezultate de existenta, localizarea si multiplicitate a solutiilor

pozitive a problemelor nelocale la limitd pentru ecuatii diferentiale de ordinul intai de forma

u' = f(t,u)
u(0) — au(1) = g[u].

Aici g este o functionald liniar marginita pe C[0,1]. Dou cazuri sunt incluse: cazul discret, cind

m
glu] = Zaku(tk),
k=1
si cazul continuu cand g este dat de o integrala Stieltjes,

olu] = / u(s) dy(s).
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Este de observat faptul cé, in particular, cand a = 1 gi g[u] = 0 avem conditia de periodicitate
u(0) = u(1).

Problemele nelocale pentru diferite clase de ecuatii gi sisteme diferentiale au fost intensiv
studiate in literatura (a se vedea, de exemplu, A. Boucherif [13], A. Boucherif si R. Precup [14], L.
Byszewski [16], G. Infante [45], O. Nica [67, 68], O. Nica si R. Precup [69] pentru conditii nelocale
pe mai multe puncte; R. Precup si D. Trif [86], J. R. L. Webb si G. Infante [99] pentru conditii
nelocale date de integrale Stieltjes).

Mentionam de asemenea alte cateva lucrari ce trateaza probleme nelocale pentru diferite clase
de ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale: O.-M. Bolojan [12], X. Hao, L. Liu si Y. Wu [35], G.
Infante [46], J. R. L. Webb si G. Infante [98].

Principalele rezultate din aceasta sectiune sunt: Teorema 2.2.1, Teorema 2.2.2 si Teorema
2.2.3. Aceste rezultate sunt parte din lucrarea D.-R. Herlea [40].

In Sectiunea 2.3 studiem existenta, localizarea si multiplicitatea solutiilor pozitive ale problemei

Dirichlet-Neumann

{(¢>( W) + f(tu) =0, 0<t<1
W (0) =u (1) =0,

unde ¢ : (—a,a) = (=b,b), 0 < a,b < 0o, este un omeomorfism astfel incat ¢ (0) = 0.

Studiul ecuatiilor si sistemelor cu ¢-Laplacian este un subiect clasic care a atras atentia a
numerosi experti datorita interesului in aplicatii (a se vedea R. P. Agarwal, D. O’Regan si S.
Stanek [3]). Aceste probleme cu diferite conditii la limita au fost studiate intr-un numéar mare de
lucrari utilizand metode de punct fix, teoria gradului, metode variationale. Ne referim la lucrarile
C. Bereanu si J. Mawhin [8], C. Bereanu, P. Jebelean si J. Mawhin [10, 11], A. Cabada si R. L.
Pouso [18], H. Dang si S. F. Oppenheimer [21], P. Drabek si J. Herndndez [22], M. Garc{a-Huidobro
i P. Ubilla [26], M. Garcia-Huidobro, R. Mandsevich gi J. R. Ward [27], D. D. Hai si K. Schmitt
[32], D. D. Hai si R. Shivaji [33], D. D. Hai i H. Wang [34], J. Henderson gi H. Wang [39], P.
Jebelean si C. Popa [47], P. Jebelean, C. Popa si C. Serban [48], J. Marcos do O si P. Ubilla [61],
J. Mawhin [62], J. Mawhin [63], D. O’Regan [70]-[72], D. O’Regan si R. Precup [73], I. Peral [75],
V. Poldsek si I. Rachunkovd [76, 77], W. Sun si W. Ge [90], C. Serban [91], J. Y. Wang [94], Z.
Wang si J. Zhang [95], Z. Yang [100], Z. Yang si D. O’Regan [101], si referintele din acestea.

Contrar lucrarilor mentionate anterior, abordarea noastra este bazata pe o inegalitate slaba

de tip Harnack asociata problemei, si anume urmatorul rezultat:

Lema 2.3.1 Pentru fiecare ¢ € (0,1), si orice u € C1[0,1] N C ([0,1];Ry) cu v’ (0) = u (1) =0,
)

v (t) € (—a,a) oricare ar fit € [0,1], pou’ € WH1(0,1) si (¢(u)) <0 pe [0,1], avem

u(t) > (1 = o)||ul|oo, oricare ar fi t € 0,c].

Principalele rezultate din aceasta sectiune sunt: Lema 2.3.1, Teorema 2.3.1, Teorema 2.3.2
si Teorema 2.3.3; Exemplul 2.3.4, Exemplul 2.3.5, Exemplul 2.3.6 si Exemplul 2.3.7 care prezinta
cateva aplicatii numerice. Cea mai mare parte a acestor rezultate se regasesc in lucrarea D.-R.
Herlea si R. Precup [43].

Sectiunea 2.4 este dedicata studiului ecuatiilor diferentiale ordinare de acelasi tip ca in sectiunea
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anterioara, dar de aceasta data cu conditii Dirichlet

"Fftu)=0, 0<t<1
u(l)=0

—N—
S
—
—~
ﬁ\
~—
~—

Aici ¢ este un omeomorfism de la (—a,a) la R, 0 < a < oo iar inegalitatea de tip Harnack este
data de urmatoarea Lema:
Lema 2.4.2 Pentru fiecare to,t; € (0,1) cu ty < t1, i orice u € C1[0,1] N C([0,1];Ry) cu
u(0) =u(1) =0, v (t) € (—a,a) oricare ar fit € [0,1], pou’ € WH1(0,1) si (¢p(v')) <0 a.p.t.
pe [0,1], avem

u(t) > y(t)||ullco, oricare ar fi t € [0,1],

unde
min{tg,1 —t1}, oricare ar fi t € [to,t1]

0, altfel.

V() =

Cele mai relevante rezultate din aceasta sectiune sunt: Lema 2.4.1, Teorema 2.4.1, Teorema
2.4.2 ¢i Teorema 2.4.3. Aceste contributii pot fi gasite in lucrarea D.-R. Herlea [41].

In Sectiunea 2.5 discutam despre ecuatii cu ¢-Laplacian cu conditii Neumann-Robin

() + f(tu)=0, 0<t<1

unde a > 0 si ¢ este un omeomorfism de la R la (—=b,b), 0 < b < co. Probleme cu conditii Robin
generale
au(0) — B1u’'(0) = 0 = agu(l) + Bau/(1),

au fost studiate de multi autori pentru a obtine existenta solutiilor pozitive (vezi L. H. Erbe si
H. Wang [25], W. G. Ge si J. Ren [28]). Alti autori au lucrat cu anumite cazuri speciale. De
exemplu A. Benmezal, S. Djebali si T. Moussaoui [5], W. G. Ge si J. Ren [29] si D.-R. Herlea [41]
au studiat cazul 81 = B2 = 08l @1 = @z = 1, in timp ce D.-R.. Herlea si R. Precup [43] au discutat
cazul vy = B2 =0, ap =151 1 = —1.

Pentru a putea aplica tehnica lui Krasnosel’skii problemei noastre in primul rand trebuie sa
stabilim o inegalitate slaba de tip Harnack:
Lema 2.5.1 Pentru fiecare d € (0,1), si orice u € C[0,1]NC ([0,1];Ry) cu u(0) — au’ (0) =
u (1) =0, pou’ € WHH(0,1) si (¢p(u')) <0 a.p.t. pe[0,1], avem

u(t) > v(t)||u|loo, oricare ar fit € [0,1],

unde

d
T pentru t € [d, 1]

0, pentru t € [0,d).
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Principalele rezultate din aceasta sectiune sunt: Lema 2.5.1, Teorema 2.5.1, Teorema 2.5.2
si Teorema 2.5.3; Exemplul 2.5.4, Exemplul 2.5.5, Exemplul 2.5.7 si Exemplul 2.5.6. Rezultatele
din aceastd sectiune au fost publicate in lucrarea D.-R. Herlea [42].

Capitolul 3 extinde la cazul general al sistemelor rezultatele din Capitolul 2, folosind de
aceastd data versiunea vectoriala a teoremei de punct fix a lui Krasnosel’skii. Dupéa o prezentare
generalda a problemelor in Sectiunea 3.1, in Sectiunea 3.2 sunt obtinute rezultate de existenta,
localizare si multiplicitate pentru un sistem de doua ecuatii diferentiale de oridinul intai cu conditii
nelocale

uy = f1(t,ug,ug)
uy = fa(t, ur, uz)
u1(0) = agur (1) = g1fud]
uz(0) — agua(l) = galus].

unde g1, g2 sunt doud functionale liniare pe C[0, 1]. Rezultatele teoretice sunt ilustrate de cateva
exemple relevante.
Scopul Sectiunii 3.3 este de a ilustra aplicabilitatea versiunii vectoriale a teoremei lui Kras-

nosel’skii la probleme Dirichlet-Neumann pentru sisteme cu ¢-Laplacian

s (u;))/ + fi (t,ul,ug, ,un) =0, 0<t<1
w,(0)=u; (1)=0 (i=1,2,...,n).

unde ¢; sunt omeomorfisme diferite de la (—a;, a;) la (=b;,b;), 0 < a;,b; < 0.

Sectiunea 3.4 este dedicata studiului unui sistem cu ¢-Laplacian avand conditii Dirichlet

(i (W) + fi (t,ur, w9,y oyupn) =0, 0<t<1
ui(() :ui(l):O (i:1,2,...,n).

unde ¢; sunt omeomorfisme diferite de la (—a;,a;) la R, 0 < a; < 0.
In Sectiunea 3.5 prezentam rezultate de existena si localizare a solutiilor pozitive pentru prob-

lema Neumann-Robin

((bl (’U/;,))/ + fl (t,’l,tl,Ug, 7un) = 0; 0<t<l1
u; (0) — a;uf (0) =0
ui (1) =0 (i=1,2,...,n),

unde a; > 0, ¢; sunt omeomorfisme diferite de la R la (—b;,b;), 0 < b; < 0.

Cele mai relevante rezultate din acest capitol sunt: Teorema 3.2.1, Teorema 3.2.2, Teorema
3.3.1, Teorema 3.3.2, Teorema 3.4.1 gi Teorema 3.5.1; Exemplul 3.2.3 si Exemplul 3.2.5 care
prezintd doud aplicatii numerice. Aceste rezultate apar in lucrdrile D.-R. Herlea [40]-[42], D.-R.
Herlea si R. Precup [43].

Scopul Capitolului 4 este de a ilustra o teorie abstracta. Dupa o prezentare generala data de
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Sectiunea 4.1, in Sectiunea 4.2 ne vom concentra pe problema abstractd pentru o singura ecuatie

Lu = F(u)
u € B,

intr-un spatiu Banach (X, || -||), unde L : D(L) C X — X si F : X — X sunt doi operatori dati
si BC X.

Apoi, in Sectiunea 4.3, extindem rezultatele pentru cazul sistemelor

Liui = Fi(uhuQ, ,’U,n)

u; € B; (Z = 1,2,...,77,).

Teoria folosegte tehnica lui Krasnosel’skii si este bazata pe o inegalitate abstracta de tip Har-
nack care este, de aceasta data, presupusa ca ipoteza.
Principalele contributii aici sunt urmatoarele: Teorema 4.2.1, Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.3

si Teorema 4.3.1. Rezultatele din acest capitol vor aparea in lucrarea D.-R. Herlea si R. Precup
[44].

Dupa cum s-a mentionat mai sus in rezumatul fiecirui capitol, majoritatea rezultatelor din

aceasta teza de doctorat fac parte din urmatoarele lucrari:

e D.-R. Herlea, Existence and localization of positive solutions to first order differential systems
with nonlocal conditions, Studia Univ. Babeg-Bolyai Math., 59(2014), 221-231.

e D.-R. Herlea, Positive solutions for second-order boundary-value problems with ¢-Laplacian,
Electron. J. Differential Equations, 2016(2016), 1-8.

e D.-R. Herlea and R. Precup, Fzistence, localization and multiplicity of positive solutions to
¢-Laplace equations and systems, Taiwanese J. Math., 20(2016), 77-89.

D.-R. Herlea, Ezistence, localization and multiplicity of positive solutions for the Dirichlet

BVP with ¢-Laplacian, Fixed Point Theory, to appear.

e D.-R. Herlea and R. Precup, Abstract weak Harnack type inequalities and multiple positive

solutions of nonlinear problems, submitted.

Cateva directii de cercetare viitoare

Metoda care a fost folosita in aceasta teza poate fi aplicata si altor clase de probleme, de ex-
emplu, ecuatiilor si sistemelor de ordin superior cu diferite conditii la limita, ecuatiilor functional-
diferentiale precum si ecuatiilor cu derivate partiale. Cateva lucrari care urmeaza aceste directii
ar fi A. Cabada, R. Precup, L. Saavedra si S. Tersian [19], Y. Li [56], H. Lian, J. Zhao si R. P.
Agarwal [59], M. Naceri, R. P. Agarwal, E. Cetin si A. El-Haffaf [66].

O alta idee este aceea de a studia solutii radiale pozitive pentru anumite clase de probleme

la limitd care introduc singularitdti in ecuatii (pentru probleme cu solutii radiale ne referim la
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lucrérile C. Bereanu, P. Jebelean gi J. Mawhin [11], D. D. Hai si K. Schmitt [32], X. He [36], D.
Jiang si H. Liu [49]).
Alta directie este de a folosi inegalitatile de tip Harnack impreund cu principii provenite din

teoria punctului critic, aga cum a fost sugerat si in R. Precup [81].

Cuvinte cheie

Inegalitati slabe de tip Harnack, solutii pozitive, teorema de punct fix a lui Krasnosel’skii, con,

ecuatii gi sisteme neliniare, ¢-Laplacian

Multumiri

Finalizarea acestei teze de doctorat nu ar fi fost posibila fara suportul constant, rabdarea,
asistenta si Indrumarea conducatorului de doctorat, Profesorul Radu Precup. Pentru tot efortul
si standarde sale academice ridicate 1i sunt pe deplin recunoscatoare, am avut multe de invatat de
la dumnealui. Numeroase alte multumiri sunt de asemenea adresate tuturor membrilor Grupului
de Ecuatii Diferentiale, pentru ajutorul si sfaturile pretioase oferite pe parcursul seminariilor
de cercetare. De asemenea, ag dori si multumesc si Profesorului Rafael Ortega si Profesorului
Pedro Torres pentru ajutorul oferit in timpul stagiului de cercetare din cadrul Universitatii din
Granada, Spania. In final, ag vrea sa le multumesc si membrilor familiei mele pentru dragostea

neconditionata si sprijinul oferit.
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Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol se prezintd anumite notiuni si rezultate care vor fi folosite pe parcursul tezei de
doctorat. Spatii Banach ordonate, operatori compacti si complet continui precum si teorema de

punct fix a lui Krasnosel’skii in con sunt uneltele de baza pentru aceasta teza.

1.1 Notiuni si rezultate de baza

1.1.1 Spatii Banach ordonate

Definitia 1.1.1 Fie X un spatiu liniar real. Printr-un con K a lui X intelegem o submultime
convexa inchisa a lui X astfel incdt A C K pentru orice A € Ry i K N (—K) = {0}.

Propozitia 1.1.1 Fie X un spatiu liniar si K C X un con. Relatia <k pe X definita de
u<g v daca $t numai daca v —u € K,

este o relafie de ordine (reflexiva, antisimetricd si tranzitiva) pe X (numitd relatia de ordine
indusd de K ), compatibild cu structura liniard a lui X, adicd, dacd u;,v; € X, u; <g v, 1= 1,2,
si A € Ry, avem

up +uz <g v1+v2, Aup <g Avi.

In schimb, daca < este o relatie de ordine pe X compatibila cu structura liniara a lui X, atunci
multimea

Ki={ueX:0<u}
este un con (numit conul pozitiv) si <=<p .

Un spatiu Banach inzestrat cu un con, sau echivalent, cu o relatie de ordine compatibila cu

structura liniara este numit un spatiu Banach ordonat.

1.1.2 Operatori compacti si complet continui

Definitia 1.1.2 Un spatiu metric (X,d) este compact daci orice gir de elemente din X are un

subsir convergent in X.
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Fie (X, d) un spatiu metric compact si C(X;R) spatiul Banach al tuturor functiilor continue

de la X la R sub norma || - ||co-

Teorema 1.1.1 (Ascoli-Arzela) O submultime Y a lui C(X;R) este relativ compactd dacd i
numai dacd urmdtoarele conditii sunt satisfacute:

(i) Y este mdrginita, adicd existd o constantd C > 0 astfel incdt
[u(z)| < C,

oricare ar iz € X siu €Y.
(i1) Y este echicontinud, adicd pentru fiecare € > 0 existd un & > 0 astfel incdt oricare ar fi
u€eyY,

Ju(z1) —u(@2)|| <e,
atunci cand x1,x2 € X si d(z1,22) < 0.

Definitia 1.1.3 Fie X, Y doua spatii BanachsiT: D C X — Y.

(a) Operatorul T este mdrginit dacd transforma orice submultime marginita a lui D intr-o
submultime marginita a lui Y.

(b) Operatorul T este complet continuu dacd este continuu gi transforma orice submultime
marginita a lui D intr-o submultime relativ compacta a lui Y.

(¢c) Operatorul T este compact daca este continuu si T'(D) este relativ compact.

1.1.3 Teorema de punct fix a lui Krasnosel’skii in con

Teorema 1.1.2 (Krasnosel’skil) Fie (X, ||.||) un spatiu liniar normat; K C X un con; r,R €
Ry, 0<r<R; K,gp={ue K:r<l|ul| <R} sifie N: K, r — K un operator compact. Dacd
una din urmdtoarele conditii este satisfacuta:

(a) N(u) £ u dacd ||u|| =r si N(u) # u dacd |u|| = R;

(b) N(u) # u dacd ||lul]| =7 si N(u) £ u dacd ||u|| = R.
Atunci N are un punct fix u in K cur < |jul] < R.

Teorema 1.1.3 ([78]) Fie (X, ||.||) un spatiu liniar normat; Ky, Ks,...,K, C X conuri; K =
KixKox.xKy;r,RERY r=(r1,r2,....,70), R=(R1, Ra,..., Ry) cu0 < r; < R; pentru orice
i, Kpp={ue K:r<|w| <R;, i=1,2,..,n} sifie N: K, p - K, N=(Ny,Ng,...,N,) un
operator compact. Dacd pentru fiecare i = 1,2, ...,n, una din urmatoarele conditii este satisfacuta
in Ky g :

(a) Ni(u) £ u; daca ||will = r; si Ni(u) # w; daca [lu;|| = Ry;

(b) Ni(u) # u; dacd ||u;|| = si N;j(u) £ w; daca |Jui|| = R;.

Atunci N are un punct fit u = (u1, Uz, ..., up) n K cur; <|u;]| < R; pentrui=1,2,...,n.



1.2. Un rezultat de comparare 12

1.2 Un rezultat de comparare

Fie intervalele Iy si J = [to,t1], functiile ¢ : J x Iy — R si ¢ : J x R? — R si operatorul diferential
A definit astfel

Au(t) = —%qb(tﬂ/(t)) —q(tu(t),w'(1), e, (1.2.1)

weY :={ueCHI)|W[J] CIsio(-,u () € AC(J)}.

Teorema 1.2.1 ([/38]) Fie functiile ¢ : J x R? = R gi ¢ : J x Iy — R care au urmdtoarele
proprietati:

(do) (t,z) < o(t,y) cindt € J, y,z € Iy si z < y;

(a1) q(t,x, z) < q(t,y, z) pentru aproape toti t € J si oricare ar fi x,y,z € R, x > y;

(g2) q(t,x,2) —q(t,x,y) < h(t, p(t,y) — &(t, z)) pentru aproape totit € J si oricare ar fix € R,
y,z € 1o, y>2,0< d(t,y)— o(t,z) <r, under >0, h:Jx[0,r] = Ry, si 2(t) =0 este singura
functie din AC(J) care satisface

2/ (t) < h(t,z(t)) a.pt. in J, x(to) =0.
Presupunem ca u,w € 'Y satisface
Au(t) < Aw(t) a.pt. in J, u(to) < w(ty), u(tr) < w(ty).

Atunci u(t) < w(t) pentru oricare t € J. In particular, in cadrul unor astfel de conditii asupra lui

q st ¢, problema Dirichlet

_%QS(taU/(t) = q(t,u(t),u'(t)) a.p.t. inJ
)

U(to) = Cop, u(t1 =C

are cel mult o solutie.

1.3 Un rezultat auxiliar de existenta si unicitate

Presupunem ca

(Hg) ¢ : (—a,a) - R, 0 < a < oo este un omeomorfism astfel incat ¢(0) = 0, ¢ = V@, cu
® : (—a,a) = (—o0,0] de clasia C, si strict convex.

Deci, ¢ este strict monoton pe (—a, a).

Daca ®* : R — R este transformata Legendre-Fenchel a lui ® definita de

' (v) = (¢~ ' (v),0) = P[¢7 (V)] = sup {(u,v) — P(u)},

ue(—a,a)

atunci ®* este de asemenea strict convex si

o*(v) < alv| — |i‘nf Pop ! =:alv| +d. (1.3.2)
vi<a

Acum, folosind nenegativitatea lui @,
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O*(v) > sup (v,u) =alv|, (1.3.3)
u€(—a,a)
avem ci ®* este coerciv pe R. De asemenea ®* este de clasd C'. Prin urmare

67l =V,

astfel Incat

v=Vo&(u) = d(u),u € (—a,a) & u=9¢ *(v) = Vd*(v),v €R.

Fiind date h, H € C[0,1], H := [ h(s)ds si b € R, definim

1 1
G(b; H) :/0 ¢ b — H(t)]dt :/0 Vp®*[b — H(t)] dt
-V, /0 O*[b— H(t)] dt = Vyg(b; H),

unde

o(b; H) = /0 Bt H ()] dr

Lema 1.3.1 ([7]) Daca ¢ = V®, cu @ satisfacind ipotezele (Hg), atunci, oricare ar fi H €
C10,1], ecuatia

/1 &b — H(t)|dt =0 (1.3.4)
0

are o solutie unicd b := Qu(H). Mai mult, Q4 : C[0,1] — R este continuu si transformd
submultimi marginite ale lui C[0,1] in submultimi mdrginite ale lui R.
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Capitolul 2

Solutii pozitive pentru anumite

clase de ecuatii neliniare

2.1 Prezentare generala

Acest capitol este dedicat existentei, localizarii §i multiplicitatii solutiilor pozitive pentru anumite

probleme la limita.

2.2 Ecuatii diferentiale de ordinul intai cu conditii nelocale

Vom prezenta rezultate de existenta, localizare si multiplicitate a solutiilor pozitive pentru prob-

{u/ pEAGRY (2.2.1)

lema

u(0) — au(1) = gl]

unde f € C([0,1] x Ry;R1); g : C[0,1] — R este o functionald liniard data de

ol = [ uls) dr(s), (2:22)

cu g[1] < 1; v € C0,1] crescitoare §i 0 < a < 1 — g[1].
Cautdm solutii nenegative u pe [0, 1]. Problema (2.2.1) este echivalent cu urméatoarea ecuatie

integrala

u(t) = /0 [e(v(1) = ~v(s) + a) + 1]h(s) ds +/t c(y(1) —v(s) + a)h(s) ds, (2.2.3)

unde ¢ :=1/(1 — g[1] — a), ¢ > 0. Dacd asociem conditiei nelocale u(0) — au(1) = g[u], functia lui

Green

Gt s) = {c[v(l) —7(s)+a]+1 pentru 0<s<t<1 (2.2.4)

c[y(1) — y(s) + d pentru 0 <t < s <1,
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atunci (2.2.3) poate fi scrisa
1
u(t) = / G(t, $)h(s) ds. (2.2.5)
0

Prin urmare am obtinut inversul operatorului L, L=! : C[0,1] — C]0, 1],

1
(L'h)(t) = /0 G(t, s)h(s) ds.

Urmatoarele proprietati sunt esentiale pentru aplicarea tehnicii lui Krasnosel’skii:
1) G(t,s) < H(s), oricare ar fi t, s € [0,1], unde

H(s) = cly(1) —=(s) +a] +1
2) §H(s) < G(t,s) oricare ar fi t,s € [0, 1], unde

s b —y(s) 4
s€l0,1] c[y(1) —y(s) +a] +1°

Este de observat faptul ca 6 > 0 intrucét a,c > 0 si y(1) > 7(s), oricare ar i s € [0,1]. De
asemenea, este evident ca & < 1.

Fie N : C([0,1];Ry) — C(]0,1];R;) definit astfel

N(u)(t) = /01 G(t,s)f(s,u(s))ds.
Proprietatile de mai sus ale functiilor lui Green implica faptul ca pentru oricare t,t* € [0, 1], avem:
N(u)(t) > 0N (u)(t¥). (2.2.6)
Daca t* este astfel incat N(u)(t*) = || N(u)]|co, atunci (2.2.6) ne arata ca
N(u)(t) > 0||N(u)||so oricare ar fi t € [0, 1] (2.2.7)

gi orice functie nenegativa u € CJ0,1].

Bazandu-ne pe aceste estimari putem defini conul
K ={ue C[0,1] : u(t) > d||ul/c, oricare ar fi ¢t € [0,1]}. (2.2.8)

Datorita relatiei (2.2.7) avem proprietatea de invariantd N(K) C K. Asadar, problema (2.2.1) este
echivalenta cu problema de punct fix u = Nu, u € K, pentru operatorul N din K. Continuitatea
lui f implica complet continuitatea lui N datorita argumentelor oferite de teorema Ascoli-Arzela.

Este de observat faptul ca (2.2.7) reprezinta o inegalitate slaba de tip Harnack pentru super

solutiile nenegative ale problemei (2.2.1).

2.2.1 Rezultate de existenta si localizare

Teorema 2.2.1 Presupundand cd existd o, B > 0 cu o # B, astfel incat

AN >a, BA<p, (2.2.9)
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unde

/ G(t*,s)ds, pentru un punct ales t* € [0, 1],

)\zmm{f(t,u) :0<¢<1, da <u<al,
A =max{f(t,u):0<t <1, §8 <u<p},
Atunci (2.2.1) are cel putin o solutie pozitivd u cu r < ||ullec < R, unde r = min{«, 8}, R =

max{c, 8}.

Urmatoarea teorema este despre existenta a cel putin o pereche «, 8 care satisface conditiile
(2.2.9).

Teorema 2.2.2 Fie f o functie crescatoare cu f = f(u). Presupunem cd una din urmdtoarele

condifii este satisfacuta:

(i) lim, 00 % =00 ¢t lim, g f;m) =0;
(ii) limg_o @ =00 ¢i limg o M =0.
x T

Atunci (2.2.1) are cel putin o solufie pozitivd.

2.2.2 Un rezultat de multiplicitate

Teorema 2.2.1 garanteaza existenta solutiilor intr-o coroana conica. Evident, daca ipotezele Teo-
remei 2.2.1 sunt satisfacute pentru mai multe coroane conice disjuncte, atunci se obtin solutii

multiple.

Teorema 2.2.3 Fie f o functie crescatoare cu f = f(u). Dacd conditia

(i) limsup,_, o @ > i st liminf,_ o @ < é
este indeplinita, atunci (2.2.1) are un sir de solutii pozitive (uy,),,~, astfel incdt ||uy|/cc — 00 cdnd
n — oo. -

Daca conditia

1 1
(iv) limsup,_,, S > 57 st liminf, .o @ <5
este indeplinitd, atunci (2.2.1) are un gir de solutii pozitive (un),,, astfel incdt |lun s — 0 cand

n — 00.

2.3 Problema Dirichlet-Neumann pentru ecuatii cu ¢-Laplacian

Vom prezenta rezultate de existenta, localizare si multiplicitate pentru solutii pozitive ale proble-

mei la limita

{ (o)) + f(t,u)=0, 0<t<1 (2.3.10)

1(0) = u(1) = 0.
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Motivatia acestui studiu o constituie cazurile ecuatiilor cu p-Laplacian gi cu operatori de cur-

burd in spatiile Euclidian si Minkowski, pentru care problema (2.3.10) devine

I
(\u/\Hu') Fftu)=0, 0<t<l

(2.3.11)
w (0) =u (1) =0,
<\/T> Ffu) =0, 0<t<l (2.3.12)
w(0) =u(l) =
(W) +f(tu)=0, 0<t<l1 (23.13)

Inspirati de cele trei exemple bine cunoscute, multi autori au studiat cazurile omeomorfismelor
pe R, ¢ : R — R; ale omeomorfismelor cu codomeniu marginit, ¢ : R— (—b,b); si ale omeomor-
fismelor cu domeniul méarginit, ¢ : (—a,a) — R, separat. In aceastd sectiune, cele trei cazuri
vor fi studiate in mod unitar presupunand ci ¢ este un omeomorfism de la (—a,a) la (=b,b), si
0<a,b<oo.

2.3.1 Rezultate de existenta si localizare

In aceastd sectiune studiem solutiile pozitive ale problemei (2.3.10). Avem urméitoarele ipoteze:
¢ : (—a,a) = (=b,b), 0 < a,b < 0o este un omeomorfism crescator astfel incat ¢(0) = 0 si
f:]0,1] x Ry — R este o functie continua cu f(t,z) < b.

Mai intai obtinem ecuatia integrald echivalentd cu problema (2.3.10)

u(t) = —/t1 ot (— /OT f(s,u(s))ds) dr. (2.3.14)

In schimb, daci o functie u € C ([0,1];R,.) satisface (2.3.14), care inseamna implicit c&

/T f(s,u(s))ds <b
0

oricare ar fi 7 € [0,1], atunci u este o solutie pozitiva a problemei (2.3.10).
Mai departe, presupunand in plus ca f (¢,2) < b oricare ar fi ¢t € [0,1] si z € R, putem defini
operatorul integral N : C([0,1];Ry) — C([0,1];R) astfel

N(u)(t) = —/ths—l (— /()Tf(s,u(s))ds) dr, (2.3.15)

sl atunci, aflarea solutiilor pozitive ale problemei (2.3.10) este echivalentd cu problema de punct
fix pentru operatorul N pe C([0,1]; R, ). Este de observat faptul c& datoritd argumentelor oferite
de teorema Ascoli-Arzela, N este complet continuu. Fie ||.|l norma pe C'[0,1].

Pentru a putea aplica teorma lui Krasnosel’skii avem nevoie de o inegalitate slaba de tip
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Harnack pentru operatorul diferential Lu := —(¢(u'))’ si conditiile la limitd «’ (0) = u (1) = 0.

Lema 2.3.1 Pentru fiecare ¢ € (0,1), si orice u € C1[0,1] N C ([0,1];Ry) cu ' (0) = u (1) = 0,
u' (t) € (—a,a) oricare ar fit € [0,1], pou’ € WHL(0,1) si (¢(u))’ <0 pe [0,1], avem

u(t) > (1 = o)||u|loo, oricare ar fi t € [0,c]. (2.3.16)

Pentru primul rezultat avem nevoie de urmatoarele ipoteze:
(A1) ¢:(—a,a) = (=b,b), 0 < a,b < oo este un omeomorfism crescator astfel incat ¢(0) = 0;

(A2) f:[0,1] x Ry — R4 este o functie continua, f(¢,.) este crescdtoare pe Ry pentru fiecare
t€[0,1], si f(t,z) <boricare ar fi¢t € [0,1] 5i z € R..

Teorema 2.3.1 Presupunem cd ipotezele (A1) si (A2) sunt indeplinite. In plus presupunem cd
existd c,a, 8 >0 cuc <1 i a# [ astfel incdt

d(a) = — /O ot < /OT f(s,(1=c)a) ds) dr > a, (2.3.17)

U(p) = —/01 ¢t (— /OT f(s,8) ds> dr < f3. (2.3.18)

Atunci (2.3.10) are cel putin o solutie pozitiva v cu r < |jul| < R, unde r = min{«, 8}, R =

max{q, 5}.
Urmaétorul rezultat este unul de existentd a cel putin unei perechi de numere («, 3).

Teorema 2.3.2 Presupunem cd ipotezele (A1) si (A2) sunt indeplinite si ca una din urmdtoarele

condifii este satisfacuta:

DN\ WA

(i) limsup,_, o ¥ >1 g liminfy_g L <1
d(A\ (A

(ii) limsupy_,q % >1 g liminfy_ .o % < 1.

Atunci (2.3.10) are cel pufin o solulie pozitiva.

2.3.2 Un rezultat de multiplicitate

Cu ajutorul urmatorului rezultat se obtine un gir de solutii pozitive pentru problema 2.3.10, a

carui existenta este garantata de oscilatiile lui f catre infinit sau zero.

Teorema 2.3.3 Presupunem cd ipotezele (A1) si (A2) sunt indeplinite. Dacd conditia

? >1 s liminfy_ .o ? <1

este satisfacutd, atunci (2.3.10) are un sir de solutii pozitive (uy),,~; astfel incdt ||un|jcc — 00

(iii) limsupy_,

cand n — oo.

Daca conditia
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N
A
este satisfacutd, atunci (2.3.10) are un sir de solutii pozitive (uy),~, astfel incat ||uy[lc — 0

s ¢ o
(iv) limsup,_, - > 1 g liminfy_,o <1

cand n — oo.

2.3.3 Exemple

Exemplu 2.3.4 Consideram problema (2.3.12) unde

v
0,1 xRy - R t,x) = —— 2.3.19

f [ ’ ] + +> f( ,J?) x + 5 ( )

siy,6 > 0. In acest caz a = 00, b =1 si se poate verifica foarte ugor conditia (A2), in particular,
inegalitatea f (¢,x) < 1, are loc daci si numai daca v < 1. Cu ajutorul unui calcul direct obtinem

®(a) = 1*— W’ W (B) = 177 vV1-B?

A B ’
unde (1-0) 3
Y(l-ca 7
A_(lfc)oﬂré’ B—TJHS. (2.3.20)
Acum este ugor de observat ca
B _ A1 W)
R - W (2.3.21)

Prin urmare, conditia (ii) din Teorema 2.3.2 este satisfacuta daca [y(1 —c)c?]/28 > 1. Astfel, daci

(1—¢)c?

0 < 2

giy<1
atunci problema (2.3.12) are cel putin o solutie pozitiva.

Exemplu 2.3.5 Considerim problema (2.3.13) pentru aceeasi functie (2.3.19). In acest caz a = 1,

b = oo si conditia (A2) are loc pentru orice 7,4 > 0. Avem

V14 A%2¢2 -1 v14+B2-1

® = U =
(a) A ’ (ﬂ) B )
unde A, B sunt date de (2.3.20), si limitele (2.3.21) sunt satisficute de asemenea. Prin urmare,
daca ) )
o< 7% siv>0,

atunci problema (2.3.13) are cel putin o solutie pozitiva.

Exemplu 2.3.6 Consideram problema (2.3.12) unde, de aceasta data

e

F:00,1] xRy = Ry, f(t,x):§+\/5

(2.3.22)

siy,6 > 0. In acest caz a = 00, b =1 si se poate verifica foarte ugor conditia (A2), in particular,
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inegalitatea f (t,2) < 1, are loc daci gi numai dacd v < 1. Cu ajutorul unui calcul direct obtinem

V1 A2 V1= B2c2
@(a)zll%7 ‘I’(ﬁ)zﬁv

unde
W1 -ca VB
A_—(l—c)aﬁ—é’ B N (2.3.23)

Acum este usor de observat ca

.0 Con YO
)1\13% — = s /\lgr;o = 0. (2.3.24)
Prin urmare, conditia (ii) din Teorema 2.3.2 este satisfacutd. Astfel, problema (2.3.12) are cel

putin o solutie pozitiva.

Exemplu 2.3.7 Considerdm problema (2.3.13) pentru aceeasi functie (2.3.22). In acest caz a = 1,

b = oo si conditia (A2) are loc pentru orice 7,4 > 0. Avem

V14 A2%2¢2 -1 V14 B2¢2 -1

d(a) = 1 , V()= B )

unde A, B sunt date de (2.3.23), si limitele (2.3.24) sunt satisficute de asemenea. Prin urmare

problema (2.3.13) are cel putin o solutie pozitiva.

2.4 Problema Dirichlet pentru ecuatii cu ¢-Laplacian

In aceasta sectiune, ne concentram asupra existentei, localizarii gi multiplicitatii solutiilor pozitive

ale urmaéatoarei probleme Dirichlet

{ = osest a2

unde ¢ este un omeomorfism de la (—a,a) laR, 0 < a < co.
Sub aceste ipoteze sunt doud modele de bazi (a se vedea C. Bereanu, P. Jebelean and J.
Mawhin [11], S.-S. Chen and Z.-H. Ma [20]):

(1) Pentru a = co avem operatorul p-Laplacian,
d(u) = |ulP~2u, cu p > 1.
(2) Pentru a = 1 avem operatorul de curbura in spatiul Minkowski,

P(u) =

u

V1—u2
2.4.1 Rezultate de existenta si localizare

In aceast3 sectiune, demonstram existenta solutiilor pozitive pentru problema (2.4.25). Avem
urméatoarele ipoteze: ¢ : (—a,a) - R, 0 < a < 0o este un omeomorfism crescator astfel incat

$(0)=04i f:[0,1] x Ry — R4 este o functie continud.
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Pentru a obtine ecuatia integrala echivalenta cu problema (2.4.25), vom considera mai intai

problema:

{ (6(u)) +h(t)=0, 0<t<1 (2.4.26)

u(0) =u(1l) =0,

unde h € C[0,1]. Ecuatia integrala echivalentd cu problema (2.4.26) este

u(t) :/Ot ot (b—/OT h(s) ds> dr, (2.4.27)

unde b = ¢(v'(0)). Potrivit Lemei 1.3.1 (data de C. Bereanu and J. Mawhin [7]), existd un unic
b = b(h). In plus, functia b : C[0,1] — R este continud gi duce multimi marginite in multimi
marginite.
Tinand cont de acestea, oricare ar fi t € [0, 1] putem defini operatorul integral S : L[0,1] —
C1[0,1] astfel
t T
(Sh)(t) = / ot <b(h) —/ h(s) ds) dr, (2.4.28)
0 0
care are urmatoarele proprietati:
(a) Pentru fiecare h > 0, Sh > 0;
(b) Daca hl Z h2 Z 0 atunci Sh1 Z Shg

Acum, intorcandu-ne la problema (2.4.25), avem echivalenta sa cu urmatoarea ecuatie integrald

u=.S8o0F(u), (2.4.29)

unde F(u) = f(-,u).
Apoi, definim operatorul integral N : C([0,1];R;) — C([0,1];R,),

N)(t) = /0 e (b— /0 ’ f(s,u(s))ds) dr, (2.4.30)

unde b = b(f(-,u(-))). Prin urmare, aflarea solutiilor pozitive ale problemei (2.4.25) este echiva-
lentd cu problema de punct fix pentru operatorul N pe C([0,1]; Ry ). Este de observat faptul ca
datorita argumentelor oferite de teorema Ascoli-Arzela, N este complet continuu.

Pentru a putea aplica teorema lui Krasnosel’skii avem nevoie de o inegalitate de tip Harnack

pentru operatorul diferential Lu := —(¢(u'))".

Lema 2.4.1 Pentru fiecare to,t1 € (0,1) cu to < t1, si orice u € C[0,1] N C([0,1];Ry) cu
u(0) =u(1) =0, v (t) € (—a,a) oricare ar fit € [0,1], pou’ € WH(0,1) si (¢(u)) <0 a.p.t.
pe [0, 1], avem

u(t) > y(t)||ulloo, oricare ar fi t € 0,1], (2.4.31)

where
min{ty,1 —t1}, oricare ar fi t € [tg,t1]

0, altfel.

V() =

Pentru urmatorul rezultat avem nevoie de ipotezele:
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(B1) ¢:(—a,a) = R, 0 < a < oo este un omeomorfism crescitor astfel incat ¢(0) = 0;

(B2) f:[0,1] x Ry — Ry este o functie continud, f(¢,.) este crescatoare pe Ry oricare ar fi
te[0,1].

Teorema 2.4.1 Presupunem cd ipotezele (B1l) si (B2) sunt indeplinite. In plus presupunem cd
existd a, B > 0 cu o # S astfel incat

1Sf(7()a)llee > a (2.4.32)

1SFC Bl < . (2.4.33)

Atunci (2.4.25) are cel putin o solufie pozitiva v cu r < |jul| < R, unde r = min{«, 8}, R =

max{a, }.

Urmatoarea teorema este una de existenta a cel putin unei perechi de numere «, 3 care satisfac
conditiile (2.4.32), (2.4.33).

Teorema 2.4.2 Presupunem cd ipotezele (B1) gi (B2) sunt indeplinite si cd una din urmatoarele
conditii este satisfacuta:

1Sf CrGM oo 1S (M) lloo

AN o ' )
(ii) limsupy_,q w >1 i liminfyeo M <1

Atunci (2.4.25) are cel pufin o solulie pozitiva.

2.4.2 Un rezultat de multiplicitate

Teorema 2.4.3 Presupunem cd ipotezele (Bl) ¢i (B2) sunt indeplinite. Dacd conditia

1Sf ¢ (M) oo 1S£C Moo
A A
este satisfacutd, atunci (2.4.25) are un gir de solulii pozitive (un),, astfel incat ||unllc — o0

(iii) limsupy_, >1 g liminfy_ <1

cand n — oo.
Daca conditia
1Sf (v lloo 1S £ A)lloo
A A

este satisfacuta, atunci (2.4.25) are un sir de solutii pozitive (uy), ~, astfel incat ||un||ec — 0 cdnd

(iv) limsup,_, >1 i liminfy_o <1

n — o0.

2.5 Problema Neumann-Robin pentru ecuatii cu ¢-Laplacian

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta noi rezultate de existenta, localizare si multiplicitate a

solutiilor pozitive pentru problema

(o)) + f(t,u)=0, 0<t<1
(0) = au’ (0) =0 (2.5.34)
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unde a > 0, ¢ este un omeomorfism de la R la (—b,b) si 0 < b < oc.

Potrivit literaturii de specialitate C. Bereanu si J. Mawhin [9], C. Bereanu, P. Jebelean si J.
Mawhin [11], A. Cabada si R. L. Pouso [18], S.-S. Chen si Z.-H. Ma [20], existd doud modele
remarcabile in acest context:

(1) Operatorul p-Laplacian, unde b = oo si
o(u) = [u’"?u, cu p>1. (2.5.35)

(2) Operatorul de curburi, unde b < oo si

d(u) = iEaT (2.5.36)

2.5.1 Rezultate de existenta si localizare

Avem urmitoarele ipoteze: ¢ : R — (=b,b), 0 < b < 00 este un omeomorfism crescator astfel
incat ¢(0) =0si f:[0,1] x Ry — Ry este o functie continua cu f(t,x) < b.

Mai intai obtinem ecuatia integrald echivalentd cu problema (2.5.34)

u(t) = ag™! (/Olf(&u(s))ds) +/Ot ¢! (/Tl f(s,u(s))ds> dr. (2.5.37)

Apoi, presupunand cd f (¢t,x) < b oricare ar fi t € [0,1] i « € Ry, definim operatorul integral
N :C([0,1];Ry) — C([0,1]; R,.) astfel

N(u)(t) = g </01f(s,u(s))ds> +/0t o (/Tlf(s,u(s))ds> dr, (2.5.38)

gi, prin urmare, aflarea solutiilor pozitive ale problemei (2.5.34) este echivalentd cu problema de
punct fix pentru operatorul N pe C([0,1]; Ry ). Este de observat faptul ca datoritd argumentelor
oferite de teorema Ascoli-Arzela, N este complet continuu.

Pentru a putea aplica teorema lui Krasnosel’skii avem nevoie de o inegalitate de tip Harnack

pentru operatorul Lu := —(¢(u'))’ si conditiile la limita.

Lema 2.5.1 Pentru fiecare d € (0,1), si orice u € C*[0,1] N C ([0,1];R) cu u (0) — au’ (0) =
' (1) =0, pou’ € WH(0,1) si (p(u')) <0 a.p.t. pe [0,1], avem

u(t) > v(t)||ul|co, oricare ar fi t €]0,1], (2.5.39)
unde J
at , pentru t € [d, 1]
()= atl
0, pentru t € [0,d).

Pentru urmatoarea teorema avem nevoie de ipotezele:

(C1) ¢:R— (—b,b), 0 < b < o0 este un omeomorfism crescator astfel incat ¢(0) = 0;



2.5. Problema Neumann-Robin pentru ecuatii cu ¢-Laplacian 24

(C2) f:[0,1] x Ry — Ry este o functie continud, f(t,.) este crescitoare pe Ry oricare ar fi
te0,1]si f(t,z) <boricare ar it € [0,1] si z € Ry.

Teorema 2.5.1 Presupunem cd ipotezele (C1) si (C2) sunt indeplinite. In plus presupunem cad
existd a, B > 0 cu o # B astfel incat

®(a) :=ap~! (/01 f(s,7(s)a) ds) Jr/ol ot </T1 fls,v(s)a) ds> dr > a, (2.5.40)

(B) = ag? ( / s ) ds) +f g ( / (s ) ds) dr<p (2541)

Atunci (2.5.34) are cel putin o solutie pozitiva v cu r < |jul| < R, unde r = min{«, 8}, R =

max{«, 5}.

Teorema 2.5.2 Presupunem cd ipotezele (C1) si (C2) sunt indeplinite i cd una din urmdatoarele

condifii este satisfacuta:

O(A T(A

(i) limsupy_, o % >1 g liminfy E\ ) <1;
D(\ A

(ii) limsupy_, ¥ >1 s liminfy o ¥ < 1.

Atunci (2.5.34) are cel pufin o solufie pozitiva.

2.5.2 Un rezultat de multiplicitate

Urmétoarea teoremé garanteza existenta unui gir de solutii pozitive pentru problema (2.5.34).

Teorema 2.5.3 Presupunem cd ipotezele (C1) gi (C2) sunt indeplinite. Dacd conditia

DA T(A
(iii) imsupy_, o % >1 g liminfy o % <1
este satisfacutda, atunci (2.5.34) are un sir de solulii pozitive (uy),~, astfel incdt ||uy|oc — 00
cand n — oo.

Daca conditia

(iv) limsup,_,, @ >1 i liminfy o \Ilg\)\)

este satisfacuta, atunci (2.5.34) are un sir de solutii pozitive (uy), ~, astfel incat ||un||ec — 0 cdnd

<1

n — 00.

2.5.3 Cazuri particulare

In aceasta subsectiune, vom lua in considerare cateva cazuri particulare ale problemei (2.5.34).

Mai intéi considerdm modelul remarcabil cu p-Laplacian (2.5.35). Problema (2.5.34) devine

(\u’\p‘2u’)/ +f(tu)=0, 0<t<l1
u(0) — aw’ (0) =0 (2.5.42)
W (1) = 0.
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Acum, vom considera modelul care implica operatorul (2.5.36). Atunci problema (2.5.34)

devine

(ul> +f(t,u)=0, 0<t<1

/ 2
1+ (2.5.43)
u(0) — aw’ (0) =0
v (1) = 0.
2.5.4 Exemple
Exemplu 2.5.4 (conditia (i), cazul b < co) Consideram problema (2.5.43) unde
FiO xRy 5 Ry, f(ta) = f() = - i - (2.5.44)

In acest caz b = 1 si se poate verifica foarte ugor conditia (C2), in particular, inegalitatea f (¢, z) <

1 este indeplinita. Cu ajutorul unui calcul direct obttinem

Q(A)A<\/%+1+lx/lf7fl?>’ \I/(A)B<\/1iw+1+\/i—732>’

unde
C Na+d(1-d) . A
“MNatd+@rn T PTG (2:5.45)

Acum este usgor de observat ca

_|_
—

lim 2N _ (a+d)(1 = d)QRa+d+ 1) lim YW _ g, (2.5.46)
A=0 A 2(a + 1) A—oo A
Astfel conditia (ii) din Teorema 2.5.2 este satisfacuta daca
C:= 2at1) <1,

(a+d)(1—-d)(2a+d+1)

care este Indeplinitd pentru un a suficient de mare. De exemplu putem alege a = 7 i d = 0.5.

Exemplu 2.5.5 (conditia (i), cazul b = oo) Dacd in (2.5.34) considerdm ¢(u) = u atunci
conditiile (2.5.40) si (2.5.41) devin

‘I’(*):f(ZifA) ((1_0)(23+d+1)>’ W(A):f()\)<2a2—|—l).

Consideram

f:0,1] xRy =Ry,  f(t,z) = f(x) = mz +nesin(pln(z + 1)).

In acest caz b = oo si conditia (C2) este indepliniti daci

m >n(p+1). (2.5.47)
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Acum este ugor de observat ca
. o(N) (a+d)(1—d)(2a+d+1)
lim sup —= = (m +
1m)\3£)0 3 (m+n) S+ 1)
si
WA 2 1
lim inf ) = (m—n) ot .
A—00 2
Astfel conditia (iii) din Teorema 2.5.3 este satisfacuta daca
m+n>A si m—n<B, (2.5.48)
unde ) ) 5
A= (a+1) g B2
(a+d)(1—d)(2a+d+1) 2a+1
De exemplu, conditiile (2.5.47) si (2.5.48) sunt indeplinite pentru
a=25 d=03 m=046, n=015 p=2.
Exemplu 2.5.6 (conditia (iv), cazul b < co) Considerdm
u
u) = ——
W= Ara
gi functia f(t,2) = f(x) care este definitd pe un interval mai mic (0, €) astfel
. 1
f(z) = mx 4+ nxsin <pln > .
x
Aici € > 0 este ales astfel incat f(z) < 1 pe (0, €). Functia este crescitoare pe (0, €) daca
m>n(p+1). (2.5.49)

Aici

o0y =@+ ot (a-ay (SE0)) o [Lo (a-nr (2

Dat fiind faptul ca

/d1¢>1 ((1T)f <Zi‘fx)> dr >0,

o conditie suficientd pentru ®(A) > A este indeplinitd daca

1 a+d A
o (a-ar (557) > e

o (E) ()

sau echivalent
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De aici avem conditia

a-+d
f<a+1)\>> a+1
a+d)\ \ 2
d)2(1 —d)4/1
a+1 (a+d)%( ) +(a+d)
Daca A — 0 atunci
a+1
m+n >

De asemenea .
¥ = ag” () + [ 67 (=17 ) dr,
si deoarece

1
/0 o (1) (V) dr < é (F V),

o conditie suficientd pentru ca U(\) < A si fie indeplinita este

A
o) <
sau echivalent \
rm<o(37)-
De aici avem conditia \ .
0 —
(a+1)4/1+ <a+1>
care daca A — 0 conduce la
m—n < Pl

Astfel conditia (iv) din Teorema 2.5.3 este satisfacuta dacd
m+n>A i m—n<B, (2.5.50)

unde ) )
a—+

A:— 1 Bzi

@tdz(1—a ™ at1’

De exemplu conditiile (2.5.49) si (2.5.50) sunt indeplinite pentru

a=25 d=0.1, m=043, n=0.17 p=15.

Exemplu 2.5.7 (conditia (iv), cazul b = 0o) Consideram ¢(u) = u si functia

f:0,1] xRy =Ry, f(t,z) = f(x) = mz + nesin (plni) ,
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pentru z > 0 i f(0) = 0. In acest caz b = oo si conditia (C2) este indeplinita daca

m > n(p+1).

Acum este usgor de observat ca

. D(N) (a+c)(1—¢c)(2a+c+1)
1 _— =
T T T Gy
si
lim inf M:(mfn)2a+1.
A=0 A 2

Astfel conditia (iv) din Teorema 2.5.3 este satisfacutd dacd
m+n>A si m—n<B,

unde
4 2(a+1) B 2
= 1 - .
(a+c)(1—¢)(2a+c+1) : 2a+1

De exemplu, conditiile (2.5.51) si (2.5.52) sunt indeplinite pentru

a=2, d=0.2, m=0.54, n=0.16, p=2.

(2.5.51)

(2.5.52)
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Capitolul 3

Solutii pozitive pentru anumite
clase de sisteme de ecuatii

neliniare

3.1 Prezentare generala

Avand 1n minte problemele si tehnicile considerate in Capitolul 2, in acest capitol vom extinde
rezultatele stabilite pentru ecuatii la cazul general al sistemelor. Abordarea este bazatd pe versi-

unea vectoriald a teoremei lui Krasnosel’skil datd de R. Precup [78].

3.2 Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu conditii

nelocale

In aceasta sectiune consideram urmatorul sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu conditii

nelocale dat de functionale liniare:

uy = fi(t,u1,uz)

u/Z = fQ(ta u17u2)

(3.2.1)
u1(0) — arui (1) = gifui]
u2(0) — agua(1) = ga[us]
unde f1, fo € C([0,1] x RZ;Ry); g1, 92 : C[0,1] — R sunt doud functionale liniare date de
1
gilu] = / u(s) di(s), (3.2.2)
0

cu g;[1] < 1; v; € CH0, 1] sunt crescitoare i 0 < a; < 1 — g;[1] (i = 1,2).
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Cautdm solutii nenegative (uy,us), uy > 0, ug > 0 pe [0,1]. Bazandu-ne pe (2.2.5), prob-

lema (3.2.1) este echivalentd cu sistemul integral:

() = / Gr(t, 5) f1(5, ua(s), us(s)) ds
0 (3.2.3)

ug(t) = /0 Ga(t, s) fa(s,u1(s),ua(s)) ds,

unde G1(t, s) si Ga(t, s) sunt functiile lui Green corespunzatoare conditiilor nelocale,

ci[vi(1) —vi(s) +a;]+1 pentru 0<s<t<1

Gi(t,s) =
cilyi(1) — vi(s) + a4 pentru 0 <t<s<1,
unde )
= (i=1,2).
Ci 1— 91[1] —a; (Z ’ )

Urmatoarele proprietati sunt esentiale pentru aplicabilitatea tehnicii lui Krasnosel’skii:
1) Gi(t,s) < H;(s), oricare ar fi t, s € [0, 1], unde

Hi(s) =c¢i[vi(1) —vi(s) +a;] +1 (i =1,2)
2) 0;H;(s) < G4(t,s) oricare ar fi ¢, s € [0, 1], unde
ciyi(1) = vi(s) + a4 (i=12).

7

§; = mi
sel0] i[yi(1) — % (s) + ag] + 1

Este de observat faptul ca §; > 0si §; < 1. Fie N : C([0,1];R2) — C([0,1];R2), N = (N1, Na)
definit astfel

Ni(uq,u2)(t) = /01 Gi(t, s)fi(s,u1(s),uz(s))ds (1 = 1,2).
Proprietatile de mai sus ale functiilor lui Green implica faptul ca pentru oricare t,t* € [0, 1], avem:
N;(uy,ug)(t) > 0; Ni(uq, uz)(t").
Aceasta conduce la urmatoarea estimare
N;(ug,u2)(t) > 6;||Ni(u1, u2)|leo oricare ar fi ¢t €[0,1] (i =1,2) (3.2.4)

gi orice functii nenegative uy,us € C[0, 1].

Bazandu-ne pe aceste estimari putem defini conurile
K; = {u; € C[0,1] : u;(t) > 0;]|wi]| oo, oricare ar fi t € [0,1]} (z = 1,2), (3.2.5)

si conul produs K := K; x Ky in C([0,1];R?). Datorita relatiei (3.2.4) avem proprietatea de
invariantd N(K) C K. Asadar, problema (3.2.1) este echivalentd cu problema de punct fix u =
Nu, u € K, pentru operatorul NV din K. Continuitatea lui f1 si fo implica complet continuitatea
lui N datorita argumentelor oferite de teorema Ascoli-Arzela.

Este de observat faptul ca (3.2.4) reprezintd o inegalitate slaba de tip Harnack pentru super

solutiile nenegative ale problemei (3.2.1).
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3.2.1 Rezultate de existenta si localizare

Teorema 3.2.1 Presupundnd cd existda o;, B; >0 cu oy # B4, i = 1,2, astfel incdt

A > a1, BiAy < fy,

(3.2.6)
Ag)\g > «o, B2A2 < ﬁ27

unde

1
A; = / G;(t*, s)ds, pentru un punct ales t* € [0,1],
0

1
B, = max/ G,(t,s)ds,
0<t<1 J,

>
2
|

=min{fi(t,u1,u2) : 0 <t <1, droy S up < g, dar < ug < Ry},
A = min{ fo(t,ur,uz) : 0 <t <1, 611 <wuyp < Ry, doae < up < an},
Ay = max{ fi(t,ur,u2) : 0 <t <1, 6181 <y < Pr, dory <ug < Ry},

Ao = max{fo(t,ur,u2) : 0 <t <1, 6171 <wuy < Ry, 6282 < ug < fBa},

si iy = min{oy, 5;}, Ri = max{oy, 8} (1 = 1,2). Atunci (3.2.1) are cel putin o solutie pozitiva
u=(up,ug) cur; < |luill o <R (1=1,2).

In particular, dacii f1 si fo nu depind on t, adic, fi = fi(ui,us) si fo = fo(uy,us), i fi,
f2 au anumite proprietati de monotonie in u; §i us, atunci putem specifica numerele A1, Aa, Aq,
Ao si conditiile (3.2.6) sunt exprimate de valorile functiilor fi, fo in doar patru puncte. Exista

saisprezece cazuri posibile.

3.2.2 Un rezultat de multiplicitate

Teorema 3.2.1 garanteaza existenta solutiilor intr-o coroana conica. Evident, daca ipotezele Teo-
remei 3.2.1 sunt satisficute pentru mai multe coroane conice disjuncte, atunci este obtinut un

numar finit sau infinit de solutii (a se vedea R. Precup [79]).

Teorema 3.2.2 (A) Fie (r')1<j<k, (R7)1<j<k (k < 00) siruri crescdtoare finite sau infinite in
Ri, cu0<ri <RI si R <3t oricare ar fi j. Dacd ipotezele Teoremei 8.2.1 sunt satisfdcute
pentru orice cuplu (19, R7), atunci (3.2.1) are k (respectiv, cand k = oo, un sir infinit de) solutii
pozitive distincte.

(B) Fie (1) ;>1, (R7)j>1 siruri descrescdtoare infinite cu 0 < ri < R i RI < ri*™! oricare ar
fi 5. Dacd ipotezele Teoremei 3.2.1 sunt satisfacute pentru orice cuplu (rf, R?), atunci (3.2.1) are

un gir infinit de solutii pozitive distincte.

3.2.3 Exemple

Concluzionam prin doua exemple ilustrand Teorema 3.2.1.



3.2. Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul intéi cu conditii nelocale 32
Exemplu 3.2.3 Fie
1
fi(uhuQ) = B\/Ul + ug + ]., (Z = 1,2),
si
1 3 1 1
T (t) = 5b 72(t) = b= =g
Atunci (3.2.1) devine
1
uy = Em
1
uy = ﬁm
1 1t (3.2.7)
wn(0) — Tuy (1) = 5/ wn () dt
0
1 3 [
u2(0) — Zuo(l) = 1 us(t) dt,
0
sau echivalent .
1
ui(t) = ﬁ/ G1(t,8)\/ui(s) + ua(s) + 1ds
0 (3.2.8)

us(t) = 1—15/0 Gg(t7s)\/u1(s) + ua(s) + 1ds,

unde Gi(t, s) si Ga(t, s) sunt functiile lui Green

6 —4s pentru 0 <s<t<1
Gl(t,S):
5—4s pentru 0<t<s<1,

10 —8s pentru 0<s<t<1
Gz(t,s):
9—8s pentru 0<t<s<1.

In acest caz, constantele d1,do > 0 sunt urméatoarele:

51:6223226.

Acum trebuie si determindm A; si B; pentru i € {1,2}. Avem

1 t* 1
A1:/ Gl(t*,s)ds:/ (674s)ds+/ (5—4s)ds =1t +3.
0 0 ¢

*

Daca alegem t* = 0, atunci A; = 3. De asemenea

1 ¢ 1
Ag:/ Gg(t*,s)ds:/ (10—85)ds—|—/ (9 —8s)ds =t*"+5,
0 0 t

*

si dacd alegem t* = 0, atunci Ay = 5. In plus

1 1
B = max/o Gi(t,s)ds=4 si Bs :org?gxl/o Ga(t,s)ds = 6.
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In acest caz fi(ug,u2) si fo(ug,us) sunt ambele crescatoare In uq si ug pentru uq, ug € Ry. Alegem
o =ay =, 1 =0=:0,cua<f atuncir; =1 =, Ri = Ry = 8¢ M1 = f1(da, ),

Al - fl(ﬁaﬁ)7 A? - fQ((Sa)(Sa)

urmeaza. Din moment ce

lim

T—>00

putem afla « suficient de mic si

fi((SOL,
da =

, Ao = fo(B,5). Valorile lui « si § vor fi precizate in cele ce

T

filx,z)

=0 lim =
T

i
§ z—0

)

[ suficient de mare astfel incat conditiile

fl(ﬂvﬁ)
B

S
B;

dar) _19

)

SA;’ (@ )

sunt satisfacute. De exemplu, putem alege « = 0,2 si 5 =0,7.

Prin urmare avem urmatorul rezultat.

Teorema 3.2.4 In conformitate cu ipotezele de mai sus, sistemul (3.2.7) are cel putin o solutie
pozitiva u = (ur,uz) cu 0,2 < ||yl <0,7 (1 =1,2).

Exemplu 3.2.5 Fie

1
f1(U17u2)=T5

si
71(t)

Atunci (3.2.1) devine

sau echivalent

uy (t) =

us(t) =

1
Vur +uz + 1, faour,ug) = Crdd+ad)
= *t, ’)/g(t) = *t, ay = i, as = é
uj = 1—15\/111 +ug +1
;L 1
A CERT )
) L (3.2.9)
up(0) — Zul(l) = 5/0 uy(t) dt
1
13 (0) — %z@u) _ Z/O us(t) dt,
1
%/ G1(t,8)\/ui(s) + ua(s) + 1ds
0 . (3.2.10)
[ et e

Functiile lui Green G;(t,s) si valorile lui 6;, A;, B; (i = 1,2) sunt aceleasi precum in Exemplul

3.2.3. In acest caz f1(u1,us) este crescitoare in uy i ug, in timp ce fo(uq, us) este descrescitoare

in uy si ug, pentru ug,us € Ry. Alegem oy
rm=ro=a R =Ry=08si\ =

« si B vor fi precizate in cele ce

lim

Y—>0o0

ay =: a, f1 = B2 =: B, cu a < B. Atunci
fi(0a, 6a), Ay = f1(B,B), A2 = f2(B, ), Ag = f2(dcr,63), unde

urmeaza. Din moment ce

f1(y, ) fa(z,y)

Y Y

lim

Y—>0o0

=0 si =0,
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uniform in z > 0, putem gasi 5 > 0 suficient de mare astfel incat

fl(ﬂvﬂ) 1 f2(504,55) 1

B "B 8 B
Si deoarece
lim L(m,x) =00 si lim 7f2(y’$) =0,
z—0 T z—0 x

cu f fixat ca mai sus, alegem « suficient de mic astfel incat

f1(da,da) - 1 f2(8, @) 1

do 0A;’ o Ay

De exemplu, putem alege 5 =0,9 si a =0, 2.
Prin urmare avem urmatorul rezultat.

Teorema 3.2.6 In conformitate cu ipotezele de mai sus, sistemul (3.2.9) are cel putin o solufie

pozitiva u = (ur,uz) cu 0,2 < ||u||, <0,9 (i =1,2).

3.3 Problema Dirichlet-Neumann pentru sisteme cu ¢-Laplacian

Problema (2.3.10) poate fi consideratd un caz particular, pentrun = 1, a problemei pentru sistemul

n-dimensional,

{ ¢i (W) + fi (tur,ug, oy un) =0, 0<t <1 (3.3.11)

w,(0)=u; (1)=0 (i=1,2,...,n).

In aceastii sectiune extindem rezultatele de la ecuatii la cazul general (3.3.11). Pentru orice
index i € {1,2,...,n}, spunem c& omeomorfismul ¢; : (—a;,a;) — (=b;, b;) satisface (A1) dacad ¢;
este crescator si ¢;(0) = 0, si ca functia continua f; : [0, 1] x R} — R, satisface (A2) daca oricare
arfit € 0,1], fi(t,21,...,x,) este crescatoare pe R in raport cu orice variabila z;, j = 1,2, ..., n,
si fi(t,x) < b; oricare ar fi t € [0,1] si # € R’. Sub aceste ipoteze, problema (3.3.11) este

echivalenta cu sistemul integral

unde u = (U1, Uz, ..., Uy ) -
Potrivit Lemei 2.3.1, oricare ar fi ¢ gi orice constantd ¢; € (0,1), are loc o inegalitate slaba de
tip Harnack pentru operatorul diferential L;v := —(¢;(v"))’ si conditiile la limita v’ (0) = v (1) = 0.

Bazandu-ne pe acestea putem defini conurile
K; ={u; € C([0,1];Ry) s u;(t) > (1 — ¢;)||us]|co, oricare ar fi t € [0, ¢}, (3.3.12)
pentru ¢ = 1,2, ..., n, si conul produs

K =K x Ko x..x K,
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in C([0,1);R™).
Fie N : C([0,1;R") = C([0,1;R?), N = (N1, N, ..., N,,) definit astfel

N;(u)(t) = —/t1 o7t [— /OT fi(s,u(s)) ds] dr  (i=1,2,..,n).

Daca u; € K, oricare ar fi j, atunci f;(s,u(s)) > 0 si din Lema 2.3.1, avem N;(u) € K;. Prin
urmare, conul K este invariat de N. Mai mult, operatorul N este complet continuu din moment

ce componentele IN; sunt complet continue.

3.3.1 Rezultate de existenta si localizare

Urmatorul rezultat este o generalizare a Teoremei 2.3.1.

Teorema 3.3.1 Presupunem cd ¢;, f; satisfac (A1) si (A2) pentru i = 1,2,...,n. In plus pre-

supunem cd existd c;, a;, B; >0 cu ¢; < 1 si a; # B; astfel incat

() = /0 o; ( /OT fi(s, (1= c1)an, oy (1 — ) a) ds> dr > oy, (3.3.13)

v = | o (— / Ji(s.8) ds) ar < B, (3.3.14)

pentru i = 1,2,...,n, unde a = (a1, 02,...,ap) i 8 = (B1, B2y .y Bn) . Atunci (3.3.11) are cel
putin o solutie pozitiva u = (u1,ug,...,un) cu 1, < |u;]|, < Ry, unde r; = min{ey, B;}, R =

max{a;, 8}, 1 =1,2,...,n.

Putem spune c& pentru un index 4 dat, conditia (i) din Teorema 2.3.2 este indeplinitd daca

pentru fiecare A1, Ag, ..., A\j—1 > 0,

lim sup i(Y) >1 s lim inf \I,Z)\()\) <1,

uniform in raport cu Aj41, Ai42, ...y Ap, € (0,00) . Aici, prin A intelegem (A1, Ag,...,A,). Vom intelege
conditia (ii) intr-o manierd similard. Analog, spunem ca conditia (iii) din Teorema 2.3.3 este
indeplinita pentru anumiti 7, daca pentru fiecare A1, Ao, ..., \;_1 > 0,

®i(N) Vi(A)

lim sup ——= >1 si lim inf
Ai—00 i Xi—oo A

<1,
uniform in raport cu Ajy1, Ait2, ..., An € (0,00) . Vom intelege conditia (iv) intr-o manierd similara.

3.3.2 Un rezultat de multiplicitate

In aceast’ subsectiune vom prezenta un rezultat de existentd a unui sir de solutii pozitive pentru
problema (3.3.11).
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Teorema 3.3.2 Presupunem cd ¢;, f; satisfac (Al) si (A2) pentru i = 1,2,...,n. In plus pre-
supunem ca multimea de indici I = {1,2,...,n} admite partitia I = I UI, UIsU Ly, [; NI =0
pentru j # k, astfel incat conditia (i) este indeplinitd pentru fiecare i € Iy, conditia (ii) este
indeplinitd pentru fiecare i € I, conditia (iii) este indeplinitd pentru fiecare i € I3 gi conditia (iv)
este indeplinitd pentru fiecare i € Iy. Dacd Is # 0 sau Iy # 0, atunci problema (3.3.11) are un gir

de solutii pozitive.

3.4 Problema Dirichlet pentru sisteme cu ¢-Laplacian

In aceasta sectiune studiem urmatoarea problema pentru un sistem n-dimensional,

(3.4.15)

(s (uh)) + fi (w1, ug, yupn) =0, 0<t <1
Uj (O) = Uy (1) =0 (Z = 1,2, ,’I’L)

Vom permite omeomorfismelor ¢; si aibd domenii diferite, si anume ¢; : (—a;,a;) — R,
0 < a; < oo si vom spune cd (B1) este indeplinitd dacd ¢; este crescitoare gi ¢;(0) = 0. Functia
continua f; : [0,1] x R} — R satisface (B2) daca oricare ar fi t € [0,1], fi(t,z1,...,2,) este
crescatoare pe R, In raport cu orice variabila z;, j =1,2,...,n.

Sub aceste ipoteze, problema (3.4.15) este echivalentd cu sistemul integral

u;(t) = /Ot o; ! <bi — /OT fi(s,u(s))ds> dr  (i=1,2,...,n),

unde u = (U1, Uz, ..., Up) i b; = b;(fi(-,u(-))).

Potrivit Lemei 2.4.1, oricare ar fi ¢ are loc o inegalitate slaba de tip Harnack pentru operatorul
diferential L;v := —(¢;(v"))’ si conditiile la limita v (0) = v (1) = 0. Bazdndu-ne pe acestea putem
defini conurile

Ki ={u; € C([0,1];Ry) : ui(0) = ui(1) = 0 8i wi(t) = 7i(t)|uill oo,

(3.4.16)
oricare ar fi ¢t € [0,1]},

pentru i = 1,2,....,n. Este de subliniat faptul ca functiile v; sunt date de Lema 2.4.1 pentru

subintervale posibil diferite [tg,¢1]. Acum considerdm conul produs
K=K x Ky x..xK,

in C([0,1];R™).
Fie N : C([0,1];R}) — C([0,1];R"} ), N = (N1, Na, ..., N,,) definit astfel

N;(u)(t) = /Ot o7 (bi - /OT fi(s,u(s)) ds> dr  (i=1,2,...,n).

Daca u; € K oricare ar fi j, atunci f;(s,u(s)) > 0 si din Lema 2.4.1, avem N;(u) € K. Prin

urmare conul K este invariat de N.
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Rezultate de existenta si localizare
Urmaétorul rezultat garanteaza existenta solutiilor pozitive ale problemei (3.4.15) precum si lo-

calizarea acestora pe componente.

Teorema 3.4.1 Presupunem cd ¢;, f; satisfac (B1) si (B2) pentru i = 1,2,...,n. In plus pre-

supunem ca exista a;, B; >0 cu o; # B; astfel incat
[Sfi(sr()as oo Yn(Dan) oo > e, (3.4.17)

1S£i (-, Bl < Bi (3.4.18)

pentru ¢ = 1,2,...,n, unde @ = (a1, Q9,...,a,), B = (61,P2,...,0n) §i S este dat de (2.4.28).
Atunci (3.4.15) are cel putin o solutie pozitiva u = (u1, U, ..., un) cu r; < |luill < R;, unde

r; = min{a, B;}, R; = max{a;, B}, i =1,2,...,n.

3.5 Problema Neumann-Robin pentru sisteme cu ¢-Laplacian

Aceasta sectiune este dedicata urmatoarei probleme pentru un sistem n-dimensional

(¢i (u)) + fi (tyur,un, ey un) =0, 0<t<1
ui (1) =0 (i=1,2,....,n),

unde a; > 0. Pentru orice index ¢ € {1,2,...,n}, spunem cd omeomorfismul ¢; : R — (—b;,b;)
satisface (C1) daca ¢; este crescator si ¢;(0) = 0, si ca functia continua f; : [0,1] x R} — Ry
satisface (C2) dacd oricare ar fi ¢t € [0,1], f;(¢, 21, ..., n,) este crescitoare pe Ry in raport cu orice
variabila xj, j = 1,2,...,n, si fi(t,x) < b; oricare ar fi t € [0,1] si © € R}. Sub aceste ipoteze,

problema (3.5.19) este echivalentd cu sistemul integral

w(t) = a0 ( | s, u(s)) i)+ o (/ s u(s)) is) ar.

pentrui=1,2,...,n gl u = (ug, ug, ..., Up).
Potrivit Lemei 2.5.1, oricare ar fi ¢ si orice constana d; € (0,1), are loc o inegalitate slaba de
tip Harnack pentru operatorul diferential L;v := —(¢;(v"))’ i conditiile la limitd v (0) — av’ (0) =

v’ (1) = 0. Bazdndu-ne pe acestea putem defini conurile

K ={u; € C([0,1];Ry) 1 u; (0) — agu; (0) = ug (1) = 0 s wi(t) = (1) [l oo
oricare ar fi ¢t € [0,1]},

pentru i = 1,2,...,n. Este de observat faptul ca functiile +; sunt date de Lema 2.5.1 pentru d; si

a; posibil diferite. Acum consideram conul produs

K =K x Ko x..x K,
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in C([0,1);R™).
Fie N : C([0,1;R") = C([0,1;R?), N = (N1, N, ..., N,,) definit astfel

M) = aor (| i u(s)) i)+ | o (/ i u(s) is) ar.

pentrus=1,2,...,n.
Daca u; € K; oricare ar fi j, atunci f;(s,u(s)) > 0 si din Lema 2.5.1, avem N;(u) € K;. Prin
urmare conul K este invariat de N. Mai mult, operatorul N este complet continuu din moment ce

componentele N; sunt complet continue.

Rezultate de existenta si localizare

Teorema 3.5.1 Presupunem cd ¢;, f; satisfac (C1) si (C2) pentru i = 1,2,...,n. In plus pre-

supunem cd existd a;, «;, B; >0 cu oy # B; astfel incat
1
Qi(a) := ai¢;1 (/ fi(s,m(s)au, -~~77n(5)04n)d5>
0
1 1
+/ d);l (/ fils,v1(s)aq, ..., yn(8)aw) ds) dr > ay,
0 T

i(B) = asd;’? (/01 s 5 ds) +/01 o7 (/1 . 8)ds ) dr <

pentru i = 1,2,...,n, unde o = (a1, Q2,...,ap) i 8 = (B1, B2y ..y Bn) . Atunci (3.5.19) are cel
putin o solutie pozitiva u = (u1,ug,...,un) cu 1, < |u;]| < Ry, unde r; = min{ey, B;}, R =

max{a;, 8}, 1 =1,2,...,n.
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Capitolul 4

Teorle abstracta

4.1 Prezentare generala

In acest capitol prezentam o teorie abstracta cu privire la ecuatii i sisteme. Studiem existenta,
localizarea gi multiplicitatea solutiilor pozitive folosind teorema de punct fix a lui Krasnosel’skii

in con.

4.2 Cazul ecuatiilor

Consideram problema abstracta

Lu=Flu) (4.2.1)
u € B,

unde (X, || - ||) este un spatiu Banach, L : D(L) C X — X; F: X — X si BC X. Printr-o solutie
a problemei (4.2.1) intelegem un element u € D(L)N B pentru care Lu = F'(u). Apoi presupunem
cd L este inversabil, adica, pentru oricare v € X este un unic v € D(L) N B cu Lu = v. Apoi

scriem ecuatia echivalentd cu problema (4.2.1),
u=L'F(u), ueX. (4.2.2)

Cautam solutii » intr-un con Ko C X. In cele ce urmeazd vom numi astfel de solutii solufi:
0
pozitive. In acest scop avem nevoie de urmatoarele ipoteze suplimentare:

(D1) F este porzitiv gi crescdtor in raport cu relatia de ordine indusi de K, adica
0<wu<wv implicd 0< F(u) < F(v); (4.2.3)
(D2) L este inversabil si

0<wu<wv implica 0< L 'u< L 1o (4.2.4)
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(D3) Exista ¢ € Ky — {0}, astfel incat oricare ar fi u € K avem
u < Jlull¢; (4.2.5)
(D4) Exista ¢ € Ko —{0} cu ||| < 1, astfel incéat oricare ar fi u > 0 satisfacand Lu > 0, avem
w > Jlulp. (12.6)

este de observat faptul cd simbolul < din (4.2.3), (4.2.4), (4.2.5) si (4.2.6) este folosit pentru
a nota relatia de ordine indusa de conul Ky, adica, v < v daca v — u € Kj.

Bazandu-ne pe estimarile de la (D3), (D4) putem defini un con mai mic:
K={ueKy:u>|u|p} (4.2.7)
Fie N : X — X definit astfel
N(u) = L™ F(u), (4.2.8)

si atunci aflarea solutiilor pozitive din K ale problemei (4.2.1) este echivalenta cu problema de
punct fix in Ky pentru operatorul N. In cele ce urmeaza, operatorul N se presupune ca este
complet continuu.

Urmitoarea lema ne ofera proprietatea de invarianta a lui N de care avem nevoie.

Lema 4.2.1 Presupunem cd ipotezele (D1)-(D4) sunt satisfacute. Atunci N(K) C K.

4.2.1 Rezultate de existenta si localizare

Teorema 4.2.1 Presupunem cd ipotezele (D1)-(D4) sunt indeplinite si cd norma ||-|| este mono-
tond in raport cu Ko, adicd, din 0 < u < v avem |Jul| < ||v||. In plus presupunem cd existd o, f3
>0 cu o # B, astfel incat

IN(ag)] > a, (12.9)

IN(BY)I| < B. (4.2.10)

Atunci (4.2.1) are cel pulin o solutie pozitiva cu r < |lu|| < R, unde r = min{a, S}, R =

max{a, 5}.

Teorema 4.2.2 Presupunem cd ipotezele (D1)-(D/) sunt indeplinite. In plus presupunem cd una

din urmdatoarele conditii este satisfacuta:

N N
(i) limsupy_, o M >1 s liminfy g % <1
(ii) limsupy_,q M >1 g liminfy_, o M < 1.

Atunci (4.2.1) are cel pufin o solulie pozitiva.

4.2.2 Un rezultat de multiplicitate

Teorema 4.2.3 Presupunem cd ipotezele (D1)-(D4) sunt indeplinite. Dacd condifia
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N(\ N(A
(iif) lim sup,_, . M >1 si liminfy o % <1
este satisfacuta, atunci (4.2.1) are un sir de solutii pozitive (un),, astfel incdt |[u,| — oo cand
n — o0o.

Daca conditia

N(X
(iv) limsup,_,q L}\@)H >1 g liminfy o

NP
A

este satisfacutd, atunci (4.2.1) are un gir de solutii pozitive (uy,),~, astfel incdt ||uy| — 0 cdnd

< 1
n — 0o.

4.3 Cazul sistemelor

In aceasta sectiune studiem problema pentru un sistem n-dimensional

Liu; = Fi(ul,uz,m,un)

(4.3.11)
u; € B; (’L = 1,2,...,n).

presupunem ci pentru orice index i € {1,2,....,n}, (X;, || - ||;) sunt spatii Banach, L; : D(L;) C
X, —> X, F5: X - X;, B, C X;, unde X = X; X X5 X ... x X,,. Apoi presupunem ca L; sunt

inversabile (i = 1,2, ...,n). Atunci putem scrie sistemul echivalent cu problema (4.3.11)

pentrui =1,2,...,n, unde u = (u1, ug, ..., Up).

Cautam solutii v = (u1, ug, ..., up,) cu u; intr-un con K§ C X;. In acest scop avem nevoie de
urmatoarele ipoteze suplimentare:

(D1’) F; sunt pozitive si cresciatoare, adica

0<w; <wv;, i=1,2,...,n implicd 0 < Fj(u) < Fj(v),

pentru 7 =1,2,....n.
(D2’) L; sunt inversabile i

0<wu; <wj, i=1,2,...,n implici 0< L;'u; < L; ‘v,

pentrus=1,2,...,n.
(D3’) Exista 1; € K§ — {0}, astfel incét oricare ar fi u; € K} avem

ui < |||,

pentru ¢ =1,2,...,n.
(D4’) Exista ; € Ki — {0}, cu |l¢;]| < 1, astfel incat oricare ar fi u; > 0 satisficand L;u; > 0,
avem

wi > ||williis
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pentrus=1,2,...,n.

Bazandu-ne pe aceste conditii definim conurile
Ki={veKj:v>|vllipi}. (4.3.13)

pentru ¢ = 1,2, ..., n, si consideram conul produs K := K; X Ko X ... X K.
Fie N; : X — X; definit astfel
Ni(u) = Ly Fy(u), (4.3.14)

pentrui=1,2,....,n si u = (u1,usg, ..., Uy ). Similar cu Lema 4.2.1, putem arata invarianta conului
K de catre operatorul N. In cele ce urmeaza, presupunem ca operatorii NV; sunt complet continui,

ceea ce garanteaza cd N = (N, No, ..., N,,) este complet continuu.

Rezultate de existenta si localizare

Teorema 4.3.1 Presupunem cd ipotezele (D1°)-(D4’) sunt indeplinite si cd normele || - ||; sunt
monotone in raport cu K& (i = 1,2,...,n). In plus presupunem cd exista «;, B; > 0 cu oy # f;,
astfel incat

[Ni(arp1, aapa, .y anipn) [l > i (4.3.15)
[ Ni(Brib1, Batas oo Bnthn) i < Bi, (4.3.16)

pentru i = 1,2,...,n. Atunci (4.5.11) are cel putin o solutie u = (uy,ua,...,u,) cu u; € K si
ri < ||u1||l < Ri7 unde Ty = min{aivﬂi}7 RZ = max{aivﬂi}7 1= 1727 ceey T

Vom spune ca pentru un index ¢ dat, conditia (i) din Teorema 4.2.2 este indeplinita daca pentru
fiecare A1, Aa, ..., \i—1 > 0,

lim sup ||N1'(Oélg01, 202, ..., O[ngpn)

A —00 Ai

||i>1

uniform in raport cu A1, Ait2,..., Ap € (0,1), si

lim inf ||N7,(611/)1752w2aa/8nwn)”1 < 1’
Ai—0 )\i

uniform in raport cu A1, Aj+2,..., A\ € (0,00).
Vom intelege conditia (ii) intr-o maniera similara. Analog, spunem ci (iii) din Teorema 4.2.3

este Indeplinita pentru anumiti ¢, daca pentru fiecare A1, Ao, ..., A\j_1 > 0,

Ni ’ s oo GnPn ) |2 . . . Nz 5 y ooy PnWn
lim sup [ Ni(a11, Q22 ..., anon) | >1 s lim inf [N (B191, B2t2; s BrtPn)

Ai—o0 Ai Ai—00 g

iy

uniform in raport cu A1, Ai+2,..., An € (0,00). Conditia (iv) este inteleasd intr-o manierd simi-
lar#. In cadrul unor astfel de conditii putem obtine rezultate analoage cu Teorema 4.2.2 si 4.2.3,

si ca si consecinte, rezultate de existenta, localizare si multiplicitate pentru sistemul (4.3.11).
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