Teoreme de punct fix pe spatii inzestrate
cu mai multe metrici generalizate.

Rezumatul tezei de doctorat

IuriaA COROIAN

DEPARTAMENTUL DE MATEMATICA
UNIVERSITATEA BABES-BoLYAI, CLUJ-NAPOCA

Conducator stiintific:

Prof. Dr. ADRIAN-OLIMPIU PETRUSEL

Cluj-Napoca, 2015



Cuprins

Introducere

1 Preliminarii
1.1 Functionale generalizate pe spatii metrice . . . . . . . .. .. ... ...
1.2 Operatori multivoci slab Picard in raport cu metrica Hausdorff-Pompeiu

2 Proprietati ale functionalei generalizate Pompeiu
2.1 Functionala generalizatd Pompeiu H* . . . . . .. .. ... ... ...
2.2 Operatori multivoci de tip contractie in raport cu functionala general-
izata Pompeiu . . . . .. ..o

3 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci satisfacand conditii

generalizate de tip contractiv

3.1 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci in contextul a doua
metrici topologic echivalente . . . . . . . .. ... ..o

3.2 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci de tip contractie locala

3.3 Rezultate de punct fix si de multime fixa pentru operatori multivoci de
tip contractie in raport cu funcionala Pompeiu . . . . . . . ... ...

3.4 Rezultate de continuitate pentru operatori multivoci de tip contractie in
raport cu funcionala Pompeiu . . . . . . ... o000

3.5 Teoreme de punct fix de tip Kikkawa-Suzuki pentru contractii multivoce
in raport cu funcionala Pompeiu . . . . . ... ..o 000000

4 Teoreme de punct fix cuplat pentru operatori multivoci de tip con-
tractiv in raport cu funcionala Pompeiu
4.1 Rezultate de existenta a problemei de punct fix cuplat . . . . .. . ..
4.2 Teoreme de punct fix cuplat . . . . . .. .. ... ... ...
4.3 Aplicatii la sisteme de incluziuni operatoriale . . . . . . . . ... .. ..

Bibliografie

DN —

IS

10

12

12
13

14

18

20

21
21
24
27

29



Introducere

Teoria punctului fix este astazi una dintre cele mai dinamice arii de cercetare cu nu-
meroase rezultate teoretice si aplicative. incep?md cu bine-cunoscutul principiu al
contractiei Banach-Caccioppoli (din anii '30), domeniul teoriei punctului fix in spatii
metrice este, probabil, cea mai importanta parte a sa.

Teoria punctului fix in spatii metrice a avut, in ultimele decenii o dezvoltare puter-
nica atat in cazul operatorilor univoci cat si al celui de tip multivoc.

incepénd cu versiunea multivoca a principiului de contractie Banach-Caccioppoli,
demonstrata de S. B. Nadler jr. in 1969 (si extinsa un an mai tarziu de H. Corvitz ci
de S. B. Nadler jr.), teoria punctului fix pentru operatori multivoci in spatii metrice a
ajuns astazi la peste o mie de lucrari publicate in literatura de specialitate.

Dezvoltarea acestei teorii este asociata posibilitatii de a obtine diferite aplicatii in
diferite domenii cum ar fi: teoria optimizarii, ecuatii si incluziuni integrale si diferentiale,
teoria fractalilor, economii matematice si multe altele.

Scopul acestei teze este de a prezenta unele contributii ale teoriei punctului fix in
spatii metrice pentru contractii multivoce generalizate. Exista numeroase extensii a
notiunii clasice de operator multivoc de tip a- contractie (introdus de S. B. Nadler
jr.). Majoritatea dintre acestea folosesc bine cunoscuta metrica Hausdorff-Pompeiu
H. In studiul nostru vom considera metrica HT de tip Pompeiu precum si alte metrici,
topologic echivalente cu H, cu scopul de a obtine generalizari ale principiului mentionat
mai sus.

O alta directie de cercetare a acestei teze este teoria punctului fix cuplat pentru
operatori multivoci in spatii b-metrice complete. Rezultatele abstracte prezentate in
aceasta teza vor fi ilustrate de o serie de exemple si aplicatii.

Structura tezei este urmatoarea:

Capitolul 1 cuprinde cele mai importante concepte si rezultate auxiliare necesare
de-al lungul capitolelor.

In Capitolul 2 vom prezenta proprietatile functionalei generalizate Pompeiu si teoria
operatorilor multivoci slab Picard in raport cu functionala Pompeiu.

Capitolul 3 este dedicat studiului teoriei operatorilor multivoci satisfacand diferite
conditi de contractie in raport cu functionalele generalizate pe spatii metrice. In acest
capitol vom dezvolta urmatoarele:

e Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci in contextul a doua metrici topo-
logic echivalente.
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e Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci de tip contractie locala.

e Rezultate de punct fix gi de multime fixa pentru operatori multivoci de tip contractie
in raport cu funcionala Pompeiu.

e Rezultate de continuitate pentru operatori multivoci de tip contractie in raport
cu funcionala Pompeiu .

e Teoreme de punct fix de tip Kikkawa-Suzuki pentru contractii multivoce in raport
cu funcionala Pompeiu.

Acest capitol cuprinde rezultate de existenta, teoreme de dependenta de date,
probelema corect pusa, proprietatea de umbrire al limita, problema stabilitatii
Ulam-Hyers si cateva aplicatii a incluziunilor integrale si diferentiale.

In Capitolul 4 vom considera probleme de punct fix cuplat (in sensul lui Guo si
Lakshmikantham) pentru operatori multivoci satisfacand o conditie de contractie in
raport cu funcionala Pompeiu. Acest capitol include rezultate de existenta, teoreme de
dependenta de date, problema corect pusa, proprietatea de umbrire la limita, stabilitate
Ulam-Hyers precum si aplicatii asupra incluziunilor integrale si diferentiale.

Aceasta teza are la baza peste 100 de articole din lista de referenti precum si
contributiile autorului in aceasta teza care se regasesc si in urmatoarele lucrari:

e I. Coroian, On some generalizations of Nadler’s contraction principle, Stud.
Univ. Babes-Bolyai Math. 60(2015), no. 1, 123-133.

e I. Coroian , Fized point theorems for multivalued generalized contractions with
respect to two topologically equivalent metrics, Creative Math. And Inform., 23
(2014), No. 1, 57 - 64.

e 1. Coroian, Fized points for multivalued contractions with respect to a Pompeiu
type metric , J. Nonlinear Sci. Appl. (accepted for publication).

I. Coroian, Kikkawa-Suzuki fized point theorems for contraction type multivalued
operators with respect to the Pompeiu functional, trimis spre publicare.

e I. Coroian si G. Petrusel, Fized point and coupled fixed point theorems for mul-
tivalued operators satisfying a symmetric contraction condition, trimis spre pub-
licare.

Cuvinte cheie: operator multivoc, functionale generalizate pe spatii metrice, punct
fix, operator slab Picard, stabilitate Ulam-Hyers, proprietatea de umbrire la limita,
proprietatea de problema corect-pusa operator fractal, dependenta de date, contractii
multivoce, spatii b-metrice, punct fix cuplat.
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Capitolul 1

Preliminarii

In acest prim capitol vom prezenta principalele notiuni din teoria operatorilor multivoci
in spatii metrice folositoare de-al lungul urmatoarelor capitole ale acestei teze. Pentru
teoria punctului fix in spatii metrice, a se vedea Nadler Jr. S.B. [39], G. Mot, G.
Petrusel, A. Petrusel [36], A. Petrusel , .A. Rus , M.A. Serban [48], I.A. Rus [59], L.A.
Rus , A. Petrusel, G. Petrusel [60], M. A. Khamsi, W.A. Kirk [26] si altele.

1.1 Functionale generalizate pe spatii metrice

In acest paragraf vom prezenta cateva functionale generalizate definite pe spatii de
submultimi a unui spatiu metric .

Fie (X, d) un spatiu metric si P(X) multimea tuturor submultimilor lui X. Vom
considera, in continuare, urmatoarele familii de submultimi:

PX) :={Y € P(X) | Y # 0}, Pu(X) := {Y € P(X) | Y este inchisa },
Pya(X) == {Y € P(X) | Y este marginita si inchisa }, P.,(X) = {Y € P(X) |
Y este compactii }. Vom nota cu B(z,7) respectiv B(x,r) bila deschisd respectiv
inchisa cu centrul iIn x € X de raza r > 0.

Urmatoarele functionale (generalizate) le vom folosi in decursul intregii lucrari.

1. Functionala distanta dintre A si B generata de d:

Dy: P(X) x P(X) — R, U {oo}, Dy(A, B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B}.

2. Diametrul multimii X generata de d:

d:P(X)x P(X)— Ry U{o0},d(A, B) =sup{d(a,b)|la € A,b € B}.

3. Functionala exces:

pa: P(X) x P(X) = Ry U{o0o}, pa(A, B) = sup{Dq(a, B)|a € A}.
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4. Functionala generalizatata Hausdorff-Pompeiu :

Hy: P(X) x P(X) = Ry U{oo}, Hy(A, B) = max{pa(A, B), pa(B, A)}.

5. Functionala generalizatata Pompeiu :
1
Hf : P(X)x P(X) =R, U{occ}, Hf (A,B):= 5{pa(A; B) + pa(B, A)}.

De-a lungul lucrarii nu vom folosi indicele ; deoarece vom lucra doar cu o singura
metrica 4.

Fie (X, d) un spatiu metric. Daca T : X — P(X) este un operator multivoc, atunci
x € X se numeste punct fix pentru T daca si numai daca = € T'(z). Vom nota cu Fr
multimea punctului fix a lui 7' si cu (SF')r multimea punctului fix strict a lui 7', adica,
x € X astfel incat T'(z) = {z}.

Pentru operatorul multivoc 7" : X — P(Y') vom nota cu

Graph(T) = {(z,y) e X xY :y € T(x)}

graficul lui T.

1.2 Operatori multivoci slab Picard in raport cu
metrica Hausdorff-Pompeiu
Definitia 1.2.1. ([47]) Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci, T : X — P(X) se numeste
operator multivoc slab Picard (prescurtat MWP ) dacd pentru orice x € X i orice
y € T'(z) exista un sir (x,)nen in X candtfel incat:
1. xog=x, 1 =1y;
2. Tpy1 € T(xy,), pentru orice n € N;

3. sirul (x,)nen este concergent i limita sa este un punct fix a lui T.

Definitia 1.2.2. ([{7]) Fie (X,d) un spatiuv metric i T : X — P(X) un operator
MWP . Atunci vom defini operatorul multivoc T : Graph(T) — P(Fr) dat de
formula

T(x,y) = {z € Fr| exista un gir a aproximatilor suucesive a lui T incepand de la
perechea (x,y) care converge la z}.

Definitia 1.2.3. ([{7]) Fie (X,d) un spativ metric si T : X — P(X) un operator
MWP . Atunci T se numeste operator multivoc c- Picard (prescurtat operator de tip
¢c— MWP) daca si numai daca exista o selectie t° of T candtfel incat

d(z,t*(z,y)) < cd(x,y), for all (z,y) € Graph(T).
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Reamintim notiunea de operator Picard in raport cu metrica Hausdorff-Pompeiu.

Definitia 1.2.4. ([47]) Fie (X,d) un spatiuv metric complet si T : X — P(X) un
operator multivoc. Prin definitie, T' se numeste operator slab Picard (prescurtat operator
MP ) daca si numai daca :

1. (SF)T = FT = {33*},
2. T"(x) RS {z*} cand n — oo, pentru orice x € X.

Prin definitie, pentru (A, ),eny € Py(X), vom nota A, HA* cand n — oo daca si
numai daca H(A,, A*) — 0 cand n — oo.
Observam ca

A, oAx ¢ P,(X), daca gi numai daca A, PS A" € Py(X), n — oo.
Consideram urmatoarele exemple de operatori slab Picard (MWP).

Exemplul 1.2.1. ([60]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — Py(X) un
operator multivoc a- contractie. Atunci T este un operator de tip MWP.

Exemplul 1.2.2. ([60]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — Py(X) un
operator multivoc de tip Reich [adica existd a,b,c < 0 cu a+ b+ c < 1 astfel incat
H(T(x),T(y)) < ad(x,y) + bD(x,T(x)) + ¢D(y, T(y)),Vx,y € X/]. Atunci T este un
operator de tip MWP.

Exemplul 1.2.3. ([60]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — Py(X) un
operator multivoc tip Rus [adica Graph(T) este inchis si urmdatoarea conditie este sa-
tisfacuta: ezista o, € Ry cu o+ f < 1 astfel incat H(T(x), T(y)) < ad(z,y) +
+6D(y, T(y)), Vo € X,Vy € T(x)]. Atunci T este un operator de tip MWP.
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Proprietati ale functionalei
generalizate Pompeiu

2.1 Functionala generalizata Pompeiu H*

Pornind de la functionala generalizata Pompeiu vom extinde proprietatile aparute
in H.K. Pathak, N. Shahzad [43]si W.A. Kirk, N. Shahzad [44] necesare capitolelor
urmatoare.

Lema 2.1.1. ([45]) Urmatoarele afirmatii au loc:
a) H este metrica pe spatiul Py, (X);
b) H est o metrica genralizata(in sensul ca poate lua $i valori infinite) pe spafiul

Pcl(X)‘

Folosind functionala de tip Pompeiu H™, urmatoarea notiune a fost introdusa in
([45]), a se vedea si ([44]).

Propozitia 2.1.1. ([45]) Fie (X,]||-||) un spatiu normat real. Pentru orice A (real sau
complez), A, B € P, 4(X)

1. HY(\A,\B) = [\ H* (A, B).
2. H"(A+a,B+a)=H"(A, B).

Teorema 2.1.1. ([44]) Dacd a,b € X si A, B € P, 4(X), atunci urmatoarele relatii au
loc:

1. d(a,b) = H*({a}, {b}).
2. AC S(B,r),B C S(A,ry) = H*(A, B) <r unde r = 132,

Definitia 2.1.1. (/45]) Fie (X,d) un spatiu metric. Un operator multivoc T : X —
Py a(X) se numeste H-contractie cu constanta o daca:
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1. exista un numar real o, 0 < o < 1 astfel incat pentru orice v,y € X avem

H*(T(x),T(y)) < ad(z,y),

2. pentru orice x € X, y € T(x) si orice € > 0 existd z in T(y) astfel incat

d(y,z) < H (T (z), T(y)) +e.

Definitia 2.1.2. (/45]) Fie (X, d) un spativ Banach si K o submultime nevida, convexa
si compacta. Un operator multivoc T : X — Py (X)) se numeste H -neexpansiv daca:

1. HY(T(x),T(y)) < ||z —y||, pentru oricex,y € K

2. pentru orice x € X, y € T(x) st orice € > 0 existd z in T(y) astfel incat
d(y,z) < H (T(z), T(y)) +e.
Observatia 2.1.1. ([12]) Fie (X,d) un spatiu metric. Un operator multivoc T : X —
P (X) se numeste (HT, «)-Lipschitz daca a > 0 gi
H™(T(z),T(y)) < ad(z,y), pentru orice x,y € X.

Daca 0 < a < 1, atunci T se numeste operator multivoc de tip (H, )-contractie.
Lema 2.1.2. [}5] Intre functionalele generalizate Pompeiu-Hausdorf si Pompeiu are
loc urmatoarea relatie :

%H(A, B) < HY(A,B) < H(A, B), (2.1)

(adica H gi H sunt metrici echivalente in sens tare).

Teorema 2.1.2. [/5] Daca spatiul (X, d) este complet, atunci si spatiile (P.,(X), HT),
(Py(X), H) si (Py(X), H") sunt complete.

Urmatorul conceptul de operator multivoc de tip contractie a fost introdus de S.B.
Nadler jr.

Definitia 2.1.3. (/39]) Fie (X,d) un spatiu metric. Un operator multivoc T : X —
P, (X) se numeste a-contractie daca o € (0,1) i are loc urmatoarea relatie

H(T(z), T(y)) < ad(z,y), pentru orice x,y € X.

Observam ca orice operator multivoc de tip a-contrctie este (H ™, a)-contractie, dar
relatia inversa nu are loc.
Vom defini urméatorul concept in raport cu functionala Pompeiu H™.
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Definitia 2.1.4. ([12])Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci, operatorul multivoc T :
X — Bpa(X) se numeste @-contractie in raport cu H daca:

1. ¢ : Ry — R, este o functie de comporatie;

2. pentru orice x,y € X, avem
H™(T(x), T(y)) < ¢(d(z,y)).

In particular, daci ¢ : R, — R, este definiti astfel o(t) := kt (pentru k € [0,1]),
atunci ¢ este o functie de comparatie si operatorul multivoc T este (H™T, k)-contractie.

Definitia 2.1.5. (a se vedea [47], [46]) Fie (X, d) un spativ metric $iT : X — Py, 4(X).
Atunci , T se numeste semi-continuu superior (prescurtat s.c.s) in x € X daca, pen-
tru orice submulfime deschisa U a lui X cu F(x) C U, exista n > 0 astfel incat
T(B(x;n)) CU. T este s.c.s pe X daca este s.c.s in fiecare x € X.

Definitia 2.1.6. ([47], [46]) Fie (X,d) un spativ metric si T : X — Boa(X). T

se numegte semi-continuu inferior (prescurtat s.c.i) in x € X daca, pentru orice gir

(Tp)nens C X astfel incat lim x,, = x g1 pentru orice y € T'(x), exista un $ir (Yn)nen+ C
n—oo

X astfel incat y, € T'(x,), pentru orice n € N* gi lim y,, = y. T este s.c.i pe X daca
n—oo

este s.c.i in fiecare v € X.

In ceea ce urmeaza, vom prezenta cateva proprietati ale operatorilor multivoci de
tip (H ™, «)-Lipschitz.

Teorema 2.1.3. ([12]) Fie (X,d) un spatiuv metric si T : X — P, 4(X) un operator
multivoc de tip (H™, a)-Lipschitz. Atunci urmdataorele afirmatii au loc:

1. T are graficul inchis in X x X;

2. T este H— s.ci pe X;

3. T este H— s.c.s pe X;

4. daca, in plus T are valori compacte, atunci T este s.c.i..
Lema 2.1.3. (/12]) Fie (X,d) un spatiuv metric si operatorul T : X — P.,(X) astfel
incat

H™(T(x),T(y)) < d(z,y), pentru orice z,y € X, v #y

Atunci T este s.c.s pe X.

Urmatorul rezultat reflecta relatia dintre un operator multivoc de tip contractie in
raport cu Hy si in raport cu H™.
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Teorema 2.1.4. ([12]) Fie (X,d) un spativ metric si T : X — P.,(X) pentru care
exista o constanta k > 0 astfel incat:

Hy(T(2),T(y)) < kd(z,y), pentru orice z,y € X

Atunci
H*(T(A),T(B)) < 2kH" (A, B) pentru orice A, B € P.,(X).

Teorema 2.1.5. (/39])(Nadler) Fie (X,d) un spatiu metric st T : X — P,(X) un
operator multivoc de tip contratie. Atunci

H.(T(A), T(B)) < kHu(A, B)pentru orice A, B € P.,(X). (2.2)

Lema 2.1.4. ([/36]) Fie (X,d) un spatiu metric si A, B € P.,(X).
Atunci pentru orice a € A exista b € B astfel incat

d(a,b) < Hy(A, B).

Teorema 2.1.6. ([12]) Fie (X,d) un spativ metric si T : X — P.,(X) pentru care
exista k > 0 astfel incat:

Hy(T(x),T(y)) < kd(z,y), pentru orice x,y € X

Atunct

H*(T(A),T(B)) < 2kH" (A, B) pentru orice A, B € P.,(X).

Teorema 2.1.7. ([12]) Fie (X,d) un spatiuv metric i T : X — P.,(X) un operator
(H™, k)-contraction. Atunci

(a) T este Hy-s.c.i gi s.c.s pe X.
(b) pentru orice A € P, (X) = T(A) € P.,(X)
(c) exista k > 0 astfel incat

H*™(T(A),T(B)) < 2kH" (A, B) pentru orice A, B € P.,(X).

Ca si o consecinta a rezultatului obtinut anterior obtinem o teorema pentru multimea
fixd pentru operatori multivoci de tip contractie in raport cu H™.

Teorema 2.1.8. ([12]) Fie (X,d) un spativ metric complet i T : X — P, (X) un
operator multivoc pentru care ezista k € [0, %) astfel incat

H™(T(z),T(y)) < kd(z,y), pentru orice z,y € X

Atunci, existda o unica A* € P,,(X) astfel incat T(A*) = A*.
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In ceea ce urmeaza, vom prezenta cateva generalizari a principiului de contractie a lui
Nadler. Mai exact, folosind o abordare axiomatica a metricii Hausdorff-Pompeiu vom
studia proprietatile operatorului fractal generat de operatori multivoci de tip contractie.

Definitia 2.1.7. ([48]) Fie X o multime nevida si d,p doud metrici pe X. Atunci,
prin definitie, d, p se numesc metrici echivalente in sens tare (sau Lipschitz) daca exista
c1,co > 0 astfel incat:

cp(z,y) <d(z,y) < eap(z,y), pentru orice z,y € X.

Definitia 2.1.8. (/60]) Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci, prin definitie, perechea
(d, Hy) are proprietatea (p*) daca pentru q > 1, pentru orice A, B € P(X) si pentru
orice a € A, exista b € B astfel incat:

d(a,b) < qH4(A, B).

Lema 2.1.5. ([11]) Fie X o multime nevida, dy,ds doud metrici Lipschitz echivalente
astfel incat exista constantele c1,co > 0 cu ¢; < ¢y cu proprietatea

crdi(z,y) < dy(x,y) < cadi(z,y), for all v,y € X (2.3)

Daca perechea (dy, Hg,) are proprietatea (p*), atunci si (dy, Hy,) are proprietatea (p*).
Lema 2.1.6. ([11]) Fie X o mulfime nevida, di,ds doud metrici pe X astfel incat:

exista ¢ > 0: dy(x,y) < cdy(x,y) pentru orice x,y € X (2.4)

si G1, Gy doud metrici pe Py (X)) astfel incat:

exista e > 0: eGg, (A, B) < Gg,(A, B), pentru orice A, B € P, (X) (2.5)

cu e < c¢. Daca perechea (dy,G1) are prorietatea (p*) atunci, proprietatea (p*) este
satisfacuta si de (dg, G).

Lema 2.1.7. ([11]) Fie X o multime nevida, dy,ds doud metrici pe X astfel incat:
exista ¢ > 0: do(z,y) < cdy(z,y) pentru orice x,y € X (2.6)
si G1, Gy douda metrici pe P, (X)) astfel incat:
exista e > 0: Gy,(A, B) < eGy,(A, B), pentru orice A, B € P, (X) (2.7)

cu ¢c-e < 1. Daca perechea (di,Ga,) are proprietatea (p*) atunci si (dy, Ga,) are
proprietatea (p*).
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In urmétoarea parte a acesui paragraf vom prezenta cateva rezultate abstracte gen-
erale pentru spatiul metric B, 4(X).

Fie (X,d) un spatiu metric, U C P(X) si ¥ : U — R,. Definim urmatoarele
functionale pe U x U :

1. Fie 2* € X, U C Py(X)

0, A=B

Gu, (A, B) = { U, (A)+U,(B), A#B

unde Uy (A) := (A, z%).
2. Fie U := B(X) si A* € P(X)

0, A=B

unde Wy (A) = Hy(A, A¥).

Lema 2.1.8. ([11]) Fie (X,d) un spatiu metric si T : X — P.,(X) si A, B € P.,(X).
Fie

0 A=B

Gy, (A, B) = ’

U, (A)+9,(B), A#B
unde U1 (A) = §(A, A*), A* € P, (X). Atunci Gy, este o metrica pe P,,(X).
Lema 2.1.9. (/11]) Daca (X,d) este un spatiu metric complet, atunci (P.,(X),Gy,)

este un spatiu metric complet.

Lema 2.1.10. (/11]) Fie (X,d) un spativ metric i T : X — P, (X) si A, B € P.,(X).
Fie
0, A=B

Gy, (A,B) =
(4, 5) { U, (A)+0,(B), A+B
unde ¥y @ Pp(X) = Ry, Uy (A) = 6(A, A*) cu A* € P, (X). Atunci, perechea (d,Gy,)

are proprietatea (p*).

Teorema 2.1.9. ([11]) Fie (X,d) un spatiu metric i T : X — P, (X) un oerator
multivoc pentru care exista k € (0,1) astfel incat

O(T(x), T(y) < kd(z,y).
Pentru orice A, B € P,,(X) consideram
A=B
G‘I/1 (A7 B) = -
Uy (A) + Wi (B), A#B,

unde ¥y : P,(X) — Ry, Uy(A) = 6(A, A*) (A" € P,(X) cu proprietatea ca A* =
T(A%)). Atunci,

Gy, (T(A),T(B)) < kGy, (A, B) pentru orice A, B € P,.,(X).
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Lema 2.1.11. (/11]) Fie (X,d) un spativ metric i T : X — P, (X) si A, B € P.,(X).
Fie
0, A=B

Gy, (A, B) =
v(4, B) { Uy(A)+ Us(B), A+DB
unde Wy @ Pp(X) — Ry, Uy(A) = Hy(A, A*) cu A* € P (X). Atunci Gy, este o
metrica pe Pu,(X).
Lema 2.1.12. ([11]) Daca (X, d) este un spatiu metric complet, atunci si (Pey(X), Gy,)
este un spatiu metric complet.
Teorema 2.1.10. ([11]) Fie (X,d) un spatiu metric si T : X — P.,(z) o contractie
multivocd in raport cu Hy st A, B € P.,(X). Fie
0, A=B
Uy(A) +Wy(B), A#B
unde Uy : Pp(X) = Ry, WUy(A) = Hy(A, AY) (A* € P.,(X) cu proprietatea ca A* =
T(A*)). Atunci, exista k € (0,1) astfel incat

Gy, (T(A),T(B)) < kGy,(A, B) pentru orice A, B € P.,(X).

Lema 2.1.13. (/11]) Fie (X,d) un spativ metric siT : X — P.,(X) i A, B € P.,(X).
Fie

Gy,(A,B) = {

0, A=B
Cu,(4.B) = { Uy(A) + Up(B), A+# B,

unde Uy @ P, (X) — Ry, Uy(A) = Hy(A, A*) cu A* € P, (X). Atunci, perechea
(d,Gy,) are proprietatea (p*).

2.2 Operatori multivoci de tip contractie in raport
cu functionala generalizata Pompeiu

In acest paragraf vom considera cateva exemple care ilustreaza concepul de contractie
multivoca si operator neexpansiv.

Observatia 2.2.1. ([44]) Daca T este un operator multivoc k-contractie in sensul lui
Nadler atunci T este (HT, k)-contractie iar relatie inversa nu are loc.

1
Exemplul 2.2.1. (W.A. Kirk, N. Shahzad ([44])) Fie X = {0, > 2} sid: X xX =R
metrica standard. Fie T : X — P, 4(X) astfel incat

1
{0, 5}, pentru x =0
= 1
T(z) {0}, pentru x = 3
{0,2},  pentruxz =1

10
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Atunci T este (H*, k) contractie (cu k € [3,1)) dar nu si k- contractie in sensul
lut Nadler.

Hy(T(0),T(2)) = Hy({0, %}, {0,2}) =2 < kd(0,2) = 2k = k > 1,

ceea ce este o contradictie cu ipoteza ca k < 1.
Exemplul 2.2.2. ([12]) Fie ly spatiu Hilbert al sirurilor de patrat sumabile. Fie a =

1
(1, 3
toate coordonatele cu exceptia a n-a coordonata care este egala cu 1.

Fie A={a,ey,ey,...} si fie T : A— Pyo(A) astfel incat

1
,——) i pentru fiecare n = 1,2, ..., fie e, vectorul din ly format din zerouri in
n

{eir1, €iva, -}, forxz =0
T(x) = 1
A, for x = 3

E usor a se verifica cd prima conditie a operatorului neexpansiv H' este verificatd
pentru orice x,y € A.
Pentru a doua condifie, daca € > 0 atunci pentru orice x € A gi orice y € T(x),
existd z € T'(u) astfel incat d(y,z) < HY(T(z),T(y)) + €. Intradevar,
(ia) daci e > 0, x = a siy € T(a) = a,ey,6a,..., cuy = a, exista z € T(a) =
a,ei, e, ..., cu z = a, astfel incat
0=d(y,z) <0+e=H"(T(a),T(a)) + ¢
(ib) daca e >0, z = a siy € T'(a) = {a,e1,€9,...}, cuy = e;, exista z € T(e;) =
{€iy1,€ir2, ..}, cu z = ey, astfel incat
V2 =d(y,z) < (|lal]> + 1) + e = H*(T(a), T(e;)) + ¢
(ic) daca € > 0, z = ¢; siy € T(e;) = {€is1,€ir2,--}, Cu y = e;11, exista
z € T(eir1) = {€ir2,€ivs, ...}, Cu 2 = €;19, astfel incat
V2 = d(y,2) < V2+e= B (T(e), Tleis)) +e

Prin urmare gi conditia (2) este satisfacuta din definitia operatorului H -neexpansiv.
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Teoreme de punct fix pentru
operatori multivoci satisfacand
conditii generalizate de tip
contractiv

3.1 Teoreme de punct fix pentru operatori multi-
voci in contextul a doua metrici topologic echiva-
lente

Scopul acestui paragraf este de a prezenta teoreme de punct fix pentru operatori mul-
tivoci aproape contractie in raport cu doua metrici echivalente de tip Hausdorff.

Teorema 3.1.1. ([11]) Fie (X, d) un spatiu metric complet si fie H* o metrid pe spatiul
P, (X)) care este topologic echivalent cu metrica Hausdorff H,.
Presupunem ca T : X — P(X) satisface urmatoarele :

1. Pentru orice x € X mullimea T'(z) este mdrginita (in raport cu d) si inchisa (in
raport cu metrica topologic echivalenta generatd de d).

2. exsita a,b,c € R, a+ b+ c <1 astfel incat

H*(T'(x), T(y)) < ad(x,y) + 0Da(x, T'(x)) + cDaly, T'(x)), Y,y € X

3. daca (x,y) € Graph(T)) atunci :

Dy(y, T(y)) < H*(T(y), T(x))

Atunci, T are un punct fix, ceea ce inseamna ca exista x € X astfel incat x € T(x).

12



Capitolul 3. Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci satisfacand conditii
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3.2 Teoreme de punct fix pentru operatori multi-
voci de tip contractie locala

Folosind conceptul metricii de transformare vom arata ca orice operator multivoc sat-
isfacand o conditie de contractie este un operator multivoc de tip contractie locala.
Cateva dintre referintele bibliografice folosite pentru a dezvolta acest capitol sunt: M.
A. Khamsi, W.A. Kirk ([26]), W.A. Kirk, N. Shahzad([27]) si I.A. Rus ([59]).

Definitia 3.2.1. (/26]) Fie (X,d) un spatiu metric. O functie strict crescdatoare i
concava ¢ : [0,00) — R pentru care ¢(0) = 0 se numeste functie de transformare.

Definitia 3.2.2. (/27] Fie (X,d) un spatiuv metric. T : X — P, q(X) se numeste
operator multivoc local uniform de tip (e, k)-contractie (unde € > 0 si k € (0,1)) daca
pentru z,y € X d(z,y) <e = Hy(T(z), T(y)) < kd(z,y).

Ca si o extensie a conceptului definit mai sus definim urmatoarea notiune.

Definitia 3.2.3. ([13]) Fie (X,d) un spatiu metric. T : X — P, 4(X) se numeste
operator multivoc local de tip (e, , 8,7)-contractie (unde e >0 and a+ B+ v € (0,1))
daca pentru x,y € X d(z,y) < ¢ = Hy(T(2),T(y)) < ad(z,y) + BDg(x,T(z)) +
vDa(y, T(y))-

Teorema 3.2.1. (/13]) Fie (X,d) un spativ metric i T : X — Py, 4(X) un operator
multivoc. Fie ¢ : [0,00) — R o functie strict crescatoare cu ¢(0) = 0, astfel incat
urmatoarele afirmatii a loc:

1. FExista a,b,c,k € R, a+b+k < 1 astfel incat
d(Hy(T(2),T(y))) < ad(x,y) + bDg(x, T(x)) + cDg(y, T(y)) + kDy(z, T (y)),

V(z,y) € Graph(T)

2. Ezista e € (0,1) astfel incat pentru orice t > 0 suficient de mic, astfel incat
(a+b+ k)t < p(et)

unde 1 : [0,00) = R, 9(t) = ¢(t) — (c + k)t este strict crescatoare.
Atunci pentru € > 0 suficient de mic avem
Hy(T(2), T(y)) < ed(z,y), ¥(z,y) € Graph(T) cu d(z,y) <e.

Reamintim ca un un spatiu metric (X, d) este e-inlantuit (unde ¢ > 0 este fixat) daca
i numai daca pentru a,b € X dati, exista un e-lant de la a la b (ceea ce inseamnéan, o
multime finita de puncte xg, z1, ..., z, € X astfel incat o = a,z, = bsi d(z;_1,2;) < ¢
pentru orice i = 1,2,...,n).

Urmatorul rezultat este similar celui lui Nadler ([39]).
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Teorema 3.2.2. ([13]) Fie (X,¢) un spatiu metric e-inantuit complet. Daca T : X —
Py (X) are graficul inchis si exista e < 1 astfel incat H(T(x), T(y)) < ed(x,y) pentru
orice (x,y) € Graph(T) cu d(x,y) < €, atunci Fiz(T) # (.

Combinand rezultatul anterior cu Teorema(3.2.1) obtinem urmatorul rezultat:

Teorema 3.2.3. ([13]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si conect $iT : X — Py (X)
un operator multivoc. Fie ¢ : [0,00) — R o functie strict crescatoare cu ¢(0) = 0 astfel
incat urmatoarele afirmatii au loc :

1. exista a,b,c,k€ R, a+b+k < 1 astfel incat
¢(Ha(T(x),T(y))) < ad(z,y) + bDa(z, T(x)) + cDaly, T(y)) + kDa(z, T(y)),
V(z,y) € Graph(T)

2. exista e € (0,1) astfel incat pentru t > 0 suficient de mic, avem

(a+b+ k)t <(et)
unde ¥ : [0,00) = R, ¥(t) = ¢(t) — (¢ + k)t este strict crescator
Atunci Fix(T) # (.

3.3 Rezultate de punct fix si de multime fixa pentru
operatori multivoci de tip contractie in raport
cu funcionala Pompeiu

In acestd sectiune vom prezenta o serie de rezultate din teoria punctului fix pentru
operatori multivoci de tip H*- contractie din urméitoarele perspective: existenta si
unicitatea punctului fix si a punctului fix strict, dependenta de date a multimii fixe, sirul
operatorilor multivoci, stabilitatea Ulam-Hyers a operatorului multivoc , proprietatea
de problema corect-pusa de punct fix, proprietatea de umbrire la limita a operatorului
multivoc si teoria operatorului fractal.

Scopul acestei sectiuni este de a studia cateva proprietati a multimii de punct fix a
contractiilor multivoce in raport cu H " -contractie cu constanta a din punct de vedere
al operatoriilor MWP .

Vom incepe prin a prezenta cateva rezultate auxiliare.

Lema 3.3.1. (/46]) Fie (X,d) un spatiu metric si A,B € Py(X). Presupundind ca
exista n > 0 astfel incat pentru orice a € A exista b € B astfel incat d(a,b) < n si
pentru orice b € B exista a € A astfel incat d(a,b) <n. Atunci H(A, B) <.

Lema 3.3.2. ([46]) Fie (X,d) spatiu metric, A,B € P(X) si q > 1. Atunci, pentru
orice a € A exista b € B asfel incat d(a,b) < ¢H(A, B).
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Lema 3.3.3. ([37]) Fie (X,d) un spatiu metric si A, B € P.,(X). Atunci, pentru orice
a € A exista b € B astfel incat d(a,b) < H(A, B).

Lema 3.3.4. ([13]) Fie (X,d) un spatiu metric. Daca A,B € P(X) gi € > 0 Atunci
pentru orice a € A exista b € B astfel incat

d(a,b) < H(A,B) +e.

Lema 3.3.5. ([13]) Fie (X,d) un spatiu metric, A,B € P,(X) ¢i e > 0. Daca
H*(A, B) < ¢ atunci:

1. pentru orice a € A exista b € B astfel incat d(a,b) < €

sau

2. pentru orice b € B ezista a € A astfel incat d(a,b) < e.

Teorema 3.3.1. ([13]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — Py(X) un
operator multivoc de tip HT -contractie cu constanta o. Atunci avem:

00 P%:#:m;

(i) T este un operator .

-MWP ;
(i11) Fie S : X — P, (X) un operator de tip H -contractie cu constanta v sin > 0
9.
astfel incat HT(S(x),T(z)) <n, pentru orice x € X. Atunci HY(Fs, Fr) < 1—77;
-«

w) FieT, : X — Py(X),n € N un sir de operatori multivoci de tip H™ -contractie
(i)

+
cu constanta « astfel incat T, (x) i T(x), n — oo, uniform in raport cux € X. Atunci,

H+
Er, — Fp, n — o0;
daca, in plus, T'(x) € P.,(X) pentru orice v € X, Atunci avem :
(v) (Stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii x € T(x) ) Fie e > 0 si x € X astfel

incat D(z,T(x)) < e. Atunci exista x* € Fr asfel incat d(z,z*) <

(vi) Operatorul fractal T = Pop(X) — Pop(X), T(Y) := U T(x) este 2a- contractie;
z€Y
(vit) Dacd, in plus , o € [0,1], atunci Fy = {A3} si T"(x) LN AL, n — oo,
pentru orice v € X. Mai mult, daca, Fp C A%, Fr este compact si

Al = U T"(x) , pentru orice x € Fr.
neN*

Urmatorul rezultat contine noi concluzii a multiimi i fixe gi a multimii fixe stricte.

Teorema 3.3.2. ([13]) Fie (X,d) un spativ metric complet si T : X — Py(X) un op-
erator multivoc de tip (H', «)-contractie cu (SF)p # 0. Atunci, urmdtoarele afirmatii
au loc:
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(1) (SF)r = {x"};
Dacd in plus, a € [0, 3, atunci:
(ii) Fr = (SF)r = (SFrn) = {x*} pentru orice n € N*;
H* :
(11i) T"(x) = {x*}, n — oo, pentru orice x € X;
(iv) Fie S : X — Py(X) un operator multivoc astfel incit Fs # () si presupunem
ca exista n > 0 astfel incat:

H*(S(z),T(z)) <n, pentru orice x € X.

Atunct

2n
HY(Fg, Fr) < :
( S7 T) —_ 1 _ 2a7

(vi) (Proprietatea de problema corect pusa a puctului fiz in raport cu HY) Daca
(Tn)nen este un sir X astfel incat

H" (2, T(x,)) = 0, n — oo,

atunci T, K ¥, n — oo;

(vii) (Proprietatea de umbrire la limitd) Dacd (Yn)nen este un sir in X asfel incat
D(Yns1,T(yn)) — 0 cand n — oo, atunci exista un $ir (T,)neny C X al aprozimatiilor
succesiwve pentru T, astfel incat d(z,,y,) — 0, n — 0.

Observatia 3.3.1. ([13]) Se pot obtine rezltate similare pentru operatori multivoci
de tip @-contractie in raport cu HY. Aceste rezultate precum si generalizari ale unor
teoreme pot fi vazute in [34].

In cele ce urmeaza, ilustram o aplcatie a rezultatelor de dependenta continua a
solutiei problemei Cauchy asociate incluziunei diferentiale in raport cu o conditie initiala.
Existenta solutiei a problemei cu valoare initialé:

{ %)) i];(t, x(t)) (3.1)

a fost demonstrata de Filippov [18] si Castaing [10] cu anumite conditii asupra
operatorului 7.

In [37], Markin a demonstrat o teorema de stabilitatea a multimii solutiei (3.1)
folosind norma L? | in timp ce Lim [35] a demonstrat un rezultat de stabilitate folosind
functionala Hausdorff-Pompeiu. Vom demonstra o teorema similara folosind norma sup
si functionala generalizata Pompeiu.

Reamintim conceptul de solutie a problemei (3.1).

Definitia 3.3.1. ([35]) Fie D = [0,a] x R" si T : D — P(R™) un operator continuu.
Atunci, un operator x : [0,a] — R™ se numegste solulie a incluzini diferentiale (3.1)
daca x este un operator absolut continuu si '(t) € T(t,z(t)), a.e pe [0,al.
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Fie B o bila inchisa cu centrul in origine si de raza R si P .,(B) inzestrat cu metrica
H* genenerat de norma Euclideana || - || a lui R". Fie C[0,a] multimea operatorilor
continui pe [0, a] cu valori in R™ cu norma sup || - ||c.

Presupunem ca T este un operator continuu definit pe [0, a] x B cu valoriin Py .,(B)
care satisface pentru un £ > 0, conditia

H™(T(t,u), T(t,v)) < k||u — v||¢, pentru orice t € [0,a] si u,v € B.

Pentru b € B, vom nota cu S(b) multimea solutiilor pentru (3.1) definite pe [0,a] . S(b)
este nevida si compacta, conform [3] si [2].

Teorema 3.3.3. (/13]) Urmatoarele afirmatii au loc :
1. T:[0,a] X B — Py (B) este continuu;

2. exista k > 0 astfel incat

H(T(t,u), T(t,v)) < kllu—vl||c, pentru orice t € [0,a] si pentru orice u,v € B C R";

3. 2ka < 1.

Atunci S(b) este continua definita pe B cu valori in submultimile nevide i compacte
ale lui C[0,a] inzestratd cu metrica HT .

Un rezultat mai general este urmatoarea teorema.

Teorema 3.3.4. ([13]) Pentru orice n = 0,1,2, ..., fie T,, un gir de operatori continui
definiti pe [0,a] X B cu valori in C(B) satisfacand, pentru un k > 0, conditia

H (T, (t,u), Ty (t,v)) < k|lu — v||c, pentru orice t € [0,a] pentru orice u,v € B

Presupunem ca T,, — Ty uniform pe [0,a] X B. pentru oriceb € B sin =0,1,2,.... Fie
Sp(b) multimea solutiilor a urmdatoarei probleme

{ igé)) e:Tbn(t, x(t)) (3.2)

dacd 2ka < 1 §i b, — by in B, atunci S,(b,) — So(bo).

Mai departe, este data o aplcatie a stabilitatii Ulam-Hyers a incluziunii = € T'(z)
(Theorem 3.3.1(v)). Vom incepe cu notiunea de stabilitate Ulam-Hyers a incluziunii
diferentiale.

Definitia 3.3.2. (/35]) Fie

2 eT(tz(t)), t €|0,d (3.3)
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si T :[0,a] x R" — P, .(R™) un operator continuu. Spunem ca (3.8) Ulam-Hyers
stabila daca pentru orice € > 0 si orice y € C[0,a] o solutie € a problemei (3.12) (ceea
ce inseamnda ca

D<y(t),y(())—|— /0 tT(s,y(s))ds) <e telo,a))

exista o solufie x* a problemei (3.3) si ¢ > 0 astfel incat ||z* —y|| < c-e.

Definitia 3.3.3. ([35]) Fie F : [0,a] — P.A(R™) un operator multivoc masurabil. Daca
cu LY([0,a],R™) vom nota mulfimea operatorilor masurabili si integrabili definitie pe
[0,a] cu valori in R™, atunci cu Sp vom nota mulfimea selectiilor integrabile a lui F' :

Sp:={f € L*([0,a],R™")|f(t) € F(t)a.e.t €[0,a]}.

Observatia 3.3.2. (/13]) In particular, daca x : [0,a] — R™ si T : [0,a] x R* —
P, (R™), atunci multimea selectiilor integrabile a lui T o vom nota cu

Steaty = {f € L'([0,a], R")|f(t) € T(t,z(t))a.e.t € [0,al}.

Teorema 3.3.5. ([13])
Consideram incluziunea (3.3).
Presupunem ca urmatoarele au loc:  (a) T : [0,a] x R* — P, (R™) este un
operator continuu, masurabil, integrabil si marginit.
(b)exista L > 0 astfel incat

HT(T(t,u1), T(t,uz)) < Lljuy — us||, pentru orice (t,uy), (t,us) € [0,a] x R™

Atunci incluziunea diferentiald (3.8) cu valoarea initiald x(0) = 2° are cel putin o
solutie. Mai mult incluziunea diferentiala (3.3) este Ulam-Hyers stabild.

3.4 Rezultate de continuitate pentru operatori mul-
tivoci de tip contractie in raport cu funcionala
Pompeiu

In acest paragraf vom prezenta un rezultat local si de continuitate pentru un operator
multivoc de tip (HT, a)-contractie. Urmarind articolul lui Kirk i Shahzad ([27]), vom
inlocui a doua conditie din Definitia 4.1.6:

(%) pentru orice x € X, y € T'(x) gi pentru orice € > 0 exista z in T'(y) astfel incat

d(y,z) < H'(T(x),T(y)) + ¢

cu urmatoarea conditie:
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(xx) pentru orice x € X si pentru orice y € T'(z) avem
D(y,T(y)) < H"(T(z),T(y)).
De remarcat este faptul ca (#*) implica (%). Mai mult, consideram urmatoarea

conditie:

(% % %) pentru orice € > 0, pentru orice x € X, y € T'(z) exista z in T'(y) astfel incat
d(y,z) < H'(T(x), T(y)) + ¢,

atunci e usor a se vedea c& (x*) este echivalentd cu (s % ). In aceastii conditie
observam ca pentru orice z € X siorice y € T'(z) avem p(T'(x), T(y) < HY(T'(z), T(y)).
Ca si consecinta avem ca, p(T'(z),T(y) < p(T(y),T(x)) si deci

H™(T(x), T(y)) < p(T(y), T(x)), pentru orice v € X si y € T(x).

Teorema 3.4.1. ([13]) Fie (X,d) un spativ metric compFiesi T : X — Py(X) un
operator multivoc (H™, a)- contractie . Atunci Fr # (.

Rezultatele de omotopie pentru operatori multivoci de tip contractie sunt foarte
cunoscute in literatura de specialitate, a se vedea [30], [19], [20]. Acestea se bazeaza
pe teoreme locale de punct fix. Principalul rezultat din aceasta sectiune este o teorema
locala de punct fix.

Teorema 3.4.2. ([13]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, vo € X, r > 0 5i T :
B(xg,r) — Py(X) un operaator multivoc. Presupunem cd :
(i) T este un operator multivoc de tip (HT, «),adica exista o €)0, 1] astfel incat

H™(T(z),T(y)) < ad(z,y), pentru orice x,y € X;

(i) pentru orice x € X i orice y € T(x) avem ca D(y,T(y)) < HY(T(x),T(y));
(7ii) D(zo,T(x0)) < (1 —a)r.

Atunci, ezista x* € B(xg,r) astfel incat z* € T(x*).

Teorema 3.4.3. ([13]) Fie (X, d) un spatiu metric complet. Fie U o submulfime de-
schisa a lui (X,d). Fie G : U x [0,1] — P(X) un operator multivoc astfel incat
urmatoarea conditie este satisfacuta :

1. x # G(z,t) pentru orice x € OB gi orice t € [0,1];
2. exista « € [0, 1] astfel incdt pentru orice t € [0,1] si orice x,y € U avem :

H(G(x,1), Gy, 1)) < ad(z,y)

3. existd o functie continua i crescatoare ¢ : [0,1] — R astfel incat

H(G(z,t),G(z, ) < |p(t)—¢(s)|, pentru orice t,s € [0,1], t # s pentru orice x € Us;
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4. G:U x[0,1] = P((X,d)) este inchis.
Atunci G(-,0) are un punct fir daca si numai daa G(-,1) are un punct fiz.

Teorema 3.4.4. ([13]) Fie (X,d) un spativ metric complet. Fie T : X — Py(X) un
operator multivoc (H™, a)- contractie . Atunci Fr # (.

3.5 Teoreme de punct fix de tip Kikkawa-Suzuki
pentru contractii multivoce in raport cu funcionala
Pompeiu

Cateva dintre referintele bibliografice folosite pentru a dezvolta acesta sectiune sunt:
M. Kikkawa, T. Suzuki ([28]), T. Lazar, D. O’'Regan, A. Petrusel ([32]) si T. Suzuki
([65]). Urmarind articolul Reich [62], introducem urmatorul concept pentru operatori
de tip Ciric.

Definitia 3.5.1. (/14]) Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci, T : X — Py(X) se
numeste operator multivoc de tip (a,b,c)— KSR daca existd a,b,c € Ry cua+b+c €
(0,1) avem
1—-2b—-2c
H—%D(%T(I)) < d(
(i) H*(T(x)
(i1) pentru orice x €
incat

x,y) implica
), T(y)) < ad(z,y)+bD(z, T(x))+cD(y, T(y)), Vz,y € X;
X,y € T(x) si pentru orice ¢ > 1 exista z € T(y) astfel

d(y,z) < ¢H (T (x), T(y))-

Teorema 3.5.1. ([14]) Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — Py(X) un
operator multivoc de tip (a,b,c)- KSR . Atunci Fiz(T) # (.

Vom introduce o definitie asemanatoare pentru un astfel de operatori satisfacand o
conditie de contractie.

Definitia 3.5.2. (/14]) Fie (X,d) un spafiu metric. Atunci, T : X — P4(X) se

1
numeste operator multivoc de tip a- KSR daca exista o < 5 avem

(1 —2a)D(z,T(z)) < d(x,y) implica

. 1

() H*(I'(2), T(y)) < amax{d(z,y), D(z,T(2)), Dy, T(y)), 5(D(z, T(y))+D(y, T(x))}, Y,y €
X

(i) pentru orice x € X, y € T(x) si pentru orice ¢ > 1 exista z € T'(y) castfel
incat

d(y,z) < qH*(T'(x), T(y)).

Teorema 3.5.2. ([1/]) Fie (X,d) un spatiu metric complet. Fiesi T : X — Py(X) be
a a- KSR multivalued operator. Atunci Fix(T) # 0.
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Capitolul 4

Teoreme de punct fix cuplat pentru
operatori multivoci de tip
contractiv in raport cu funcionala
Pompeiu

Acest capitol cuprinde rezultate a punctelor fixe cuplate precum si proprietati ale
mutimii punctului fix cuplat pentru operatori multivoci in raport cu functionala Pom-
peiu in spatii b-metrice. Pentru acestea se va studia proprietatea de problema corect-
pusa, stabilitatea Ulam-Hyers , proprietatea de umbrire la limita precum si aplicatii a
incluziunilor integrale si diferentiale.

Aceste rezultate extind anumite teoreme aparute in : T. Gnana Bhaskar and V.
Lakshmikantham ([21]), A. Petrusel, D. Guo, Y.J. Cho, J. Zhu ([22]), D. Guo, V. Lak-
shmikantham ([23]), A. Petrusgel, G. Petrugel, B. Samet, J.-C. Yao ([49]), G. Petrusel,
B. Samet si J.-C. Yao ([50]), A. Petrusgel, C. Urs, O. Mlesnite ([53]), A.L. Perov ([55]),
R. Precup ([56]), C. Urs ([66]).

4.1 Rezultate de existenta a problemei de punct fix
cuplat

Principiul de contractie a lui Nadler ([39]) este o extensie a principiului clasic de
contractie a lui Banach. FExista numeroase rezultate si aplicatii a acestui principiu 1
teoria incluziunilor operatorilor precum si o serie de teoreme asupra problemei punctu-
lui fix cuplat. In cazul multivoc, aceastd problemi este de forma:

Fie (X, d) un spatiu metric gi P(X) familia submultimilor nevide ale lui X. Daca
G : X x X — P(X) este un operator multivoc, atunci prin definitie, problema punctului
fix cuplat pentru G consta in gasirea perechii (z*,y*) € X x X care satisface
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e G(z*, y")

Pentru inceput vom reaminti notiunea de spatiu b-metric.

Definitia 4.1.1. (Bakhtin[[5]], Czerwik[[17]]) Fie X o multime i fie s >1 un numdr
real. O functionala d : X x X — R, se numeste b-metric cu constanta s daca toate
axiomele metricii au loc cu urmatoarea arioma a ineqalitatii triunghiului:

d(z,z) < s[d(z,y) + d(y, 2)], pentru orice x,y,z € X.

Cu aceste ipoteze perechea (X, d) se numeste spatiu b-metric cu constanta s.

Definitia 4.1.2. ([17]) Fie X o multime nevida, fie” <7 o relafie de ordine X si d
0 b — metric pe X cu constanta s > 1. Atunci tripletul (X, <,d) se numeste spatiu
b-metric ordonat daca:

1. 7 <7 este o relatie de ordine partiala pe X;

1. d este o b-metric pe X cu constanta s < 1;

iii. daca (x,)nen este un sir monoton crescator pe X, x, — x* unde z* € X,
atunct x, < x*, pentru orice n € N;

iv. dacd (Yn)nen este un gir monoton descrescator pe X, y, — y* unde y* € X,
atunci y, > y*, pentru orice n € N.

Definitia 4.1.3. ([49]) Fie (X,<) o multime ordonata inzestratd si spaliul produs
X x X cu urmatoarea relatie partiala de ordine:
pentru (z,y), (u,v) € X x X, (v,y) <p (w,0) & v <,y >0

Definitia 4.1.4. ([49]) Fie (X,d) un spatiu b-metric i G : X x X — P(X) un
operator multivoc operator. Atunci, prin definilie, un punct fixr cuplat pentru G este
perechea (z*,y*) € X x X care satisface

e { TS G (42

Vom nota cu CFiz(G) = {(x,y) € X x X|x € G(x,y) pentru orice y € G(y,z)}
multimea punctului fix cuplat pentru G.

Definitia 4.1.5. ([51]) Fie (X, <) o multime ordonata si T : X x X — P(X). Spunem
ca T are proprietatea de monotonie mixta daca T(-,y) este monoton crescator pentru
orice y € X g1 T(y,-) este monoton descrescator pentru orice x € X.

Lema 4.1.1. (/50]) Fie (X,d) un spativ metric, A, B € P(X) si q > 1. Atunci, pentru
orice a € A existu a b € B astfel incat p(A, B) < qd(a,b).

Definitia 4.1.6. ([14]) Fie(X,d) un spatiuv metric. Un opearator multivoc T : X —
Py (X)) se numeste HT -contractie cu constanta o daca:
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1. exista un numar real fivat k, 0 < k < 1 astfel incat pentru orice x,y € X

H(T(x),T(y)) < kd(z,y),

2. pentru orice x € X, y € T'(x) avem
Da(y, T(y)) < H(T(x), T(y))-

Definitia 4.1.7. (/63]) Fie (X,d) o multime ordonata si A, B € P(X). Vom nota
A<, B&sVYae AVbe B avem a < b.

Observatia 4.1.1. ([16]) Obsevam ca daca A, B,C € P(X), atunci A <4 B si B <, C
implica A <, C.

Primul rezultat a acestui paragraf este o teorema de punct fix in spatiu b-metric.

Teorema 4.1.1. ([15]) Fie (X, <,d) un spatiu b-metric ordonat i d : X x X — R,
b-metrica completa cu constanta s > 1. Fie T : X — Py(X) un operator multivoc
crescator in sensul tare in raport cu” <7. Presupunem ca

i) exista k € (O, 1) st un element xog € X astfel incat pg(T(x),T(y)) < kd(z,y),
pentru orice r,y € X ci x <y,
ii) 2o <w T(0).
Atunci :
a. Fiz(T) # 0 si exista un sir (x,)nen al aproximatiilor succesive a lui T incepand
cu xg € X care converge la un punct fix a lui T.
b. In particular, daca d este o b-metrica continua pe X atunci avem:

d(x,,x*) < sk™

] kd(xg,azl),Vn € N* pentru orice x1 € T(xp).
— 5

Urmatorul rezultat se refera la o teorema locala in spatiu b-metric.

Teorema 4.1.2. ([15]) Fie (X,d) un spatiu b-metric complet cu constanta s > 1 gi
T : X — Py(X) un operator multivoc care satisface urmdatoarea condifie:

1
exista k € <0, —> astfel incat p(T(x),T(y)) < kd(x,y), pentru orice x,y €
s

Atunci:

a) Fix(T) # O si exista un gir (2, )nen al aprozimatiilor succesive a lui T incepand
de la orice pereche (xg,x1) € Graph(T) care converge la un punct fix x* a lui T}

b) dacd in plus SFiz(T) # 0, atunci Fix(T) = SFix(T) = {z*};

¢) In particular, daca d o b-metric continua, atunci avem:

sk™
1— sk

d(x,,x*) < d(xg,x1),¥n € N*
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4.2 Teoreme de punct fix cuplat

Cateva dintre referintele bibliografice folosite pentru a dezvolta acesta sectiune sunt:
V. Berinde ([7]), M. Boriceanu-Bota, A. Petrugel, I.A. Rus ([8]), M. Boriceanu-Bota,
A. Petrusel, G. Petrusel, B. Samet ([9]), C.J. Himmelberg, F.S. Van Vleck (]25]), V.
Lakshmikantham, L. Ciri¢ ([31]), V.I. Opoitsev ([40]), V.I. Opoitsev, T.A. Khurodze
([41]) si A. Petrusel, G. Petrugel, C. Urs ([54]).

Definitia 4.2.1. ([49]) Fie (X, <) o multime ordonatd i G : X x X — P(X). Spunem
ca G are proprietatea de strict monotonie mixta in raport cu relatia de ordine ” <7
daca urmatoarea afirmatie are loc:

1. zy <z = G(xg,y) <5 G(x1,y), Yy € X.

2. yo > y1 = G(x,y0) <s G(z,y1), Vx € X.

Observatia 4.2.1. (/15]) Fie (X,d) un spatiu b-metric cu constanta s > 1. Atunci
functionalad : ZxZ — R definitd astfel: d((x,y), (u,v)) < d(z,u)+d(y,v), for allpentru orice (x,y,
Z este o b-metric pe Z cu aceiagi constanta s > 1 gi daca (X, d) este un spatiu b-metric

complet atunci gi (Z, CZ) este un spatiu b-metric complet.

Teorema 4.2.1. ([15]) Fie (X, <,d) un spatiu b-metric ordonat cu constanta s > 1

astfel incat b-metric d este completa. Fie G : X x X — P(X) un operator multivoc

avand proprietatea de strict monotonie mizta in raport ¢ ” <7 si G cu grafic inchis.
Presupunem ca:

1
(1) exista k € (0, g> asfel incat
p(Glz, ), Glu,0)) + p(Gly, 2), G, u)) < kld(z,u) +d(y,v)] , Vo < u si
y=>v;
(1) exista (xo,yo) € X x X si (x1,y1) € G(xo,y0) X G(Yo, xo) astfel incit vo < 4

§1 Y0 = Y-
Atunci,
(a) exista x*,y* € X ¢i exista doud §iruri (Tn)nen $¢ (Yn)nen n X cu

Tni1 € G(Zn, Yn)
Yn+1 S G(yny Ty,
pentru orice n € N astfel incat x, — x*, y, — y*, n — 00 si
{ z* € G(z*, y*)
y* € G(y*, z*)

(b) daca, in plus d este o b-metric continua pe X, atunci avem urmdatoarea estimatie:

sk™

A(z, %) + d(y, y*) <
(@0, %) +d(yn,y") < T

[d(zo, 1) + d(Yo,y1)], pentru orice n € N.
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Observatia 4.2.2. ([15]) Conditia de contractie (i) din Theorem 4.2.1 poate fi rescrisd,
folosind functionala H*, dupd acum urmeazd:
(u,v).
Urmatorul rezultat reflecta unicitatea punctului fix cuplat.
Teorema 4.2.2. ([15])

Considerand ipotezele Teoremei 4.2.1 presupunem ca:
(1) exista (x*,y*) € X x X astfel incat

{ Gz, y") = {z"}
Gy, 2") ={y"}
(ii) pentru orice solutie (T,y) a problemei de punct fiz cuplat (P1) avem T < x*
s1Y >y or (T,9) <p (27, y7).
Atunci, obfinem ca problema de punct fix cuplat (P1) are o unica solutie.

Teorema 4.2.3. ([15]) Presupunem ca ipotezele Teoremei 4.2.2 au loc si x* < y* sau
y* < " unde (x*,y*) este punctul fix unic cuplat a lui G. Atunci z* = y*, ceea ce
inseamna G(x*,x*) = x*.

Teorema 4.2.4. ([15]) Fie (X,d) un spatiu metric complet cu constanta s > 1.

Fie G : X x X — P,y(X) un operator multivoc cu urmatoarea proprietate: ezistd
k € (0,1) astfel incat

pa(G(z,y), G(u,v)) + p(Gy, x), G(v,u)) < k[d(z,u) + d(y,v)] ,V(z,y), (u,v) € X x X.
Atunci:
(a) CFix(G) # 0 si pentru orice punct inifial (xo,y0) € X x X, sirurile (2,)nen
1 (Yn)nen definite astfel

{ Tni1 € G(Zn, Yn)
yn-i—l S G(yna xn)
converg la x* $i respectiv la y*, n — 0o unde
{ x* € G(z*, y*)
y e Gy, 2%)
(b) In particular, dacd b-metrica d este continud, atunci avem urmdtoarea estimatie:
sk™
1—sk

d(n, 2%) + d(yn,y") < [d(o, 21) + d(yo, y1)]

unde (x1,11) € G(z0,40) X G(yo, o).
(c¢) daca in plus, exista perechea (u*,v*) € X x X astfel incat

{ G(u*,v*) = {u*}

Atunci CFiz(G) = {(z*, y*)}.
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In ceea ce urmeazd vom prezenta anumite proprietati ale problemei de punct fix
cuplat (P1).
Prima proprietate se refera la depedenta de date a problemei de punct fix cuplat

(P1).

Teorema 4.2.5. ([15]) Fie (x,d) un spatiu b-metric complet cu constanta s > 1 si
G: X xX— PyX),S: X xX — P(X) doi operatori multivoci. Presupunem cd au
loc urmatoarele:

1
(i) exista k € (0, —) asfel incat
s

pa(G(2,y), G(u,v)) + ga(G(y, x), Gv, u)) < kld(z, u) +d(y,v)], V(z,y), (u,v) € X x X
(i) ezista (x*,y*) € X x X astfel incat
Gu,v) ={u"}
G(U*,U,*> — {U*} )
(1ii) exista (u*,v*) € X x X astfel incat
u* e S(u,v*)
vt e S(v*,u*)
(iv) existan > 0 astfel incat pa(G(x,y), S(x,y)) <n, pentru orice (x,y) € X x X.

2
Atunci, pg(CFiz(S), CFiz(Q)) < . 577]{:‘
- s

A doua proprietate se refera la proprietatea de problemcorect-pusa de punct fix
cuplat.

Definitia 4.2.2. (/50]) Fie (P1) problema punctului fix cuplat. Prin definitie, (P1)
este corect pusa pentru G in raport cu Dy daca:
(i) CFiz(G) = {w*} unde w* = (u*,v*) € X x X.

(i1) sirul w, = (up,v,) cu

Dy(tp, G(tn,v,)) — 0 " oo
Dy(vy, G(vp, uy)) — 0 7 '
Atunci d(up, u*) + d(v,, v*) = 0, n — oo.

Teorema 4.2.6. ([15]) Consideram ipotezele Teoremei (4.2.4). Atunci problema de
punct fix cuplat (P1) este corect pusa G in raport cu D,.

Urmatoarea proprietate prezentata este proprietatea de stabilitate Ulam-Hyers de
punct fix cuplat.
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Definitia 4.2.3. ([49]) Fie (X, d) un spatiu b-metric cu constanta s > 15 G : X xX —

P(X) un operator multivoc. Fie d orice b-metrica pe X x X generata de d. Consideram
urmatorul sistem de incluziung

r € G(x,y)
ey 4
st inegalitatea
Dd(l',G(fL',y)) +Dd(ya G($ay)) <€ (44)

unde € > 0 si (z,y) € X x X.

Prin definitie, sistemul de incluziuni (4.3) se numeste Ulam-Hyers stabila dacd si
numai dacd exista o functie ¥ : Ry — Ry crescatoare, continud in 0 si ¥(0) = 0,
astfel incat pentru orice € > 0 gi pentru orice e-solution (u*,v*) € X x X a inegalitatii
(4.4) exista o solution (x*,y*) € X x X a sistemului de incluziuni (4.3) astfel incat
d(u,v") +d(v,y*) < 1p(e) & d((z",y7), (u”,v7)) < P(e).

Teorema 4.2.7. ([15]) Fie G : X x X — Py(X) un operator multivoc care verifica
ipotezelei Teoremei (4.2.4). Atunci sistemul de incluziuni (4.3) este Ulam-Hyers stabil.

Folosind rezultatul global (Teoerma 4.2.4 ) obtinem proprietatea de umbrire la limita
a problemei de punct fix cuplat (P1).

Definitia 4.2.4. ([50]) Fie (X, d) un spatiu b-metric cu constanta s > 1 51 G : X x X —
P(X) un operator multivoc. Fie d o b-metricd generata de d. Prin definitie, problema
de punct fix cuplat (P1) satisface proprietatea de umbrire la limita daca, pentru orice gir
(T, Yn )nen 0 X x X pentru care Dd((mnﬂ,ynﬂ), G(Tn, Yn) X G(Yn, ) = 0, n — 00
exista un $ir (U, Vp)nen 0 X X X astfel incat d((zn, Yn), (Un, vn)) —), n — 0.

Teorema 4.2.8. (/15]) Fie G : X x X — Py(X) un operator multivoc care verifica
ipotezele Teoremei 4.2.4. Atunci, problema de punct fiz cuplat (P1) pentru G satisface
proprietatea de umbrire la limita.

4.3 Aplicatii la sisteme de incluziuni operatoriale

In aceasta sectiune com prezenta o aplicatie a rezultatului prezentat anterior. Pentru
aceasta vom considera urmatorul sistem de incluziuni integrale.

t
v €g(t)+ [ G(s,t)F(s,x(s),y(s))ds
0 fort e |0,T], (4.5)
y € g(t) + [ G(s, ) F(s,y(s),x(s))ds
0
unde ¢ : [0,7] — R este continuu, G : [0,7] x [0, 7] —, este integrabil in raport

cu prima variabila i F' : [0,7T] x R? — P(R) este un operator multivoc care satidface
anumite conditii. Vom lucra cu operatori avand valori reale inlocuind R cu R™.
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O solutie a sistemul de mai sus este perechea (x,y) € C[0,T] x C[0,T] care satisface
relatia de mai sus pentru orice ¢t € [0, T.
Vom considera X := C[0, T inzestrat cu relatia de ordine
r <cy<x(t) <y(t), pentru orice t € [0, 7],
precum si urmatoarea b-metric cu constanta s = 21

d = max [(z(t) — y(t))Pe "
(@.9) = mas [(a(t) = y(0)"e ")
unde 7 > 0 arbitrar ales.
Atunci, avem urmatorul rezutat de existenta.

Teorema 4.3.1. ([15]) Consideram sistemul integral(4.5) si presupunem urmdtoarele:

(i) g;[0,T] — R este un operatot continuu, G : [0,T] x [0,T] — Ry un operator
integrabil in raport cu prima variabild si F : [0, T] x R? — P,4(R) masurabil (Lebesgue)
in raport cu prima variabila i impreuna cu Hy.- continuu 1 ultimele doud variabile;

(ii) F este integrabil marginit, adicd, existd un operator r € L'[0,T] astfel incat
[entru fiecare (t,u,v) € [0, T] x R? and for any w € F(t,u,v), avem |w| < r(t), aproape
peste tot t € [0,T];

(iii) F(s,-,-) are proprietatea monotoniei mizte in raport cu ultimele doud vari-
abile, pentru orice s € [0,T7;

(iv) ezista a5 € L([0,T],Ry) astfel incat, pentru orice s € [0,T], avem

p1|(F(s,2,y), F(s,u,v)) < as)|x —u| + (s)|ly —v|, V(z <u) andy > v or (u <
and v >y);
(v) exista xo,yo € C[0,T] astfel incat, pentru orice selectie masurabild fy, ., :
0, 7] = R a lui F(-,20(-),yo()) §t fyomo : [0, 7] = R a lui F(-,yo(-), z0(:)), avem

o(t) < g(t) + | G(5,1) fag,yo (s)ds

yO(t) > g(t) + G(‘S:t)fyo,xo(s)ds

ot Lo o
—~
N
D
S~—

sau

J G5 1) farn (5)ds
) (47)
OfG(s, t) fyo.0(8)ds

pentru orice t € [0, T].
Atunci, exista cel putin o solutie (x*,y*) a sistemului (4.5).
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