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Introducere

Teoria functiilor univalente este un subiect important in teoria geometrica a functiilor de o
variabila complexa. Pe baza Teoremei lui Riemann este natural sa consideram studiul clasei S a
functiilor univalente normate pe U. Diverse rezultate in teoria functiilor univalente, cu accent pe
studiul clasei S, pot fi gasite in monografiile urmatorilor autori, care au contributii semnificative
in acest subiect: Duren [33], Goluzin [38], Graham, Kohr [50], Hayman [61], Pommerenke [79],
Rosenblum, Rovnyak [88], s.a.

Deoarece clasa S este compacta, se pot considera diverse probleme extremale pe S. Probabil,
cea mai cunoscutd este conjectura lui Bieberbach [14], care afirma ci valoarea absolutd a celui
de-al k-lea coeficient Taylor al oricarei functii din S este dominat de k, oricare ar fi £k € N,
k > 2. O proprietate fundamentala a clasei S, utila in studiul problemelor extremale asociate, este
densitatea in S a functiilor cu o taieturd (i.e. functiile univalente care transforma discul unitate
U in complementul unui arc) - a se vedea e.g. [33], [79]. Motivat de acest rezultat, Loewner [70]
a obtinut in 1923 reprezentarea parametrica a functiilor cu o taietura, cu ajutorul unor ecuatii
diferentiale. Mai tarziu, Kufarev [69] si Pommerenke [78] au dezvoltat metoda parametrica a lui
Loewner, considerand o familie continuu crescatoare de domenii simplu conexe in C, careia i-au
asociat un lant Loewner f: U x [0,00) — C, determinat de ecuatia diferentiald Loewner:

g(z,t) = a—f(z7t)zp(z,t), a.p.t. t >0, oricare ar fi z € U,
ot 0z
unde p : U x [0,00) — C este astfel incat p(-,t) este olomorfa cu p(0,t) =1 si Rp(z,t) >0, z € U,
oricare ar fi t > 0, si p(z,-) este mésurabild pe [0,00), oricare ar fi z € U. Pommerenke [79] a
demonstrat ca orice functie f € S se poate scufunda ca primul element intr-un lant Loewner si are
reprezentare parametricd pe U: f = lim; o, e‘v(,t), unde v(z, ) este unica solutie local absolut
continud pe [0, 00) a ecuatiei diferentiale Loewner:

% = —wvp(v,t), a.p.t. £ >0,
cu conditia initiald v(z,0) = z, oricare ar fi z € U, unde p satisface aceleagi conditii ca mai sus.
Mai tarziu, vom observa ca acest rezultat nu este adevarat in cazul mai multor dimensiuni pentru
intreaga familie a aplicatiilor univalente normate pe bila unitate in C™.

O contributie semnificativa in aceastd teorie este datd de Bracci, Contreras, Diaz-Madrigal [16]
si Contreras, Diaz-Madrigal, Gumenyuk [23], referitoare la notiunea generala de L%-lant Loewner.

Teoria lanturilor Loewner de o variabila complexa are aplicatii importante referitoare la pro-
bleme extremale (a se vedea e.g. [33]), caracterizari analitice ale proprietdtilor geometrice (a se
vedea e.g. [50]), criterii de univalenta (a se vedea Becker, Pommerenke [13], Pascu [72, 73]), extensii
cvasiconforme (a se vedea Becker [12]), etc. Una din cele mai importante aplicatii a fost obtinuta
de Branges [19], care a folosit metoda parametricd a lui Loewner pentru a demonstra conjectura lui
Bieberbach. Studiul problemelor extremale in legatura cu notiunea de reprezentare parametrica pe
U a motivat dezvoltarea unei abordari bazate pe teoria controlului optimal, a ecuatiei diferentiale
Loewner de o variabild complexa, consideratd de Goodman [40], Prokhorov [84], Roth [89, 91], s.a.
O contributie importantd la acest studiu este teza de doctorat a lui Roth [90].

iii



iv Introducere

Teoria functiilor univalente are aplicatii importante in diferete ramuri ale matematicii (a se
vedea e.g. Pascu [71], pentru o aplicatie interesanta referitoare la EDP gi procese stocastice).
Multe aplicatii ale teoriei Loewner in diverse domenii (e.g. mecanica statisticd, mecanica fluidelor)
pot fi gésite in [1].

Familia S(B") a aplicatiilor univalente normate pe bila Euclidiand unitate B™ in C" a fost
introdusd gi studiatd de Cartan [20]. Spre deosebire de cazul unidimensional, el a demonstrat
cd S(B™) nu este local uniform marginita, deci S(B™) nu este compactd si nu avem teoreme de
cregtere/deformare sau estiméri ale coeficientilor pentru intreaga familie S(B™), pentru n > 2 (a
se vedea [20]; a se vedea si [50]). Cartan [20] a presupus cd existd estiméri ale determinantului
Jacobianului aplicatiilor univalente din S(B™), dar Duren gi Rudin [35] au demonstrat contrariul.
O alta diferentd fundamentala este data de faptul cd Teorema lui Riemann nu este adevarata in
dimensiune mai mare ca unu. De exemplu, Poincaré [77] a demonstrat cd bila unitate Euclidiana
si polidiscul unitate in C™ nu sunt biolomorfe, pentru n > 2. Astfel, nu este clar care este analogul
notiunii de functie cu o taietura in cazul mai multor variabile complexe. Totusi, in Capitolul 3
al tezei, avem o versiune n-dimensionala a rezultatului de densitate a functiilor cu o taietura in
clasa S. Pe de altd parte, teoria Andersén-Lempert [2], ce nu are loc in cazul unidimensional,
are aplicatii in studiul lanturilor Loewner in mai multe dimensiuni, aga cum se poate vedea in
Capitolul 2 al tezei.

Primele generalizari ale teoriei lanturilor Loewner la mai multe dimensiuni au fost obtinute de
Pfaltzgraff [75], care a considerat legdtura dintre un lant Loewner f : B"™ x [0,00) — C™ si ecuatia
diferentiala Loewner

%(z,t) = Df(z,t)h(z,t), a.p.t. t >0, oricare ar fi z € U,

unde h : B™ x [0,00) — C™ este astfel incat h(-,t) este o aplicatie olomorfi normata ce satisface
R (h(z,t),z) > 0, z € B", oricare ar i ¢ > 0, si h(z,-) este masurabild pe [0,00), oricare ar fi
z € B". Poreda [80] a fost primul care a folosit ecuatia diferentiald Loewner pentru a studia
familia aplicatiilor univalente cu reprezentare parametrica pe polidiscul unitate in C"”. Graham,
Hamada si Kohr [41] au dezvoltat teoria lanturilor Loewner pe B™ si au studiat familia S°(B") a
aplicatiilor univalente cu reprezentare parametrica pe B", introdusd de Kohr [68], ce poate fi privita
ca o generalizare naturald a clasei S (cf. [50]). Autorii mentionati anterior au demonstrat ca S°(B")
este o familie local uniform marginitd in H(B™), si au pus in evidentd diferente importante intre
cazul unei variabile complexe si cazul mai multor variabile complexe, avand in vedere lucrarea lui
Poreda [80] (a se vedea [41]). Graham, Kohr si Kohr [51] au demonstrat c& orice lant Loewner
satisface o ecuatie diferentiali Loewner (a se vedea si Curt, Kohr [28, 29]) si cd S°(B") este o
subfamilie compacta (proprie) a familiei S(B"™), pentru n > 2. Mentionam aici si exemplul de
punct suport mérginit pentru familia compacta S°(B?) obtinut de Bracci [15], care este in contrast
cu cazul unidimensional, deoarece orice punct suport al clasei S este nemérginit (a se vedea e.g.
[33]). Teoria a fost dezvoltatd mai departe de Poreda [82], Graham, Kohr, Pfaltzgraff [52], Curt
[27], Graham, Hamada, Kohr, Kohr [44], Duren, Graham, Hamada, Kohr [34], Hamada [57], Arosio
[4], Voda [97], s.a.

Ca si in cazul unei variabile complexe, metoda parametrica are aplicatii in studiul problemelor
extremale, cum ar fi teoremele de cregtere sau estimdrile de coeficienti (a se vedea [41], [50]).
Graham, Hamada, Kohr, Kohr [46] au generalizat abordarea bazatd pe teoria controlului optimal
si au studiat punctele extremale/suport asociate unor familii compacte de aplicatii univalente cu
reprezentare parametricd pe B™ (a se vedea si [53], [93]). Diverse aplicatii ale teoriei lanturilor
Loewner de mai multe variabile complexe se referd si la caracterizari analitice ale proprietatilor
geometrice (a se vedea [50]), extensii cvasiconforme (a se vedea Pfaltzgraff [76]; a se vedea si [27]),
criterii de univalenta (a se vedea Curt si Pascu [30]; a se vedea si [27]), criterii de univalentd pentru
aplicatii care nu sunt neaparat olomorfe gi extensii cvasiconforme corespunzitoare (a se vedea
Cristea [25], [26]). In final, mentionim abordarea moderni a teoriei lanturilor Loewner, considerats
de Bracci, Contreras, Diaz-Madrigal [17] si Arosio, Bracci, Hamada, Kohr [8], referitoare la L9-
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lanturi Loewner in mai multe dimensiuni.

In tez#, mai intai, ne axdm pe evolutia teoriei lanturilor Loewner in una si mai multe dimensiuni
si prezentam mai multe aplicatii, cu accent pe probleme extremale. Apoi, prezentam unele rezultate
originale. Teza este Tmpartita in patru capitole, dupa cum urmeaza.

In Capitolul 1, studiem, mai intai, teoria lanturilor Loewner pe discul unitate U. Prezentim
unele definitii si rezultate generale care au dezvoltat metoda parametrica a lui Loewner. In par-
ticular, ne referim la lucrarile lui Kufarev [69] si Pommerenke [78]. Teoria este in stransa legatura
cu clasa Carathéodory P, a functiilor olomorfe cu partea reald pozitiva pe U, si cu clasa S, a
functiilor univalente normate pe U. Prezentam aceste familii si teoremele de cregtere gi estimarile
coeficientilor corespunzitoare. Apoi, punem in evidenta relatia dintre lanturile Loewner si ecuatia
diferentiala Loewner. In acest context, consideram notiunea de reprezentare parametrica pe U.
Precizam ca orice functie univalenta normata pe U are reprezentare parametrica. Ne referim si
la reprezentirile parametrice particulare ale functiilor cu o taieturd, studiate de Loewner [70], si
ale functiilor univalente normate si marginite (a se vedea e.g. [84]). In fiecare subsectiune, vom
discuta anumite probleme extremale asociate. De exemplu, mentiondm rezultatele lui Kirwan [66]
si Pell [74], referitoare la proprietatile extremale ale lanturilor Loewner.

Mai departe, consideram evolutia teoriei lanturilor Loewner pe bila Euclidiana unitate B”. Ne
referim la rezultatele initiale obtinute de Pfaltzgraff [75], care pun in legdturd lanturile Loewner cu
ecuatia diferentiald Loewner, si la rezultatele obtinute de Poreda [80], referitoare la reprezentarea
parametrica pe polidisc. Apoi, consideram familia S°(B™) a aplicatiilor cu reprezentare parametrica
pe B”, introdusd de Kohr [68]. Prezentam rezultatele obtinute de Graham, Hamada si Kohr [41],
referitoare la compactitatea familiei Carathéodory M, care este o generalizare a clasei P la mai
multe dimensiuni. De asemenea, prezentdm anumite consecinte ale studiului familiei S°(B"), de
exemplu teoreme de cregtere, estimari ale coeficientilor si proprietati extremale, obtinute de autorii
mentionati anterior. Pe de alta parte, vom evidentia caracterizarea lanturilor Loewner folosind
ecuatia diferentiald Loewner, obtinuta de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [52]. Mai departe, discutam
notiunea asociatd de A-reprezentare parametricd pe B" si legatura cu lanturile de subordonare
univalente A-normate, date de Graham, Hamada, Kohr, Kohr [44] si Duren, Graham, Hamada,
Kohr [34], unde A este un operator liniar in L(C"™) astfel incat k4 (A) < 2m(A) (k4 (A) este indexul
Lyapunov al lui A si m(A) = minj, = R(A(2), 2)). In acest caz, prezentim familia compacti
SY (B™) a aplicatiilor cu A-reprezentare parametrica pe B", care generalizeazi familia S°(B") (a se
vedea [44]). In final, considerim studiul general al L%lanturilor Loewner si notiunile associate de
familie de evolutie si de cAmp vectorial Herglotz, considerate de Bracci, Contreras, Diaz-Madrigal
[17] si Arosio, Bracci, Hamada, Kohr [8]. In legiturs cu acest studiu, prezentdm anumite rezultate
obtinute recent de Arosio, Bracci si Wold [10].

Capitolele urméatoare se bazeaza pe acest capitol de baza, care ofera gi motivatia necesara
pentru anumite rezultate.

In Capitolul 2, consideram metoda variationald obtinuta de Bracci, Graham, Hamada gi Kohr
[18], ce oferd o modalitate de a construi lanfuri Loewner, prin intermediul unor variatii ale unor
anumite lanturi Loewner. Prezentam cateva aplicatii ale acestei metode, avand in vedere anumite
familii de aplicatii univalente normate pe bila unitate, care sunt definite cu ajutorul lanturilor
Loewner ce au imaginea C" (i.e. familia crescatoare de imagini ale lui B™, datd de lantul Loewner,
acoperd in cele din urma intreg spatiul C"). Prima aplicatie, datd in Teorema 2.2.1, consta in
evidentierea unei proprietiti topologice a familiei S°(B"), a aplicatiilor cu reprezentare parametrica
pe bila unitate B", care, pentru n > 2, implica imediat un rezultat principal dat in Teorema 2.2.2.
Acest rezultat a fost considerat initial de Schleiflinger [94] ca o conjecturd referitoare la densitatea
automorfismelor lui C" care au reprezentare parametrica pe B™. In continuare, aplicim metoda
variationald pentru a obtine un raspuns partial (Teorema 2.3.1) la o intrebare pusd de Arosio,
Bracci si Wold [9]. Mai precis, demonstram ci orice aplicatie univalentd normatd pe B", a carei
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imagine este Runge si care este de clasd C'' pana la frontiera, se scufunda intr-un lant Loewner cu
imaginea C™.
Acest capitol se bazeaza pe rezultate originale obtinute de autorul tezei in [62].

Un prim studiu al unor probleme extremale asociate cu reprezentari parametrice de mai multe
variabile complexe a fost dat de Graham, Kohr gi Pfaltzgraff [53]. O generalizare a abordarii bazate
pe teoria controlului optimal a ecuatiei diferentiale Loewner, in cazul bilei unitate B™, a fost data
de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [46, 48] (a se vedea si [18], [49]). De asemenea, Roth a obtinut
recent un principiu de maxim de tip Pontryagin pentru ecuatia diferentiald Loewner in C" (a se
vedea [92]).

In Capitolul 3, consideram notiunea de familie accesibila asociata ecuatiei diferentiale Loewner
si anumite rezultate obtinute de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [48]. Apoi, demonstram anumite
conjecturi formulate de autorii mentionati anterior. Mentiondm c& o sursa importanta de rezultate
si idei, referitoare la compactitatea si densitatea anumitor familii accesibile in timp finit, sunt
lucrarile lui Roth [89, 90], in cazul unei variabile complexe. Rezultatul nostru principal (Teorema
3.2.7) din prima sectiune a acestui capitol este o demonstratie pentru [48, Conjecture 4.16], care
afirma ca familia aplicatiilor cu A-reprezentarea parametrica pe B™ obtinuta prin rezolvarea ecuatiei
diferentiale Loewner asociatd cAmpurilor vectoriale Herglotz cu valori in ex A4 (i.e. multimea
punctelor extremale ale familiei Carathéodory N,4) este densa in SG(B") (i.e. familia aplicatiilor
cu A-reprezentare parametricd pe B™), unde A este un operator liniar in L(C™) astfel incat k4 (A4) <
2m(A). Observim ca acest rezultat generalizeazd Intr-un anumit sens rezultatul de densitate a
functiilor cu o taietura in clasa S, avind In vedere rezultatul lui Loewner [70] si observatia lui
Roth [89]. Rezultatul nostru principal (Teorema 3.3.5) in cea de a doua sectiune a acestui capitol
este o demonstratie pentru [48, Conjecture 4.19], care afirmi ca familiile accesibile ﬁT(id[Bn,Q)
ale ecuatiei diferentiale Loewner, care sunt generate de aplicatiile Carathéodory cu valori intr-o
subfamilie compacta si convexa € a familiei Carathéodory N4, este compacta, iar familia accesibila
corespunzatoare Ry (idpn,ex ) este densa in ea, unde T € [0,00], A € L(C") cu ky(A) < 2m(A),
si ex Q) reprezintd submultimea punctelor extremale ale lui Q. Deoarece SY(B") este egald cu
familia accesibild in timp infinit R (idgn, Na) si Na este o familie compacti si convexd in H(B"),
acest rezultat generalizeazi primul rezultat (Teorema 3.2.7). Totusi, abordarea celui de al doilea
rezultat, dat in Teorema 3.3.5, este diferita fatd de abordarea primului rezultat.

Acest capitol contine rezultate originale, inclusiv cele mentionate mai sus, obtinute de autorul
tezei in [63] si [64].

Lanturile de subordonare univalente cu normarea data de un operator liniar dependent de
timp si legatura cu ecuatia diferentialda Loewner pe bila unitate in C" au fost intdi considerate
de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [45]. Ei au introdus notiunea de reprezentare parametric
generalizata si spiralitate generalizata pe B™ in raport cu un operator dependent de timp si au
obtinut caracterizari cu lanturi de subordonare univalente pe B™. Alte rezultate in legatura cu
aceste notiuni, referitoare la studiul ecuatiei diferentiale Loewner, au fost obtinute de Graham,
Hamada, Kohr [42], Voda [96] si Arosio [6].

In Capitolul 4, in prima sectiune, studiem familia gﬁ(E”) a aplicatiilor univalente normate
pe B"™ cu reprezentare parametrica generalizata in raport cu operatori dependenti de timp A € ./Z,
unde A este o familie de aplicatii méasurabile de la [0,00) la L(C™) ce satisfac anumite conditii
naturale. In particular, avem Teoremele 4.1.12 gi 4.1.17, care ne spun ca aplicatiile din §f4 (B™) se
scufunda in lanturi Loewner normale in raport cu A la timpul ¢ i ca familia §f4 (B™) este compacta.
Pe de alta parte, Exemplele 4.1.13 gi 4.1.18 arata ca familia gz(E”) pentru operatori dependent;i
de timp A € A este diferits in general de familia corespunzatoare pentru operatori dependenti de
timp constant;i.

In sectiunea a doua a acestui capitol, consideram punctele extremale si punctele suport asociate
familiei compacte S% (B™), unde A € A it > 0. Considerdam generalizarile rezultatelor lui Kirwan
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[66] si Pell [74], in cazul operatorilor dependenti de timp, ce sunt date in Teoeremele 4.2.2 si 4.2.4,
avand in vedere rezultatele recente obtinute de Graham, Hamada, Kohr si Kohr in [48], [49] (a
se vedea si [21], [43], [46], [53], [93]). De asemenea, prezentdm un exemplu (Teorema 4.2.9) de
punct suport marginit pentru familia §f4 (B?), unde A € A este un anumit operator dependent de
timp, avand in vedere exemplul obtinut de Bracci [15] (a se vedea si [18], [49]). Consideram apoi
notiunea de familie accesibild in raport cu un operator dependent de timp A € A sl prezentam
caracterizarile corespunzitoare ale punctelor extremale/suport asociate acestor familii de functii
univalente marginite pe B", generalizand anumite rezultate obtinute de Graham, Hamada, Kohr si
Kohr [48, 49]. Exemple si aplicatii utile (e.g. Exemplul 4.2.6) pun in evidenta diferente dintre cazul
operatorilor dependenti de timp neconstanti si cazul operatorilor dependenti de timp constant;i.

Primele doua sectiuni ale acestui capitol contin rezultate originale obtinute de M. Iancu in
colaborare cu H. Hamada si G. Kohr [58].
_ In ultima sectiune a acestui capitol, consideram anumite rezultate de convergenta pentru familia
S% (B™) in raport cu metrica Hausdorff p pe H(B"), unde A € A it > 0. Cazul familiilor accesibile
este de a asemenea considerat. Aceste rezultate (Teoremele 4.3.1 gi 4.3.2) pot fi privite ca teoreme
de convergenta dominatd pentru operatori dependenti de timp A € A. Ca aplicatii, avem rezultate
similare (Teoremele 4.3.3 si 4.3.4) pentru familiile compacte S (B"), a aplicatiilor univalente cu
A-reprezentare parametrica pe B", si S 'a(B™), a aplicatiilor spiralate In raport cu A pe B"™, unde
A € L(C") este astfel incat ki (A) < 2m(A). O altd aplicatie (Teorema 4.3.7) pune in evidentd
anumite conditii suficiente pentru A € A astfel incat s aibe loc egalitatea 52(13") = S°(B"),
oricare ar fi ¢ > 0.

Ultima sectiune a acestui capitol se bazeaza pe rezultatele originale obtinute de M. Iancu in
colaborare cu H. Hamada si G. Kohr [59].

Rezultatele originale din aceasta teza au fost obtinute in urmatoarele articole:

1. Iancu, M.: Some applications of variation of Loewner chains in several complex variables,
J. Math. Anal. Appl., 421 (2015), 1469-1478.

2. Iancu, M.: A density result for parametric representations in several complex variables,
Comput. Methods Funct. Theory, 15 (2015), 247-262.

3. Iancu, M.: On reachable families of the ecuatia diferentiald Loewner in several complex

variables, Complex Anal. Oper. Theory, to appear, DOI: 10.1007/s11785-015-0461-z.

4. Hamada, H., Iancu, M., Kohr, G.: Ezxtremal problems for mappings with generalized para-
metric representation in C", submitted.

5. Hamada, H., Iancu, M., Kohr, G.: Convergence results for families of univalent mappings
on the unit ball in C™, submitted.

Mentionam principalele rezultate originale ale tezei:
Capitolul 2: Teoremele 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1.
Capitolul 3: Teoremele 3.2.7, 3.3.4, 3.3.5.
Capitolul 4: Teoremele 4.1.12, 4.1.17, 4.2.2, 4.2.4, 4.2.9, 4.2.16, 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4, 4.3.7.

Cuvinte cheie

aplicatie Carathéodory, aplicatie de tranzitie, aplicatie univalenta, cAmp vectorial Herglotz, con-
trol, ecuatie diferentiala Loewner, familie accesibila, familie Carathéodory, lant Loewner, metoda
variationala, metrica Hausdorff, problema de scufundare, punct extremal, punct suport, reprezenta-
re parametrica.
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Capitolul 1

Teoria lanturilor Loewner in C si

(Cn

In acest capitol, prezentdm dezvoltatea teoriei lanturilor Loewner in contextul teoriei geometrice
a functiilor In una gi mai multe dimensiuni. Prezentam aplicatii importante, cu accent pe probleme
extremale. Capitolele urmatoare se bazeaza pe acest capitol de baza, care ofera si motivatia
necesara pentru anumite rezultate.

In prima sectiune, consideram teoria lanturilor Loewner de o variabila complexa. Prezentam
definitii si rezultate de baza ce au dezvoltat metoda lui Loewner. De exemplu, ne referim la lucrarile
lui Kufarev [69] si Pommerenke [78]. Teoria este in stransa legdturd cu clasa Carathéodory si cu
clasa S. Prezentam aceste familii impreuna cu teoremele de crestere si estimarile coeficientilor
corespunzatoare. Apoi, evidentiem relatia dintre lanturile Loewner si ecuatia diferentiala Loewner.
In acest context, consideram notiunea de reprezentare parametrica pe discul unitate. Vom vedea ca
orice functie univalenta normata pe discul unitate are reprezentare parametrica. Ne vom referi si la
reprezentarile parametrice particulare ale functiilor cu o taietura, studiate de Loewner [70], si ale
functiilor univalente normate gi marginite. In fiecare subsectiune, vom discuta anumite probleme
extremale asociate. De exemplu, mentiondm rezultatele lui Kirwan [66] si Pell [74], referitoare la
proprietatile extremale ale lanturilor Loewner.

In sectiunea a doua, prezentam evolutia teoriei lanturilor Loewner de mai multe variabile com-
plexe. Ne referim la rezultatele initiale obtinute de Pfaltzgraff [75], care stabilesc o legdturd intre
lanturile Loewner si ecuatia diferentiald Loewner, si la cele obtinute de Poreda [80], referitoare la
reprezentarea parametrica pe polidisc. In continuare, prezentam rezultatele lui Graham, Hamada
si Kohr [41], referitoare la compactitatea familiei Carathéodory si consecintele acestui rezultat
in studiul familiei de aplicatii cu reprezentare parametrica pe bila unitate, introdusa de Kohr
[68]. In legatura cu aceasta familie, prezentam si teoreme de cresgtere, estimari ale coeficientilor
si proprietati extremale. Pe de alta parte, punem in evidenta caracterizarea lanturilor Loewner
cu ajutorul ecuatiei diferentiale Loewner, datd de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [52]. Mai departe,
discutam notiunea asociatd de A-reprezentare parametrica pe bila unitate si legatura cu lanturile
de subordonare univalente A-normate, date de Graham, Hamada, Kohr, Kohr [44] si Duren, Gra-
ham, Hamada, Kohr [34], unde A este un operator liniar ce satisface anumite proprietdti ce vor fi
mentionate In una din sectiunile urmatoare. In final, consideram studiul L%lanturilor Loewner si
al notiunilor asociate, de familie de evolutie si cAmp vectorial Herglotz, dat de Bracci, Contreras,
Diaz-Madrigal [17] si Arosio, Bracci, Hamada, Kohr [8].
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1.1 Teoria lanturilor Loewner in C

In aceasti sectiune, prezentam notiuni gi rezultate de baza din teoria lanturilor Leowner in
planul complex. De asemenea, in legatura cu acestea, consideram anumite familii de functii olo-
morfe pe discul unitate gi punem in evidenta probleme extremale asociate, cum ar fi teoremele de
cregtere si estimarile coeficientilor.

Mai intéi, ne referim la clasa Carathéodory a functiilor olomorfe cu partea reald pozitiva, ce
are un rol important in diverse caracterizari analitice a proprietatilor geometrice ale functiilor
univalente pe discul unitate. Reamintim formula de reprezentare Herglotz si consecintele sale:
teorema de cresterere, compactitatea clasei, estimarile exacte ale coeficientilor si caracterizarea
punctelor extremale gi punctelor suport. Apoi, consideram clasa S a functiilor univalente normate
pe discul unitate si prezentam teorema de cregterere, compactitatea clasei si estimarile exacte ale
coeficientilor. Evidentiem si o proprietate importantad a punctelor extremale si punctelor suport
corespunzatoare.

In continuare, ne axim pe rezultatele fundamentale din teoria lanturilor Loewner in planul
complex. Prezentam definitia lanturilor Loewner si cele ale notiunilor asociate. Punem in evidenta
caracterizarea cu ajutorul ecuatiei diferentiale Loewner. In mare parte, in aceasta sectiune, ne
bazadm pe expunerea dati de Pommerenke [79]. Vom sublinia si anumite proprietati extremale
ale lanturilor Loewner, date de Kirwan [66] si Pell [74]. Mai departe, consider8m notiunea de
reprezentare parametrica pe discul unitate. Vom observa ca orice functie univalentd normata pe
discul unitate are reprezentare parametrica i poate fi scufundata intr-un lant Loewner. Apoi, vom
discuta cazul particular al functiilor cu o taieturd, studiat de Loewner [70], si vom puncta anumite
proprietati extremale asociate puse in evidentd de Roth [89]. Vom considera si cazul particular al
functiilor univalente normate si marginite pe discul unitate.

Mentionam aici monografiile importante in teoria functiilor univalente, care fac referire la teoria
lanturilor Loewner: Duren [33], Hayman [61], Goluzin [38], Graham, Kohr [50], Pommerenke [79],
Rosenblum, Rovnyak[88]. Pe langa acestea, principalele surse bibliografice ale acestei sectiuni sunt
3], [24], [56], [84], [90].

Stabilim acum céteva notatii ce vor fi utilizate in urmatoarele sectiuni. Fie C planul complex.
Discul unitate {z € C|||z|| < 1} este notat cu U, iar cercul unitate este notat cu dU. Notam cu
H(U) familia functiilor olomorfe definite pe U cu valori in C. Inzestrim pe H (U) cu topologia
local uniform convergentei. Astfel, H(U) este un spatiu Fréchet. Daca f € H(U), atunci spunem
cd f este normati dacd f(0) =0si f/(0) = 1.

1.1.1 Clasa Carathéodory

Definitia clasei Carathéodory este (a se vedea e.g. [33]):
P :={pe€ H(U)|p(0) =1 si Rp(z) > 0, oricare ar fi z € U}.

Anumite caracterizari analitice ale unor proprietati geometrice sunt in stransa legatura cu
aceastd clasa (a se vedea e.g. [33], [50], [56], [79]). Mai tarziu, vom vedea si legitura puternica
Intre aceasta clasa si teoria lanturilor Loewner.

O modalitate simpla de a produce exemple de functii din P este de a considera urmatoarea
caracterizare cu functii Schwarz (a se vedea [33] si [79]; e.g. [50]).

Observatia 1.1.1. O functie p : U — C este in P daca si numai daca existda o functie Schwarz v

(i.e. v e HU) si [v(2)]| < |z|, z € U) astfel incat p(z) = TFUEZ;, zeU.
—u(z

Prezentdm un exemplu important de functie in P (a se vedea e.g. [33] i [79]; e.g. [50]).

1+ Az
1—X2’

Exemplul 1.1.2. Fie A\ € 9U. Atunci functia p: U — C data de p(z) = z € U, este in P.
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O caracterizare foarte utila a functiilor din P este datd de formula de reprezentare (integrald)

Herglotz (a se vedea e.g. [33], [56], [79]).

Teorema 1.1.3. O functie p : U — C este in P dacd si numai dacd existd o functie crescdatoare

w:[0,27] — R astfel incdt pu(2m) — p(0) =1 gi

27 —it

1+e 2
1.1.1 = ———du(t U.
(1.1.1) pe) = [ TEdutt). s

O consecinta imediata a formulei (1.1.1) este urmatoarea teorema de cregtere (a se vedea [33]
si [79]; e.g. [50]).

Teorema 1.1.4. Fie p € P. Atunci au loc urmdtoarele inegalitati exacte:

1 -2
+ I2]

1+ 2|
1— |z’

< |p(z)| < zeU.

—_

Pe baza teoremei anterioare, avem urmétoarea consecintd (a se vedea [79]; e.g. [50]).
Teorema 1.1.5. P este o submultime compactd a lui H(U).

In continuare, discutam cateva probleme extremale asociate clasei P. Reamintim, mai intai
notiunile de punct extremal si punct suport pentru o multime compacta unui spatiu vectorial
topologic (a se vedea e.g. [32]).

Definitia 1.1.6. Fie X un spatiiu vectorial topologic si 2 C X o multime compacta nevida.

(7) Un punct f € Q se numeste punct extremal al lui Q dacd: f = Ag + (1 — A)h, pentru anumiti
A€ (0,1), g,h € Q, implica f =g = h.
(7¢) Un punct f € 2 se numegte punct suport al lui Q dacd exista o functionald liniara continua
L : X — C astfel incat RL nu este constanta pe E si RL(f) = maxyeq RL(g).

Notam ex €2 multimea punctelor extremale ale lui €2, supp 2 multimea punctelor suport ale lui

Q si coQ invelitoarea convexd a lui Q. Mentiondm cd exQ # 0 si cd, dacd Q are cel putin doud
puncte, atunci supp Q # 0 (a se vedea [56]). Pe parcursul acestei sectiuni, consideram X = H (U).

Reprezentarea integrala (1.1.1) oferd o caracterizare completéd a punctelor extremale i punctelor
suport ale clasei Carathéodory P (a se vedea [56]).

Teorema 1.1.7.

1+ Az
1— Xz
(ii) supp P = coex P.

(i) exP ={z— | A € ou}.

Un exemplu important de problema extremala este acela de a gasi estimari exacte ale coeficienti-
lor pentru anumite familii de functii olomorfe. Folosind formula (1.1.1), se pot obtine estimari
exacte ale coeficientilor functiilor din P (a se vedea e.g. [33], [50], [79]).

o

Teorema 1.1.8. Fie p € P astfel incdt p(z) =1+ Zpkzk, z € U. Atunci |px| < 2, oricare ar fi
k=1

k > 1. Aceste estimari sunt exacte.

Pentru alte probleme extremale interesante asociate unor familii compacte de functii olomorfe
pe U, in legatura cu P, ne referim la monografia lui Hallenbeck si MacGregor [56].
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1.1.2 Functii univalente normate pe discul unitate

Not&m cu S bine-cunoscuta clasd de functii univalente (olomorfe si injective) normate pe U (a
se vedea e.g. [33], [50], [79]):

S ={f € H(U)| f este univalenta si f(0) =0, f'(0) = 1}.

O subfamilie importanta a lui S este familia functiilor normate si stelate pe discul unitate.
Prezentdm definitia acesteia (a se vedea e.g. [33], [50], [79]).

Definitia 1.1.9. O functie f : U — C este stelatd dacd f este univalentd, f(0) = 0 si f(U) este
un domeniu stelat in raport cu originea.
Notam cu S* familia functiilor univalente normate pe U care sunt stelate.

Prezentdm un exemplu bine-cunoscut de functii din S (a se vedea [33], [50], [56], [79]), care
sunt solutii pentru anumite probleme extremale importante, aga cum vom vedea in continuare.

z
(1-2)*
. - z
kg : U — C, data de kg(z) = e*”’k(elez) = m, z € U, unde 0 € R, sunt functii normate
—e Wz
si stelate, deci apartin clasei S. Mai mult, sunt puncte extremale si puncte suport nemarginite ale
clasei S.

Exemplul 1.1.10. Functia Koebe k : U — C, datd de k(z) = z € U, si rotatia sa

Prezentdm acum teorema de cregtere pentru functiile din S (a se vedea [33], [79]; a se vedea si
e.g. [50]).

Teorema 1.1.11. Fie f € S. Atunci au loc urmatoarele inegalitati exacte:

Ed

||
5 < |f(R)] < =22

—_— oricare ar fi z € U.
(1 +12)

In particular, Uy C f(U).

Pe baza teoremei precedente, se poate deduce compactitatea clasei S (a se vedea [33], [79]; a
se vedea si e.g. [50]).

Teorema 1.1.12. S este o submulfime compacta a lui H(U).

Deoarece S este compactd, se pot asocia clasei S diverse probleme extremale. Bieberbach [14] a
considerat In 1916 urmatoarea problema extremala de mare importanta, cunoscuta sub denumirea
de conjectura Bieberbach, iar de Branges [19] a demonstrat-o in 1985.

o0

Teorema 1.1.13. Fie f € S astfel incat f(z) = z + Zakzk, z€U, si fien €N, n>2. Atunci
k=2

lan| < n si egalitatea are loc dacd si numai dacd f este o rotatie a functiei Koebe.

Conjectura lui Bieberbach are o lunga istorie de incercari de a o demonstra, ce au condus la
dezvoltarea mai multor idei si tehnici de abordare a problemelor extremale. De Branges [19] a
demonstrat conjectura folosind metoda parametricd a lui Loewner [70] (cf. [24], [61], [88]).

In cele ce urmeaz, evidentiem o proprietate importantd a functiilor din ex S si supp S (a se
vedea [33], [79]).

Observatia 1.1.14. Daca f € exS U supp .S, atunci C\ f(U) este un arc Jordan crescitor in
modul. In particular, dacd f € ex.S Usupp S, atunci f(U) este un domeniu nemarginit.
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1.1.3 Lanturile Loewner si ecuatia diferentiala Loewner in C

In aceastd subsectiune, prezentam definitia lanturilor Loewner pe discul unitate si caracteri-
zarea data de ecuatia diferentiala Loewner. Urmatoarele rezultate fundamentale reprezinta baza
generalizarilor teoriei lanturilor Loewner de mai multe variabile complexe. Principala sursa bi-
bliograficd pentru pentru aceasta subsectiune este expunerea lui Pommerenke [79, Chapter 6]. Ne
vom baza gi pe monografia lui Graham gi Kohr [50]. De asemenea, urmétoarele surse bibliografice
[3],[12], [24], [40], [69], [78], [88] au fost utile In aceastd subsectiune.

Definitia 1.1.15. O functie f : U x [0,00) — C se numegte lant de subordonare univalent daca
f(-,t) este univalentd pe U astfel incat f(0,t) = 0, oricare ar fi t > 0, si f(U,s) C f(U,t), oricare
ar fi 0 < s <t. Daci, in plus, f/(0,t) = €', oricare ar fi t > 0, unde f/(0,t) = %(0, t), atunci f se
numegte lant Loewner.

Pe baza definitiei anterioare, daca f este un lant de subordonare univalent, atunci pentru orice
0 < s < t, existd o unicd functie Schwarz univalentd v(-, s,t) astfel incat f(z,s) = f(v(z,s,t),1),
oricare ar fi z € U. In acest caz, v se numeste functia de tranzitie asociata lui f. Functia de
tranzitie v satisface proprietatea de semigroup: v(z,s,u) = v(v(z,s,t),t,u), oricare ar fi z € U,
0 < s <t <wu Maimult, daci f este un lant Loewner, atunci v’(0,s,t) = e*~¢, oricare ar fi
0 < s <t, unde v'(0,s,t) = %(O,s,t).

Mentionam ca exista si o interpretare geometrica a notiunii de lant de subordonare univalent,
bazatd pe convergenta Carathéodory in nucleu (a se vedea [24] si [79]; a se vedea si e.g. [50]).

In continuare, observam ca studiul lanturilor de subordonare univalente poate fi redus la studiul
lanturilor Loewner, printr-o renormare (a se vedea [24], [50], [79]). O astfel de renormare nu este
posibild pentru intreaga familie a lanturilor de subordonare univalente in mai multe dimensiuni,
aga cum vom vedea intr-una din sectiunile urmatoare.

Observatia 1.1.16. Dacid f este un lant de subordonare univalent, atunci f, : U x [0,00) — C
datd de f.(z,t*) = f(e7®® 2 t), z € U, t > 0, unde t* = In|f’(0,1)| si 6(t) = arg f(0,1), este un
lant Loewner.

Un exemplu simplu de lant Loewner poate fi dat cu ajutorul unei functii stelate pe discul
unitate (a se vedea [79]).

Exemplul 1.1.17. Fie f € S. Atunci f € S* dacid si numai dacd F : U x [0,00) — C datd de
F(z,t) =e€'f(z), z € U, t > 0, este un lant Loewner.

Prezentam acum ecuatia diferentiald Loewner gi legdtura cu lanturile Loewner (a se vedea [78]
si [79]; a se vedea si e.g. [50]).

Teorema 1.1.18. Fie p: U x [0,00) — C astfel incat :
(¢) p(-,t) € P, oricare ar fit > 0,

(i7) p(z,-) este masurabild pe [0,00), oricare ar fi z € U.
Atunci, pentru orice z € U gi s > 0, ecuatia diferentiald

(1.1.2) dv = —up(v,t), a.p.t. t > s,

dt
are o unicd solutie local absolut continud v(z,s,-) cu condifia initiald v(z,s,s) = z. Mai mult,
pentru orice s > 0, v(z,s,-) este Lipschitz continud pe [s,00), local uniform in raport cu z € U, i
v(+, 8,t) este o functie Schwarz univalentd astfel incat v'(0,s,t) = 57!, oricare ar fit > s. Mai
mult, pentru orice s > 0, urmatoarea limitd exista local uniform in raport cu z € U:

(1.1.3) f(z,8) = lim e'v(z,s,t)

t—o00
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st f: U x[0,00) = C datd de (1.1.3) este un lant Loewner astfel incdt v este functia de tranzifie
asociatd lui f i satisface, pentru aproape orice t > 0:

of

(1.1.4) o

(2,t) = zf'(2,t)p(z,t), =z€U.

Ecuatia diferentiald (1.1.2) se numeste ecualia diferentiald (ordinard) Loewner, iar ecuatia
diferentiald (1.1.4) se numeste ecuatia diferentiald Loewner (sau ecuatia diferentiald Loewner-
Kufarev). Mentiondm ci ecuatia analoaga Polubarinova-Galin are aplicatii importante in mecanica
fluidelor, referitoare la studiul migcarilor fluide Hele-Shaw (a se vedea [37], [55]). Pe de altd parte,
mentiondm aplicatiile referitoare la extensiile cvasiconforme, considerate initial de Becker [12] (a
se vedea si [13]).

Prezentam caracterizarea lanturilor Loewner ca fiind anumite solutii ale ecuatiei diferentiale
Loewner (a se vedea [78] i [79]; a se vedea si e.g. [50]).

Teorema 1.1.19. Fie f : U x [0,00) — C. Atunci f este un lant Loewner dacd $i numai dacd
urmdtoarele conditii sunt satisfacute:

(i) exista v € (0,1) si M > 0 astfel incat f(-,t) este olomorfd pe U, = {2z € C||z| < r} cu
f(0,8) = 0, f/(0,t) = €', oricare ar fi t > 0, f(z,-) este local absolut continud pe [0,00) local
uniform in raport cu z € U, si |f(2,t)| < Met, oricare ar fi z € U,., t > 0;

(#9) ewxista p : U x [0,00) — C ce satisface conditiile (i) si (it) din Teorema 1.1.18 astfel incdt,
pentru aproape orice t > 0:
0
a—{(z,t) =zf'(z,t)p(z,t,), z€TU,.
In cele ce urmeazi, reamintim generarea unui lant Loewner cu ajutorul functiei de tranzitie.

De asemenea, vom pune in evidentd legatura cu ecuatia diferentiald Loewner (a se vedea [78] si
[79]; a se vedea si e.g. [50]).

Teorema 1.1.20. Fie f un lant Loewner gi v functia de tranzitie asociatd lui f. Atunci f(z,-) este
local Lipschitz continud pe [0,00), local uniform in raport cu z € U, i exista p : U x [0,00) — C
ce satisface conditiile (i) si (ii) din Teorema 1.1.18 astfel incat f satisface ecuatia diferentiald
Loewner (1.1.4) asociatd lui p. Mai mult, pentru orice s > 0 gi z € U, v(z,s,-) este unica solutie
local absolut continud pe [s,00) a ecuatiei diferentiale Loewner (1.1.2) asociatd lui p cu conditia
initiald v(z,s,8) = 2. Mai mult, lim;_,o e'v(z,s,t) = f(z,5), local uniform in raport cu z € U,
oricare ar fi s > 0.

Observatia 1.1.21. Functia p din Teorema 1.1.20 este esential unica in urmatorul sens: daca
q este o altd functie ce satisface conditiile (i) si (#4) din Teorema 1.1.18 astfel incat f satisface
ecuatia diferentiald Loewner (1.1.4) asociata lui ¢, atunci p(-,t) = q(-,t), a.p.t. t > 0 (a se vedea
[16], [50]).

Orice ecuatie diferentiald Loewner are o unica solutie normata care este un lant Loewner, aga
cum vom vedea in urmétoarea teoremd (a se vedea [12], [78]).

Teorema 1.1.22. Fie p: U x [0,00) — C o functie ce satisface conditiile (i) si (ii) din Teorema
1.1.18. Atunci existd un unic lant Loewner f ce satisface ecuatia diferentiald Loewner (1.1.4)
asociatd lui p.

In continuare, consideram anumite proprietati extremale ale lanturilor Loewner, care sunt utile
in studiul problemelor extremale pentru clasa S (a se vedea [67]). Mai precis, consideram rezultatele
obtinute de Kirwan [66] si Pell [74].

Teorema 1.1.23. Fie f un lant Loewner. Urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
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(i) dacd f(-,0) € ex S, atunci e”tf(-,t) € ex S, oricare ar fit > 0.
(1) dacd f(-,0) € supp S, atunci et f(-,t) € supp S, oricare ar fi t > 0.

Incheiem aceasts subsectiune cu mentiunea ca un studiu general, care unifica teoria lanturilor
Loewner si teoria semigrupurilor de functii olomorfe pe discul unitate, a fost dat in [16] si [23].

De asemenea, un studiu interesant al proprietatilor de baza ale lanturilor Loewner si al ecuatiei
diferentiale Loewner pe discul unitate poate fi gisit in [88].

1.1.4 Reprezentari parametrice pe discul unitate

Mai intai, reamintim definitia unei functii univalente care are reprezentare parametrica pe discul
unitate (a se vedea [79]; a se vedea si e.g. [50]).

Definitia 1.1.24. O functie f : U — C are reprezentare parametricd daca existd p : Ux[0, 00) — C
astfel ncat
(i) p(-,t) € P, oricare ar fi t > 0,

(#3) p(z,-) este masurabild pe [0, 00), oricare ar fi z € U, gi

f= tlim e'v(-,t), local uniform pe U,
— 00

unde, pentru orice z € U, v(z,-) este unica solutie local absolut continud pe [0,00) a ecuatiei
diferentiale Loewner asociata lui p:

d
dit’ = —up(v,t), a.p.t. t >0,

cu conditia initiald v(z,0) = z.

Mentionam ca orice functie univalenta normata pe discul unitate are reprezentare parametrica
(a se vedea [79]). In cazul mai multor variabile complexe, aceastii proprietate nu este adevirata
pentru intreaga familie de aplicatii univalente normate pe bila unitate in C™, aga cum vom vedea
mai tarziu.

Teorema 1.1.25. Fie f : U — C. Atunci f € S daca i numai dacd f are reprezentare parame-
tricad.

Avéand in vedere subsectiunea anterioara, prezentam caracterizarea clasei S cu lanturi Loewner,
adica, orice functie univalentd normata pe discul unitate poate fi scufundata ca primul element
intr-un lant Loewner (a se vedea [79]).

Teorema 1.1.26. Fie f : U — C. Atunci f € S dacd $i numai dacd exista un lant Loewner F
astfel incdt f = F(-,0).
1.1.5 Reprezentari parametrice ale functiilor cu o taietura

In aceastd subsectiune, prezentim rezultatul parametric al lui Loewner [70] din 1923, ce
reprezintda punctul de plecare al teoriei lanturilor Loewner.
Mai intai, reamintim definitia functiilor cu o taieturd (a se vedea [33], [79]).

Definitia 1.1.27. O functie f € S se numegte functie cu o taieturd dacd C\ f(U) este un arc
Jordan.

O proprietate foarte utild a functiilor cu o taietura este aceea de a fi dense in clasa S (a se
vedea [33], [79]). Acestd proprietate a avut un rol important in motivatia lucrarii lui Loewner [70].
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Teorema 1.1.28. Fie f € S. Atunci existd un sir de functii cu o tdieturd (fn)nen tn S astfel
incat f, — f, cand n — oo, local uniform pe U.

Prezentam acum rezultatul lui Loewner [70]. O demonstratie detaliatd a acestui rezultat poate
fi gisita in [24], [33], [61].

Teorema 1.1.29. Fie f € S o functie cu o tdieturd. Atunci existd o functie continud k : [0,00) —
U astfel incat f = limy_, o et (-, t), local uniform pe U, unde, pentru orice z € U, v(z,-) este unica
solutie a ecuatiei diferentiale:

dv 1+ k(t)v

(1.1.5) w_

—v————, t>0
dt vlfn(t)v7 -

cu conditia initiald v(z,0) = z.
Referitor la reciproca Teoremei 1.1.29, avem urmétoarea observatie (a se vedea e.g. [33], [90]).

Observatia 1.1.30. Daca o functie f € S are reprezentarea parametrica data de (1.1.5), atunci
f nu este in mod necesar o functie cu o taietura.

In Capitolul 3, prezentam o generalizare a Teoremei 1.1.28, in cazul mai multor variabile com-
plexe, avand in vedere Teorema 1.1.29 si folosind teoria controlului optimal. Pentru acest scop,
mentiondm urmétoarea observatie interesantd a lui Roth [89], care, pe baza teoremei anterioare si
a Teoremei 1.1.7 (i), pune in legdturd ecuatia diferentiald Loewner (1.1.5) cu multimea punctelor
extremale ale clasei P.

Observatia 1.1.31. Pentru orice functie cu o taieturd f € S, existd p : U x [0,00) — C astfel
incat
(i) p(-,t) € ex P, oricare ar fi t > 0,
(ii) p(z,-) este continud pe [0, 00), oricare ar fi z € U,
si
f = lim e'v(-,t), local uniform pe U,
t—o0

unde, pentru orice z € U, v(z, -) este unica solutie pe [0, 00) a ecuatiei diferentiale:

d
dizt} = *U])(U,lf), t > Oa

cu conditia initiald v(z,0) = 2.

Aadar, avand in vedere Teorema 1.1.25, orice functie care are reprezentare parametrica poate
fi aproximata local uniform pe U cu functii care au reprezentarea parametrica de mai sus, care este
generatd de functii din ex P (a se vedea [89] si [90]).

1.1.6 Reprezentari parametrice ale functiilor univalente marginite pe
discul unitate

Clasa functiilor univalente normate gi marginite de un M € [1,00) dat este o subclasd impor-
tantd a clasei S (a se vedea [84]). Incepem aceastd subsectiune cu definitia sa.

Definitia 1.1.32. Notam cu
S(M) :={f € S||f(2)| < M, oricare ar fi z € U}

clasa functiilor univalente normate si marginite de M € [1,00) pe U.
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Pe baza Lemei lui Schwarz, observim ci, pentru M = 1, avem f € S(1) daci si numai daca
f(2) = z (a se vedea e.g. [84]).

Anumite exemple de functii univalente normate gi marginite pot fi date pornind de la o functie
stelatd (a se vedea [84]).

Exemplul 1.1.33. Fie f € S* si M € [1,00). Atunci functia f¥ : U — C data de
Mf (§p£6)) = 1e) s € v

este In S(M).

In particular, avem urmitorul exemplu important de functie univalentd normats si marginita
(a se vedea [84]).

Exemplul 1.1.34. Functia Pick péw : U — C, data de

My (37981(2)) = Fatz). = €

este in S(M), unde M € [1,00), 0 € R, si kg este rotatia corespunzitoare a functiei Koebe.

Deoarece S(M) este o familie normald, se poate deduce ugor compactitatea clasei S(M), pentru
M € [1,00) (a se vedea [84]).

Teorema 1.1.35. Fie M € [1,00). Atunci S(M) este o multime compactd in H(U).

In cazul functiilor univalente normate si marginite, avem urmatoarea reprezentare parametrica
particulard (a se vedea [24], [40], [79]).

Teorema 1.1.36. Fie M € [1,00) ¢i f : U — C. Atunci f € S(M) dacd si numai dacd existd
p: U x [0,log M] — C astfel incat p(-,t) € P, oricare ar fi t € [0,log M], p(z,-) este mdsurabild
pe [0,1og M], oricare ar fi z € U, si f = Muv(-,log M), unde, pentru orice z € U, v(z,-) este unica
solutie absolut continud pe [0,log M| a ecuatiei diferentiale:

dv

i —vp(v,t), a.p.t. t € [0, M],

cu conditia initiald v(z,0) = z.

Urmatorul rezultat oferd o caracterizare cu lanturi Loewner a clasei S(M) (a se vedea [24], [40],
[79]).

Teorema 1.1.37. Fie f : U — C g¢i M € [1,00). Atunci f € S(M) dacd $i numai dacd existd un
lant Loewner F astfel incat f = F(-,0) si F(z,t) =€z, z€ U, t > log M.

Folosind reprezentarea parametrica a functiilor univalente normate gi marginite, anumite pro-
bleme extremale pot fi rezolvate. De exemplu, avem urmétoarea teorema de cregtere (a se vedea

[84]).
Teorema 1.1.38. Fie M € [1,00) si f € S(M). Atunci urmdatoarele inegalitati exacte au loc:
pr (|2)) < 1f(2)] < po'(|2]), oricare ar fi 2 € U.

Studiul problemelor extremale pe aceasté clasa (a se vedea e.g. [84]) a motivat dezvoltarea unei
metode bazate pe teoria controlului optimal (a se vedea e.g. [84], [90], [91]). Mai tarziu, ne vom
axa pe abordarea ecuatiei diferentiale Loewner pe baza teoriei controlului optimal.
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1.2 Teoria lanturilor Loewner in C"

In aceasts sectiune, prezentam evolutia teoriei lanturilor Loewner de mai multe variabile com-
plexe. Primele rezultate in aceastd directie, referitoare la ecuatia diferentiald Loewner si la
lanturile de subordonare univalente pe bila Euclidiana unitate, au fost obtinute de Pfaltzgraff
[75]. Constributii importante, referitoare la reprezentarile parametrice pe polidiscul unitate in C™,
sunt datorita lui Poreda [80, 81], care a obtinut i unele generaliziri pentru bila unitate a unui
spatiu complex Banach [82]. Mentiondm c& Poreda [80] a obtinut teorema de cregtere si estimarile
coeficientilor de ordin doi pentru familia aplicatiilor cu reprezentare parametrica pe polidiscul uni-
tate gi a evidentiat atat asemanari, cat si diferente, intre cazul unidimensional si cel al mai multor
dimensiuni, referitoare la aceasta familie.

Rezultatele obtinute de Graham, Hamada, Kohr [41] au avut un impact semnificativ asupra dez-
voltarii teoriei pe bila unitate in mai multe dimensiuni. De exemplu, ne referim aici la generalizarea
clasei S dati de familia S°(B"), a aplicatiilor cu reprezentare parametrici pe B", compactitatea
familiei Carathéodory pe B"™, teoremele de cregtere asociate, estimarile coeficientilor, etc. Autorii
mentionati anterior au evidentiat si diferente importante dintre cazul unei variabile complexe si
cazul mai multor variabile complexe. Au urmat rezultatele referitoare la studiul solutiilor ecuatiei
diferentiale Loewner, in legdturd cu lanturile Loewner, obtinute de Curt, Kohr [28] si Graham,
Kohr, Pfaltzgraff [52]. Remarcdm ci diverse aplicatii ale teoriei lanturilor Loewner, avand in
vedere criterii de univalentd si extensii cvasiconforme in C”, pot fi géisite in monografia Curt [27].

Pe parcursul acestei sectiuni, prezentam si generalizarile referitoare la A-reprezentarile parame-
trice pe B™ obtinute de Graham, Hamada, Kohr, Kohr [44] si Duren, Graham, Hamada, Kohr
[34], ce sunt In legdturad cu lucrdrile lui Gurganus [54] gi Poreda [83], unde A este un operator
liniar In L(C™) astfel tncat k4 (A) < 2m(A) (k4 (A) este indicele Lyapunov al lui A i m(A) =
ming .= R(A(2), 2)). In acest caz, considerim familia compacti S9(B™), a aplicatiilor cu A-
reprezentare parametrici pe B", ce generalizeazd familia S°(B") (a se vedea [44]). De asemenea,
prezentam un exemplu, dat de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [49], de aplicatie in S (B?), care nu
este in SO(B"), unde A € L(C") este astfel incat ky (A) < 2m(A). In final, consideriim abordarea
generald a teoriei lanturilor Loewner datd de Bracci, Contreras, Diaz-Madrigral [17] i Arosio,
Bracci, Hamada, Kohr [8], referitoare la studiul L?-lanturilor Loewner si al notiunilor asociate
de familie de evolutie si cAmp vectorial Herglotz. In acest context, prezentim anumite rezultate
importante obtinute de Arosio, Bracci gi Wold [10], referitoare la proprietitile imaginii unui lant
Loewner.

In fiecare subsectiune, acordam atentie anumitor probleme extremale asociate lanturilor Loew-
ner. De exemplu, ne referim la rezultatele obtinute de Graham, Hamada, Kohr, Kohr [46, 48, 49] si
Schleifiinger [93]. O diferentd de baza dintre cazul unidimensional si cel al mai multor dimensiuni
este datd de un exemplu de punct suport marginit al familiei S°(B?), dat de Bracci [15] (cf.
Observatia 1.1.14).

O sursi bibliograficd importanta pentru acest subiect este monografia lui Graham gi Kohr [50].
Pe langa lucrarile mentionate anterior, principalele surse bibliografice pentru aceasta sectiune sunt
31, [5], [27], [48], [49], [54], [60], [83], [94], [95], [96].

Stabiliam acum cateva notatii pentru acest capitol si cele ce vor urma. Fie C™ spatiul n
variabilelor complexe z = (z1,...,2,) cu produsul scalar Euclidian (z,w) = Z;.Lzl z;W; $i norma
Euclidiani ||z|| = (z, 2)'/2. Bila deschisi {z € C"|[|z]| <} este notata cu B, iar bila unitate B
este notatd cu B". In cazul n = 1, discul unitate B! este notat cu U.

Fie L(C™) spatiul operatorilor liniari de la C™ la C™ cu norma standard. Fie I,, operatorul
identitate din L(C™). Dacd A € L(C™), atunci notdm cu A* operatorul adjunct al lui A.

Fie D C C" un domeniu. Notdm cu H (D) familia aplicatiilor olomorfe de la D la C™ inzestrata
cu topologia local uniform convergentei. In acest caz, H(D) este un spatiu Fréchet. Pentru orice
Q) C H(D), Q reprezinta inchiderea Iui Q in raport cu aceastd topologie. Pentru orice f € H(D)
si K C D, notam [|f||x = sup ¢ [|f(2)]-
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Daca f € H(B™), spunem ci f este normata dacd f(0) = 0 si Df(0) = I,,. Fie S(B") familia
aplicatiilor univalente normate pe B™. Dacd n = 1, atunci familia S(U) este notata cu S. O
aplicatie f : B™ — C™ este local univalenta, daca, pentru orice z € B, exista o vecinatate deshisa
V a lui z astfel incit f este univalentd pe V (sau, echivalent, pentru orice z € B™, Df(z) este
inversabild, unde Df(z) este diferentiala Fréchet a lui f in z). De asemenea, vom folosi notatiile
introduse in Definitia 1.1.6 pentru X = H(B").

1.2.1 Familia Carathéodory in C"

Urmatoarea familie de aplicatii olomorfe pe B™ este in stransa legatura cu clasa Caratheéodory
P (a se vedea [50], [54], [75], [95]). Aceasta familie are un rol esential in generalizarea teoriei
Loewner de mai multe variabile complexe, aga cum vom vedea in urmatoarea subsectiune.

Definitia 1.2.1.
M={he H(IB%")| h(0) = 0, Dh(0) = I,, si R(h(2),z) >0, z € B"}.

In cazul n = 1, orice functie h € M poate fi exprimati h(z) = zp(z), z € U, unde p € P. Pe
baza acestui fapt, evidentiem un exemplu de aplicatie din M, pentru n > 1 (a se vedea [50], [95]).

Exemplul 1.2.2. Fie p1,---,p, € P. Atunci aplicatia h : B” — C" data de

h(z) = (lel(zl)v SRR ann(zn))v z = (Zly cees Zn) € B,
este Tn M.

Pentru n = 2, prezentdm urmétorul exemplu simplu, dar important, de aplicatie din M (a se
vedea [50], [95]).

Exemplul 1.2.3. Fie n = 25si h: B? — C? data de
h(z) = (zl — azg,z'g), z = (21, 20) € B,

3v3

unde a € C. Atunci h € M dacd si numai dacé |a|] < -

Pentru familia M, avem urmatoarea teoremd de crestere. Marginea inferioara a fost obtinuta
de Pfaltzgraft [75] (cf. [54]), iar cea superioard de Graham, Hamada si Kohr [41] (cf. [50]). In
cazul polidiscului unitate, o margine superioara exactd a fost obtinutd de Poreda [80].

Teorema 1.2.4. Fie h € M. Atunci

[l
L+l

4
<lnel < ML g,

(1= =l)>’

Ca o consecintd a Teoremei 1.2.4, Graham, Hamada si Kohr [41] au obginut compactitatea
familiei M.

1]l

Teorema 1.2.5. M este o submultime compactd a lui H(B™).

Avéand in vedere Teorema 1.2.5, putem considera diverse probleme extremale asociate familiei
M. Graham, Hamada si Kohr [41] au obtinut urmétoarele estiméri ale coeficientilor, ce sunt
utile in studiul altor probleme extremale (e.g. estiméiri ale coeficientilor aplicatiilor stelate; a se
vedea [39], [50]). Poreda [80] a obtinut estiméri exacte corespunzitoare ale coeficientilor in cazul
polidiscului.
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Teorema 1.2.6. Fie h €¢ M. Atunci urmdtoarele estimari exacte au loc

1
—DmR(O) ™), w) [ <2, w e full =1, m >2

De asemenea, urmdtoarele estimari au loc
1
H'Dmh(O)(wm)H < 2ky, weC |w| =1 m>2,
m!

unde ky, = m™/ (m=1)

O caracterizare completa a punctelor extremale si a punctelor suport ale familiei Carathéodory
M pare a fi mult mai complicatd in cazul mai multor variabile complexe (cf. Teorema 1.1.7), asa
cum sugereazi anumite exemple obtinute de Voda [96]. Urma&torul exemplu dat de Voda [96] pune
in evidentda un punct suport al lui M, care nu este un punct extremal al lui M pentru n = 2 (cf.
Teorema 1.1.7 (i)).

1+Zl 1+2’2
21 y 22
1—2 1— 2

Exemplul 1.2.7. Fie h : B? — C? data de h(z1, 22) = (
h € supp M \ ex M.

)7 (21, 22) € B2, Atunci

Familia M este foarte utild In studiul proprietatilor geometrice ale aplicatiilor univalente pe
B (a se vedea [50], [95]). In cele ce urmeazi, considerdm definitia aplicatiilor stelate pe B™.
Mentiondm c& aceste aplicatii pot fi caracterizate analitic cu aplicatii din M (a se vedea e.g. [50],
[95]).

Definitia 1.2.8. O aplicatie f : B" — C™ se numeste stelatd dacd f este univalenta pe B" cu
f(0) =0si f(B™) este un domeniu stelat in raport cu originea.
Notam cu S*(B™) familia aplicatiilor univalente normate pe B™ care sunt stelate.

Pentru n = 2, in legatura cu Exemplul 1.2.3, avem urmatorul exemplu de aplicatie stelata pe
B2 (a se vedea [95]; a se vedea si [87]).

Exemplul 1.2.9. Fie n = 25i f : B? — C? data de
f(z) = (Zl +az§,z2), z=(z1,22) € B?,

3v3

unde a € C. Atunci f € S*(B?) daci si numai daci |a| < —

1.2.2 Lantuti Loewner si ecuatia diferentiala Loewner in C"

In aceastd subsectiune, prezentam definitia unui lant Loewner pe B™ si anumite rezultate cu
referire la ecuatia diferentiald Loewner in C™ (a se vedea [3], [27], [41], [50], [75], [82]).

Definitia 1.2.10. O aplicatie f : B™ x [0,00) — C™ se numegte lant de subordonare univalent
daca f(-,t) este univalentd pe B™ cu f(0,¢) = 0, oricare ar fi t > 0, i f(B",s) C f(B"™,t), oricare
ar fi 0 < s < t. Dacd, in plus, Df(0,t) = e'I,,, oricare ar fi t > 0 (unde D reprezinta diferentiala in
raport cu variabilele complexe), atunci f se numeste lan Loewner. Dacd f este un lant Loewner
astfel incat {e~*f(-,t)}i>0 este o familie normald, atunci f se numesgte lant Loewner normal.

Din definitia anterioara se poate deduce: daca f este un lant de subordonare univalent, atunci,
pentru orice 0 < s < t, existd o unica aplicatie Schwarz univalenta v(-, s,t) (i.e. ||v(z,s,t)] < 2],
z € B") astfel incat f(z,s) = f(v(z,s,t),t), oricare ar fi z € B™. In acest caz, v se numeste
aplicatia de tranzitie asociatd lui f. Aplicatia de tranzitie v satisface proprietatea de semigrup:
v(z,s,u) = v(v(z,s,t),t,u), oricare ar fi z € B", 0 < s < ¢t < w. Mai mult, dacd f este un lant
Loewner, atunci Dv(0, s,t) = eI, oricare ar fi 0 < s < t.



1.2. Teoria lanturilor Loewner in C" 13

Pentru o caracterizare geometrica a lanturilor de subordonare univalente in C™”, se poate utiliza
notiunea de convergentd Carathéodory in nucleu (a se vedea [34], [52], [96]; a se vedea [38], in cazul
n=1).

Pentru aplicatii referitoare la extensii cvasiconforme, in mai multe dimensiuni, ne referim la
rezultatele initiale obtinute de Pfaltzgraff [76] (a se vedea si [22], [27] si [50, Chapter 8]).

Ca 1n cazul unei variabile complexe, un exemplu simplu de lant Loewner normal se poate da
pornind de la o aplicatie stelatd pe B™ (a se vedea e.g. [50]).

Exemplul 1.2.11. Fie f € S(B™). Atunci f € S*(B") daci si numai daca aplicatia F' : B™ x
[0,00) — C™ data de F(z,t) = €' f(z), 2 € B", t > 0, este un lan Loewner normal.

Consideram acum ecuatia diferentiald Loewner in C™. Primele rezultate referitoare la existenta,
unicitate si anumite proprietiti ale solutiei pe bila unitate, au fost obtinute de Pfaltzgraff [75].
Rezumam aceste rezultate In urmatoarea teorema, tinand cont de si Tmbunatatirea obtinuta de
Graham, Hamada gi Kohr [41] (a se vedea si [50], [51]). Mentiondm c& Poreda [80] a fost primul
care a a considerat cazul polidiscului unitate in C".

Teorema 1.2.12. Fie h:B" x [0,00) — C™ astfel incit :
(7) h(-,t) € M, oricare ar fit >0,
(17) h(z,-) este masurabild pe [0,00), oricare ar fi z € B™.
Atunci, pentru orice z € B"™ si s > 0, ecuatia diferentiald
dv
dt
are o unicd solutie local absolut continud v(z,s,-) cu conditia initiald v(z,s,s) = z. Mai mult,
pentru orice s > 0, v(z,s,-) este Lipschitz continud pe [s,0), local uniform in raport cu z € B",
v(+, 8,t) este o aplicatie Schwarz univalentd cu Dv(0,s,t) = 57, oricare ar fit > s, si urmdtoarele
inegalitati au loc

(1.2.1) h(v,t), a.p.t. t > s,

e vz, s, )| 2]
(1= loz 8,00 = (1= ll2)*
e’ vz, s, )| 121l

(L+[lo(z, 8,012 = (L+112])*
oricare ar fi z € B™ sit > s> 0.

Aplicatia h : B" x [0, 00) — C™ care satisface conditiile (¢) si (¢¢) din Teorema 1.2.12 se numeste
camp vectorial Herglotz sau camp vectorial generator (a se vedea [17], [34]). Ecuatia diferentiald
(1.2.1) se numeste ecuatia diferentiald (ordinard) Loewner asociatd lui h.

Urmatoarea teorema pune in evidenta o modalitate de a genera un lant Loewner normal, al carui
aplicatie de tranzitie este datd de solutia ecuatiei diferentiale Loewner. Poreda [82] a obtinut acest
rezultat impunand anumite conditii suplimentare, care nu sunt necesare avand vedere rezultatele
lui Graham, Hamada gi Kohr [41] (a se vedea si [50], [51]).

Teorema 1.2.13. Fie h : B" x [0,00) — C™ un cdmp vectorial Herglotz si v(z,s,-) unica solutie
local absolut continud a ecuatiei diferentiale Loewner (1.2.1) asociatd lui h pe [s,00) cu conditia
initiald v(z,s,8) = z, oricare ar fi s > 0, z € B™. Atunci, pentru orice s > 0, urmdtoarea limitd
exista local uniform pe B™:
(1.2.2) f(z,8) = lim e'v(z,s,t)

t—o00
st f:B" x[0,00) = C™ datd de (1.2.2) este un lant Loewner normal al carui aplicatie de tranzifie
este v. Mai mult, f(z,-) este local Lipschitz continud pe [0, 00), local uniform in raport cu z € B™
si [ satisface pentru aproape orice t > 0:

af

(1.2.3) o

(z,t) = Df(z,t)h(z,t), z€B"
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Ecuatia diferentiald (1.2.3) se numeste ecuatia diferentiald (generalizatd) Loewner asociata lui
h.

Graham gi Kohr [50] au demonstrat ca pentru orice lant Loewner f avem c& f(z,-) este local
Lipschitz pe [0, 00), local uniform in raport cu z € B™. Tinand cont si de lucrdrile Curt, Kohr
[28, 29], Graham, Hamada, Kohr [41] (a se vedea si [51]), avem urmitoarea teoremi care aratd
ca orice lant Loewner satisface o ecuatie diferentiala Loewner si ofera o caracterizare a lanturilor
Loewner normale. Aplicatii ale lanturilor Loewner in mai multe dimensiuni pot fi gasite i in [27].

Teorema 1.2.14. Fie f : B" x [0,00) — C™ un lant Loewner. Atunci f(z,-) is local Lipschitz
continud pe [0,00) local uniform in raport cu z € B™ gi existd h : B" x [0,00) — C™ ce satisface
conditiile (i) ¢i (it) din Teorema 1.2.12 astfel incdt , pentru aproape orice t > 0, avem:

of

E(z,t) = Df(z,t)h(z,t), oricare ar fi z € B".

Mai mult, dacd f este un lant Loewner normal, atunci f(z,s) = tlim e'v(z,s,t), local uniform
— 00

in raport cu z € B™, oricare ar fi s > 0, unde v(z,s,-) este unica solutie local absolut continud a
ecuatiei diferentiale Loewner (1.2.1) asociatd lui h pe [s,00) cu conditia initiald v(z,s,s) = z.

Observatia 1.2.15. Campul vectorial Herglotz h din Teorema 1.2.14 este esential unic in urmato-
rul sens: daca k este un alt cAmp vectorial Herglotz astfel incat f satisface ecuatia diferentiala
Loewner (1.2.3) asociatd lui k, atunci h(-,t) = k(-,t), a.p.t. ¢ > 0 (a se vedea [8], [50]).

Teoremele 1.2.12 gi 1.2.14 implica urmatoarea teorema de crestere pentru lanturi Loewner
normale (a se vedea [29], [50], [51]).

Teorema 1.2.16. Fie f:B" x [0,00) = C" un lan{ Loewner normal. Atunci

[

(==’

Ca o consecintd a Teoremei 1.2.16, avem urmétoarea observatie (a se vedea [52]).

7 Self Gzl <

I Lok | B zeB™", t>0.
(1 +I=1)

Observatia 1.2.17. Daca f : B" x[0,00) — C" este un lant Loewner normal, atunci (J,~, f(B", 1)
=C" -

In continuare, ardtdm cum se poate genera un lant Loewner, rezolvand o ecuatie diferentiala
Loewner. Mai mult, vom evidentia caracterizarea lanturilor Loewner cu lanturi Loewner normale
si aplicatii univalente intregi. Pentru aceasta, considerim intdi urmétoarea definitie (a se vedea
[52], [34], [8], [18]).

Definitia 1.2.18. O aplicatie f : B x [0,00) — C™ se numeste solutie standard a ecuatiei
diferentiale Loewner (1.2.3) asociatd cAmpului vectorial Herglotz h daca f(0,t) = 0, oricare ar fi
t >0, f(z,-) este local absolut continud pe [0, c0) local uniform in raport cu z € B" si f satisface
ecuatia diferentiald (1.2.3) asociata lui h.

O aplicatie f : B™ x [0,00) — C™ se numeste solutie univalentd normatd a ecuatiei diferentiale
Loewner (1.2.3) asociatd unui cAmp vectorial Herglotz h dacd f este o solutie standard a ecuatiei
diferentiale Loewner (1.2.3) asociata lui h si {e~*f(-,t)};>0 este o familie in S(B"). Daci, in plus,
{e7tf(-,t) }+>0 este o familie normald, atunci f se numeste solutie canonicd a ecuatiei diferentiale
Loewner (1.2.3) asociata lui h.

Avem urmé&toarea teoreméa importantd datorita lui Pfaltzgraff [75] si Graham, Hamada, Kohr
[41] (a se vedea si [51], [52]), care, pe baza Teoremelor 1.2.13 si 1.2.14, implica faptul ca notiunile
de lant Loewner normal si solutie canonica sunt echivalente.
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Teorema 1.2.19. Fie h : B" x [0,00) — C™ un camp vectorial Herglotz. O aplicatie f : B™ x
[0,00) — C™ este o solutie canonicd a ecuatiei diferentiale Loewner (1.2.3) asociatd lui h dacd
st numai daca f este lantul Loewner normal dat de (1.2.2). In particular, existd o unica solutie
canonicd a ecuatiei diferentiale Loewner (1.2.3) asociatd lui h.

Pentru solutiile standard si solutiile univalente normate, avem urmatoarea caracterizare data
de Graham, Kohr gi Pfaltzgraff [52] (cf. [34]). In ultima subsectiune, vom considera abordarea
abstracta a acestei caracterizari, intr-un context foarte general, data de Arosio, Bracci, Hamada si
Kohr [8].

Teorema 1.2.20. Fie h un camp vectorial Herglotz si f solutia canonica a ecuafiei diferentiale
Loewner (1.2.3) asociatd lui h. Atunci g : B™ X [0,00) — C™ este o solutie standard a ecuatiei
diferentiale Loewner (1.2.3) asociatd lui h dacd si numai dacd existd o aplicatie olomorfd ® : C* —
C™ cu ®(0) =0 astfel incat

g(z,t) = ®(f(z,t), z€B", t>0.

In particular, g : B"x [0, 00) — C™ este o solutie univalentd normatd a ecuatiei diferentiale Loewner
(1.2.3) asociatd lui h dacd i numai dacd ezistd o aplicatie univalentd ® : C* — C" cu ®(0) =0
st D®(0) = I,, astfel tncdt

g(z,t) = ®(f(2,1)), ze€B" t>0.

Pe baza Teoremei 1.2.20, avem urmatoarea teorema de caracterizare a lanturilor Loewner
obtinutd de Graham, Kohr gi Pfaltzgraff [52] (a se vedea si [8], [34]; cf. Teorema 1.1.22).

Teorema 1.2.21. O aplicatie g : B" x[0,00) — C" este un lant Loewner dacd si numai dacd g este
o solutie univalentd normatd a ecualiei diferentiale Loewner (1.2.3) asociatd unui camp vectorial
Herglotz. Mai mult, g este un lant Loewner daca st numai daca exista un unic lant Loewner normal
§t 0 unicd aplicatie univalentd ® : C"* — C"™ cu ®(0) =0 gi DP(0) = I,, astfel incat

g(z,t) = ®(f(2,t)), ze€B" t>0.

In particular, dacd f este un lant Loewner normal si ® : C* — C" este o aplicatie univalentd cu
®(0) =0 st DP(0) = I,,, atunci: o f este un lant Loewner normal dacd st numai dacd ® = I,,.

Folosind Teorema 1.2.21, se poate da ugor un exemplu de lant Loewner care nu este normal,
aga cum se poate observa in urméatorul exemplu (cf. [9], [41], [50]).

Exemplul 1.2.22. Fie n > 2 i fie ¢ : C"* — C” un automorphism al lui C" astfel incdt ®(0) = 0,
D®(0) = I, si ® # I,,. De asemenea, fie F' : B" x [0,00) — C" datd de F(z,t) = ®(etz), z € B",
t > 0. Atunci, pe baza Teoremei 1.2.21, F' este un lant Loewner care nu este nu lant Loewner
normal in dimensiune n > 2.

1.2.3 Reprezentari parametrice pe bila unitate

Familia aplicatiilor care au reprezentare parametric a fost considerata intai de Poreda [80, 81],
pe polidiscul unitate in C", si apoi de Kohr [68], pe bila Euclidiand unitate. De fapt, Kohr [68] (a
se vedea gi [41]) a considerat familia mai generald a aplicatiilor care au g-reprezentare parametrica
pe B". Graham, Hamada si Kohr [41] au considerat cazul unei norme arbitrare.

Definitia 1.2.23. O aplicatie f : B® — C” are reprezentare parametrica daca exista un camp
vectorial Herglotz h : B™ x [0,00) — C™ astfel incat :

() h(-,t) € M, oricare ar fi t > 0,
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(79) h(z,-) este masurabild pe [0, 00), oricare ar fi z € B",
si
f = lim e'v(-,t), local uniform pe B",
t—o0

unde, pentru orice z € B", v(z,-) is unica solutie local absolut continud pe [0,00) a ecuatiei
diferentiale Loewner asociata lui h:

dv
— = —h(v,t), a.p.t. t >0,
o (v, 1), apt. t =
cu conditia initiala v(z,0) = z.
Notam cu S°(B") familia aplicatiilor care au reprezentare parametrica pe B™.

Desi familia S°(B") este o submultime proprie a lui S(B") (a se vedea [41], [50]; cf. [80];
a se vedea si Exemplul 1.2.33), familia S°(B") reprezinta o generalizare naturald in mai multe
dimensiuni a clasei S, a functiilor univalente normate pe discul unitate. In continuare, vom vedea
citeva asemindri intre clasa S si familia S°(B"). Mentionam c&, pe baza Teoremei 1.1.25, avem
SO(U) = S.

Avand in vedere subsectiunea anterioari, avem urméitoarea caracterizare a familiei S°(B"), cu
lanturi Loewner normale, datd de Graham, Kohr gi Kohr [51] (a se vedea si [41], [50]). Poreda [81]
a obtinut acest rezultat pentru polidisc, impunand anumite conditii suplimentare.

Teorema 1.2.24. Fie f : B" — C". Atunci f € S°(B") dacd $i numai dacd existd un lant
Loewner normal F astfel incdt F(-,0) = f.

Pe baza Exemplului 1.2.11, se poate deduce imediat ca orice aplicatie normata stelata este n
S9(B") (a se vedea [50]; cf. [80]).
Observatia 1.2.25. S*(B") c S°(B").

O consecinta a Teoremelor 1.2.16 si 1.2.24 este urmatoarea teorema de cregtere pentru aplicatiile
din S°(B") obtinutd de Graham, Hamada si Kohr [41] (a se vedea si [68]; a se vedea Poreda [80],

pentru cazul polidiscului). Barnard, FitzGerald i Gong [11] au obtinut aceeagi teorema de cregtere
pentru familia S*(B™), folosind caracterizarea analiticd a stelaritdtii pe B™ (cf. [22]).

Teorema 1.2.26. Fie f € S°(B"). Atunci urmdtoarele inegalititi ezacte au loc:

2] 1]l .
WSHJC(Z)ng, z € B".

In particular, By, © f(B").
Graham, Kohr si Kohr [51] au demonstrat compactitatea familiei S°(B™).
Teorema 1.2.27. S°(B") este o submultime compactd a lui H(B").

Avéand in vedere teorema precedenta, se pot considera diverse probleme extremale pentru familia
SY(B™). Problema aflirii celor mai bune estimiri pentru coeficientii aplicatiilor care au reprezentare
parametricd pe B™ pare a fi mult mai complicatd pentru n > 2 (a se vedea [41], [50]). Urmatoarele
estimari de coeficienti au fost obtinute de Graham, Hamada si Kohr [41] (a se vedea si [50], [68]).
Rezultatul corespunzéator lui (1.2.4) in cazul polidiscului a fost obtinut de Poreda [80]. Mentionam
cd Graham, Hamada gi Kohr [41] au formulat versiunea n-dimensionald a conjecturii lui Bieberbach
(a se vedea also [50]; cf. [39]).

Teorema 1.2.28. Fie f € S°(B"). Atunci urmdtoarele inegalititi exacte au loc:

(1.2.4) % (D2(O)(w?),w)| <2, weC, fu] =1
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De asemenea, urmdtoarele inegalitdti au loc:

1
H2D2f(0)(w2) <8, weC |uwl|=1.

Avand in vedere rezultatele lui Kirwan [66] si Pell [74] (a se vedea Teorema 1.1.23), Graham,
Kohr si Pfaltzgraff [53] au considerat anumite proprietiti extremale asociate unor familii compacte
de aplicatii univalente pe B", n > 2, generate de lanturi Loewner normale. Graham, Hamada,
Kohr si Kohr [46] au generalizat Teorema 1.1.23 (i) (cf. [21]). SchleiBfinger [93] a demonstrat
generalizarea Teoremei 1.1.23 (i), folosind anumite idei bazate pe proprietitile perechilor Runge
in C" (a se vedea si [46] pentru rezultate partiale; cf. [21]).

Teorema 1.2.29. Fie f un lant Loewner normal.

(i) Daca f(-,0) € ex S°(B"), atunci et f(-,t) € ex SY(B"), oricare ar fit > 0.

(ii) Dacd f(-,0) € supp S°(B"), atunci e~ f(-,t) € supp S°(B™), oricare ar fit > 0.

Observatia 1.2.30. Conditia ca f sa fie un lant Loewner normal in teorema precedenta este

esentiali, avind In vedere urm&torul fapt: daci f este un lant Loewner normal, atunci e~ f(-, ) €
SY9(B"), oricare ar fi t > 0 (a se vedea [46]).

In legatura cu Exemplul 1.2.7, prezentam un exemplu de aplicatie stelata care este un punct
suport al lui S°(B"), dar care nu este un punct extremal al lui S°(B") pentru n = 2, obtinut de
Graham, Hamada, Kohr, Kohr [48] gi Voda [96].

Exemplul 1.2.31. Fie f : B2 — C2? data de f(z1,22) =
Atunci f € S*(B?) si f € supp S°(B?) \ ex S°(B?).

(<

2
1_21)27 (1_22)2)7 (ZlaZQ) € IB :

Tindnd cont de Exemplul 1.1.10, observam ca, in ciuda faptului ca aplicatia de mai sus nu este
un punct extremal al lui S°(B?), fiecare component a aplicatiei este un punct extremal al clasei
S (a se vedea [48]).

La fel ca in cazul unidimensional, se poate folosi teoria controlului optimal pentru a studia
probleme extremale asociate unor familii de aplicatii cu reprezentare parametricd pe B™ (a se vedea
[46]). Un rezultat relevant in aceastd directie este principiul de maxim de tip Pontryagin pentru
ecuatia diferentiald Loewner in mai multe dimensiuni obtinut de Roth [92]. Prezentdm o consecinté
a acestui rezultat, datd de Roth [92], care oferd o conditie necesard pentru ca primul element al
unui lant Loewner normal si fie un punct suport al lui S°(B"). Acest rezultat imbun&nsteste un
rezultat asociat obtinut de Bracci, Graham, Hamada, Kohr [18].

Teorema 1.2.32. Fie f un lant Loewner normal astfel incat f(-,0) € supp S°(B"). Atunci

. —10f z
f R |Df(zt)] Z(zt =0, apt. t>0.

Incheiem aceastd subsectiune cu un exemplu de aplicatie care pune in evidenta diferente im-
portante dintre cazul unei variabile complexe si cel al mai multor dimensiuni (a se vedea [15], [41],
[50]). In particular, prezentdm exemplul de punct suport marginit al lui S°(B?) obtinut de Bracci
[15].

Exemplul 1.2.33. Consideram din nou Exemplul 1.2.9. Fie n =2 si f : B> — C? data de
flz)= (zl +az§,zz), z=(z1,2) € B,

unde a € C. Atunci:
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(i) Pentru orice a € C, avem f € S(B?). Deoarece valoarea absolutd a lui a poate fi aleasd
oricdt de mare, avem ci S(B?) nu este o familie normald (a se vedea [41], [50]). Deci, pe baza
Teoremei 1.2.27, SY(B?) este o submultime proprie a lui S(B?).

(#4) Graham, Hamada si Kohr [41] au punctat inca o diferentd intre cazul unidimensional (cf.

Teorema 1.1.13) si cel al mai multor dimensiuni: dacd |a| = 3‘[ , atunci f € S°(B?) si

3\f

1
H2D2f(0)(w2) =lal="==>2, weC? ||uw|]|=1.

Mai mult, aceasta este in contrast gi cu estimarea corespunzatoare cazului polidiscului, obtinuta
de Poreda [80].

(iii) Bracci [15] a demonstrat ci: f € SY(B?) daci si numai daci |a| < % Deci, tindnd cont
de Exemplul 1.2.9, f € S°(B?) daci si numai dacd f € S*(B?). Mai mult, Bracci [15] a demonstrat

3v3
ci: daci a = 5 atunci f este un punct suport marginit al lui S°(B?), in raport cu functionala

10%

liniar& continud L : H(B?) — C dati de L(g) = 302

(O O) (gl,gg) S H(B2)

1.2.4 A-reprezentari parametrice pe bila unitate

In aceasts subsectiune, prezentam cateva rezultate obtinute de Graham, Hamada, Kohr, Kohr
[44] si Duren, Graham, Hamada, Kohr [34], care generalizeazd anumite rezultate din sectiunea
precedenta. De asemenea, ne referim la rezultate care evidentiaza anumite proprietati extremale
(a se vedea [48], [49]). Pe de alta parte, mentionam si contributiile lui Arosio [4, 5] si Voda [96, 97].

Consideram urmétoarele notatii referitoare la un operator A € L(C™) (a se vedea e.g. [36]):

m(4) = min{R(A | Izl = 1},

k(4) = max{ﬂ% { Wzl =1},
[V (A)| max{[(A | 2]l = 1},
ki (A) = max{m\ )\ ca(A)},

unde o (A) este spectrul lui A. Notam ci |V (A)]| este raza numerica a operatorului A, iar k4 (A) este
indexul exponential superior (indexul Lyapunov) al lui A. Avem m(A) < ki (4) < |V(A)| < Al

(a se vedea e.g. [48]), [|A]| < 2|V(A)] si ki (A) = lim;_,» 2L (a se vedea e.g. [31], [36]).
Mai Intai, vom considera anumite generalizari ale clasei Carathéodory P, in cazul mai multor
variabile complexe, asociate cu familia Carathéodory M (a se vedea [54], [95]).

Definitia 1.2.34. Notam:
N ={h e HB")|h(0) =0, R(h(2),z) >0, z € B"}
Daca A € L(C™) este astfel incat m(A) > 0, atunci notam:
Na = {h e N| Dh(0) = A}.

Observam c& familia Carathéodory M coincide cu N7, .
Avem urmaétorul rezultat de compactitate obtinut de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [44].

Teorema 1.2.35. Fie A € L(C™) astfel incat m(A) > 0. Atunci N este o submultime compactd
a lui H(B™).

Familia N4 este utild n caracterizarea aplicagiilorAspiralate normate pe B™ in raport cu A, unde
A € L(C™) cum(A) > 0 (a se vedea [50], [54], [95]). In continuare, prezentam definitia aplicatiilor
spiralate pe B" (a se vedea [95]).
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Definitia 1.2.36. Fie A € L(C") astfel incdt m(A) > 0. O aplicatie f : B® — C™ se numeste
spiralatd in raport cu A daca f este o aplicatie univalenta pe B™ cu f(0) = 0 si f(B") este un
domeniu spiralat in raport cu 4, i.e. et f(B") C f(B"), oricare ar fi t > 0.

Notam cu S A(B™) familia de aplicatii univalente normate pe B™ care sunt spiralate in raport
cu A.

Graham, Hamada gi Kohr [41] au dat urm&torul exemplu de aplicatie spiralatd pe bila unitate
in C? care nu are reprezentare parametrica (a se vedea si [44], [50]).

Exemplul 1.2.37. Considersm Exemplul 1.2.33. Fie n =2 si f : B2 — C? data de
flz) = (zl + az%,zg), z = (21, 20) € B?,

unde a € C. f este spiralatd in raport cu operatorul A € L(C?) dat de A(z1,22) = (221, 22),
(21,22) € C?, dar daci valoarea absoluti a lui a este suficient de mare, atunci f nu are reprezentare
parametrici pe B2.

Acest exemplu oferd una din motivatiile de a studia A-reprezentarile parametrice introduse de
Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [44]. In cele ce urmeazi, considerdm definitia unei aplicatii care
are A-reprezentare parametrica pe B".

Definitia 1.2.38. Fie A € L(C") astfel incat m(A) > 0. O aplicatie f : B” — C™ are A-
reprezentare parametricd dacd existd h : B x [0,00) — C™ astfel incat :

(i) h(-,t) € Na, oricare ar fi t > 0,

(i1) h(z,-) este masurabild pe [0, 00), oricare ar fi z € B",

si

(1.2.5) = tlim eu(-,t), local uniform pe B",
—00

unde, pentru orice z € B™, v(z,) este unica solutie local absolut continud pe [0,00) a ecuatiei
diferentiale Loewner asociata lui h:

d
(1.2.6) d—: = —h(v,1), ap.t. t >0,

cu conditia initiald v(z,0) = z.

Notam cu S (B") familia aplicatiilor care au A-reprezentare parametrica pe B".

Mentiondm ca, in general, limita (1.2.5) s-ar putea s nu existe, aga cum aratd urmatorul
exemplu (a se vedea [97, Example 3.7]; cf. [4]).

Exemplul 1.2.39. Fie n = 2 si fie h : B? x [0,00) — C? data de
(1.2.7) h(z,t) = (A\21 +a(t)22, 20), 2= (21,22) €EB? t >0,
(t)

unde A € C este astfel incat R\ > 2, a : [0,00) — C este méasurabild si | , t > 0. Atunci

h satisface conditiile (¢) si (¢7) din Definitia 1.2.38, in raport cu A = , §i, pentru orice

2= (z1,22) € B2 v(z,-) dati de

(1.2.8) vz, t) = (e*M (21 - (/Ota(s) ds) zg),e*t@), t>0,

este unica solutie local absolut continud pe [0, 00) a ecuatiei diferentiale Loewner (1.2.6) asociata
lui h.

Acum, fixim A = 2 §i a(t) = cos(t), t > 0. Atunci observam ca e'tv(z,t) = (21 — sin(t)23, 22),
z = (21,22) € B2, ¢t > 0, si deci limita (1.2.5) nu exista, in acest caz.

a(t)]
A0
0 1

\_/|/\
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Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [44] au gasit o conditie suficientd pentru A € L(C™), anume
k4+(A) < 2m(A), astfel incat limita (1.2.5) sa existe intotdeauna, iar apoi au caracterizat familia
S9(B™). In cele ce urmeaz, vom prezenta aceste rezultate. Pentru aceasta, considerim definitia
lanturilor de subordonare univalente A-normate, unde A € L(C™) (a se vedea [34], [44], [48]).

Definitia 1.2.40. Fie A € L(C™). Un lant de subordonare univalent f se numegte A-normat daci
Df(0,t) = e'4, oricare ar fi t > 0.

Un exemplu simplu de lant univalent A-normat, unde A € L(C™) cu m(A) > 0, poate fi dat
pornind de la o aplicatie spiralatd in raport cu A (a se vedea [44]).

Exemplul 1.2.41. Fie A € L(C") astfel incat m(A) > 0si f € S(B™). Atunci f € §A(]B%”) daca
si numai dacd aplicatia F' : B" x [0,00) — C" dati de F(z,t) = e/ f(2), 2 € B", t > 0, este un
lant de subordonare univalent A-normat.

Graham, Hamada, Kohr si Kohr [44] au caracterizat familia S9(B"), pentru A € L(C") cu
k4 (A) < 2m(A), cu lanturi de subordonare univalente A-normate.

Teorema 1.2.42. Fie A € L(C") astfel incdit ky(A) < 2m(A). Daca f : B™ — C”, atunci
f € SY(B™) dacd si numai dacd existd un lant de subordonare univalent A-normat F astfel tncat
{etAF(-,t)}i>0 este o familie normald si F(-,0) = f.

De asemenea, autorii lucrérii [44] au demonstrat compactitatea familiei SG(B™), pentru A €
L(C™) cu ki (A) < 2m(A).

Teorema 1.2.43. Fie A € L(C") astfel incdt ki (A) < 2m(A). Atunci S§(B") este o submultime
compactd a lui H(B™).

Avand in vedere Teorema 1.2.43, mengiondm c& Voda a dat un exemplu [97, Example 3.7] (a se
vedea si [4]) care aratd ca in absenta conditiei k4 (A) < 2m(A) pentru A € L(C"), familia S (B")
nu este In mod necesar compacta.

Mentionam ca majoritatea rezultatelor din Subsectiunea 1.2.2 raméan valabile pentru lanturi de
subordonare univalente A-normate, unde A € L(C") cu ki (A) < 2m(A) (a se vedea [34], [44]).
Totusi, evidentiem un exemplu, dat de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [49], de aplicatie care are
A-reprezentare parametrica pentru un A € L(C?) cu ky(A) < 2m(A), dar care nu are reprezentare
parametrics pe B2. Mai mult, acest exemplu arats existenta unui punct suport marginit al famliei
S9(B?) (cf. [15]; a se vedea Exemplul 1.2.33

o > —

ExmnwulL2A4.HeAe(L2)$A::( ?).me:BQ—>C2dméde
_%o

)= (=555

z%,zz), z=(z1,2) € B,
unde ag = max{a > 0| Ax? + 9% —azy? > 0,2,y > 0,22 + 2 < 1}. Atunci k4 (A) < 2m(A) si
f € S9(B?)\ S°(B?). Mai mult, f € supp S (B?).

Deoarece familia SG(B") este compacta pentru A € L(C") cu k4 (A) < 2m(A), se pot studia
diverse probleme extremale asociate. Pentru un studiu bazat pe teoria controlului optimal, ne

referim la [48, 49]. In Capitolul 3, ne vom concentra asupra acestui studiu. Graham, Hamada,
Kohr si Kohr [48] au obtinut urméatoarea generalizare a Teoremei 1.2.29.

Teorema 1.2.45. Fie A € L(C") astfel incat ki (A) < 2m(A) si fie f un lant de subordonare
univalent A-normat astfel incat {e=*A f(-,t)}i>0 este o familie normald.

(i) Dacd f(-,0) € ex SG(B"), atunci e A f(-,t) € ex SQ(B™), oricare ar fit > 0.

(i) Dacd f(-,0) € supp SY(B"), atunci e *A f(-,t) € supp S (B"), oricare ar fi t > 0.
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Observatia 1.2.46. Fie A € L(C") astfel incat k, (A) < 2m(A). In legiturd cu Remarca 1.2.30,
observam ci: daci f este lant de subordonare univalent A-normat astfel incat {e =4 f(-,¢)};>0 este
o familie normald, atunci e~*4 f(-,t) € SY(B"), oricare ar fi t > 0 (a se vedea [48]).

Unele dintre rezultatele prezentate in acest capitol au fost extinse la spatii complexe Banach
reflexive, de citre Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [47]. Pentru un studiu general al lanturilor
de subordonare univalente A-normate pentru A € L(C™) cu m(A) > 0, ne referim la lucrarea lui
Poreda [82] si la lucrarile mai recente ale lui Arosio [4, 5] si Voda [96, 97] (a se vedea si [57]).
Cazul general al normarii dependente de timp a lanturilor de subordonare univalente in C" a fost
considerat mai intai de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [45] (a se vedea si [42]), iar apoi de Arosio
[6] si Voda [96]. Vom considera acest caz in ultimul capitol. Pe de alta parte, mentionim metoda
topologica a lui Cristea [25, 26], referitoare la teoria lanturilor Loewner pentru aplicatii care nu
sunt in mod necesar olomorfe.

1.2.5 L’lanturi Loewner

In aceastd subsectiune, consideram abordarea recenta a teoriei lanturilor Loewner in mai multe
dimensiuni, datda de Bracci, Contreras, Diaz-Madrigal [17], Arosio, Bracci, Hamada, Kohr [8],
Arosio, Bracci, Wold [10] (a se vedea si [4], [5], [7], [60]), care nu se bazeazd pe nicio normare.
Mai mult, acest studiu a fost dezvoltat pe varietati complexe hiperbolice complete, dar, pentru
simplitate gi pentru scopul acestei expuneri, consideram In aceasta subsectiune numai cazul bilei
Euclidiene unitate B™ in C". Mai exact, ne concentram asupra lucrarii Arosio, Bracci si Wold [10],
in care autorii aduna mai multe rezultate in acesta directie si obtin noi proprietati interesante care
s-au dovedit a fi foarte utile chiar si in cazul unor normari particulare ale lanturilor de subordonare
univalente.

Principalele notiuni pe care le consideram in aceasta subsectiune au fost introduse si studiate
intai in cazul unei variabile complexe de citre Bracci, Contreras, Diaz-Madrigal [16] (L?-familie
de evolutie si L%-camp vectorial Herglotz) si de citre Contreras, Diaz-Madrigal, Gumenyuk [23]
(L%-lant Loewner) si apoi generalizate la mai multe dimensiuni de citre Bracci, Contreras, Diaz-
Madrigal [17] si Arosio, Bracci, Hamada, Kohr [8].

In cele ce urmeazi, pentru orice d € [1,00] si T > 0, notdm cu L%([0,T]) spatiul Lebesgue
corespunzator de functii reale.

Incepem cu definitia L?-familiilor de evolutie (sau familiilor de evolutie de ordin d) pe B™ (a se
vedea [17]; cf. [7], [8], [10]).

Definitia 1.2.47. Fie d € [1,00]. O familie (ps)o<s<: de aplicatii olomorfe definite pe B" cu
valori in B™ este o L%familie de evolutie pe B" daca:

(1) @s,s = idgn, oricare ar fi s > 0,

(19) @s,t = Put O Ps,u, oricare ar i 0 < s <wu < ¢,

(iii) pentru orice submultime compactd K C B" si T > 0, exista cx 7 € L([0,T]) astfel incat

t
Hgo&t(z) - cpsu(z)H < / cxr(T)dr, oricarearfize K, 0<s<u<t<T.
Prezentdm un exemplu simplu de L?familie de evolutie pe B", folosind o aplicatie cu imaginea
stelatd pe B™ (a se vedea [8]; cf. [16]). O aplicatie F : B” — C™ se numeste aplicatie cu imaginea
stelatd daca F' este univalentd si e 'F(z) € F(B"), oricare ar fi z € B" 5i t > 0 (a se vedea [8]; cf.
[36]). In acest caz, 0 € F(B").

Exemplul 1.2.48. Fie d € [1,00] si fie A : [0,00) — [0,00) o functie mésurabild astfel incat
)\|[0 m € L4([0,T)), oricare ar fi T > 0. De asemenea, fie F' : B® — C" o aplicatie cu imaginea
stelatd si fie g, ¢(2) = F~! (ef J. MT)dTF(z)), pentru 0 < s <t si z € B". Atunci (ps¢)o<s<t este

o L% familie de evolutie pe B™.
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Mentionam faptul ci orice aplicatie dintr-o L¢familie de evolutie pe B" este univalents (a se
vedea [17]; a se vedea si [8], [10]).

Observatia 1.2.49. Fie d € [1,00] si fie (¢s.t)o<s<t O L familie de evolutie pe B™. Atunci Pst
este o aplicatie univalenta, oricare ar fi 0 < s < t.

Consideram acum definitia L?lanturilor Loewner (sau lanturilor Loewner de ordin d) pe B™ (a
se vedea [8]; cf. [10], [60]).

Definitia 1.2.50. Fie d € [1,00]. O familie (f;);>0 de aplicatii univalente de la B™ la C" se
numeste L%lant Loewner pe B” daca:
(1) fs(B™) C f:(B™), oricare ar fi 0 < s < ¢,
(ii) pentru orice submultime compactd K C B" si T > 0, exista cx 1 € L4([0,T]) astfel incat
t
||fq(z) — ft(z)H < / cxr(T)dr,, oricarearfize K,0<s<t<T.

Vom folosi urmatoarea notatie: R(f;) := ;> fi(B"). Aceastd multime se numeste imaginea
Loewner a L%lantului Loewner (f3)>o-

In legitura cu Exemplul 1.2.48, prezentam un exemplu de L%-lant Loewner pe B" (a se vedea
[8])-
Exemplul 1.2.51. Fie d € [1,00] si fie A : [0,00) — [0,00) o functie mésurabild astfel incat
)\|[0 m € L4([0,T)), oricare ar fi T > 0. Fie F : B® — C" o aplicatie cu imaginea stelats si fie
fi(z) = efo )‘(T)dTF(z), pentru t > 0 si 2 € B". Atunci (f;)i>0 este un L%-lant Loewner pe B".

O conexiune intre L%familiile de evolutie si L%lanturile Loewner este datd de urmitoarea
teorem4 (a se vedea [10]; cf. [17], [60]).

Teorema 1.2.52. Fie d € [1,00]. Dacd (fi)i>0 este un L%-lant Loewner pe B™ si (pst)o<s<t
este familia data de @, = ft_1 o fs, 0 <s <t, atunci (ps,)o<s<t este o L familie evolutie pe
B". Reciproc, dacd (pst)o<s<t este o Li-familie evolutie pe B™ si (fi)i>o0 este o familie aplicatii
univalente de la B™ la C" astfel incdat o5 = frtofs, 0<s<t, atunci (fi)e>o0 este un Le-lant
Loewner.

Spunem c& un L%lant Loewner (ft)t>0 si o LA familie de evolutie (ps,t)o<s<t sunt asociate
dacd fs = fropss, 0 < s <t (ase vedea [8], [60]).

Prezentam acum definitia L?-campurilor vectoriale Herglotz (sau cAmpurilor vectoriale Herglotz
de ordin d) pe B" (a se vedea [17]; cf. [7], [8], [10]).
Definitia 1.2.53. Fie d € [1,00]. O aplicatie G : B" x [0, 00) — C" se numeste L%-cAmp vectorial
Herglotz pe B™ daca:
(i) G(z,-) este misurabild, oricare ar fi z € B",
(#9) G(-,t) este olomorfa pe B", a.p.t. t > 0,
(iii) pentru orice submultime K C B si T > 0, existid Cx 7 € L([0,T]) astfel incat

|G(z,t)|| < Ckr(t), oricare ar fi z € K, a.p.t. t €[0,7T],

(iv) pentru aproape orice t > 0 fixat, G(-, ) este un generator infinitezimal.
O aplicatie F' € H(B™) este un generator infinitezimal daca problema Cauchy

%(7) = F(z(7)), a.p.t. 7€0,00)
x(0) = g

admite o solutie local absolut continud x : [0, 00) — B™, oricare ar fi g € B™ (a se vedea e.g. [86]).
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Legitura dintre L%familiile de evolutie si L¢-campurile vectoriale Herglotz este data de urma-
toarea teoremd (a se vedea [17]; cf. [7], [10], [60]).

Teorema 1.2.54. Fied € [1,00]. Atunci, pentru orice L%-camp vectorial Herglotz G pe B", ewistd
o unicd L-familie de evolutie (ps.t)o<s<t pe B™ astfel incdt , oricare ar fi s > 0, exista o multime
de masurd nuld Es C [s,00) astfel incdt

0
(1.2.9) 2L(2) = Glpaal2),t), 2 €B", t € [5,50) \ By
Reciproc, pentru orice L%-familie de evolutie (ps,t)o<s<t pe B™, existd un L%-camp vectorial Her-
glotz G pe B" astfel incdt (1.2.9) este satisfacutd. Mai mult, dacd H este un alt L?-camp vectorial
Herglotz G pe B™ astfel incdt (1.2.9) asociatd lui H este satisfacutd, atunci G(-,t) = H(-,t), a.p.t.
t>0.

Ecuatia(1.2.9) se numeste ecuatia diferentiald ordinard Loewner (generalizatd), pe scurt EDO
Loewner (a se vedea [8], [10]). Teorema 1.2.52 aratd ci existd o corespondentd bijectivd intre
LA familiile de evolutie si L%campurile vectoriale Herglotz, via EDO Loewner. Spunem ci o L%
familie de evolutie (s ¢)o<s<t $i un L9-camp vectorial Herglotz G sunt asociate dacd (¢s¢)o<s<t
este obtinuta prin rezolvarea EDO Loewner (1.2.9) asociatd lui G (a se vedea [8], [60]).

Legitura dintre L%lanturile Loewner si L%campurile vectoriale Herglotz este datd de urmi-
toarea teoremd (a se vedea [8]; cf. [10], [60]).

Teorema 1.2.55. Fie d € [1,00]. Dacd G este un L%-cdmp vectorial Herglotz pe B"™ si (fi)i>o0
este o familie de aplicatii univalente din H(B™) astfel incdt t — fi(2) este local absolut continud,
local uniform @n raport cu z € B™, gi existd o mulfime de masurd nuld E C [0,00) astfel incdt

of
ot

atunci (fi)i>o0 este un L%-lant Loewner pe B"™. Mai mult, dacd (ps.t)o<s<t este LA -familia de
evolutie pe B™ asociata lui G, atunci (fi)i>0 §t (ps,t)o<s<t sunt asociate.

Reciproc, daca (fi)i>0 este un L% lant Loewner pe B"™, atunci existd un L%-camp vectorial
Herglotz G astfel incdt (1.2.10) are loc. Mai mult, dacd (ps)o<s<t este Li-familia de evolutie pe
B" asociatd lui (fi)i>0, atunct (psi)o<s<t §¢ G sunt asociate.

(1.2.10) (2) = =Dfe(2)G(fr(2),t), ze€B" te[0,00)\E,

Ecuatia diferentiala (1.2.10) se numeste ecuatia cu derivate parfiale Loewner (generalizatd), pe
scurt EDP Loewner (a se vedea [8], [10]).

Inainte de a prezenta urmitorul rezultat, reamintim definitia perechilor Runge si a domeniilor
Runge in C™ (a se vedea e.g. [85]).

Definitia 1.2.56. Fie D; C Dy C C™ doud domenii. Atunci (D;, D) este o pereche Runge daca
O(D>) este densa in O(D;), in raport cu topologia local uniform convergentei, unde O(D;) este
familia de functii olomorfe pe D; cu valori in C, pentru j = 1,2. Un domeniu D C C™ se numeste
Runge daca (D, C") este o pereche Runge.

In cele ce urmeazi, prezentdm rezultatul principal al lui Arosio, Bracci si Wold [10] (cf. [8]),
care aratd ci orice EDP Loewner are o solutie care este un L-lant Loewner (cf. Teorema 1.2.20
si [4], [57], [97]). Mai mult, autorii au punctat proprietdti importante ale imaginii Loewner.

Teorema 1.2.57. (a se vedea [10]) Fie d € [1,00] $i G un L%-camp vectorial Herglotz pe B™.
Atunci existd un L%-lant Loewner (fi)i>o pe B" care satisface EDP Loewner (1.2.10) asociatd lui
G. Mai mult, R(f:) este un domeniu Runge in C™ gi pentru orice familie (g¢)i>0 tn H(B™) astfel
tncdt t — gi(z) este local absolut continud, local uniform in raport cu z € B™, si care satisface
EDP Loewner (1.2.10) asociatd lui G, existd o aplicatie olomorfa ® : R(f;) — C" astfel incat
g =Po fy, t > 0. Mai mult, (g:)i>0 este un L-lant Loewner pe B" care satisface EDP Loewner
(1.2.10) asociatd lui G dacd gi numai dacd existd o aplicatie univalentd ® : R(f;) — C™ astfel incdt
g=®of,t>0.
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Mentiondm cd R(f:) este si un domeniu Stein, in Teorema 1.2.57 (a se vedea [10]). Pentru
definitie gi diverse caracteriziri ale domeniilor Stein, se poate consulta [85].
Pe baza Teoremelor 1.2.52, 1.2.55 si 1.2.57, avem urmétoarea observatie (a se vedea [8], [10]).

Observatia 1.2.58. Fie d € [1,00]. Atunci, pentru orice L¢familie de evolutie (ps+)o<s<: pe B,
existd un L4-lant Loewner (f;);>0 pe B™ asociat lui (ps ¢)o<s<¢. Mai mult, dacd (g;);>0 este un alt
L¥-lant Loewner pe B" asociat lui (s, )o<s<t, atunci exista o aplicatie univalentd ® : R(f;) — C"
astfel incat g, = ® o f;, t > 0.

In legdturit cu Teorema 1.2.57, avem urmétorul rezultat obtinut de Arosio, Bracci si Wold [10]
(ct. [94)).

Teorema 1.2.59. Fie d € [1,00].

(i) Dacd (¢si)o<s<t este o Li-familie de evolutie pe B™, atunci ps(B") este un domeniu Runge,
oricare ar fi 0 < s < t.

(ii) Dacd (fi)i>0 este un L%-lant Loewner pe B", atunci (fs(B"), fy(B")) este o pereche Runge,
oricare ar fi 0 < s < t, si (fs(B"), R(ft)) este o pereche Runge, oricare ar fi s > 0.

Incheiem aceastii subsectiune cu urmstoarea observatie (a se vedea [8], [10], [60]). Mentionim
ca, pe baza acestei observatii, Teorema 1.2.59 este foarte utila in studiul unor proprietati extremale
ale unor lanturi de subordonare univalente (a se vedea Teoremele 1.2.29 gi 1.2.45; a se vedea si
[93], [48], [49]). Alte aplicatii vor fi considerate in capitolele urmatoare.

Observatia 1.2.60. Tinand cont de definitiile prezentate in Subsectiunea 1.2.2, orice lant Loewner
in sens uzual este un L%lant Loewner pe B™, orice aplicatie de tranzitie este o L%familie de evolutie
pe B™ si orice camp vectorial Herglotz in sens uzual este un L%camp vectorial Herglotz pe B™,
oricare ar fi d € [1,00]. Deci, toate rezultatele din aceastd subsectiune sunt adevirate pentru
notiunile introduse in Subsectiunea 1.2.2. Mai mult, aceleasi rezultate sunt adevarate si pentru
notiunile introduse in Subsectiunea 1.2.4.



Capitolul 2

Cateva aplicatii ale variatiei
lanturilor Loewner in C"

In acest capitol, consideram metoda variationald obtinuta de Bracci, Graham, Hamada si Kohr
[18], ce did o modalitate de a construi lanturi Loewner, considerand variatii ale unor anumite
lanturi Loewner. Vom obtine aplicatii ale acestei metode, avind in vedere anumite familii de
aplicatii univalente normate pe bila unitate. Vom prezenta a priori aceste familii folosind lanturi
Loewner cu imaginea C". Pentru prima aplicatie, avem o proprietate topologica a familiei S°(B"),
a aplicatiilor cu reprezentare parametrica pe bila unitate B™. Acest rezultat implica imediat, pentru
n > 2, un rezultat principal sugerat de Schleifiinger [94], adic&, densitatea automorfismelor lui C*
care au reprezentare parametricd pe B™. Apoi, vom da un raspuns partial la o intrebare pusa
de Arosio, Bracci gsi Wold [9], demonstrand c& orice aplicatie univalentd normata pe B™ a carei
imagine este Runge si care este de clasa C'! pani la frontiers se scufunda intr-un lant Loewner cu
imaginea C".

Mentiondm c8 acest capitol contine rezultate originale obtinute de cétre autor in [62], ce sunt
prezentate in Sectiunile 2.2 si 2.3.

2.1 Familii de aplicatii univalente si variatii ale lanturilor
Loewner in C"

In aceasts sectiune pregatim terenul pentru rezultatele ce vor urma. Prezentam anumite familii
de aplicatii univalente normate pe B™ (a se vedea [9], [94]) si metoda variationald pentru lanturi
Loewner in C™ obtinutd de Bracci, Graham, Hamada, Kohr [18].

2.1.1 Familii de aplicatii univalente normate pe bila unitate

In aceastd subsectiune, consideram anumite familii de aplicatii univalente pe B” care se scufunda
in lanturi Loewner cu imaginea C™ (a se vedea [9], [94]), ce vor fi implicate in rezultatele ce vor
urma.

Avénd in vedere Subsectiunea 1.2.5, stabilim cadteva notatii pentru acest capitol. Spunem
cd o familie (f;)¢>0 de aplicatii in H(B™) este un lant Loewner dacd existd un lant Loewner
f:B" x[0,00) = C™ (a se vedea Definitia 1.2.10) astfel incat f(-,¢) = f, oricare ar fi ¢ > 0. Mai
mult, dacd, in plus, f este un lant Loewner normal, atunci spunem ca (f;);>o este un lant Loewner
normal. De asemenea, reamintim c& imaginea unui lant Loewner (f;);>o se noteaza cu R(f;) si
este data de R(f;) = U;>q fi(B™).

Spunem c# o aplicatie f € S(B") se scufunda intr-un lant Loewner (f;);>0 daca fo = f.
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Pe baza Teoremei 1.2.24, avem (a se vedea [41, 50]):

S°(B") = {f € S(B")| f se scufunda intr-un lant Loewner normal (f;);>0}-

In acest capitol, avem in vedere urmétoarele familii de aplicatii univalente normate pe B™ (a
se vedea [9]; cf. [94]):

S'(B") := {f € S(B™)| f se scufunda intr-un lant Loewner (f;);>0 cu R(f;) = C"}

si
Sr(B") := {f € S(B")| f(B") este Runge}.

Pentru definitie si proprietdti de baza ale domeniilor Runge, se poate consulta [85, Chapter VI,
Section 1.4] (cf. Definitia 1.2.56).
In continuare, avem In vedere si urmétoarele familii (a se vedea [9]; cf. [94]):

Auto(C") := {® : C" — C"| ® este un automorfism al lui C" cu ®(0) = 0,DP(0) = I,, },

AB") = {¢p:B" - C"|p = @!Bn, unde ® € Auto(C")}

si
A (B™) := AB") N SO (B").

Exemple de aplicatii din A°(B") pot fi gasite in [50, Problems 6.2.1-2] (a se vedea si Exemplul
1.2.33).

Daci n = 1, atunci avem A%(U) = A(U) = {idy} si S°(U) = S} (U) = S(U) = Sg(U) (a se
vedea Subsectiunea 1.1.4 si [79, Section 6.1]). Ultima egalitate este o consecintd a rezultatului
clasic: un domeniu in C este Runge dacd gi numai daca este simplu conex (a se vedea e.g. [85,
Chapter VI, Section 1.4]).

Daci n > 2, atunci, pe baza Observatiei 1.2.17, avem ci S°(B") € S(B") (aceastd incluziune
este strictd, pe baza lui [50, Example 8.3.12]).

Pe baza Teoremei 1.2.21, putem deduce ca (a se vedea [52]):

(2.1.1) SYB™) = {f € SB")|f=®og, unde g € S°(B") si ® € Auto(C")}.

Aga cum este mentionat in introducerea din [9], din [10, Section 4], pentru n > 2, avem (cf.
[94] si Teorema 1.2.59):

SY(B™) C Sr(B") € S(B™).

Ultima incluziune este strictd pe baza lui [9, Example 2.2].

Avand in vedere Teorema Andersén-Lempert (a se vedea [2, Theorem 2.1]), pentru n > 2 avem
(a se vedea [9, Proposition 3.2, Corollary 3.3] si [94, Theorem 2.5.6]):

Sr(B") = A(B").
Acum, putem observa ca pentru n > 2 avem (a se vedea [9], [94]):

(2.1.2) AB™) ¢ SYB") C Sr(B") = AB") ¢ S(B").

Mentiondm cé, pentru n > 2, Schleifiinger a demonstrat in [93, Corollary 2.4] si [94, Corollarry
2.6.10] ca

(2.1.3) S°(B™) ¢ A(B).
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2.1.2 Variatii ale lanturilor Loewner in C”

In aceasta subsectiune, prezentam metoda variationala obtinuta de Bracci, Graham, Hamada
si Kohr [18]. Autorii au folosit aceastd metoda pentru a studia punctele extremale gi punctele
suport ale familiei S°(B"). Mentionam ci o metoda variationald asociati a fost folosita de Roth
[92] pentru a obtine un principiu de maxim de tip Pontryagin pentru ecuatia diferentiald Loewner
si pentru a studia probleme extremale neliniare asociate lui S°(B"). In urmétoarele sectiuni, vom
da noi aplicatii (a se vedea [62]) ale metodei variationale din [18], dar in contextul prezentat in
sectiunea precedenta.

In continuare, reamintim citeva definitii, notatii si rezultate din [18].

Definitia 2.1.1. (a se vedea [18, Proposition 2.9 si Definition 2.15])

Un lant Loewner (f;);>0 este gerdumig in [0,T), pentru un 7' > 0, dacd exista a,b > 0 si
¢ € (0,1] astfel incat

(1) pentru orice t € [0,T') si z € B", u(D fi(2)) := minj, =1 || D fi(2)v] > a,
(2) pentru aproape orice t € [0,7) si orice z € B", | %(z)” <b,
(

3) pentru aproape orice t € [0,T) si orice z € B", §R<(th(z))_l%(z), z> > cfz||%

Observam cé, pe baza lui [18, Lemma 2.14], avem pu(A) = ﬁ, pentru orice operator liniar
inversabil A : C" — C™.

Demonstratiile rezultatelor noastre principale din sectiunile urmatoare se bazeaza in mare
masurd pe urmatorul rezultat obtinut de Bracci, Graham, Hamada gi Kohr [18, Theorem 3.1].

Teorema 2.1.2. Presupunem cd (fi)i>0 este un lant Loewner, respectiv un lant Loewner normal.
Dacd (fi)i>0 este gerdumig in [0,T), pentru un T > 0, atunci existd eg > 0 astfel incdt pentru

orice € € (0,9, fixand
_ t
olt) = c(1-4). telon)
0, te [T, o)

familia (ft + a(t)h)t>0 este un lant Loewner, respectiv un lant Loewner normal, pentru orice
h:B" — C" olomorfd cu h(0) =0, Dh(0) = 0, sup,cp» ||(2)|| < 1 si sup,cpn [|Dh(2)| < 1.

Pe parcursul acestui capitol, consideram urméatoarea familie de functii normate pe B™:
Ho(B") := {f € H(B")| f(0) =051 Df(0) = I,}.

Pentru orice g € Ho(B") si r € (0,1) notdm cu g, aplicatia ce satisface: g,(z) = 1g(rz), oricare
ar fi z € B". Daca aplicatia are un indice, e.g. g,, atunci notam cu g, aplicatia renormata
corespunzatoare.

Avand in vedere [18, Corollary 4.4], putem deduce urmétoarea leméa care are un rol important
in demonstratiile rezulatelor principale din acest capitol (a se vedea [62]).

Lema 2.1.3. Fien € N*, g € S°(B") si (g¢)t>0 un lant Loewner normal in care g se scufundd.
Atunci

i) pentru orice v € (0,1), (grt)i>0 este un lant Loewner normal care este geraumig n [0,T),
oricare ar fi T > 0; in particular, g, € S°(B");

it) pentru orice r € (0,1) $i orice aplicatie univalentd ¢ : C* — C™ cu ¢(0) =0 gi Dp(0) = I,,
(¢ o g")t)t>0 este un lant Loewner care este gerdumig @n [0,T), oricare ar fi T > 0; in particular,
b og, € STB"), pentru ¢ € Auto(C™).
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2.2 Un rezultat de densitate

Avand in vedere (2.1.3), considerdm urmétoarea intrebare pusid de Schleiffiinger [94, Question
2.6.11]: este adevirat ca A°(B") = S°(B") pentru n > 27

Primul nostru rezultat este ci S°(B") este “absorbantd” in Ho(B"), in urméatorul sens: daci
un sir in Hy(B") converge, la o aplicatie in S°(B"), local uniform pe B", atunci existd un subsir
care, renormat intr-un mod natural prestabilit, este in SO(B") si converge la aceeasi aplicatie. Ca
o consecinti a acestui rezultat, avem o demonstratie simplé a faptului ca A°(B") = S°(B") pentru
n > 2. Aceeasi proprietate “absorbanti” are loc pentru S!(B™). Acest rezultat a fost obtinut in
[62].

Teorema 2.2.1. Fien € N*, g € S°(B") si (g;)jen un sir in Ho(B™) ce converge, local uniform
pe B", la g. Atunci pentru orice sir (ri)ren tn (0,1) convergent la 1 existd un subgir de indici
(jk)ken astfel incdt gy, j, € S°(B"), oricare ar fik € N, si (grk’jk) converge, la g, local uniform
pe B™. Aceeasi proprietate are loc pentru S*(B").

keN

Schleifinger a demonstrat ci S°(B") C A(B"), pentru n > 2 (a se_vedea [93, Corollary 2.4];
cf. [94, Corollary 2.6.10]), apoi a sugerat ci am putea avea S°(B") = A9(B"), pentru n > 2. In
continuare, avem cd, intr-adevir, aceasta egalitate are loc (a se vedea [62]).

Teorema 2.2.2. Dacd n € N este astfel incat n > 2, atunci S°(B") = A°(B").

2.3 Asupra unei probleme de scufundare

Arosio, Bracci si Wold [9] au avut in vedere urmitoarea intrebare: are loc S*(B") = Sg(B")?
Rezultatul nostru principal in aceasta sectiune este un raspuns partial la aceasta intrebare, adica,
demonstram ci orice aplicatie in Sg(B™) care este de clasd C! pana la frontiera este in S*(B") (a
se vedea [62]).

Notam:

C*(Bn) := {fe Cl(IB%”)‘f si df se extind continuu la B"}.

Urmatorul rezultat principal este o imbunatatire a unui rezultat obtinut de Arosio, Bracci si
Wold [9]. Acest rezultat a fost obtinut in [62].
Teorema 2.3.1. Si(B") N C*(B") C S'(B"), oricare ar fin € N*.

Observatia 2.3.2. (a se vedea [62]) Daca f € Sr(B") si f(B") este un domeniu marginit strict
pseudoconvex cu frontiera de clasi C°°, atunci, pe baza Teoremei lui Fefferman, f € C>(B"),
deci, pe baza Teoremei 2.3.1, avem ci f € S'(B"). Asadar Teorema 2.3.1 generalizeaza, intr-un
anumit sens, rezultatul continut in [9, Theorem 1.2].



Capitolul 3

Asupra familiilor accesibile ale
ecuatiei diferentiale Loewner in C"

Studiul problemelor extremale pe familii compacte de functii univalente cu reprezentare para-
metrica pe discul unitate a motivat dezvoltarea unuei abordari bazate pe teoria controlului optimal,
consideratd Goodman [40], Prokhorov [84], Roth [89, 90], s.a. Un prim studiu al unor probleme
extremale asociate cu reprezentari parametrice de mai multe variabile complexe a fost dat de Gra-
ham, Kohr and Pfaltzgraff [53], iar o generalizare a abordérii bazate pe teoria controlului optimal
a ecuatiei diferentiale Loewner a fost obtinutd de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [46, 48] (a se
vedea gi [18]). Mentiondm c& Roth a obtinut un principiu de maxim de tip Pontryagin pentru
ecuatia diferentiald Loewner in [92] (cf. [91] pentru cazul unidimensional).

In acest capitol, consideram notiunea de familie accesibila a ecuatiei diferentiale Loewner si
unele rezultate asociate obtinute de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [48]. Apoi, demonstram
unele conjecturi formulate de autorii mentionati anterior. Mentionam ca o importanta sursa de
rezultate si idei In aceasta directie, bazate pe teoria controlului optimal, sunt lucrarile lui Roth
[89, 90]. Primul nostru rezultat principal este o demonstratie pentru [48, Conjecture 4.16], ce arata
ca familia aplicatiilor cu A-reprezentarea parametricd pe B™ obtinutd prin rezolvarea ecuatiei
diferentiale Loewner asociatd cAmpurilor vectoriale Herglotz cu valori in ex AN (i.e. multimea
punctelor extremale ale familiei Carathéodory Nj) este densd in SG(B") (i.e. familia aplicatiilor
cu A-reprezantare parametricd pe B"), unde A € L(C") este astfel incat ky(A) < 2m(A). Vom
observa cd acest rezultat generalizeaza rezultatul lui Loewner [70] (cf. Observatia 1.1.31). Al doilea
rezultat principal este o demonstratie pentru [48, Conjecture 4.19], ce arata ca familiile accesibile
ﬁT(idBn , Q) ale ecuatiei diferentiale Loewner, generate de aplicatiile Carathéodory cu valori intr-o
subfamilie compacta si convexa € a familiei Carathéodory N4, este compacta, iar familia accesibila
corespunzétoare R (idgn,ex Q) este densd in ea, unde T € [0,00] si A € L(C™) este astfel incat
ky(A) < 2m(A). Stiind c& S9(B") este egald cu familia accesibild Roo (idgn, Na) si cd Na este o
familie compacta si convexd in H(B™), observam c& acest rezultat este o generalizare a primului
rezultat. Totusi, abordarea celui de-al doilea rezultat este diferita fata de cea dintai.

Mentiondm c& acest capitol congine rezultate originale obtinute in [63] si [64], care sunt prezen-
tate In Sectiunile 3.2 si 3.3.

3.1 Familii accesibile ale ecuatiei diferentiale Loewner in C”
In aceasts sectiune, avem in vedere cateva definitii si rezultate bazate pe teoria controlului
optimal in legatura cu ecuatia diferentiald Loewner gi A-representarile parametrice pe B™, obtinute

de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [48], care vor fi utile In sectiunile urmatoare. Vom prezenta
caracterizarea cu lanturi de subordonare univalente A-normate si anumite proprietati extremale
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(a se vedea [18], [46], [48], [49], [93]).
Incepem cu definitia aplicatiilor Carathéodory (a se vedea [48, Section 4]; cf. [46], [90]).

Definitia 3.1.1. Fie I C [0, 00) un interval si @ C H(B"™). O aplicatie h : B" x I — C" se numeste
aplicatie Carathéodory pe I cu valori in Q2 daca:
(1) h(-,t) € Q, oricare ar fi t € I,

(i1) h(z,-) este masurabila pe I, oricare ar fi z € B".

Notam cu C(I, Q) familia aplicatiilor Carathéodory pe I cu valori in Q. Spunem ca aplicatiile
Carathéodory pe I cu valori in Q reprezintd controalele sistemului de control C(I,€) si cad Q
reprezinta familia de intrare.

Consideram definitia solutiei ecuatiei diferentiale Loewner asociate unei aplicatii Carathéodory
(a se vedea [48, Section 4]; cf. [46], [90]).

Definitia 3.1.2. Fie T € [0,00] i A € L(C") astfel incat m(A) > 0. Fie I sau intervalul [0, T7,

dacd T € [0,00), sau intervalul [0,00), dac& T = oco. Pentru orice h € C(I,N4), notdm cu

v(+, -3 h) : B® x I — B™ unica solutie local absolut continud pe I a problemei cu valoare initiald
v

(3.1.1) E(Z’t;h) = —h(v(z,t;h),t), a.pt. tel,

v(z,0;h) = z,
oricare ar fi z € B™.
Obersvam ci v(-,t;h) este o aplicatie Schwarz univalentd cu Dv(0,t;h) = e, oricare ar fi
t €1, siv(z,-;h) este Lipschitz continud pe I, local uniform in raport cu z € B™ (a se vedea [44]).
Avéand in vedere [48], vom utiliza urmétoarea notatie

o = {A e LIC|ki(A) < 2m(A)}.

Mentionam ca, dacad A € o si h € C([0,00),N4), atunci limita f := lim;_,o, e*4v (-, t; h) exista
local uniform pe B" si f € SG(B") (a se vedea [44]; a se vedea si Subsectiunea 1.2.4).

Prezentam acum notiunea de familie accesibild a ecuatiei diferentiale Loewner in C”, in raport
cu un operator A € o7 (a se vedea [48, Section 4]; cf. [46], [90]).

Definitia 3.1.3. Pentru orice A € &, Q C N4 si T € [0, 00) notdm cu
Rop(idgn, Q) = {eTAv(-,T; h)|h e C([O7T]7Q)}
familia accesibild in timp T a sistemului de control C([0, 77, 2) si cu

R (idgn, Q) = { lim et (-, ¢; h)‘ h e e, oo),Q)}

t—o0
familia accesibild in timp infinit a sistemului de control C([0, 00), 2).

Se observa usor c&, pentru orice A € o/, Q C Ny si T € [0,00], avem ﬁT(idBn,Q) -
RT('Ld]Bn,NA) §l RO(Zd]Bn,Q) = {ld]Bgn}

Un exemplu simplu de aplicatie dintr-o familie accesibild in timp finit poate fi obtinut con-
siderdnd o aplicatie spiralatd pe B™ (a se vedea [48, Section 4]).

Exemplul 3.1.4. Fie A € o/ i T € [0,00). Fie F € S4(B"). Atunci aplicatia FT.B" — C"
datd de F1(2) = eTAF~1(e"TAF(2)), 2 € B, este in Ry (idg, Na).
In continuare, vom prezenta caracterizarea familiilor accesibile ﬁT(idBn,J\/’ ) cu lanturi de

subordonare univalente A-normate, unde A € & si T € [0,00), obtinutd de Graham, Hamada,
Kohr si Kohr [48, Section 4] (cf. [46], [90]).
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Teorema 3.1.5. Fie A€ o ¢iT € [0,00). Fie f:B™ — C". Atunci f € ﬁT(id[Bn,NA) daca si
numai dacd exista un lant de subordonare univalent A-normat F : B™ x [0,00) — C™ astfel tncat
F(,0)=f, F(-,T) = eTidgn si {e"F(-,t)}s>0 este o familie normald in H(B").

In legiiturd cu Definitia 1.1.32, pentru orice A € o si M € [1,00), notam (a se vedea [48]; cf.
Definitia 1.1.32 si [46], [84], [90]):

SA(M,B") == {f € SUB")[ | f(2)l < M, = € B"}.

Dacd A = I,,, atunci notdm S°(M,B") := SY (M,B"), M € [1,00). Daci n = 1, atunci avem
SO(M,U) = S(M), M € [1,00) (a se vedea Definitia 1.1.32).

In continuare, observim c# orice aplicatie dintr-o familie accesibild admite o A-reprezentare
parametricd, unde A € & (a se vedea [48]). Mai mult, punem in eviden{id anumite proprietati

extremale si diferente importante dinte cazul unei dimensiuni si cazul mai multor dimensiuni (a se
vedea [18], [46], [48], [49], [93]; cf. [84], [90]).

Observatia 3.1.6.

(i) Fie A € . Atunci Reoo(idgn, Na) = S4(B") si Ry (idgn, Na) C S|4, B"), oricare ar fi
T € [0,00) (a se vedea [48]). Mai mult, Ry (idgn, Na) N (ex S9(B™) U supp S%(IB%")) = (), oricare
ar i T € [0,00) (a se vedea [46], [48], [49], [93]).

(#9) Pentru n = 1, avem ﬁlogM(idU,M) = S(M), oricare ar fi M € [1,00) (a se vedea Teoremele
1.1.36 si 1.1.37). Pentru n > 2, avem Riog ar (idpn, M) C SO(M,B"), oricare ar fi M € [1,00) (a se
vedea [18]; cf. Exemplul 1.2.33).

Urmatoarea teorema de cregtere pentru familii accesibile, in raport cu functiile Pick prezentate
in Exemplul 1.1.34, a fost obtinutd de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [48] (cf. Teorema 1.1.38).

Teorema 3.1.7. Fie A € o/, T € [0,00) si a = *ADT b = T | e f € ﬁT(id]B;n,./\/'A).
Atunci b
a a n
(=) < IFG) < Sp6dlll), = € B™
De asemenea, autorii lucrarii [48] au ardtat compactitatea urmétoarelor familii accesibile in
timp finit (cf. Teorema 1.1.35).

Teorema 3.1.8. Fie A € o §i T € [0,00). Atunci Ry (idgn,Na) este o familie compactd in
H(B").

Deoarece aceste familii accesibile Tn timp finit sunt compacte, se pot asocia diverse probleme
extremale. Pentru astfel de rezultate, ne referim la lucrérile [48, 49] (a se vedea si [18], pentru
cazul A = I,). In ultimul capitol, vom obtine anumite generalizari ale acestor rezultate in cazul
operatorilor liniari dependenti de timp in C™.

3.2 Un rezultat de densitate pentru A-reprezentari para-
metrice in C"

Scopul nostru in aceasta sectiune este de a prezenta o demonstratie a generalizarii rezultatului
lui Loewner [70], in contextul mai multor variabile complexe, ce a fost formulata ca o conjectura
de catre Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [48], avAnd in vedere anumite rezultate obtinute de Roth
[89, 90].

Mai precis, vom prezenta o demonstratie, bazatd pe teoria controlului optimal, a generalizarii
n-dimensionale a bine-cunoscutei proprietati de aproximare a functiilor din clasa S, adica orice
functie din S poate fi aproximata local uniform pe U cu un gir de functii cu o taietura (a se vedea
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si Observatia 1.1.31; cf. [89]). Din cauza lipsei unei notiuni analoage celei de functie cu o taietura
in mai multe dimensiuni, abordarea bazatd pe teoria controlului optimal, consideratd in [48] si [90],
va avea un rol central in demonstratia noastra.

Mai intai, ne referim la urmatorul rezultat de densitate pentru familii accesibile in timp finit,
obtinut de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [48, Theorem 4.14].

Teorema 3.2.1. Fie A€ o/ §i T € [0,00). Atunci

ﬁT(idBn,./\/A) = ’ﬁ,T(Z’dBn 5 exNA).

Fie A € &/. Pe baza Observatiei 3.1.6 (i), vom demonstra teorema precedentd in cazul in care
timpul este infinit, adicd [48, Conjecture 4.16]:

(3.2.1) 59 (B™) = Roo(idgn, ex Na).

Mentiondm ci aceastd sectiune se bazeazi pe rezultate originale obtinute in [63].

3.2.1 Rezulate preliminarii

In aceasta subsectiune, prezentam cateva rezultate partiale in legatura cu (3.2.1).

Mai intéi, consideram urmétoarea notatie (a se vedea [63]). Fie T € [0,00] si A € &7 Fie I sau
intervalul [0, 7], dacd T' € [0, 00), sau intervalul [0, 00), dacd T = co. Pentru orice F C C(I,Na4),
notam:

Re(idgn, F) = {eT 40 (-, T; h)| h € F},

unde, dacd T = oo, f € ﬁoo(idm;n,]-") dacd si numai daca f = lim;_,o, e?v(-,t; h), pentru h € F.
Observam c&: Ry (idgn, F) C Ry (idgn, Na).
Urmatoarea teorema este in legaturd cu (3.2.1) si are un rol important in subsectiunea urméatoa-

re (a se vedea [63]).

Teorema 3.2.2. Fic A € & si fie

F = {h € C([0,00),Na)| existd T > 0 si hg € co(exNa) astfel incat

h(-,t) € exNa, pentru 0 <t <T, sih(-,t) = hg, pentrut > T}.

Atunci _
SU(B"™) = Reoo(idpn, F).

In particular,

59 (B") = Roo(idgn, co (exNa)).
Pe baza rezultatului precedent, avem o observatie din [63].

Observatia 3.2.3. Fie A € &/. Avand in vedere argumentele folosite in demonstratia rezultatului
precedent, putem considera

F= {h € C([0,00), (exNa) U {A})‘ existd T > 0 astfel incét

h(-,t) € ex Ny, pentru 0 <t < T, si h(-,t) = A, pentru ¢ > T}.

Astfel, obtinem S (B") = R (idgn, F). In particular, avem S (B") = R (idgn, (exNa) U{A}).
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3.2.2 Un rezultat de densitate

In aceasts sectiune, prezentdm principalele idei ale demonstratiei pentru (3.2.1), bazate pe [65,
Chapter 3, Section 2.1]. Urmé&toarele rezultate au fost obtinute in [63].
Fie A € &. Pentru orice t > 0 si Q C N4, notdm:

D,(Q) := {h € C([O,oo),./\/’A)‘ h(-, s) € ex N4, pentru 0 < s < t,h(-,s) € Q,
pentru s > ¢, si h’ (£,00) este periodica si constanta pe intervale}

si
() == {h € C([0,00),Na)| h(-, ) € exNa, pentru 0 < s < t,h(-,s) € €,

pentru s > ¢, si h‘(t 00) este constanta }

Pe baza subsectiunii precedente si a notatiei de mai sus, avem o observatie, pe care se bazeaza
demonstratia egalitatii (3.2.1) din aceasta subsectiune.

Observatia 3.2.4. (a se vedea [63]) Fie A € &/. Teorema 3.2.2 implic&

S4(B") = | Roo(idsn, 2(co (exNa))).
t>0

Dacé X este un spatiu liniar complex (sau real), F C X si k € N, atunci notdm
cop(F) ={Atfi+ ...+ Xefu| M, A= 0cu i+ + X =1sifi,..., fr € F}.
Urmaétoarea lemé este reprezentatd in [65, Fig. 3.9, p. 82] (a se vedea [63]).
Lema 3.2.5. Fie X un spatiu liniar complex (sau real). Pentru orice F C X si k € N, avem:
cop+1(F) C coa(cok(F)).

Urmaétorul rezultat a fost obtinut de autor in [63]. Imbinand acest rezultat cu lema anterioars,
se poate obtine o demonstratie a egalititii (3.2.1), avAnd in vedere Observatia 3.2.4.

Propozitia 3.2.6. Fie A € o/. Atunci

Reoo(idgn , ®7(c02())) C R (idgn, 7(R)),
oricare ar i T >0 si Q C Na.

Acum, prezentdm rezultatul principal al acestei sectiuni. Acest rezultat arata ca [48, Conjecture
4.16] este adevarata (a se vedea [63]).

Teorema 3.2.7. Fie A € o/. Atunci

59 (B™) = Roo(idgn, ex Na).

3.3 Compactitatea si densitatea anumitor familii accesibile

Autorii lucrarii [48] au studiat familiile accesibile ﬁT(idBn ,§2), ce sunt generate prin rezolvarea
ecuatiei diferentiale Loewner asociata aplicatiilor Carathéodory cu valori in subfamilia €2 a familiei
Carathéodory Ny, unde T € [0,00) si A € L(C™) este astfel incat ki (A) < 2m(A). Ei au obtinut
rezultate de compactitate gi densitate, generalizind anumite rezulte obginute de Roth [90], iar
apoi au formulat conjectura urmatoare: daca €) este compacta si convexa, atunci ﬁT(id[Bn , Q) este
compacti si Ry (idgn, ex Q) este densit in Ry (idgn, Q), oricare ar fi T € [0, 00]. In aceastil sectiune,
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demonstram aceasta conjectura prin scufundarea aplicatiilor Carathéodory intr-un spatiu Bochner.
Observam ca rezultatul principal din sectiunea precedenta este un caz particular al acestui rezultat,
deoarece SY(B™) este egald cu familia accesibild R (idgn, Na) (a se vedea Observatia 3.1.6 (i))
si N4 este compacti si convexd (a se vedea Teorema 1.2.35). Totusi, demonstratia noastri pentru
acest rezultat mai general este diferita fatd de demonstratia primului rezultat. Argumentele noastre
se bazeaza pe rezultate generale din teoria masurii si analizd functionald (a se vedea e.g. [32]).

Mentiondm c& aceastd sectiune se bazeaza pe rezultate originale obtinute in [64].

Reamintim céateva rezultate. Graham, Hamada, Kohr si Kohr au demonstrat urmatoarele (a se
vedea [48, Corrolary 4.7, Lemma 4.12, Lemma 4.13, Theorem 4.14]):

Ry (idg, N4) este compacti, oricare ar fi T € [0, 00] si A € o7,

si

Ry (idgn, Q) = Ry (idgnex Q),
oricare ar fi T € [0,00), A € &7 si Q C N, familie compacta si convexa. In particular, ei au dedus
ca
Ry (idgn, Na) = Ry(idgnex Ny), oricare ar i T € [0,00) si A € &.

In Sectiunea 3.2, am demonstrat [48, Conjecture 4.16] (a se vedea [64]):

Reoo(idzn, Na) = Roo(idgnex Ny), oricare ar fi A € .
In aceastd sectiune, avem in vedere [48, Conjecture 4.19] (a se vedea si [64]):

Conjectura 3.3.1. Ry (idgn, ) este compactil si Ry (idgn, Q) = Ry (idgnexQ), oricare ar fi T' €
[0,00], A € & si Q C N4 familie compactd si convexa.
Pentru a demonstra conjectura, consideram anumite controale (a se vedea [64]; cf. [90, (I1.28),
p. 47]). Folosind noile notatii, vom prezenta planul demonstratiei.
Fie T € [0,00] si A € o arbitrar. Fie I sau intervalul [0,T], dacd T € [0,0), sau intervalul
[0,00), dacd T = oo. Pentru orice h € C(I,Ny4), notdm h : B™ x I — C™ astfel incat h(z,t) :=
tA(h( —tdy t) Ae7'4z), oricare ar fi z € B" si t € I, si 5(~,~;E) : B® x I — C™ astfel incat
(2, t; h) == (2, t; ), oricare ar fi z € B" si t € I, si observdm ci ¥(z,-; h) este unica solutie
local absolut continua pe I a problemei cu valoare initiala
ov ~ ~ ~
(3.3.1) E(z,)ﬁh) = —h(v(z,t;h),t), a.pt. tel,
(z,0;h) =2z
oricare ar fi z € B™.
Pentru orice Q@ C ./\/A, notam C(I,Q) := {h|h € C(1,9)}. Pentru orice FC C( /\/A) notam
Ry (idgn, F) )= {o(-, T;h) |h€]—"} unde, daci T = oo, ¥(-,00; h) = hm o(-,t:h), h e F.

Fie Q C N, arbitrar. Observim ci Ry (idgn, () = RT(ldBn,C(I,Q)) (a se vedea Definitia
3.1.3). Prezentdm planul demonstratiei in continuare. In Subsectiunea 3.3.1, alegem un spatiu
Bochner X astfel incat C(I,€) este o multime relativ slab compacta in X si

d¥C(I,Q) =C(I,co0),

unde ¢l reprezinta Inchiderea in raport cu topologia slaba pe X. In Subsectiunea 3.3.2, demon-
stram ca

R (idgn,C(I,Q)) = Ry (idgn, dl%C(I,1)).

Astfel, obtinem o demonstratie a conjecturii de mai sus.
Mentiondm ca toate ideile-cheie din aceasta sectiune, provin din [90, Theorem 1.50], [48, Section
4] si [63] (a se vedea [64]).
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3.3.1 Asupra aplicatiilor Carathéodory

In aceastd subsectiune, obtinem rezultate utile referitoare la aplicatiile Carathéodory (a se
vedea [64]).

Mai intéi, introducem céteva notatii gi definitii. Pentru orice spactiu méasurabil (X, 1) cu
masurd o-finitd u, (Y, || - ||yv) spatiu Banach space si p € (1, 00) folosim notatia

LP(X,)Y) = {f X = Y‘f este tare masurabild gi /X | F()E du(s) < oo}.

Se gtie ca, identificind functiile care sunt egale aproape peste tot, spatiul de mai sus este un spatiu
Banach, cunoscut sub denumirea de spatiu Bochner, in raport cu norma:

[ llzexyy = </X 1f ()15 du(S));7

oricare ar i f € LP(X,Y) si p € (1,00).
Fie g € (1,00) si r € (0,1). Notam

AY(BY) := H(B}) N LY(B],C")

si mentiondm c& A9(B") este un subspatiu Banach reflexiv al spatiului L?(B”,C™), in raport cu

norma indusa || - HLQ(W cny- A?(B") este un produs cartezian de spatii Bergman (cf. [85]).

In cele ce urmeazi, demonstrim cii, impunand conditia A € &, putem scufunda C~(I ,Q) in
LP(I, A%(B?)), apoi prezentdm cateva proprietiti (a se vedea [64]).

Propozitia 3.3.2. Fie I C [0,00) un interval, r € (0,1), p,q € (1,00), A € o7 $i Q2 C Ng4.
Atunci

i) exista M > 0 astfel tncdt
)l < Mt

a.p.t. s € I si oricare ar fi h € 5([,./\/,4);

i) C(I,Q) este o submultime marginitd a lui LP(I, A9(B™));
iii) dacd Q inchisd, atunci C(I,Q) tnchisd in LP(I, A%(B™));

w) dacd Q) este convexd, atunci C(I,Q) este convexd;

v) inchiderea slabd a mulgimii C(I,€) tn LP(I, A%(BM)) este o submultime a lui C(I,coQ);

vi) C(I,Q) este relativ slab compactd (i.e. inchiderea slabd este slab compactd) in LP (I, A1(B?));

vii) inchiderea slaba a lui C(I,QY) in LP(I, A2(B?)) este un spatiu metrizabil in raport cu topologia
slaba.

Avéand in vedere [90, Lemma 1.33], caracterizam cl,»..C(I,2), pentru orice interval I C [0, o),
p,q € (1,00), 7€ (0,1), A € o §i Q C Ny, unde cl¥».4 reprezinta inchiderea in raport cu topologia
slaba pe LP(I, A9(B")). Urmatorul rezultat a fost obtinut in [64].

Propozitia 3.3.3. Fie I C [0,00) un interval, r € (0,1), p,q € (1,00), A € o 5i Q2 C Na. Atunci

cl¥,..C(I,9) = C(I,c00).
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3.3.2 Un rezultat de compactitate si densitate

In aceasti sectiune, prezentam intai rezultate care implica validitatea Conjecturii 3.3.1. Aceste
rezultate au fost obtinute in [64].
Urmatoarea teoremd, obtinutd in [64], este asociatd cu [90, Theorem 1.38, Corollary 1.39].

Teorema 3.3.4. Pentru orice r € (0,1), p,q € (1,00), T € [0,00], A € & $i Q C N4 avem

Re(idgn,C(I,9)) = Re(idgn , cly.aC(I,Q)) = Ry (idg~, C(I, o)),
unde I este sau [0,T], dacd T € [0,00), sau [0,00), dacd T = oo.

Avand in vedere teorema precedentd gi Teorema Krein-Milman, putem sa confirmédm [48, Con-
jecture 4.19] (a se vedea [64]). Pentru rezultate partiale, a se vedea [48, Lemma 4.13, Theorem
4.14] si [63] (pentru n = 1, cf. [90, Theorem 1.42, Corollary 1.43]).

Teorema 3.3.5. Fic A€ o si Q) C N4 o familie compactd si convexd.
Atunci Ry (idgn, Q) este compactd si Ry (idgn, Q) = Ry (idgn, ex Q), oricare ar fi T € [0, 0].

In continuare, reamintim notiunea de metrici Hausdorff pe H(B") (cf. [90]), pentru a putea
prezenta urmatorul rezultat.

Definitia 3.3.6. Notdm cu § bine-cunoscuta metrica pe H(B") astfel incat (H(B"),d) este un
spatiu Fréchet in raport cu topologia convergentei local uniforme. Pentru orice submultimi com-
pacte nevide V si W ale lui H(B"), fie

S(V,W) = inf &(f,q).
( ) ,??églélw (f,9)

Fie p metrica Hausdorff pe H(B™) data de
p(V, W) = max{6(V,W),6(W, V) },
oricare ar fi submultimile compacte nevide V' gi W ale lui H(B").

Avéand in vedere [90, Theorem 1.45] si [48, Proposition 4.20], prezentdm urmétorul rezultat din
[64]. Observam ca acest rezultat are sens pe baza Teoremei 3.3.5.

Propozitia 3.3.7. Fie A € & siQ C N4 o familie compactd si convexd. AtunciT — ﬁT(idBn,Q)
este o aplicatie continud de la [0,00] la spatiul submultimilor compacte ale lui H(B™) inzestrat cu
metrica Hausdorff p.



Capitolul 4

Reprezentari parametrice
generalizate si probleme asociate

n C"

Lanturile de subordonare univalente cu normarea data de un operator liniar dependent de
timp si legatura cu ecuatia diferentiala Loewner pe bila unitate in C" au fost intdi considerate
de Graham, Hamada, Kohr gi Kohr [45]. Ei au introdus notiunea de reprezentare parametrica
generalizata si spiralitate generalizata pe B™ in raport cu un operator dependent de timp si au
obtinut caracterizari cu lanturi de subordonare univalente pe B™. Alte rezultate in legatura cu
aceste notiuni, referitoare la studiul ecuatiei diferentiale Loewner, au fost obtinute de Graham,
Hamada, Kohr [42], Voda [96] si Arosio [6].

In acest capitol, studiem familia S%(B") (¢ > 0) a aplicatiilor univalente normate pe B" cu
reprezentare parametrica generalizata in raport cu operatori dependenti de timp A € JZ, unde A
este o familie de aplicatii misurabile de la [0, 00) la L(C™) ce satisfac anumite conditii naturale. In
particular, avem ca aplicagiile din St Y (B™) se scufunda in lanturi Loewner normale in raport cu A
la timpul ¢ si ca familia St Y (B™) este compactd. Pe de alta parte, anumite exemple aratd cd familia
St ', (B™) pentru operatori depedenti de timp A € A este esential diferita de familia corespunzatoare
pentru operatori dependenti de timp constanti (cf. Subsectiunea 1.2.4).

Apoi, consideram punctele extremale gi punctele suport asociate familiei compacte §f4(]B%"),
unde A € A it > 0. Considerim generaliziri ale rezultatelor lui Kirwan [66] si Pell [74] (a se
vedea Teorema 1.1.23; cf. Teoremele 1.2.29 i 1.2.45) in cazul operatorilor dependenti de timp,
avand In vedere rezultatele recente obtinute in [48], [49] (a se vedea si [21], [43], [46], [53], [93]). De
asemenea, prezentam un exemplu de punct suport marginit pentru familia gﬁx (B?), unde A € A este
un anumit operator dependent de timp, avind in vedere exemplul obtinut de Bracci [15] (a se vedea
si [18], [49]). Consideram apoi notiunea de familie accesibila in raport cu un operator dependent de
timp A € A gl prezentdm caracterizarile corespunzitoare ale punctelor extremale/suport asociate
acestor familii de functii univalente marginite pe B™ (cf. [48], [49]). Exemple si aplicatii utile pun
in evidenta diferente dintre cazul operatorilor dependenti de timp neconstanti si cazul operatorilor
dependen§1 de timp constant;i.

In continuare, considerim anumite rezultate de convergenta pentru familia St % (B™) in raport
cu metrica Hausdorff p pe H(B™), unde A € A si t > 0. Cazul familiilor accesibile este de
asemenea studiat. Aceste rezultate pot fi privite ca fiind teoreme de convergenta dominata pentru
operatori dependenti de timp A € A. Ca aplicatii, avem rezultate similare pentru familiile S% (B")
si §A(IB%”), unde A € L(C™) este astfel incat ki (A) < 2m(A) (cf. Subsectiunea 1.2.4). O alta
aplicatie pune in evidenta anumite conditii suficiente pentru A € A astfel incat s aibe loc egalitatea
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St (B™) = S9(B™), oricare ar fi t > 0.
Mentionam ca acest capitol se bazeaza pe rezultatele originale obtinute de autor in colaborare
cu H. Hamada si G. Kohr [58, 59].

4.1 Reprezentari parametrice generalizate pe bila unitate

In acasti sectiune, consideram notiunile de reprezentare parametrica generalizata pe B" i de
lant Loewner normal in raport cu operatori dependenti de timp A € A, unde familia A, formatd
din anumite functii méasurabile de la [0,00) la L(C™), este definita si studiatd a priori. Avem in
vedere lucrarea Graham, Hamada, Kohr, Kohr [45] (a se vedea gi [42] si Voda [96]). Studiem
proprietati generale ale familiei §f4 (B™) a aplicatiilor univalente normate pe B™ ce au reprezentare
parametrica generalizatd in raport cu A € .Z, unde ¢ > 0. De exemplu, suntem preocupati de
caracterizarea cu lanturi Loewner normale in raport cu A € A, de teoreme de crestere si de
compactitatea familiei. Dacid A € A este constant, atunci A(t) = A, t > 0, pentru un A € L(C")
cu ki (A) < 2m(A), si S, (B") = SQ(B"), t > 0 (cf. Subsectiunea 1.2.4). Mai mult, daci n = 1
sia € .Zl, atunci S’vfl(U) = 5, t > 0. Totusi, anumite exemple evidenteaza diferente importante
dintre cazul operatorilor dependenti de timp constanti si cazul operatorilor dependenti de timp
neconstanti din A, pentru dimensiune n > 2. De exemplu, exista A € A, pentru n = 2, astfel incat
S (B™) # S%(B"), pentru anumiti ¢ > s > 0.

Mentionam ca aceasta sectiune contine rezultate originale obtinute de Hamada, Iancu, Kohr
[58].

4.1.1 Definitii, exemple si rezultate generale

In aceasti subsectiune, pregatim terenul pentru rezultatele ce urmeaza a fi prezentate.

Fie A : [0,00) — L(C™) o aplicatie mésurabild local integrabild pe [0, 00). Pentru orice s > 0,
fie V(s,) : [s,00) — L(C™) unica solutie local absolut continud a problemei cu valoare initiala (a
se vedea [31], [32]; cf. [96])

(4.1.1) aa—‘t/(s,t) = —At)V(s,t), a.pt. t € [s,0), V(s,8) =1I,.

Fie V(t) = V(0,t), oricare ar fi t > 0. Se observa usor ci V(s,t) = V(t)V(s)™1, pentru 0 < s <
t < oo (a se vedea [31], [32]; cf. [96]).

Observatia 4.1.1. Fie A : [0,00) — L(C™) o aplicatie masurabild local integrabila pe [0, c0) si fie
s> 0. Daci A(t) si fst A(7)dr comutd oricare ar fi t > s, atunci

V(s,t)=e /. AMAT -yt e [s,00),

pe baza lui [32, Exercise VII.2.22] (cf. [45, Remark 1.6]).

Urmatoarele estimari, in legdturd cu aplicatiile masurabile local integrabile A : [0, 00) — L(C™),
sunt utile in sectiunile urmatoare (a se vedea [96, Proposition 1.2.1, Remark 1.2.2]; cf. [45, Remark

1.6 (v)]).
Lema 4.1.2. Fie A :[0,00) = L(C™) o aplicatie mdsurabild local integrabild, si fie V(s,t) unica
solutie pe [s,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociata lui A. Atunci

(412) el AT Yy s, 1)1 < A
$i
(113 R <y s,y < o S

oricare ar fit > s > 0.



4.1. Reprezentari parametrice generalizate pe bila unitate 39

In continuare, prezentam definitia unei aplicatii cu reprezentare parametricd generalizata in
raport cu un operator liniar dependent de timp. Aceasta notiune a fost consideratd mai intai de
Graham, Hamada, Kohr si Kohr [45], si apoi generalizatd de Hamada, Iancu gi Kohr [58] (cf. [96,
Proposition 1.5.1]).

Definitia 4.1.3. Fie A : [0,00) — L(C") o aplicatie méasurabild local integrabild astfel incit
m(A(t)) > 0 ap.tt >0, sifieT >0. Fie V(s,t) unica solutie pe [s,00) a problemei cu valoare
initiald (4.1.1) asociatd lui A. Spunem ci aplicatia f : B™ — C™ are reprezentare parametricd
generalizatd In raport cu A pe [T, 00) daci existd o aplicatie h = h(z,t) : B™ x [0,00) — C™ care
satisface urmatoarele conditii:

(1) h(z,-) este misurabild pe [0, 00), oricare ar fi z € B,
(1) h(-,t) € N, oricare ar fi t > 0,
(#3t) Dh(0,t) = A(t), oricare ar fi t > 0,

astfel incat
f(z) = lim V(T,t)" (2, T t)

local uniform pe B", unde v(z,T,-) : [T,00) — C™ este unica solutie local absolut continud a
problemei cu valoare initiala

ov

(4.1.4) o

(2, T,t) = —h(v(z,T,t),t), apt. te€[T,00),v(zT,T) =z,
oricare ar fi z € B".

Fie S%(B") familia aplicatiilor cu reprezentare parametricd generalizatd in raport cu A pe
[T, 00).

Evident, gj;';(IB%”) # (), deoarece idg» € §£(IB%"), pentru orice T' > 0 si orice aplicatie masurabila
local integrabild A : [0,00) — L(C™) astfel incat m(A(t)) > 0, a.p.t. t > 0.

Observam ca definitia precedenta generalizeaza notiunile corespunzatoare prezentate in Capi-
tolul 1 (a se vedea [58]).

Observatia 4.1.4. Fie A € L(C") astfel incdt m(A) > 0 si fie A : [0,00) — L(C") astfel
incat A(t) = A, oricare ar fi ¢ > 0. In acest caz, familia §9\(IB%”) se reduce la familia S (B") a
aplicatiilor cu A-reprezentare parametricd pe B™ (a se vedea [44]). In particular, daca A = I,
atunci §?ﬂ (B") = SY(B"), unde S°(B") este familia aplicatiilor cu reprezentare parametrica pe B"
in sens uzual (a se vedea [50] i Subsectiunea 1.2.3).

Diverse proprietati si o contructie geometrica in legatura cu notiunea de reprezentare parame-
trica generalizatd pe B™ pot fi gésite in [42] si [45] (cf. [44]).

Pe baza Definitiei 4.1.3, consideram urmétoarea definitie din [58] (cf. [17], [34]).

Definitia 4.1.5. Fie A : [0,00) — L(C™) o aplicatie masurabild local integrabila pe [0, c0) astfel
incat m(A(t)) > 0, a.p.t. ¢ > 0. O aplicatie h : B" x [0,00) — C™ ce satisface conditiile (i)—(¢i7)
din Definitia 4.1.3 se numegte cAmp vectorial Herglotz (sau cAmp vectorial generator) in raport cu
A (cf. [17] si [34]).

Consideram acum notiunea de lant de subordonare univalent in legatura cu notiunea de repre-
zentare parametrica generalizatd (a se vedea [45], [58], [96]; cf. [50, Chpater 8]).

Definitia 4.1.6. Un lant de subordonare univalent f : B x [0,00) — C™ se numegte lant Loewner
normal In raport cu A4, dacd Df(0,t) = V(¢)~!, pentru ¢t > 0, si {V(¢)f(-,t)}+>0 este o familie
normald pe B™, unde A : [0,00) — L(C™) este o aplicatie masurabild local integrabila si V(t) =
V(0,1) este unica solutie pe [0,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociata lui A.
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Urmatoarea familie de operatori dependenti de timp, introdusd de Hamada, Iancu, Kohr [58],
are un rol important in acest capitol.

Definitia 4.1.7. Fie A familia aplicatiilor misurabile A : [0, 00) — L(C™) ce satisfac urmitoarele
conditii:

(1) m(A(1)) > 0, a.p.t. 7> 0;

(i1) esssupgsqllA(s)]] < oo;

(iii) supsq [° ||V(s,t)*1||e_2fs AT < 5o, unde V(s,t) este unica solutie pe [s,00) a
problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociata lui A.

Urmatoarea observatie ofera o modalitate de a construi operatori dependenti de timp in A (a
se vedea [58]).

Observatia 4.1.8. Fie T' > 0, A € L(C") si fie A : [0,00) — L(C™) astfel incat m(A(t)) > 0,
a.p.t. t € [0,T], esssup,ejo | A®#)|| < oo si A(t) = A, a.p.t. t >T. Atunci A € A daca si numai
daci ki (A) < 2m(A), pe baza Lemmei 4.1.2, [34, Remark 2.8] si [45, Remark 2.2]. In particular,
I, € A.

Pe baza Observatiei 4.1.1, putem construi un operator A € A pentru care exista t > 0 astfel

incat V(t) # e Jo AMIT unde V(£) = V(0,¢) si V(s,t) este unica solutie pe [s, 00) a problemei cu

valoare initiald (4.1.1) — a se vedea [58].

— N

Exemplul 4.1.9. Fie A = ( o > si Ay = < 1

o A - 2
11 0 >.F16A.[O,oo)%L((C)datde

A 1
Alt) = 1, pentrute€[0,1)
A, pentru t € [1,00).

_ 2
Atunci Ae AsiV(2) #e Js Alr)dr

Incheiem aceasti subsectiune cu notiunea de spiralitate In raport cu un operator liniar depen-
dent de timp (a se vedea [58]; cf. [45, Definition 3.1]). Aceastd notiune o generalizeazd pe cea
uzuald de spiralitate (a se vedea [95]; a se vedea si [36], [86] si Subsection 1.2.4).

Definitia 4.1.10. Fie A : [0,00) — L(C™) o aplicatie méasurabild local integrabila astfel incét
m(A(t)) > 0, a.p.t. t > 0. O aplicatie f € S(B™) este generalizat spiralatd in raport cu A daca
Vs, t)f(z) € f(B™), oricare ar fi z € B" i 0 < s < ¢ < 00, unde V (s, ) este unica solutie pe [s, c0)
a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui A.

Avem urmatoarea caracterizare o spiralitatii generalizate pe B™ in raport cu un operator de-
pendent de timp (a se vedea [58]; cf. [45, Theorems 3.3 si 3.5] si [96, Propositions 1.5.3 si 1.5.6]).

Propozitia 4.1.11. Fie A € A si fie f : B" — C™ o aplicatie normatd local univalenta.
Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este generalizat spiralatd ?n raport cu A.

(ii) R(Df(2)"LA@t)f(2),2) >0, a.p.t. t >0 si oricare ar fi z € B".

(iii) F : B" x [0,00) — C" datd de F(z,t) =V (t)" f(2), z € B", t > 0, este un lant Loewner
normal in raport cu A, unde V(t) = V(0,t) este unica solutie pe [0,00) a problemei cu valoare
ingtiald (4.1.1) asociatd lui A.
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4.1.2 Asupra reprezentarilor parametrice generalizate pe bila unitate

In aceasta subsectiune, prezentam diverse rezultate referitoare la notiunea de reprezentare
parametrica generalizata pe B”.
Prezentam caracterizarea aplicatiilor din S% (B™), obtinuta in [58], cu lanturi Loewner normale

in raport cu operatori de timp dependenti de timp A € A (cf. [45, Corollary 2.7], [96]). In cazul
A(t) = A, acest rezultat a fost obtinut in [44] (a se vedea i [41] si [80], [81], pentru A = I,; cf.
Teorema 1.2.42 gi Observatia 1.2.46).

Observam ca §£(B”) C S(B™), oricare ar i T' > 0, pe baza Teoremei 4.1.12.

Teorema 4.1.12. Fie T >0, A € A, si fie g € HB") o aplicatie normatd. Atunci g € S%(B")
dacd st numai dacd existd un lant Loewner normal f = f(z,t) in raport cu A astfel incit g =
V(D) f(-,T), unde V(t) = V(0,t) si V(s,t) este unica solutie pe [s,00) a problemei cu valoare
initiala (4.1.1) asociatd lui A.

Considerdm un exemplu de operator dependent de timp A € A astfel incat gg (B?) # gj (B?),
pentru anumiti s,t € [0,00), s # ¢t (cf. Observatia 1.2.46). Acest exemplu, obtinut de Hamada,

Tancu, Kohr [58], motiveaza studiul familiei 5% (B™) independent de cel al familiei §g (B™), pentru
n > 2.

Exemplul 4.1.13. Fie T > 0, ¢ € (0,1), si fie A € L(C?) dat de
(4.1.5) A(2) = (221, (1 4 €)22), oricare ar fi z = (21, 22) € C?.
Fie A € A dat de

(4.1.6) At) = {A, pentru ¢ € [0,7")

I, forte T, ).

Atunci 5% (B2) = S°(B?), oricare ar fi t € [T,00). Totusi, S (B2) # S°(B2), pentru ¢ € (0,1)
suficient de mic gi T' > 0 suficient de mare.

Tindnd cont de Exemplul 4.1.13, este natural si ne punem urmitoarea intrebare (a se vedea
[58]):

intrebarea 4.1.14. Fie A € A i T > 0. Ezistdi A € L(C") astfel incdt ky(A) < 2m(A) si
ST (B™) = SQ (B"), pentrun > 27

Urmétorul rezultat, ce are legiturit cu Intrebarea 4.1.14 (a se vedea [79, Chapter 6], in cazul
n = 1; cf. Teorema 1.2.42 gi Observatia 1.2.46), a fost obtinut in [58].

Propozitia 4.1.15. Fie a : [0,00) = R o functie mdsurabild astfel incdt
(4.1.7) essinfy>pa(t) > 0 si esssup;>qga(t) < oo.

Fie A € L(C™) astfel incat ky(A) < 2m(A) si fie A:[0,00) = L(C™) dat de A(t) = a(t)A, a.p.t.
t>0. Atunci A € A si S{(B") = S (B"), pentru T > 0.

Avand in vedere Propozitia 4.1.15, consideram cazul particular al familiilor S si g}; (U), pentru
t > 0 (a se vedea [58]; cf. [79, Theorem 6.1], Observatia 1.1.16).

Corolarul 4.1.16. Fien =1 gia € A. Atunci St(U) = S, oricare ar fit > 0.

Avand in vedere [51, Lemma 2.8 gi Theorem 2.9], avem urmatorul rezultat de compactitate a
familiei ST (B") (a se vedea [58]; cf. [44, Theorem 2.15] si [51, Theorem 2.9]).
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Teorema 4.1.17. FieT >0 si A € A. Atunci §£(IB%") este o multime compactd.

In Exemplul 4.1.13 am prezentat un operator dependent de timp A € A pentru care 5% (B?) ¢
ST (B?), pentru anumiti 7 > 0. Acum, consideram un exemplu, dat de Hamada, Iancu, Kohr [58],
de operator dependent de timp A € A astfel incat ST (B?) ¢ SY(B?), pentru anumiti 7" > 0.

Exemplul 4.1.18. Fie T > 0, ¢ € (0,1) si a > 0. Fie A € L(C?) dat de (4.1.5), si fie f : B — C?
definit astfel:

f(2) = (21 4+ az2, 20), z=(21,2) € B>

De asemenea, fie E € L(C?) astfel incit E + E* = 2\, pentru un A > 0. Fie A : [0,00) — L(C?)
dat de

Alt) = E, pentrute0,T)
A, pentrut e [T,00).

Atunci existi T > 0, e € (0,1) i @ > 0 astfel incat A € Asi f € §f4(IB32) \ 591(15%2), oricare ar fi
t>T.

In continaure, considerim dependenta familiei §£(B”) in functie de T > 0, unde A € A (a
se vedea [58]; cf. [48] si [90]). Pe baza Teoremei 4.1.17, urmétorul rezultat este asociat cu [48,
Proposition 4.20] i a fost obtinut in [58] (cf. Propozitia 3.3.7; cf. [90, Theorem 1.45], pentru
n = 1). Pentru definitia metricii Hausdorff p pe H(B"), a se vedea Definitia 3.3.6.

Propozitia 4.1.19. Fie A € A. Atunci T — S%(B") este o aplicatie continud pe [0,00) cu valori
in spatiul metric al submultimilor compacte ale lui H(B™) in raport cu metrica p.

4.2 Probleme extremale pentru aplicatii cu reprezentare pa-
rametrica generalizata in C"

In aceastd sectiune, consideram probleme extremale asociate familiei compacte S % (B"), unde
A e Asgi s> 0. Suntem interesati de generalizarea rezultatelor obtinute de Kirwan [66] si Pell
[74], referitoare la proprietitile extremale ale lanturilor Loewner de o variabild complexd (a se
vedea Teorema 1.1.23). Prima generalizare a acestor rezultate a fost obtinutd de Graham, Kohr
si Pfaltzgraff [53]. Au urmat generalizarile pentru familia S°(B") obtinute de Graham, Hamada,
Kohr, Kohr [46] si Schleissinger [93]. Mentiondm, de asemenea, si rezultatele recent obtinute de
Graham, Hamada, Kohr, Kohr [48, 49] pentru familia SQ (B"), unde A € L(C") este astfel incit
k+(A) < 2m(A) (a se vedea gi Chirild, Hamada, Kohr [21] si Graham, Hamada, Kohr [43]).
In aceastd sectiune, consideram generalizarile in cazul operatorilor dependenti de timp A € A
Aratdm ci dacd f(z,t) = V(t)"'z + -+ este un lant Loewner normal astfel incat V(s)f(,s) €
engl(IB%”) (resp. V(s)f(-,s) € supp §§\(IB%")), atunci V(¢)f(-,t) € exgi(]]i%"), oricare ar fi t > s
(resp. V(t)f(-,t) € supp §f4(IB%”), oricare ar fi ¢ > s), unde V() este unica solutie pe [0,00) a
problemei cu valoare initiald (4.1.1). Mai mult, prezentdm un exemplu ce pune in evidenta rolul
normarii dependente de timp in acest rezultat. Prezentam si un exemplu de punct suport marginit
al familiei S%(B?), unde A € A este un anumit operator dependent de timp, avind in vedere
exemplele date de Bracci [15] si Graham, Hamada, Kohr, Kohr [49]. Consideram gi rezultatele
similare pentru familiile accesibile in raport cu operatori dependenti de timp A € A.

Mentionam ca aceasta sectiune se bazeaza pe rezultate originale obtinute de Hamada, Iancu,
Kohr [58].
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4.2.1 Puncte extremale, puncte suport si aplicatii in 52(]1%”)

_ In aceasts subsectiune, considerdm punctele extremale gi punctele suport ale familiei compacte
S5 (B™), unde A € Asi s >0 (ase vedea [58]).

Pe baza demonstratiei pentru [48, Theorem 3.1] (cf. demonstratia pentru [46, Theorem 2.1]),
avem urmditoarea lemd utild (a se vedea [58]).

Lema 4.2.1. Fie T > 0 gi fie A € A. Fie f un lant Loewner normal in raport cu A. Fie v
aplicatia de tranzitie asociata lui f. Atunci urmdatoarele afirmatii au loc:

(i) Dacd g este un lant Loewner normal in raport cu A, atunci aplicatia G : B" x [0,00) — C"
data de

9(z, 1), t>T

este un lant Loewner normal n raport cu A.

(ii) Dacd h € ST(B™), atunci V(t,T)  h(v(-,t,T)) € S4(B"™), oricare ar fi t € [0,T]. In partic-
ular, V (¢, T) tv(-,t,T) € S4(B™), oricare ar fit € [0,T], unde V(t) = V(0,t) si V(s,t) este
unica solutie pe [s,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui A.

Urmatorul rezultat, obtinut de Hamada, Iancu, Kohr [58], generalizeaza [46, Theorem 2.1] si
[48, Theorem 3.1] (a se vedea Teoremele 1.2.29 si 1.2.45; cf. [21]) in cazul operatorilor dependenti
de timp (a se vedea [66] i [74], in cazul n = 1).

Teorema 4.2.2. Fie A € A si s > 0. Fie f lant Loewner normal in raport cu A. Dacd
V(s)f(-,s) € exS5(B"), atunci V(t)f(-,t) € ex S (B"), oricare ar fit > s, unde V(t) = V(0,t) si
V(s,t) este unica solulie pe [s,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociata lui A.

Avand 1n vedere [48, Propositions 3.2 i 3.4], avem urmétorul rezultat obtinut in [58] (a se
vedea gi Observatia 3.1.6 (¢); cf. [21], [43], [46], [93], in cazul A(t) = I,,, oricare ar fi t > 0).

Propozitia 4.2.3. Fies > 0 sifie A € A astfel incdt essinfy>om(A(t)) > 0. Fie f un lant Loewner
normal in raport cu A si fie v aplicatia de tranzitie asociatd lui f. Atunci V(s,t) " v(-,s,t) €
S5(B™) \ (ex S5 (B™) U supp S5 (B")), oricare ar fi t > s, unde V(t) = V(0,t) si V(s,t) este

unica solutie pe [s,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui A. In particular, idg- €
S3(B") \ (ex 5% (B") U supp S5 (B")).

Acum, prezentam rezultatul obtinut de Hamada, Tancu, Kohr [58], care generalizeaza [93, The-
orem 1.1] si [48, Theorem 3.5] (cf. [21]) in cazul operatorilor dependenti de timp (cf. Teoremele
1.2.29 si 1.2.45; cf. [66] si [74], in cazul n = 1).

Teorema 4.2.4. Fies >0 si A € A astfel incat essinfy;>om(A(t)) > 0. Fie f un lant Loewner
normal in raport cu A. Dacd V(s)f(-,s) € supp S5 (B"), atunci V(t)f(-,t) € supp S (B™), oricare
ar fit > s, unde V(t) = V(0,t) $i V(s,t) este unica solutie pe [s,00) a problemei cu valoare initiald
(4.1.1) asociatd lui A.

Avand in vedere Teoremele 4.2.2 si 4.2.4, avem urméatorul exemplu (a se vedea [58]):

Exemplul 4.2.5. Fie g € suppS°(B") (resp. g € exS°(B")) si fie f(z,t) = ez + -+ un lang
Loewner astfel incat {e* f(-, t)}t>0 este o familie normald gi ¢ = f(-,0). De asemenea, fie T > 0
si fie F': B" x [0,00) — C" data de

F(z,1) = e'g(e¢'"Tz),  z€Bte[0,T)
T f(zt—T), z€B t€[T,00).
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Daca A : [0,00) — C™ este dat de A(t) = I, oricare ar fi ¢ > 0, atunci F' este un lant Loewner
normal in raport cu A astfel incat V(s)F(-,s) ¢ suppgj(B") (resp. V(s)F(-,s) ¢ exgj(IB%”)),
oricare ar fi s € [0,T), si V(¢t)F(-,t) € suppgfL\(B") (resp. V(H)F(-,t) € exgg(E”)), oricare ar fi
t € [T,00), unde V(t) = V(0,t) si V(s,t) este unica solutie pe [s,o0) a problemei cu valoare initiald
(4.1.1) asociatd lui A.

In continuare, punem in evidenta rolul normaliza rii lantului Loewner normal in Teorema 4.2.4,
avand in vedere [93, Theorem 1.1]. Prezentdm un exemplu, obtinut de Hamada, Tancu, Kohr
[58], de lant, Loewner normal F in raport cu an A € A (cu essinf;>om(A(t)) > 0) astfel incat
urmatoarele conditii sunt indeplinite pentru n > 2:

o V(t)F(-,t) € S°(B"), oricare ar fi t > 0
e F(-,0) € supp S°(B"), dar V(¢)F(-,t) ¢ supp S°(B"), oricare ar fi t > 0,

unde V' (t) = V(0,¢) este unica solutie pe [0,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui
A (cf. Observatia 1.2.30).

Acest exemplu (a se vedea [58]) este obtinut tindnd cont de Exemplul 4.1.13, [15], [18, Section
5] (a se vedea si [49, Remark 7.4]). Fira a restrange generalitatea, vom considera doar cazul n = 2.

Exemplul 4.2.6. Fie T > 0, ¢ > 0 si fie A € L(C?) dat de (4.1.5). Fie A € A dat de (4.1.6) si
V(t) = V(0,t) unica solutie pe [0,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociata lui A. Fie
f: B2 — C? datd de f(2) = (21 + 3v/322, ), oricare ar fi z = (21, 22) € B2, si fie ¢ > 0 suficient
de mic astfel Incat f este spiralatd in raport cu A.

Fie T = 112 g fie F : B2 x [0, 00) — C? data de

2e

GTAf_l(e(t_T)Af(Z)), = }327 0 g t < T
e = et Tel Az, 2€B2 t>T.

F este un lant Loewner normal in raport cu A astfel incat V (¢)F(-,t) € S°(B?), oricare ar fi t > 0,
F(-,0) € supp S°(B?) si V(t)F(-,t) ¢ supp S°(B?), oricare ar fi t > 0.
Observam c& Teoremele 4.1.12, 4.2.4 si Propozitia 4.2.3 implica (cf. [18] si [49])

V(t)F(-t) € 84 (B?)\ (supp 5% (B?) U ex §2(B2)), oricare ar fi t > 0.

Avand in vedere [48, Theorem 3.8 si Example 3.10], prezentdm un exemplu de operator depen-
dent de timp A € A si un punct suport pentru S%(B?), oricare ar fi s > 0 (a se vedea [58]).

Exemplul 4.2.7. Fie o, : [0,00) — C doua functii méasurabile esential marginite astfel incét
essinfy>o(RB(E) — Ra(t)) > 0 si essinf;>o(2Ra(t) — RB(¢)) > 0. Fie A : [0,00) — L(C?) dat de

(4.2.2) A(t) = < a(()ﬂ B?t) > t>0.

Fie f1 : U — C functia Koebe datd de f1(¢) = ﬁ, ¢ €U, sifie fo € S arbitrara. Fie f € S(B?)
datd de f(2) = (fi(21), f2(22)), oricare ar fi z = (21, 20) € B2 Atunci A € Asi f € suppgj(]]ﬂ%2),
oricare ar fi s > 0.

Observatia 4.2.8. (a se vedea [58]) Fie

_J14e, te€0,T) . ]2, tel0,T)
a(t) - {1, t c [T7OO> §1 ﬂ(t) - { c )

unde € € (0, 1) este suficient de mic gi T' > 0 este suficient de mare astfel incat 521 (B?) §f4 (B?),
oricare ar fi t > T (a se vedea Exemplul 4.1.13), unde A € A este dat de (4.2.2). Fie f: B? — C?
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z
! 5+ %2 |, oricare ar fi 2 = (21, 22) € B2. Deci, din Exemplul 4.2.7, rezulta ca

datd de f(z) = ((1 )
f este un punct suport pentru familii diferite de functii cu reprezentare parametrica generalizata
in raport cu A.

Mai mult, f este generalizat spiralatd in raport cu A. Fie F : B? x [0,00) — C? datd de
F(z,t) = V(t)~1f(2), oricare ar fi z € B2 unde V(t) = V(0,t) este unica solutie pe [0,00) a
problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui A. Atunci F este un exemplu simplu de lant

Loewner normal in raport cu A astfel incat V(£)F(-,t) € supp S’ (B?), oricare ar fi t > 0 (cf.
Teorema 4.2.4).

4.2.2 Puncte suport mirginite pentru familia S’ (B?)

In aceasti subsectiune, consider8m un exemplu, obtinut de Hamada, Iancu, Kohr [58], de
punct suport marginit al unei anumite familii de aplicatii cu reprezentare parametrica generalizata
in raport cu un anumit operator dependent de timp, folosind [15] si [49, Section 7] (cf. Exemplul
1.2.33 ¢i 1.2.44).

Pe baza lui [49, Proposition 7.2], definim aq : [1,2) — [%, %),
(4.2.3) ap(A) = max {a >0:A2? +y® —axy® > 0,2,y > 0,2° + 9> < 1}, A€el,2).

Avem urmatorul exemplu din [58] de punct suport maérginit al familiei §Z(B2), unde A :
[0,00) — L(C?) este dat in Teorema 4.2.9 de mai jos. Acest rezultat generalizeaza [15, Theo-
rem 1.2] si [49, Theorem 7.6] la cazul operatorilor liniari depedenti de timp.

Teorema 4.2.9. Fie T > 0, A1, A2 € [1,2), A :[0,00) — [1,2) datd de

T
(4.2.4) Ay = M tET)
Ao, tE€ [T, OO)
' 2 At) 0 , , .
st A:[0,00) = L(C?) dat de A(t) = o 1 ) oricare ar fit > 0. Atunci A € A, si pentru

orice s € [0,T) aplicatia p, : B> — C? datd de

(4.2.5) #s(z) = ( + (30“;) (1= el ey 4 a°“2)e“‘”‘2‘“> ) ,
- Al

oricare ar fi z = (21, 20) € B2, este un punct suport mdrginit pentru gj (B?).

4.2.3 Probleme extremale asociate unor familii accesibile

In aceasts subsectiune, consideram punctele extremale si punctele suport asociate unor familii
accesibile generate de operatori liniari dependenti de timp A € A. Urmatoarele rezultate au fost
obtinute in [58], ca generaliziri ale unor rezultate obtinute in [46] si [48].

Pe baza Sectiunii 3.1, adaptam cateva notiuni din teoria controlului optimal (a se vedea [58]).

Definitia 4.2.10. Fie [ un interval i A € A 0O aplicatie h : B" x I — C™ se numegte aplicatie
Carathéodory pe I in raport cu A dacd urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) h(-,t) € Ny, oricare ar fit € T,
(#4) h(z,-) este masurabild pe I, oricare ar fi z € B".
Notam cu C(I, (Na@))ier) familia aplicatiilor Carathéodory pe I in raport cu A.

Spunem ca aplicatiile Carathéodory pe I in raport cu A reprezinta controalele sistemului de
control C(I, (Naw))ter), iar (Nag))ter reprezinta familia de intrare.
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Definitia 4.2.11. Fie I sau intervalul [Ty, T1], unde 77 > Ty > 0, sau intervalul [Tp, c0), unde
Ty > 0, si A € A. Pentru orice h € C(I,(Naw))ier) notam cu v(z,Tp,-;h) unica solutie local
absolut continua pe I a problemei cu valoare initiala

Ov

E(Z,T()?t;h) = —h(v(z,To,t;h),t), a.pt. tel,

’U(Z,To,To; h) =2z,

oricare ar fi z € B™.

Observam ca v(-, Ty, t; h) este o aplicatie Schwarz univalentd cu Dv(0, Ty, t; h) = V(Ty,t), ori-
care ar fi t € I (a se vedea [58]; cf. [45] si [96]), unde V (Tp,-) este unica solutie pe [Ty, o0) a
problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociata lui A.

Consideram acum notiunea de familie accesibila in raport cu un operator liniar dependent de
timp, introdusa in [58] (cf. [48]).

Definitia 4.2.12. Fie T, > 0si A € A. Pentru orice T > Tj) notim familia accesibila in timp T
a sistemului de control C([TQ,T], (NA(t))te[TmT]) cu

75,’1“ (idBn s (NA(t) )tG [TmT])

= {V(@0, )70 To, T3 ) | b € C(ITo, T, (N eem ) }-

Notdm familia accesibild in timp infinit a sistemului de control C([Tp,0), (Na())e>m,) cu
Reoo (idlgn, Naw)e>1,)

= { lim V(Ty, ) o To, t:h)| b € C([To, 50), Wa)ezrs) }-

Pe baza rezultatului [48, Theorem 4.5] (cf. [46, Theorem 3.7]), avem urméatoarea caracterizare,
obtinutd in [58], pentru familiile accesibile, folosind lanturi Loewner normale in raport cu un
operator dependent de timp (cf. Teorema 3.1.5).

Lema 4.2.13. Fie T > Ty, >0 si Ac A. Fie f € H(B").

Atunci f € ﬁT (id[ﬂgn, (NA(t)>t€[T0,T]) daca st numai daca exista un lant Loewner normal F in
raport cu A astfel tncat V(To)F(,Ty) = f si V(T)F(-,T) = idgn, unde V(t) = V(0,t), oricare ar
fit >0, i V(s,-) este unica solufie pe [s,00) a problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui
A, oricare ar fi s > 0. N B N

In particular, Ro (idBn, (./\/'A(t)) = Szo (B™) si Rr (idgn, (NA(t)) C SZ;O (B™).

tZTO) tE[To,T])

Avand in vedere [48, Corollary 4.7], avem compactitatea familiilor accesibile (a se vedea [58];
cf. Teorema 3.1.8 si [90, Theorem 1.42]).

Propozitia 4.2.14. FieTy > 0si A € A. Atunci ﬁT(idBn’ (Na@))teimy,1)) este compactd, oricare
ar fi'T > Ty.

Consideram acum generalizarea rezultatului [49, Proposition 6.7] (cf. [43, Corollary 7]) la cazul
operatorilor dependenti de timp in C™, ce a fost obtinuta in [58].

Proporzitia 4.2.15. Fie T} > T > Ty > 0 si fie A € A astfel incat ess inf;>om(A(t)) > 0. Fie
fERT (idBn, (NA(t))te[To,T])' Atunci f € Ry (id]}gm (NA(t))te[To,Tl])’ dar

f ¢ ex 7A?:Tl (idIB" ) (NA(t))tE[TO,Tl]) U supp ﬁT1 (idB" ) (NA(t) ) tE[To,Tl]) .
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Urmatorul rezultat, obtinut de Hamada, Iancu, Kohr [58], este asociat cu [48, Theorem 4.8] si
[49, Theorem 6.8] (a se vedea [90], in cazul n = 1; cf. Teoremele 4.2.2 gi 4.2.4).

Teorema 4.2.16. Fie T} > Ty > 0, A € .Z, si f € ﬁTl (idBn, (NA(t))te[To,Tl])' Fie F' un lant
Loewner normal in raport cu A astfel incit V(To)F(-,To) = f s V(T)F(-,T1) = idp~, unde
V(t) = V(0,t), oricare ar fit > 0, si V(s,-) este unica solufie pe [s,00) a problemei cu valoare
ingtiald (4.1.1) asociatd lui A, oricare ar fi s > 0.

Dacd f € exRr, (idgn, (Naq)) atunci

tG[Tg,Tl]) 7

(4.2.6) V(T)F(-,T) € exRr, (idgn, (Naq)) oricare ar fi T € [Ty, T1).

tE[T,Tl])’

Mai mult, dacd essinf;>om(A(t)) > 0 si f € supp Ry, (idgn, (Nac)) atunci

te[To,Tl}) ¢

(4.2.7) V(T)F(-,T) € supp R, (idgn, (Naq)) oricare ar fi T € [To, T1).

tE[T,Tl]) )

Observatia 4.2.17. (ase vedea [58]) Fie Ty = 0gi A € Aun operator dependent de timp constant.
Atunci Teorema 4.2.16 implica [49, Theorem 6.8], avand in vedere urmétoarea proprietate:

R (idgn, (NA(t))temTl]) =Rry-r (idgn, (NA(t))te[QTl_T])v
oricare ar i Ty > T > 0.

Pe baza rezultatului [18, Theorem 5.9] (a se vedea also [49, Theorem 7.11]), avem urmétorul
exemplu, obtinut de Hamada, Iancu, Kohr [58], de punct suport marginit pentru o familie accesibila
in raport cu un operator dependent de timp in C2.

Propozitia 4.2.18. Fie T > 0, A1, A2 € [1,2) si A: [0,00) — L(C?) dat de A(t) = < )\E)t) (1) ,

oricare ar fit > 0, unde X : [0,00) — [1,2) este data de (4.2.4). Atunci oricare ar i Ty > T >
Ty > 0, aplicatia ¢T, 1, : B2 — C? datd de

b1o,1, (2) = (z1 + (aO(Al) (1— eTo=DE=2))

2—-\
(4.2.8)
n ;O()\;)e(TD—T)(Q—/\l) (1- e(T—Tl)(Q—/\g))>ZS7 22)7
— A2

pentru z = (21,22) € B2, este un punct suport mdrginit pentru ﬁTl (idg2, (Maw))teimy, 1)), unde
ap : [1,2) — [%, %) este data de (4.2.3).

Urmaétorul exemplu din [58] araté cd rezultatul din [49, Theorem 6.8] nu are loc in mod necesar
in cazul operatorilor dependenti de timp neconstanti (cf. Observatia 4.2.17).

Exemplul 4.2.19. Consideram notatiile din Proposition 4.2.18 gi presupunem ca A; < Ag. Atunci
existd o aplicatie de tranzitie v asociatd unui lant Loewner normal in raport cu A astfel incat
G :B? x [0,00) — C? datd de
G( t) _ V(Tl)ilv('athl)a te [07T1)
’ V(t)ilid[gn, te [Tl,oo)7
este un lant Loewner normal in raport cu A astfel incat V(71)G(-,T1) = idpe,
G(-,0) € supp ﬁTl (idmaz, (NA(T))T€[07T1])7

si existd ¢ € (0,T7) astfel incat

V(t)G(-,t) ¢ supp RTl—t(idJEzv (NA(T))TE[O,Tl—t])’

unde V(t) = V(0,t), for t > 0, si V(0, -) este unica solutie pe [0,00) a problemei cu valoare initiala
(4.1.1) asociata lui A.
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4.3 Rezultate de convergenta pentru familii compacte de
aplicatii univalente

In aceasti sectiune, consideram anumite rezultate de convergenta pentru familia compacta
St % (B™) in raport cu metrica Hausdorft p pe H (B™), unde A € Asit > 0. Mai exact, dacd un sir de
operatori dependenti de timp (Ag)ren din A este dominat intr-un anumit sens sl converge punctual
la un operator dependent de timp A € A cu ess infy>pm(A(t)) > 0, atunci p(SA (B™), §A (B™)) —
0, k — oo, unde T' > 0 (cf. Propozitia 4.1.19). Un rezultat similar are loc pentru familiile accesibile
ﬁT(id]B;n, (Naw)temy,m) (T > Ty > 0) in raport cu operatori dependenti de timp A € A, introduse
in Subsectiunea 4.2.3 (cf. [48], [90]). Aceste rezultate pot fi privite ca fiind teoreme de convergenta
dominata pentru operatori dependenti de timp A € A In particular, avem rezultate similare
de convergentd pentru familiile compacte S (B") si Sa (B") (cf. Subsectiunea 1.2.4), atunci caAnd
A € L(C™) este un operator liniar cu k4 (A) < 2m(A). Avem un rezultate de convergentd si pentru
familia Carathéodory Na, unde A € L(C™) este astfel incat m(A) > 0. In final, considerim o
aplicatie a teoremei de convergentd dominata de mai sus ce pune in evidentd o conditie suficienta
pentru A € A astfel incat sit avem St (B") = S°(B™), oricare ar fi t > 0.

Mentionam ca aceasta sectiune se bazeaza pe rezultate originale obtinute de Hamada, Iancu,
Kohr [59].

4.3.1 Rezultate de convergenta pentru gZ(B") si familii accesibile

In aceastd subsectiune, considerim dependenta familiei §£(IB%”) in functie de A € ./T, unde
T > 0 (a se vedea [59]; cf. [58, Proposition 3.15]). Urmaétoarele rezultate pot fi privite ca fiind
teoreme de convergentd dominata. In urmétoarea subsectiune vom aplica Teorema 4.3.2 pentru
a obtine anumite rezultate ce se bazeaza pe folosirea unor operatori dependenti de timp ce sunt
functii in treaptd (cf. Propozitia 4.3.5 gi Teorema 4.3.7).

Prezentam primul rezultat principal al acestei sectiuni, obtinut de Hamada, Iancu, Kohr [59].
Acesta este un rezultat de convergenta pentru familiile accesibile in timp finit introduse in Subsecti-
unea 4.2.3.

Teorema 4.3.1. Fie I intervalul [Ty, T), unde T > Ty > 0, si A € A astfel incat essinfe m(A(t))
> 0. Fie M > 0 $i (Ap)ren un gir in A astfel incit |Ap(t)|| < M, a.p.t. t € I i oricare ar fi
k € N. Daca

A(t) = A(t), cind k — oo, a.p.t. t €1,

atunci
p(Rr(idgn, (Na,t))ter), Rr(iden, (Naw))ier)) = 0, cand k — oo.

Prezentam urmatorul rezultat principal al acestei sectiuni, obtinut de Hamada, Iancu, Kohr [59].
Acesta reprezinta o teorema de convergenta dominata pentru familii de aplicatii cu reprezentare
parametrica generalizatd pe B™ in raport cu un operator dependent de timp A € A.

Teorema 4.3.2. FieT > 0 gi A € A astfel incdt essinf;>7pm(A(t)) > 0. Fie M > 0, a €
LY([T,),R) si (Ap)ken un sir in A astfel incdt , a.p.t. t > T si pentru orice k € N, sd avem:
t

A < M i ||Vi(T, t)’lHe_2 JmAxnar < a(t), unde Vi (T,-) este unica solutie pe [T,0) a
problemei cu valoare initiald (4.1.1) asociatd lui Ay. Dacd

Ag(t) = A(t), cand k — oo, a.p.t. t > T,
atunci _ _

p(Sh, (B"),SH(B")) = 0, cind k — <.

Pentru operatori dependenti de timp constanti (cf. Observatia 4.1.8), avem urmatorul rezultat,
obtinut de Hamada, Tancu, Kohr [59].
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Teorema 4.3.3. Fie A € L(C") astfel incit k1 (A) < 2m(A), si fie (A})ieny un sir in L(C™)
astfel incat Ay — A, cind l — co. Atunci exista lg € N astfel incat SXZ (B™) este compacta pentru
1> 1o, sip(SQ,(B"),SR(B")) =0, cand | — oc.

Incheiem aceasti subsectiune cu urmatorul rezultat de convergenta pentru familia S A(B™) a
aplicatiilor spiralate In raport cu A € L(C"™), unde k4 (A) < 2m(A), obtinut de Hamada, Iancu,
Kohr [59].

Teorema 4.3.4. Fie A € L(C") astfel incat ky(A) < 2m(A), si fie (A)ien un gir in L(C™)

astfel incat A; — A, cand | — oco. Atunci existd lo € N astfel incdt Sa,(B") este compactd pentru
1 >1o, si p(Sa,(B"),SA(B™)) — 0, cand | — 0.

4.3.2 Caracteriziri analitice ale unor aplicatii din S (B")

In aceasts subsectiune, deducem anumite conditii suficiente pentru A € A astfel incat si aibe
loc egalitatea S%(B") = S°(B"), pentru ¢t > 0. Primul rezultat este o generalizare a lui [44,
Theorem 3.12] gi a fost obtinut in [59].

Propozitia 4.3.5. Fieck € N, a1,...,a, > 0, i fie E1,...,E, € L(C") astfel incit E; + Ef =
20;1,, oricare ar fii € {1,...,k}. Fie0 =Ty < Ty < ... <Tjp—1 < Ty = o0 gi fie A:[0,00) —
L(C™) dat de

Ey, pentrut € [Ty, T1)

Alt) =4

Ey, pentrut € [Tx—1,Tk).
Atunci §£(B") = S%(B"), oricare ar fi T > 0.
Avand in vedere Propozitiile 4.1.15 si 4.3.5, avem urmétorul exemplu din [59].

1 4

Exemplul 4.3.6. Fie £ = < i1 ) $i T > 0. Fie A € A dat de

Alt) = E, pentrute[0,T)
" |, pentrute [T, 00).
Atunci S5 (B?) = S°(B2), oricare ar fi s > 0, dar nu existd niciun A € L(C?) cu ki (A) < 2m(A)
si nicio functie masurabild a : [0,00) — R astfel incat si avem (4.1.7) si A(t) = a(t)A, a.p.t. £ > 0.

Pe baza Teoremei 4.3.2 si Propozitiei 4.3.5, avem urmatorul rezultat obtinut de Hamada, Iancu,
Kohr [59]. Acest rezultat imbun&tateste Propozitia 4.3.5 (cf. Propozitia 4.1.15 pentru A = T, si
[44, Theorem 3.12]).

Teorema 4.3.7. Fie A:[0,00) — L(C™) o aplicatie masurabild astfel incat essinf,>om(A(t)) > 0,
esssup;>ol|A(t)|| < oo, si a.p.t. t >0 exista a(t) > 0 astfel incat A(t) + A(t)* = 2a(t)l,. Atunci
A€ A si ST(B") = SOB"), oricare ar fi T > 0.
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