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Introducere

Numerele lui Fibonacci pot fi definite prin relatia de recurenta F, 2 — F,41 — F, = 0,
pornind de la valorile initiale Fy = 1si F; = 1. Pentru termenul general al sirului
existd diferite expresii si formule directe (de tip Binet), care implicd doud rddacini ale
ecuatiei caracteristice x?

aur % ~ 1.61803 39887 - - - , asociatd in arte cu proportiile ideale [115].

— x — 1. Rdddcina mai mare este cunoscuta drept tdietura de

Daca cercul se imparte in doud arce a cdror proportie este numarul de aur, arcul mai
scurt subintinde un unghi de aproximativ ¢ = 137.5°, numit unghiul de aur. Acesta a
fost utilizat pentru simularea filotaxiei [95, 119], in algoritmi de cdutare a minimelor de

functii unimodale [51], sau in designuri optime pentru centrale cu energie solard [96].

In urma lucririlor initiate de citre AF Horadam in anii 1960, recurentele complexe

generale de ordin doi sunt numite siruri Horadam. Acestea pot fi exprimate sub forma
Wni2 = PWpi1 + W, wo=a,w1 =b, n=>0,
unde in cel mai general context coeficientii a, b, p si g sunt numere complexe arbitrare.

Horadam a investigat intai proprietdtile de baza ale acestei recurente (atat reale, cat
si complexe) [52, 53, 55], apoi legdturi cu diverse tipuri de functii [54, 56]. Se poate
observa cd ambele tipuri de polinoame Tschebyscheff—T),(x) (din primul tip) si U, (x)
(din al doilea tip)—reprezinta solutii ale recurentei de mai sus, atunci cdnd p = 2x si
g = —1, cu (pentru n > 0) T,(x) = wy(1,x;2x, —1) si U,(x) = wy(1,2x;2x, —1) [77].

Numeroase rezultate despre sirurile Horadam au fost obtinute ulterior.

In anii 1960-70, Zeitlin a cercetat functii generatoare pentru produse de siruri recurente,
identitdti pentru puteri, determinanti si identitati generale pentru sirurile Horadam
[125-128]. In 1980-90 Horadam si Shannon au studiat legdturi cu identitati Catalan [61],
functii eliptice si serii Lambert [57], siruri de ordin general [58] si siruri care implicd
polinoame [59, 60]. Mai multe identitdti au fost obtinute de Lee [84], in timp ce Zhang
a explorat siruri Horadam intregi [129-131]. Extensii cu privire la recurente speciale
[111], ideale [108] si partitii [109], au fost de asemenea explorate, precum si rezultate

de baza cu privire la recurentele de ordin trei intr-un context general [110], [124].
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INTRODUCERE

In anii 2000, Kilic et al. au formulat identititi pentru sirurile Horadam [67], implicand
sume binomiale [68], functii generatoare [69] si metode matriceale [70]. Alte rezultate

au fost prezentate in [47, 86] si recent de Larcombe, Bagdasar si Fennesey [78, 79].

Legaturi intre sirurile Fibonacci si Horadam au fost investigate de deKerf [36], Hilton
[50] si Morgado [93], impreund cu rezultate pentru sume reciproce de termeni [2, 3],
[44], [63], [76], [114], [116], polinoame [48], [62], [105], sau proprietdti algoritmice [104].

La finalizarea lucrdrii de sinteza [77], autorii au scris profesorului Horadam pentru a 1l
informa cu privire la evolutiile recente in domeniul pe care l-a initiat. In scrisoarea de

raspuns, profesorul Horadam a mentionat (detalii se gdsesc in Apendice):

“Sunt foarte flatat de tonul lucrdrii . .. [care este] cuprinzitoare si detaliatd, oferind

o perspectivi aprofundati asupra istoriei sirului.”

Sirurile recurente liniare pot fi uneori periodice [30, 106, 118]. Primele exemple de siruri
Horadam periodice au fost evidentiate de Horadam in [53, (2.35), (2.36), p.166], iar
Clapperton, Larcombe si Fennessey au oferit noi exemple [31, 80]. Conditii necesare si
suficiente pentru periodicitate au fost stabilite de Bagdasar si Larcombe pentru sirurile

Horadam [18], iar apoi pentru sirurile recurente liniare complexe de ordin arbitrar [20].

Aceastd teza reprezintd primul studiu aprofundat cu privire la geometria si structura
sirurilor Horadam. Pornim de la contextul orbitelor periodice, apoi urmeaza un atlas
de orbite Horadam ne-periodice. Rezultatele sunt apoi generalizate la siruri recurente
liniare complexe de ordin arbitrar. Pand la ora actuald, studiul a inspirat un generator
de numere pseudo-aleatoare, in timp ce alte aplicatii sunt anticipate in domenii cum ar

fi criptografia, algoritmii de cdutare si optimizarea geometrica.

Se asteapta ca sirurile Horadam sa fie utile si in rezolvarea problemelor de optimizare
in planul complex. In acest scop, metoda de cdutare Fibonacci unidimensionald a lui
Kiefer [66] ar putea fi generalizatd prin noi concepte de unimodalitate, legate de cele

deja existente pentru cazurile de tip scalar [51], sau vectorial (multi-obiectiv) [85].
Prezenta tezd este Impartitd in cinci capitole.

Capitolul 1 prezintad notiuni si rezultate fundamentale. Sectiunea 1.1 prezintd concepte
cheie din teoria sirurilor recurente liniare, si diverse exemple de recurente de ordin
doi. Sectiunea 1.2 este dedicatd recurentelor omografice in planul complex [12], care
motiveaza studiul conditiilor de periodicitate in contextul altor recurente complexe.
Sectiunea 1.3 prezinta definitii de baza din geometria planului complex [33, 34], functii
aritmetice [13, 14, 92], precum si anumite rezultate din teoria numerelor referitoare la

densitate si independenta liniara [10, 11, 43, 46].
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INTRODUCERE

Capitolul 2 este dedicat orbitelor periodice ale sirurilor complexe Horadam. Acestea
sunt recurente liniare de ordin doi, depinzand de patru parametri din planul complex:
de baza si formule de tip Binet pentru termenul general al sirului, pentru cazurile in
care rdddcinile ecuatiei caracteristice pdtratice (denumite generatori) sunt egale (cazul
degenerat) sau distincte (cazul ne-degenerat). In Sectiunea 2.2 sunt formulate conditii
necesare si suficiente care asigurd periodicitatea sirurilor Horadam in context general.
In Sectiunea 2.3 este discutati structura geometricd a orbitelor Horadam periodice.
Apoi, Sectiunea 2.4 stabileste numarul de siruri Horadam de lungime fixd k < 1, notat
cu Hp(k). Rezultatele din acest capitol au fost publicate de cdtre Bagdasar si Larcombe

in lucrdrile [18, 19], si de Bagdasar, Larcombe si Anjum [21, 22].

Capitolul 3 este dedicat sirurilor Horadam ne-periodice si aplicatiilor lor. Mai intai,
orbitele degenerate sunt discutate in Sectiunea 3.1. In Sectiunea 3.2 se prezinta un
atlas de orbite Horadam, pus laolaltd de Bagdasar [16]. Acesta cuprinde orbite stabile
(finite, sau dense in submultimi uni- sau bi-dimensionale ale planului complex), cvasi-
convergente, convergente sau divergente in planul complex. Sectiunea 3.3 analizeaza

un generator de numere pseudo-aleatoare propus de Bagdasar si Chen in [17].

Capitolul 4 prezintd generalizari ale rezultatelor formulate in Capitolele 2 si 3, la siruri
recurente liniare complexe de ordin superior (numite si siruri Horadam generalizate).
In Sectiunea 4.1 se discuti structura spatiului de solutii al sirurilor recurente liniare. In
Sectiunea 4.2 se prezentd conditii necesare si suficiente de periodicitate pentru sirurile
recurente liniare complexe de ordin arbitrar, formulate de catre Bagdasar si Larcombe
[20]. In Sectiunea 4.3 stabilim limite geometrice pentru regiuni care circumscriu or-
bite periodice. De asemenea determindm structura geometricd si numarul orbitelor
periodice de lungime datd. Sectiunea 4.4 prezintd proprietdti geometrice ale orbitelor
produse de rdddcini ale unitdtii. Un mini-atlas cuprinzand orbite de siruri Horadam

generalizate de ordin trei in planul complex este prezentat in Sectiunea 4.5.

Capitolul 5 prezinta anumite siruri de numere intregi, relevante pentru enumerarea
sirurilor recurente liniare periodice in planul complex. In Sectiunea 5.1 se enumeri
tuplele ordonate de intregi, care au acelasi cel mai mic multiplu comun (sau cel mai
mare divizor comun). Rezultatele au fost publicate de citre Bagdasar in [15]. Functiile
aritmetice care enumerad tuplele (strict) crescdtoare cu acelasi cmmmc sunt analizate in
Sectiunea 5.2, si sunt folosite In enumerarea sirurilor Horadam generalizate periodice
caracterizate in [17]. In Sectiunea 5.3 se discuta noi aditii la On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences OEIS (baza de date de siruri intregi) (A245019, A245020, A247513,
A247516, A247517) de cdtre Bagdasar, si interpretdri noi la siruri deja existente.



INTRODUCERE

Lista lucrarilor publicate:
Rezultatele originale prezentate in aceastd teza au fost publicate In urmatoarele lucrari:

e Bagdasar, O., Larcombe, P. J., On the characterization of periodic complex Horadam
sequences, Fib. Quart., 51.1 (2013), 28-37.

e Bagdasar, O., Larcombe, P. J., On the number of complex periodic complex Horadam
sequences, Fib. Quart., 51.4 (2013), 339-347.

e Bagdasar, O., Larcombe, P. J., Anjum, A., Particular Orbits of Periodic Horadam
Sequences, Octogon Math. Mag., 21.1, (2013) 87-98.

e Bagdasar, O., Chen., M., A Horadam-based Pseudo-random Number Generator, Pro-
ceedings of 16th UKSim, Cambridge (2014), 226-230.

e Bagdasar, O., Larcombe, P. J., On the characterization of periodic generalized Horadam
sequences, J. Differ. Equ. Appl. (ISI), 20.7 (2014), 1069-1090.

e Bagdasar, O., On some functions involving the lcm and gcd of integer tuples, Appl.
Maths. Inform. and Mech., 6.2 (2014), 91-100.

e Bagdasar, O., Popovici N., Local maximum points of explicitly quasiconvex functions,
Optim. Lett. (ISI), 9 (2015), 769-777.

e Bagdasar, O., Larcombe, P. J., Anjum, A., On the structure of periodic complex Ho-

radam sequences, Carpathian J. Math. (ISI) (to appear).
e Bagdasar, O., An atlas of Horadam patterns (submitted).

e Larcombe, P. ]., Bagdasar, O., Fennessey, E. ]., Horadam sequences: a survey, Bull.
Inst. Combin. Appl., 67 (2013), 49-72.

e Larcombe, P. J., Bagdasar, O., Fennessey, E. J., On A Result of Bunder Involving
Horadam Sequences: A Proof and Generalization, Fib. Quart., 51.2 (2013), 174-176.

e Larcombe, P. ., Bagdasar, O., Fennessey, E. ]., On a result of bunder involving Ho-
radam sequences: a new proof, Fib. Quart., 52.2 (2014), 175-177.

e Vilcan, D., Bagdasar, O., Generalizations of some divisibility relations in IN, Creative
Math. & Inf., 18.1 (2009), 92-99.

Noi siruri in OEIS: Rezultatele prezentate in [15] au produs noi siruri intregi indexate
in OEIS: A247517, A245019, A245020, A247513, A247516 [97].

Alte articole sunt incd in curs de pregatire.
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INTRODUCERE

Prezentiri legate de teza:
Rezultatele din aceastd tezd au fost diseminate in urmatoarele conferinte:

e 6-10 Iulie 2015: BCC25 (British Combinatorial Colloquium), Warwick University,

UK; Prezentare: On the enumeration of integer tuples having the same Icm.

13-21 August 2014: ICM 2014 (International Congress of Mathematicians), Seoul,

S. Korea; Prezentare: On the enumeration of periodic generalized Horadam sequences.

6-11 August 2014: ANTS XI (Algorithmic Number Theory Symposium), Gyeong]Ju,

S. Korea; Poster: On certain computational and geometric properties of Horadam orbits.

26-28 Martie 2014: UKSim2014, Cambridge, UK (Talk, Session Chair);

Prezentare: A Horadam-based Pseudo-random Number Generator.

1-5 Tulie 2013: BCC24 (British Combinatorial Colloquium), Royal Holloway, UK;

Prezentare: Enumeration of periodic Horadam sequences.

Urmatoarele prezentari si seminarii pe acest subiect au fost sustinute:

e 6 Iunie 2015: UBB Cluj, RO, Prezentare pentru comisia de indrumare:

"On the geometry and applications of complex recurrent sequences”

e 2 Aprilie 2015: UBB Cluj, RO, Seminarul de Analiza Complexd (30 min):

"On the geometric patterns produced by Horadam sequences in the complex plane”

e 20 Februarie 2015: TCS Research Group, Loughborough University, UK:

"Complex Horadam sequences: periodicity, enumeration and applications”

e 16 Februarie 2015: Vorbitor invitat, University of Derby:

"On the Visualisation of Number Sequences”

e 22 August 2014: Hanbat National University, S. Korea:

"Mathematics of beauty: on recurrences and emotions”

e 29 Mai 2014: UBB Cluj, RO, Facultatea de Matematica:

"On some properties and applications of Horadam sequences”

e 29 Octombrie 2013: Open University Mathematics Seminar, UK:

"The geometric patterns of complex Horadam sequences”

Cuvinte cheie: recurente liniare in planul complex, structuri geometrice, siruri Ho-
radam, numere Fibonacci, periodicitate, recurente omografice, generatoare de numere

aleatoare, combinatoricd, functii aritmetice, siruri intregi, cel mai mic multiplu comun.
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INTRODUCERE

Multumiri

Terminarea cu succes a unui doctorat, concomitent cu o slujpba permanenta in mediul
academic din Marea Britanie, nu avea cum s3 fie o sarcind usoara... Pentru acest motiv,
permiteti-mi sa fi multumesc in primul rand lui Dumnezeu, care mi-a dat puterea de a

duce la bun sfarsit acest doctorat! Slava Tie, Dumnezeul meu!

Doresc sa imi exprim deosebita recunostintd fatd de domnul profesor Dorin Andrica,
pentru indrumarea si suportul oferite in acest proiect. Eruditia matematicd si marea
dumnealui bundvointa au avut un rol foarte insemnat. Fara ajutorul sdu m-as fi pierdut

cel mai probabil demult in labirintul mereu nou al birocratiei academice roméanesti.

Sunt foarte recunoscitor celor trei referenti. In primul rand, fatd de domnul Profesor
Thomas Ward, pentru a fi acceptat sd cdldtoreasca de la Durham la Cluj pentru viva.
Apoi, domnului Profesor Radu Gologan care a gasit timp in programul dumnealui
incdrcat si pentru acest proiect. Datorez sincere multumiri doamnei Profesor Gabriela
Khor, care a coordonat acest proiect de la inceput si care, impreuna cu doamna Profesor
Mirela Khor mi-au oferit un ajutor real, continuu si complex, chiar si cand acest proiect

de cercetare a evoluat spre un alt domeniu de expertiza.

Sincere multumiri domnului Profesor Nicolae Popovici, mentorul meu in matematicile
superioare. De cand am inceput sd lucram impreund pe convexitate si optimizare, viata
mea de noapte (matematicd) a devenit foarte activa. A fost o onoare si un privilegiu sa
scriu lucrdri cu dumnealui. Datorez mult pdrintilor mei matematici, Mihaly Bencze si
Lucia Lepddatu, precum si profesorilor de la Facultatea de Matematica si Informatica

din cadrul UBB. Fiecare curs a contribuit la devenirea mea ca matematician.

Multumiri speciale adresez si Profesorului Peter J. Larcombe de la Universitatea din
Derby. El m-a introdus in sirurile Horadam si multe din rezultatele din capitolul al
doilea au luat viatd in timpul discutiilor la cafea pe care le-am avut in 2012. Multumesc
si colegilor mei de la Derby, "Sir Professor" Ashiq, Minsi si Stuart, precum si sefilor mei:

Dave, Richard si Nick pentru dedicatia cu care promoveaza matematica la Derby.

Cele mai adanci multumiri le aduc Mitropolitului Ioan de la Timisoara, care mi-a ardtat
cd Dumnezeu poate fi ldudat prin formule si ecuatii, si care m-a incurajat sa continui
studiul matematicii. Multumesc de asemenea parintelui Dan Ghindea de Nottingham

& Liverpool, pentru prietenia, ajutorul si perseverenta in rugdciune pentru mine.

Nu in ultimul rand, doresc sd multumesc familiei mele: sotiei mele, Ioana, minunatei
mele fiice Stefania, mamei si tatdlui meu, super-bunicii mele Ana, socrilor mei, fratelui

meu si familiei lui. Toti mi-au simtit lipsa pentru ca eu sa pot termina acest proiect!
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CHAPTER 1

Notiuni introductive

In acest capitol sunt prezentate rezultate fundamentale din teoria sirurilor recurente.
De asemenea, sunt introduse concepte de baza din geometria planului complex si teoria

numerelor, necesare pentru formularea rezultatelor din aceasta teza.

1.1 Siruri recurente liniare (SRL)

In aceasta sectiune sunt prezentate rezultate cheie din teoria sirurilor recurente liniare.

Definitia 1.1.1. Un sir recurent liniar (SRL) reprezintd un sir infinit w = (wp, w1, wy, . .. )

de numere care satisface o relatie de recurenta de forma
ZUn — Clw;qfl + C2w;1_2 + cte + me;/z_m, (1.1.1)

pentrum <n € N, cucy,...,cn (cm # 0) constante. Dacd numerele a, . . ., a,, satisfac

w; 1 =a;,1=1,...,m,atunci recurenta este de ordin m, si este unic definita.
Polinomul caracteristic asociat cu sirul care satisface (1.1.1) este definit de
fx) =x"— cx™ L — X —Cp, (1.1.2)
si dicteazd proprietatile sirului. Termenul general al recurentei poate fi scris sub forma
Wy = p1(n)zf + -+ + pm(n)z7,

unde zy, ...,z sunt raddcinile polinomului caracteristic (1.1.2). Daca rdddcinile sunt

distincte, recurenta este numitd simpld si p1, . . ., pm sunt constante.

Numeroase proprietdti si rezultate sunt prezentate in monografia Everest ef al. [38].
Probleme de decizie privind SRL cu termeni rationali sunt discutate de Ouaknine si

Worrell in [99] si alte lucrari.



CHAPTER 1: NOTIUNI PRELIMINARE

Problema 1. Este w;,, = 0 pentru anumite valori n ? (Skolem)

Problema 2. Este w,, = 0 un numar infinit de valori n ?

Problema 3. Este w,, > 0 pentru orice n ? (Positivity)

Problema 4. Este w, > 0 tot timpul, cu exceptia unui numadr finit de valori ale lui n ?

(Ultimate Positivity)

In ciuda multor incerciri, Problema 1 este inci deschis4, in timp ce Berstel si Mignotte
au ardtat cd Problema 2 este decidabild [24]. Recent, Ouaknine si Worrell au rezolvat
afirmativ Problema 3 pentru SRL simple de ordin m < 9 [100], respectiv pentru SRL
arbitrare de ordin m < 5 [101]. Problema 4 a fost rezolvata pentru SRL simple [99].

Reducerea ordinului sirurilor recurente liniare

Ordinul unei recurente liniare poate fi redus, obtinand o recurenta neliniard. Pentru
recurente de ordin doi, Andrica si Buzeteanu au demonstrat urmadtorul rezultat [8]:
Teorema 1.1.2. Dacid w, = ciwy,_1 + cowy,—_ satisfac co # 0, w1 = a1 i wy = ap, atunci

2 2 n.n—2 (.2 2
Wy, — CLWyWy—1 — CWy_q = (—1)"ch™* (a3 — cra1a2 — coa7) .

Pentru c; = ¢, = 1sia; = a; = 1 se obtine o identitate pentru numerele Fibonacci

F?—F,F, 1 —F2 = (-1)""1L

Aplicatii in teoria ecuatiilor diofantice au fost discutate in aceeasi lucrare. Rezultatul a

fost generalizat pentru recurente de ordin arbitrar de cdtre aceiasi autori in [9].

Siruri recurente de ordinul doi
Numere Fibonacci si taietura de aur

Definitia 1.1.3. Numerele lui Fibonacci sunt exemplul clasic de sir recurent. Regula

este cd fiecare element este obtinut adunand cei doi termeni precedenti: [1, Chapter 5]
Fopo—F1—F,=0, h=1F=1

Rédacinile ecuatiei caracteristice x?

—x — 1 = 0 pot folosite pentru a produce formule
explicite pentru termenul general al sirului. Un exemplu este F, = (¢" — ¢")/+/5,

unde ¢ = % ~ 1.61803 39887 ... este tdietura de aur (sirul A001622 in OEIS).

In Matematica au aplicatii in teoria grafurilor (numere si grafuri Fibonacci) [71], struc-
turi de date (Fibonacci heap) [41], sau algoritmi de cdutare (cdutare Fibonacci) [66].
Alte rezultate si aplicatii sunt date in [27-29], [73], [87-91], si [96].
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CHAPTER 1: NOTIUNI PRELIMINARE

Siruri Horadam

Sirurile Horadam sunt o generalizare directd a numerelor Fibonacci in planul complex.

Acestea sunt definite prin recurenta
Wnt2 = PWni1 +qWy, wo =a,wy =b, n =0,

unde in cazul cel mai general 4, b, p, g sunt coeficienti complecsi arbitrari.

Prima lucrare care sistematizeaza rezultatele produse in ultimii 50 de ani pe tema

sirurilor Horadam, a fost elaboratd de Larcombe, Bagdasar si Fennesey [77].

Periodicitatea Horadam a fost scoasd in evidenta de Clapperton, Larcombe si Fennessey
in [31], apoi de cdtre Larcombe si Fennesey [80]. Autorii au evidentiat diverse exemple

de siruri Horadam periodice legate de polinoame Catalan, ca de pilda

{wn(l, 1;1, —1)};":0 = {1, 1,0,—1,-1,0,... } = {Pn(l)}g"
{wa(1,V2;V2, 1)} = {1,v/2,1,0,—1,—v/2,-1,0,... } = {V/2 P,(1/2)}5,

unde P, (x) reprezintd polinomul Catalan de ordin (1 + 1) definit in [31].

1.2 Recurente omografice: orbite si periodicitate

In aceasta sectiune sunt prezentate rezultate privind recurentele omografice: formule
ale termenului general pentru siruri degenerate /ne-degenerate, si conditii pentru con-

vergentd, divergentd, ca si periodicitate formulate de Andrica si Toader [12].

Definitia 1.2.1. Un sir omografic {z, }° , este definit prin recurenta

_a-zy+b
Zpyl1 = cz,+d zp € C, (121)

unde 4, b, ¢, d sunt numere complexe care satisfac ¢ # 0 # ad — bc.

Réaddcinile parabolelor de mai jos sunt utile pentru termenul general al (1.2.1).
>+ (d—a)g—b=0, p*—(a+d)p+ad—bc=0. (1.2.2)

Cele doud parabole au acelasi discriminant D = (d — a)? + 4bc, in timp ce rad&cinile

(1.2.2) notate prin g1, 42 si p1, p2 satisfac identitatile

a—dj:\/ﬁ'

e Pe=coqetd k=12 (1.2.3)

q12 =
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Teorema 1.2.2 (Cazul ne-degenerat, Teorema 2.1 [12] ). Dacid D # 0 atunci z, este dat de

71 (z0—q2) - (cqr +d)" — g2 (20 — q1) - (cq2 +4d)"
(z0 = q2) - (eq1 +d)" — (20 — q1) - (cq2 +d)"

Echivalent, se pot obtine formule care implicd py, pa, ¢, d si 2.

Zp = (1.2.4)

Teorema 1.2.3 (Cazul degenerat, Teorema 2.3 [12] ). Dacid D = 0 atunci z,, este dat de

_(a+d)-zo+n[(a—d)-zo+2b]
= a+d+n2zy—a+d (12.5)

.. . < _ atd+VD _ p2 _ . 2mif _ Z0—2
Putem defini notatia urmatoare z = dD — p re”™, A== o
Conditia initiald ad — bc # 0 implicd a +d — /D # 0. Pentruz € {0,1} obtinem D = 0,

iar pentru D # 0, formula (1.2.4) este echivalentd cu z, = qu%z%zn

In ce urmeaza reformuldm [12, Teorema 3.1], in variabila unica z.

Teorema 1.2.4. Fie {z,,}}, o recurentd omografici definiti de (1.2.1). Avem:

(a) Daci z = 1, atunci {z, }3°_, converge la (a — d) /2c = (q2 + q1)/2;

(b) Daci |z| < 1, atunci {z, }_, converge la q;.

(c) Daci |z| > 1, atunci {z, }5_, converge la q».

(d) Daci |z| = 1, atunci urmdtoarele cazuri sunt posibile.

(d1) Pentru 6 = p/q € Q fractie ireductibild, {z, };_, este periodici in graficul unei curbe.

(d2) Pentru 6 = p/q € R\ Q, {z, }_ este dens in graficul curbei w = H(z) = =1L,

zZ

In Figura 1.1 sunt prezentate o orbitd a periodica avand 13 puncte (a), si una densa (b).

151 15

Im z

osf- &

0.5

Figura 1.1: Primii 100 de termeni ai {z, }_, din (1.2.1) (romb) si formula directa (cerc) pentru
zo = 14 2i (stea) siz = re?™*,unde (a) r = 1,x = 4/13; (b) r = 1,x = \/2/4. pentrua = 3 +1,

d=1-2i,b=2—2i. Sdgeata arata cresterea indexului sirului.
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1.3 Elemente de geometrie complexa si teoria numerelor

Definitia 1.3.1. (Poligoane stelate) Pentru k, p € IN, poligonul stelat regulat notat prin
simbolul Schlifli {k/p} se construieste unind fiecare al p-lea punct din cele k varfuri

ale unui poligon regulat (vezi [33, Chapter 2], [34, Chapter 6]).

Definitia 1.3.2. (Graf multipartit) Pentru k € IN, un graf k-partit W are multimea
nodurilor V partitionatd in k multimi, cu arce doar intre noduri aflate in submultimi
distincte: G = (V4,...,V},E) cu E C {uv | u € V,v € Vi # j}. Multimea V;,

i=1,...,keste numitd nivelul 7 al lui G [83, p.4]. Un graf 2-partit este numit bipartit.

LCM si GCD pentru tuple naturale

a1 ,a2

Fie numerele a = p{'p3*--- pi¥, b= p?l pgz e pz" unde p; < p2 < ... < pi sunt prime

si a;, b; sunt numere naturale. Urmatoarele identitati au loc:

ged(a,b) = pllnil’l(al,bl) Iznin(az,bz) o ;{nin(ak,bk),
lcm(a, b) — panax(ﬂl,bl) ;nax(az,bz) o pinax(“krbk),
a-b=lem(a,b) - ged(a,b) = pi " pptt o ppt (1.3.1)

Dacan = pi'p5*...p¢", [{(a,b) : lem (a,b) = n}| = 2n1+1)(2np+1) -+ - (2n, + 1) [7].
Numadrul de k-tuple de numere naturale cu cel mai mic multiplu n este

LCM(n; k) = [{(a1,...,ar) : lem (ay,...,a;r) = n}|.

O legdtura intre lcm si ged pentru k-tuple a fost evidentiatd de Valcan si Bagdasar [117].

Teorema 1.3.3. Fiek > 2siay,...,a, numere naturale. Urmadatoarele identititi au loc:

[T ged(ai,... a)
lem (LZ1,EI2, e ,Elk) = 1Sh < <husk ’ (1.3.2)

H gcd(ail,...,aiv)

1<ii<-<ip<k

lem (a;, ..., a,)
1<iy<---<iy <k

gcd(u1,a2,...,ak): 1_[

1<ii<-<ip<k

, 1.3.3
lcm(ail,...,aiv) ( )

unde u este impar gi v este par.

Demonstratie: Dacd p prim are puterile my, ..., myinay, ..., ax, (1.3.2) se reduce la

max(my, ..., mg) = ) min(m;,, ..., m;,) — ) min(m;,, ..., m;,),
1<i<..<iy<n 1<i1<..<ip<n

unde u este impar si v este par. Pentru aceasta trebuie doar numarati termenii din cele

douad parti. Acest argument se poate verifica si cu principiul de includere-excludere. [

5
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Definitia 1.3.4. Pentru n € IN, ¢(n) reprezintd numarul de termeni 1 < k < n relativ

primi cu 1 [14, 46, 92]. Dac4 factorizarea lui n este n = pi'py* - - - pi*, atunci

o=n-3)(-3)(-3)

Urmadtoarea identitate este folositd in Sectiunea 2.3.

Propozitia 1.3.5. Pentru orice a,b € IN are loc proprietatea

¢(ged(a,b)) - g(lem(a, b)) = ¢(a) - (D). (1.3.4)

Partitii si numere Stirling

Fie n si k numere naturale. Urmatoarele proprietdti au loc:
Propozitia 1.3.6. Numudrul de k-tuple de numere naturale pozitive avind suma n este

5% (n, k) = <’;:1>

Propozitia 1.3.7. Numdrul de k-tuple de numere naturale avind suma n este

S* (n,k) = (” e 1).

Pentru mai multe example si detalii se pot consulta referintele [1], [4], [7], [39], sau [42].

Definitia 1.3.8. Numerele Stirling de ordin doi S(n, k) [26], [72], num&rd modul de par-

titionare al unei multimi de 7 obiecte etichetate in k multimi nevide ne-etichetate.

Numerele Stirling de ordin doi satisfac relatiile [112]:

S(n+1,k) =kS(n, k) + S(n, k—1);

() = 3 (-1 (") "

j=0 J

Rezultate de linear (in)dependentd si densitate

Aici sunt prezentate diverse rezultate de linear independentad si densitate.

Definitia 1.3.9. Numerele x1,...,x; € R, k > 1 sunt linear dependente peste Q (si Z)

daca exista coeficienti ay, ..., a; € Q, astfel incat
mxy+apxy+ -+ axe =0, si (ay,...,ar) #(0,...,0). (1.3.5)

Daci identitatea (1.3.5) are loc doar cand (a3, ...,a;) = (0,...,0), numerele xy, ..., xx

sunt numite linear independente.
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Propozitia 1.3.10. Dacd p este prim, tripletul (1, 3/p, </ p?) este linear independent peste Z.
Pentru k = 1, linear independenta lui 1 si x; implicd x; € R\ Q, si obtinem forma
uni-dimensionala a lemei lui Kronecker [46, Theorem 339], [43].

Teorema 1.3.11. Dacii x este irational, atunci sirul {nx} este dens in intervalul [0,1].

Un rezultat mai general, a fost obtinut de Weyl [121]

Teorema 1.3.12. Dacd x este irational, atunci punctele {nx} sunt uniform distribuite in [0, 1].

Diverse formuldri echivalente si generalizari ale rezultatelor lui Kronecker si Weyl au

fost propuse de Andrica si Buzeteanu in [10]. Mentiondm urmadtoarele trei rezultate:
Teorema 1.3.13. Fie P(X) = a,X? + --- + a1 X 4+ ag € R[X] un polinom astfel incat cel
putin unul dintre coeficientii a, . .., ay este irational. Atunci imy_,e & Y €27 P(") = 0.
Teorema 1.3.14. Dacd x este irational, atunci mulfimea A = {n+mx:m € N, n € Z}

este densd peste tot in R.

Teorema 1.3.15. Fies > 0, a > 0 si > 0 numere intregi si x irational. Atunci multimea

A={n+mx:melN, neZmn=a(mods),m=">b(mods)} este densii peste tot in R.

in Capitolul 3 este folosita urmatoarea forma multi-dimensionald a lemei lui Kronecker.

Teorema 1.3.16. ([46, Teorema 442]) Dacid 1,x1,x2 . . ., Xy sunt linear independente peste IN,
iar wq,02,...,ar > 0, si N,e > 0, atunci existd numerele intregi n > N, p1,..., Pk CU

proprietatea
|nxXm — pm —am| <e (m=1,...,k)

Teorema 1.3.17. ([46, Theorem 443]) Dacid 1,x1,x3 ..., X sunt linear independente peste IN,

atunci multimea punctelor {nx1}, {nx2},..., {nxy}, este densi in cubul unitate.

Propozitia 1.3.18. Fie x1,x, € R. Daci (1, x1, x2) sunt linear independente peste Q (sau
Z), atunci sirul ({nx1}, {nxy}) este dens in [0,1] x [0,1]. [n caz contrar, (1,x1,xy) sunt
linear dependente peste Q (sau Z.), deci existid ag, ay, ax cu proprietatea ag + ayxy + azxp = 0.

Urmdtoarele scenarii sunt posibile:
1. x1,%2 € Q (a9 = —ayx1 — axxa). In acest caz sirul ({nx;}, {nxa}) este periodic.

2. x1 = p/k € Q (ireductibil), x, € R\ Q (a1 = 0, ap = —anxy). Pentru aceste valori sirul
({nx1}, {nx2}) este dens in {0, +,... 51} x [0,1].

3. x1,x € R\Q (xp = —{lxy — 22 = bixy + bo). Aici girul ({nx1}, {nx2}) este dens in
graficul functiei f : [0,1] — R? definite de f(x) = (x,byx + bo). Cazuri particulare notabile
suntby =0 (e, xo0/x1 € Q)sau by =1 (ie., x; — x1 € Q).



CHAPTER 2

Siruri Horadam periodice

Sirurile Horadam sunt o generalizare naturald a numerelor Fibonacci si implica patru
parametri complecsi: doud valori initiale si doi coeficienti ai recurentei. Prin urmare,
termenii sirului pot fi vizualizati in planul complex. In acest capitol prezentdm formule
pentru termenul general al sirului. Apoi discutdam conditiile necesare si suficiente de

periodicitate folosite pentru clasificarea si enumerarea orbitelor Horadam finite.

2.1 Siruri Horadam

Un sir {wy, }y o = {wa(a,b; p,q)}5y_, definit prin recurenta
Wyio = PWyi1 + qwy,, wWo = a,wy = b, (2.1.1)

unde parametrii a,b, p si g sunt numere complexe este numit sir Horadam. Pentru

simplitate, sirul Horadam {w(a, b; p,q) }7_, este notat prin {w, }3 .

Recurenta liniara de ordin doi (2.1.1) este denumita in onoarea lui A.F. Horadam—care
a initiat investigarea acestei recurente generale in doud lucrdri din anii 1960 [53, 55].
Numeroase siruri se obtin in particular. De exemplu, pornind de la (4,b) = (0,1),

obtinem sirurile lui Fibonacci pentru (p,q) = (1,1), sau Lucas pentru (p,q) = (1, —1).

Ecuatia caracteristicad asociata cu recurenta (2.1.1) este
P(x)=x*—px—q=0, (2.1.2)

ale cdrei raddcini numite generatori sunt notate prin z; si z>. Relatiile lui Vieta scrise

pentru polinomul P dau
—p=z1+t22, 4=2122, (2.1.3)

aratand cd recurenta (2.1.1) definitd de coeficientii p, g poate fi definita alternativ prin

generatorii z1, z; pe baza identita tilor (2.1.3).

8



CHAPTER 2: SIRURI HORADAM PERIODICE

Termen general

Aici se prezintd formule pentru termenul general w,, al sirului complex Horadam (2.1.1),

cand ecuatia caracteristicd (2.1.2) are raddcini distincte sau egale.

Cazul ne-degenerat: Radacini distincte (z; # z5)

Termenul general al sirului {wn};":o, pentru raddcini distincte z1, z, ale (2.1.2), este dat
de formula (a se vedea [1, Chapter 7], [38, Chapter 1] sau [65])

w, = Azl + Bzj =

[(azy — b)z] + (b —az1)z}], (2.14)
Zy — 21

unde constantele A si B obtinute din wy = a si wy = b sunt date de expresiile

_azp—b B_b—az1

A , ’
2 — 21 22 — 21

(2.1.5)

Cazul degenerat: Radacini egale (z; = zp)

Cand raddcinile ecuatiei caracteristice sunt egale (z1 = z, = z) termenul general al

sirului Horadam este dat de formula

w, = Az" 4+ Bnz" = [a + (Z — a) n} z" (2.1.6)

Orbite Horadam particulare

Rezultatele din aceastd sectiune au fost publicate in [21] si prezintd orbite Horadam

produse de generatori distincti. Unele rezultate raman valide si pentru generatori egali.

Orbite produse de generatori conjugati (dacd a,b € R)

Teorema 2.1.1. Fie {w, };>_, un sir Horadam avind termenul general dat de (2.1.4), ai cirui
generatori satisfac z; = Z,. Sirul {W, }%_, este o submultime a dreptei reale daci a,b € R. In

acest caz se obtine cazul particular al sirurilor Horadam reale.

Orbite concentrice produse de generatori opusi

Teorema 2.1.2. Fie k € IN numdr par, z1, zp rddicini primitive de ordin k ale unititii care
satisfac zp = —zy si a,b € C arbitrare. Orbita sirului {w,}_, (2.1.1) este formatd din doui

k/2-goane requlate concentrice, ale ciror noduri reprezintid un graf bipartit, ca in Fig. 2.1.
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Imz
Im z

Figura 2.1: Primii N = 100 termeni ai orbitei sirului {wn}nN:o obtinuti din (2.1.4), calculate

. e s i1 6 5
pentru perechile de radacini opuse (a) k = 10,z = e, 7 = €710, (b) k = 14, z; = *™'1u,

12 e e e e .
z; = e?™1i. Sigetile indicd directia orbitei iar linia punctata este cercul unitate. Conditiile

initiale wy = a = 2+ 2/3i si w1 = b = 3 + i sunt reprezentate prin stele.

Orbite conjugate produse de parametri conjugati

Teorema 2.1.3. Fie {w,};_, un sir Horadam avind termenul general definit prin formula
(2.1.4), pentru generatorii z1 # zp si conditiile initiale a si b. Sirul {W, }°, produse de

generatorii conjugati z1, Z; si conditiile initiale a, b satisface

Wn - wn, ne N. (2.1.7)

2.2 Periodicitatea sirurilor Horadam complexe

In una dintre publicatiile sale initiale [53], Horadam a evidentiat doua perechi p, q care

produc siruri periodice {w, (a,b; £1,1)} .

In aceastd sectiune se stabilesc conditii necesare si suficient pentru periodicitatea c sir-
ului {w, }3°, cand radicinile z;, z, ale ecuatiei caracteristice (2.1.2) sunt distincte sau

egale. Rezultatele din aceastd sectiune au fost publicate in [18].

Lema 2.2.1. Multimea M = {{nx} | n € IN} este densi in [0, 1] pentru orice x € R\Q.

Lema de mai jos descrie comportamentul sirului {z" }7°_, pentru valori arbitrare z € C.
Lema 2.2.2. Fie z = re?™* € C un numiir complex (r > 0). Orbita girului {z"}°_, este

(i) un k-gon requlat dacir =1, si x = j/k € Q cu ged(j, k) = 1;

(ii) o submultime densii a cercului unitate pentrur = 1gi x € R\ Q;

(iii) o spirald convergentd la oridinge daci r < 1;

(iv) o spirald divergentd dacid r > 1.

10
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-1 -0.5 0 0.5 1
Re z

Figura 2.2: Orbita sirului {z"} ; cand r = 1si (a) x = 1/5; (b) x = 1/8. Sagetile indicd directia

orbitei, linia punctatd este cercul unitate iar z = r exp(27ix) este reprezentat cu un patrat.

Im z

Figura 2.3: Primii 71 termeni ai sirului {z"}$’ ; cand r = 0.98 i (a) x = 1/5; (b) x = v2/10.
Sagetile indicd directia orbitei, linia punctatd este cercul unitate, iar z = rexp(27ix) este

reprezentat cu un patrat.

Imz
Imz
o

Figura 2.4: Primii 101 termeni ai girului {z"}%°_, cand r = 1.01si (a) x = 1/10; (b) x = v/2/10.
Sagetile indicd directia orbitei, linia punctatd este cercul unitate iar z = rexp(27ix) este

reprezentat cu un patrat.

11
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Conditii de periodicitate: Cazul ne-degenerat (z; # zp)

Fie z; # zp doud radécini de ordin k ale unitatii (k > 2), si fie polinomul P(x)

P(x)=(x—z1)(x—2z2), x€C. (2.2.1)
Teorema 2.2.3. Sirul recurent {wy }5_, generat de polinomul caracteristic (2.2.1), si conditiile
initiale arbitrare wy = a, wy = b este periodic.

Teorema 2.2.4. (Conditie necesard de periodicitate) Fie zy # zp radicini distincte ale poli-
nomului caracteristic (2.2.1). Sirul recurent {w,}*_, generat de zq,2», si conditiile initiale

arbitrare wy = a, wy = b, este periodic dacd existd k € IN cu proprietatea
A(Zf—1)z1 =0, B(z—-1)z,=0, (2.2.2)
unde A si B sunt date de (2.1.5). Explicit, aceste conditii pot genera orbitele:
(1) z1 i zp sunt raddcini de ordin k ale unitatii (pentru un anumit k > 2) (ne-degenerat);
(ii) z1 sau zy este raddcind de ordin k a unitatii iar cealaltd este zero (poligon regulat);
(iii) z1 sau zp este riddcind de ordin k a unitatii si b = azy sau b = azy (poligon regulat);

(iv) z1 si zp sunt arbitrare, iar a = b = 0 (orbitd degenerati la un punct).

Conditii de periodicitate: Cazul degenerat (z; = z,)

Fie z o radédcind de ordin k a unitatii (k > 2), si fie polinomul P(x)

P(x) = (x—z)?, xeC. (2.2.3)
Teorema 2.2.5. Sirul {w, }>, generat de polinomul caracteristic (2.2.3), si conditiile initiale
arbitrare wy = a, wy = b este periodic atunci cind b = az, si este divergent in alt caz.

Propozitia 2.2.6. Cand sunt generati de o raddcind primitivd dublid de ordin k a unitditii,

termenii subgirului divergent {wny.;}¥—o sunt coliniari pentru fiecare j € {0,..., k —1}.

Teorema 2.2.7. (Conditie necesari de periodicitate) Sirul recurent {w, }$,_, generat de ecuatia
caracteristici (2.2.3), si valorile initiale arbitrare wy = a, wy = b, este periodic daci si numai

daci are loc una dintre urmdtoarele conditii:
(z=0)sau (zX—1=0,B=0)sau (z*-1+#0, A=B=0). (2.24)
Explicit, aceste conditii se pot exprima prin subcazurile urmdtoare
(i) z = O (orbitii degeneratii)
(ii) z este o ridicind de ordin k a unitatii (pentru k € IN cu k > 2) si b = az (poligon regulat);

(iii) z este arbitrar si a = b = 0 (orbitd degenerati).

12
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2.3 Geometria orbitelor Horadam periodice

O clasificare a orbitelor Horadam periodice de generatori z; = e**'1 ki si zp = e27iP2/k2

este propusd. Rezultatele din aceastd sectiune au fost publicate in [19].

Poligoane regulate stelate

Teorema 2.3.1. Dacii z; = e*P/¥ este o ridicind primitivd a unititii (k > 2) sizp = 1,

orbita sirului {w, }3>_, este poligonul regulat stelat {k/p}, dupa cum este ardtat in Fig. 2.5.

Demonstratie In this case, the general formula (2.1.4) gives w,, = Az} + B. O

®

35 (a) -

2
15

1 i

Imz
Imz

0.5 a

ob: : . . a

-05 "

-1

-1 0 1 2 3 4 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Rez Re z

Figura 2.5: Primii N = 100 de termeni ai sirului {w, }}\_, obtinuti din (2.1.4), pentru zp = 1si
(a) k=721 = ¢2mi7,; (b)) k=721 = ™7 ; unde @ = 2 sib = 4+ 2i. Ardtdm directia orbitei

(sdgeti), punctele initiale wy, wq (stele), wy, . .., wy (cercuri), cercul unitate (linie punctatd).

Grafuri bipartite

Teorema 2.3.2. (k impar) Fie k > 2 un numdr impar, z1 o rdddcind primitivd de ordin k a
unititii si zy = —1. Orbita sirului {w,}}>_, este un 2k-gon, ale cirui noduri reprezintd doud

k-goane requlate, reprezentdnd un graf bipartit. Proprietatea este ilustratd in Fig. 2.6 (a).
Demonstratie In acest caz, formula termenului general (2.1.4) dd w, = Az} + (—-1)"B,
si orbita W = {wo, w1, ..., wor_1 } care poate fi partitionatd in multimile disjuncte
Wo={A+B,Az}+B,..., Az '+ B,Az{*' + B,..., A" 2 + B},
Wi = {Az; — B,Az} — B,...,AzZf"> — B, Az} — B,..., Az 1 — B}, (2.3.1)
reprezentand varfurile a doud k-goane regulate, vizitate alternativ de sirul {w, };> . OJ

Teorema 2.3.3. (k par) Fie k > 2 un numdr par, zq o raddcind primitivd de ordin k a unitdtii
si zo = —1. Orbita sirului {w, }7"_, este un k-gon, ale cirui noduri reprezinti doud k /2-goane

regulate, reprezentind un graf bipartit. Proprietatea este ilustratd in Fig. 2.6 (b).

13
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Im z

Figura 2.6: Primii N = 100 de termeni ai sirului {wn};\’:O obtinuti din (2.1.4), pentru z; = —1
si (a) k = 5 (impar), z; = 25 anda = 2 — 4i,b = —1 —3i; (b) k = 14 (par), z; = i1 and
a=1-2i,b=—1-23i. Sagetile indicd directia orbitei vizitdnd wy, w; (stele), wo, ..., wy.

Grafuri multipartite

In general, orbita sirului Horadam {w, }{_, produce grafuri multipartite, atunci cand

generatorii z; = e2™P1/k1 and z; = €?™P2/%2 gunt rddécini primitive ale unitatii.

Teorema 2.3.4. Fie k1,kp,d € N a.i. gcd(ky, ko) = d si z1,zp rddicini primitive de ordin k1,
respectiv ko ale unitatii. Orbita sirului {wy,};_, este un kiky/d-gon, ale cirui noduri se pot
impdrti in ky X kp /d-goane requlate. Prin dualitate, nodurile se pot impdrti in ky x kq/d-goane

regulate. Proprietatea este ilustratd in Fig. 2.7 pentru ky = 4 siky =5, cu (k1, ko) = 1.

(b)

Imz
o

Figura 2.7: Primii N = 100 de termeni ai girului {w,}}_, obtinuti din (2.1.4), pentru k; = 4,
kp = 5. Calculam wy, ..., wy pentru z; = ezm%/ Zy = 27 si conditiile initiale a = (1 +1)/2,
b = —(1+1i)/3. Orbitele sunt partitionate in (a) patru pentagoane regulate; (b) cinci péatrate;

Sagetile indica directia orbitei, iar linia punctata este cercul unitate.

Corolarul 2.3.5. Daci ky|ky orbita este un ki-gon ale cdrui noduri se pot impdrti in ky x
ki /ky-goane requlate. Asimetria din Fig. 2.8 ilustreaza acest fapt, intrucit singurele poligoane

requlate identificabile in orbita periodicd a lui {w, };_, sunt 1- sau 2-goane.
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Figura 2.8: Primii N = 100 de termeni ai sirului {wn}nNzo obtinuti din (2.1.4), pentru conditiile
initiale a = 1+ 2isi b = —2 — 2i. Calculdm wy, ..., wy pentru (a) k; = ky = 12,21 = eznilli,
Zy = 2T ; (b) kg =2ky = 12,21 = 627”%, Zy = 27T Ségetile indicd directia orbitei, iar linia

punctatd este cercul unitate.

10 (a) \\\‘\m r/,,//// (b)
8t &Y //,/ 4 8l
6F 6l
4+ 4t
2+ 3 2F z
N = N B
E 7 E o
Ll ol
_al _al
6} -6
gt -8
-101 -10 ' oo
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
Re z Re z

Figura 2.9: Orbita sirului periodic Horadam {w, }$>_ calculat pentru (a) z; = 627”%, Zy = ezmg,
a=4+5,b=2-3i({b)z; = ezm%, Zy = e2”ig, a =1+2i,b =3-—2i. Deasemenea sunt
reprezentate conditiile initiale a, b (stele), generatorii z1, zp (pdtrate), cercul unitate S(0,1) (linie
solidd) si frontiera inelului U(0, | |A| — |B| |, |A| + |B|) (linie punctatd).

Limite geometrice ale orbitelor periodice

Teorema 2.3.6. Cind sirul Horadam {w,}3>_, este periodic, orbita este incadratd de urmd-

toarele frontiere geometrice (a se vedea Fig. 2.9):

(i) Pentru zy # zp, avem inegalitatea (unde A si B sunt date de formula (2.1.5))

{z€C:[|A| - |B|| < |wa| < |A] +|B}, VneN.

(ii) Pentru zy = zp = z orbita sirului reprezintd un k-gon requlat inscris in cercul S(0, |a|) =
{z € C: |z| = |a|}, dacd a # 0, sau singletonul {0} daci a = 0.
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2.4 Enumerarea sirurilor Horadam periodice

In aceastd sectiune se investigheaza numarul de siruri Horadam distincte care (pentru

cazul degenerat si pentru cel ne-degenerat. Rezultatele au fost publicate in [19].

2.4.1 Numairul orbitelor Horadam de lungime fixa Hp (k)

Fie k > 2 un numadr natural. Functia care enumerd sirurile Horadam {w,};" , de
perioadd k este notatd cu Hp(k). Aceasta depinde de generatorii z; = e*™P1/k gi
7y = e¥ir2/ke si de conditiile initiale 4,b. Sunt doua tipuri de orbite (degenerate and

non-degenerate) periodice care trebuie considerate.

Orbite degenerate

O orbitd degenerata este un poligon regulat centrat in 0 sau un punct.

Numadrul de siruri degenerate distincte cu perioada k este dat de formula

Hp(k) = {(p1, k1) : (p1.k1) =1, kn = k}| = p(k),

unde ¢ este functia lui Euler.

Daca niciun generator nu apare explicit in formulele (2.1.6) sau (2.1.4)(asta are loc cand
21 #20,A=0,B=0sauz =2z =z a=0,b=0), sirul periodic este constant
si numadrul configuratiilor de generatori configurations de perioadd k > 2 este prin

urmare zero.

Orbite ne-degenerate

Aici se discutd sirurile periodice care produc orbite ne-degenerate. Generatorii sunt
S p p g
in acest caz radicini ale unitatii distincte z; = 2Pk gi z, = €2™P2/k2 jar conditiile

initiale arbitrare a, b satisfac AB # 0 unde A, B sunt date prin formula (2.1.5).

Numadrul de siruri distincte cu perioada k poate fi enumerat de numarul de quadruple

Hp(k) = ’{(p1,k1,p2,k2) : (p1,k1) = (r)Q,kz) = 1, [k1,k2] = k, k1 S k2}| . (2.4.1)

Stabilim cateva formule pentru aceastd expresie, pe baza proprietatilor perechilor (k1, k»)

care satisfac [kq, ko] = k, si ale generatorilor z; = e2mip/k and z, = e2mir2/kz
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O prima formuli pentru Hp (k)

Intai numaram quadruplele (p1, k1, p2, k2) din (2.4.1) pentru care k1 = ky.

Lema 2.4.1. Daci ki = ky si [k1,kp| = k atunciky = ky = k.

Numadrul de quadruple (p1, k, p2, k) care satisfac (2.4.1) produs in acest caz este
1
Hp(k) = [{(p1, p2) = (prK) = (p2 k) =1, p1 < p2}| = 5 (k) (@(k) = 1).
Apoi se enumera quadruplele (p1, k1, p2, k2) cu proprietatile k1 # ko si [ky, k2] = k.
Lema 2.4.2. Dacii [k, kz] = ksiky # ko, numdrul de quadruple (p1, k1, p2, ka) este

Hp(k) = {(p1 ki p2,ka) = (p1 k) = (p2.k2) =1, [k, ko] = k| = o(k) p(ka2).

Teorema 2.4.3. Numdrul de siruri Horadam distincte de perioadd k > 2 este egal cu

Ho®) = L plk)pl) + 5 o) (p(k) —1). 242)
[ky,ka]=k, k1 <ko

Sirul numeric Hp (k) reprezintd primul context pentru sirul A102309 din OEIS [97].
1,1,3,5,10,11,21,22,33,34, 55, 46,78, 69,92,92,136, 105, . ..
Exemplul 1: Numere prime. Daca k este un numar prim avem
Hp(k) = k(k—1)/2. (2.4.3)

Exemplul 2: Puteri de numere prime. Dacd k = p™ cu p prim si m > 2, avem

Hp (k) = ¢ (k) [2k —2€0(k) —1 (2.4.4)

Exemplul 3: Produs de doud numere prime. Dacd p, g sunt prime si k = pg, avem

Hp(k) = (p—1)(g—1)(pq+p—+q)/2.

De examplu, cand k = 6 = 2 - 3 sunt 11 solutii produse de perechile
pop2 o f(L 1) (15 (1T (128 (11
ki ko 176)"\1"6)"\2"3)"\2"3)"\2"6)’
LoV (LI (15) (213 (25) (15
276)'\36)"\36) \36) \36) \66)]
Cateva orbite de perioadd k = 6 sunt desenate in Fig. 2.10.
Exemplul 4: Numere compuse generale. Pentru k = 12 avem perechile de divizori
(k1,k2) € {(1,12),(2,12),(3,4),(3,12),(4,6), (4,12), (6,12),(12,12) }.

Pentru fiecare pereche (p, q) din listd cu proprietatea p < q avem multiplicitatile ¢(p)p(q),
iar pentru perechea (12,12) avem multiplicitatea ¢(12)(¢(12) —1)/2 . Obtinem

Hp(12) =4 +4+4+8+4+8+8+4-3/2 =46
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s (a) “““““““ s
4 s 4
3 3
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0 0
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°
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Figura 2.10: Termenii sirului {w,}!’_, obtinut din (2.1.4) pentru perechile (%, }Z—;) (a) (1,2);

(b) (%,%), (c) (%,g); (d) (%, %) pentrua = 2 si b = 3i (stele). Sagetile indicd directia orbitei
wop, Wy, ..., We = wp (cercuri). Mai sunt reprezentati generatorii z1, z, (pdtrate), cercul unitate
(linie solidd) si frontiera inelului U(0, | |A| — |B| |, |A| + |B]) (linie punctatd) cu A, B din (2.1.5).

A doua formuli pentru Hp(k)

Lema 2.4.4. Fied < k doud numere naturale a.i. d|k, a cfor factorizare este
d=pl'py-pir, k=pppEeprn, (1< di < m).
Numiirul de perechi de numere naturale ky, ky cu proprietitile d = (kq,kz) si k = [ki, ko] este
GL(d, k) = |{(ky, ko) : d = (ki,kp) and k = [ky, ky]}| = 2¢%/4)=1) (2.4.5)
unde w(x) reprezintid numdrul de divizori primi distincti ai numdrului natural x.

Teorema 2.4.5. Formula Hp (k) poate fi scrisi mai compact sub forma
Hp(k) = { Yo @(d)29% D 4 (k) — 1] (k). (2.4.6)
2
d|k, d<k
Teorema 2.4.6 (Hp (k) pentru numere libere de pétrate). Daci perioada k este un numir

liber de pitrate k = pipa ... pm pentru p1, ..., pm numere prime si m > 2, avem formula

Hp(k) = [(Pl +1) - (pm+1) - 1} (pr=1) 2 (pu=1) (2.4.7)
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Observatia 2.4.7. Functia Hp (k) poate fi generatd din perechile (p;, p2) cu proprietatea

Hp(k) = [{(p1,p2) = ((p1,k), (p2,k)) =1, 1 < p1 < pa < k}|. (2.4.8)

Complexitatea computationali a evaluarii lui Hp (k)
Numadrul de perechi (ki, k2) a.d. [k1, ko] = k care apar in Hp(k) din (2.4.2) este
[(2my +1)(2ma+1) -+ (2m, +1) +1]/2.
In formula (2.4.6) trebuie identificati toti divizorii distincti d ai lui k, care sunt exact

(my+1)(my+1)--- (my, +1).

2.4.2 Limite asimptotice pentru Hp(k)

Limite inferioare si superioare pentru Hp(k) sunt ilustrat in Fig. 2.11.

Teorema 2.4.8. Pentru fiecare k € IN avem urmdtoarele limite w < Hp(k) < (k_zl)k.

Teorema 2.4.9. Daci k = p1pa - - - pw este liber de pitrate, avem urmdtoarea limitd inferioard

P (=)  e(K)[2k — (k) — 1]
2 - 2

Hp(k) = [(p1+1) - (pm+1)

Toate aceste limite se ating atunci cand k este prim. O conjectura este daca ultima limitd

inferioard pentru Hp(k) este valida in general, asa cum sugereaza Fig. 2.11.

800

a ,
ol @ /|
600
500 g
= %
2 400 i
& =
P

0.4

Figura 2.11: Primii 40 termeni ai sirului (a) Hp(k) (circles), (k — 1)k/2 (dashed) and w
(dotted); (b) f(k)/Hp(k), unde f(k) este Hp(k) (circles), (k — 1)k/2 (dashed), 2X* (dotted)
si 2B oWl (dash-dotted).
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Siruri Horadam neperiodice si

aplicatii

In acest capitol investigam diverse configuratii produse de siruri Horadam neperi-
odice. Sectiunea 3.1 prezintd orbite degenerate produse de generatori egali, care sunt
singletoni sau spirale simple. Un atlas de configuratii Horadam ne-degenerate este
prezentat in Sectiunea 3.2. Anumite orbite Horadam dense au inspirat designul unui

generator de numere pseudo-aleatoare descris in Sectiunea 3.3.

3.1 Reazultate preliminare si orbite degenerate

Notatiile S = 5(0;1), U = U(0;1), S(zo,7) si U(0;r1,r2) sunt folosite pentru cercul
unitate, discul unitate, cercul de centru zg si raza r, si inelul de centru 0 si raze rq si 7.
Termenul general al sirurilor Horadam

Detalii cu privire la aceste rezultate se gasesc in [18] sau in Sectiunea 2.1, iar aici le
prezentdm pe scurt pentru convenientd. Un sir Horadam {w,, }* , = {wx(a,b;p,q) }°

este definit prin recurenta
Wnt2 = PWni1 +qWn,  Wo = a, w1 =D,
unde parametrii 4, b, p, ¢ sunt numere complexe. Ecuatia caracteristica este
X —px—q=0, (3.1.1)

ale cdrei raddcini z; si zp sunt numite generatori.
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Pentru radécini egale z; = z, of (3.1.1), termenul general al sirului {w, }{°_, este
b
Wy, = [a + (E - a) n} 2" = {az +(b— az)n] "L (3.1.2)
Pentru radécini distincte z; # z, of (3.1.1), termenul general al sirului {w, }{_, este

w, = Az} + Bz, (3.1.3)

unde constantele A si B sunt obtinute din conditiile initiale wy = a and w; = b ca

b—az

az, — b B

A= , .
Z2 — 27 Zy — 21

(3.1.4)

Cand AB = 0, cel putin unul dintre generatorii z; and z; nu apare explicit in formula

lui wy,. Pentru acest motiv, presupunem in continuare ca AB # 0.

Comportamentul sirului {z"}°

Intrucat termenii sirului Horadam sunt combinatii liniare de termeni {2}/ }%_, si {24 }%°_,

cu coeficientii A si B, orbitele sirurilor Horadam sunt in mare mdsurd dictate de com-

portamentul sirului {z" m_o unde z € C. Acesta este descris de urmatorul rezultat,
care a fost deja discutat in Capitolul 2 [18, Lemma 2.1]

Lema 3.1.1. Fie z = re*™™ un numir complex (r > 0,x € R). Orbita sirului {z"}*°_, este
(i) un k-gon requlat dacir =1,si x = j/k € Q cu ged(j, k) = 1;

(ii) o submultime densii a cercului unitate pentrur = 1six € R\ Q;

(iii) o spirald convergentd la oridinge dacd r < 1;

(iv) o spirald divergentd dacid r > 1.

Daci x = j/k € Q este ireductibild, spiralele de la (c) si (d) sunt aliniate de-a lungul a k raze.

Configuratii produse de generatori identici

Intai examindm orbitele produse de raddcini repetate ale ecuatiei parabolei (3.1.1).

Teorema 3.1.2. Fie sirul {wy};_, definit de (3.1.3) pentru conditiile initiale wy = a, w1 = b
si sd presupunem cii polinomul (3.1.1) are o riddcind dubli z = z; = zy = re?™*. Orbita

sirului {w, }5_, este redusit la un singur punct daci |a| + |b| = 0. Altfel, ea reprezinti:

(a) varfurile unui k-gon regqulat dacii b = az si z este o riddcind primitivd de ordin k a unititii;
(b) o submultime densii a lui S pentru b = az, dacd |z| = 1six € R\ Q;

(¢) o spiralid convergentd la origine pentru |z| < 1;

(

d) o spirald divergentd pentru |z| > 1si |a| + |b| > 0, sau pentru |z| = 1i b # az.
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3.2 Un atlas de orbite Horadam

Scopul acestei sectiuni este de a caracteriza orbitele Horadam obtinute cand generatorii

si conditiile initiale sunt arbitrare. Generatorii distincti sunt notati cu

271X,
4

Z1 = r1e 20 = 1pe?2, (3.2.1)

unde 71, 12, X1, X2 sunt numere reale. Putem presupune ca 0 < r; < .
Orbitele Horadam produse de formula (3.1.3) cad intruna dintre categoriile
1. Stabile pentrury =1, =1;
2. Cvasi-convergente pentru0 <r <r, =1;
3. Convergente pentru0 <r; <r, <1;

4. Divergente pentrur, > 1.

3.2.1 Orbite stabile: 1 =1, =1

Configuratiile obtinute in acest scenariu sunt finite (periodice), sau dense in anumite

curbe unidimensionale sau inele bidimensionale, si sunt localizate in interiorul inelului
{ze€ C:[|A| = |B|| < |z| < |A] + B} (3.2.2)

Teorema 3.2.1. Fie {w, };"_, sirul definit de (3.1.3). Daca radicinile distincte (3.2.1) satisfac

r1 = ro = 1, urmdtoarele orbite ale sirului {w, }3>_, se obtin pentru:

(a) x1,x2 € Q : orbitd periodici (finitd) (vezi Figurile 2.7, 2.8 sau 2.10 in Capitolul 2);

(b) x1 = p/k € Q (ireductibili), x, € R\ Q (sau invers): Orbita este densii in reuniunea a k

cercuri distincte (vezi Fig. 3.1);

(c) x1,x € R\ Q. In acest caz avem trei situatii posibile diferite:

(c1) xo — x1 = q € Q: orbita densd intro multime finitd de cercuri concentrice (vezi Fig. 3.2);
(c2) xo = x1q, q € Q: orbita este densi intro curbd inchisi (vezi Fig. 3.3);

(c3) 1, x1, x2 lin. indep. over Q: orbitd densi in U (0, | |A| — |B||,|A| + |B|) (vezi Fig. 3.4).

Demonstratie Dimensiunea inchiderii orbiteri este zero pentru orbite finite, unu pentru

orbite dense in curbe inchise si doi pentru orbite dense intrun inel.

(a) Orbite stabile periodice (finite)
Cand x1, xp € Q orbita sirului este finita.
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(b) Orbite stabile dense in reuniuni de cercuri

Cand x; = p/k este ireductibild, z; este o raddcind primitiva de ordin k a unitatii, deci

{z1"}%°_, ia valorile distincte 1, z4, . . ., z]{_l reprezentand varfurile unui k-gon regulat.

Proprietatea este ilustrata pentru x; = 1/3 in Fig. 3.1. Cele k = 3 cercuri sunt disjuncte

pentru |A| > |B| (vezi Fig. 3.1(a)), si se intersecteazd pentru |A| < |B| (vezi Fig. 3.1(b)).

(a) o ! ", 10 (b)
15 09090,
o . ‘) L
o ° -
1 3 3
° SBe ", 400000 "
05 = .g. Oy, o5 ’0*1
Sl s 0500 O s
N N N I H N
E ° ’ X7 E
o5l - '/8 ®20000°° -
-0. - »6?-0 O'U.“'\‘ -
(i o
k4 °
-1 ° e
° °
o) 4
15 o &°
' Toeagee®
-15 -1 -05 0 05 1 15 -10 -5 0 5 10
Re z Re z

Figura 3.1: Primii 500 de termeni ai {w, };_, din (3.1.3) pentrur; = r, = 1si (a) x; = 1/3,
xo = /2/5,undea = 0.6 i b = 0.6exp(2mi(v/2/5+ 0.1)); (b) x; = /15, x, = 1/3, unde
a =2+2/3isib = 3+i. Reprezentate sunt conditiile initiale wy, w1, (stars), generatorii z1, zp

(squares), cercul unitate (dotted line), si frontiera inelului U(0, | |A| — |B| |, |A| + |B|).

(c1) Orbite dense in cercuri concentrice

Aceastd proprietate este ilustratd in Fig. 3.2 pentru cazul cand x; si x, sunt irationale,

pentru valorile x, — x; = 1/21n (a), respectiv x, — x; = 1/3 in ().

(a) !

Im z
o

-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4
Re z Re z

Figura 3.2: Primii 1000 de termeni ai sirului {wy }_, obtinut din (3.1.3) pentru r; = r, = 1si
(a)x1 =¢/3,x0=¢/34+1/2;(b)x; =m/2,x0=7/2+1/3,canda =2+2/3isib=3+1i.
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(b)
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Figura 3.3: Primii 1000 de termeni ai sirului {w,};’, obtinut din (3.1.3) pentru r; = r, = 1,
Xy = gx1, unde (a) g = 2, x, = V2/4 ; (b) g = 3, x = V2/4 ; (c)g =6 x = V2/4 ;
sia = 15,b = 1.5exp(27i(v/2/4 +1/10)) si pentru (d) g = 2/3, x, = V2/3,sia = 15,
b = 1.5exp(27mi (2\/§ /34 1/10)). Conditiile initiale 4, b punctate de stele, generatorii z1, z, de

pdtrate, cercul unitate de linie punctatd, ca si limitele inelului U(0, | |A| — |B| |, |A| + |B]).

(c2) Orbite dense in curbe inchise unidimensionale
(€2) x1,x2 € R\ Q, x2 = x149, 9 € Q. Termenul general w, din (3.1.3) poate fi scris ca
wy = Az{ + Bz§ = Az} + B(z])".

Din Lema 3.1.1, orbita sirului {z}'}$° , este densd in cercul unitate, deci orbita sirului

{w, }_, este densd in graficul functiei complexe f : S — C definite de ecuatia

f(z) = Az + Bz".

Aceastd proprietate este ilustratd in Fig. 3.3. In(a),qg==6 produce 5 auto-intersectii si
numadrul de revolutie este unu, in timp ce pentru cazul 4 = 3/2 desenat in (d), numarul
de revolutie este trei, cu doud auto-intersectii. Pentru o fractie ireductibild g = m/k

curba g(x) = Ae?™ + Bz2™1* are m auto-intersectii si numarul de revolutie este k.
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(c3) Orbite stabile dense in inele bidimensionale

Atunci cand 1, x1, x, sunt linear independente peste Q (sau Z), orbita sirului Horadam

rezultat este densd intrun inel.

Aceastd proprietate este ilustratd in Fig. 3.4(a) pentru |A| # |B|, cand 11 = 1, = 1,
X1 = %,xz = % sia = 2+%i, b = 3+1i. Dacd |A| = |B|, orbita este densa in
cercul U(0,2|A|), dupad cum aratd Fig. 3.4(b) realizatd pentru parametriiry = r, = 1,
x1 =exp(1)/2,x; = exp(2)/4sia =1+1/3i,b = 1.5aexp(rt(x1 + x2)). Aceste orbite

dense inspird designul unui generator de numere pseudo-aleatoare in Sectiunea 3.3.
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Figura 3.4: Primii N termeni ai sirului {w, };_, obtinut din (2.1.4). (a) N = 1000, |A| # |B; (b)
N =500, |A| = |B|. Desenate mai sunt, conditiile initiale 4, b (stars), generatorii z1, z, (squares),
cercul unitate S (solid line) si cercul U(0, |A| + |B|) (dotted line).

3.2.2 Orbite cvasi-convergente: 0 <1 <rp =1

Teorema 3.2.2. Fie sirul {w,}}’_, definit de (3.1.3) pentru conditiile initiale wy = a, w; = b
si polinomul (3.1.1) care are raddcinile distincte z; # zo cu proprietatea ci0 < r; < ry = 1.

Orbita sirului {w, }$°_, poate avea urmdtoarele profile:

(a) Pentru x, € Q : Orbita este atrasa de un numdr finit de puncte (varfurile unui poligon

regulat) de-a lungul unor raze (x; € Q) sau spirale (x; € R\ Q) (vezi Fig. 3.5).
(b) Pentru xo € R\ Q : Orbita colapseaze pe un cerc de razi |B| (vezi Fig. 3.6).

(a) Cand xo = pa/ky este o fractie ireductibild, z, este o este o raddcind primitiva de
ordin k; a unitatii. Prin urmare, sirul {z,"}9, este periodic avand k, termeni distincti
1,2z5,..., zﬁz_l reprezentand varfurile unui k>-gon regulat. Cand fractia x; = p1/k; € Q
este ireductibild, subsirurile {w,y,;};_, se apropie de limitd de-a lungul unor raze,

reprezentate in Fig. 3.5 (a). Numadrul razelor este acelasi pentru fiecare atractor.
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Imz
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Figura 3.5: Primii 1000 de termeni ai sirului {w, }°_, obtinut din (3.1.3) cand r; = 0.995,r, =1
si(a)x; = 1/5x = 1/7, (b) x1 = V/5/7, x2 = 1/7,sia = 2exp(27i/30), 2.5exp(277i/7).
Stelele aratd conditiile initiale a,b, patratele generatorii zq, z iar linia solidd cercul unitate.

Cercurile interioare si exterioare reprezintd frontierele inelului U (0, | |A| — |B||,|A| + |B|).

(b) Cand x; este irational, {Bz}}_, este o submultime densd a cercului de raza |B|
centrat in origine. Deoarece sirul {Az;"}:’ , converge la zero, orbita sirului {w,};,

colapseazd pe cercul de razd |B| centrat in origine, dupd cum se vede in Fig. 3.6.

Se poate observa cd termenii sirului desenat in Fig. 3.6 (a) sunt induntrul cercului
u(o,|Al| + |B|), dar nu si al inelului U(0, | |[A| — |B||,|A| + |B|). Daca |A| > |B| avem
lim, e |w,| = |B] < |A| —|B| = ||A| — |B||, prin urmare conditia se transcrie ca
|A| > 2|B|, care cere |azy — b| > 2|b — az;|. In exemplul aritat in Fig. 3.6 (a) avem
|A| = 3.4669 si | B| = 1.5254.

2L

-3t

-5 TP B -4r

-5 0 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.6: Primii 1000 de termeni ai sirului {w, }$>_ obtinut din (3.1.3) cand r; = 0.995,r, =1
si(a) x1 = 1/5,x, = /3/5; (b) x; = V/2/2, xo = \/3/5,sia = 2exp(27i/30), 2.5 exp(277i /7).
Stelele aratd conditiile initiale a,b, patratele generatorii zq, z iar linia solidd cercul unitate.

Cercurile interioare si exterioare reprezintd frontierele inelului U (0, | |A| — |B||,|A| + |B]).
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Figura 3.7: Primii 2000 de termeni ai sirului {w,}$’ , obtinut din (3.1.3) pentru r; = 0.99,
rp = 099si (a) xgy = 1/3, xp = 1/4; (b) x1 = 1/6, x, = 1/8; sia = 1.5exp(27i/30),
b = 1.2exp(2mi/7). Mai sunt reprezentate conditiile initiale wy, wq (stars), generatorii z1, zp

(squares), cercul unitate S (solid line) si cercul U (0, |A| + |B]) (dotted line).

3.2.3 Orbite convergente: 0 <r; <rp <1

Sirul {w, };°, definit de (3.1.3) converge acum la origine. Cazurile cand rq si r, sunt

egale sau distincte sunt analizate separat.

Teorema 3.2.3. [Orbite pentru r1 < rp] Fie sirul {w,, }5_, definit de (3.1.3) pentru conditiile
initiale wo = a, wy = b si polinomul (3.1.1) care are rddicinile distincte zy # zp cu proprietatea

0 <1 <1y < 1. Orbita sirului {w, }_, poate avea urmdtoarele profile:
(a) x; = Z—ll,xp_ = Z—j € Q : lem(ky, ky) ramuri convergente colapsind in ky raze (Fig. 3.7).
(b) x1 € R\ Q, xo = p/k € Q (ireductibili): k ramuri spirale perturbate (Fig. 3.8).

(c) x1 = p/k € Q (ireductibild), x, € R\ Q: Orbita converge concentric spre origine, ca o

multime de k petals sau ramuri (Fig. 3.9).
(d) x1,x2 € R\ Q. Aici orbita este o spirala (Fig. 3.10).
Teorema 3.2.4. (Orbite pentru r1 = rp = r) Fie sirul {w,};_, definit de (3.1.3) pentru

conditiile initiale wy = a, w1 = b si polinomul (3.1.1) care are ridicinile distincte zy # z cu

proprietatea 0 < ry = ry < 1. Orbita sirului {w, }$,_, poate avea urmidtoarele profile:

(a) x1 = p1/k1, x2 = pa/ka € Q :lem(ky, ko) raze care converg la origine (vezi Fig. 3.11 (a)).
(b) x1 € Qand x, € R\ Q (sau invers): ky spirale perturbate (vezi Fig. 3.11 (b),(c),(d)).

(c) x1,x2 € R\ Q. In acest caz se pot identifica configuratiile

(c1) xp — x1 = q € Q: spirale multiple (vezi Fig. 3.12 (a)).

(c2) x1 = x2q, q € Q: contururi multi-camerale (vezi Fig. 3.12 (b) si (c)).

(c3) 1, x1, x2 linear independente peste Q: spirale eratice convergente (vezi Fig. 3.12 (d)).
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Figura 3.8: Primii 2000 de termeni ai sirului {w,}%°_, obtinut din (3.1.3) pentru x; = v/5/3,
xp = 1/4sirp = 0999 pentru (a) r; = 0.99, (b) r; = 0.997, cand a = 1.5exp(27i/30) si
b = 1.2exp(2mi/7). Mai sunt reprezentate conditiile initiale wy, wq (stars), generatorii z1, zp

(squares), cercul unitate S (solid line) si cercul U(0, |A| + |B|) (dotted line).

-2 -1

Figura 3.9: Primii 2000 de termeni {w;, }$_, obtinuti pentrur; = 0.99,7, = 0.999si (a) x; = 1/3,
xo =+/5/3; (b) x1 = 1/4,xp = \/5/3; cand a = 1.5exp(27i/30), b = 1.2 exp(27i /7).

0 1 2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Re z Re z

Figura 3.10: Primii 2000 de termeni {w,}%_, pentru r; = 0.99, r, = 0.997 si (a) x; = V2/2,
xo =+/5/3; (b) x1 = 3v/2/10, x = v/2/10, cand a = 1.5exp(271i/30), b = 1.2 exp(277i /7).
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Figura 3.11: Primii 2000 de termeni ai sirului {w, }$_, obtinut din (3.1.3) pentru (a) x; = 1/3,
xo =1/2,7 =099 (b) x; = V/5/3,x3 = 1/4, 7 = 0.995; (c) x; = V/5/3,x = 1/4,r = 0.999;
(d) x; =+/5/5,x =1/5,7r = 0.999 cand a = 1.5exp(27i/30) si b = 1.2 exp(277i/7) (stars).
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Figura 3.12: Sirul {w, }%°_, obtinut pentru r = 0.999si (a) x; = 5v/2/2+1/2, x, = 5v2/2, (b)
x1 =5v2/10, x = V2/10; (¢c) x1 = V3/2, 20 = V/3/4; (d) x1 = V2/2, %, = V/3/7.
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Figura 3.13: Primii N termeni {w;}}° , cand r, = 1.002, x; = 5/6, x, = 3/8 si (a) N = 500 si
rp =0.999; (b) N =1000sir, =1, cua = 1.5exp(27i/30) sib = 1.2 exp(27i/7).

3.2.4 Orbite divergente: 1 <
In acest caz sirul {w, }%_, definit prin (3.1.3) diverge la infinit.

Teorema 3.2.5. [Orbite pentru 1 < ry, 11 < rp] Fie sirul {w,}$;_, definit de (3.1.3) pentru
conditiile initiale wy = a, w1 = b si polinomul (3.1.1) care are ridicinile distincte z; # zp cu

proprietatea 0 < 11 < rp si 1 < ry. Orbita sirului {w, };°_, poate avea urmitoarele profile:

(a) x1 = p1/k1,x2 = pa/ko € Q : lem(ky, ki) ramuri care se unesc in ky raze divergergente

din origine spre infinit (vezi Fig. 3.13).
(b) x1 € R\ Q, xo = p/k € Q (ireductibili): k brate divergente spiralate (vezi Fig. 3.14).

(c) x1 = p/k € Q (ireductibili), x, € R\ Q: Orbita diverge concentric la infinit, ca o multime
de k petale sau ramuri (vezi Fig. 3.15).

(d) x1, % € R\ Q. In acest caz orbita este o spirali ordonati (vezi Fig. 3.16).
Teorema 3.2.6. (Orbite pentru 1 < ry = ry = r) Fie sirul {w, }°, definit de (3.1.3) pentru

conditiile initiale wy = a, w1 = b gi polinomul (3.1.1) care are rddicinile distincte zy # zp cu

proprietatea 1 < r1 = ry = r. Orbita sirului {w, };°_, poate avea urmdtoarele profile:

(a) x1 = p1/k1,x2 = p2/ko € Q :lem(ky, kp) raze care diverg la infinit (vezi Fig. 3.17 (a)).
(b) x1 € Q = p1/ky and x € R\ Q (sau invers): ky spirale divergente (vezi Fig. 3.17 (b)).
(c) x1, % € R\ Q. In acest caz identificim configuratiile

(c1) xo — x1 = q € Q: spirale divergente multiple (vezi Fig. 3.17 (c)).

(c2) x1 = x2q, q € Q: contururi divergente multi-camerale (vezi Fig. 3.17 (d)).

(c3) 1, x1, x2 linear independente peste Q: spirale convergente eratice (vezi Fig. 3.18).
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Figura 3.14: Primii 500 termeni ai sirului {w,}%°_, obtinuti pentru r, = 1.002, x; = v/5/12,
xp =1/125si (a) r; = 0.99; (b) r; = 0.997, cand a = 1.5exp(27i/30) si b = 1.2 exp(27i/7).
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Figura 3.15: Primii 1500 termeni ai sirului {w, }_, obtinuti din (3.1.3) pentru r, = 1.001, si (a)
x1 =1/3,xy =m/5,r =0997; (b) xy =1/8,x3 = /10,1 = 1, cand a = 1.5exp(27i/30) si
b=12exp(2mi/7).
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Figura 3.16: Primii 1000 termeni ai sirului {w; }§_, pentrur, = 1,7, = 1.002,si (a) x; = 4+/2/6,
X = V/2/6; (b) x1 = 5v2/7,xy =+/2/7 cand a = 1.5 exp(2mi/30) sib = 1.2 exp(27i /7).
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Figura 3.17: Primii 500 de termeni ai sirului {w,};>_, obtinut din (3.1.3) pentru r = 1.002 si
(a) x1 = 1/3,x, = 1/2; (b) x1 = V/5/3, % = 1/4; (c) x; = 5v2/2+1/2, x, = 5v/2/2; (d)
X1 =V2/2,x0 =/2/10,cand a = 1.5exp(27i/30) si b = 1.2 exp(27i /7).
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Figura 3.18: Primii N termeni ai sirului {w,};_, obtinut din (3.1.3) pentru (a) x; =
exp(1)/1000, x, = 7/1000, r = 1.001, N = 1500; (b) x; = exp(1)/1000, x, = 7/1000,
r = 1.001, N = 2400; cand a = 1.5exp(27i/30) si b = 1.2exp(27i/7). Mai sunt reprezen-

tate conditiile initiale wy, w; (stars), generatorii z1, z; (squares) si cercul unitate S (solid line).
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3.3 Un generator de numere pseudo-aleatoare bazat pe siruri Horadam

In aceasta sectiune anumite siruri Horadam complexe inspird un generator de numere
pseudo-aleatoare. Acesta este evaluat folosind teste Monte Carlo pentru 7t si comparat

cu generatori clasici ca Multiplicative Lagged Fibonacci si ‘twister” Mersenne.

Generatoare de numere pseudo-aleatoare si siruri Horadam

Generatoarele de numere pseudo-aleatoare reprezintd un element esential al multor
algoritmi numerici bazati pe simulare si selectie statisticdi. Numeroase implementari
sunt bazate pe metode recursive ca Linear Congruences si Lagged Fibonacci Sequences [98].

Generatoarele necesita periodicitate, uniformitate si corelatie [49].

Argumentul complex ale sirurilor Horadam dense in inele bidimensionale

Anumite orbite Horadam sunt dense in cercuri sau inele centrate in origine. Mai exact,
dacd r; = r, = 1 si generatorii z; = e AL gy = 2T gy proprietatea cd 1, xq, x2
linear independenti peste Q, atunci orbita sirului Horadam {w, }> , obtinut din (3.1.3)
este densd in inelul U(0, | |A| — |B| |, |A| + |B|) Aceste orbite dense sunt aici examinate

si folosite in designul unui generator de numere pseudo-aleatoare.

Argumentul termenilor sirului Horadam

Dacd A = Rye'?1, B = Rpe'??,z; = €1, 25 = 2%, termenul w,, in forma polara este
re = Az" + Bzl = Ryl (#127m31) 4 R pi(ga+2mnz)
Notand 61 = ¢1 + nxo, 02 = ¢ + nx,, putem scrie
re = Rie™ + Roe®, 01,60 € R, Ry, Ry > 0. (3.3.1)

Pentru R = R; = R,, formula lui 0 este 8 = %(91 +6,).

Periodicitatea argumentelor

Din formula lui 6, sirul argumentelor lui w, este

g Pt
! 2

Daca 1, x1, x2 sunt linear independente, atunci x; + x, este irational, prin urmare sirul

+27tn(x1 + x2).

de argumente 0, este aperiodic. Aceasta proprietate este de asemenea adevirata pentru

sirul de argumente normalizate (6, + 77)/(27).
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Uniform distribuirea argumentelor

Dacd 1, x1, x; sunt linear independente, atunci argumentele complexe 01 = ¢1 4 27tnx,,
si 6 = ¢ + 27tnx, sunt uniform distribite in [—7t, 7], deci 6 este uniform distribuit in
[—7t, ). Argumentul normalizat (6 + 77)/(277) este atunci uniform distribuit in [0, 1],

conform ilustratiei din Fig. 3.19 (a).
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Figura 3.19: (a) Histograma argumentelor normalizate W vs densitatea uniforma [0, 1].

(b) Corelatii ale argumentului normalizat: (Arg(wy), Arg(wy,+1)).

Autocorelatia argumentelor

Un test pentru calitatea unui generator de numere aleatoare este autocorelatia [49].
Pentru un generator de calitate, diagramele 2D ale argumentului normalizat (6,, 6,,+1)
ar trebui sd acopere uniform pdtratul unitate. Graficul din Fig. 3.19 (b) sugereaza ca

termenii consecutivi sunt in acel caz foarte corelati, chiar liniar.

3.3.1 Simulari Monte Carlo

O simulare Monte Carlo pentru valoarea lui 7t se poate face selectand aleator puncte
(xn, yn)N_; in pétratul unitate si determinand raportul p = m/N, unde m este numdarul
de puncte care satisfac 2 +y2 < 1. In simularile de mai jos se folosesc doud siruri

Horadam {w!} and {w?} calculate din formula (2.1.4).

Parametrii sunt x; = §,x, = % for {w)}, si x1 = §5,% = {5 for {w?}, cu conditiile
initiale 2 = 1+ }i, b = 1.5aexp(7(x; + x2)). Coordonatele 2D desenate in Fig. 3.20

reprezintd argumentele normalizate ale sirurilor Horadam date de formula

(3.3.2)

_ (Arglwl) + 7 Arg(wd) + 7
(X, ) = < 27 ’ 27 :
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o
)

Figura 3.20: Primele (a) 1000; (b) 10000 de puncte avand coordonatele (x,, y,) date de (3.3.2).

Mai sunt desenate punctele interioare (circles) si exterioare (crosses) cercului unitate (solid line).

In simularea aratata in Fig. 3.20(a), considerdim N = 1000 puncte din care 792 satisfac

x% 4+ y2 < 1. Din aceste date obtinem p = 7% = 0.792 si 7 ~ 4p = 3.1680.

Aproximatia se iImbunatdteste seminificativ cu cresterea numarului de termeni, la 3.1420

pentru N = 10* (desenat in Fig. 3.20 (b)) and to 3.141888 for N = 10°.

Tabelul 3.1: 10V este numirul de termeni considerat in fiecare simulare.

10N H1 H2 F1 F2 MT1 MT2
0.0584 | 0.0584 | -0.3297 | -0.3297 | -0.7258 | 0.8584
0.2584 | -0.0216 | 0.0985 | -0.0615 | -0.0215 | 0.0985
0.0784 | -0.0016 | -0.0136 | 0.0304 | -0.0456 | 0.0264
0.0104 | 0.0004 | 0.0092 | -0.0200 | 0.0036 | 0.0096
0.0012 | -0.0006 | -0.0016 | -0.0018 | 0.0004 | -0.0034
0.0003 | 0.0000 | -0.0001 | -0.0010 | -0.0026 | -0.0015
0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | -0.0006 | -0.0002 | 0.0004

N[O |G| =W | N~

O ilustratie mai detaliatd a convergentei e ardtatd in Tabelul 3.1. Acolo H1 si H2 sunt
obtinute din perechile w} si w? de siruri Horadam, in timp ce H2 vine din sirurile

.. 2 .
w) and w3 date mai jos sub forma (x1,x,4,b): w) := (%, <1+ %1,1.5&16”("1“2)),

w2 = <%, ‘1/—55, 1+ %i, 1.5ae”(x1+"2)>, w3 = (%i, 1= 1+ %i, 1.5ae”(x1+x2)>.

Coordonatele 2D care produc rezultatele din tabel sunt date de formulele

Arg(wl) +m Arg(w?) +
H].: (xn,yn) — < g(zn) , g<27-[) )/

Arg(wl) + 7 Arg(wd) + 7
o () = (A sl 4 )
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CHAPTER 4

Geometria orbitelor de siruri

recurente liniare complexe

Acest capitol investigheaza proprietdtile geometrice ale sirurilor recurente complexe

de ordin arbitrar, generalizand rezultatele pentru siruri Horadam din Capitolele 2 si 3.

Periodicitatea sirurilor liniare recurente a fost studiata mai ales in contextul corpurilor
finite sau al inelelor generale (vezi [38, Chapter 3] si [106, 118]). Recent, Bagdasar
si Larcombe au formulat conditii necesare si suficiente pentru periodicitatea sirurilor
liniare recurente complexe [17]. Aici enumerdm sirurile periodice de lungime fixa si
examindm structura geometricad a orbitelor. Apoi studiem orbitele produse de radacini

ale unitatii si prezentdm un mini-atlas de orbite neperiodice.

4.1 Rezultate preliminare

Fie m > 2 un numdr natural, a = (ay,...,a,) sic = (c1,...,cy) vectori de numere

o]

complexe si fie sirul {w,(a; c)};_, definit de recurenta
Wy = CQWy_1+ CoWy_o+ -+ + CrWy—m, m<néeclN, (4.1.1)

care satisface conditiile initiale w; 1 =a;,cui=1,...,m.

In acest capitol sunt stabilite conditii necesare si suficiente pentru periodicitatea sirurilor
Horadam generalizate complexe. Rezultatele sunt obtinute folosind formulele pentru
termenul general al unei recurente liniare de ordin arbitrar, pe baza conditiilor initiale
ai,...,a, Si a generatorilor zy,...,z,, reprezentdnd rdddcinile nenule (distincte sau

egale) ale ecuatiei caracteristice (4.1.1)

A= A" AT AT L AT, e N (4.1.2)
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Structura spatiului solutiilor pentru o recurentd liniard in conditii generale este de
asemenea discutatd, pe baza lucrarii lui Ivanov [64]. Descrieri alternative ale formulelor
termenului general se pot gdsi in alte lucrdri, ca de exemplu Andrica si Toader [11], sau
Cobzas [32, Chapter 6, Theorem 2.8].

Structura spatiului solutiilor pentru recurentele liniare

O solutie a recurentei (4.1.1) este orice functie w : IN — C care satisface conditia

w(n) =cw(n—1)+cwn —2)+--+cpw(n—m), n>m. (4.1.3)

Pentru orice valoare nenuld a lui A, ecuatia caracteristicd (4.1.2) se poate scrie
AT = AT L A T2 A+ O

Fara a fi restransa generalitatea, putem presupune cd ordinul recurentei nu se poate
reduce, deci ¢;, # 0. Pentru gdsirea unei baze a spatiului vectorial V al solutiilor,
putem verifica intai ca functiile w(n) = A" (A # 0) sunt o solutie a (4.1.3), daci A este

un zero al polinomului caracteristic
flx) =" —cx™ 1t —epx™ 2 — o — X — O (4.1.4)

Ca polinom complex, f(x) are exactly m rdddcini. Exemple de baze ale spatiului V
pentru cazurile cand raddcinile lui (4.1.4) sunt toate distincte, toate egale, sau distincte

cu multiplicitati arbitrare sunt prezentate mai jos.

Teorema 4.1.1. ([64, Teorema 1]) Daci polinomul caracteristic f(x) definit in (4.1.4) are m

rdddcini distincte z1, . . . , Zy, atunci urmdtoarele m giruri
filn) =21, fo(n) = z3,..., fu(n) =z,
formeazi o bazi a spatiului vectorial V contindnd solutiile recurentei (4.1.3).

Teorema 4.1.2. ([64, Corollary 1]) Daci polinomul caracteristic f(x) definit in (4.1.4) are m

raddcini egale cu z, atunci urmdtoarele m giruri
-1
filn) =2", fo(n) =nz",..., fm(n) =n""2",
formeazi o bazi a spatiului vectorial V contindnd solutiile recurentei (4.1.3).

Teorema 4.1.3. ([64, Teorema 2]) Daci polinomul caracteristic al unei recurente liniare are m

radicini distincte z, . . ., zy, cu multiplicititile dq, . .., dy (d1 + - - - +d,, = d), cele d siruri
filn)y=n"12!, 1<i<m, 1<j<d, (4.1.5)

formeazi o bazi a spatiului vectorial V contindnd solutiile recurentei (4.1.3).
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4.2 Conditii de periodicitate

[ee]

Pentru simplitate, se noteaza sirul {w,(a;c)};_, definit in (4.1.1) pentru m-tuplele de

numere complexe ay, ..., a, (conditii initiale) si ¢y, ..., ¢,y (coeficienti) cu {wn}fzo. Se
poate presupune cd ordinul recurentei nu poate fi redus, prin urmare c,, # 0.
4.2.1 Riddacini distincte
Fie z1, ...,z rddacini de ordin k ale unitatii distincte (m < k) si fie P(x) definit de
P(x)=(x—z1)(x—22) - (x —zp), x€C. (4.2.1)
Se considera de asemenea conditiile initiale arbitrare
wi1=a,€C, i=1,...,m. (4.2.2)

Teorema 4.2.1. Sirul recurent {wy, }°_, generat de polinomul caracteristic (4.2.1) si conditiile

initiale arbitrare (4.2.2) este periodic.

Demonstratie Sirul {w, };", avand polinomul caracteristic (4.2.1) satisface recurenta
Wy = CQWy_1+ CoWy_o+ -+ + CWy—m, m<néclN, (4.2.3)

cu coeficientii cy, . . ., ¢, dati de formula ¢; = (—1)'"'S;(zy,...,2zy), unde S;(z1, ..., zm)
reprezintd sumele simetrice de produse avand i factori neordonati alesi dintre zy, . . ., z,.
Din Teorema 4.1.1, sirurile f1(n) = z{, fo(n) = z5,..., fu(n) = zJ},, formeazd o bazi a
spatiului vectorial V al solutiilor recurentei (4.2.3), prin urmare termenul de rang n al

sirului poate fi scris ca 0 combinatie liniard sub forma
wy, = A1z} + Apzy + -+ - + Anzpy,. (4.2.4)

Coeficientii Ay, ..., A, pot fi obtinuti din relatia (4.2.4) si din conditiile initiale (4.2.2)

prin rezolvarea sistemului liniar de ecuatii

ay =A1+A+---+A,
ay = A1z1+ Azp + - + Az

A, = Alz’lﬂfl + Azzgifl 4o+ Azl

Intrucat zy, ..., z, sunt radacini de ordin k ale unitatii, z} = z?+k, i=1,...,m, deci

Wy = Wyik, 1 € IN. Prin urmare sirul {w, }_, periodic, iar perioada sa divide pe k.

38



CHAPTER 4: GEOMETRIA ORBITELOR DE SIRURI RECURENTE LINIARE COMPLEXE

Conditia initiald (4.2.2) se poate scrie in formd matriciald

1 1 1 Aq Ay a

z1 Z5 Zm Ap As a
=Vum(z)| | =1 |, (4.2.5)

A A . Ay A,

unde V,, ,(z) denotd matricea patratd Vandermonde. Pentru zy, . . ., z,, distinct obtinem
det ( Vium(z) | = ITi<icj<m(zj — zi) # 0.. Folosind notatia a = (a1,...,an), regula lui

Cramer [94] asigurd cd unica solutie a lui (4.2.5) este datd de expresia

Aj = det <V,i1,m(z, a)) / det <Vm,m(z)>, i=1,...,m, (4.2.6)

unde V, , este matricea obtinuta inlocuind coloana i a matricii Vi, (z) cu a.

Primii N termeni ai sirului {w, };_, pot fi calculati cu formula
VN,m(Z) ES (Al, Az, ey Am)T = (wo, wi,. .. ,wal)T (4.2.7)

Fig. 4.1 ilustreaza orbite periodice ale sirului {w,};’_, obtinute din recurenta (4.2.3)
(diamonds), sau formula directd (4.2.7) (circles) cand selectam (a) m = 3, respectiv (b)

m = 5 raddcini distincte dintre rddéacinile de ordin 7 ale unitatii.

Im z
o

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.1: Primii 15 termeni ai sirului {wy}; , calculati din recurenta (4.2.3) (diamonds) si
formula exacta (%'2j7) (circles), pentru (a) m :23, :—Zj = e%(Zj—l), siaj = .56%(1‘%),]‘ =1,2,3;
(b)ym =5, zj=e7/forj=1,2,56,7sia; = 36T(]+1),j =1,...,5. Mai sunt ilustrate conditiile

initiale (stars), generatorii (squares), cercul unitate S (solid line) si directia orbitei (arrows).

Teorema 4.2.2. (Conditie necesard de periodicitate) Si presupunem ci ridicinile zy, . . ., z,, ale
polinomului (4.2.1) sunt toate distincte. Sirul recurent {w, }$;_, avind polinomul caracteristic
(4.2.1) si conditiile initiale ay, . . ., ay, este periodic dacd si numai dacd existd numdrul natural

k € IN cu proprietatea
AiZF-1)=0, i=1,...,m, (4.2.8)

unde constantele Ay, ..., Ay sunt calculate prin formula (4.2.6).
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4.2.2 Riddicini egale

Fie z o rddédcind de ordin k a unitatii, m € N si fie polinomul P(x) definit de
P(x)=(x—2z)", xeC. 4.2.9)

Teorema 4.2.3. Sirul recurent {wy }°_, generat de polinomul caracteristic (4.2.9) si conditiile
initiale (4.2.2) este periodic daci Ay = Az = -+ = Ay, = 0,unde Ay, ..., Ay, sunt coeficientii

termenului {wy }5°_, in baza din Teorema 4.1.2. Altfel, sirul {wy };_, este divergent.

Demonstratie Ca si in Teorema 4.2.1, sirul {w, };", satisface recurenta liniara (4.2.3),

m

1)z, i = 1,...,m. Din Teorema

pentru coeficientii c1,...,c, dati de ¢; = (—1)""1(
4.1.2, sirurile f1(n) = z", fo(n) = nz4,..., fu(n) = n""1z", formeazd o bazi a spatiului
vectorial V' al solutiilor recurentei (4.2.9), prin urmare termenul de rang »n al sirului

poate fi scris ca o combinatie liniard sub forma

Wy = A1Z" + 1Az + -+ 0" A2 (4.2.10)

[ee]

Pentru A; = 0,i = 2,...,m avem w, = A;z", deci in acest caz sirul {w”}n:O este
periodic. Dacd existai > 2a.i. A; # 0, comportamentul lui w, este dictat de coeficientul
divergent n'A; al lui z", prin urmare sirul {w,}%_, diverge. Aceastd proprietate este

ilustrata in Fig. 4.2. Sirul poate fi (a) periodic sau (b) divergent.

I ()

Im z
o

-1 -0.5 0 0.5 1 -3

Figura 4.2: Primii 16 termeni ai sirului {w,};’_, calculti din recurenta (4.2.3) (diamonds) si

formula directd (circles) pentru m = 3,z = e si conditiile initiale (a) aj = 5 /3,j=1,2,3;

(b) aj = 7 /3, j = 1,2,3. Mai sunt ilustrate conditiile initiale (stars), generatorii (squares),

cercul unitate S (solid line) si directia orbitei (arrows).

Teorema 4.2.4. (Conditie necesard de periodicitate) Sirul recurent {w, }>_, avand polinomul

caracteristic (4.2.9) si conditiile initiale (4.2.2) este periodic dacd si numai daci
A(ZF—1)=0,Ay=A3=---= A, =0, (4.2.11)

unde constantele A1, ..., Ay, sunt calculate din conditiile initiale.
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4.2.3 Radacini distincte cu multiplicitati arbitrare

Fie2 <m <ksid,,...,d, numere naturale, z1, . .., z,, rdddcini distincte de ordin k ale

unitatiisi fie polinomul P(x) defined de
P(x) = (x —z1)(x —22)" -+ (x — z)™, x€C. (4.2.12)

Teorema 4.2.5. Sirul recurent {wy}5_, definit de polinomul caracteristic (4.2.12) de ordin

d=dy+ -+ dy si conditiile initiale w;_ = a;, i = 1,...,d este periodic cind
Aij=0, 1<i<m, 2<j<d,, (4.2.13)

unde Ay (1 <i <m,1 <j < d;) reprezintd coeficientii lui {w, }_, in baza (4.1.5) definitd
in Teorema 4.1.3. Altfel, sirul {w, }_, este divergent.

Conform ilustratiei din Fig. 4.3 (a), sirul poate fi periodic chiar daca d; > 2,i =1,...,m.
Cand oricare dintre coeficientii Al-]-, 1 <i<m,2 <j<d;nuseanuleazs, sirul {wn};":o
diverge, dupd dupa cum se aratd in Fig. 4.3 (b). O explicatie mai detaliatd a acestui

fenomen este prezentatd in Teorema 4.2.6.

Imz

-2 -1 0 1 2 -10 -5 0 5 10 15
Re z Re z

Figura 4.3: Primii 31 de termeni ai sirului {w, }_, calculat din recurentd (diamonds) si formula
i 27ti 5

directd (circles) pentru z; = e%, Zy = e%, dy = dp = 2 si conditiile initiale (a) aj = 2e/,
i=1,...,4 (D) aj = 2077 ,j =1,...,4. Mai sunt ilustrate conditiile initiale (stars), generatorii

(squares), cercul unitate S (solid line) si directia orbitei (arrows).

Teorema 4.2.6. (Conditii necesare de periodicitate) Fie 2 < m < k si dy,...,d, numere
naturale. Sirul recurent {wy, }o_, avind polinomul caracteristic (4.2.12) si conditii initiale

w;_1 =a;, 1 =1,...,d este periodic numai daci

Ap(zZf—1)=0, i=1,...,m, (4.2.14)
Ai]' :O, j:2,...,di,

unde coeficientii Ajj sunt calculati din conditiile initiale, pentru 1 <i <m,1 <j <d,.
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4.3 Geometria si numarul orbitelor periodice

In aceasta sectiune investigam geometria si numarul orbitelor periodice.

4.3.1 Limite geometrice ale orbitelor periodice

Teorema 4.3.1. Fie2 < m < ksidy,...,dy, € IN. Sd presupunem ci raddcinile z1, ...,z
ale polinomului P(x) defined de (4.2.12) sunt toate distincte. Dacd sirul Horadam generalizat
{wy(a; ) }5y corespunzitor este periodic, termenii sii sunt localizati in interiorul discului de

razd |Aqt| + |Aot| + - - 4 |Apa|, unde Ajy, j = 1,...,m calculate din conditiile initiale.

4.3.2 Structura geometrica a orbitelor periodice

Teorema 4.3.2. Fiem > 2siky, ko, ..., ky, numere naturale si fie riaddcinile primitive distincte

ale unitatii z; = e?pi/ki i =1,...,m. Notam cu K cel mai mic multiplu comun al numerelor
ki,... km, ie, K= lki,ko, ... kn). Orbita sirului {w,}>, este atunci un K-gon, ale cirui

noduri se pot impirti in K/k; X kj-goane regulate reprezentind un graf multipartit.

4.3.3 Enumerarea orbitelor periodice de lungime fixa

ZT[ip]'/kj

Fie m > 2 si raddcinile primitive distincte ale unitatii zj =e cuj=1,...,m

Coeficientii Ay, ..., Ay din formula (4.2.4) sunt presupusi a fi nenuli.

Definitia 4.3.3. Numarul de siruri de ordin m distincte de perioada k pentru conditiile
initiale ay,...,a, este notat cu Hp'(k). Functia H}'(k) este datd de numdrul tuplelor

(P,K) = (p1,k1,p2, ko, o) P, k) (1 < pj < kj,j=1,...,m) care satisfac conditiile
HE (k) = {(p1, k1) = = (pmkm) =1, [k1, - k] =k, kg < - <kn}|. (4.3.1)
Lema4.3.4. Daciky =ky = -+ =k si [k, ko, ... k| =k, k1 =kao=--- =k, =k

Lema 4.3.5. Dacii [ky, ko, ..., ky] = k si numerele ky, ... ky, sunt distincte, numdrul de 2m-
tuple (P, K) care satisfac (4.3.1) este (k1) @(k) - - - @(km).

Lema 4.3.6. Dacii numereleky, k, ..., ky, satisficind [ky,ka, ..., ky] = k pot fi partitionate in
s > 0 multimi avind d; elemente egale cu o valoare Ks pentru j = 1,...,s, atunci 2m-tuplele

(P, K) care satisfac (4.3.1) care corespund acestui m-tuplu este
(K1) (9(K2)\  (o(Ks)
dl dz ds .
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Teorema 4.3.7. Fie numerele naturale k,m > 2. Numdrul de siruri generalizate Horadam de

ordin m distincte care au perioada fixdi k este egal cu

Hyp (m; k) = i { i (90;1?)) . (ﬁogzs)) }

dy+-+ds=k
1<d;<k
[k1,-..ks]=k

Un exemplu pentru m = 3

Pentru a gési Hp(3; k), trebuie numdrate configuratiile (p1,k1) = (p2,k2) = (p3,kz) =1
cu [kq, ko, k3] = k. Atunci Hp(3;k) = Hy + Hy + H3 + Hy unde

(1) ky =k, = ks: H; = (p(k)((p(k)g!l)(fp(k)—z) _ ((p(3k)),,

@) ki =k < ki Hp = HEUGERI D g (k) = (7)) g (ka);

(4) ki <ky <ks: Hy = ¢(k1)§0(k2)§0(k3)

Ca sir de numere Hp(3; k) pentru k > 1 obtinem

k 1121345678910 |11
Hp(3;k) |0 |0|1]4]9]19|35|52]|83|110 | 165

neindexat in prezent in enciclopedia de siruri intregi OEIS.

4.4 Orbite generate de radacini ale unitatii

Teorema 4.4.1. Fie2 < m < ksidy,...,d, numere naturale. Dacd z1, ...,z sunt rdddcini
distincte de ordin k ale unitdtii, definim sirul {w,}5_, generat de polinomul caracteristic
(4.2.12), si numdrul

d* = max{j: Aij #0,i € {1,...,m}}, (4.4.1)
pentru coeficientii A1 <i<ml1<j< d;) din Teorema 4.2.5, se obtine urmdtoarele
proprietdti referitoare la sirul {wy }5_ si la subgirurile {wny1j}N—_o:

(a) Pentru d* <1 sirul {w,}’_, este periodic.

(b) Pentru d* > 2 sirul {w, }5_, este divergent.

(c) Pentru d* < 2 termenii {wyj}N—o sunt colineari (cazul periodic d* = 1 este inclus).
(

d) Pentru d* > 3 termenii {wyy. }—o converg asimptotic spre o dreaptd.
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4.5 Un mini-atlas de orbite ale SRL complexe neperiodice

In aceasti sectiune studiem configuratii produse de siruri liniare recurente neperiodice.
Rezultatele le extind pe cele formulate in Capitolul 3 pentru siruri Horadam. Se vor
considera orbite ne-degenerate produse de generatori distincti, unde termenul general
este dat de expresia w, = Az} + Aszy + -+ + Apzy, iar conditiile initiale arbitrare

ap,ay,...,a4,; sunt asa incat coeficientii A1, ..., A, sunt nenuli.
Ceim > 2 generatori distincti sunt notati cu
_ 27Tix] _ 27Tixy _ 27TiXy,

Z1 =Tn1e , Z2 =T12€ ;s Zm = Tme , (4.5.1)
undery, ..., 7y, X1,..., X, € R. Putem presupune inegalitdtile 0 <r; <1y < --- <1y
Configuratiile produse de formula (4.2.10) pentru generatorii (4.5.1) sunt

1. Stabile pentrur; =rn=---=r, =1;
2. Cvasi-convergente pentru 0 <r; <r, <--- <r, =1,

3. Convergentepentru0 <r; <r <---<r, <1,

4. Divergente pentrur, > 1.

Configuratiile geometrice obtinute in fiecare caz sunt prezentate mai jos.

4,51 Orbitestabile:r;=r=---=r, =1

Aici studiem orbite care corespund generatorilor aflati pe cercul unitate. Pentru con-
venientd, studiul este restrans la cazul m = 3, unde pentru conditiile initiale wy = 4,

w1 =bsiwy, = c(a,b,c € C), termenul general obtinut pentru radacini simple este dat
wy = Alzﬁ’ + Azzg + A3Z§, (452)

unde constantele A1, A, A3 se pot regasi pe baza conditiilor initiale.

Orbitele obtinute in acest scenariu sunt multimi finite (periodice), sau multimi dense

in anumite curbe unidimensionale, sau reuniuni de inele bidimensionale sau discuri.

Dupa cum se aratd in Sectiunea 4.3, orbitele sunt localizate in interiorul cercului de raza

|A1] + |Az| + | As|, care este de asemenea reprezentat in aceste diagrame.

Aici prezentdm un numadr de ilustratii semnificative. Propertitdtile sunt determinate
de linear dependenta (sau independenta) elementelor din multimea {1, x1, x2, X3} peste
Q, i.e., adica de existenta coeficientilor po, p1, p2, p3 € Q (nu toate zero) cu proprietatea

po + p1x1 + p2x2 + p3xz = 0.
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(a) Orbite stabile periodice (finite)

Cand x1, x2, x3 € Q orbita sirului este finitd (vezi Fig. 4.4). Intr-adevar, dacd x; = p1/ki,
X2 = pa/ka si x3 = p3/ks sunt ireductibile, avem zlfl = z§2 = z§3 = 1. Pentru anumite

valori Ay, Aa, A3, termenii sirului {w, }°_ se repeta cu periodicitatea lem(ky, k2, k3).

.....

Imz
(5] S w N - o = N w ES (3]
.
e -]
° ¥
&
-]
o
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o
Im z
- o =
43
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Figura 4.4: Orbita sirului {w,}%_, obtinut din (4.5.2) pentrury = r, = r3 = 1. (al) x; = 3,
Xp = %, X3 = % (30 puncte); (a2) x1 = %, Xp = %, X3 = % (70 puncte). Conditii initiale wy, wq, wy
(stars), generatori z1, 23, z3 (squares), U (0, 1) (solid line), U (0, |A1| + |Az| + | As|) (dotted line).

(b) Orbite dense in reuniuni de cercuri (1D)
Orbitele Horadam generalizate orbits pot fi dense in reuniuni de cercuri, ca in Fig. 4.5.

(bl) x1,x2 € Qsixz € R\ Q: orbita este densd in uniunea a [ky, kz] cercuri;

(b2) x; € R\ Qsixy; —x1,x3 — x1 € Q: orbita densa In uniune de cercuri concentrice.
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Figura 4.5: Orbita {w,};>, obtinutd din (4.5.2) pentrur; = r, = r3 = 1. (bl) x; = 1/3,

xo = 1/5/20,x3 = 1/2; (b2) x; = 7, x; = 7w +1/3, x3 = 7 + 1/3. Conditii initiale wy, wy, w,
(stars), generatori z1, 23, z3 (squares), U (0, 1) (solid line), U (0, |A1| + |Az| + | As|) (dotted line).
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(c) Orbite stabile dense in curbe complexe unidimensionale

Orbitele pot fi dense in uniuni de curbe rotite ca in Fig. 4.6, sau in graficul unor curbe

complexe. Inchiderea acestor orbite poate fi:
() x; € Q, x2 € R\ Qsixz/x; € Q: ky copii rotite ale unei curbe complexe;

(c2) x1 € R\ Qdar x/x1,x3/x1 € Q: 0 curbd complexd de forma f(z) = az + bzP + cz°.
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Figura 4.6: Orbita sirului {w; };", densa in curbe 1D, datd de (4.5.2) pentrur; =, =r3 = 1.
(c1) x1 = %, Xp=¢ex3=%;(2) x1 =7, x = 17”, x3 = 47t. Conditii initiale wy, w1, wy (stars),
generatori z1, zp, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U (0, |A1| + |A2| + |A3]) (dotted line).

(d) Orbite stabile in discuri bidimensionale

Dacad 1, x1, x2, x3 sunt linear independente peste Q, orbita este densa in discul de raza
|A1] + |Az| + |As|. Aceasta se intampld de obicei cand se combind radicali, e sau 7.

Acest caz este ilustrat in Fig. 4.7.
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Figura 4.7: Orbita sirului {w, }}°_, densd in regiuni 2D, datd de (4.5.2) pentrury =1, =r3 = 1.
(d1) x1 = e, xp = €2, x3 = €%; (d2) x; = 7, xo = 7%, x3 = 7r°. Conditii initiale wy, w1, w, (stars),
generatori z1, 23, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1| + |Az| + |A3]) (dotted line).
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(e) Orbite stabile dense in regiuni bidimensionale: Reuniuni de inele

Dacd x1,x, € R\ Q cu 1,x3, x; linear independente peste Q si x3 € Q, orbita este
o colectie de k; inele rotite in jurul originii. Aceastd situatie este ilustratd in Fig. 4.8

pentru 3, respectiv 4 inele.
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Figura 4.8: Orbita sirului {w,}$> , densd in regiuni 2D, datd de (4.5.2) pentrury =1, =13 = 1.
(el) x1 = @, Xy = %, X3 = %; (e2) x1 = ‘/TE, Xy = ‘1/—55, X3 = % Conditii initiale wy, wy, w»

(stars), generatori z1, zp, z3 (squares), U (0, 1) (solid line), U(0, |A1| + |Az| + | A3|) (dotted line).

(f) Orbite stabile dense in regiuni bidimensionale: "Colaci"

Dacd x1,x2,x3 € R\ Q si 1, x1,x3 sunt linear dependente (de exemplu x3/x; € Q),
orbita se obtine translatand un disc de-a lungul unei curbe unidimensionale. Acest caz

este ilustrat in Fig. 4.9 pentru curbe cu 3, respectiv 5 lobi.
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Figura 4.9: Orbita sirului {w,}$> , densd in regiuni 2D, datd de (4.5.2) pentrur; =1, =13 = 1.
(f1) x1 = 71, xp = 7%, x3 = 37; (f2) x1 = 7, xp = 71°/90, x3 = 67r. Conditii initiale wy, w1, w,
(stars), generatori z1, zp, z3 (squares), U (0, 1) (solid line), U(0, |A1| + |Az| + | A3|) (dotted line).
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4.5.2 Orbite cvasi-convergente: 0 <7y 