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Introducere

Numerele lui Fibonacci pot fi definite prin relaţia de recurenţă Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0,

pornind de la valorile iniţiale F0 = 1 şi F1 = 1. Pentru termenul general al şirului

există diferite expresii şi formule directe (de tip Binet), care implică două rădăcini ale

ecuaţiei caracteristice x2 − x − 1. Rădăcina mai mare este cunoscută drept tăietura de

aur 1+
√

5
2 ≈ 1.61803 39887 · · · , asociată în arte cu proporţiile ideale [115].

Dacă cercul se împarte în două arce a căror proporţie este numărul de aur, arcul mai

scurt subîntinde un unghi de aproximativ φ = 137.5◦, numit unghiul de aur. Acesta a

fost utilizat pentru simularea filotaxiei [95, 119], în algoritmi de căutare a minimelor de

funcţii unimodale [51], sau în designuri optime pentru centrale cu energie solară [96].

În urma lucrărilor iniţiate de către AF Horadam în anii 1960, recurenţele complexe

generale de ordin doi sunt numite şiruri Horadam. Acestea pot fi exprimate sub forma

wn+2 = pwn+1 + qwn, w0 = a, w1 = b, n ≥ 0,

unde în cel mai general context coeficienţii a, b, p şi q sunt numere complexe arbitrare.

Horadam a investigat întâi proprietăţile de bază ale acestei recurenţe (atât reale, cât

şi complexe) [52, 53, 55], apoi legături cu diverse tipuri de funcţii [54, 56]. Se poate

observa că ambele tipuri de polinoame Tschebyscheff—Tn(x) (din primul tip) şi Un(x)

(din al doilea tip)—reprezintă soluţii ale recurenţei de mai sus, atunci când p = 2x şi

q = −1, cu (pentru n ≥ 0) Tn(x) = wn(1, x; 2x,−1) şi Un(x) = wn(1, 2x; 2x,−1) [77].

Numeroase rezultate despre şirurile Horadam au fost obţinute ulterior.

În anii 1960-70, Zeitlin a cercetat funcţii generatoare pentru produse de şiruri recurente,

identităţi pentru puteri, determinanţi şi identităţi generale pentru şirurile Horadam

[125–128]. În 1980-90 Horadam şi Shannon au studiat legături cu identităţi Catalan [61],

funcţii eliptice şi serii Lambert [57], şiruri de ordin general [58] şi şiruri care implică

polinoame [59, 60]. Mai multe identităţi au fost obţinute de Lee [84], în timp ce Zhang

a explorat şiruri Horadam întregi [129–131]. Extensii cu privire la recurenţe speciale

[111], ideale [108] şi partiţii [109], au fost de asemenea explorate, precum şi rezultate

de bază cu privire la recurenţele de ordin trei într-un context general [110], [124].
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INTRODUCERE

În anii 2000, Kiliç et al. au formulat identităţi pentru şirurile Horadam [67], implicând

sume binomiale [68], funcţii generatoare [69] şi metode matriceale [70]. Alte rezultate

au fost prezentate în [47, 86] şi recent de Larcombe, Bagdasar şi Fennesey [78, 79].

Legături între şirurile Fibonacci şi Horadam au fost investigate de deKerf [36], Hilton

[50] şi Morgado [93], împreună cu rezultate pentru sume reciproce de termeni [2, 3],

[44], [63], [76], [114], [116], polinoame [48], [62], [105], sau proprietăţi algoritmice [104].

La finalizarea lucrării de sinteză [77], autorii au scris profesorului Horadam pentru a îl

informa cu privire la evoluţiile recente în domeniul pe care l-a iniţiat. În scrisoarea de

răspuns, profesorul Horadam a menţionat (detalii se găsesc în Apendice):

“Sunt foarte flatat de tonul lucrării . . . [care este] cuprinzătoare şi detaliată, oferind

o perspectivă aprofundată asupra istoriei şirului.”

Şirurile recurente liniare pot fi uneori periodice [30, 106, 118]. Primele exemple de şiruri

Horadam periodice au fost evidenţiate de Horadam în [53, (2.35), (2.36), p.166], iar

Clapperton, Larcombe şi Fennessey au oferit noi exemple [31, 80]. Condiţii necesare şi

suficiente pentru periodicitate au fost stabilite de Bagdasar şi Larcombe pentru şirurile

Horadam [18], iar apoi pentru şirurile recurente liniare complexe de ordin arbitrar [20].

Această teză reprezintă primul studiu aprofundat cu privire la geometria şi structura

şirurilor Horadam. Pornim de la contextul orbitelor periodice, apoi urmează un atlas

de orbite Horadam ne-periodice. Rezultatele sunt apoi generalizate la şiruri recurente

liniare complexe de ordin arbitrar. Pană la ora actuală, studiul a inspirat un generator

de numere pseudo-aleatoare, în timp ce alte aplicaţii sunt anticipate în domenii cum ar

fi criptografia, algoritmii de căutare şi optimizarea geometrică.

Se asteaptă ca şirurile Horadam să fie utile şi în rezolvarea problemelor de optimizare

în planul complex. În acest scop, metoda de căutare Fibonacci unidimensională a lui

Kiefer [66] ar putea fi generalizată prin noi concepte de unimodalitate, legate de cele

deja existente pentru cazurile de tip scalar [51], sau vectorial (multi-obiectiv) [85].

Prezenta teză este împărţită în cinci capitole.

Capitolul 1 prezintă noţiuni şi rezultate fundamentale. Secţiunea 1.1 prezintă concepte

cheie din teoria şirurilor recurente liniare, şi diverse exemple de recurenţe de ordin

doi. Secţiunea 1.2 este dedicată recurenţelor omografice în planul complex [12], care

motivează studiul condiţiilor de periodicitate în contextul altor recurenţe complexe.

Secţiunea 1.3 prezintă definiţii de bază din geometria planului complex [33, 34], funcţii

aritmetice [13, 14, 92], precum şi anumite rezultate din teoria numerelor referitoare la

densitate şi independenţa liniară [10, 11, 43, 46].
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INTRODUCERE

Capitolul 2 este dedicat orbitelor periodice ale şirurilor complexe Horadam. Acestea

sunt recurenţe liniare de ordin doi, depinzând de patru parametri din planul complex:

două condiţii iniţiale şi doi coeficienţi de recurenţă. Secţiunea 2.1 prezintă concepte

de bază şi formule de tip Binet pentru termenul general al şirului, pentru cazurile în

care rădăcinile ecuaţiei caracteristice pătratice (denumite generatori) sunt egale (cazul

degenerat) sau distincte (cazul ne-degenerat). În Secţiunea 2.2 sunt formulate condiţii

necesare şi suficiente care asigură periodicitatea şirurilor Horadam în context general.

În Secţiunea 2.3 este discutată structura geometrică a orbitelor Horadam periodice.

Apoi, Secţiunea 2.4 stabileşte numărul de şiruri Horadam de lungime fixă k ≤ 1, notat

cu HP(k). Rezultatele din acest capitol au fost publicate de către Bagdasar şi Larcombe

în lucrările [18, 19], şi de Bagdasar, Larcombe şi Anjum [21, 22].

Capitolul 3 este dedicat şirurilor Horadam ne-periodice şi aplicaţiilor lor. Mai întâi,

orbitele degenerate sunt discutate în Secţiunea 3.1. În Secţiunea 3.2 se prezintă un

atlas de orbite Horadam, pus laolaltă de Bagdasar [16]. Acesta cuprinde orbite stabile

(finite, sau dense în submulţimi uni- sau bi-dimensionale ale planului complex), cvasi-

convergente, convergente sau divergente în planul complex. Secţiunea 3.3 analizează

un generator de numere pseudo-aleatoare propus de Bagdasar si Chen în [17].

Capitolul 4 prezintă generalizări ale rezultatelor formulate în Capitolele 2 şi 3, la şiruri

recurente liniare complexe de ordin superior (numite şi şiruri Horadam generalizate).

În Secţiunea 4.1 se discută structura spaţiului de soluţii al şirurilor recurente liniare. În

Secţiunea 4.2 se prezentă condiţii necesare şi suficiente de periodicitate pentru şirurile

recurente liniare complexe de ordin arbitrar, formulate de către Bagdasar şi Larcombe

[20]. În Secţiunea 4.3 stabilim limite geometrice pentru regiuni care circumscriu or-

bite periodice. De asemenea determinăm structura geometrică şi numărul orbitelor

periodice de lungime dată. Secţiunea 4.4 prezintă proprietăţi geometrice ale orbitelor

produse de rădăcini ale unităţii. Un mini-atlas cuprinzând orbite de şiruri Horadam

generalizate de ordin trei în planul complex este prezentat în Secţiunea 4.5.

Capitolul 5 prezintă anumite şiruri de numere întregi, relevante pentru enumerarea

şirurilor recurente liniare periodice în planul complex. În Secţiunea 5.1 se enumeră

tuplele ordonate de întregi, care au acelaşi cel mai mic multiplu comun (sau cel mai

mare divizor comun). Rezultatele au fost publicate de către Bagdasar în [15]. Funcţiile

aritmetice care enumeră tuplele (strict) crescătoare cu acelaşi cmmmc sunt analizate în

Secţiunea 5.2, şi sunt folosite în enumerarea şirurilor Horadam generalizate periodice

caracterizate în [17]. În Secţiunea 5.3 se discută noi adiţii la On-Line Encyclopedia of

Integer Sequences OEIS (baza de date de şiruri întregi) (A245019, A245020, A247513,

A247516, A247517) de către Bagdasar, şi interpretări noi la şiruri deja existente.
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Alte articole sunt încă în curs de pregătire.
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Prezentări legate de teză:

Rezultatele din această teză au fost diseminate în următoarele conferinţe:

• 6-10 Iulie 2015: BCC25 (British Combinatorial Colloquium), Warwick University,

UK; Prezentare: On the enumeration of integer tuples having the same lcm.

• 13-21 August 2014: ICM 2014 (International Congress of Mathematicians), Seoul,

S. Korea; Prezentare: On the enumeration of periodic generalized Horadam sequences.

• 6-11 August 2014: ANTS XI (Algorithmic Number Theory Symposium), GyeongJu,

S. Korea; Poster: On certain computational and geometric properties of Horadam orbits.

• 26-28 Martie 2014: UKSim2014, Cambridge, UK (Talk, Session Chair);

Prezentare: A Horadam-based Pseudo-random Number Generator.

• 1-5 Iulie 2013: BCC24 (British Combinatorial Colloquium), Royal Holloway, UK;

Prezentare: Enumeration of periodic Horadam sequences.

Urmatoarele prezentări şi seminarii pe acest subiect au fost susţinute:

• 6 Iunie 2015: UBB Cluj, RO, Prezentare pentru comisia de îndrumare:

"On the geometry and applications of complex recurrent sequences"

• 2 Aprilie 2015: UBB Cluj, RO, Seminarul de Analiză Complexă (30 min):

"On the geometric patterns produced by Horadam sequences in the complex plane"

• 20 Februarie 2015: TCS Research Group, Loughborough University, UK:

"Complex Horadam sequences: periodicity, enumeration and applications"

• 16 Februarie 2015: Vorbitor invitat, University of Derby:

"On the Visualisation of Number Sequences"

• 22 August 2014: Hanbat National University, S. Korea:

"Mathematics of beauty: on recurrences and emotions"

• 29 Mai 2014: UBB Cluj, RO, Facultatea de Matematică:

"On some properties and applications of Horadam sequences"

• 29 Octombrie 2013: Open University Mathematics Seminar, UK:

"The geometric patterns of complex Horadam sequences"

Cuvinte cheie: recurenţe liniare în planul complex, structuri geometrice, şiruri Ho-

radam, numere Fibonacci, periodicitate, recurenţe omografice, generatoare de numere

aleatoare, combinatorică, funcţii aritmetice, şiruri întregi, cel mai mic multiplu comun.
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Sunt foarte recunoscător celor trei referenţi. În primul rând, faţă de domnul Profesor
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Apoi, domnului Profesor Radu Gologan care a găsit timp în programul dumnealui
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Sincere mulţumiri domnului Profesor Nicolae Popovici, mentorul meu în matematicile
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CHAPTER 1

Noţiuni introductive

În acest capitol sunt prezentate rezultate fundamentale din teoria şirurilor recurente.

De asemenea, sunt introduse concepte de bază din geometria planului complex şi teoria

numerelor, necesare pentru formularea rezultatelor din aceasta teză.

1.1 Şiruri recurente liniare (SRL)

În această secţiune sunt prezentate rezultate cheie din teoria şirurilor recurente liniare.

Definiţia 1.1.1. Un şir recurent liniar (SRL) reprezintă un şir infinit w = (w0, w1, w2, . . . )

de numere care satisface o relaţie de recurenţă de forma

wn = c1wn−1 + c2wn−2 + · · ·+ cmwn−m, (1.1.1)

pentru m ≤ n ∈ N, cu c1, . . . , cm (cm 6= 0) constante. Dacă numerele a1, . . . , am satisfac

wi−1 = ai, i = 1, . . . , m, atunci recurenţa este de ordin m, şi este unic definită.

Polinomul caracteristic asociat cu şirul care satisface (1.1.1) este definit de

f (x) = xm − c1xm−1 − · · · − cm−1x − cm, (1.1.2)

şi dictează proprietăţile şirului. Termenul general al recurenţei poate fi scris sub forma

wn = p1(n)z
n
1 + · · ·+ pm(n)zm

1 ,

unde z1, . . . , zm sunt rădăcinile polinomului caracteristic (1.1.2). Dacă rădăcinile sunt

distincte, recurenţa este numită simplă şi p1, . . . , pm sunt constante.

Numeroase proprietăţi şi rezultate sunt prezentate în monografia Everest et al. [38].

Probleme de decizie privind SRL cu termeni raţionali sunt discutate de Ouaknine şi

Worrell în [99] şi alte lucrări.
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CHAPTER 1: NOŢIUNI PRELIMINARE

Problema 1. Este wn = 0 pentru anumite valori n ? (Skolem)

Problema 2. Este wn = 0 un număr infinit de valori n ?

Problema 3. Este wn ≥ 0 pentru orice n ? (Positivity)

Problema 4. Este wn ≥ 0 tot timpul, cu excepţia unui număr finit de valori ale lui n ?

(Ultimate Positivity)

În ciuda multor încercări, Problema 1 este încă deschisă, în timp ce Berstel şi Mignotte

au arătat că Problema 2 este decidabilă [24]. Recent, Ouaknine şi Worrell au rezolvat

afirmativ Problema 3 pentru SRL simple de ordin m ≤ 9 [100], respectiv pentru SRL

arbitrare de ordin m ≤ 5 [101]. Problema 4 a fost rezolvată pentru SRL simple [99].

Reducerea ordinului şirurilor recurente liniare

Ordinul unei recurenţe liniare poate fi redus, obţinând o recurenţă neliniară. Pentru

recurenţe de ordin doi, Andrica şi Buzeţeanu au demonstrat următorul rezultat [8]:

Teorema 1.1.2. Dacă wn = c1wn−1 + c2wn−2 satisfac c2 6= 0, w1 = a1 şi w2 = a2, atunci

w2
n − c1wnwn−1 − c2w2

n−1 = (−1)ncn−2
2

(

a2
2 − c1a1a2 − c2a2

1
)

.

Pentru c1 = c2 = 1 şi a1 = a2 = 1 se obţine o identitate pentru numerele Fibonacci

F2
n − FnFn−1 − F2

n−1 = (−1)n−1.

Aplicaţii în teoria ecuaţiilor diofantice au fost discutate în aceeaşi lucrare. Rezultatul a

fost generalizat pentru recurenţe de ordin arbitrar de către aceiaşi autori în [9].

Şiruri recurente de ordinul doi

Numere Fibonacci şi tăietura de aur

Definiţia 1.1.3. Numerele lui Fibonacci sunt exemplul clasic de şir recurent. Regula

este că fiecare element este obţinut adunând cei doi termeni precedenţi: [1, Chapter 5]

Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0, F0 = 1, F1 = 1.

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice x2 − x − 1 = 0 pot folosite pentru a produce formule

explicite pentru termenul general al şirului. Un exemplu este Fn = (ϕn − φn)/
√

5,

unde ϕ = 1+
√

5
2 ≈ 1.61803 39887 . . . este tăietura de aur (şirul A001622 în OEIS).

În Matematică au aplicaţii în teoria grafurilor (numere şi grafuri Fibonacci) [71], struc-

turi de date (Fibonacci heap) [41], sau algoritmi de căutare (căutare Fibonacci) [66].

Alte rezultate şi aplicaţii sunt date în [27–29], [73], [87–91], şi [96].
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Şiruri Horadam

Şirurile Horadam sunt o generalizare directă a numerelor Fibonacci în planul complex.

Acestea sunt definite prin recurenţa

wn+2 = pwn+1 + qwn, w0 = a, w1 = b, n ≥ 0,

unde în cazul cel mai general a, b, p, q sunt coeficienţi complecşi arbitrari.

Prima lucrare care sistematizează rezultatele produse în ultimii 50 de ani pe tema

şirurilor Horadam, a fost elaborată de Larcombe, Bagdasar şi Fennesey [77].

Periodicitatea Horadam a fost scoasă în evidenţă de Clapperton, Larcombe şi Fennessey

în [31], apoi de către Larcombe şi Fennesey [80]. Autorii au evidenţiat diverse exemple

de şiruri Horadam periodice legate de polinoame Catalan, ca de pildă

{wn(1, 1; 1,−1)}∞
n=0 = {1, 1, 0,−1,−1, 0, . . . } = {Pn(1)}∞

0

{wn(1,
√

2;
√

2,−1)}∞
n=0 = {1,

√
2, 1, 0,−1,−

√
2,−1, 0, . . . } = {

√
2

n
Pn(1/2)}∞

0 ,

unde Pn(x) reprezintă polinomul Catalan de ordin (n + 1) definit în [31].

1.2 Recurenţe omografice: orbite şi periodicitate

În aceasta secţiune sunt prezentate rezultate privind recurenţele omografice: formule

ale termenului general pentru şiruri degenerate/ne-degenerate, şi condiţii pentru con-

vergenţă, divergenţă, ca şi periodicitate formulate de Andrica şi Toader [12].

Definiţia 1.2.1. Un şir omografic {zn}∞
n=0 este definit prin recurenţa

zn+1 =
a · zn + b
c · zn + d

z0 ∈ C, (1.2.1)

unde a, b, c, d sunt numere complexe care satisfac c 6= 0 6= ad − bc.

Rădăcinile parabolelor de mai jos sunt utile pentru termenul general al (1.2.1).

cq2 + (d − a)q − b = 0, p2 − (a + d)p + ad − bc = 0. (1.2.2)

Cele două parabole au acelaşi discriminant D = (d − a)2 + 4bc, în timp ce rădăcinile

(1.2.2) notate prin q1, q2 şi p1, p2 satisfac identităţile

q1,2 =
a − d ±

√
D

2c
; pk = cqk + d, k = 1, 2. (1.2.3)

3
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Teorema 1.2.2 (Cazul ne-degenerat, Teorema 2.1 [12] ). Dacă D 6= 0 atunci zn este dat de

zn =
q1 · (z0 − q2) · (cq1 + d)n − q2 · (z0 − q1) · (cq2 + d)n

(z0 − q2) · (cq1 + d)n − (z0 − q1) · (cq2 + d)n . (1.2.4)

Echivalent, se pot obţine formule care implică p1, p2, c, d şi z0.

Teorema 1.2.3 (Cazul degenerat, Teorema 2.3 [12] ). Dacă D = 0 atunci zn este dat de

zn =
(a + d) · z0 + n [(a − d) · z0 + 2b]

a + d + n(2cz0 − a + d)
. (1.2.5)

Putem defini notaţia următoare z = a+d+
√

D
a+d−

√
D
= p2

p1
= re2πiθ , A = z0−q2

z0−q1
.

Condiţia initială ad− bc 6= 0 implică a+ d−
√

D 6= 0. Pentru z ∈ {0, 1} obţinem D = 0,

iar pentru D 6= 0, formula (1.2.4) este echivalentă cu zn = Aq1−q2zn

A−zn .

În ce urmează reformulăm [12, Teorema 3.1], în variabila unică z.

Teorema 1.2.4. Fie {zn}∞
n=0 o recurenţă omografică definită de (1.2.1). Avem:

(a) Dacă z = 1, atunci {zn}∞
n=0 converge la (a − d)/2c = (q2 + q1)/2;

(b) Dacă |z| < 1, atunci {zn}∞
n=0 converge la q1.

(c) Dacă |z| > 1, atunci {zn}∞
n=0 converge la q2.

(d) Dacă |z| = 1, atunci următoarele cazuri sunt posibile.

(d1) Pentru θ = p/q ∈ Q fracţie ireductibilă, {zn}∞
n=0 este periodică în graficul unei curbe.

(d2) Pentru θ = p/q ∈ R \ Q, {zn}∞
n=0 este dens în graficul curbei w = H(z) = q2z−q1

z−1 .

În Figura 1.1 sunt prezentate o orbită a periodică având 13 puncte (a), şi una densă (b).

−0.5 0 0.5 1 1.5 2
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Re z

Im
 z

(a)

−0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

2

Re z

Im
 z

(b)

Figura 1.1: Primii 100 de termeni ai {zn}∞
n=0 din (1.2.1) (romb) şi formula directă (cerc) pentru

z0 = 1 + 2i (stea) şi z = re2πi x, unde (a) r = 1, x = 4/13; (b) r = 1, x =
√

2/4. pentru a = 3+ i,

d = 1 − 2i, b = 2 − 2i. Săgeata arată creşterea indexului şirului.
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1.3 Elemente de geometrie complexă şi teoria numerelor

Definiţia 1.3.1. (Poligoane stelate) Pentru k, p ∈ N, poligonul stelat regulat notat prin

simbolul Schläfli {k/p} se construieşte unind fiecare al p-lea punct din cele k vârfuri

ale unui poligon regulat (vezi [33, Chapter 2], [34, Chapter 6]).

Definiţia 1.3.2. (Graf multipartit) Pentru k ∈ N, un graf k-partit W are mulţimea

nodurilor V partiţionată în k mulţimi, cu arce doar între noduri aflate în submulţimi

distincte: G = (V1, . . . , Vk, E) cu E ⊂ {uv | u ∈ Vi, v ∈ Vj, i 6= j}. Mulţimea Vi,

i = 1, . . . , k este numită nivelul i al lui G [83, p.4]. Un graf 2-partit este numit bipartit.

LCM şi GCD pentru tuple naturale

Fie numerele a = pa1
1 pa2

2 · · · pak
k , b = pb1

1 pb2
2 · · · pbk

k unde p1 < p2 < ... < pk sunt prime

şi ai, bi sunt numere naturale. Următoarele identităţi au loc:

gcd(a, b) = pmin(a1,b1)
1 pmin(a2,b2)

2 · · · pmin(ak,bk)
k ,

lcm(a, b) = pmax(a1,b1)
1 pmax(a2,b2)

2 · · · pmax(ak,bk)
k ,

a · b = lcm(a, b) · gcd(a, b) = pa1+b1
1 pa2+b2

2 · · · pak+bk
k . (1.3.1)

Dacă n = pn1
1 pn2

2 . . . pnr
r , |{(a, b) : lcm (a, b) = n}| = (2n1 + 1)(2n2 + 1) · · · (2nr + 1) [7].

Numărul de k-tuple de numere naturale cu cel mai mic multiplu n este

LCM(n; k) = |{(a1, . . . , ak) : lcm (a1, . . . , ak) = n}|.

O legătură între lcm şi gcd pentru k-tuple a fost evidenţiată de Vălcan şi Bagdasar [117].

Teorema 1.3.3. Fie k ≥ 2 şi a1, . . . , ak numere naturale. Următoarele identităţi au loc:

lcm (a1, a2, . . . , ak) =

∏
1≤i1<···<iu≤k

gcd (ai1 , . . . , aiu)

∏
1≤i1<···<iv≤k

gcd (ai1 , . . . , aiv)
, (1.3.2)

gcd (a1, a2, . . . , ak) =

∏
1≤i1<···<iu≤k

lcm (ai1 , . . . , aiu)

∏
1≤i1<···<iv≤k

lcm (ai1 , . . . , aiv)
, (1.3.3)

unde u este impar şi v este par.

Demonstraţie: Dacă p prim are puterile m1, . . . , mk în a1, . . . , ak, (1.3.2) se reduce la

max(m1, . . . , mk) = ∑
1≤i1<...<iu≤n

min(mi1 , . . . , miu)− ∑
1≤i1<...<iv≤n

min(mi1 , . . . , miv),

unde u este impar şi v este par. Pentru aceasta trebuie doar număraţi termenii din cele

două părţi. Acest argument se poate verifica şi cu principiul de includere-excludere. �
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Definiţia 1.3.4. Pentru n ∈ N, ϕ(n) reprezintă numărul de termeni 1 ≤ k ≤ n relativ

primi cu n [14, 46, 92]. Dacă factorizarea lui n este n = pa1
1 pa2

2 · · · pak
k , atunci

ϕ(n) = n
(

1 − 1
p1

)(

1 − 1
p2

)

· · ·
(

1 − 1
pk

)

.

Următoarea identitate este folosită în Secţiunea 2.3.

Propoziţia 1.3.5. Pentru orice a, b ∈ N are loc proprietatea

ϕ(gcd(a, b)) · ϕ(lcm(a, b)) = ϕ(a) · ϕ(b). (1.3.4)

Partiţii şi numere Stirling

Fie n şi k numere naturale. Următoarele proprietăţi au loc:

Propoziţia 1.3.6. Numărul de k-tuple de numere naturale pozitive având suma n este

S∗
+(n, k) =

(

n − 1
k − 1

)

.

Propoziţia 1.3.7. Numărul de k-tuple de numere naturale având suma n este

S+(n, k) =
(

n + k − 1
k − 1

)

.

Pentru mai multe example şi detalii se pot consulta referinţele [1], [4], [7], [39], sau [42].

Definiţia 1.3.8. Numerele Stirling de ordin doi S(n, k) [26], [72], numără modul de par-

tiţionare al unei mulţimi de n obiecte etichetate în k mulţimi nevide ne-etichetate.

Numerele Stirling de ordin doi satisfac relaţiile [112]:

S(n + 1, k) = kS(n, k) + S(n, k − 1);

S(n, k) =
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)

jn.

Rezultate de linear (in)dependenţă şi densitate

Aici sunt prezentate diverse rezultate de linear independenţă şi densitate.

Definiţia 1.3.9. Numerele x1, . . . , xk ∈ R, k ≥ 1 sunt linear dependente peste Q (şi Z)

dacă există coeficienţi a1, . . . , ak ∈ Q, astfel încât

a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk = 0, şi (a1, . . . , ak) 6= (0, . . . , 0). (1.3.5)

Dacă identitatea (1.3.5) are loc doar când (a1, . . . , ak) = (0, . . . , 0), numerele x1, . . . , xk

sunt numite linear independente.

6
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Propoziţia 1.3.10. Dacă p este prim, tripletul (1, 3
√

p, 3
√

p2) este linear independent peste Z.

Pentru k = 1, linear independenţa lui 1 şi x1 implică x1 ∈ R \ Q, şi obţinem forma

uni-dimensionala a lemei lui Kronecker [46, Theorem 339], [43].

Teorema 1.3.11. Dacă x este iraţional, atunci şirul {nx} este dens în intervalul [0, 1].

Un rezultat mai general, a fost obţinut de Weyl [121]

Teorema 1.3.12. Dacă x este iraţional, atunci punctele {nx} sunt uniform distribuite in [0, 1].

Diverse formulări echivalente si generalizări ale rezultatelor lui Kronecker şi Weyl au

fost propuse de Andrica şi Buzeţeanu în [10]. Menţionăm următoarele trei rezultate:

Teorema 1.3.13. Fie P(X) = apXp + · · · + a1X + a0 ∈ R[X] un polinom astfel încât cel

puţin unul dintre coeficienţii ap, . . . , a1 este iraţional. Atunci limN→∞
1
N ∑

N
0 e2πi P(n) = 0.

Teorema 1.3.14. Dacă x este iraţional, atunci mulţimea A = {n + mx : m ∈ N, n ∈ Z}
este densă peste tot în R.

Teorema 1.3.15. Fie s > 0, a ≥ 0 şi ≥ 0 numere întregi şi x irational. Atunci mulţimea

A = {n + mx : m ∈ N, n ∈ Z, n = a(mod s), m = b(mod s)} este densă peste tot în R.

În Capitolul 3 este folosită următoarea formă multi-dimensională a lemei lui Kronecker.

Teorema 1.3.16. ([46, Teorema 442]) Dacă 1, x1, x2 . . . , xk sunt linear independente peste N,

iar α1, α2, . . . , αk > 0, şi N, ε > 0, atunci există numerele întregi n > N, p1, . . . , pk cu

proprietatea

|nxm − pm − αm| < ε (m = 1, . . . , k)

Teorema 1.3.17. ([46, Theorem 443]) Dacă 1, x1, x2 . . . , xk sunt linear independente peste N,

atunci mulţimea punctelor {nx1}, {nx2}, . . . , {nxk}, este densă în cubul unitate.

Propoziţia 1.3.18. Fie x1, x2 ∈ R. Dacă (1, x1, x2) sunt linear independente peste Q (sau

Z), atunci şirul ({nx1}, {nx2}) este dens în [0, 1] × [0, 1]. În caz contrar, (1, x1, x2) sunt

linear dependente peste Q (sau Z), deci există a0, a1, a2 cu proprietatea a0 + a1x1 + a2x2 = 0.

Următoarele scenarii sunt posibile:

1. x1, x2 ∈ Q (a0 = −a1x1 − a2x2). În acest caz şirul ({nx1}, {nx2}) este periodic.

2. x1 = p/k ∈ Q (ireductibil), x2 ∈ R \ Q (a1 = 0, a0 = −a2x2). Pentru aceste valori şirul

({nx1}, {nx2}) este dens în {0, 1
k , . . . k−1

k } × [0, 1].

3. x1, x2 ∈ R \ Q (x2 = − a1
a2

x1 − a0
a2

= b1x1 + b0). Aici şirul ({nx1}, {nx2}) este dens în

graficul funcţiei f : [0, 1] → R2 definite de f (x) = (x, b1x + b0). Cazuri particulare notabile

sunt b1 = 0 (i.e., x2/x1 ∈ Q) sau b1 = 1 (i.e., x2 − x1 ∈ Q).
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CHAPTER 2

Şiruri Horadam periodice

Şirurile Horadam sunt o generalizare naturală a numerelor Fibonacci şi implică patru

parametri complecşi: două valori iniţiale şi doi coeficienţi ai recurenţei. Prin urmare,

termenii şirului pot fi vizualizaţi în planul complex. În acest capitol prezentăm formule

pentru termenul general al şirului. Apoi discutăm condiţiile necesare şi suficiente de

periodicitate folosite pentru clasificarea şi enumerarea orbitelor Horadam finite.

2.1 Şiruri Horadam

Un şir {wn}∞
n=0 = {wn(a, b; p, q)}∞

n=0 definit prin recurenţa

wn+2 = pwn+1 + qwn, w0 = a, w1 = b, (2.1.1)

unde parametrii a, b, p şi q sunt numere complexe este numit şir Horadam. Pentru

simplitate, şirul Horadam {wn(a, b; p, q)}∞
n=0 este notat prin {wn}∞

n=0.

Recurenţa liniara de ordin doi (2.1.1) este denumită în onoarea lui A.F. Horadam—care

a iniţiat investigarea acestei recurenţe generale în două lucrări din anii 1960 [53, 55].

Numeroase şiruri se obţin în particular. De exemplu, pornind de la (a, b) = (0, 1),

obţinem şirurile lui Fibonacci pentru (p, q) = (1, 1), sau Lucas pentru (p, q) = (1,−1).

Ecuaţia caracteristică asociată cu recurenţa (2.1.1) este

P(x) = x2 − px − q = 0, (2.1.2)

ale cărei rădăcini numite generatori sunt notate prin z1 şi z2. Relaţiile lui Vieta scrise

pentru polinomul P dau

−p = z1 + z2, q = z1z2, (2.1.3)

aratând că recurenţa (2.1.1) definită de coeficienţii p, q poate fi definită alternativ prin

generatorii z1, z2 pe baza identită ţilor (2.1.3).

8
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Termen general

Aici se prezintă formule pentru termenul general wn al şirului complex Horadam (2.1.1),

când ecuaţia caracteristică (2.1.2) are rădăcini distincte sau egale.

Cazul ne-degenerat: Rădăcini distincte (z1 6= z2)

Termenul general al şirului {wn}∞
n=0, pentru rădăcini distincte z1, z2 ale (2.1.2), este dat

de formula (a se vedea [1, Chapter 7], [38, Chapter 1] sau [65])

wn = Azn
1 + Bzn

2 =
1

z2 − z1
[(az2 − b)zn

1 + (b − az1)z
n
2 ] , (2.1.4)

unde constantele A şi B obţinute din w0 = a şi w0 = b sunt date de expresiile

A =
az2 − b
z2 − z1

, B =
b − az1

z2 − z1
, (2.1.5)

Cazul degenerat: Rădăcini egale (z1 = z2)

Când rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt egale (z1 = z2 = z) termenul general al

şirului Horadam este dat de formula

wn = Azn + Bnzn =

[

a +
(

b
z
− a

)

n
]

zn (2.1.6)

Orbite Horadam particulare

Rezultatele din această sectiune au fost publicate în [21] şi prezintă orbite Horadam

produse de generatori distincţi. Unele rezultate rămân valide si pentru generatori egali.

Orbite produse de generatori conjugaţi (dacă a, b ∈ R)

Teorema 2.1.1. Fie {wn}∞
n=0 un şir Horadam având termenul general dat de (2.1.4), ai cărui

generatori satisfac z1 = z2. Şirul {Wn}∞
n=0 este o submulţime a dreptei reale dacă a, b ∈ R. În

acest caz se obţine cazul particular al şirurilor Horadam reale.

Orbite concentrice produse de generatori opuşi

Teorema 2.1.2. Fie k ∈ N număr par, z1, z2 rădăcini primitive de ordin k ale unităţii care

satisfac z2 = −z1 şi a, b ∈ C arbitrare. Orbita şirului {wn}∞
n=0 (2.1.1) este formată din două

k/2-goane regulate concentrice, ale căror noduri reprezintă un graf bipartit, ca în Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Primii N = 100 termeni ai orbitei şirului {wn}N
n=0 obţinuti din (2.1.4), calculate

pentru perechile de rădăcini opuse (a) k = 10, z1 = e2πi 1
10 , z1 = e2πi 6

10 ; (b) k = 14, z1 = e2πi 5
14 ,

z1 = e2πi 12
14 . Săgeţile indică direcţia orbitei iar linia punctata este cercul unitate. Condiţiile

iniţiale w0 = a = 2 + 2/3i şi w1 = b = 3 + i sunt reprezentate prin stele.

Orbite conjugate produse de parametri conjugaţi

Teorema 2.1.3. Fie {wn}∞
n=0 un şir Horadam având termenul general definit prin formula

(2.1.4), pentru generatorii z1 6= z2 şi condiţiile initiale a şi b. Şirul {Wn}∞
n=0 produse de

generatorii conjugaţi z1, z2 şi condiţiile initiale a, b satisface

Wn = wn, n ∈ N. (2.1.7)

2.2 Periodicitatea şirurilor Horadam complexe

În una dintre publicaţiile sale iniţiale [53], Horadam a evidenţiat două perechi p, q care

produc şiruri periodice {wn(a, b;±1, 1)}∞
n=0.

În această secţiune se stabilesc condiţii necesare şi suficient pentru periodicitatea c sir-

ului {wn}∞
n=0, când rădăcinile z1, z2 ale ecuaţiei caracteristice (2.1.2) sunt distincte sau

egale. Rezultatele din această secţiune au fost publicate în [18].

Lema 2.2.1. Mulţimea M = {{nx} | n ∈ N} este densă în [0, 1] pentru orice x ∈ R\Q.

Lema de mai jos descrie comportamentul şirului {zn}∞
n=0 pentru valori arbitrare z ∈ C.

Lema 2.2.2. Fie z = re2πix ∈ C un număr complex (r > 0). Orbita şirului {zn}∞
n=0 este

(i) un k-gon regulat dacă r = 1, şi x = j/k ∈ Q cu gcd(j, k) = 1;

(ii) o submulţime densă a cercului unitate pentru r = 1 şi x ∈ R \ Q;

(iii) o spirală convergentă la oridinge dacă r < 1;

(iv) o spirală divergentă dacă r > 1.
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CHAPTER 2: ŞIRURI HORADAM PERIODICE

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Re z

Im
 z

(a)

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Re z

Im
 z

(b)

Figura 2.2: Orbita şirului {zn}∞
n=0 când r = 1 şi (a) x = 1/5; (b) x = 1/8. Săgeţile indică direcţia

orbitei, linia punctată este cercul unitate iar z = r exp(2πix) este reprezentat cu un pătrat.
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Figura 2.3: Primii 71 termeni ai şirului {zn}∞
n=0 când r = 0.98 şi (a) x = 1/5; (b) x =

√
2/10.

Săgeţile indică direcţia orbitei, linia punctată este cercul unitate, iar z = r exp(2πix) este

reprezentat cu un pătrat.
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Figura 2.4: Primii 101 termeni ai şirului {zn}∞
n=0 când r = 1.01 şi (a) x = 1/10; (b) x =

√
2/10.

Săgeţile indică direcţia orbitei, linia punctată este cercul unitate iar z = r exp(2πix) este

reprezentat cu un pătrat.

11
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Condiţii de periodicitate: Cazul ne-degenerat (z1 6= z2)

Fie z1 6= z2 două rădăcini de ordin k ale unitătii (k ≥ 2), şi fie polinomul P(x)

P(x) = (x − z1)(x − z2), x ∈ C. (2.2.1)

Teorema 2.2.3. Şirul recurent {wn}∞
n=0 generat de polinomul caracteristic (2.2.1), şi condiţiile

iniţiale arbitrare w0 = a, w1 = b este periodic.

Teorema 2.2.4. (Condiţie necesară de periodicitate) Fie z1 6= z2 rădăcini distincte ale poli-

nomului caracteristic (2.2.1). Şirul recurent {wn}∞
n=0 generat de z1, z2, şi condiţiile iniţiale

arbitrare w0 = a, w1 = b, este periodic dacă există k ∈ N cu proprietatea

A(zk
1 − 1)z1 = 0, B(zk

2 − 1)z2 = 0, (2.2.2)

unde A şi B sunt date de (2.1.5). Explicit, aceste condiţii pot genera orbitele:

(i) z1 şi z2 sunt rădăcini de ordin k ale unităţii (pentru un anumit k ≥ 2) (ne-degenerat);

(ii) z1 sau z2 este rădăcină de ordin k a unităţii iar cealaltă este zero (poligon regulat);

(iii) z1 sau z2 este rădăcină de ordin k a unităţii şi b = az1 sau b = az2 (poligon regulat);

(iv) z1 şi z2 sunt arbitrare, iar a = b = 0 (orbită degenerată la un punct).

Condiţii de periodicitate: Cazul degenerat (z1 = z2)

Fie z o rădăcină de ordin k a unităţii (k ≥ 2), şi fie polinomul P(x)

P(x) = (x − z)2, x ∈ C. (2.2.3)

Teorema 2.2.5. Şirul {wn}∞
n=0 generat de polinomul caracteristic (2.2.3), şi condiţiile iniţiale

arbitrare w0 = a, w1 = b este periodic atunci când b = az, şi este divergent în alt caz.

Propoziţia 2.2.6. Când sunt generaţi de o rădăcină primitivă dublă de ordin k a unităţii,

termenii subşirului divergent {wNk+j}∞
N=0 sunt coliniari pentru fiecare j ∈ {0, . . . , k − 1}.

Teorema 2.2.7. (Condiţie necesară de periodicitate) Şirul recurent {wn}∞
n=0 generat de ecuaţia

caracteristică (2.2.3), şi valorile iniţiale arbitrare w0 = a, w1 = b, este periodic dacă şi numai

dacă are loc una dintre următoarele condiţii:

(z = 0) sau (zk − 1 = 0, B = 0) sau (zk − 1 6= 0, A = B = 0). (2.2.4)

Explicit, aceste condiţii se pot exprima prin subcazurile următoare

(i) z = 0 (orbită degenerată)

(ii) z este o rădăcină de ordin k a unităţii (pentru k ∈ N cu k ≥ 2) şi b = az (poligon regulat);

(iii) z este arbitrar şi a = b = 0 (orbită degenerată).

12
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2.3 Geometria orbitelor Horadam periodice

O clasificare a orbitelor Horadam periodice de generatori z1 = e2πip1/k1 şi z2 = e2πip2/k2

este propusă. Rezultatele din această secţiune au fost publicate în [19].

Poligoane regulate stelate

Teorema 2.3.1. Dacă z1 = e2πip/k este o rădăcină primitivă a unităţii (k ≥ 2) şi z2 = 1,

orbita şirului {wn}∞
n=0 este poligonul regulat stelat {k/p}, dupa cum este arătat în Fig. 2.5.

Demonstraţie In this case, the general formula (2.1.4) gives wn = Azn
1 + B. �
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Figura 2.5: Primii N = 100 de termeni ai şirului {wn}N
n=0 obţinuţi din (2.1.4), pentru z2 = 1 şi

(a) k = 7, z1 = e2πi 2
7 ; (b) k = 7, z1 = e2πi 3

7 ; unde a = 2 şi b = 4 + 2i. Arătăm direcţia orbitei

(săgeţi), punctele iniţiale w0, w1 (stele), w2, . . . , wN (cercuri), cercul unitate (linie punctată).

Grafuri bipartite

Teorema 2.3.2. (k impar) Fie k ≥ 2 un număr impar, z1 o rădăcină primitivă de ordin k a

unităţii şi z2 = −1. Orbita şirului {wn}∞
n=0 este un 2k-gon, ale cărui noduri reprezintă două

k-goane regulate, reprezentând un graf bipartit. Proprietatea este ilustrată în Fig. 2.6 (a).

Demonstraţie În acest caz, formula termenului general (2.1.4) dă wn = Azn
1 + (−1)nB,

şi orbita W = {w0, w1, . . . , w2k−1} care poate fi partiţionată în mulţimile disjuncte

W0 = {A + B, Az2
1 + B, . . . , Azk−1

1 + B, Azk+1
1 + B, . . . , Az2k−2

1 + B},

W1 = {Az1 − B, Az3
1 − B, . . . , Azk−2

1 − B, Azk
1 − B, . . . , Az2k−1

1 − B}, (2.3.1)

reprezentând vârfurile a două k-goane regulate, vizitate alternativ de şirul {wn}∞
n=0. �

Teorema 2.3.3. (k par) Fie k ≥ 2 un număr par, z1 o rădăcină primitivă de ordin k a unităţii

şi z2 = −1. Orbita şirului {wn}∞
n=0 este un k-gon, ale cărui noduri reprezintă două k/2-goane

regulate, reprezentând un graf bipartit. Proprietatea este ilustrată în Fig. 2.6 (b).
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Figura 2.6: Primii N = 100 de termeni ai şirului {wn}N
n=0 obţinuţi din (2.1.4), pentru z2 = −1

şi (a) k = 5 (impar), z1 = e2πi 1
5 and a = 2 − 4i, b = −1 − 3i; (b) k = 14 (par), z1 = e2πi 1

14 and

a = 1 − 2i, b = −1 − 3i. Săgeţile indică direcţia orbitei vizitând w0, w1 (stele), w2, . . . , wN.

Grafuri multipartite

În general, orbita şirului Horadam {wn}∞
n=0 produce grafuri multipartite, atunci când

generatorii z1 = e2πip1/k1 and z2 = e2πip2/k2 sunt rădăcini primitive ale unităţii.

Teorema 2.3.4. Fie k1, k2, d ∈ N a.î. gcd(k1, k2) = d şi z1, z2 rădăcini primitive de ordin k1,

respectiv k2 ale unităţii. Orbita şirului {wn}∞
n=0 este un k1k2/d-gon, ale cărui noduri se pot

împărţi în k1 × k2/d-goane regulate. Prin dualitate, nodurile se pot împărţi în k2 × k1/d-goane

regulate. Proprietatea este ilustrată în Fig. 2.7 pentru k1 = 4 şi k2 = 5, cu (k1, k2) = 1.
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Figura 2.7: Primii N = 100 de termeni ai şirului {wn}N
n=0 obţinuţi din (2.1.4), pentru k1 = 4,

k2 = 5. Calculăm w0, . . . , wN pentru z1 = e2πi 1
5 , z2 = e2πi 1

4 şi condiţiile iniţiale a = (1 + i)/2,

b = −(1 + i)/3. Orbitele sunt partiţionate în (a) patru pentagoane regulate; (b) cinci pătrate;

Săgeţile indică direcţia orbitei, iar linia punctată este cercul unitate.

Corolarul 2.3.5. Dacă k2|k1 orbita este un k1-gon ale cărui noduri se pot împărţi în k2 ×
k1/k2-goane regulate. Asimetria din Fig. 2.8 ilustreaza acest fapt, întrucât singurele poligoane

regulate identificabile în orbita periodică a lui {wn}∞
n=0 sunt 1- sau 2-goane.
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Figura 2.8: Primii N = 100 de termeni ai şirului {wn}N
n=0 obţinuţi din (2.1.4), pentru condiţiile

iniţiale a = 1 + 2i şi b = −2 − 2i. Calculăm w0, . . . , wN pentru (a) k1 = k2 = 12, z1 = e2πi 1
12 ,

z2 = e2πi 7
12 ; (b) k1 = 2k2 = 12, z1 = e2πi 1

6 , z2 = e2πi 11
12 . Săgeţile indică direcţia orbitei, iar linia

punctată este cercul unitate.
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Figura 2.9: Orbita şirului periodic Horadam {wn}∞
n=0 calculat pentru (a) z1 = e2πi 2

5 , z2 = e2πi 3
5 ,

a = 4 + 5i, b = 2 − 3i; (b) z1 = e2πi 1
6 , z2 = e2πi 5

6 , a = 1 + 2i, b = 3 − 2i. De asemenea sunt

reprezentate condiţiile iniţiale a, b (stele), generatorii z1, z2 (pătrate), cercul unitate S(0, 1) (linie

solidă) şi frontiera inelului U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|) (linie punctată).

Limite geometrice ale orbitelor periodice

Teorema 2.3.6. Când şirul Horadam {wn}∞
n=0 este periodic, orbita este încadrată de urmă-

toarele frontiere geometrice (a se vedea Fig. 2.9):

(i) Pentru z1 6= z2, avem inegalitatea (unde A şi B sunt date de formula (2.1.5))

{z ∈ C : | |A| − |B| | ≤ |wn| ≤ |A|+ |B|}, ∀n ∈ N.

(ii) Pentru z1 = z2 = z orbita şirului reprezintă un k-gon regulat înscris în cercul S(0, |a|) =
{z ∈ C : |z| = |a|}, dacă a 6= 0, sau singletonul {0} dacă a = 0.
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2.4 Enumerarea şirurilor Horadam periodice

În această secţiune se investighează numărul de şiruri Horadam distincte care (pentru

condiţii iniţiale arbitrare) au o perioadă fixă, şi sunt date formule enumerative pentru

cazul degenerat si pentru cel ne-degenerat. Rezultatele au fost publicate în [19].

2.4.1 Numărul orbitelor Horadam de lungime fixă HP(k)

Fie k ≥ 2 un număr natural. Funcţia care enumeră şirurile Horadam {wn}∞
n=0 de

perioadă k este notată cu HP(k). Aceasta depinde de generatorii z1 = e2πip1/k1 şi

z2 = e2πip2/k2 , şi de condiţiile initiale a, b. Sunt două tipuri de orbite (degenerate and

non-degenerate) periodice care trebuie considerate.

Orbite degenerate

O orbită degenerată este un poligon regulat centrat în 0 sau un punct.

Numărul de şiruri degenerate distincte cu perioada k este dat de formula

HP(k) = |{(p1, k1) : (p1, k1) = 1, k1 = k}| = ϕ(k),

unde ϕ este funcţia lui Euler.

Dacă niciun generator nu apare explicit în formulele (2.1.6) sau (2.1.4)(asta are loc când

z1 6= z2, A = 0, B = 0 sau z1 = z2 = z, a = 0, b = 0), şirul periodic este constant

şi numărul configuraţiilor de generatori configurations de perioadă k ≥ 2 este prin

urmare zero.

Orbite ne-degenerate

Aici se discută şirurile periodice care produc orbite ne-degenerate. Generatorii sunt

în acest caz rădăcini ale unităţii distincte z1 = e2πip1/k1 şi z2 = e2πip2/k2 , iar condiţiile

initiale arbitrare a, b satisfac AB 6= 0 unde A, B sunt date prin formula (2.1.5).

Numărul de şiruri distincte cu perioada k poate fi enumerat de numărul de quadruple

HP(k) = |{(p1, k1, p2, k2) : (p1, k1) = (p2, k2) = 1, [k1, k2] = k, k1 ≤ k2}| . (2.4.1)

Stabilim câteva formule pentru această expresie, pe baza proprietăţilor perechilor (k1, k2)

care satisfac [k1, k2] = k, şi ale generatorilor z1 = e2πip1/k1 and z2 = e2πip2/k2 .
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O primă formulă pentru HP(k)

Întâi numărăm quadruplele (p1, k1, p2, k2) din (2.4.1) pentru care k1 = k2.

Lema 2.4.1. Dacă k1 = k2 şi [k1, k2] = k atunci k1 = k2 = k.

Numărul de quadruple (p1, k, p2, k) care satisfac (2.4.1) produs în acest caz este

H′
P(k) = |{(p1, p2) : (p1, k) = (p2, k) = 1, p1 < p2}| =

1
2

ϕ(k) (ϕ(k)− 1) .

Apoi se enumera quadruplele (p1, k1, p2, k2) cu proprietăţile k1 6= k2 şi [k1, k2] = k.

Lema 2.4.2. Dacă [k1, k2] = k şi k1 6= k2, numărul de quadruple (p1, k1, p2, k2) este

H′′
P(k) = |{(p1, k1, p2, k2) : (p1, k1) = (p2, k2) = 1, [k1, k2] = k}| = ϕ(k1)ϕ(k2).

Teorema 2.4.3. Numărul de şiruri Horadam distincte de perioadă k ≥ 2 este egal cu

HP(k) = ∑
[k1,k2]=k, k1<k2

ϕ(k1)ϕ(k2) +
1
2

ϕ(k) (ϕ(k)− 1) . (2.4.2)

Şirul numeric HP(k) reprezintă primul context pentru şirul A102309 din OEIS [97].

1, 1, 3, 5, 10, 11, 21, 22, 33, 34, 55, 46, 78, 69, 92, 92, 136, 105, . . .

Exemplul 1: Numere prime. Dacă k este un număr prim avem

HP(k) = k(k − 1)/2. (2.4.3)

Exemplul 2: Puteri de numere prime. Dacă k = pm cu p prim şi m ≥ 2, avem

HP(k) =
ϕ(k)[2k − ϕ(k)− 1]

2
. (2.4.4)

Exemplul 3: Produs de două numere prime. Dacă p, q sunt prime şi k = pq, avem

HP(k) = (p − 1)(q − 1)(pq + p + q)/2.

De examplu, când k = 6 = 2 · 3 sunt 11 soluţii produse de perechile
(

p1

k1
,

p2

k2

)

∈
{(

1
1

,
1
6

)

,
(

1
1

,
5
6

)

,
(

1
2

,
1
3

)

,
(

1
2

,
2
3

)

,
(

1
2

,
1
6

)

,
(

1
2

,
5
6

)

,
(

1
3

,
1
6

)

,
(

1
3

,
5
6

)

,
(

2
3

,
1
6

)

,
(

2
3

,
5
6

)

,
(

1
6

,
5
6

)}

,

Câteva orbite de perioadă k = 6 sunt desenate în Fig. 2.10.

Exemplul 4: Numere compuse generale. Pentru k = 12 avem perechile de divizori

(k1, k2) ∈ {(1, 12), (2, 12), (3, 4), (3, 12), (4, 6), (4, 12), (6, 12), (12, 12)}.

Pentru fiecare pereche (p, q) din listă cu proprietatea p < q avem multiplicităţile ϕ(p)ϕ(q),

iar pentru perechea (12, 12) avem multiplicitatea ϕ(12)(ϕ(12)− 1)/2 . Obţinem

HP(12) = 4 + 4 + 4 + 8 + 4 + 8 + 8 + 4 · 3/2 = 46.
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Figura 2.10: Termenii şirului {wn}N
n=0 obţinut din (2.1.4) pentru perechile (

p1
k1

, p2
k2
) (a) ( 1

1 , 1
6 );

(b) ( 1
2 , 1

3 ); (c) (
1
3 , 5

6 ); (d) (
2
3 , 1

6 ) pentru a = 2 şi b = 3i (stele). Săgeţile indică direcţia orbitei

w0, w1, . . . , w6 = w0 (cercuri). Mai sunt reprezentaţi generatorii z1, z2 (pătrate), cercul unitate

(linie solidă) şi frontiera inelului U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|) (linie punctată) cu A, B din (2.1.5).

A doua formulă pentru HP(k)

Lema 2.4.4. Fie d < k două numere naturale a.î. d|k, a cr̆or factorizare este

d = pd1
1 pd2

2 · · · pdn
n , k = pm1

1 pm2
2 · · · pmn

n , (1 ≤ di ≤ mi).

Numărul de perechi de numere naturale k1, k2 cu proprietăţile d = (k1, k2) şi k = [k1, k2] este

GL(d, k) = |{(k1, k2) : d = (k1, k2) and k = [k1, k2]}| = 2 ω(k/d)−1, (2.4.5)

unde ω(x) reprezintă numărul de divizori primi distincţi ai numărului natural x.

Teorema 2.4.5. Formula HP(k) poate fi scrisă mai compact sub forma

HP(k) =
[

∑
d|k, d<k

ϕ(d)2 ω(k/d) + ϕ(k)− 1
]

ϕ(k)
2

. (2.4.6)

Teorema 2.4.6 (HP(k) pentru numere libere de pătrate). Dacă perioada k este un număr

liber de pătrate k = p1 p2 . . . pm pentru p1, . . . , pm numere prime şi m ≥ 2, avem formula

HP(k) =
[

(p1 + 1) · · · (pm + 1)− 1
]

(p1 − 1) · · · (pm − 1)
2

. (2.4.7)
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Observaţia 2.4.7. Funcţia HP(k) poate fi generată din perechile (p1, p2) cu proprietatea

HP(k) = |{(p1, p2) : ((p1, k), (p2, k)) = 1, 1 ≤ p1 < p2 ≤ k}| . (2.4.8)

Complexitatea computatională a evaluării lui HP(k)

Numărul de perechi (k1, k2) a.î. [k1, k2] = k care apar în HP(k) din (2.4.2) este

[(2m1 + 1)(2m2 + 1) · · · (2mn + 1) + 1]/2.

În formula (2.4.6) trebuie identificaţi toţi divizorii distincţi d ai lui k, care sunt exact

(m1 + 1)(m2 + 1) · · · (mn + 1).

2.4.2 Limite asimptotice pentru HP(k)

Limite inferioare si superioare pentru HP(k) sunt ilustrat în Fig. 2.11.

Teorema 2.4.8. Pentru fiecare k ∈ N avem următoarele limite ϕ(k)k
2 ≤ HP(k) ≤ (k−1)k

2 .

Teorema 2.4.9. Dacă k = p1 p2 · · · pm este liber de pătrate, avem următoarea limită inferioară

HP(k) =
[

(p1 + 1) · · · (pm + 1)− 1
]

(p1 − 1) · · · (pm − 1)
2

≥ ϕ(k)[2k − ϕ(k)− 1]
2

.

Toate aceste limite se ating atunci când k este prim. O conjectură este dacă ultima limită

inferioară pentru HP(k) este validă în general, aşa cum sugerează Fig. 2.11.
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Figura 2.11: Primii 40 termeni ai şirului (a) HP(k) (circles), (k − 1)k/2 (dashed) and ϕ(k)k
2

(dotted); (b) f (k)/HP(k), unde f (k) este HP(k) (circles), (k − 1)k/2 (dashed), ϕ(k)k
2 (dotted)

şi ϕ(k)[2k−ϕ(k)−1]
2 (dash-dotted).
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CHAPTER 3

Şiruri Horadam neperiodice şi

aplicaţii

În acest capitol investigăm diverse configuraţii produse de şiruri Horadam neperi-

odice. Secţiunea 3.1 prezintă orbite degenerate produse de generatori egali, care sunt

singletoni sau spirale simple. Un atlas de configuraţii Horadam ne-degenerate este

prezentat în Secţiunea 3.2. Anumite orbite Horadam dense au inspirat designul unui

generator de numere pseudo-aleatoare descris în Secţiunea 3.3.

3.1 Rezultate preliminare şi orbite degenerate

Notaţiile S = S(0; 1), U = U(0; 1), S(z0, r) şi U(0; r1, r2) sunt folosite pentru cercul

unitate, discul unitate, cercul de centru z0 şi rază r, şi inelul de centru 0 şi raze r1 şi r2.

Termenul general al şirurilor Horadam

Detalii cu privire la aceste rezultate se găsesc în [18] sau în Secţiunea 2.1, iar aici le

prezentăm pe scurt pentru convenienţă. Un şir Horadam {wn}∞
n=0 = {wn(a, b; p, q)}∞

n=0

este definit prin recurenţa

wn+2 = pwn+1 + qwn, w0 = a, w1 = b,

unde parametrii a, b, p, q sunt numere complexe. Ecuaţia caracteristică este

x2 − px − q = 0, (3.1.1)

ale cărei rădăcini z1 şi z2 sunt numite generatori.
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Pentru rădăcini egale z1 = z2 of (3.1.1), termenul general al şirului {wn}∞
n=0 este

wn =

[

a +
(

b
z
− a

)

n
]

zn =

[

az + (b − az)n
]

zn−1. (3.1.2)

Pentru rădăcini distincte z1 6= z2 of (3.1.1), termenul general al şirului {wn}∞
n=0 este

wn = Azn
1 + Bzn

2 , (3.1.3)

unde constantele A şi B sunt obţinute din condiţiile iniţiale w0 = a and w1 = b ca

A =
az2 − b
z2 − z1

, B =
b − az1

z2 − z1
. (3.1.4)

Când AB = 0, cel puţin unul dintre generatorii z1 and z2 nu apare explicit în formula

lui wn. Pentru acest motiv, presupunem în continuare că AB 6= 0.

Comportamentul şirului {zn}∞
n=0

Întrucât termenii şirului Horadam sunt combinaţii liniare de termeni {zn
1}∞

n=0 şi {zn
2}∞

n=0

cu coeficienţii A şi B, orbitele şirurilor Horadam sunt în mare măsură dictate de com-

portamentul şirului {zn}∞
n=0, unde z ∈ C. Acesta este descris de următorul rezultat,

care a fost deja discutat în Capitolul 2 [18, Lemma 2.1]

Lema 3.1.1. Fie z = re2πix un număr complex (r ≥ 0, x ∈ R). Orbita şirului {zn}∞
n=0 este

(i) un k-gon regulat dacă r = 1, şi x = j/k ∈ Q cu gcd(j, k) = 1;

(ii) o submulţime densă a cercului unitate pentru r = 1 şi x ∈ R \ Q;

(iii) o spirală convergentă la oridinge dacă r < 1;

(iv) o spirală divergentă dacă r > 1.

Dacă x = j/k ∈ Q este ireductibilă, spiralele de la (c) şi (d) sunt aliniate de-a lungul a k raze.

Configuraţii produse de generatori identici

Întâi examinăm orbitele produse de rădăcini repetate ale ecuaţiei parabolei (3.1.1).

Teorema 3.1.2. Fie şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) pentru condiţiile iniţiale w0 = a, w1 = b

şi să presupunem că polinomul (3.1.1) are o rădăcină dublă z = z1 = z2 = re2πix. Orbita

şirului {wn}∞
n=0 este redusă la un singur punct dacă |a|+ |b| = 0. Altfel, ea reprezintă:

(a) vârfurile unui k-gon regulat dacă b = az şi z este o rădăcină primitivă de ordin k a unităţii;

(b) o submulţime densă a lui S pentru b = az, dacă |z| = 1 şi x ∈ R \ Q;

(c) o spirală convergentă la origine pentru |z| < 1;

(d) o spirală divergentă pentru |z| > 1 şi |a|+ |b| > 0, sau pentru |z| = 1 şi b 6= az.
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3.2 Un atlas de orbite Horadam

Scopul acestei secţiuni este de a caracteriza orbitele Horadam obţinute când generatorii

şi condiţiile initiale sunt arbitrare. Generatorii distincţi sunt notaţi cu

z1 = r1e2πix1 , z2 = r2e2πix2 , (3.2.1)

unde r1, r2, x1, x2 sunt numere reale. Putem presupune că 0 ≤ r1 ≤ r2.

Orbitele Horadam produse de formula (3.1.3) cad întruna dintre categoriile

1. Stabile pentru r1 = r2 = 1;

2. Cvasi-convergente pentru 0 ≤ r1 < r2 = 1;

3. Convergente pentru 0 ≤ r1 ≤ r2 < 1;

4. Divergente pentru r2 ≥ 1.

3.2.1 Orbite stabile: r1 = r2 = 1

Configuraţiile obţinute în acest scenariu sunt finite (periodice), sau dense în anumite

curbe unidimensionale sau inele bidimensionale, şi sunt localizate în interiorul inelului

{z ∈ C : | |A| − |B| | ≤ |z| ≤ |A|+ |B|}. (3.2.2)

Teorema 3.2.1. Fie {wn}∞
n=0 şirul definit de (3.1.3). Daca rădăcinile distincte (3.2.1) satisfac

r1 = r2 = 1, următoarele orbite ale şirului {wn}∞
n=0 se obţin pentru:

(a) x1, x2 ∈ Q : orbită periodică (finită) (vezi Figurile 2.7, 2.8 sau 2.10 în Capitolul 2);

(b) x1 = p/k ∈ Q (ireductibilă), x2 ∈ R \ Q (sau invers): Orbita este densă în reuniunea a k

cercuri distincte (vezi Fig. 3.1);

(c) x1, x2 ∈ R \ Q. În acest caz avem trei situaţii posibile diferite:

(c1) x2 − x1 = q ∈ Q: orbita densă întro mulţime finită de cercuri concentrice (vezi Fig. 3.2);

(c2) x2 = x1q, q ∈ Q: orbita este densă întro curbă închisă (vezi Fig. 3.3);

(c3) 1, x1, x2 lin. indep. over Q: orbită densă în U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|) (vezi Fig. 3.4).

Demonstraţie Dimensiunea închiderii orbiteri este zero pentru orbite finite, unu pentru

orbite dense în curbe inchise si doi pentru orbite dense întrun inel.

(a) Orbite stabile periodice (finite)

Când x1, x2 ∈ Q orbita şirului este finită.
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(b) Orbite stabile dense în reuniuni de cercuri

Când x1 = p/k este ireductibilă, z1 este o rădăcină primitivă de ordin k a unităţii, deci

{z1
n}∞

n=0 ia valorile distincte 1, z1, . . . , zk−1
1 reprezentând vârfurile unui k-gon regulat.

Proprietatea este ilustrată pentru x1 = 1/3 în Fig. 3.1. Cele k = 3 cercuri sunt disjuncte

pentru |A| > |B| (vezi Fig. 3.1(a)), şi se intersectează pentru |A| < |B| (vezi Fig. 3.1(b)).
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Figura 3.1: Primii 500 de termeni ai {wn}∞
n=0 din (3.1.3) pentru r1 = r2 = 1 şi (a) x1 = 1/3,

x2 =
√

2/5, unde a = 0.6 şi b = 0.6 exp(2πi(
√

2/5 + 0.1)); (b) x1 = π/15, x2 = 1/3, unde

a = 2 + 2/3i şi b = 3 + i. Reprezentate sunt condiţiile iniţiale w0, w1, (stars), generatorii z1, z2

(squares), cercul unitate (dotted line), şi frontiera inelului U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|).

(c1) Orbite dense în cercuri concentrice

Această proprietate este ilustrată în Fig. 3.2 pentru cazul când x1 şi x2 sunt iraţionale,

pentru valorile x2 − x1 = 1/2 în (a), respectiv x2 − x1 = 1/3 în (b).
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Figura 3.2: Primii 1000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru r1 = r2 = 1 şi

(a) x1 = e/3, x2 = e/3 + 1/2; (b) x1 = π/2, x2 = π/2 + 1/3, când a = 2 + 2/3i şi b = 3 + i.
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Figura 3.3: Primii 1000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru r1 = r2 = 1,

x2 = qx1, unde (a) q = 2, x2 =
√

2/4 ; (b) q = 3, x2 =
√

2/4 ; (c) q = 6, x2 =
√

2/4 ;

şi a = 1.5, b = 1.5 exp(2πi(
√

2/4 + 1/10)) şi pentru (d) q = 2/3, x2 =
√

2/3, şi a = 1.5,

b = 1.5 exp(2πi(2
√

2/3 + 1/10)). Condiţiile iniţiale a, b punctate de stele, generatorii z1, z2 de

pătrate, cercul unitate de linie punctată, ca şi limitele inelului U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|).

(c2) Orbite dense în curbe închise unidimensionale

(c2) x1, x2 ∈ R \ Q, x2 = x1q, q ∈ Q. Termenul general wn din (3.1.3) poate fi scris ca

wn = Azn
1 + Bzn

2 = Azn
1 + B(zq

1)
n.

Din Lema 3.1.1, orbita şirului {zn
1}∞

n=0 este densă în cercul unitate, deci orbita şirului

{wn}∞
n=0 este densă în graficul funcţiei complexe f : S → C definite de ecuaţia

f (z) = Az + Bz q.

Această proprietate este ilustrată în Fig. 3.3. În (a), q = 6 produce 5 auto-intersecţii şi

numărul de revoluţie este unu, în timp ce pentru cazul q = 3/2 desenat în (d), numărul

de revoluţie este trei, cu două auto-intersecţii. Pentru o fracţie ireductibilă q = m/k

curba g(x) = Ae2πxi + Bz 2πqxi, are m auto-intersecţii şi numărul de revoluţie este k.
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(c3) Orbite stabile dense în inele bidimensionale

Atunci când 1, x1, x2 sunt linear independente peste Q (sau Z), orbita şirului Horadam

rezultat este densă întrun inel.

Această proprietate este ilustrată în Fig. 3.4(a) pentru |A| 6= |B|, când r1 = r2 = 1,

x1 =
√

2
3 , x2 =

√
5

15 şi a = 2 + 2
3 i, b = 3 + i. Dacă |A| = |B|, orbita este densă în

cercul U(0, 2|A|), după cum arată Fig. 3.4(b) realizată pentru parametrii r1 = r2 = 1,

x1 = exp(1)/2, x2 = exp(2)/4 şi a = 1 + 1/3i, b = 1.5a exp(π(x1 + x2)). Aceste orbite

dense inspiră designul unui generator de numere pseudo-aleatoare în Secţiunea 3.3.
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Figura 3.4: Primii N termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (2.1.4). (a) N = 1000, |A| 6= |B|; (b)

N = 500, |A| = |B|. Desenate mai sunt, condiţiile iniţiale a, b (stars), generatorii z1, z2 (squares),

cercul unitate S (solid line) şi cercul U(0, |A|+ |B|) (dotted line).

3.2.2 Orbite cvasi-convergente: 0 ≤ r1 < r2 = 1

Teorema 3.2.2. Fie şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) pentru condiţiile iniţiale w0 = a, w1 = b

şi polinomul (3.1.1) care are rădăcinile distincte z1 6= z2 cu proprietatea că 0 ≤ r1 < r2 = 1.

Orbita şirului {wn}∞
n=0 poate avea următoarele profile:

(a) Pentru x2 ∈ Q : Orbita este atrasa de un număr finit de puncte (vârfurile unui poligon

regulat) de-a lungul unor raze (x1 ∈ Q) sau spirale (x1 ∈ R \ Q) (vezi Fig. 3.5).

(b) Pentru x2 ∈ R \ Q : Orbita colapseaze pe un cerc de rază |B| (vezi Fig. 3.6).

(a) Când x2 = p2/k2 este o fracţie ireductibilă, z2 este o este o rădăcină primitivă de

ordin k2 a unităţii. Prin urmare, şirul {z2
n}∞

n=0 este periodic având k2 termeni distincţi

1, z2, . . . , zk2−1
2 reprezentând vârfurile unui k2-gon regulat. Când fracţia x1 = p1/k1 ∈ Q

este ireductibilă, subşirurile {wnk2+j}∞
n=0 se apropie de limită de-a lungul unor raze,

reprezentate în Fig. 3.5 (a). Numărul razelor este acelaşi pentru fiecare atractor.
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Figura 3.5: Primii 1000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) când r1 = 0.995, r2 = 1

şi (a) x1 = 1/5, x2 = 1/7; (b) x1 =
√

5/7, x2 = 1/7, şi a = 2 exp(2πi/30), 2.5 exp(2πi/7).

Stelele arată condiţiile iniţiale a, b, pătratele generatorii z1, z2 iar linia solidă cercul unitate.

Cercurile interioare şi exterioare reprezintă frontierele inelului U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|).

(b) Când x2 este iraţional, {Bzn
2}∞

n=0 este o submulţime densă a cercului de rază |B|
centrat în origine. Deoarece şirul {Az1

n}∞
n=0 converge la zero, orbita şirului {wn}∞

n=0

colapsează pe cercul de rază |B| centrat în origine, după cum se vede în Fig. 3.6.

Se poate observa că termenii şirului desenat în Fig. 3.6 (a) sunt înăuntrul cercului

U(0, |A|+ |B|), dar nu şi al inelului U(0, | |A| − |B| |, |A| + |B|). Dacă |A| > |B| avem

limn→∞ |wn| = |B| < |A| − |B| = ||A| − |B||, prin urmare condiţia se transcrie ca

|A| > 2|B|, care cere |az2 − b| > 2|b − az1|. În exemplul arătat în Fig. 3.6 (a) avem

|A| = 3.4669 şi |B| = 1.5254.
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Figura 3.6: Primii 1000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) când r1 = 0.995, r2 = 1

şi (a) x1 = 1/5, x2 =
√

3/5; (b) x1 =
√

2/2, x2 =
√

3/5, şi a = 2 exp(2πi/30), 2.5 exp(2πi/7).

Stelele arată condiţiile iniţiale a, b, pătratele generatorii z1, z2 iar linia solidă cercul unitate.

Cercurile interioare şi exterioare reprezintă frontierele inelului U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|).
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CHAPTER 3: ŞIRURI HORADAM NEPERIODICE ŞI APLICAŢII
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Figura 3.7: Primii 2000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru r1 = 0.99,

r2 = 0.999 şi (a) x1 = 1/3, x2 = 1/4; (b) x1 = 1/6, x2 = 1/8; şi a = 1.5 exp(2πi/30),

b = 1.2 exp(2πi/7). Mai sunt reprezentate condiţiile iniţiale w0, w1 (stars), generatorii z1, z2

(squares), cercul unitate S (solid line) şi cercul U(0, |A|+ |B|) (dotted line).

3.2.3 Orbite convergente: 0 ≤ r1 ≤ r2 < 1

Şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) converge acum la origine. Cazurile când r1 şi r2 sunt

egale sau distincte sunt analizate separat.

Teorema 3.2.3. [Orbite pentru r1 < r2] Fie şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) pentru condiţiile

iniţiale w0 = a, w1 = b şi polinomul (3.1.1) care are rădăcinile distincte z1 6= z2 cu proprietatea

0 ≤ r1 < r2 < 1. Orbita şirului {wn}∞
n=0 poate avea următoarele profile:

(a) x1 = p1
k1

, x2 = p2
k2

∈ Q : lcm(k2, k1) ramuri convergente colapsând în k2 raze (Fig. 3.7).

(b) x1 ∈ R \ Q, x2 = p/k ∈ Q (ireductibilă): k ramuri spirale perturbate (Fig. 3.8).

(c) x1 = p/k ∈ Q (ireductibilă), x2 ∈ R \ Q: Orbita converge concentric spre origine, ca o

mulţime de k petals sau ramuri (Fig. 3.9).

(d) x1, x2 ∈ R \ Q. Aici orbita este o spirala (Fig. 3.10).

Teorema 3.2.4. (Orbite pentru r1 = r2 = r) Fie şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) pentru

condiţiile iniţiale w0 = a, w1 = b şi polinomul (3.1.1) care are rădăcinile distincte z1 6= z2 cu

proprietatea 0 ≤ r1 = r2 < 1. Orbita şirului {wn}∞
n=0 poate avea următoarele profile:

(a) x1 = p1/k1, x2 = p2/k2 ∈ Q : lcm(k1, k2) raze care converg la origine (vezi Fig. 3.11 (a)).

(b) x1 ∈ Q and x2 ∈ R \ Q (sau invers): k2 spirale perturbate (vezi Fig. 3.11 (b),(c),(d)).

(c) x1, x2 ∈ R \ Q. În acest caz se pot identifica configuraţiile

(c1) x2 − x1 = q ∈ Q: spirale multiple (vezi Fig. 3.12 (a)).

(c2) x1 = x2q, q ∈ Q: contururi multi-camerale (vezi Fig. 3.12 (b) şi (c)).

(c3) 1, x1, x2 linear independente peste Q: spirale eratice convergente (vezi Fig. 3.12 (d)).
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Figura 3.8: Primii 2000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru x1 =

√
5/3,

x2 = 1/4 şi r2 = 0.999 pentru (a) r1 = 0.99, (b) r1 = 0.997, când a = 1.5 exp(2πi/30) şi

b = 1.2 exp(2πi/7). Mai sunt reprezentate condiţiile iniţiale w0, w1 (stars), generatorii z1, z2

(squares), cercul unitate S (solid line) şi cercul U(0, |A|+ |B|) (dotted line).
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Figura 3.9: Primii 2000 de termeni {wn}∞
n=0 obţinuţi pentru r1 = 0.99, r2 = 0.999 şi (a) x1 = 1/3,

x2 =
√

5/3; (b) x1 = 1/4, x2 =
√

5/3; când a = 1.5 exp(2πi/30), b = 1.2 exp(2πi/7).
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Figura 3.10: Primii 2000 de termeni {wn}∞
n=0 pentru r1 = 0.99, r2 = 0.997 şi (a) x1 =

√
2/2,

x2 =
√

5/3; (b) x1 = 3
√

2/10, x2 =
√

2/10, când a = 1.5 exp(2πi/30), b = 1.2 exp(2πi/7).
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Figura 3.11: Primii 2000 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru (a) x1 = 1/3,

x2 = 1/2, r = 0.99; (b) x1 =
√

5/3, x2 = 1/4, r = 0.995; (c) x1 =
√

5/3, x2 = 1/4, r = 0.999;

(d) x1 =
√

5/5, x2 = 1/5, r = 0.999 când a = 1.5 exp(2πi/30) şi b = 1.2 exp(2πi/7) (stars).
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Figura 3.12: Şirul {wn}∞
n=0 obţinut pentru r = 0.999 şi (a) x1 = 5

√
2/2 + 1/2, x2 = 5

√
2/2, (b)

x1 = 5
√

2/10, x2 =
√

2/10; (c) x1 =
√

3/2, x2 =
√

3/4; (d) x1 =
√

2/2, x2 =
√

3/7.
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Figura 3.13: Primii N termeni {wn}∞
n=0 când r2 = 1.002, x1 = 5/6, x2 = 3/8 şi (a) N = 500 şi

r2 = 0.999; (b) N = 1000 şi r2 = 1, cu a = 1.5 exp(2πi/30) şi b = 1.2 exp(2πi/7).

3.2.4 Orbite divergente: 1 < r2

În acest caz şirul {wn}∞
n=0 definit prin (3.1.3) diverge la infinit.

Teorema 3.2.5. [Orbite pentru 1 < r2, r1 < r2] Fie şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) pentru

condiţiile iniţiale w0 = a, w1 = b şi polinomul (3.1.1) care are rădăcinile distincte z1 6= z2 cu

proprietatea 0 < r1 < r2 şi 1 < r2. Orbita şirului {wn}∞
n=0 poate avea următoarele profile:

(a) x1 = p1/k1, x2 = p2/k2 ∈ Q : lcm(k2, k1) ramuri care se unesc în k2 raze divergergente

din origine spre infinit (vezi Fig. 3.13).

(b) x1 ∈ R \ Q, x2 = p/k ∈ Q (ireductibilă): k braţe divergente spiralate (vezi Fig. 3.14).

(c) x1 = p/k ∈ Q (ireductibilă), x2 ∈ R \Q: Orbita diverge concentric la infinit, ca o mulţime

de k petale sau ramuri (vezi Fig. 3.15).

(d) x1, x2 ∈ R \ Q. În acest caz orbita este o spirală ordonată (vezi Fig. 3.16).

Teorema 3.2.6. (Orbite pentru 1 < r1 = r2 = r) Fie şirul {wn}∞
n=0 definit de (3.1.3) pentru

condiţiile iniţiale w0 = a, w1 = b şi polinomul (3.1.1) care are rădăcinile distincte z1 6= z2 cu

proprietatea 1 < r1 = r2 = r. Orbita şirului {wn}∞
n=0 poate avea următoarele profile:

(a) x1 = p1/k1, x2 = p2/k2 ∈ Q : lcm(k1, k2) raze care diverg la infinit (vezi Fig. 3.17 (a)).

(b) x1 ∈ Q = p1/k1 and x2 ∈ R \ Q (sau invers): k1 spirale divergente (vezi Fig. 3.17 (b)).

(c) x1, x2 ∈ R \ Q. În acest caz identificăm configuraţiile

(c1) x2 − x1 = q ∈ Q: spirale divergente multiple (vezi Fig. 3.17 (c)).

(c2) x1 = x2q, q ∈ Q: contururi divergente multi-camerale (vezi Fig. 3.17 (d)).

(c3) 1, x1, x2 linear independente peste Q: spirale convergente eratice (vezi Fig. 3.18).
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Figura 3.14: Primii 500 termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinuţi pentru r2 = 1.002, x1 =

√
5/12,

x2 = 1/12 şi (a) r1 = 0.99; (b) r1 = 0.997, când a = 1.5 exp(2πi/30) şi b = 1.2 exp(2πi/7).
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Figura 3.15: Primii 1500 termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinuţi din (3.1.3) pentru r2 = 1.001, şi (a)

x1 = 1/3, x2 = π/5, r1 = 0.997; (b) x1 = 1/8, x2 = π/10, r1 = 1, când a = 1.5 exp(2πi/30) şi

b = 1.2 exp(2πi/7).
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Figura 3.16: Primii 1000 termeni ai şirului {wn}∞
n=0 pentru r2 = 1, r2 = 1.002, şi (a) x1 = 4

√
2/6,

x2 =
√

2/6; (b) x1 = 5
√

2/7, x2 =
√

2/7 când a = 1.5 exp(2πi/30) şi b = 1.2 exp(2πi/7).
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Figura 3.17: Primii 500 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru r = 1.002 şi

(a) x1 = 1/3, x2 = 1/2; (b) x1 =
√

5/3, x2 = 1/4; (c) x1 = 5
√

2/2 + 1/2, x2 = 5
√

2/2; (d)

x1 =
√

2/2, x2 =
√

2/10, când a = 1.5 exp(2πi/30) şi b = 1.2 exp(2πi/7).
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Figura 3.18: Primii N termeni ai şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3) pentru (a) x1 =

exp(1)/1000, x2 = π/1000, r = 1.001, N = 1500; (b) x1 = exp(1)/1000, x2 = π/1000,

r = 1.001, N = 2400; când a = 1.5 exp(2πi/30) şi b = 1.2 exp(2πi/7). Mai sunt reprezen-

tate condiţiile iniţiale w0, w1 (stars), generatorii z1, z2 (squares) şi cercul unitate S (solid line).
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3.3 Un generator de numere pseudo-aleatoare bazat pe şiruri Horadam

În această secţiune anumite şiruri Horadam complexe inspiră un generator de numere

pseudo-aleatoare. Acesta este evaluat folosind teste Monte Carlo pentru π şi comparat

cu generatori clasici ca Multiplicative Lagged Fibonacci şi ’twister’ Mersenne.

Generatoare de numere pseudo-aleatoare şi şiruri Horadam

Generatoarele de numere pseudo-aleatoare reprezintă un element esenţial al multor

algoritmi numerici bazaţi pe simulare şi selecţie statistică. Numeroase implementări

sunt bazate pe metode recursive ca Linear Congruences şi Lagged Fibonacci Sequences [98].

Generatoarele necesită periodicitate, uniformitate şi corelaţie [49].

Argumentul complex ale şirurilor Horadam dense în inele bidimensionale

Anumite orbite Horadam sunt dense în cercuri sau inele centrate în origine. Mai exact,

dacă r1 = r2 = 1 şi generatorii z1 = e2πix1 6= z2 = e2πix2 au proprietatea că 1, x1, x2

linear independenţi peste Q, atunci orbita şirului Horadam {wn}∞
n=0 obţinut din (3.1.3)

este densă în inelul U(0, | |A| − |B| |, |A|+ |B|) Aceste orbite dense sunt aici examinate

şi folosite în designul unui generator de numere pseudo-aleatoare.

Argumentul termenilor şirului Horadam

Dacă A = R1eiφ1 , B = R2eiφ2 , z1 = e2πix1 , z2 = e2πix2 , termenul wn în formă polară este

reiθ = Azn
1 + Bzn

2 = R1ei(φ1+2πnx1) + R2ei(φ2+2πnx2).

Notând θ1 = φ1 + nx2, θ2 = φ2 + nx2, putem scrie

reiθ = R1eiθ1 + R2eiθ2 , θ1, θ2 ∈ R, R1, R2 > 0. (3.3.1)

Pentru R = R1 = R2, formula lui θ este θ = 1
2(θ1 + θ2).

Periodicitatea argumentelor

Din formula lui θ, şirul argumentelor lui wn este

θn =
φ1 + φ2

2
+ 2πn(x1 + x2).

Dacă 1, x1, x2 sunt linear independente, atunci x1 + x2 este iraţional, prin urmare şirul

de argumente θn este aperiodic. Această proprietate este de asemenea adevărată pentru

şirul de argumente normalizate (θn + π)/(2π).
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Uniform distribuirea argumentelor

Dacă 1, x1, x2 sunt linear independente, atunci argumentele complexe θ1 = φ1 + 2πnx2,

şi θ2 = φ2 + 2πnx2 sunt uniform distribite în [−π, π], deci θ este uniform distribuit în

[−π, π]. Argumentul normalizat (θ + π)/(2π) este atunci uniform distribuit în [0, 1],

conform ilustraţiei din Fig. 3.19 (a).
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Figura 3.19: (a) Histograma argumentelor normalizate arg(wn)+π
2π vs densitatea uniformă [0, 1].

(b) Corelaţii ale argumentului normalizat: (Arg(wn), Arg(wn+1)).

Autocorelaţia argumentelor

Un test pentru calitatea unui generator de numere aleatoare este autocorelaţia [49].

Pentru un generator de calitate, diagramele 2D ale argumentului normalizat (θn, θn+1)

ar trebui să acopere uniform pătratul unitate. Graficul din Fig. 3.19 (b) sugerează că

termenii consecutivi sunt în acel caz foarte corelaţi, chiar liniar.

3.3.1 Simulări Monte Carlo

O simulare Monte Carlo pentru valoarea lui π se poate face selectând aleator puncte

(xn, yn)N
n=1 în pătratul unitate şi determinând raportul ρ = m/N, unde m este numărul

de puncte care satisfac x2
n + y2

n ≤ 1. În simularile de mai jos se folosesc două şiruri

Horadam {w1
n} and {w2

n} calculate din formula (2.1.4).

Parametrii sunt x1 = e
2 , x2 = e2

4 for {w1
n}, şi x1 = e

10 , x2 = π
10 for {w2

n}, cu condiţiile

iniţiale a = 1 + 1
3 i, b = 1.5a exp(π(x1 + x2)). Coordonatele 2D desenate în Fig. 3.20

reprezintă argumentele normalizate ale şirurilor Horadam date de formula

(xn, yn) =

(

Arg(w1
n) + π

2π
,

Arg(w2
n) + π

2π

)

. (3.3.2)
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Figura 3.20: Primele (a) 1000; (b) 10000 de puncte având coordonatele (xn, yn) date de (3.3.2).

Mai sunt desenate punctele interioare (circles) şi exterioare (crosses) cercului unitate (solid line).

În simularea arătată în Fig. 3.20(a), considerăm N = 1000 puncte din care 792 satisfac

x2
n + y2

n ≤ 1. Din aceste date obţinem ρ = 792
1000 = 0.792 şi π ∼ 4ρ = 3.1680.

Aproximaţia se îmbunătăţeşte seminificativ cu creşterea numărului de termeni, la 3.1420

pentru N = 104 (desenat în Fig. 3.20 (b)) and to 3.141888 for N = 106.

Tabelul 3.1: 10N este numărul de termeni considerat în fiecare simulare.

10N H1 H2 F1 F2 MT1 MT2

1 0.0584 0.0584 -0.3297 -0.3297 -0.7258 0.8584

2 0.2584 -0.0216 0.0985 -0.0615 -0.0215 0.0985

3 0.0784 -0.0016 -0.0136 0.0304 -0.0456 0.0264

4 0.0104 0.0004 0.0092 -0.0200 0.0036 0.0096

5 0.0012 -0.0006 -0.0016 -0.0018 0.0004 -0.0034

6 0.0003 0.0000 -0.0001 -0.0010 -0.0026 -0.0015

7 0.0000 0.0000 0.0003 -0.0006 -0.0002 0.0004

O ilustraţie mai detaliată a convergenţei e arătată în Tabelul 3.1. Acolo H1 şi H2 sunt

obţinute din perechile w1
n şi w2

n de şiruri Horadam, în timp ce H2 vine din şirurile

w1
n and w3

n date mai jos sub forma (x1, x2, a, b): w1
n :=

(

e
2 , e2

4 , 1 + 1
3 i, 1.5aeπ(x1+x2)

)

,

w2
n :=

(

e
10 ,

√
5

15 , 1 + 2
3 i, 1.5aeπ(x1+x2)

)

, w3
n :=

(√
2

3 , e
15 , 1 + 2

3 i, 1.5aeπ(x1+x2)

)

.

Coordonatele 2D care produc rezultatele din tabel sunt date de formulele

H1 : (xn, yn) =

(

Arg(w1
n) + π

2π
,

Arg(w2
n) + π

2π

)

,

H2 : (xn, yn) =

(

Arg(w1
n) + π

2π
,

Arg(w3
n) + π

2π

)

.

35



CHAPTER 4

Geometria orbitelor de şiruri

recurente liniare complexe

Acest capitol investighează proprietăţile geometrice ale şirurilor recurente complexe

de ordin arbitrar, generalizând rezultatele pentru şiruri Horadam din Capitolele 2 şi 3.

Periodicitatea şirurilor liniare recurente a fost studiată mai ales în contextul corpurilor

finite sau al inelelor generale (vezi [38, Chapter 3] şi [106, 118]). Recent, Bagdasar

şi Larcombe au formulat condiţii necesare şi suficiente pentru periodicitatea şirurilor

liniare recurente complexe [17]. Aici enumerăm şirurile periodice de lungime fixă şi

examinăm structura geometrică a orbitelor. Apoi studiem orbitele produse de rădăcini

ale unităţii şi prezentăm un mini-atlas de orbite neperiodice.

4.1 Rezultate preliminare

Fie m ≥ 2 un număr natural, a = (a1, . . . , am) şi c = (c1, . . . , cm) vectori de numere

complexe şi fie şirul {wn(a; c)}∞
n=0 definit de recurenţa

wn = c1wn−1 + c2wn−2 + · · ·+ cmwn−m, m ≤ n ∈ N, (4.1.1)

care satisface condiţiile iniţiale wi−1 = ai, cu i = 1, . . . , m.

În acest capitol sunt stabilite condiţii necesare şi suficiente pentru periodicitatea şirurilor

Horadam generalizate complexe. Rezultatele sunt obţinute folosind formulele pentru

termenul general al unei recurenţe liniare de ordin arbitrar, pe baza condiţiilor iniţiale

a1, . . . , am şi a generatorilor z1, . . . , zm, reprezentând rădăcinile nenule (distincte sau

egale) ale ecuaţiei caracteristice (4.1.1)

λn = c1λn−1 + c2λn−2 + · · ·+ cm−1λn−m+1 + cmλn−m, n ∈ N. (4.1.2)
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Structura spaţiului soluţiilor pentru o recurenţă liniară în condiţii generale este de

asemenea discutată, pe baza lucrării lui Ivanov [64]. Descrieri alternative ale formulelor

termenului general se pot găsi în alte lucrări, ca de exemplu Andrica şi Toader [11], sau

Cobzaş [32, Chapter 6, Theorem 2.8].

Structura spaţiului soluţiilor pentru recurenţele liniare

O soluţie a recurenţei (4.1.1) este orice funcţie w : N → C care satisface condiţia

w(n) = c1w(n − 1) + c2w(n − 2) + · · ·+ cmw(n − m), n ≥ m. (4.1.3)

Pentru orice valoare nenulă a lui λ, ecuaţia caracteristică (4.1.2) se poate scrie

λm = c1λm−1 + c2λm−2 + · · ·+ cm−1λ + cm.

Fără a fi restrânsă generalitatea, putem presupune că ordinul recurenţei nu se poate

reduce, deci cm 6= 0. Pentru găsirea unei baze a spaţiului vectorial V al soluţiilor,

putem verifica întâi ca funcţiile w(n) = λn (λ 6= 0) sunt o soluţie a (4.1.3), dacă λ este

un zero al polinomului caracteristic

f (x) = xm − c1xm−1 − c2xm−2 − · · · − cm−1x − cm. (4.1.4)

Ca polinom complex, f (x) are exactly m rădăcini. Exemple de baze ale spaţiului V

pentru cazurile când rădăcinile lui (4.1.4) sunt toate distincte, toate egale, sau distincte

cu multiplicităţi arbitrare sunt prezentate mai jos.

Teorema 4.1.1. ([64, Teorema 1]) Dacă polinomul caracteristic f (x) definit în (4.1.4) are m

rădăcini distincte z1, . . . , zm, atunci următoarele m şiruri

f1(n) = zn
1 , f2(n) = zn

2 , . . . , fm(n) = zn
m,

formează o bază a spaţiului vectorial V conţinând soluţiile recurenţei (4.1.3).

Teorema 4.1.2. ([64, Corollary 1]) Dacă polinomul caracteristic f (x) definit în (4.1.4) are m

rădăcini egale cu z, atunci următoarele m şiruri

f1(n) = zn, f2(n) = nzn, . . . , fm(n) = nm−1zn,

formează o bază a spaţiului vectorial V conţinând soluţiile recurenţei (4.1.3).

Teorema 4.1.3. ([64, Teorema 2]) Dacă polinomul caracteristic al unei recurenţe liniare are m

rădăcini distincte z1, . . . , zm cu multiplicităţile d1, . . . , dm (d1 + · · ·+ dm = d), cele d şiruri

fij(n) = nj−1zn
i , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ di, (4.1.5)

formează o bază a spaţiului vectorial V conţinând soluţiile recurenţei (4.1.3).
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4.2 Condiţii de periodicitate

Pentru simplitate, se notează şirul {wn(a; c)}∞
n=0 definit în (4.1.1) pentru m-tuplele de

numere complexe a1, . . . , am (condiţii iniţiale) şi c1, . . . , cm (coeficienţi) cu {wn}∞
n=0. Se

poate presupune că ordinul recurenţei nu poate fi redus, prin urmare cm 6= 0.

4.2.1 Rădăcini distincte

Fie z1, . . . , zm rădăcini de ordin k ale unităţii distincte (m ≤ k) şi fie P(x) definit de

P(x) = (x − z1)(x − z2) · · · (x − zm), x ∈ C. (4.2.1)

Se consideră de asemenea condiţiile iniţiale arbitrare

wi−1 = ai ∈ C, i = 1, . . . , m. (4.2.2)

Teorema 4.2.1. Şirul recurent {wn}∞
n=0 generat de polinomul caracteristic (4.2.1) şi condiţiile

iniţiale arbitrare (4.2.2) este periodic.

Demonstraţie Şirul {wn}∞
n=0 având polinomul caracteristic (4.2.1) satisface recurenţa

wn = c1wn−1 + c2wn−2 + · · ·+ cmwn−m, m ≤ n ∈ N, (4.2.3)

cu coeficienţii c1, . . . , cm daţi de formula ci = (−1)i−1Si(z1, . . . , zm), unde Si(z1, . . . , zm)

reprezintă sumele simetrice de produse având i factori neordonaţi aleşi dintre z1, . . . , zm.

Din Teorema 4.1.1, şirurile f1(n) = zn
1 , f2(n) = zn

2 , . . . , fm(n) = zn
m, formează o bază a

spaţiului vectorial V al soluţiilor recurenţei (4.2.3), prin urmare termenul de rang n al

şirului poate fi scris ca o combinaţie liniară sub forma

wn = A1zn
1 + A2zn

2 + · · ·+ Amzn
m. (4.2.4)

Coeficienţii A1, . . . , Am pot fi obţinuţi din relaţia (4.2.4) şi din condiţiile iniţiale (4.2.2)

prin rezolvarea sistemului liniar de ecuaţii


































a1 = A1 + A2 + · · ·+ Am

a2 = A1z1 + A2z2 + · · ·+ Azm

· · ·
am = A1zm−1

1 + A2zm−1
2 + · · ·+ Azm−1

m .

Întrucât z1, . . . , zm sunt rădăcini de ordin k ale unităţii, zn
i = zn+k

i , i = 1, . . . , m, deci

wn = wn+k, n ∈ N. Prin urmare şirul {wn}∞
n=0 periodic, iar perioada sa divide pe k.
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Condiţia iniţială (4.2.2) se poate scrie în formă matricială














1 1 · · · 1

z1 z2 · · · zm
...
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= Vm,m(z)















A1

A2
...

Am















=















a1

a2
...

am















, (4.2.5)

unde Vm,m(z) denotă matricea pătrată Vandermonde. Pentru z1, . . . , zm distinct obţinem

det
(

Vm,m(z)
)

= ∏1≤i<j≤m(zj − zi) 6= 0.. Folosind notaţia a = (a1, . . . , am), regula lui

Cramer [94] asigură că unica soluţie a lui (4.2.5) este dată de expresia

Ai = det
(

V i
m,m(z, a)

)

/ det
(

Vm,m(z)
)

, i = 1, . . . , m, (4.2.6)

unde V i
m,m este matricea obţinută înlocuind coloana i a matricii Vm,m(z) cu aT.

Primii N termeni ai şirului {wn}∞
n=0 pot fi calculaţi cu formula

VN,m(z) ∗ (A1, A2, . . . , Am)
T = (w0, w1, . . . , wN−1)

T (4.2.7)

Fig. 4.1 ilustrează orbite periodice ale şirului {wn}∞
n=0 obţinute din recurenţa (4.2.3)

(diamonds), sau formula directă (4.2.7) (circles) când selectăm (a) m = 3, respectiv (b)

m = 5 rădăcini distincte dintre rădăcinile de ordin 7 ale unităţii.
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Figura 4.1: Primii 15 termeni ai şirului {wn}∞
n=0 calculaţi din recurenţa (4.2.3) (diamonds) şi

formula exactă (4.2.7) (circles), pentru (a) m = 3, zj = e
2πi

7 (2j−1), şi aj = .5e
2πi

5 (j+3), j = 1, 2, 3;

(b) m = 5, zj = e
2πi

7 j for j = 1, 2, 5, 6, 7 şi aj = 3e
2πi

5 (j+1), j = 1, . . . , 5. Mai sunt ilustrate condiţiile

iniţiale (stars), generatorii (squares), cercul unitate S (solid line) şi direcţia orbitei (arrows).

Teorema 4.2.2. (Condiţie necesară de periodicitate) Să presupunem că rădăcinile z1, . . . , zm ale

polinomului (4.2.1) sunt toate distincte. Şirul recurent {wn}∞
n=0 având polinomul caracteristic

(4.2.1) şi condiţiile iniţiale a1, . . . , am este periodic dacă şi numai dacă există numărul natural

k ∈ N cu proprietatea

Ai(z
k
i − 1) = 0, i = 1, . . . , m, (4.2.8)

unde constantele A1, . . . , Am sunt calculate prin formula (4.2.6).
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4.2.2 Rădăcini egale

Fie z o rădăcină de ordin k a unităţii, m ∈ N şi fie polinomul P(x) definit de

P(x) = (x − z)m, x ∈ C. (4.2.9)

Teorema 4.2.3. Şirul recurent {wn}∞
n=0 generat de polinomul caracteristic (4.2.9) şi condiţiile

iniţiale (4.2.2) este periodic dacă A2 = A3 = · · · = Am = 0, unde A1, . . . , Am sunt coeficienţii

termenului {wn}∞
n=0 în baza din Teorema 4.1.2. Altfel, şirul {wn}∞

n=0 este divergent.

Demonstraţie Ca şi în Teorema 4.2.1, şirul {wn}∞
n=0 satisface recurenţa liniară (4.2.3),

pentru coeficienţii c1, . . . , cm daţi de ci = (−1)i−1(m
i )z

i, i = 1, . . . , m. Din Teorema

4.1.2, şirurile f1(n) = zn, f2(n) = nzn
2 , . . . , fm(n) = nm−1zn, formează o bază a spaţiului

vectorial V al soluţiilor recurenţei (4.2.9), prin urmare termenul de rang n al şirului

poate fi scris ca o combinaţie liniară sub forma

wn = A1zn + nA2zn + · · ·+ nm−1Amzn. (4.2.10)

Pentru Ai = 0, i = 2, . . . , m avem wn = A1zn, deci în acest caz şirul {wn}∞
n=0 este

periodic. Dacă există i ≥ 2 a.î. Ai 6= 0, comportamentul lui wn este dictat de coeficientul

divergent ni Ai al lui zn, prin urmare şirul {wn}∞
n=0 diverge. Această proprietate este

ilustrată în Fig. 4.2. Şirul poate fi (a) periodic sau (b) divergent.
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Figura 4.2: Primii 16 termeni ai şirului {wn}∞
n=0 calculţi din recurenţa (4.2.3) (diamonds) şi

formula directă (circles) pentru m = 3, z = e
2πi

5 şi condiţiile iniţiale (a) aj = e
2πi

5 j/3, j = 1, 2, 3;

(b) aj = e
2πi

7 j/3, j = 1, 2, 3. Mai sunt ilustrate condiţiile iniţiale (stars), generatorii (squares),

cercul unitate S (solid line) şi direcţia orbitei (arrows).

Teorema 4.2.4. (Condiţie necesară de periodicitate) Şirul recurent {wn}∞
n=0 având polinomul

caracteristic (4.2.9) şi condiţiile iniţiale (4.2.2) este periodic dacă şi numai dacă

A1(zk − 1) = 0, A2 = A3 = · · · = Am = 0, (4.2.11)

unde constantele A1, . . . , Am sunt calculate din condiţiile iniţiale.
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4.2.3 Rădăcini distincte cu multiplicităţi arbitrare

Fie 2 ≤ m ≤ k şi d1, . . . , dm numere naturale, z1, . . . , zm rădăcini distincte de ordin k ale

unităţiişi fie polinomul P(x) defined de

P(x) = (x − z1)
d1(x − z2)

d2 · · · (x − zm)
dm , x ∈ C. (4.2.12)

Teorema 4.2.5. Şirul recurent {wn}∞
n=0 definit de polinomul caracteristic (4.2.12) de ordin

d = d1 + · · ·+ dm şi condiţiile iniţiale wi−1 = ai, i = 1, . . . , d este periodic când

Aij = 0, 1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ j ≤ di, (4.2.13)

unde Aij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ di) reprezintă coeficienţii lui {wn}∞
n=0 în baza (4.1.5) definită

în Teorema 4.1.3. Altfel, şirul {wn}∞
n=0 este divergent.

Conform ilustraţiei din Fig. 4.3 (a), şirul poate fi periodic chiar dacă di ≥ 2, i = 1, . . . , m.

Când oricare dintre coeficienţii Aij, 1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ j ≤ di nu se anulează, şirul {wn}∞
n=0

diverge, după dupa cum se arată în Fig. 4.3 (b). O explicaţie mai detaliată a acestui

fenomen este prezentată în Teorema 4.2.6.
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Figura 4.3: Primii 31 de termeni ai şirului {wn}∞
n=0 calculat din recurenţă (diamonds) şi formula

directă (circles) pentru z1 = e
2πi

6 , z2 = e
4πi

6 , d1 = d2 = 2 şi condiţiile iniţiale (a) aj = 2e
2πi

6 j,

j = 1, . . . , 4; (b) aj = 2e
2πi

7 j, j = 1, . . . , 4. Mai sunt ilustrate condiţiile iniţiale (stars), generatorii

(squares), cercul unitate S (solid line) şi direcţia orbitei (arrows).

Teorema 4.2.6. (Condiţii necesare de periodicitate) Fie 2 ≤ m ≤ k şi d1, . . . , dm numere

naturale. Şirul recurent {wn}∞
n=0 având polinomul caracteristic (4.2.12) şi condiţii iniţiale

wi−1 = ai, i = 1, . . . , d este periodic numai dacă

Ai1(z
k
i − 1) = 0, i = 1, . . . , m, (4.2.14)

Aij = 0, j = 2, . . . , di,

unde coeficienţii Aij sunt calculaţi din condiţiile iniţiale, pentru 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ di.
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4.3 Geometria şi numărul orbitelor periodice

În această secţiune investigăm geometria şi numărul orbitelor periodice.

4.3.1 Limite geometrice ale orbitelor periodice

Teorema 4.3.1. Fie 2 ≤ m ≤ k şi d1, . . . , dm ∈ N. Să presupunem că rădăcinile z1, . . . , zm

ale polinomului P(x) defined de (4.2.12) sunt toate distincte. Dacă şirul Horadam generalizat

{wn(a; c)}∞
n=0 corespunzător este periodic, termenii săi sunt localizaţi în interiorul discului de

rază |A11|+ |A21|+ · · ·+ |Am1|, unde Aj1, j = 1, . . . , m calculate din condiţiile iniţiale.

4.3.2 Structura geometrică a orbitelor periodice

Teorema 4.3.2. Fie m ≥ 2 şi k1, k2, . . . , km numere naturale şi fie rădăcinile primitive distincte

ale unităţii zj = e2πipj/k j , j = 1, . . . , m. Notăm cu K cel mai mic multiplu comun al numerelor

k1, . . . , km, i.e., K = [k1, k2, . . . , km]. Orbita şirului {wn}∞
n=0 este atunci un K-gon, ale cărui

noduri se pot împărţi în K/kj × kj-goane regulate reprezentând un graf multipartit.

4.3.3 Enumerarea orbitelor periodice de lungime fixă

Fie m ≥ 2 şi rădăcinile primitive distincte ale unităţii zj = e2πipj/k j cu j = 1, . . . , m.

Coeficienţii A1, . . . , Am din formula (4.2.4) sunt presupuşi a fi nenuli.

Definiţia 4.3.3. Numărul de şiruri de ordin m distincte de perioadă k pentru condiţiile

iniţiale a1, . . . , am este notat cu Hm
P (k). Funcţia Hm

P (k) este dată de numărul tuplelor

(P, K) = (p1, k1, p2, k2, . . . , pm, km) (1 ≤ pj ≤ kj, j = 1, . . . , m) care satisfac condiţiile

Hm
P (k) = |{(p1, k1) = · · · = (pm, km) = 1, [k1, . . . , km] = k, k1 ≤ · · · ≤ km}| . (4.3.1)

Lema 4.3.4. Dacă k1 = k2 = · · · = km şi [k1, k2, . . . , km] = k, k1 = k2 = · · · = km = k.

Lema 4.3.5. Dacă [k1, k2, . . . , km] = k şi numerele k1, . . . km sunt distincte, numărul de 2m-

tuple (P, K) care satisfac (4.3.1) este ϕ(k1)ϕ(k2) · · · ϕ(km).

Lema 4.3.6. Dacă numerele k1, k2, . . . , km satisfăcând [k1, k2, . . . , km] = k pot fi partiţionate în

s > 0 mulţimi având dj elemente egale cu o valoare Ks pentru j = 1, . . . , s, atunci 2m-tuplele

(P, K) care satisfac (4.3.1) care corespund acestui m-tuplu este
(

ϕ(K1)

d1

)(

ϕ(K2)

d2

)

· · ·
(

ϕ(Ks)

ds

)

.
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Teorema 4.3.7. Fie numerele naturale k, m ≥ 2. Numărul de şiruri generalizate Horadam de

ordin m distincte care au perioada fixă k este egal cu

HP(m; k) =
m

∑
s=1

{

∑
k1<k2<···<ks
d1+···+ds=k

1≤di≤k
[k1,...,ks]=k

(

ϕ(k1)

d1

)

· · ·
(

ϕ(ks)

ds

)}

.

Un exemplu pentru m = 3

Pentru a găsi HP(3; k), trebuie numărate configuraţiile (p1, k1) = (p2, k2) = (p3, k3) = 1

cu [k1, k2, k3] = k. Atunci HP(3; k) = H1 + H2 + H3 + H4 unde

(1) k1 = k2 = k3: H1 = ϕ(k)(ϕ(k)−1)(ϕ(k)−2)
3! = (ϕ(k)

3 );

(2) k1 = k2 < k3: H2 = ϕ(k1)(ϕ(k1)−1)
2! ϕ(k3) = (ϕ(k1)

2 )ϕ(k3);

(3) k1 < k2 = k3: H3 = ϕ(k1)
ϕ(k3)(ϕ(k3)−1)

2! = ϕ(k1)(
ϕ(k3)

2 );

(4) k1 < k2 < k3: H4 = ϕ(k1)ϕ(k2)ϕ(k3).

Ca şir de numere HP(3; k) pentru k ≥ 1 obţinem

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 · · ·
HP(3; k) 0 0 1 4 9 19 35 52 83 110 165 · · ·

neindexat în prezent în enciclopedia de şiruri întregi OEIS.

4.4 Orbite generate de rădăcini ale unităţii

Teorema 4.4.1. Fie 2 ≤ m ≤ k şi d1, . . . , dm numere naturale. Dacă z1, . . . , zm sunt rădăcini

distincte de ordin k ale unităţii, definim şirul {wn}∞
n=0 generat de polinomul caracteristic

(4.2.12), şi numărul

d ∗ = max{j : Aij 6= 0, i ∈ {1, . . . , m}}, (4.4.1)

pentru coeficienţii Aij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ di) din Teorema 4.2.5, se obţine următoarele

proprietăţi referitoare la şirul {wn}∞
n=0 şi la subşirurile {wNk+j}∞

N=0:

(a) Pentru d ∗ ≤ 1 şirul {wn}∞
n=0 este periodic.

(b) Pentru d ∗ ≥ 2 şirul {wn}∞
n=0 este divergent.

(c) Pentru d ∗ ≤ 2 termenii {wNk+j}∞
N=0 sunt colineari (cazul periodic d ∗ = 1 este inclus).

(d) Pentru d ∗ ≥ 3 termenii {wNk+j}∞
N=0 converg asimptotic spre o dreaptă.
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4.5 Un mini-atlas de orbite ale SRL complexe neperiodice

În această secţiune studiem configuraţii produse de şiruri liniare recurente neperiodice.

Rezultatele le extind pe cele formulate în Capitolul 3 pentru şiruri Horadam. Se vor

considera orbite ne-degenerate produse de generatori distincţi, unde termenul general

este dat de expresia wn = A1zn
1 + A2zn

2 + · · · + Amzn
m, iar condiţiile iniţiale arbitrare

a1, a2, . . . , am sunt aşa încât coeficienţii A1, . . . , Am sunt nenuli.

Cei m ≥ 2 generatori distincţi sunt notaţi cu

z1 = r1e2πix1 , z2 = r2e2πix2 , · · · , zm = rme2πixm , (4.5.1)

unde r1, . . . , rm, x1, . . . , xm ∈ R. Putem presupune inegalităţile 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rm.

Configuraţiile produse de formula (4.2.10) pentru generatorii (4.5.1) sunt

1. Stabile pentru r1 = r2 = · · · = rm = 1;

2. Cvasi-convergente pentru 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rm = 1;

3. Convergente pentru 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rm < 1;

4. Divergente pentru rm ≥ 1.

Configuraţiile geometrice obţinute în fiecare caz sunt prezentate mai jos.

4.5.1 Orbite stabile: r1 = r2 = · · · = rm = 1

Aici studiem orbite care corespund generatorilor aflaţi pe cercul unitate. Pentru con-

venienţă, studiul este restrâns la cazul m = 3, unde pentru condiţiile iniţiale w0 = a,

w1 = b şi w2 = c (a, b, c ∈ C), termenul general obţinut pentru rădăcini simple este dat

wn = A1zn
1 + A2zn

2 + A3zn
3 , (4.5.2)

unde constantele A1, A2, A3 se pot regăsi pe baza condiţiilor iniţiale.

Orbitele obţinute în acest scenariu sunt mulţimi finite (periodice), sau mulţimi dense

în anumite curbe unidimensionale, sau reuniuni de inele bidimensionale sau discuri.

După cum se arată în Secţiunea 4.3, orbitele sunt localizate în interiorul cercului de rază

|A1|+ |A2|+ |A3|, care este de asemenea reprezentat în aceste diagrame.

Aici prezentăm un număr de ilustraţii semnificative. Propertităţile sunt determinate

de linear dependenţa (sau independenţa) elementelor din mulţimea {1, x1, x2, x3} peste

Q, i.e., adică de existenţa coeficienţilor p0, p1, p2, p3 ∈ Q (nu toate zero) cu proprietatea

p0 + p1x1 + p2x2 + p3x3 = 0.
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(a) Orbite stabile periodice (finite)

Când x1, x2, x3 ∈ Q orbita şirului este finită (vezi Fig. 4.4). Intr-adevăr, dacă x1 = p1/k1,

x2 = p2/k2 şi x3 = p3/k3 sunt ireductibile, avem zk1
1 = zk2

2 = zk3
3 = 1. Pentru anumite

valori A1, A2, A3, termenii şirului {wn}∞
n=0 se repetă cu periodicitatea lcm(k1, k2, k3).
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Figura 4.4: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinut din (4.5.2) pentru r1 = r2 = r3 = 1. (a1) x1 = 1

3 ,

x2 = 1
2 , x3 = 1

5 (30 puncte); (a2) x1 = 1
2 , x2 = 1

7 , x3 = 1
5 (70 puncte). Condiţii iniţiale w0, w1, w2

(stars), generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).

(b) Orbite dense în reuniuni de cercuri (1D)

Orbitele Horadam generalizate orbits pot fi dense în reuniuni de cercuri, ca în Fig. 4.5.

(b1) x1, x2 ∈ Q şi x3 ∈ R \ Q: orbita este densă în uniunea a [k1, k2] cercuri;

(b2) x1 ∈ R \ Q şi x2 − x1, x3 − x1 ∈ Q: orbita densă în uniune de cercuri concentrice.
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Figura 4.5: Orbita {wn}∞
n=0, obţinută din (4.5.2) pentru r1 = r2 = r3 = 1. (b1) x1 = 1/3,

x2 =
√

5/20, x3 = 1/2; (b2) x1 = π, x2 = π + 1/3, x3 = π + 1/3. Condiţii iniţiale w0, w1, w2

(stars), generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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(c) Orbite stabile dense în curbe complexe unidimensionale

Orbitele pot fi dense în uniuni de curbe rotite ca în Fig. 4.6, sau în graficul unor curbe

complexe. Închiderea acestor orbite poate fi:

(c1) x1 ∈ Q, x2 ∈ R \ Q şi x3/x2 ∈ Q: k1 copii rotite ale unei curbe complexe;

(c2) x1 ∈ R \Q dar x2/x1, x3/x1 ∈ Q: o curbă complexă de forma f (z) = az+ bzp + czq.
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Figura 4.6: Orbita şirului {wn}∞
n=0 densă in curbe 1D, dată de (4.5.2) pentru r1 = r2 = r3 = 1.

(c1) x1 = 1
3 , x2 = e, x3 = e

7 ; (c2) x1 = π, x2 = 1π
3 , x3 = 4π. Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).

(d) Orbite stabile în discuri bidimensionale

Dacă 1, x1, x2, x3 sunt linear independente peste Q, orbita este densă în discul de rază

|A1| + |A2| + |A3|. Aceasta se întâmplă de obicei când se combină radicali, e sau π.

Acest caz este ilustrat în Fig. 4.7.
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Figura 4.7: Orbita şirului {wn}∞
n=0 densă în regiuni 2D, dată de (4.5.2) pentru r1 = r2 = r3 = 1.

(d1) x1 = e, x2 = e2, x3 = e3; (d2) x1 = π, x2 = π2, x3 = π3. Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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(e) Orbite stabile dense în regiuni bidimensionale: Reuniuni de inele

Dacă x1, x2 ∈ R \ Q cu 1, x1, x2 linear independente peste Q şi x3 ∈ Q, orbita este

o colecţie de k1 inele rotite în jurul originii. Această situaţie este ilustrată în Fig. 4.8

pentru 3, respectiv 4 inele.
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Figura 4.8: Orbita şirului {wn}∞
n=0 densă în regiuni 2D, dată de (4.5.2) pentru r1 = r2 = r3 = 1.

(e1) x1 =
√

2
3 , x2 =

√
5

15 , x3 = 1
4 ; (e2) x1 =

√
2

3 , x2 =
√

5
15 , x3 = 1

3 . Condiţii iniţiale w0, w1, w2

(stars), generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).

(f) Orbite stabile dense în regiuni bidimensionale: "Colaci"

Dacă x1, x2, x3 ∈ R \ Q şi 1, x1, x3 sunt linear dependente (de exemplu x3/x1 ∈ Q),

orbita se obţine translatând un disc de-a lungul unei curbe unidimensionale. Acest caz

este ilustrat în Fig. 4.9 pentru curbe cu 3, respectiv 5 lobi.
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Figura 4.9: Orbita şirului {wn}∞
n=0 densă în regiuni 2D, dată de (4.5.2) pentru r1 = r2 = r3 = 1.

( f 1) x1 = π, x2 = π2, x3 = 3π; ( f 2) x1 = π, x2 = π3/90, x3 = 6π. Condiţii iniţiale w0, w1, w2

(stars), generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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4.5.2 Orbite cvasi-convergente: 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rm = 1

Aici una dintre componente dispare. Pentru simplitate avem 0 < r1 < r2 = r3 = 1.

(a) Mulţime finită de atractori

Când x2, x3 ∈ Q orbita are lcm(k2, k3) puncte de atracţie. Dacă x1 ∈ Q, sunt k1 raze

spre fiecare atractor, în timp ce pentru x1 ∈ R \ Q se obţin spirale (vezi Fig. 4.10).
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Figura 4.10: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinută din (4.5.2) pentru r1 = .995, r2 = r3 = 1 şi (a1)

x1 = 1
3 , x2 = 1

2 , x3 = 1
5 ; (a2) x1 =

√
3

10 , x2 = 1
3 , x3 = 1

2 . Condiţiile iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatorii z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).

(b) Atractori unidimensionali: Cercuri

Când x2 ∈ R \ Q închiderea orbitei poate fi reprezentată de cercuri. Dacă x2 − x3 ∈ Q

se obţin cercuri concentrice, iar pentru x3 ∈ Q se obţin k3 cercuri rotite (vezi Fig. 4.11).
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Figura 4.11: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinută din (4.5.2) pentru r1 = .995, r2 = r3 = 1 şi (b1)

x1 = π
10 , x2 = π

3 , x3 = π
3 + 1

2 ; (b2) x1 = 1
12 , x2 =

√
5

10 , x3 = 1
5 . Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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(c) Atractori unidimensionali: Contururi

Când x2 ∈ R \ Q şi x3/x2 = q ∈ Q, orbita este densă într-o curbă, care reprezintă

graficul unei funcţii f : S → C definite de f (z) = A2z + A3z q. Detaliile acestui fapt

sunt explicate în Teorema 3.2.1 (c2). Două exemple sunt arătate în Fig. 4.12.
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Figura 4.12: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinută din (4.5.2) pentru r1 = .995, r2 = r3 = 1 şi (c1)

x1 = 1
3 , x2 =

√
2

2 , x3 = 4x2; (c2) x1 = π
25 , x2 = x1

4 , x3 = 20x2. Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).

(d) Atractori bidimensionali: Inele

Când 1, x2, x3 sunt linear independente peste Q, închiderea orbitei este densă într-un

inel. Această proprietate este ilustrată în Fig. 4.13, când 2000 (d1), sau 4000 (d2) termeni

ai şirului sunt reprezentaţi.
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Figura 4.13: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinută din (4.5.2) pentru r1 = .995, r2 = r3 = 1 când

avem x1 = 1
3 , x2 =

exp(.5)
10 , x3 = π

5 şi considerăm (d1) 2000 termeni; (d1) 4000 termeni. Mai

sunt reprezentate condiţiile iniţiale w0, w1, w2 (stars), generatorii z1, z2, z3 (squares), cercul

U(0, 1) (solid line), şi cercul U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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4.5.3 Orbite convergente: 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rm < 1

În acest caz orbita are originea ca singur punct de atracţie. Numeroase configuraţii sunt

posibile, ca şi în Capitolul 3. Două dintre ele sunt reprezentate în Fig. 4.14.
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Figura 4.14: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinută din (4.5.2) pentru r1 = .99, r2 = .995 and r3 = .997.

(a1) x1 = 1
2 , x2 = 1

3 , x3 = 1
4 ; (a2) x1 = 1

3 , x2 = π, x3 = 4π. Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).

4.5.4 Orbite divergente: rm > 1

Aici orbitele diverg. Dupa cum s-a văzut în Capitolul 3, numeroase orbite pot apărea.

(a) Raze divergente şi spirale

Dacă x1, x2 ∈ Q, obţinem raze (x3 ∈ Q) sau spirale divergente (x3 ∈ R \ Q) (Fig. 4.15).
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Figura 4.15: Orbita şirului {wn}∞
n=0 obţinută din (4.5.2) pentru r1 = r2 = 1 and r3 = 1.002 şi

(a1) x1 = 1
3 , x2 = 1

2 , x3 = 1
5 ; (a2) x1 = 1

3 , x2 = 1
2 , x3 = e3. Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars),

generatori z1, z2, z3 (squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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(b) Orbite divergente generale

Alte exemple de orbite divergente sunt arătate în Fig. 4.16.
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Figura 4.16: Orbite divergente ale şirului {wn}∞
n=0 (număr variat de termeni) obţinuţe din (4.5.2)

pentru r1 = r2 = 1 şi r3 = 1.002. Condiţii iniţiale w0, w1, w2 (stars), generatori z1, z2, z3

(squares), U(0, 1) (solid line), U(0, |A1|+ |A2|+ |A3|) (dotted line).
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CHAPTER 5

Şiruri întregi folosite în enumerarea

recurenţelor liniare periodice

Enumerarea şirurilor Horadam periodice necesită numărarea tuplelor ordonate, crescă-

toare sau strict crescătoare, având acelaşi lcm. Funcţii aritmetice care număra tuplele

ordonate cu acelaşi lcm (şi gcd), au fost investigate de Bagdasar în [15]. Studiul a dus la

noi adiţii la baza de date a şirurilor întregi OEIS (A245019, A245020, A247513, A247516,

A247517) în 2014, şi la noi înţelesuri pentru şiruri exisistente.

5.1 Tuple ordonate cu acelaşi lcm şi gcd

În această secţiune discutăm funcţii aritmetice care număra tuplele de numere naturale

având acelaşi cel mai mic multiplu comun şi acelaşi cel mai mare divizor comun.

5.1.1 Tuple de numere naturale cu acelaşi lcm

Definiţia 5.1.1. Numărul k-tuplelor de numere naturale cu acelaşi lcm n este

LCM(n; k) = |{(a1, . . . , ak) : lcm (a1, . . . , ak) = n}| . (5.1.1)

Teorema 5.1.2. Fie k şi n numere naturale. Dacă n are factorizarea n = pn1
1 pn2

2 . . . pnr
r ,

numărul de k-tuple ordonate al căror lcm este n definit în (5.1.1) este dat de formula

LCM(n; k) =
r

∏
i=1

[

(ni + 1)k − nk
i

]

. (5.1.2)

Observaţia 5.1.3. Pentru valori particulare ale lui k, se obţine următoarele şiruri indexate în

OEIS: A048691 pentru LCM(n; 2) (cu numeroase interpretări), respectiv A070919, A070920,

A070921 din LCM(n; 3), LCM(n; 4), LCM(n; 5).
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Următorul rezultat ilustrează independenţa lui LCM(n; k) de factorii primi.

Corolarul 5.1.4. Fie k ∈ N şi n = pn1
1 pn2

2 . . . pnr
r , m = qn1

1 qn2
2 . . . qnr

r , astfel încât unul sau

toate numerele p1, . . . , pr , q1, . . . , qr sunt distincte. Atunci LCM(m; k) = LCM(n; k).

O funcţie aritmetică f (n) definită pentru numere naturale n este numită

• multiplicativă dacă f (1) = 1 şi pentru orice a şi b coprime, avem f (ab) = f (a) f (b).

• complet multiplicativă dacă f (1) = 1 şi f (ab) = f (a) f (b), chiar dacă a şi b nu sunt

coprime.

Observaţia 5.1.5. Fie a, b numere naturale şi f : N → N o funcţie aritmetică multiplicativă.

Următoarea proprietate are loc:

f (gcd(a, b)) · f (lcm(a, b)) = f (a) · f (b) . (5.1.3)

Corolarul 5.1.6. Fie m, n numere naturale care satisfac (m, n) = 1. Următoarea proprietate

are loc:

LCM(m · n; k) = LCM(m; k) · LCM(n; k).

Corolarul 5.1.7. Fie numerele naturale a şi b. Următoarea proprietate are loc:

LCM (gcd(a, b); k) · LCM (lcm(a, b); k) = LCM (a; k) · LCM (b; k) . (5.1.4)

Teorema 5.1.8. Fie m, n şi k ≥ 2 numere naturale. Următoarea inegalitate are loc:

LCM(m · n; k) ≤ LCM(m; k) · LCM(n; k). (5.1.5)

Lema 5.1.9. Fie k ≥ 2, p un număr prim şi α, β ≥ 1 numere naturale. Atunci:

LCM(pα+β; k) ≤ LCM(pα; k) · LCM(pβ; k). (5.1.6)

Observaţia 5.1.10. Funcţia aritmetică LCM(n; k) nu este complet multiplicativă. Într-adevar,

pentru p = 2, α = β = 1 se obţine relaţia 3k − 2k
< (2k − 1k)(2k − 1k), care este adevărată

pentru toate valorile k ≥ 2.

5.1.2 Tuple de numere naturale cu acelaşi lcm şi gcd

Următoarea lemă motivează rezultatele din această secţiune.

Lema 5.1.11. Fie d < n numere naturale, astfel încât d|n. Numărul de perechi ordonate (a, b)

care au cel mai mare divizor comun d şi cel mai mic multiplu comun n este

|{(a, b) : gcd (a, b) = d, lcm (a, b) = n}| = 2ω(n/d).

unde ω(x) reprezintă numărul de divizori primi distincţi ai numărului x.
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Definiţia 5.1.12. Numărul de k-tuple ordonate cu acelaşi gcd d şi lcm n este

GL(d, n; k) = |{(a1, . . . , ak) : gcd (a1, . . . , ak) = d, lcm (a1, . . . , ak) = n}| , (5.1.7)

Lema 5.1.13. Fie k şi d|n numere naturale. Daca d = pd1
1 pd2

2 . . . pdr
r şi n = pn1

1 pn2
2 . . . pnr

r ,

numărul de k-tuple ordonate al căror gcd este d, şi lcm este n satisface proprietatea

GL(d, n; k) = GL(1, n/d; k). (5.1.8)

Lema 5.1.14. Fie k şi α numere naturale. Numărul tuplelor ordonate (α1, . . . , αk) care satisfac

T(α; k) = |{(α1, . . . , αk) : min (α1, . . . , αk) = 0, max (α1, . . . , αk) = α}| , (5.1.9)

este dat de formula

T(α; k) = (α + 1)k − 2αk + (α − 1)k. (5.1.10)

Teorema 5.1.15. Fie k şi n numere naturale. Dacă n are factorizarea n = pn1
1 pn2

2 . . . pnr
r ,

numărul de k-tuple ordonate al căror gcd este 1 şi lcm este n, este dat de formula

L(n; k) =
r

∏
i=1

[

(ni + 1)k − 2nk
i + (ni − 1)k

]

. (5.1.11)

Corolarul 5.1.16. Fie k un număr natural şi n = pn1
1 pn2

2 . . . pnr
r , m = qn1

1 qn2
2 . . . qnr

r , astfel

încât numerele p1, . . . , pr, q1, . . . , qr sunt distincte. Atunci L(m; k) = L(n; k).

Următorul rezultat indică multiplicitatea funcţiei aritmetice L(n; k) pentru k ≥ 2.

Corolarul 5.1.17. Fie m, n numere naturale comprime şik ≥ 2. Avem următoarea proprietate:

L(m · n; k) = L(m; k) · L(n; k).

Corolarul 5.1.18. Fie a, b numere naturale. Avem următoarea proprietate:

L (gcd(a, b); k) · L (lcm(a, b); k) = L (a; k) · L (b; k) .

Mai mult, funcţia aritmetică L(n; k) nu este complet multiplicativă.

Observaţia 5.1.19. Alegând m = n = 2 şi k ≥ 2, se obţine relaţia

L(m · n; k) = 3k − 2 · 2k + 1 < (2k − 2) · (2k − 2) = L(m; k) · L(n; k).

Unele inegalităţi pentru L(n; k) pot fi demonstrate pentru valori generale m şi n.

Teorema 5.1.20. Fie m, n şi k ≥ 2 numere naturale. Următoare inegalitate are loc:

L(m · n; k) ≤ L(m; k) · L(n; k).
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5.2 Tuple monotone de numere naturale având acelaşi lcm

Pentru tuple crescătoare şi scrict crescătoare al căror lcm este n folosim notaţiile

LCM≤(k, n) = |{(a1, . . . , ak) : [a1, . . . , ak] = n, 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ak ≤ n}| ; (5.2.1)

LCM<(k, n) = |{(a1, . . . , ak) : [a1, . . . , ak] = n, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ n}| . (5.2.2)

În continuare stabilim legături între formulele de mai sus. Principalul scop este să

calculăm LCM≤ şi LCM< folosind combinaţii liniare care implică LCM. Pentru k, n ≥ 2

matricele k × n care corespund la LCM, LCM< şi LCM≤, sunt notate cu L, L< şi L≤.

De asemenea, matricile de tranziţie k × k vor fi notate cu M,N ,P ,Q,R.

L<(k, n) = M(k, :) · L(:, n); (5.2.3)

L≤(k, n) = N (k, :) · L(:, n); (5.2.4)

L≤(k, n) = P(k, :) · L<(:, n); (5.2.5)

L(k, n) = Q(k, :) · L<(:, n); (5.2.6)

L(k, n) = R(k, :) · L≤(:, n). (5.2.7)

Vom arăta că matricile P şi Q sunt inversabile şi că următoarele identităţi au loc:

N = PM, M = Q−1, R = QP−1. (5.2.8)

5.2.1 LCM(k; n), LCM<(k; n) şi LCM≤(k; n) pentru k = 3

Un triplet constând din numerele 1 ≤ a1, a2, a3 ≤ n cu [a1, a2, a3] = n poate fi

(1) (toate egale): Singurul triplet în care a1 = a2 = a3 şi [a1, a2, a3] = n este (n, n, n);

(2) (două egale): O pereche a1 < a2 cu [a1, a2] = n produce tripletele crescătoare

(a1, a1, a2), (a1, a2, a2), şi tripletele ordonate (a1, a2, a1), (a2, a1, a1), (a2, a1, a2), (a2, a2, a1);

(3) (toate distincte): Any triplet a1 < a2 < a3 produce saşe triplete ordonate.

Se obţin următoarele relaţii

LCM≤(n; 3) = 1 + 2 · LCM<(2, n) + LCM<(3, n); (5.2.9)

LCM(3, n) = 1 + 6 · LCM<(2, n) + 6 · LCM<(3, n). (5.2.10)

Rescriind (5.2.10) pentru LCM<(3, n) şi folosind rezultatele pentru m = 2, obţinem

LCM<(3, n) =
LCM(3, n)− 3 · LCM(2, n) + 2

6
;

LCM≤(3, n) =
LCM(3, n) + 3 · LCM(2, n) + 2

6
.
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5.2.2 Coeficienţii recurenţelor

Aici discutăm coeficienţii care leagă LCM, LCM< şi LCM≤.

Legătura dintre LCM≤ şi LCM<

Pentru un n fixat, matricea P(k, j) (1 ≤ k, j ≤ n) din (5.2.5) este dată de

P(k, j) =







(k−1
j−1), k ≥ j

0, k < j.

Legătura dintre LCM şi LCM<

Pentru un n fixat, matricea Q(k, j) (1 ≤ k, j ≤ n) din (5.2.7) este dată de

Q(k, j) =







j!S(k, j), k ≥ j

0, k < j.

unde S(k, j) sunt numerele Stirling de al doilea gen discutate în Capitolul 1.

Matricile de transformare R, M and N

Din (5.2.8), matricile P şi Q erau suficiente pentru a calcula R, M and N . Acestea vor

permite calcularea matricilor care corespund la LCM≤ şi LCM<.

Teorema 5.2.1. Următoarele identităţi au loc pentru K ≥ 2 şi 1 ≤ j, k ≤ K:

R(k, j) = (−1)k+jQ
M(k, j) = (−1)k+jN .

5.3 Noi contribuţii la enciclopedia de şiruri ı̂ntregi OEIS

Noi şiruri obţinute din T(k, n) şi L(n, k)

A245019: T(4, n) = 5n − 2 · 4n + 3n.

A245020: T(5, n) = 6n − 2 · 5n + 4n.

A247513: L(3, n) = 6ω(n) ∏
r
i=1 ni.

A247516: L(4, n) = 2ω(n) ∏
r
i=1

[

6n2
i + 1

]

.

A247517: L(5, n) = 10ω(n) ∏
r
i=1

[

2n3
i + ni

]

.
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Înţelesuri noi pentru şiruri vechi

Rezultatele din [15] au contribuit cu noi înţelesuri pentru următoarele şiruri OEIS:

A000918: T(n, 1) = 2n − 2 (nr de submulţimi proprii al unei mulţimi cu n elemente)

A028243: T(n, 2) = 3n − 2n+1 + 1 (numere Stirling de genul doi).

A008588: T(3, n).

A038721: T(3, n + 1).

A005914: T(4, n) = 12n2 + 2 (nr de puncte de pe suprafaţa unei prisme hexagonale).

A068236: T(5, n) = 20n3 + 10n.

A101098: T(5, n + 1).

A048091: LCM(2, n)

A070919: LCM(3, n)

A070920: LCM(4, n)

A070921: LCM(5, n)

A102309: Rezultatele noastre au evidenţiat primul context enumerativ. Într-adevăr,

a(n − 1) este numărul de orbite periodice Horadam de lungime n, pentru n > 2 [19].

Contribuţii la OEIS din Secţiunea 5.2:

A063647: L<(2, n). O interpretare a acestui şir este numărul de moduri în care 1/n se

scrie ca suma a exact două fracţii unitare distincte.

A086165: L<(3, n)

Axxxxxx: L<(4, n) - neindexat în prezent.

A018892: L≤(2, n) numărul de scrieri ale lui 1/n ca suma a două fracţii unitare.

A086222: L≤(3, n)

Axxxxxx: L≤(4, n) - neindexat în prezent.

A008778: L≤(n, 6) - al patrulea rând din A022818.

A000292: L≤(n, 8) - numere tetraedrale n · (n + 1) · (n + 2)/6

Axxxxxx: L≤(n, 12) - neindexat în prezent
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Apendice

O legatură ı̂ntre această teză şi profesorul Horadam - extras din [77]

Prezentăm aici câteva detalii ale corespondenţei dintre autorii lucrării de sinteză privind

şirurile Horadam şi Profesorul AF Horadam înşuşi [77].

O Dedicaţie pentru Profesorul A.F. Horadam

În prima parte a lunii aprilie 2012, autorul P.J.L. a trimis o versiune în lucru a articolu-

lui [77] profesorului AG Shannon - prieten apropiat şi de lungă durată al profesorului

AF Horadam, cu care cel dintâi a colaborat profesional. La scurt timp după aceasta,

profesorul Shannon, aflat într-o vizită pre-stabilită la Armidale (New South Wales,

Australia), a luat cu el de la Sydney o copie a lucrării, citindu-o profesorului Horadam,

a cărui stare de sănătate este precară de un număr de ani. Mulţumirile noastre sincere

se adresează profesorului Shannon, care ne-a transmis următoarele comentarii direct

din partea profesorului Horadam:

“Sunt foarte flatat de tonul lucrării . . . [care este] cuprinzătoare şi detaliată, oferind

o perspectivă aprofundată asupra istoriei şirului.”

Suntem încântaţi de a fi primit susţinerea personală a profesorului Horadam şi am

dori să îi dedicăm prezenta lucrare în semn de recunoaştere atât a muncii depuse pe

şirurile Horadam, precum şi a motivaţiei pe care a inoculat-o în alţii–incluzându-ne

aici şi pe noi–de a continua studiul.

P.J.L.

O.D.B.

E.J.F.
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Cluj-Napoca, Preprint Nr. 7 (1986), 5–12.

[12] Andrica, D., Toader, Gh., On homographic recurences, Seminar on Mathematical
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