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Introducere

1. Despre Teoria Aproximarii si procesele de aproximare de tip

King

In general Teoria Aproximarii raspunde la urméatoarea problemi: cum se
poate aproxima o functie cu o alta functie mai simpla a carei lege este ugor de
determinat. De asemenea, se preocupa de caracterizarea cantitativa a erorii
data de aproximarea facuta.

Pentru a fi mai explicit gi riguros, autorul prezinta notiunea de schema de
aproximare. Fie (X, d) un spatiu metric. O metoda de aproximare necesita
o multime de functii de aproximare, de exemplu F, care este o submultime
a lui X. Metoda e doar o aplicatie de la X la F. Cu alte cuvinte, fiind
data orice functie f € X, metoda extrage elementul e; din F, care este o
aproximare a lui f. Pentru a afla cat de buna este metoda aleasa, e; ar
trebui comparata cu cea mai buna aproximare a lui f € X din F care este

un element e* € F astfel incat
d(f,e*) =inf{d(f,e) : ee F} =dist(f,F).
Conditiile de existenta, unicitate si de caracterizare a celei mai bune
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aproximari in cazul in care F este un spatiu Hilbert poate fi gasit, e.g.,
in cartea lui Coman, Chiorean si Catinag [10, Sectiunea 1.4).

Astfel, o problema importanta este de a determina ce tip de functii de
aproximare se poate folosi. Una dintre directiile din Teoria Aproximarii este
data de procesele de aproximare liniare si pozitive. Este o tendinta noua,
care a aparut in anii ’50 in urma cercetarii lui T. Popoviciu, H. Bohman si
P.P. Korovkin. Teorema lor faimoasa de caracterizare a sirurilor de operatori
liniari si pozitivi care aproximeaza operatorul identitate, se bazeaza pe un
criteriu simplu si usor de verificat.

Urmatoarele trei aspecte sunt vitale in aceasta directie: constructia aces-
tor procese, studiul ordinului de aproximare, abilitatea lor de a pastra propri-
etatile calitative ale functiilor aproximate ca de exemplu monotonia, convexi-
tatea. In ceea ce priveste constructia proceselor de aproximare, un principiu
important a fost dat de F. Altomare gi M. Campiti [3, p. 229] privind proce-
sele pozitive de aproximare. Principiul spune ca daca E si F' sunt doua spatii
de functii definite pe acelasi spatiu Hausdorff compact astfel incat £ C F,
atunci un proces pozitiv de aproximare pe E cu valori in F' este un sir (L;);e;
de operatori liniari si pozitivi definiti pe E cu valori in F' astfel incat pentru
orice f din E, (L;);e; converge la f, convergenta fiind inteleasa raportata la
o anumita topologie pe F.

Multi operatori liniari si pozitivi pastreaza doar o functie din multimea
{eo, e1,e2}. J.P. King [I8] a prezentat un gir non-trivial de operatori liniari si
pozitivi care pastreaza eg si e;. Toate informatiile de baza sunt concentrate
in Capitolul 1 al acestei teze.

Pentru diversele abordari ale evaluarii cantitative a erorii se poate men-
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tiona rezultatul lui R. Mamedov [19], sau G. Shisha si B. Mond [22].
Aceasta directie de cercetare s-a dovedit a fi foarte productiva, in conse-

cinta multi matematicieni au dezvoltat aceste subiecte: constructia procese-

lor liniare pozitive si evaluarea cantitativa a erorii acestora. Teza se indreapta

in aceasta directie de investigatie.

2. Arhitectura tezei

Scopul lucrarii este de a construi diferite clase de operatori liniari si po-
zitivi de tip discret sau continuu in sens King si de a studia procesele de
aproximare obtinute. Pentru proprietatile de aproximare, autorul a studiat
eroarea de aproximare gi convergenta lor.

Teza este structurata in patru capitole.

Capitolul 1 cuprinde o colectie de notiuni semnificative legate de opera-
torii liniari si pozitivi. Aici sunt date definitii, exemple, proprietati pe care
le au operatorii liniari si pozitivi, teoremele clasice ale lui Korovkin, notiunea
de module de netezime gi proprietati ale acestora, rezultate legate de viteza
de convergenta a unui gir de operatori liniari. Toate entitatile matematice
implicate sunt descrise complet. De asemenea, sunt prezentate exemple de
operatori liniari si pozitivi diferiti de operatorii clasici. Intr-o sectiune dis-
tincta, sunt detaliati operatorii pozitivi introdusi de J.P. King n 2003 si sunt
prezentate proprietatile lor de aproximare.

Capitolul 2 trateaza clase de operatori Bernstein modificati in sens King.
Sunt prezentati operatorul Bernstein original si o clasa de operatori de tip

King care pastreaza functiile test e; si es. Dupa o prezentare a operatorului



de baza Stancu si a doua clase de operatori de tip Stancu, sunt studiate doua
clase particulare de operatori de tip Schurer-Stancu.

Capitoul 3 incepe cu prezentarea operatorului Baskakov original si conti-
nua cu prezentarea unei clase generale de operatori de tip Baskakov modifi-
cati. De asemenea, sunt prezentate trei clase particulare de operatori de tip
Baskakov modificati in sens King.

In Capitolul 4 se studiaza operatori de tip continuu, este prezentat ope-
ratorul Durrmeyer, si se continua cu constructia claselor particulare de ope-
ratori de tip Durrmeyer modificati in sens King.

In constructia acestei lucrari, autorul a incercat si includi prima datd
rezultate personale. Degi tentatia a fost mare, autorul nu a vrut sa prezinte
numeroase rezultate existente in acest domeniu, altfel lucrarea s-ar fi trans-
format intr-o ampla sinteza, care nu ar fi fost scopul final al acestei lucrari de
doctorat. Astfel, s-au inclus doar rezultatele prezentate in lucrarile publicate.

Rezultatele descrise provin din lucrari proprii sau lucrari cu alti coautori:
Ovidiu T. Pop, Petru I. Braica, Anamaria Indrea, Laurian I. Pigcoran. Astfel,
au fost publicate opt articole in urmatoarele reviste

e Applied Mathematics and Information Sciences, 2013 ISI Impact Factor:
1.232,

e Miskolc Mathematical Notes, 2013 ISI Impact Factor: 0.357,

e Creative Mathematics and Informatics,

e Annals of the University of Craiova,

o Acta Universitatis Apulensis (three articles),

o Acta Mathematica Universitatis Comenianae.

Mentionam faptul ca autorul a participat la urmatoarele conferinte:
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1) International Conference on Applied Mathematics, (ICAM 9), a noua
editie, Baia Mare, 25 - 28 Septembrie 2013. Titlul prezentarii "On an operator
of Stancu-type with fixed points e; and ey".

2) International Conference on Numerical Analysis and Approximation The-
ory (NAAT 2014), a treia editie, Cluj Napoca, 17 - 20 Septembrie 2014. Titlul

prezentarii "About a class of linear and positive Stancu-type operators".

3. Rezultate originale

Rezultatele autorului se regasesc pe parcursul Capitolului 2, Capitolului

3 si Capitolului 4 dupa cum urmeaza:

e Sectiunea 2.2: Lema [2.2.1] Lema [2.2.2] Teorema [2.2.1] Lema [2.2.3]
Teorema [2.2.2] Teorema [2.2.3]

e Sectiunea 2.4: Lema2.4.1] Lema2.4.2] Lema[2.4.3] Lema[2.4.4] Teorema
2.4.1]

e Sectiunea 2.5: Teorema [2.5.1] Teorema [2.5.2]

e Sectiunea 2.6: Teorema [2.6.1] Teorema [2.6.2] Teorema [2.6.3] Lema
Lema [2.6.2] Teorema [2.6.4] Teorema Teorema [2.6.6

e Sectiunea 3.2: Teorema [3.2.1] Teorema [3.2.2)

e Sectiunea 3.3: Teorema [3.3.1], Teorema [3.3.2] Lema [3.3.1 Lema [3.3.2]
Teorema |3.3.3], Teorema |3.3.4] Teorema |3.3.5, Teorema |3.3.6

e Sectiunea 4.2: Lema [4.2.1] Teorema [£.2.1] Teorema [£.2.2] Lema [4.2.2]
Teorema [£.2.3] Teorema [£.2.4] Teorema [4.2.5

Pe scurt, ca o abordare sintetica, noile rezultate obtinute in aceasta teza

de doctorat se concentreaza asupra urmatoarelor aspecte:
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a) sunt construiti operatori liniari gi pozitivi, care depind de anumiti para-
metrii, atat de tip discret cat si continuu, generalizand astfel unii operatori
clasici;
b) sunt investigate proprietatile noilor operatori, insistindu-se pe eroarea de
aproximare si pe comportamentul asimptotic; de asemenea, acesti operatori
au capacitatea de a reproduce functiile test Korovkin, de obicei cuplurile
(€0, e1), (eo,€2), (e1,€2), fiind vorba in special despre operatorii de tip King.
Cuvinte cheie: operator liniar si pozitiv, proces de aproximare, modul
de continuitate, viteza de convergenta, formula de tip Voronovskaja, operator

Bernstein, operator Baskakov

viil



Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Operatori liniari si pozitivi

Sunt prezentate notiuni introductive despre operatori, proprietatile aces-
tora, notiunea de proces de aproximare, teoremele Korovkin si multimile

Korovkin.

1.2 Module de netezime

Sunt definite modulele de netezime si sunt prezentate proprietatile aces-

tora.

1.3 Evaluarea cantitativa a erorii

In aceasta sectiune se prezinta cateva estimari cantitative clasice punctu-

ale sau pentru aproximarea uniforma de catre operatorii liniari si pozitivi.



CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

1.4 Exemple de operatori liniari si pozitivi

Se dau cateva exemple de operatori liniari gi pozitivi diferiti fata de ope-

ratorii clasici.

1.5 Operatori de tip King

Se definegte operatorul introdus de J. P. King in 2003, se prezinta cateva
proprietati ale acestuia specificindu-se notiuni referitoare la iteratele acestuia

si rezultate privind convergenta iteratelor.



Capitolul 2

Operatori de tip Bernstein

modificati in sens King

2.1 Operatorii Bernstein

Se prezinta operatorul Bernstein, se dau proprietatile acestuia si se rea-

mintesc formulele de tip Voronovskaja pentru acest operator.

2.2 Un nou tip de operatori Bernstein-King

Aceasta sectiune cuprinde rezultate publicate in Applied Mathematics and
Information Sciences, No. 6 (1) (2012), 191-197.

In [I8], J.P. King defineste operatorii liniari pozitivi care generalizeazs
operatorii clasici Bernstein. Aici noi definim o noua clasa de operatori
Bernstein-King. Pentru noii operatori se discuta unele proprietati si se de-

monstreaza o teorema de aproximare gi o formula de tip Voronovskaja.



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

Se considera un numar fixat mg € N, my > 2. Pentru functia f : [0;1] —
R, se defineste sirul de operatori (B}, f)m>m, prin
. (m—1)x IN"m&
(Brhw) = (1= )

mx — 1 m =0 )

73
x (1 —z)mFk (:)3— ;)kf (Z) ;

pentru orice m > myq si orice z € [(mg — 1), 1].

(2.2.1)

Daca m € N, m > my, atunci operatorul B}, este liniar si pozitiv.

Lema 2.2.1. (Braica, P.I., Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, [9]) Fie (B},)men
definit prin (2.2.1)). Identititatile

(2.2.2) (Breo)(w) = m
(2.2.3) (Bne)(z) =z,

(2.2.4) (Bre2)(z) = a7,

(2.2.5) (TinoBr)(@) = m7
(2.2.6) (Tma By (x) = %
St

(2.2.7) (T2 By,) () = mell—2)

mx — 1

sunt adevdrate pentru orice m € N, m > my si orice x € [(mo — 1)7%1].



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

Lema 2.2.2. (Braica, P.I., Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, [9]) Fie (B},)men
definit prin (2.2.1)). Avem

225 Bule) = Jim, (T0B)(a) = 1
(2.2.9) By(x) = lim (T’”’QZW — (1 —2)
ST

(2.2.10) (ToBL) (@) < mo — 1 = ko,

(Trm2B;y,) () < Mo

2.2.11 — =k
( ) m 4 2,

pentru orice x € [(mo — 1)71,1].

Teorema 2.2.1. (Braica, P.I., Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, [9]) Fie
(B}, )men definit prin (2.2.1)) si f:[0,1] — R o functie continud pe [0, 1].

Atunci

(2.2.12) (B, f)(x) = f(z)]

()]

(m— 1+ é\/(m— 1)x(1 —x)) w(f;0)

mx — 1+mx— 1
ST

(2.213) [(B,.f)(x) = f(x)] <

(m0—2)M+ Z(m—l)w<f; 1 )

m—mo+1 m—myg+1

2vVm —1

pentru orice 6 > 0,m € Nym > my si x € [(mo — 1)1, 1], unde

M = sup{|f(x)] tx € {(mo - 1)’1,1”.



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

Lema 2.2.3. (Braica, P.I., Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, [9]) Fie (B},)men
definit prin (2.2.1)) si f :[0,1] — R o functie continua pe [0, 1].
Atunci exista m(0) astfel incat

5m0—1

f(x)| <M, <f; \/%)

(m— 1)z
mx — 1

(2.2.14) (Bnf)(x) —

ST

(2215)  |(BLf)() — f(@)] < |f(z)| ——" +5m°_1w(f;1)

mx — 1 4
pentru orice © € [(mo — 1)71, 1], m € N, m > m(0).
Teorema 2.2.2. (Braica, P.I., Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, [9]) Fie

(B men definit prin (2.2.1)) si f : [0,1] — R o functie continud pe [0, 1].

Atunci avem

(2.2.16) lim (B%,f)(z) = f(z)

m—0o0
uniform pe [(mo — 1)~ 1] si existd m(0) astfel incat

m—mg+ 1 + T /i

(2.2.17) (B, )(x) = fz)] <
pentru orice x € [(mo — 1)71, 1] si orice m € N, m > m(0).

Teorema 2.2.3. (Braica, P.I., Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, [9]) Fie
(B! men definit prin (2.2.1) si f : [0,1] = R o functie continud pe [0,1].
Daci x € [(mg— 1)1, 1], f este de doud ori derivabild pe [(mg—1)"11] si

@ este continud pe [(mo — 1)~ 1], atunci

(2.2.18)
Jim m <(Bfnf)(x) - mjf(x)> = (z—1)fY(2) + “’(12‘93)f<2><x>



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN

SENS KING
St
(2.2.19)
i m (B, f)(@) — () = - L f )+ (o= 1)) + <12—> ()

2.3 Operatorii Stancu

Se prezinta operatorul introdus de D. D. Stancu [23] in 1969, se formuleaza
proprietatile acestuia, se da o teorema de tip Korovkin gi o formula de tip

Voronovskaja. Toate aceste rezultate sunt deja cunoscute.

2.4 Studiul unui proces general de aproxi-
mare de tip Stancu

Rezultatul principal al acestei sectiuni se afla in lucrarea [14], aparuta in
Acta Mathematica Universitatis Comenianae 84 (2015), 1, 123-131.

Se introduce o clasa de operatori de tip Stancu, cu proprietatea ca pas-
treaza functiile test e; si es. In aceastd abordare, se di o teorema de aproxi-
mare a erorii gi se obtine o formula de tip Voronovskaja.

Fiind dat mg € N, Ny = {m € Ny | m > mg} si 0 < a < 8 parameterii
reali fixati, se considera functiile a,, : J — R, b,, : J —> R astfel incat
am(z) > 0, by (x) > 0 pentru orice x € J, m € Ny si I = [0,1]. J va fi definit
pe parcurs.

Se definesc operatorii de forma

k+a)
m+ 3/

ean g =3 (V)@



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

pentru orice m € Ny, x € J si f € E([0,1]), unde E([0,1]) este un spatiu
liniar de functii cu valori reale definite pe [0, 1].

In ceea ce urmeaza se impun urmatoarele conditii

(2.4.2) (HPeg) () =1+ up(z), meNy, z€J
si
(2.4.3) (H P e)(z) = 2 4 v (x), m €Ny, z € J,

Apoi se obtine

(2.4.4) am(@) = (1 + wn(2)) (m; - fiﬁg B i)
si
(2.4.5) bn(7) = (1+um(w>>3ﬂ(1 - ’";5 ' fi;’:ﬁii *:1)

pentru orice m € Ny si x € J.
Avem [ = [0,1], E([0,1]) = C([0, 1]).
Daca Hﬁ‘f’ﬁ)el = e, pentru orice m € Ny, atunci v,,(z) = 0. Avem

(2.4.6) anm(z) = (1 +um(x)),i<m+ﬁ @ a)

m 14 uy(z) m
si
1 m-+ x Q
(2.4.7) bon() = (1+um(az))m(1 R Y +m),

pentru orice m € Ny si x € J.

Lema 2.4.1. (Indrea, D. Adrian, [14]) Fie m € Ny. Urmdtoarele relatii
sunt echivalente
(1) am(z) > 0 §i by (z) >0,

.. . _ o mo+o
(i) xeJsiJ= {mo+ﬂ’mg+ﬂ}




CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

Din H®%ey = ey si v, (x) = 0, m € Ny, se obtine
(2.4.8)
(@ + am)u? (z) + (m(m + B)%a? — (m + B)(m + 2a)x + 2(a” + am))um(x)
+ (m + B)*2z® — (m + B)(m + 2a)z + (a® + am) = 0.
Relatia (2.4.8)) este o ecuatie de gradul al doilea In wu,,(x), solutia pozitiva

a acesteia fiind

(m + B)(m + 20)z — m(m + )22 — 2(a® + am) + VA

(2.4.9) up(z) =

2(a? + am)
Lema 2.4.2. (Indrea, D. Adrian, [I4]) Dacd x € |, .25, 705 ) sim € Ny,
atunci operatorii H() sunt liniari si pozitivi pe C([0,1]).
Lema 2.4.3. (Indrea, D. Adrian, [I4]) Dacd x € |25, 55|, atunci
(2.4.10) lm up(2) =0
St
2.4.11 I _ o
(2.4.11) minoomum(x)— p
Lema 2.4.4. (Indrea, D. Adrian, [14]) Pentrum € Ny siz € |2, ﬁﬁfé ;

urmdtoarele identitati

(2.4.12) (T o HP) (2) = 14 (),
(2.4.13) (Trn i HOD) () = mau,(z)
ST

(2.4.14) (T2 H D) () = m222um, (z)

sunt adevarate.



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

Teorema 2.4.1. (Indrea, D. Adrian, [14]) Fie (H\“"),.cn definit prin
(2.4.1) si functia continua f :[0,1] — R derivabild de s ori pe [0,1], avind
derivata de ordinul s continud pe [0, 1].

Pentru s = 0 avem

; (a,B) F —
(2.4.15) im HEOf = f
uniform pe J = |2, ﬁgig . Ezista m* = max(mg, m(0),my) astfel incdt
+4 13 1
2.4.16 HOP ) (2) — f(z)] < M- 0 = ( )
2416 |(HEY @) - flo)] <M (),
pentru orice x € méiﬁ’ zgig],m e N,m > m*. In cele de mai sus
M = sup |f(z)|.
zeJ
Pentru s = 2, avem

(2.4.17)

1—x r(l—x
Jim o ((HED )= 7)) = 2L )0 fO ) L e,

2.5 O clasa speciala de operatori de tip
Stancu-King

Aceasta sectiune contine rezultate publicate in Acta Universitatis Apu-
lensis, No. 31 (2012), 249-256.

Se introduce o clasa particulara de operatori de tip Stancu, care au propri-
etatea ca pastreaza functiile test eq i e; ca si In cazul operatorului Bernstein.
De asemenea, se obtin doua teoreme de aproximare a erorii gi doua formule

de tip Voronovskaja.

10



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

Definitia 2.5.1. Fie f € C([0,1], 8 > 0 si mg € Ny fizat, depinzind doar

de 3. Pentru orice m € N;m > my, se defineste operatorul

(2.5.1) (@nmf) Z( ) (m-+5)z)*(m —(m+6)w)m"“f< i )

m+ 3

unde x € [O, m?j;ﬁ} )

Remarca 2.5.1. Operatorii (Q2), m > myg, sunt liniari si pozitivi. Pentru

=0 1n se obtin operatorii Bernstein.

Teorema 2.5.1. (Indrea, D. Adrian, [15]) Fie (Q2).en definit prin (2.5.1)
si f:1]0,1] — R o functie derivablia de s ori pe [0,1], avind derivata de

ordinul s continua pe [0,1]. Pentru s =0, avem

(2.5.2) lim Q% f=f

m—0o0

0 } st exista m* = max(mg, m(0),m(2)) astfel incit

uniform pe { ,m’:+5

9 1
(2.5.3) (@nf)(@) = f(@)] < Jw <f3 ﬁ)

mo . *
’m0+5}’ orice m € N, m > m*.

pentru orice x € {0
Teorema 2.5.2. (Indrea, D. Adrian, [I5]) Fie (Q?),.en definit prin (2.5.1))
st f:]0,1] — R o functie derivablia de s ori pe [0,1], avind derivata de
ordinul s continua pe [0, 1].

(1) Pentru s =2, avem

(1l —x)

(2.5.4) i m((Q4F)(x) — () = T 1)

0 } st existd my = max(m*,m(4)) astfel incat

uniform pe {0, m?%

255 m|(@un) - 1) < Jar+ e (1)



CAPITOLUL 2. OPERATORI DE TIP BERNSTEIN MODIFICATI IN
SENS KING

0 },meN,m>m unde M = max |f@(x)].

N my
pentru orice T € {0, p
oth z€[0,1]

(17) Pentru s = 4 avem

iy (@)@ - £0) - g (<o o) 190
1 3

s V@) Ty QL) (@)) = 5 (a1 =) F V),

(2.5.6)

pentru orice x € {0, m?—i,é’]

2.6 Doua clase noi de operatori de tip Schurer-

Stancu

Rezultatele acestei sectiuni se bazeaza pe lucrarile [I3],[I7] aparute in Acta
Universitatis Apulensis, 42 (2015), 1-8, respectiv in Creative Mathematics
and Informatics, 24, (2015), No. 1, 61-67.

Se introduce o clasa de operatori de tip Schurer-Stancu. Acesti operatori
reproduc functiile test e si e1. Se obtin doua teoreme de aproximare a erorii
si doua formule de tip Voronovskaja.

Fie o numar real, a > 0, my € N fixat.

Se impune conditia ca mg > [a] + 1. Astfel avem * < 1.

Fie Ny = {m € Ng|m > mg}.

Daca m > mg atunci [mﬁo, 1} C [%, 1}.

Se considera operatorii
1 & k
(2.6.1) (Qf)(x)=— Z < ) mx — )" (m + a —ma)™Ff <M>
mm m
pentru orice f € C([0,1+ a]),m € Ny si orice z € [m%, 1]

12
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SENS KING

Remarca 2.6.1. (i) Operatorii (Q5)m>m, sunt liniari si pozitivi.

(1) Alegand a =0, in (2.6.1), se obtin operatorii Bernstein.

Teorema 2.6.1. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., [13]) Fie Q**, m > my,
definit prin (2.6.1). Daca f € C(]0,1+ «]), atunci avem

(2.6.2) lim Qf = f

m——>00

uniform pe J = {mio, 1}. Ezista m* = max(mg, m(0), m(2)) astfel incdt

o) — ] < B (L
(263 (@G - sl < o (5 =),

peniru orice T € { ;1} ,meNm>m*.

o
mo

Teorema 2.6.2. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., [13]) Fie QX*, m > my,

m

definit prin (2.6.1). Dacd f :[0,1+ a] — R este de doud ori derivabild pe

0,1+ o, avind derivata de ordinul doi continua pe [0,1 + «], atunci avem
1 —
@64)  lim m(@Q )~ f@) = "D o)

uniform pe {m%’ 1} st existd my = max(m*,m(4)) astfel incat

*Q f(2) (x) *Qu 39 2). 1
265) ml(@;1)(e) — ) L a0z < e (1251 ).
pentru orice x € {m%, 1} ,meNm>m;.
Teorema 2.6.3. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., [13]) Fie QX*, m > my,

m

definit prin (2.6.1). Daca f : (0,14 o] — R este de patru ori derivabila pe
0,1+ «], avind derivata de ordinul patru continud pe [0,1+ ], atunci avem

(2.6.6)

i (@i 1e) = 1o)== o) - CEDE o))
Cae=1) o alma)(-20) o)
_#f()(x)—{— o f()<x>+Tf()(x)’

13
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pentru orice x € {m%, 1} )

In continuare se introduce o clasa diferita de operatori de tip Schurer-
Stancu cu proprietatea ca pastreaza functiile test eg si e;. Pentru acesti
operatori se obtine o teorema de aproximare a erorii si o formula de tip
Voronovskaja. Scopul principal este de a studia convergenta iteratelor pentru
aceasta noua clasa de operatori.

Fie p € N fixat, 0 < a + p < ( si functiile a,,, b,, : J — R astfel incat
am () > 0,b,,(z) > 0 pentru orice x € J;m € N. Fie [ =[0,1+p|. J va fi
precizat pe parcurs.

Se definegte operatorul de forma

@h ) (0 :m+p m—+p o (ko k+a>
2on) (s @ =3 (" )@t (5.

pentru orice m € Nyx € J gi f € E([0,1 + p]), unde E([0,1 + p]) este un
spatiu liniar de functii cu valori reale definte pe [0, 1 + p.

In ceea ce urmeaza, se impun conditiile

(2.6.8) (Sledeg) (x) =1, meN, z € J
si
(2.6.9) (S,(ﬁf)el) (2) =2, meN, z e J
Rezulta
(2.6.10) am () = w
m-+p
si

m+p—(m+p)r+a
m-+p

(2.6.11) b () =

Y

14
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pentru orice m € Ngi z € J.

Se considera mg € N fixat gi Ny = {m € Ny | m > mg}.

Lema 2.6.1. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., Braica, P.I.,[17]) Fie
m € Ny, atunci urmatoarele relatii sunt echivalente
(1) am(x) >0 and by, (x) > 0;

(ii) x € J and J = [ﬁ,%}

Considerand relatiile (2.6.10) si (2.6.11)), operatorul (2.6.7) devine

(S595) ) = s 22 () (o )2 =

k=0

X (m+p—(m+pa+a)" P f (Zi;)

(2.6.12)

pentru orice m € Ny, z € J si f € E([0,1+ pl).

Remarca 2.6.2. Dacd x € [ﬁ,%} st m € Ny, atunci operatorii

Sﬁgjf) sunt liniari $i pozitivi.

Lema 2.6.2. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., Braica, P.I., [I7]) Fie S}ﬁf)

definit prin (2.6.12)). Pentru m € Ny gi x € [moaw, m%tiga}, urmatoarele

identitati

(2.6.13) (T oS0 (@) = 1,

(2.6.14) (T2 S50 () = 0,

(2.6.15) (Tm’QS,(ﬁ"f)) (z) = m? ((S,(ﬁjf)eg) (x) — x2)

sunt adevarate.

15
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Teorema 2.6.4. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., Braica, P.I., [17]) Fie
S,(,ifff) definit prin (2.6.12). Daca f : 0,14 p] — R este o functie continud

pe [0, 1], atunci avem

(2.6.16) lim S\ f = f

m—r00

a mo+pt+ao

uniform pe J = {mo-i-ﬂ’ oy

} g1 exista m* = max(mqg, m(0)) astfel incat

2o1n) (s ) - o) < SO ()

pentru orice x € {m(;’jrﬁ, m%tﬁ;a} ,m € N m >m*.

Teorema 2.6.5. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., Braica, P.I., [I7]) Fie
Sfﬁf) definit prin (2.6.12)). Dacd f : [0,14p] — R este o functie continua pe
0,1] si de doua ori derivabild pe [0, 1] avind derivata de odinul doi continua

pe [0, 1], atunci avem

@) (1
(2.6.18) im m (S0 F) () — fl)) = / 2( )x(4a +1-—1).

Teorema 2.6.6. (Indrea, D. Adrian, Indrea, A., Braica, P.I., [I7]) Fie

I = [¢,d]. Fie Sﬁ,ﬁf),m € Ny, definit prin (2.6.12) astfel incit o, o(c) =
Ommip(d) = 1. Daca f € C([e,d]), atunci pentru sirul de iterate ((Sﬁﬁ},ﬁ))n) .

are loc

n d) —
(2.6.19) dim ((S9D) f) (2) = flo) + W(x — o),
uniform pe [c,d], unde ¢ = g 4= mrzféo‘.

16



Capitolul 3

Operatori Baskakov de tip King

3.1 Operatorii Baskakov

In aceasta sectiune sunt prezentati operatorii Baskakov originali si pro-

prietatile acestora.

3.2 Studiul unui proces general de aproxi-
mare de tip Baskakov

Rezultatele incluse in aceasta sectiune au fost publicate in Miskolc Ma-
thematical Notes, 2 (2014), No. 2, 497-508.

In aceastd sectiune se construieste o clasa generald de operatori liniari si
pozitivi care generalizeaza operatorii Baskakov. Pentru acesti operatori se
studiaza convergenta lor gi se da o formula de tip Vornovskaja.

Fie mp € N dat si N; = {m € N | m > mg}. Se considera functiile

17



CAPITOLUL 3. OPERATORI BASKAKOV DE TIP KING

Q- J — Rl 6, : J —> R astfel incat

am(z) >0,
Bm(x) >0,
B () — apm(x) > 0,
pentru orice x € J si orice m € Ny, J va fi precizat ulterior, pentru fiecare

caz tratat.

Se definegte operatorul de forma

G2 =3 (T bt ()

m

pentru orice m € Ny, z € Jsi f € E([0,400)), unde E([0, 00)) este un spatiu
liniar de functii reale definite pe [0, c0), pentru care operatorii P,, sunt bine
definiti.

Se impun conditiile
(3.2.2) (Preo)(z) =1+ up(x),
pentru orice m € Ny gi orice x € J, unde u,, : J — R, u,,(z) > —1 si
(3.2.3) (Prer)(x) = x4 vp(x),

pentru orice m € Ny gi orice z € J, unde vy, : J — R, v,,,(z) > —x.

Rezulta
(3.2.4) () = ;mQ U ()
si
(3.2.5) Bun(2) = <1 + fii:gg) (14 (@),
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m e Ny, x e J.
Considerand (3.2.4)) si (3.2.5]), operatorul (3.2.1]) devine

g e B () (2]

() G)

m €Ny, z € J, f € E([0, +00)).

Presupunem ca exista griul (am(x)> : <bm(x)) , astfel incat
meN; meNy

(3.2.7) lim am(z) = lim b () = 0,
(3.2.8) |tm ()] < am(),
(3.2.9) |vm (2)] < b (),

pentru orice m € Ny gi orice v € K = I N J, K interval compact.

Notam

(3.2.10) lim m(vp,(x) — zuy(z)) = U(2)

m—ro0

si presupunem ca [ : J — R este o functie marginita pe K.

Folosind ([3.2.7))-(3.2.9)), daca

lim wu,(z) = lim v,(x)=0z¢€ K,

m—>r00 m—>r00
atunci obtinem

Hm m(vn () — Tty (7)) = 0.

Aceasta implica faptul ca exista m; € N astfel Incat
(3.2.11) MV (7) — TUp (7)) < 1,m € N;,m > my,z € K.
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Notam

M (K) = sup an(z), Ma(K) = sup by,(z)
meN meNy,
zeK zeK

si fie Ny = {m € N | m > max(mq, m1)}.

Teorema 3.2.1. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie operatorii
P, m > my, definiti prin (3.2.6)). Daca f € Co(]0,+00)), atunci

(3.2.12) lim Pf=f

uniform pe K.
Ezista m(0) € N,m(0) depinzind de K, astfel incit urmatoarele inegali-

tati au loc

(3.2.13) (B f) () = (14 um () f ()] < (Ko + k2)w (f; \/1%> ,

(3214)  [(Puf)(x) = f(@)| < [um(@)] - [f(2)] + (ko + k2)w <f; 1)

NG
ST
(3215)  |(Paf)(x) — f()] < an(@M + (ko + ko) (f; %)

pentru orice m € No,m > m(0) si x € K, unde
M = sup{|f(z)| | z € K}.
Teorema 3.2.2. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie operatorii

P, m > mg, definiti prin (3.2.6). Daca f € Cy(]0,+00)), f este de doud
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ori derivabild pe K si f®) este continud pe K, atunci urmdtoarea relatie este

adevarata
(3.2.16)
i m ((Pf)(a) — (14w, (2)) ) = 1) FO ) + 2 0

pentru orice m € Ny, v € K.

3.3 Clase de operatori de tip Baskakov

A. Prima clasa
Se considerd K = [a,b], unde a > 0. In acest caz J = [0, +00) si mg = 1,

N; = N. Daca operatorii, P,,,m € N, reproduc ¢q si €1, avem

PLeqg=eqsi Pher = eq,

pentru orice m € N. Considerand ((3.2.2)) si (3.2.3)), rezulta ca

Um () = vp(z) =0sil(z) =0

pentru orice m € N i orice x € [0, +00).

In acest caz, se obtine din nou operatorul clasic Baskakov. Astfel

pentru orice m € N,z € [a,b], ko = 1 §i ko = b(1 +b) + 2.

Teorema 3.3.1. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie operatorii
P, m > my, definiti prin (3.2.6). Daca f € Cy([0,+00)), atunci

(3.3.1) dim Pnf=f
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uniform pe un interval compact [a,b] C Ry si exista m(0) € N, m(0) depin-

zind de K = [a,b] astfel incat

1
(3.3.2) [(Pof)(2) = f(z)] < B+ b+ b )w (f; W)
m € Ny,m > m(0),x € [a,b].
Teorema 3.3.2. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie operatorii
P,., m > my, definiti prin (3.2.6). Dacd f € Cy([0,400)), f este de doud ori

derivabild pe [a,b] si f@ este continud pe |a,b], atunci are loc urmdtoarea

identitate
: (1 +2)
(333) lim m((Paf)) — (@) = " O, r e fob]
B. A doua clasa
Pentru al doilea tip de operatori se considera J = [0,+00), mo = 1,

N; = N. Deoarece P,,eq = ¢eg si Phes = ey pentru orice m € N, luand in

considerare relatia (3.2.2)), rezulta w,,(z) = 0 si
(3.34) (m + 1) (2 4+ v () + (2 + v (2)) —ma® =0

pentru orice m € N i orice x € [0, +00).

. . . m(m x - . ..
Din relatia (3.3.4)) se obtine v,,(z) = ¥ ! (2(;;21)2H L, dar operatorii
EZ6) devin

> ’'m — dm(m+ a2 +1—-1 ‘
(me)(x>zz< +k 1)(\/ (m+ 1)a2 + )

= k 2(m+1)

(3.3.5)

X(1+\/4m(m—|—1)x2—|—1—1) f(k;)

2(m+1)

m e N, x € [0,400), f € Cy([0,400)).
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Lema 3.3.1. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Urmatoarele relatii

sunt adevarate

VAm(m+ a2 +1 -1
(3.3.6)  wvp(x) < 2om 1)

VaAm(m +1)a2 +1 -1 N 1
3. —a<\y/=a?+ — — N.
(3.3.7) 2m 1) a<y/za +16 a, m €

Lema 3.3.2. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Are loc urmdatoarea

—a, meN, x € K =[a,b,

relatie

. 1+=z
(3.3.8) lim mu (1) = — 5
unde r € K.

Teorema 3.3.3. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie operatorii P,
m > my, definiti prin (3.3.5). Pentru orice f € Cy([0,+00)) rezultd

(3.3.9) lim Pf=f

uniform pe intervalul compact |a,b] si exista m(0) € N, m(0) depinzind de
b, astfel incat
(3.3.10)

(P f) ()= f)] < B+ b(1+0)w <f; ! ) ,m € Na,m > m(0),z € [a,0].

vm
Teorema 3.3.4. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie operatorii Py,
m > mo, definiti prin (3.3.5). Daca f € C([0,+00)), = € [a,b], f este de

doud ori derivabild pe [a,b] si f?) este continud pe [a,b] atunci

1+z
2

z(l+ x)
2

(33.11)  lim_m((Pof)() — f(z)) = FO @) + ().

23



CAPITOLUL 3. OPERATORI BASKAKOV DE TIP KING

C. A treia clasa

Pentru ultimul caz se considera my € N, my > 2 un numar fixat si
J =[(mg—1)"1 +00). Dacd Pe; = ey, atunci v,,(x) = 0, pentru orice
z € [(mg—1)71 +00).

Din P,e; = ey si Pes = es, se obtine

m+ 1 x? T )
. +—=2", meN;
m  l4uy(x) m

si
z+1 1
(3.3.12) un(a) = ——— meN, v € [(mo = 1)7", +00).
Operatorii din relatia (3.2.6) devin

(3.3.13)

m+1ex X (m+k—1 (mm—1>k< x—l)‘m_k k
P, = 1 v
(Fnf)() mx—llg) k m+1 +m—i—1 / m

pentru m € Ny, x € [(mg — 1)71, +00) si f € Co([0, +00)).
In concordanti cu relatiile (3.2.7)), (3.2.9) si (3.2.10)), avem

by () =0, l(z) = -1 —=x,

pentru orice m € Ny, z € [(mo — 1)7%, +00). De asemenea, se obtine

um(t) < — 20— (2)

m—my+1
pentru orice x € [(mo — 1)7,b] si My ([(mo — 1)71,b]) = 0. In consecinta,

ko =1+mo, ky=b(1+b)+2 and M, ([(mo—1)""b]) = mo.

Teorema 3.3.5. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie P,,, m > my,
definit prin (3.3.13)). Pentru orice f € Cy([0, +00)) rezulta

(3.3.14) lim P f=f
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uniform pe intervalul compact [(mg — 1)1, 0] si existda m(0) € N depinzind
de b, astfel incat

mo

(o)) = (@) < M ([(mo —1).8))

m—mg+ 1
(3.3.15) °

1
+(3+mo+b(1+0b))w <f; ﬁ)
pentru orice m € Ny, m > m(0) si x € [(mg — 1)71,b]. In cele de mai sus

M ([(mo — 1)1, 8]) = sup{|f ()| | = € [(mo — 1)1, b]}.

Teorema 3.3.6. (Indrea, D. Adrian, Pop, O. T., [16]) Fie P,,, m > my,
definit prin (3.3.13). Dacd f € Coy([0,+0)), x € [(mo — 1)71,0], [ este de

doud ori derivabild pe [(mo — 1)71,0] si f?) este continud pe [(mo — 1)1, 0],

atuncy
(3.3.16)
Jim_m((Pf) (o) — (@) = T p) - (14 ) Oa) + T o

25



Capitolul 4

Operatori Durrmeyer de tip

King

4.1 Operatorii Durrmeyer

In aceastd sectiune este prezentat operatorul Durrmeyer si proprietitile

lui.

4.2 Clase de operatori de tip Durrmeyer-King

Rezultatele principale ale acestei sectiuni se bazeaza pe [20], publicata in
Annals of the University of Craiova, Math. Comp. Sci. Ser. 39 (2012), No.
2, 288-298.

Sunt obtinute trei clase de operatori liniari gi pozitivi care pastreza exact
doua functii din multimea {eq, e1, e2}. Pentru fiecare clasa de operatori, sunt

stabilite rezultate privind convergenta uniforma, estimarea erorii cu ajutorul
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modulului de continuitate de speta intéi si formule de tip Voronovskaja.
Pornind de la ideea constructiei operatorilor Durrmeyer, se considera ope-
ratorii generali de urmatoarea forma
m m . 1
(121) (@D = 0+ 1Y () ol Guto)™ [ pmstos 1
k=0

unde x € J, m € Ny si f € Ly([0, 1]).
Remarca 4.2.1. Operatorii Q),,, m € Ny sunt liniari si pozitivi.

A. Prima clasa

In cele ce urmeazi se construieste un sir de operatori de tip Durrmeyer
definiti ca si in relatia (£.2.1)), care pastreaza functiile test eq si e;.

Se impun conditiile (Qne0)(z) = eo(z) si (Qmer)(x) = e1(x); se obtine

(4.2.2) () = DT

m

(4.2.3) B () ;

pentru orice x € J i m € Nj.

Lema 4.2.1. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Are loc

urmatoarea incluziune

(4.2.4) 1 m0+1] { 1 m+1}

mo 4+ 2 mg + 2 m+2 " m+2

pentru orice m € Ny.

Remarca 4.2.2. Vom considera J = [m01+2, mgiﬂ Astfel, pentru o, Bm

definite in (4.2.2)) si (4.2.3) avem ay,(x) > 0 si B(x) > 0, pentru orice x € J

st m e Ny.
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Luand in considerare remarca anterioara, se construieste sirul de operatori

Durrmeyer (Q1.m)m>m,- Dacad m € Ny, definim operatorul

m+1< (m
(Qumf)(@) = — ((m+2)z —1)"
(4.2.5) m ;;) <k>

X (m+ 1= (m+22)"* [ pa(t) f(0)ar

pentru orice z € [m01+2, Zgiﬂ, f e Ly([0,1]).

Teorema 4.2.1. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Fie
Q1.m, m > myg, definit prin (4.2.5). Daca f : [0,1] — R este o functie

continua pe [0, 1], atunci
(4.2.6) lim Qunf = f

uniform pe J si exista m(0) € N astfel incdt

5 1
(4.2.7) (Qumf) (@) = f@)] < S (f ; ﬁ)

pentru orice x € J si m € Ni,m > m(0).

Teorema 4.2.2. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Fie
Q1,m, m > my, definit prin (4.2.5). Daca f € C([0,1]),z € J, f derivabila

de doud ori pe [0,1] si f@ este continud pe [0, 1], atunci

(4.2.8) i m((Qunf)() — F(@)) = (1 — 2)FO (@),
pentru orice x € J.

B. A doua clasa
Se construieste un gir de operatori Durrmeyer care reproduc functiile test

€ep Sl es.
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Se impun conditiile (Qe0)(z) = eo(z) si (Qme2)(x) = ex(x); se obtine

—2m + /0 ()
() = m(m—1)
(4.2.9)
Bon() = m? +m — /Om(x)
" m(m—1)
unde
(4.2.10) om() = m2m + 2+ (m — 1)(m + 2)(m + 3)2?),

pentru x € J si m € Ny.

Lema 4.2.2. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Fie m €

N;. Atunci B, (z) > 0 pentru x > 0 dacd si numai daca

m+1
4.2.11 0<a</——.
( ) _x_\/m—l—3

Remarca 4.2.3. In continuare se considerd J = {\/(

2 m0+1J
m0+2)(m0+3) ) mo+3]°

Astfel, pentru o, Bm definite de relatia (4.2.9) avem ap(x) >0 si Bp(z) >

0, pentru orice x € J si m € Ny.

Daca m € Ny si f € Ly(]0,1]), se definegte operatorul

Qo) =t 3 (1) (2t )

k=0

(o ou@) " [ patn) s

(4.2.12)

pentru orice z € J.

Teorema 4.2.3. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Fie

Q2,m, m > my, definit prin (4.2.12)).
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(1) Fie f :]0,1] — R o functie continua pe [0,1]. Atunci
(4.2.13) lim Qaf = f
uniform pe J si exista m(0) € N astfel incdt

5 1
(4.2.14) (Qamf)(@) = f(2)] < S (f, W)

pentru orice v € J si m € Ni,m > m(0).
(i3) Dacd f € C([0,1]),x € J, f este de doud ori derivabild pe [0,1] si f?

este continua pe [0, 1], atunci
4215) _1im_m((Qun @) = F(@)) = (& = DFO (@) +2(1 - )7 @)

C. A treia clasa

In final se construieste un sir de operatori Durrmeyer definit prin (4.2.1)
care pastreaza functiile test e; si es.

Se impun conditiile

(Qmer)(x) = ei(w)

si
(@me2)(x) = ea(x).
Alegem t,,(z) = am(x) + Bm(x), se obtine
(4216)  am@) = PFD T Ly g ) () — an(a)

m trl(z) m

i urmatoarea ecuatie in ¢7(x)

(42.17) (m + 2" () + (m(m + 3)(m + 2)2* — 2(m + 1)(m + 2)z)tn(x)
+ (1 —m)(m+2)%2* =0.
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Pentru aceasta ecuatie avem
(4.2.18) A,, = (m+2)*ma*(8(m+1)—4(m+1)(m+3)z+m(m+3)*z*) > 0,

pentru orice x € J si m € Nj.
Fixam d,,(z) = m (8(m + 1) —4(m + 1)(m + 3)x + m(m + 3)?z?), pen-
tru orice x € J si m € Nj.

Deoarece m > 2, avem
(4.2.19) (1—=m)(m+2)%2*><0

si astfel ecuatia (4.2.17)) are exact o solutie pozitiva

(m+2)x (Q(m +1)—m(m+3)r + m>
2(m+1)

(4.2.20) 7 (z) =

Remarca 4.2.4. Fixam

(4.2.21)

J:{ 2 m0+2} [ 2 m—+ 2

c [0, 1].
mo+3 my+3 m+3’m—i—3] [0,1]

Daca m € Ny i f € L1(]0,1]) se definegte operatorul
(4.2.22)

Qo)) = (m+ 1) > (7};) (@) G )™ [ slt) (01t

k=0

unde o, (z) si B (z) sunt date de relatiile (4.2.16)), pentru orice

_ 2 mo+2
z€J= [mo+3’ m0+3}'

Teorema 4.2.4. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Fie
operatorii Qsm, m € N, definiti prin (4.2.22)). Daca f € C([0,1]), atunci

(4.2.23) lim (Qsmf)(z) = f(x)

m—>r00
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uniform pe J si exista m(0) € N astfel incdt

7
(4220 (Qunf )~ £(0)) < 3 (£ =),

pentru orice x € J gi m € Ny,m > m(0).

Teorema 4.2.5. (Pop, O. T., Indrea, D. Adrian, Braica, P.I., [20]) Fie
operatorii Q3 .,,m € N, definiti prin (4.2.22). Daca f € C([0,1]), x € J,
este de doud ori derivabild pe [0,1] si f?) este continud pe [0, 1], atunci
(4.2.25)

: 2(1 — ) (1) @)
i m((Qan ) ()~ F () = Fla)+2a—1) fO (@) +a(e—1) FO ).

T
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